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МАТЕМАТИКА

М. М. Джрбашян

Об одном интегральном преобразовании

Известно |1|. что решение уравнения

у" - Ху - О 
при граничном условии

1пй = 0

имеющем вид 

. . . . sin]//- л
Ф (х. л) = со§У лх-Н —

является ядром для преобразования типа Фурье. Имеет место следу
ющий результат, являющийся обобщением известной теоремы План- 
шереля.

1) Для любой фуркции /(х) ££s(0. 4֊ос) существует функция 
Л(Х) из класса

f|A(M|‘֊Li— <й.<+тс (»)
J А 4- 6а
О

такая, что непрерывная функция

о
է Г(Л,5)= (։>0) ,

о

сходится к А ( а) в метрике (*),  т. е.

Иш С | F(a) F(a, з) J8 dk ֊ 0.
<x-+«o j A. О*

2) При &>() имеет место формула обращения

/(х) = 1. i.m. — (/• (>.) Ф (х, X) -^֊г Л.

մ՛

а при 0<Հ ՛) формула обращения имеет вид
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/(X) -2 0F(- П=НЛЧ 

4-1, i m. -1 [?’(>•) Ф (-V. /.) ֊ — '՚— ib..
՜ J &

о

К настоящей работе исследуются интегральные преобразования 
порожденные несимосопряжениым диффренцпальным уравнением

У*  — i2a0\v' 4- '*У  0 (и„ > 0)

• Такие разложении дли пислищоир.a<.iiiiuv \p.iiwieiiiiii iijioti.iiiont.uoiо порядил 
и при ШрЛДДО общи։ l|MHH4HU ..линии-, били нссле юн шы п работал Я. I Гам.Тр- 
KUH.I |2| и М. В. Ке.тдиша |3|.

(А)

на полуоси (0, 4- оо) при граничном условии

у (0) cos в -г у*  (0) sin а - О. (Б)

где а — произвольное действятельное число. Устанавливается, что 
если Ф(.с. а) решеине задачи (А). (Б), го. преобразуй функцию 
/(х)С Л։ (0. 4*  «>) или Да(0, փօօ) при помощи ядра с ՜*Ф(л,л),  яв
ляющегося решением задачи

у” 4՛ i‘2ady' 4- А2у = о. (А*)

у (О) (COSа 4- £2ae'.slna) у’ (О) sin л О. (Б")

можно обращение осуществить через ядро Ф(л./.). Полученные та
ким образом результаты, которые приведены ниже, являются, пово
димому, наиболее естественным обобщением классического результата, 
сформулированного выше

Эти результаты можно получить путем предельного перехода, 
используя разложения в ряды по собственным функциям на конечном 
отрезке' Однако в настоящей работе мы предпочитаем пойти другим 
путем, быстрее приводящим к цели.

Отметим, что впервые задача разложения ио собственным функ
циям уравнения (А) на конечном отрезке, но при нулевых граничных 
условиях, была решена в статье |4| введением понятия обобщенной 
ортогональности для собственных функций.

§ I. Теорема типа Дирихле для обобщенного 
преобразования

1°. Рассмотрим дифференциальное уравнение

у" — 12ճՀ.ր*  4- '-’у = О («„ >0)1 (11)

1-слн обозначим

“»ւ Н+«; + <>••» I 14-и;, ■ վ». (1-2)
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ТО

«1 4֊ ս»յ 2 | I 4- а֊ . <•>, — <о2 х= 2«0,

|‘։։<։>й 1. ю, 2> <«» О,

и общее решение (1.1) напишется в виде

у(х) ^С|е‘"Л'+С։е՜1"^.

Отсюда следует, что функция

. . . <»».е ֊֊ м.^е . г —е *Ф (х. /.) - —----------- :—1-------- slna-----------
2 2i>

является решением уравнения (11) при граничном условии

Ф (О, X) cos a 4- Փր (0. X) sin a — 0.

Легко видеть, что функция

ЧДд*.  >.) е-^ФСс,/.)

о.,е~м 4- ">2е1,и^ е՜^*
֊ -------- Sin a-----------------— cos a

2 2Г/.

(1-5)

(1.6)

есть решение уравнения

Հ" 4- i2a^Zf + f֊Z 0. (1.Г)

при граничном условии

Z (0) (cos a ■+• Z2r/rtAsin a) Z' (0) sin a — 0. (1.5')

Данной функции /(x)£Z-։ (0, Д- со) сопоставим ее преобразова 
ниё при помощи ядра *1՜  (/,/■)). т. е. интеграл

F(>)= (1.7)

О

являющийся непрерывной функцией на всей оси (—оо, 4-со).
Для обращения преобразования (1.7) нам понадобится одна пред՝ 

варите.։ ышя лемма, которую мы докажем ниже.
Но прежде всего заметим следующее. Пусть

■9

./«(х) -- 2==- 1>(/.)Ф(х, Л)£։(Х)Л.. (1.8)

1 + «о J 
— а 

где
Z-

H -—z--------- - ---------------- =
л-sin՝ а -Ь cos-a 4՜ Za0A,Sin2a 

(/. 4- Ao, ctga) (A — /w2ctga) sln։a
(1.9)
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Подставляя из (1.7) значение /■(/.) в (1.8) и пользуясь тем, что 
/(<)(_•£, (0, 4-со), будем иметь

Ա*)  ֊ 1Հր ֊֊ Ж (1.8')

(1 
где 

3
U,(x,t) 1’1-(Г. /.)Ф(Х. Ճ)Զ(Ճ)Ժ>.. (1.10)

Подставляя в (1.10) значения функции ‘Г*  (Հհ), Ф (д*.  Z) и 2(Z) 
из (1.6Հ (1.4) и (1.9). после соответствующих вычислений, найдем:

а) При ctg =# О

U(x. /)
1 1 sfin։»j5 (л՜—/)
2 I ՜ х — 1

, Տ1Ո<»23 (.V — /)
+ տ։ ՜ ------- ;-----

Д' — է

. 1 ( sin 4-м2х) , շ sin = (<»•>/ 4- «О.Л*)
-J------- ш, - ֊ ------- 4՜”ն - --------

2 1 w։Z -и 0>.»л*  оз2г 4- (OjA՜

֊ I I է Հ
ե A-jClga

Ժ/.-

•' ֊4 ‘1 4- a*  ՜ ctga t </z =
2 —zauctga

u{'>(л֊. t) 4֊ (Л2'(Х, () — 1Հ։> (x. է) - V?\x, է). (1.11)

б) При ctga О

U„(x. I) l/l'ix. Ո- (1.11')

Л е м м а /. а) /}ри cig a <Հ 0. для значений О ■1 4՜ g< - О <Հ л՜ <Հ
<Լ -{՜ օօ. когда z — -г -о

И,”(х. /) - ------- է (1.12')
| յ ((»։/ 4՜ ”’«а') I

vT’u./> о\----------!---------
( з («ь/ 4֊ о։гт)

(1.12")

б) При cig a > 0, для значений 0</<4՜°°» 0О'<4-°°. 
когда о -► 4 а»

V\" (х, է) — rwl J/՜ 1 + Հ; ctgac Ռ ՛ ’°Ll՜՜

1

3 (in,/ 4՜ ։,՝շ>')
(1.13')
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.------------- —(^4֊<»2/)<:։ա-։
И?(л-. /) — -u>2 J ' 1 4- a՝ ctg«<? ’ +

I
О («».,/ 4- iDjA՜)

4֊ О (1.13")

Доказательство. Пусть з>тах Hjctga , u>2Jciga ). Обо
значим через С\*՛  и С1 1 соответственно верхнюю и нижнюю полови
ны окружности л I з, пробегаемой в положительном направлении. 
Обозначим далее

/X (’«»։/ 4- ч р) 

-------- ch.,
4- Zwjdg a

i <ч,.Г)

— ctga

(1.14')

(1.14")

При 3 -4-ос, полагая а зе'՜. из (1 14') и (1.14") получим:

(I
С г՝"֊ '■■"‘"՚ ”"՛ о!---------- !----------!•

I з 4- w-P-') I
(1.15')

(1.15")

а) Положим теперь, что dg.a<0. тогда функции

i>.(u։,/ f«u.,v) т-0’1 յ՛)
—----------------ll —------------------  (1.16)

ճ 4֊ ձօյ dg a f. — /՛ախ ctga

голоморфны соответственно в полуплоскостях 1т/. СО и 1тл > 0. 
Поэтому, интегрируя функции (1.16) соответственно по контуру ниж
ней п верхней полуокружностей радиуса з. в силу обозначений (1.11), 
(1.14') и (1.14") получим:

2
И? (Л-, Ո | 14-a’ ctga/Т1 0.

и‘ч (.г, է} 4- i 1 1+<Й Ctga/T՝ 0.
*•

откуда, н силу (1.15') и (1.15"), вытекают утверждения (1.12') н (1.12*)  
леммы

б) Если ctgx>0, то функции (1.16) голоморфны соответственно 
в полуплоскостях 1тл<0 и 1тл>0 кроме точек а——/«), etga и 
>. /w._.ctga. где они имею) простые полюсы с вычетами
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—.etg !(<■>?/4-Д-) cig J {<Հէ 4- -V)СТ II С-

соответственно. Поэтому, интегрируя функции (1.16) потей же кои- 
гурам. r этом случае получим формулы

Vl»(x. n-Z-?yT+^Ctga/<-> =

= — У՜ I ад ctg а е~(՜'+° CIR

И,” (Л-, է) + i 4’ V 1՜+ «Гetg а /V’

= _ ^VT+^Ctg a e~(x + “5')C<B’.

откуда, в силу оценок (1.15') и (1.15"), будут следовать формулы 
(1.13') и (1.13") леммы.

2°. Обращение интегрального преобразования 11.7) дается сле
дующей теоремой.

Теорема 1. Если функция f(x) непрерывна на полуоси 
(0. 4- ' ). принадлежит к классу 1.} (0. 4՜ оэ) и имеет ограничен
ную вариацию на любом отрезке (о. R}. 0<о</?. то интеграль
ное преобразование

At,.)֊ p(i>)T(;.>.)rfc 

о

обращается следующим образом:
а) При ciga-<(). оля 0<л<4- со

/(л) - --------1 lim С----------- F(a)cP(x,7.)^^------------յ7)
~Ւ 14-«о - +®J X2 sin-я 4-cos-я 4-Z«o?. sin 2а

б) При ctgя > 0. для 0 ՀԼ л' <4֊ ©о

lim f----------- -------------------------------------- +

հ]/ 1 4- «о ■’ ՜+* ?՝2 sin՜а + eos’а + ‘ап '՝ s’n
—о

4֊- ——Z - !«г/-( 7'OjCtgal т (A'^ctgr.) jf՜ "|ՀԴ. (1.13)
sin я И 1 4- а^

Доказательство, а) Пусть ctga^O. Сначала положим, что 
ctga֊ 0, тогда по (1.8) и (1.8') и в силу (111')

Л(л') ֊/-=--֊ f/(0tW.'M/4-
Hzi4-«; J



Об одном интегральном преобразовании 9

Հ
+ 2— ;֊ р(/) U?\x. t) dt Л”^ + ./Лл->. (1.19)

® 0՛

Из определения (1.11) функций U\'\x,/) и L/\'\x. f} по теореме 
Дирихле н по теореме Ри маня-Лебе га для 0<Հ*<  -х> будем иметь:

Hm J!n(x) = —----------- llm i /((/) ( и>2 ՝ |п-133_ —Զ_ _|_

+ Sinu,:a(A- -Z)lrfz 1 . /(x} /(xL (1շօ)
x-t J 2?:|/1-Ւպ

—J- — Um +
2~ 1 1 4- aj j * .1 I '"Հ 

(I

+<*Ш! ”ф = 0. (1.2Ո
Wjf 4֊ v>rr I

Из формул (1.19) и (1.20). (1.21) следует формула (1-17) теоре
мы при ctg« -0.

Положим теперь, что ctga<0. Тогда, заметив, что по Ա 12') п 
(1.12*)  при 0<#< + СО

lim i/(7) V?’(x, r)dt 0 (k 1,2). (1.22)

Из формул (1.8'Լ (I l I). (l֊20), (l.2l) и (1.22) опять получим фор
мулу (1.17) георемы

б) Пусть clg a О. В силу (! .8') и <ц.имн нд нческих формул 
(1.13՜) н (1.13") при 5 • -|-со будем иметь

у.(л-) = . f/ՀՕ /) 4- ^’(х, п\<и +
-V ’+<.) ! I

о

֊.t-Clgi ]..,;'р-аг'с,«7(/)л + 
о

՛•< (V՜ -О (1.23)

Но из (1.7) и (1.6) следует

F(—n»։ctga) |/ l-b^o slna "''էՀ'Հ՛ (1.24'1

о
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/’(A'bCtga) | I 4-й$ Sina

ս
(1.24")

Переходя к пределу в (1.23), с учетом формул (1.20), (1.21) л (1.24) 
получим утверждение (1.18) теоремы.

$ 2. Теорема тина Планшер.еля для обобщенного 
преобразования

В настоящем параграфе результат теоремы I распространяется 
на функции из класса £2(0, 4՜" )•

Г՜, Функции Ф (л*.  .՛.) и Ч'(д-. ■■.). определенные выше по форму
лам (1.4) н (1.6) напишем в виде

Ф(л*. л) (/.sin а — Ц cos а) е 4֊

4- —2 (л sin а 4- /Նյ cos а) е’"’՜՜1, (2.1)
2'/.

'Г (л*,  /.) ՛ -: {/.slna — /՜ախ cOS а) в '"'' Л 4՜
2 л

4- — (/• sin а 4֊ H”j COS а) (2.2)
2 л

Отнесем к классу £V‘}( х, 4- °8) функции Л (л). определенные 
на всей оси (— ос, <»), для которых существует интеграл

[ !/■•(;.) Հар.)।մ,.. (2.3)

Прежде чем перейти к формулировке и доказательству основного ре
зультата этого параграфа, приведем дне вспомогательные леммы, на 
которые мы будем существенно опираться.

Леммы 2. F.c.iu ք -г ос), то существует функция
I'(լ L'q\- оо, 4- оо) такая, что интегралы

3
f (>֊.’) (/(/)՝։■(/.'■)<// (’>0) (2-4)

I)

сходятся к £՝(/.) в метрике пространства /.■?'(— оо, -|- оо).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если обозначить

=) (/(/) Փ.(Հօ) [/(0?՜'”՛“ Л, (2.5) 

о о 
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то по теореме Планшереля существуют пределы в среднем и про
странстве £2(—со, 4֊ х )

Ф։ (а) l.i.m. Ф։(а. =): ф.»(/.) - l.i.m. ф.. (л, z). (2.6)
a—-j-sc »—-Ւ-к

Из (2.2). (2.4) и (2.5) получим

/■’(а. ՜) ’ (a sin а /<•>,. cos а) Ф.. (а, з) -|-
2՝А

4- — (л sin а 4֊ Ло. cos а) Փ. (а, з), (2.7)
2а

откуда в силу (1.9) вытекает оценка

1^(Հ :։) /Դ-. 52),№(a)|^.4։ Ф,.(а.з?) фй(Х. з։)>2-Ь

4-Д2'Ф։(Х, Յշ)-Փ։(Հ (2.8)

где Яр Д2—постоянные, не зависящие от а. з։ и

Из существования пределов в ере тем (2.6) и из (2.8) вытекйе՛. 
что

•Ьх
llm [|/ЧА. 3,) /■•(At32)P|<2(A)lrfA 0.

’<■ °։ • » ։ I

откуда, очевидно, следует существование функции /'('•)£/■- 1 ( се, 
4- оо) такой, что

i » 
lim /-'(а) -/'(а. 3)|2|U(a)|(/a О, 

- X

т. е. утверждение леммы.
Наконец, отметим, что из (2.6) и (2.7) следует

Л(/.) —1 (/.sina — Ao2cos а) Ф2(а)
2) .

4- * * (/. Sin a 4- /н>։ cos a) Ф։ (a), (2.9)
2a

где
J

Ф։|А) I.i.m. (it,
I • —x J 

0 
(2.10) 

•»

Ф.(а) l.i.m. (it.

о
Из формул (2.10) легко заключаем, что функция Ф։(а,1 голоморфна 

при |?я/- О и удовлетворяет условию
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I Ф։ (Н -г Ь) : dy < М։ < 4֊ х. (' О).

где .И, не зависит от • (все такие фулкцин отнесем к классу М!>). 
а функция Ф-(к) голоморфна при 1т><0 и удовлетворяет условию

Փ/V? -г Ь) ’ d>i Aft < + оо, ('• 0)

где .11, не записи। от • (нее такие функции отнесем к классу //' ՝). 
Обозначим теперь

..... /. sin а -г ли. cos з .Ф|(л)в------- ----------Ф,(а)
a sin з — /«*,  cos а

(2.11)

». sin » -г Л“J cos з

н заметим, что Ф*( а)£/.= (—х, 4-оо). (k 1.2)
.7 е .к .к a 'i. а) При ctgi- ;0 на полуоси (0, Их)

1.1. m. |փ; (/.)<•’ 'Я,(Ь. = 0. (2.12*>

1.1.ПК | ф! (а) с }Л9“ d>. = 0. (2.12")

- J

6) При ctga>0, на полуоси (0. 4֊ х )

<'• __
l.I. m. Ф;(л) ■ d- — J- I i—<2; etgae 'ՏՓ։ (f<«-ctg a), (2.13')*

“УТГ+eJ etgae “,Հ’Փ.( |ւ՚է՚Հւ!7> с: ՚

Доказатсльст в о. Для доказательства мы будем опираться на 
следующую известную теорему Палей и Винера, |5| утверждающую, 
что класс функций /Հ- ' совпадает с классом функций, представимых 
в виде

о

‘I՜ (a) l.l.in. г {x)el 'dx, 1п1>0
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где
х.О).

а) Из определения (2.11) функции <|Հ (/.) видно, ч го если cigх О. 

то Ф^^-ФДл) Н» и если etg.x <0, то функция Փւ(/.) голоморф

на в верхней полуплоскости Ini/- >0 и | Ф1 (>-) | Հ 7.։ !Ф։ (/.),. (1։пХ> 0), 
где Л, постоянная, не зависящая от Հ Поэтому и при etga<ՀՕ, 
Փւ (>•)<' //շ ՛. Отсюда по указанной выше теореме Палей и Винера 
будем иметь

1.1.1 Ո. I Ф;’ (/.) е"' ՝d/. — fl при л\>0,

что эквивалентно формуле (2.12՜).
Аналогично при ctgx֊ii. ФДа) ФИ'.) /7՞ *.  а если etgx О. 

то функция Փշ (/.) голоморфна в нижней полуплоскости 1гп/. (I и 
|Ф։(Х) !<■/.•» Ф2(/.) . (հո/. < 0). где /._• постоянная, не зависящая от 

Поэтому и при ciga<^0, Փ՛ (/.) Н\ ' и по гой же теореме Палеи 
и Винера получим 

l.i.m. ,հ'(Ա = 0.

что эквивалентно формуле (2.12").
б) Пусть etga -0. тогда функция Ф« (>.) голоморфна в полупло

скости 1ւո՜/Հ>0 кроме точки '/• nojCtga. где она и.меез простой полюс 
с главной частью

271 1 - с1£аФ։ (/>•>.. etg a) 

/. HwoCtga

Составим функцию

2/J 14-Cig аФ. (7w2cig a)
Ч-.р.) «!>,(>•> ֊ (2.14,

/. — cig a

которая голоморфна при 1гп/. О и, как нетрудно убедиться, нринад- 
лежи! классу /7'՛ . Поэтому по теореме Палей и Винера 

г

l.i.m. Իր։ (/.)£’*0. х>0, (2.15)
3 - ’է֊ Сс J 

— 9
т. е.

l.i.m. ( Ч\ (X)?"1** Ժ/. =0. х > 0. (2.15')
з • 4- ас J 

— э<
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НоФ1(л) Л.(— оо, փ х ), следовательно по (2.14) и (2.15'). при д->0

Млн.
’-+»• ,՝

_______  г
1 (-«з Ctg7/bj(/w2clga) d'K.

J /.—/o)2Clga
(2.15")

Заметив теперь, что при ctg.a>0

1
»՜

------------- (Га = 2 кie--va^, х > О, 
л Zuuctga 

- X

из (2.15") получим формулу (2.13').

Аналогично, при etg а > О, функция Ф2(л) голоморфна при |ща<. 
< 0,. кроме точки л — m։ctga. где она имеет простои полюсе 
главной частью

2/1 1 -г a*  etg a Ф.. (— Л<»1 etgaj

л 4- йо։ etg a 
Обозначая

>Գw ф:(М+14,
a- («fCtga

получим функцию ՝Г2(л)^//У . Следовательно по теореме Пален и 
Винера

l.i. m. (О, х>0. (2.16)

Заметив, что Ф*(л)  х, -i- x), из (2.161 получим, при .т>()

l.i.i n. I Ф՝(л)  г՛ ”֊-г\/а-*

— 2/ V 14-06 с1£аф2(— H»tctga) |--------- (/А. (2-17)
J а 4- о՛», etg a

Но при ctga>0

е՜1^

>■ -֊ Z<Oj Ctg a
dK ulK°,

поэтому из (2.17) следует формула (2.13*).
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2°. Докажем теперь вторую основную теорему этой работы, 
представлялющую собой перенесение результата теоремы 1 на про
странство функций I...(О, со).

Теорема. 2. Если f(a՜)-—>произвольная Функция из класса 

/.ДО, Ч-co), то существует Функция F(j.) / . z . ф х) такая, 
■into интегралы

(2.18)

и 
сходятся к /՝(/.) в смысле

11m
= - Ն Оо

ф--х
J I/=■(,.)- Р(,.. =).» |&(>.;( «Г/. О. 

по

(2.19)

а) При ctga«£o

1
/W /•' (а) Ф (х, а) a® dt.

к*  sin2 а 4- cos2 а ф /афХ sin 2а

б) При ctga>0

Ж'
______1
Н Гф <Հ

F f X') Ф (х, a) \*dk ______
a- sin®а ф cos2а ф /аол sin 2а

------------- >------- — |<ojF (— /и»։ Ctgа) 4- ">lF (Խ- Ctga)) е л 1էշ՜. (2.20') 
sin а V 1 4֊ «J

Доказательство. Первая часть утверждения теоремы была 
доказана выше (лемма 2). Дальше мы будем опираться ня следую
щие формулы, которые следуют из (2.5) и (2.6) согласно теореме 
Плаишереля.

/(x) l.i.in. 1Ф։(л)е“'։"։1\Д, на (0, фх), (2.21') 
’ + * 2՜ J

— а
а

/(д) Li.ni.(ф2(/.)?■ ։XrfA, на (0. фх). (2.21") 
• « 2” J

—- Մ

а) Пусть cig а < О, тогда из (2.11). (3.12') и (2.12") имеем:

Urn. на .0.+»), (2.22’
+ х J Asina — /է՚>շ cos a 

~a

1.1.Ш. [ », (>■) *sl" *~' ա* C0SI< e—* <fc ֊ о. на (0. |. (2.22"
՜ - J a sin a ф i<fl։ cos a

•Умножим (2.2Г) на t:h.։. а (2.12'i на н результаты сложим.

Тогда по (2.11 будем иметь
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□
l.i. m. ( Փյ iA|---֊֊
j - +*  J /. sin a — z«i2 cos a

на (0, -| ). 12.23')

Аналогично умножая 2.21" i па -<>4. а 2.12" I на иД.
2 ’

в силу (2.1) по

лучим

-w$f(x _ l.i.m. ( Ф2| /. • ----- —- Л՛ ------«//..
.՛+- «J л si 11-֊- z'w։ cos a

па i0, 4-х). (2.23" i

Далее, заметим, что в силу 12.9 и (1.9)

. А| <2 (А| - '"J ФД/.1 — —---------
2 Asin cos a

,—-- -----------2 /.Sina—luucosa
(2.241

Лмпзжая 2.23 на ' և'. а ւ2.23"՛ на — и складывая, из (2.24 найдем 
9 О

-- <.», ф м>2}/՛л. - l.i.m. i Ւ ia.i Փ lx, ՜/.ւ ՛-’ /. cb., на (0, 4-х),
2 I : »J

- •։

т e. —формулу 12.20 теоремы.
б) Пусть Ctga>0, тогда из (2.11 и 2.13'. (2.13") имеем фор

мулу

. . f . f. sin a 4- А->. COS a , r/. ,
l.i.m. I <I>, /. ' e ‘ (b.

,1 /. sina —A»2 cos x

— 4՜', 1 4-Aq etgae Лс:>"Ф։ Zu>i.Ctga), на (0, 4-х), (2.25г)

о
. . (• . ). Sill а —Zw-cosa л ,
l.i. m. I Ф-1/. ------------- =— e ' cb-

- ,! /. sin а 4-COS a
—:

= —4~i l֊<?o cigar ։с1г'ф2 — /'ujjftgz,. i2.25")

Умножая (2.21 на -օվ. a (2.13'i на ' ՜. согласно |2.И получим

l.i.m. i Ф։ /. —...ձ.ւճ_------+
օ+^։1 /. sin a—Zio։ cos a

4- 2’<"շ| I 4֊ a՝, etgat’ ՝։՚:Հ1Փ։ (փ nosctga), на (0. 4-ос ). 12.26Հ
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Аналогично умножая ֊2.12"՛ на а 2.13’յ на ֊֊֊, но (2.1 

будем иметь 

2, . . (’ , /.Ф (л, /.I ,Հև>շ/i.v) — Li.րո. I Ф2 (л)----------- 1-------------(Ь. 4֊
---но J л sin а z<0| cos а

4-2հօ),| i֊b<2o ctg-ае Л<’й,ф._.( — Z<u։ ctgai. на (0, փ- оь ւ. |2.2G"I

Наконец, умножая 2.2G' на ՛’֊ , а 12.26") на ՝ ’ , на основании (2,241 

получим формулу

— |п>х ш2 | f; .V) - Li.in. i Л1' Հ Փ л՜, X) Զ i , (it. -|-
2 9-+» J

—t

J 1 -I- e ’ '"’clga |Հ<Փ, |Л’>2 cig a I -j-

4- «ՀՓ2 i — 7«>։ ctga ) на (0, 4- x ). (2.271

Но согласно (2.5j, 2.6: и 11.241

Ф, Zi'>actg7.՛ ՜ - Ւ' oo.jdiziւ,
I I -!-«•• sina

(2.28.

Փ֊յ (— ctg a • = -■ ■■ -------- Ւ (— M։ ctga),
] I 4- Л- sin a

новому из I2.27i ii (2.281 следует формула i2.20'i теоремы.
В заключение отметим, что аналогичные теоремы можно дока

зан. а в случае, когда ядро преобразования порождается несамосо
пряженным дифференциальным уравнением вида

у" । ai>. 4- b ւ у՛ -(- ՚ ւ.- 4- ճ/л 4֊ d । у = 0.

где а, Ь, с, d—вещественные постоянные.
IliirrirryT математики и механики

АН Армянской ССР Поступили 2Վ IV 1957

U*.  U’. ձ>թ]*աշյսէն

Ub ԻՆՏեԳՐԱԼ ՋեՎ.ԱՓՈհՈհՌՅԱՆ ՍԱՍՒՆ

Ա 1Г Փ II Փ II Ի 1Г

Հայտնի Հ {I/, է1[ւ
у" 4- >֊y = 0

'»III у ill II in րմ и էն լւււձու. մ ր

- Известия ЛН серия физ.-мат. наук. .V <
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у'(0) = 0у(0), >1։п6 0)

եզրային պայմանի դեպքում, հանդիսui'luu մ Լ ՛հուրյեյի ձևավւIIխո t թ յան

Այս աշխատության մհջ հետազոտվում են այն ինտեգրալ ձեաւիոիւու - 
թ յուններ ր, որոնք ծագում են

у" — /2<70лу' + >.2y =0. I (J0 > 0)

ինքն տհա if ա լուծ դիֆերենցիալ հա վ աւէ ա ր մ ան լուծումից,

V (0) cos я Ч- у' < 0) sin а 0

եզրային պայմանի դեպքում , որտեղ 7՛ կամայական իրական պարամետր 
էր Ապա դու ւր/սւ մ է, որ եթե Փ i Л՜, /. ւ/երոհիշյա/ խնդրի լուծումն /;, ապա 

ձեաւիոխելով J X, AjlO, 4֊ X । //«//</՛ /. . (Q, 0Օ ֆունկցիան ք ' Лф X, .՛. I 
h"rl“lb օգնությամբ, կարելի է ձետ ւիո խոր.թյան շրքրրւմե իրականացնել 
Փ X. Л) կորիզի օգնությամբ: Այդւդիւրո.վ ստացված արդյունքները հավա
նաբար հանդիսանում են (1^ 0 դեպքի համար հայտնի կլասիկ արդյունքի
ամենա բնական րնդ հան բացում ր.-
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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

М. 1’ Фельдман

Устойчивость стержней переменного сечения*
(Днепропетровск)

В статье рассматривается задача об устойчивости ступенчатого стер
жня с изменяющейся скачкообразно по длине стержня силой сжатия.

1> общем случае невозможно найти решение соответствующего 
дифференциального уравнения при заданных граничных условиях в 
замкнутой форме, вследствие чего приходится обращаться к прибли
женным методам [I].

А. И. Динннк в работе [2] по этому вопросу пишет, что для 
получения результатов, пригодных для приложений в одном только 
случае, потребовалось вычислить 60 корней. Как он справедливо ука
зывает все это требует большой затраты труда и времени.

Решение задач по устойчивости и колебаниям стержневых систем 
и пластин можно получить более простым путем, если воспользоваться 
синтезом методов Бубнова Галеркина и конечных разностей (3).

Этот же метод может быть применен к решению задач проч
ности. Так. многие задачи строительной механики корабля, например, 
определение реакций киль-блоков при постановке корабля в док на ки
левою дорожку, расчет плоских перекрытий, опирающихся на не
прямоугольный контур и т. и., приводя՛! к задаче о расчете балки 
переменного сечения', лежащей на упругом основании переменной 
жесткости.

Коэффициенты /(л) и уравнения

+ А'(л')у = </(*) (1)

где К{х) жесткость упругого основания.
л*։ —интенсивность внешней нагрузки, действующем на балку, 

/(х)—момент инерции площади поперечного сечения балки, 
обычно находятся эмпирическим путем и задаются в виде таблиц или 
графиков.

’ Рассмотренные здесь вопросы являются частью работы, доложенной авто
ром 23 декабря 195-1 года па совещании по теории упругое ւи. теории пластичности 
н теоретическим вопросам строительной механики при Институте механики Академии 
наук- СССР
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При интегрирования уравнения (I) одним из известных приолн- 
жешшых методов нужно сначала путем применения той или иной 
интерполяционной формулы представить значения /(а) и К{х\ в 
аналитической форме. В рекомендуемом методе не требуется обяза
тельно знать значения / (д՜) и К (л՜) в аналитической форме, так как 
в этом случае достаточно шат<» значения этих коэффициентов лишь п 
отдельных точках.

§ I. Метод решения

Рассмотрим конечно-разностное уравнение порядка 2 р при за 
данных граничных условиях.

неоднородное

»֊
(/■ -- и. I, 2- •.//) (2)

или однородное

Ф./+.-^« = лП; (/= 0. 1. 2---W) • (3)
-- р

где К—значение неизвестной функции в точке /.
а, и 1Հ переменные коэффициенты, определяемые конкретными ус

ловиями задачи, X — неизвестный параметр.
Приближенное решение этих уравнений ищем в виде

У',, (4)
/.•-1

где ծ* — неизвестные постоянные, ?ИЛ՜) — фундаментальные функции, 
удовлетворяющие всем граничным условиям задачи.

Вместо искомой функции в заданное уравнение подставим при
ближенное значение в форме (4). Умножим результат подстановки 
последовательно навес суммируем в заданном интервале и ре
зультат приравняем нулю. Для однородного уравнения получим сле
дующую систему однородных линейных уравнений:

(Կ.1 ГА1Д')— '?НЛ։) 0 (5)

/?= I, 2--->
При решении неоднородной задачи находим значения неизвест

ных параметров հԼ-, При решении однородной задачи, чтобы удовле
творить этой системе уравнений, не полагая все bt{ 0. нужно прирав
нять нулю опеределитель полученной системы уравнений. Наименьший 
вещественный корень этого определителя и будет первым собствен
ным значением задачи.
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Очевидно, что порядок определителя зависит не օ՚ւ числа точек 
деления интервала, а от числа коэффициентов входящих в сумму (4). 
Порядок решения остается тот же при решении системы совместных 
конечно-разностных уравнений.

Сходимость процесса будет обеспечена во всех тех случаях,
когда сходится процесс Буб
нова- Галеркина [4].

С целью иллюстрации ме
тода и получения представле
ния о степени ючности, рас 
смотрим ступенчаты!! шарнир
но опертый стержень, подвер
женный действию сжимающих 

Фиг. I

сил /Հ. приложенных на концах, и сил Р> в промежуточном попереч 
ном сечении С и на левом конце (фиг. 1).

§ 2. Устойчивость ступенчатого стержня

Задача об устойчивости двухступенчатого стержня была исследо
вана *1’. С. Ясинским. Однако, им приведены численные Значения 
коэффициентов длины только для случая /, Հ՛ [5]

Случаи /։ т-/•> представляет определенный практический интерес, 
например, при яроек!ироааннн колонн промышленных зданий-

Вначале рассмотрим стержень, состоящий из двух призматиче
ских частей АС и СВ с общей осью, но различными моментами инерции 
сечений Z, и Л (фиг. 1). Пусть отношение длин участков не равно 
единице Ось ох направим вдоль оси стержня слева направо, начало 
координат поместим в центре тяжести левого концевого сечения, а 
ось оу проведем в плоскости изгиба, нормально к оси ох.

Примем, что и /Հ находятся в некотором постоянном, напе
ред заданном отношении и при постепенном возрастании они дости
гают таких значений, что становится возможной искривленная форма 
первоначально прямолинейного стержня.

Конечно-разностные уравнения соответственно на участках и /> 
стержня будут:

А-]£7(л-)Л=у]. --

(6)
I ձ» [EI (х) A2_v],------- (/’* A“y(.

где т—номер точки деления.
Длина стржня /.свободно опертого на жесткие опоры, разделена 

на и равных частей длины Ах — . Точки деления пронумерованы от

О до //. иомер 0 соответствует точке х ֊- 0. а номер п точке х /.
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Значение момента инерции в сечении с номером i обозначим 
через ձ.

Введем обозначения:

/(х) /,/(х); A--v z; ,w = ;

(ЭД
F(x) ֊ F։'b(x); 4?7= W‘ Г

где /, и Л,—соответственно значения момента инерции и площади 
поперечного сечения в правом опорном сечении, f(x) и с (л;)—соот
ветственно функции, описывающие закон изменения момента инерции 

и площади поперечного сечения вдоль оси стержня. Пользуясь обоз
начениями Ա). придадим уравнениям (6) вид:

л։д’[/(л)4 - ->■*<
(8)

Л!|/М4 z,.

Критическую нагрузку представим в следующей форме:

= (9)
Чр

I де /mi,t /։; /л\ л—коэффициент, зависящий от способа за гру
жения и закрепления концов сжимаемого стержни.

Из формулы (9) видно, что задача сводится к нахождению зна
чений а для различных соотношений т и ц5.

г. . тПринимая /. .. окончательно получимJ Ct*

РН (10)
1»р

ол !■: և Р-ձЗадаваясь различными отношениями Հ, , и можно полу

чить значения а для любою случая.
С достаточной для практики точностью решение задачи может 

быть получено, если ограничиться удержанием одного члена ряда 
(4). а именно:

у? ծ sin (11)
Xfгде Tji = — •

Пользуясь равенством (111 вычислим значения функции у/ в точ
ках (/ -- 0. I. 2« ••«), соответствующие вершннам ломаной оси стержня 
в момент потери устойчивости и подставим в систему уравнений (8). 
Стержень разобьем на 10 частей.

Приведем вычисления для случая, для которого имеется точное 
решение Ф. С. Ясинского, а именно:
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Р-Р /
/,=/.; от- _’^1<0 и, у- Հ0.

Выполняя действия в соответствии с |5|, после подстановки чнс 
лозы.х значении получим / 13.03.

■*_ -2
Так как то а_ т յ շ3

По Ф. С. Ясинскому х 1,24.
Такое же небольшое расхождение получается и для других зна

чении коэффициентов т и //, рассматриваемого случая, в «ем можно 
уосдиться сравнением значений коэффициента а, вычисленных но изло
женному методу и приведенных в графике 3, со значениями коэф
фициента X, найденными точным методом Ф. С. Ясинским.

Значения коэффициентов длины 1,,р-1 л для случаев /.,: / 0,2- 
0,4; 0,п сведены в таблицы 1. 2, а и 5 и графики 2. 3 и 4.

Значения ». вычисленные для /- = 0.2/ т ,

X. m

Л?"
1.0 1,25 I.S0 1.75 2.00 3.00

1.00 1,004 0.905 0.83! 0,777 0,729 0,610
1,25 1.118 1.004 0.922 0,858 0,807 0,673
1,50 1,210 1,095 1.004 0.935 0,878 0,729
1,75 1,313 1,179 1.081 1,001 0,943 0.782
2,00 1.402 1.259 1.152 1.071 1,004 0.831
2.25 1,485 1.333 1,220 1,132 1,063 0,878
2.50 1,563 :. IC2 1,282 1.190 1,117 0,922
2.75 1.636 1.472 1.343 1.249 1.168 0.96-1
з.оо 1,707 1.533 1.402 1.301 1,219 1.001

Значения 7. вычисленные для /« 0.4/
Таблица 2

Պ
10 1.25 1,50 1.75 2.00 3.00

1,00 1.004 0,933 0,881 0,843 0.813 0.738
1,25 1,087 1.004 0,945 0.900 0,865 0,777
1.50 1.164 1.072 1.004 0.955 0.914 0,813
1.75 1.243 1,135 1,060 1,001 0,960 0,848
2.00 1,306 1.195 1,114 1,047 1,004 0.882
2.25 1,372 1,252 1,166 1.099 1.047 0.914
2.50 1.435 1,306 1,213 1,143 1.087 0.945
2,75 1.493 1,358 1.261 1.186 1,126 Օ.Չ76
3.00 1,552 1,409 1,306 1,227 1.166 1.004
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Значения я, вычисленные 1г ֊֊ 0,6/ Таблица Հ։

Պ
։,о 1.25 1.50 1,75 2,00 З.ОР

1.00 1.001 0,973 0,952 0.936 0,924 0,895

1.25 1.043 1,601 0. 0,959 0,944 0.909

1.50 1.080 1.035 1.004 0.982 0.965 0.924

1.75 1.116 1,055 1,030 1 .<>01 0.985 0.937

2.00 1.149 1,094 1.055 1,027 1,001 Հ 0.952

1,183 1.122 1.080 1.048 1,024 0.965

2,50 1.215* 1.149 1,104 1.069 1,043 0.979

2.75 1.247 1,177 1.127 1.090 1.061 0.991

3.00 1.278 1.203 1.149 1,110 1.080 1.001

Рассмотрим устойчивость трехступенчатого (фиг. •“>) и пятнету- 
пенчатого (фиг. (>) стержней с общими осями и участками разной длины- 

Критическое значение продольной сжимающей силы определяем 
по обычной фоомуле

п ,'F-1! ар յ֊չ .

где А коэффициент устойчивости,
/ — момент инерции в фиксированном сечении.
Задача сводится к вычислению коэффициентов устойчивости в 

зависимости от изменения отношений длин и моментов инерции на от
дельных участках стержня. А. Н. Динник рассмотрел |2| только сим
метричные трехе;упенчатые стержни и в частности для случая

X// ֊ 0,2; ///0 0,ծ и /,//•> 1
получил значение К 8.86. Нами же для этого случая получено 
К 8,54.

Следуя методике изложенной выше, найдены величины коэф
фициентов устойчивости при различных отношениях моментов инерции 
.//./<> и соотношений между длинами участков X/Z.

В таблицах 4 и 5 приведены коэффициенты устойчивости А՜ для 
грехступёнчатого стержня, в таблице 6 для пятиступенчатого стержня;

Таблица I X// = 0,2

/:/о ՝՜՝"
0 ։ 2:5 3:5 1-0

0,1 1,06 1.24 1.35 1.50 1.55

0.2 2.10 2.31 2,59 2.83 2,92
0.4 4.11 4.42 4.79 5,09 5,20

0.6 6.|8 6.47 6.69 6.94 7.03

0.8 7.96 8.14 8.34 8.48 8,54
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Гоблица 5 КЦ = 0.4

= !1
0 1:5 1:2

0.։ 1.41 1.76 2.16 2.37

0.2 2,69 3,23 3.81 4 ,09

0,4 4,91 5,55 6.15 6.43

0,6 6,79 7.31 7.74 7,95

0,8 8,40 8.6Я 8,87 9.СО
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Фиг. 3
Г ни. ища <>

7. :/з:Л,

1
1:1:1 1:2:2 2: 1:2 2:2:1 3:1:1

п.2 0.4 1,0 7.22 5,96 5,03 4,31 3,68

0.2 0.6 1.0 7.96 7.22 5,74 5.36 4.40

0.4 0.6 1.0 8.52 7.62 7.04 6.39 5.39

0.4 0,8 1.0 9.02 8.59 7.71 7.45 6.52

С равным успехом можно определить значения коэффициентов 
устойчивости для многоступенчатого стержня, при этом вычисления 
почти не усложняются.

§ 3 Пример
Стержень длиной /=5,00 и состоит из двух двутавров № 12, 

поставленных так, как показано на фиг. 7.
Момент инерции поперечного сечения равен
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/ 581,8 СМ*.
В случае опертых концов Эйлерова критическая сила Р 46540 кг. 

Требуется, путем наложения двух листов, усилить стержень так.

Фиг. 5. Фиг. б.

чтобы критическая сила воз
росла н полтора раза.

11еобходимо определи! ь 
длину /. усиленной части 
стержня.

Момент инерции добавоч
ных листов, шириной 15 ем и 
толщиной I см, относительно
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оси t—t ранен 562 си1. В результате усиления стержень буле։ 
иметь в крайних частях момент инерции I 581,8 г.и’, տ средне 
части /(1 1143,8 см\

гх 1 581,8 А-. Я
Отношение моментов инерции , i...q-ն ^«°1.

/о 114о,8
Определяем искомый коэффициент устойчивости:

РР 69800-500
' fzl„ ՜ 2- 10s-1143,8 ’

Пользуясь таблицей (5), находим по ///„ 0.51 и К 7.6 соот
ветствующее отношение / / 0,1.

Таким образом стержень надо усилить в средней час։ п на длин 
/. = 0,4/ = 2 и.
Днепром՛гр..некий инженерно-строителыи.1М 

ипепггуч Поступило 2 XI Нй

И*. Ո-. 3»Lii}ifuiG

ՓՈՓՈԽԱԿԱՆ ՃԱՏՎ.ԱԾՔ ՈհՆեՑՈՂ. ՋՈՂեՐՒ ԿԱՅՈՒՆՈՒԹՅՈՒՆԸ

Ա Մ Փ I) Փ 11 I՛ 1Г

Լուրյուր}ու if շարւաւ itiftn է!՛ Լ in աո /if. in'lt ւովէէ ր ձոէյ/1 կայունության /п^'/АГ* 

''hfi/i {Ոէ-ձէք ան մ шшш/пр ե էյ .</'/, ակ, Itpp nhtftf ntf nt tlր (Hint հ (՛կա (՚ա /կա1

փոփոխվում է թո/ւչ րւոձհ:

• ini քէք Լ ւոլո/ւա} մեխող/է կ/ւր tint nt tf ր պրակտիկ ',ե tn ու րր у. րու թ րւէն նել-

էրււ ttiitf'lntti էքրէէ" խ՚նէք (t ji'lili (t ի \tttti'tn ր;
ե ււկւււ ftin թ րոհ հ կ tit րոն tn թ րոն ւրւ (էծ ւոկի t/ն Լ ր ի I/ անէ/ ւոձ ու լո1 ե րներր пч(- 

ւիուխ1ուէ} It'll nt if լա ո էէէկ՚յւ հ րա if հ у ր ու ։ֆ քւկնէհ րու if :
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ФИ ТИКА

Н. Л. Корхмазян

Решение задачи о переходном излучении 
методом изображений

В paooie В. Гинзбурга и И. Франка {1] проведен расчет интен
сивное;՛-։ переходного излучения для случаев двух сред, характеризу
ющихся некоторыми (вообще говоря комплексными) значениями ди- 
метрических констант :։ и я3.

В настоящей работе дано решение той же задачи значительно 
более простым и наглядным методом. При этом использовались метод 
изображений и теория излучения при столкновениях заряженных 
быстрых частиц.

Следует отметить, что в работе [1]. тем-же самым методом изо
бражении. получется формула для полной интенсивности в иереля- 
тпвистском случае (формула (1) работы [1|). Однако указанные авторы 
решаю։ задачу в общем виде другим методом.

Рассмотрим быструю частицу с зарядом с. движущуюся, с по
стоянней скоростью, из вакуума в идеальный проводник периепди 
кулярно плоской границе раздела этих двух сред, заполняющих бес
конечное полупространство. Эта частица будет индуцировать на по
верхности идеального проводника заряды, поле которых в вакууме, 
согласно методу изображений, идентично полю частицы с зарядом -с. 
движущейся навстречу первоначальной частице с той же скоростью: 
при этом идеальный проводник заменяется вакуумом. Перемещение 
изображения есть следствие фактического перераспределения инду
цированных на поверхности идеального проводника зарядов. Излу
чение при переходе частицы с зарядом с из вакуума в металл может 
быть рассчитано как излучение при столкновении этой частицы и ее 
изображения.

Поскольку при переходном излучении существенно излучение с 
частотой порядка меньше 10՛՛ герц, а время столкновения • порядка 

I.- . где // — порядок размеров атомов, ю имеет место условие <•՝- 1.

Это позволяет в дальнейшем использовать теорию излучения при 
столкновении заряженных частиц в форме, изложенной в [2].
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Рассмотрим поле излучения в некоторой точке первой среды с 
координатой /Հ’ (фиг. 1). Фурье-компонента магнитного поля в этой 
точке определится согласно формуле (68.8) [2] так:

֊Հ)Հ (1)

где .4, вектор-потенциал в точке наблюдения /?„ до столкновения 
частиц, а .4 2—вектор-потенциал поля в той же точке после стол к но

нения, а п — ' •

Величины 4, и .4Տ определяются как потенцилы Льенэрь-Вихерта. 
созданные движущимися заряженной частицей и ее изображением. 
Потенциал, созданный частицей с зарядом »՝. движущейся со скоро
стью I по направлению к идеальному прово: нику, оудет равен

Фнг. I.

потенциал же, созданный изо
бражением. определится как

1 + >՜) 
Следовательно, потенциал .4, 
до столкновения есть:

Հ = л<»> •+֊ .Հ* 
eV 

՜ է /?0 V COS i>
Vzcos О 

с
Потенциал Д2 после столкновения частицы и ее изображения 

равен всюду нулю, в силу „аннигиляции" этих двух частиц. Физи
чески это означает, что после перехода частицы в идеальный про
водник. ее заряд полностью экранируется Подставляя значения по
тенциалов .4, и .42 в (I). а потом (1) в формулу для излучения при 
столкновении (66.9) [2]

Начало отсчета координат пометено в то^хе столкновения частиц.
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///•’*• * *

получаем окончательную формулу:

IV’... (&) - <?տ1/2 sin՜ И
"■с,п (I 32cos։<<)):

Г
(3)

Таково решение поставленной задачи в наиболее простом случае 
перехода заряженной частицы из вакуума в идеальный проводник. 
Этот случай наиболее ясно, иллюстрирует суть излагаемого метода и 
позволяет провести обобщение на случай перехода частицы из одной 
произвольной среды в некоторую другую.

[’гак рассмотрим теперь дне среды, разделённые плоской по- 
л лосгыо. заполняющие бесконечное полупространство и характери

зующиеся диэлект . пческнми постоянными и г2, которые могут быть, 
[вообще говоря, комплексными. Частица с зарядом е пусть, как и 
ранее, движется с постоянной скоростью I в направлении, перпенди
кулярном плоскости раздела. Ноле в точке /?0 первой среды, до того 
как частица достигла границы раздела, складывается из поля, создан
ного непосредственно самим зарядом и. кроме того, поля отраженного от 
Границы раздела двух рассматриваемых сред. Последнюю часть поля 
ножно представить как обра
зованную неким .зеркальным- 
изображением нашей частицы, 
находящимся но второй среде, 
движущимся скоростью V՜ 
л обладающим зарядом ef. где 
/ есть коэффициент отражения 
Френеля для волн, отраженных 
и первую среду. Заметим.что 
коэффициент f зависит от ча
стоты падающей волны, и тем 
самым величина заряда изо- 

, бражения также будет различна 
для разных частот; кроме тою 
гл метим, что. вводя в рассмот
рение изображение, нужно, как 
всегда, заменить вещество вто
рой среды веществом первой.
Таким образом, в полной аналогии с разобранным ранее случаем ваку- 

ндеальнь'й проводник, потенциал .4, до столкновения частицы 
ВС ее изображением определится по формуле:
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После столкновения, т. е. после проникновения нашей частицы 
но вторую среду, .аннгнлация՜ т. е. полная экранировка, в общем 
случае не имеет места.

Поле в первой среде, созданной частично заэкранированным за
рядом, движущимся теперь но второй среде от границы раздела, по
лучается и результате преломления поля частицы с зарядом е на 
границе двух сред. Поэтому мы можем записать Л- в форме:

X— — (>+/).
/ __п3 V \ I ч

1 - 1 ч с )

(5)

Фактор * ’’ *(*+/) есть коэффициент преломления Френеля для 
I «3

амплитуды. Смысл единичных векторов л, и //.. фигурирующих в фор
мулах (4) и (5), ясен из фиг 2. Обобщая формулу (I), запишем Фурье- 
-компоненту мш питого поля в точке /Հ, первой среды в виде

՜շ^ 11ՀՀւ-1ՀՀ11՛ <6J
и формулу излучения

1F.(») = I Հ-c iw. ֊■%.
можем написать:

«■-(»)- (.4-s!nr- .4,slnU)

Из фиг. 2 имеем для закона преломления sinr = sinH- 

му. используя (4) и (5). получим

поэто-

I-j

Эта формула и дает решение задачи в общем случае. Можно 
несколько реибразоиат вы: .,:.■•!։։■• (7i: имес “.ля волнового вектора 

А’։ .■ — Հ | tj.a и, кроме того, из фиг. 2 w. Г I cos и и п.. Г

- Г cos г. где cos г | I ՜1 >lnr с учетом приведенных соотно

шений имеем:
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Ա7.,.(») = е 2Л, cos ft
w»
рг—cos2 ft

+ (1 -I f)(£■ — -----------------------—------------

- p+ I'A’-Ajsln’i»1 у k, cos» (8)

Нетрудно видеть, что при =. = IV'.. (и) обращается в нуль в соот
ветствии с физикой вопроса—переходное излучение должно отсут
ствовать в этом случае. Отметим здесь, что знаменатели вида 
11 I к ,l 1> i

I՛ 5 ՜՜ (՝ ՜ / нн^де в нуль обратиться не могут, что соответствует

Череяковскому излучению. Заметим, что аналогичная формула 
в работе [I] отличается от приведенной формулы (8) знаком в 
знаменателе второго члена в фигурных скобках. Как указали 
сами авторы в ответном письме это различие следует отне
сти за счет ошибки работы |1]. исходящей из ср. 20, 5 строка 

сверху, где напечатано! /ՀՀՀ, ՜ ]/ /<; Xi’sin-T вместо: А',Л0 —

“С“|/ A'i Azf si ո՜<* •

В заключение автор выражает благодарность Г. М. Гарибяну и 
Л. Ա. А мату ни за сделанные ими указания и внимание к работе.

^Ереванский гпсударствевый университет
им. В. М. Молотова Поступило J0 I 1957

՛է». II.. 'ԼււթխւՐսւցjuili
ԱՆՑՈհՄԱՅՒՆ ՃԱՌԱԳԱՅԹՄԱՆ ԽՆԴՐԻ ԼՈհՄՈհՄԸ 

ԱՐՏԱՊԱՏԿԵՐՄԱՆ ԱեԹՈԴՈՎ.

1Է Մ Փ II <|> II I՛ II’

•.ււդվածում արված Լ հա ոաաէէւան արադա fdրււմր շարժվււդ Լիւյ։բէովոր~ 
</ա>> մ աոնիկի մ/t միջավայրից մ րո որ ան է]ն1ւլա. ՛/ամանակ աոաջացած ձա՝ 
ոսէէլս>ւթման իւնցրի րոծամր արաապաակերման մեթոդով: Սաացված Լ րա֊ 
նտձե անցա,մnrլին ձաոադա([dd ա'հ հոսրի համար տվյալ ադդաթլամր. հ 
»՜Ո>ք լալ հաՀ\ա իտւ թ լամր։

bfJh в էիրրր չարմվա.մ A ևրկա. մ յւձավա {րերի հարթ иահմանի՚!> ապղա~ .<4/11*7 "/"'Հ արա/լավմրււմր. անցնևԼով, պէինակ, աււաջին մի^ավա)րի;ք եր~ 
^11" l"U’՝ աս(,ս աոաջին միջավայրում Լյհկարոմաւքնիււական դաշտի հաշվւքան 
ահւսււկէււէւից կարհլի Հ րնդան1»ւ, որ րացի նշված քիցքիէք ւրււաթրււհ ա նի

իրա ! \ա մրււ էիք1ւ ւդաակերր»--- Տք '՚ հակաոակ արադա-1||»է.-ւ;էև ML ctptn ֆւո.-мп. наук. .** I



34 JI. А. Корхмлзян

խրսմր: 1Լ(սւււեղ ք~ը ասաշին միշավա քրո 11) անդրադարձած նաո ntղ ttt/ի}ների 
•երենելի անդրադարձման դործակիցն է։ ՛Ցանի որ ք-ը կախված է անղրա 
դարձող Հասադա (թի հտճախականութ բոնից, ապա պատկե րի ll'U-l-d ,,,ШРР^\ 
հաճախականու թրո.ննե(էի համար սւարրեր էւ Ալսպիսի պաէոկերա դո ւ11 ր հնա 
րավորութլուն է տալիս, հաշվել անցում ալին ճաոաղալթոէմր, ոդտաղործեխ. 
(իցքավորված մասնիկնե(էի բաշխման մ ամանակ առաջացած ճաոադալի} ման 
վերաբերվող ւ/էե и ո ւ ի} լո ւնր I ՊեէՈՀ Լ նշեք, որ [ Z] աշխ ա ա տնրի հեղինակների 
ո։ րւ tfե fJ ող ի ղ օցտվել են քիցբի շարմման ոչ ոե լրս տ իվ ի ո ա իկ արաղէէւթրսն 
ների դեպքոէ մ, իսկ ոեքրսաիէքիиաիկ արացութ(անների դեպքում նրան^ 
ղնացել են ալ/ ճւոնա պ ա րհո tf:

['երված tfhfjntjfi ։ոմենակարՆր ե ա1լհհալտն է '*'/'/ 1'"<Խ/ա$
ւլո րս-իք ւան ոմեեցող մ եիմ ողնե րի>1:
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ФИЗИКА

В. 111. Камалям

Об обратном потоке протонов регистрируемых 
магнитным масспектрометром

I. В космическом излучении, помимо основного потока частиц 
идущих сверху, существует слабый поток протонов, --мезонов и 
других частиц, возникающий в веществе от взаимодействия космиче
ского излучения и направленный снизу вверх. При масспектрометри- 
чсских измерениях указанные частицы будут регистрироваться как 
частицы имеющие противоположным знак заряда. Так например: про- 
тоны возникающие в веществе, расположенном под магнитным зазо
ром. н идущие снизу, будут регистрироваться как отрицательно 
заряженные частицы. При наличии генератора над .магнитным зазором 
такие протоны, останавливаясь в веществе, могут имитировать „за
рождение" отрицательно заряженной частицы в данном генераторе 
пт нейтрального компонента космического излучения.

Одновременно известно, что в генераторе, от нейтрального из
лучения, зарождаются также отрицательно заряженные частицы 
—преимущественно --мезоны; поэтому выделить обратный поток про
тонов остановившихся в генераторе от отрицательно заряженных 
частиц, зарожденных в гом-же генераторе, при масспектрометриче- 
ских измерениях—весьма трудная задача, если отсутствуют специаль- 
•чи՛.՛ измерения по определению ионизующей способности частиц. 
Одни ко, при определенных условиях, можно выделить обратный поток 
протонов от отрицательно заряженных генерированных частиц и без 
ионизационных измерений; пользуясь импульсными спектрами выше
указанных части ц.

Импульсный спектр отрицательно заряженных частиц регистри- 
руемый масспектрометром, поскольку частицы зарождены в генера
торе от нейтрального компонента космического излучения, можно 
^рассмотреть как наложение двух спектров, а именно:

а) импульсного спектра отрицательно заряженных частиц, воз
никающих о данном генераторе и,

6i импульсного спектра протонов идущих в обратном направле
нии и остановившихся в том-же генераторе (при достаточно толстых 
генераторах).

В случае* очень тонкого генератора, из общего спектра обратных 
протонов будет вырезываться узкий интервал импульсов, соответст- 
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вующнй протонам мопизационпо-остановившимся в данном генераторе 
При этом в импульсном спектре отрицательно заряженных частиц 
зарожденных в данном генераторе, появится максимум, обусловлен 
ный остановками обратных протонов. Разумеется, что при измеценн! 
ионизационного пробега максумум в импульсном спектре так-же со 
от вотствен н о сдвинется.

В течение 1953—.54 it. в лаборатории Большого Постоянной 
Магнита Арагацскон Высотной Станции на высоте 3200 м над уров 
нем моря изучались вопросы зарождения частиц от нейтральной 
компонента космического излучения в генераторах разных толпип

Магнитный массцектрбметр был дополнен 
скоинческим устройством состоящим из 10 групп 
пиков Гейгера — Мюллера позволяющих выделить 
заряженных частиц от нейтрального компонента 

специальным год! 
координатных сче՛ 
случав зарожден։ 
космического пзЛ’

пения, изучать пространственную картину зарождения, выделил» слу 
чаи звездообразования от одиночного прохождения частиц и ;.,д 
Па фиг. 1 приведен разрез магнитного масспектрометра с допрлНЙ 
тельным годосконнческнм устройством в двух взаимно перпендн 
кулярных проекциях. С помощью координатных счетчиков создан 
своеобразная коробка с шестью отсекам в А, Б. В. Г, Д, В. вну 
три которых размещались блоки вещества.

Частица считалась зарожденной от нейтрального излучения 
соответствующем отсеке, если отсутствовало срабатывание в счетяп 
ках перекрывающих данный отсек сверху, а также в боковых и гор 
цевых группах счетчиков.

Далее частица исследовалась обыкновенным способом: по маг 
нитному отклонению определялись импульс и знак частицы. Для ча 
стиц, остановившихся в поглотителях, по пробегу и импульсу опре 
делилась их масса.

Средне квадратичная ошибка в измерении импульса частиц 
превышала 3% при импульсе 2,10* Эв/с и 10% при 10՛՛ эв/с.

Распределение и толщина вещества |ля соответствующих 01 
ков приведены в таблице 1.

Табяп

№
№

 
се

ри
й № № 

пленок

Количество вещества в отсеках в с.и Продолжи- 
тельное րՆ 
измерений 
в часах

А В • г Е

1 163-318 7 си. 6 св. — — 560

2 403—435
464 -2494 7 с». бен. — — — 256

3 436—463 7 св. 6 СП. ֊— — — 0,3 медь
0,15 алюм. 5 32

4 455-597 7 сп. (> св. 5 св. — — —- 614

5 598 637 S св. 7 св. — — — — 193

6 (13S- 668 8ск. 7 св. 0.3 мель 
0,25 ЗЛН1М. 146

7 669-735 5 св. 5 св — — 320 ;
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Фиг. 1.

Для выделения из всего потока зарожденных частиц возникаю- 
Buijc в 1՝енерацноннон коробке от нейтрального компонента космиче
ского излучения, тех частиц, которые зародились в очень тонких 
хлоях вещества, были отделены случаи зарождения частиц в отсеках 

содержащих свинцовых блоков таблица 11.
За 2220 часов измерений в интервале импульсов 2.10* эв/с— 

3 Ю" з«/с был зарегистрирован 631 случай, положительно и 86 слу
чае? отрицательно заряженных частиц. 1,ля выяснения вопроса воз
никают ли указанные частицы в веществе стенок счетчиков, или 
имеют ищи происхождение, в сериях измерений 3 и 6 в отсеках 
•В* и -В* было помещено 3.2 гр/см- меди и алюминия. С увеличе
нием вещества пропорционально увеличивались и количество зарож
денных частиц в соответствующих отсеках, указывая гем самым, что 
наблюдаемые частицы зарождаются в стенках счетчиков толщиной 
0,12 -0,15 мм.

Рассмотрим более подробно отрицательно заряженные частицы, 



38 В. Ill Камэлян

зарожденные в меди общей толщиной 2 2.5 мм., расположен! 
под свинцовыми блоками толщиной 10 18 сл.

Па фиг. 2 приведены распределения отрицательно заряжен! 
частиц по импульсам отобранные в отдельные группы по следую։ 
признакам:

л—Отрицательно заряженные частицы зарожденные н олнолучевых звездах. 
Отрицательно заряженные частицы врожденные . многолучевых звездах

Группа ..а": отрицательно заряженные одиночные 
пикающие в отсеках без сопровождающих частиц 
звезды.

частицы во 
однолу’Ю!

Группа. „ба: отрицательно заряженные частицы возникающи 
отсеках в сопровождении более одной частицы многолучевые звез

Как видно из фиг. 2 распределение частиц в двух группах 
личается по форме. Основная часть частиц возникающих в много 
чевых звездах распределена в более широком интервале импулъ 
и группируется вокруг значений Р = 2 2.5- 10я эв/с, Р - 5—5,5-10'зв 
В случае однолучевых звезд, большинство частиц группируем 
узком интервале импульсов, вокру։ значений Р 2.5-3-10” эв/с.
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СрамиЙЙя средние значения импульса частиц для групп „а* и 
.6* мрождёмйых в разных отсеках в интервале Р 2—4• 10s эв!с, 
влтим. что для частиц группы „а՜ (таблица 2) среднее значение им
пульса 1 удалением отсека от магнитного зазора увеличивается в то 
время. как для частиц группы „6՜ определенной закономерности не 
наблюдается,.

Таблица 2

1 О
гс

ск
и ' Отрицательно заряженные частицы 

с импульсом 2 4-10вэ«/с зарож
денные и данном отсеке

среднее зна
чение им
пульса в 

10* эаУс

Частицы зарожденные п олнолученых
звездах

В 3.29 I 3.59 1 3,44
2.32 3,25 2,85 2,61 | 3.33 3,27 2.81
2,41 2,4

Д 2,67 2.81 2,8 2.28 2.8!

2.54 2.92 2,53 2,66 2,52 2,53 2.7
2,59 3.33 |

Частины зарожденные и многолуче֊
вых звездах

В 2.52 2.47 2,41 2,8 2.7 1 3.0 1 2.5 2.61

Г 2.52 3.64 .3,93 3,27

Л 2,2 2.2 3,14 3.93 2.2 2.06 2.28 2,6

в 3.29 2.29 | 2,79

Наблюдаемая для частиц группы „а“ зависимость среднего зна
чения импульса, от места зарождения, можно объяснить ионизацион
ными остановками протонов идущих снизу вверх, гак как с удалением 
отсека у пели ми касте я и ионизационный пробег.

Укажем, что остановки обратных протонов будут регистрироваться 
как зарождение частицы в однолучевых звездах, в отличие от я-ме- 
ЗОНои возникающих в ядерных расщеплениях и в большинстве слу
чаен регистрируемых. как частицы возни каюте в многолучевых 
звездах.

Любопытно сравнение частиц групп „а“ и ,6“ по взаимодействию с 
веществом в нижних поглотителях. В группе „а* в интервале им
пульса Р 2=4-10* эв/с наблюдены 22 частицы; из них 19 провзаи- 
модейгтвовало с веществом н первых двух поглотителях толщиной 
12 i.u графита При чем. под взаимодействием подразумевается: а 
остановка частицы, б рассеивание на угол больше чем 15°, bi об
разование звезд. В группе „б1* наблюдены 19 частиц в том же интер- 
вале импульса, из которых только 6 провзаи.модействокало в тех же 
пылотителях.

Допуская, что все наблюдаемые нами отрицательно заряженные 
1ицы группы „а1* и „6“ являются -֊мезонами, можно опреде

лить ослабление -֊мезонного пучка в поглотителях из-за ядер- 
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кого взаимодействия, --мезоны с импульсом Р 2-4-10* эв'с в гра
фитовом поглотителе толщиной 12 см могут остановиться только из 
за неионизацноиных потерь энергии.

Количество --мезонов выходящих из поглотителя Л՜ — Л’о/ 
где г\0—поток падающих частиц на поглотитель, .V число •։/։*; 
с.тиц прошедших поглотитель без взаимодействия, х толщина по
глотителя и /• длина ядерного пробега вещества поглотителя.

Учитывая, что в интервале импульса Р™2- 4-10* эв/с сечение 
ядерного взаимодействия --мезонов близко к геометрическому X- 

36 см. получим величину первичного потока, если известно коли
чество частиц N прошедших через поглотитель толщиной 12 см.

Для частиц группы „6“ имеем .V—13. отсюда iV0 18,5. II 
опыте наблюдены 19 частиц, г. е. все частицы в группе „6“ явля
ются --мезонами. Для группы ..а՜ Д'= 3, Arrt — 4,5, на опыте наблк 
дены 22 частицы.

Так как сечение ядерного взаимодействия не .может быть больше 
геометрического, то следовательно из 22 частиц около 17 не являютей- 
--мезонами. Можно предполагать, что они являются К-мезонамн иона 
зационно остановившимися в 12 см графите. Однако трудно допу
стить, что тяжелые частицы зародились несколько раз интенсивнее; 
чем --мезоны при данном интервале импульсов, что противоречит ил 
вестным экспериментальным фактам.

В таблице 3 приведены все 19 случаев частиц группы „а*, про-: 
взаимодействовавших в 12 см графита. В графе 3 приведены и.мпу.и- 
иы частиц. В графах 4 и 5 приведены пробеги и масса частиц в прсд: 
соложении, что отрицательно заряженная частица зародилась в стен 
ках счетчиков генерационной коробки и остановилась в нижних по 
глотителях из-за ионизационных потерь энергии. Для восьми случае 
определение массы оказалось невозможным, из-за неионнзационшт 
остановок частиц.

В графах 6 и 7 приведены пробег и масса частиц в предположи 
пни. что положительно заряженная частица зародилась в нижних пог.д 
тителях и остановилась в стенках счетчиков генерационной коробки!

При чем можно вычислить массу для всех 19 частиц.
Сравнивая значения полученные в графах 5 и 7 видим, что в гра-1 

фе 7 разброс в значениях масс меньше, чем в графе 5 и значеши 
масс группируются вокруг значения .массы протона.

Перечисленные факты дают основание утверждать, что некою 
рые из отрицательно заряженных частиц возникающих в однолучевых 
звездах, от нейтрального компонента космического излучения, явля 
ются протонами, идущими в обратом направлении - снизу вверх 
остановившимися в данном генераторе.

Можно оценить вклад вносимый обратными протонами в облип 
поток отрицательно заряженных частиц, возникающих в генераторе 
от нейтрального компонента космического излучения. Возьмем отри-
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Таблица i
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мп

ул
ьс

 ча
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ы в
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®

 эн/
с Пробе։ для 

огрицат. заря
женных частиц 

в см синица

Масса для от- 
рицат. заряжен, 

частиц и 7.-1. 
массах

Пробег для 
положительно 
заряжен, ча
стиц 11 -W.il 

синицах

Масса для по- 
тожнтельно за
ряженных 43 

СТИН 11 ЭЛ. 
массах

2 2 3 ■* 5 | 6 1 7

1 '71- 1. 2.59 2-12 910-2050 2,о 2050
2 20i-5 3.33 X 3 3,5 2240
3 ’216—25 3.33 7 3 2,0 2830
4 .249—6 1.37 12-33 84О-1ХЮ 3.5 2240
5 273-15 2.98 2—12 1070—2300 2.5 2300
б 420 -4 2,4 2—12 840—1800 3,5 1460
7 437—56 2,53 ? ն 2.0 2050
в <59- 113 2,41 2-12 Տ40-1800 3.5 1460

у 463—3 2,61 13-35 520-900 3.5 17С0
10 526—12 2,51 2.0 1950
II 527—6 2.67 շ_ |2 970-2050 2.5 1930
12 535-30 2,32 12-32 470—780 3.5 1360
1.1 701-70 3.25 7 3 3.5 2210
II 613—70 2.92 13,5—36 600—1000 2.0 2440

.15 685-20 2,66 3 з ՛■■ 2.0 2140
10 639-2 3.59 2-12 1410 3200 4.5 2340
17 705-35 2.52 ? ? 2.0 1950
13 768-59 2.М 12-32 640-1030 2.5 2140
19 770-79 2.53 3 3 2.0 1950

интгльно заряженные одиночные частицы зарожденные в стенках счет
чиков и в нижних блоках свинцового генератора толщиной 5 7 ем.

эа 2220 часов измерений в интервале импульса Р=2 ~>-10- эв/с 
‘Заре нитрировано 77 частиц. Из них: в 12с.ч графите провзаимодейство- 
вадо 50 и прошло без видимого взаимодействия 27. За то же время 
С импульсами превышающими Р 5-10* эв/е зарегистрировано 5.6 ча- 

клщ. Из них в графите толщиною 12 с.ч провзаимоде-йстповало 19 и 
прошло без видимого взаимодействия 37. По количеству не взаи.мо- 
.дсйсгвовавшнх ч истиц определен общий поток --мезонов приведен
ный в таблице 4.

Как видно из таблицы 4 в интервале импульсов Р — 2 -о - 10s эв!е. 
из 77 частиц 39 являются --мезонами, остальные 38 частиц .могут 

Таблица I

. Отршыյелыю заряжев- 
«Не одиночные части։ ь։

Вс
ег

о 
ча

ст
иц

ПрОвзаимодсй- 
ствовали в гра
фите толщиной 

12 см

Прошли без 
видимого 

взаимодей
ствия

Ожидаемый 
поток -֊ме

тонов
Другие 

частицы

1 2- 1О< Р <5.10» 77 50 27 36±6,2 38
Р >5.10* эн! с 56 19 37 52-7,2 4
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быть обратными протонами и частично К-мезонамн; Однако, ну» 
предполагать. то доля последних невелика, так как они в основн 
зарождаются в многолучевых звездах и составляют небольшую ча 
от --мезонов в данном интервале импульса.

Магнитным-масспёктрометром за 2220 часов измерении в инн* 
вале импульса Р 2 5-108 эа/с зарегистрирован 251 отрицательно зз| 
женная частица зарожденная в однолучевых и многолучевых звезд 
от нейтрального компонента космического излучения в свинцов 
генераторах толщиной 10 18 /.и, Из них 38 могут быть приняты 
обратные прогоны, что составляет около 15% от всех отрнцател 
заряженных частиц зарожденных в генераторе от нейтрального к 
понента в данном интервале импульсов и при указанной голы 
генератора. Частота регистрации обратных протонов в указанных 
тервалс импульсов и толщине генератора равна 0.017 0.0028 час 
в час. при телесном угле ограниченном магнитным зазором в 70x3 
Х8 см.

Частота регистрации протонов и --мезонов зарожденных в св 
новом генераторе толщиной К) 18 см, от нейтрального компоне 
космического излучения, в интервале импульсов Р 2— 
при том же телесном угле составляет соответственно 0.45±0,027 
0.096 0,0066 часгиц/час.

2. В течение 1955 года продолжались измерения по изучен 
частиц зарожденных н свинцовых генераторах от нейтрального к։ 
понента космического излучения. Существующая регистрирующая ւ 
стема была дополнена пятислойным пропорциональным счетчи»
позволяющим определить ионизирующую способность частицы с 
ностью 15%. Таким образом стало возможным проверить прав»..
ность выводов, высказанных выше на основании анализа экспернме 
тальцого материала 1953/54 гг. о существовании обратного поте 
протонов. Были произведены измерения при разных толщинах те 
рйгора. для приближения условий эксперимента к условиям 195։ п 
В одной серии измерений в качестве генератора были использов 
сравнительно гонкие свинцовые листы толщиной -1 10 .и.«. с сумм 
ной толщиной 20, 30, 50 мм.

Все отрицательно заряженные частицы, зарожденные в свин 
вых генераторах от нейтрального компонента космического излу 
ния, отобранные и обработанные также, как и в 1953—1954 гг.. I 
ля условно разделены'на две группы:

а частицы зарожденные и однолучевых звездах, и 
б частицы зарожденные в многолучевых звездах.
На фиг. 3, 4 приведены распределения отрицательно заряженн 

частил по группам .а՜ и „б* в зависимости от импульса и нони 
рующей способности. Сплошными кривыми проведены зависимость 
визирующей способности частиц от импульса для -. К-мезонов. п; 
тонов, дейтонов.
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При сравнении этих двух групи видно, что частицы зозиикаю- 
Вше I՝ многолучевых звездах (фиг. 3 обладают ионизирующей спо- 
Йобнопь.ч։ соответствующей частицам с массой --мезонов. Повышен
ия ионизация в трех случаях обусловлена прохождением через 
Вропорцио^альиый счетчик нескольких частиц.

В случае однолучевых звезд фиг. 4) выделяются две группы 
Штин, обладающих резко отличающимися ионизирующими способ- 
Huc’n’.i. Одна группа это -֊мезоны возникающие в генераторах. 
Вгорая группа обладает значительно повышенной ионизирующем спо- 

Иобностью, соответствующей частицам с массой прогона.
['■В таблице 5 приведены более подробные данные об этих частицах. 

В графе I приведены импульсы, в графе 7—массы частиц вычислен- 
.ные по импульсу п ионизации. В графе 8 указан ионизационный 
пробе: частицы в предположении, что она является обратной части- 

■Цей. остановившейся в генераторе. В графе 9 вычислены масса по 
ймпульгу и пробегу для обратных частиц.

Как видно из табл. 5, значение массы частицы вычисленное 
Двумя независимыми способами, в пределах экспериментальной ошиб
ки» совпадает со значением массы протона*.

Таблица ’’

n.
n.
j

№ пленок 
н кадров

Суммирная 
толы, гене
ратора U .V.lf

о
*

о г 
о Я j 
(Н Я֊.

Ожида
ем. .1 3 min 
։ля я-ме

зонов

M.i и 
j.'Icki [)։»։։. 
массах

Пробег и 
.W.V евнн- 

ц.т

Mr и элек
тронных 

массах

I 2 3 4 ъ 6 8 9

1 | 306—14 3') 2.55 9,1 1.2 1400 2-6 1650 է400
2 315—10 30 2.3 7.2 1.2 1100 2-6 1560 MOO

324—21 30 5.17 7.8 1.05 2600 12 18 2550 .• 400
325— । 6 30 2.57 8,3 1.2 1350 2 6 1650+400
326—14 30 4,93 7,4 1,0.5 2480 6 12 2900 - 400

6 379-9 51) 4.0 8,2 1.1 2050 2 10 3000 -•1000
38s 4 50 ֊ 1.0 2800 20 30 2250 ±250
3«0- 2 50 2.0 8.1 1.2 1370 2 10 2050 М50
too-5 50 3.74 8,75 1.1 2030 2 1 1 2Ց50±950

10 485-57 20 3.48 6,8 1.1 1500 2 12 2350 ՚ 850
450 74 20 4.03 9.1 1.1 21С0 2-5 3350 650

12 86-600 250 3,25 5,9 1.15 1450 2-32 1925 • Ю75
и 88—15 250 2.92 6.32 1.1 1300 2 32 1600 ±900

97—442 250 3.3 7,75 1.15 1580 2—32 1925 ±1095
J5 164-163 250 4,36 5.95 1.1 1880 2 32 2800-J: 1603
16 187-7 250 3,81 7,25 1.1 1810 2 32 2350 г 1250
17 188 15 250 2.86 8,66 1.2 1500 2-32 1600 ±900

* Заниженное значение тля Mj при импульсе Р<3.5-10՛’ связано с огрз- 
Кичениичн регистрирующей системы: начиная е определенного значения ионизации 
ревитаияцего регистрирующие возможности системы, происходит отсечение нони
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зацин, приводящее я уменьшению измеряемого значения ионизации ыя ւ;ււււ։օ»ւ 
стнцы и соогветстненно^к. занижению значения массы.
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•&е-вышеуказанные факты дают нам основание утверждать, что 
Существует ноток обратных протонов, которые регистрируются маг
нитным ыасспектррметром как отрицательно заряженные частицы, 
Ьйншсанмцие и однолучевых звездах, причем, как правило, они як- 
ляются .малоэнергнчными протонами обладающими импульсами меиь- 
n.iiMi՛ чем 6.10s эи/с (таблица I и 5).

Частота регистрации обратных протонов меняется с изменением 
толщины генератора, что вполне закономерно, так как при этом из- 
ииястся поток ядерноактивного компонента. Так, при толщине гене
ратора 2—5 см свинца, частота регистрации обратных протонов в 
пнՀ՚-рвале импулса 2—5-10 s эв/с равна 0.018 0.006 частица/час. При 
рицине 25 ем равна 0.01 0,0024 частица/час.

В заключение приношу глубокую благодарность А. II. А.шханяну 
д интерес к работе и за весьма ценные замечания, и Н. М. Комар- 
shv за участие в обсуждении результатов.

Ижшту; физики
I АН ^рхянскоп ССР Поступило 24 XII 1056

Վ. ft. •Г-ииГицриН

ՄԱԳՆՒՍԱԿԱՆ ՄԱՍՍՊԵԿՏՐՈՄեՏՐՒ ԿՈՂՄՒՑ ԱՐՋԱՆԱԳՐ4.Ո1 
ճեՏԱԴԱՐՋ ՊՐՈՏՈՆՆԵՐԻ ՄԱՍԻՆ

Ա (Г <1* Ո Փ II I* 1Г

!հւԱւք իկակտն հաո ադայթնհրի if հհ, րաւյի iff. jifi քււյ րնկնող մ ասն ի կ՚հ հր ի 
^Ա.կան հոԱյւիյյ , ղ ո յոէ ի) jnt'h անի '(null հհւոադարձ «/’их էէն իկնհ րի թու J/ 

ttjittt tl ա յդ հհաաղարձ մտսնիկնհրր մ աղնիиական մ սասպհկ֊
Որուքհւււրի կողմիւյ ա ր ձան աղրվи լմ հն սրւղհււ > ա I/ա ч ա կ նշանի //','/7'/' 
մասնիկներ.

Արայի 1111 վ, հհաաղարձ պ[Hi ա ււննէւլւր ա ր Л ա՛հ ա ղ րվ ч էմ հ՛հ tijnijhii րա- 
jlnulu/pi/Ն ll'!J-l‘ ու՚ևէււյււղ մաււն իկնհր, րնղ njtni.il , /.//հ մ աււադհկւորււմեարի 
(//»'* I. րավական ին նյութ, աււլա <//. իննե ր и, կանղ աււնեյււվ ն jnt-թ ի
քոևն1,րւսւււ иրի j մհհ, իմ իտայյ իա յի հ՛հ հ՛հ թ այւկվ m if 11j114f.fi I' “՚ .7 "։կ",,յ
11՝34՝ հւնեէթքղ մ ասնիկնեյւ ի « ծն սւ նղ Л կ и mf ի կ ա կ ա՛հ а ա и աւյ ա յ թ՚հ հ ր ի ‘հհ յ- 
mflUlj կււ ։ք ւ։յ ս՚հ /. 'հ ա /' ,1',,1,ГЬцг աւքա՚հակ հայտնի Լ, որ նա է՛հ նհյւււրա/
^պնհնտր նյութի մ հհ ծնում /. ր 111 ։յ ա и ակա՛հ յ իրյ> nifhliytiij մւսււնիկնհր, 
^Uauiijiu'luii մ Т.-մ հւյո՚հնԼ ր, /«ր ոն ւյ ւսնհաաոէմր հհ iniilij ա րձ սյ ր աո "ննհ ր ի I/

Լ I, ր и ււյհ ր իմ Լ՚հ 1ПШ j if հ ծ >j J ,/ ա ր и ւ. թ յււ ։ ՛հ՛հ հ ր ի հհաւ
Օէրոադււրծհ յաք պղինձի րաււ րարակ չհրաևրամ նհյարաք կո rl պոն հ՛հ ա ի 

4^յՒց ծնված րաւյ ասական //',77-' ui'lihynij մ ա ււ՚հ ի կ՚հ հ ր ր, որոնյւ ծնվևլ ե՚հ 
միաւաւոսպ "։յթ !' րաւլմniltiun աղ ա յի) ա и ա ղհ ր ա.մ, ւյ и I J ц Լ արված, որ միա֊ 
ՀէաԱսղսւյթ muաղԼր ու if ծնված մասնիկ՚հնրի դղայի մասր կաղմու մ հ՛հ 
’>1ւսւա>յա^.է ւղրոաււննհ ր, ի աա ր րհ ր n է ի! յ и ւն ր ա ղ մ ա ,Հ ա »ւ աղ ա յ /./ ասաղհ րի , 
1я/‘т^7 ծնվու մ հն Z֊ մհ ղււն՚հ հր ւ
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Հետագարձ պրոտոնները կագմոէմ են նեյտրայ կոմպոնենտի կոգմի\ 
ձնւԼած րաչյ էոււական յիքյր ոլներյոգ րոյոր մասնիկների մոտ ե
գենե րաաորի (կապար) հաս տ ո ւ (J յո էն ր տ ա иг ւսն ւ/ ո t մ Լ 10 IS Աէք սաՀւքսճ- 
Ն/։ րու մ>

•.եէոտգարձ պրոտոնների արձանագրման հ ч> ճ tn խ ա կ ան ո է. քք յ ունր 
մ ու մ Լ 0>011 — U.UUZS մ ա սն իկ IJ •։» մ գեներատորի նույն 'чииипи ի yuAj 
Կամ արւ

Հետագայում մասսպեկտրոմետ րի ե հնգաչերտ ",ա րա րե րական ։ա«|
’//'.՝/’ '^/'.^’'.7 "'/ կատարւ/ած իոնիգաչյիոն չ ա ւի ո ւ tflt ե ր ո if է 4 ։ր՚/»'/»"1
որ միէէէճաոագայթ տոտգերի գեպրում րտրյասական / ի էյ ր սէնեէյոգ մասնի1 
'հերը րագկաւյած են տարրեր ի n'li ի ւրս չյ ի ոն հատկություն ունեչյւպ հրկ 
[tun մր մաււնիկներից, ,,Րո1/չ}ի8 աո ա^ի՜էՀւ.երյւ ունեն ~֊ւքեգոնի'էւ նււմաւրէ 
ւոաոիւանոգ իոնիգագիոն հա տ կո ։ ի1 յ ո ■ ն , իսկ երկրորգ իւուէքրր' պրո>4քէ1
մ սաստ ոէնեցոգ մասնիկների ի ոն ի գա չյ ի ոն հատկոլթ յոէնւ

Г ագմ ШЛПИ1 ագա յ քմ աուոգերոէ մ ծն^ւսծ ր ա չյ ա ոա 1յ էսն մասնիկներն ու 
ւորւ/ած են V.-էքեգոններին համապատսէսիէունոգ ի ոն իգ nt չյ ի ոն \ատկոէ թ у«иГ
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АСТРОФИЗИКА

Э. Г. Мнрзабекин

Сравнение методов исследования поляризации 
радиоизлучения космических источников

Разработка методов исследовиния степени поляризации радиои։- 
■учення космических источников является актуальной задачей, так 
как результаты поляризационных измерений могу՛: дать отвел на мио- 
тае вопросы, стоящие перед радиоастрономией. В частности, данные 
«.степени поляризации радиоизлучения позволяют судить о магнитных 
волах излучающих объектов и магнитных полях в среде, через кото
рую распространяется это излучение. В литературе совершенно нет 
данных о степени и характере поляризации радиоизлучения космиче
ских источников в 3-сантиметровом диапазоне длин волн. Между 
гея наряду с изучением поляризации в диапазоне более длинных волн 
«следование степени поляризации радиоизлучения в 3-сантиметро
вом диапазоне волн может дать ценные результаты. В самом деле, 
рассмотрение влияния постоянного магнитного поля на распростране
ние радиоволн показывает [1], что это влияние характеризуется отно
шением

где шн- гироскопическая частота, 
չ/_ V - ֊ *^ °» — радиочастота,

\ ® / /nVlrt' /70 — постоянное внешнее магнитное
поле.

В солнечных пятнах, где /70 порядка нескольких тысяч эрстед, 
гироскопическая частот " ЮАГ. т. е- лежит в сантиметровом диа
пазоне длин волн. Таким образом, влияние магнитного поля пн ген 
шта быть существенно для 3-сантиметрового диапазона радиоволн. 

Йксдедовашф поляризации радиоизлучения в трехсантнметровом диа
пазоне представляет интерес и для других объектов, у которых поля 
даачительно слабее, но где при наб юдении с помощью установок, 
ВМсющлх достаточно высокую чувст 1инс..ьность. можно обнаружить 
слабые степени поляризации.

Разработанный нами ;:о . • ризадионный . а. номе, р [2,3] являе.ся. 
по-видимому, первой поляризационной установкой для измерения сте
пени поляризации радиоизлучения на волне 3,- ем. поскольку до сих 
вор подобные установки в литературе описаны не были. В нашей ста
тье подробно был описан разработанный метод исследования по-
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ляризацип радиоизлучения и были указаны возможности полярная! 
ц ионно го радиометра.

Из данных измерений поляризации радиоизлучения космически! 
источников, проведенных с помощью поляризационного радиометре 
можно получить ряд сведений, к числу которых относятся сведения]

1. О координатах источников поляризованного излучения.
2. О магнитных полях солнечных пятен и общем магнитном ՈՕՕ 

Солнца.
3. О зависимости степени и характера поляризации рздионзлучемя 

от развития солнечных пятен.
4. О направленности поляризованного излучения солнечных пЯ 

ген. Наблюдая изменение характера поляризации радиоизлучения г.рк I 
движении пятна по солнечному диску, можно определить напрашнч 
ность поляризованного излучения. Данные о направленности поляра 
зованного радиоизлучения на волне 3.2 т.н позволяют судить об усло
виях распространения радиоволн данного диапазона в солнечной атмос-м 
фере. Эти данные могу։ быть полезными при оценках тех или ины 
параметров солнечной атмосферы.

5. О градиен.ах и конфигурациях магнитных полей. Как извеа-1 
но, радиоизлучение Солнца в З-саитиметровом диапазоне волн нлст.т 
из слоев более глубоких, чем излучение метрового и дециметром™ 
диапазонов. Поэтому результаты поляризационных измерений сантЯ 
метрового диапазона дают сведения о магнитных полях более :.-.убо- 
ких слоев солнечной атмосферы.

Таким образом, из сравнения результатов поляризационных взмв. 
рений на волнах различной длины можно получить сведения о кон
фигурациях и градиентах .магнитных полей солнечных пятен.

6. О механизме „всплесков" радиоизлучения Солнца. Данные 
измерений степени и характера поляризации „всплесков" радиоизлу
чения Солнца будут способствовать выяснению вопроса о происхо
ждении таких всплесков.

7. О магнитных полях дискретных источников радиоизлучения-! 
Как известно, радиоизлучение туманностей заставило высказать ирш 
ложение [4֊ 6] о наличии в них релятивистских электронов, двнжу-: 
щихся в магнитных полях. Для выяснения роли излучения релятивист-! 
ских электронов в туманностях большое значение имеет изучении 
поляризации радиоизлучения. В работе Гарибяна и Гольдмана [7| по-, 
казано, «г.о степень поляризации излучения слабо зависит от апл1 
спектра. Если в радиоизлучении некоторых гуманностей основноШ 
вклад вносят релятивистские электроны, движущиеся в магнитных по
лях. то следует ожидать, что степень поляризации радиоизлучения 
будет такого же порядка как и излучения в оптической области.

Данные о поляризации радиоизлучения дискретных источники 
дадут сведения о магнитных нолях в областях, из которых нсхош 
излучение. Эти сведения могут оказаться важными и с точки зрения 
проблемы происхождения космических лучей, гак как многие riming 
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зы о происхождении космических лучей связываются с наличием маг
нитных полем, необходимых для ускорения частиц космического из
лучения.

В литературе имеется ряд работ ио измерению степени поляри
зации радиоизлучения космических источников. Подавляющее боль
шинство этих работ относится к метровому диапазону волн. Авторы 
их [8 -П] пользуются интерференционным метолом измерений. Как 
известно, интерференционная методиках наблюдений радиоизлучения 
космических источников нашла широкое применение в метровом диа
пазоне, где этот метод позволяет получать с антеннами сравнительно 
малых размеров достаточно узкие лепестки диаграммы направленно
сти. При измерениях степени поляризации принимаемого радиоизлу
чения две поляризованные антенны интерферометра располагаются та
ким образом, чтобы они принимали волны взаимно перпендикулярной 
поляризации. При этом, если принимаемое излучение неполяризовано, 
то интерференционная картина не будет наблюдаться. Если же в при
нимаемом излучении есть поляризованная компонента, ю при прохож
дении источника через диаграмму интерферометра будет наблюдаться 
интерференционная картина. В самом деле, неполяризованное излуче
ние возбуждает в антеннах две некогерентные составляющие, и по
этому при прохождении источника через диаграмму направленности 
интерферометра, когда периодически меняется разность хода в двух 
антеннах, интерференция не наблюдается. С другой стороны, по
ляризованное излучение возбуждает в антеннах когерентные ко
лебания, и поэтому при изменении разности хода наблюдается 
периодическое изменение интерференционной картины. Изменяя 
ориентировку антенн, но наблюдению глубины модуляции интер
ференционной картины, можно в некоторых частных случаях иссле
довать характер поляризации. Гакой же метод исследования поляри
зации применяется в более совершенном интерферометре, осущест
вленном Рамлем [121. В этом интерферометре периодическим введением 

в одно из плеч интерферометра отрезка фидера длиной осущест

вляется -качание11 диаграммы. При этом диаграмма в пространстве 
сметается гак, что максимумы и минимумы периодически меняются 
местами, и на выходе появляется периодический сигнал, пропорцио
нальный (при соответствующих соотношениях угловых размеров ле
пестков и источника) разности мощностей фона и источника.

Единственной описанной в литературе установкой, предназначен
ной для измерения степени поляризации радиоизлучения Солнца в 
сантиметровом диапазоне волн, является установка Ковингтона [13] на 
длине волны 10,7 см. Установка эта представляет собой обычный мо
дуляционный радиометр с параболическим зеркалом (диаметр Ф —

- 122 г.и). впереди 
пластин. Расстояния 
чтобы между двумя 
4 Ai!, cvpiui фиэ,-мэт

которою расположена сетка из металлических 
между пластинками этой сетки подобраны гак, 
взаимно-перпендикулярными компонент ами пдо- 
щук. № <
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ской волны, прошедшей через такую сетку, создавался сдвиг фаз, 

равный 90 . Иначе говоря, эта сетка была аналогом „пластинки 

Циркулярно-поляризованная компонента принимаемого излучения, 

пройдя через такую „пластинку р ", оказывается линейно-поляризо

ванной под углом ֊֊45 или —45 к осям пластинки, в зависимости от 
знака вращения. Помещенный в фокусе зеркала в качестве облуча
теля диполь перекидывался через каждые 30 сек на 90՜ и ориенти
ровался вдоль этих двух взаимно перпендикулярных направлении. 
Таким образом, в одном положении диполя принималось неполярнзо- 
ваиное излучение и компонента, поляризованная но левому кругу, в 
другом—неполяризованное излучение и компонента, поляризованная по- 
правому кругу. Разность показаний выходного прибора ; ри двух по
ложениях диполя была пропорциональна разности интенсивностей двух 
ком п о не 1 ri ни рк у л я рно-пол я ризован ного из.՜, уч е н и я.

Проведем сравнение вышеописанных методов с новым методом 
[2,3] исследования поляризации радиоизлучения при помощи поляриза
ционного радиометра на длине волны >. ֊ 3.2 см.

I. При поляризационных измерениях степени поляризации радио
излучения Солнца методом Ковингтона происходи։ модуляция всего 
принимаемого радиоизлучения, т. е. вместе с модуляцией, подлежа
щей измерению слабой поляризованной компоненты, модулируется и 
сильный деполяризованный фон. Ясно, что ошибка измерений поляри
зованной компоненты при таком методе — порядка флуктуаций фона. 
Как показывают многочисленные измерения эти флуктуации—порядка 
2" 0 (а в случае активного Солнца, значительно больше)

Наличие большого сигнала от всего Солнца не дает возможности 
Ковингтону работать при высокой чувствительности аппаратуры.

Поляризационный радиометр, не давая модуляции неполяризо- 
ванного фона, свободен от этих недостатков.

11. Как указывает Ковингтон 114), вследствие несовершенства ап
паратуры и методики, в приемник его установки просачивалось 2% 
мощности излучения с поляризацией обратного направления. Это про
сачивание обусловлено использованием диполя и металлической сетки.

В поляризационном радиометре ошибка такого рода вообще ис
ключена.

Таким образом, даже без учета паразитных эффектов иного харак
тера - интерференционного эффекта, флуктуаций коэффициента уси
ления и т. д.—чувствительность установки Ковингтона к поляризован
ному излучению Солнца, т. е. минимально различимая интенсивность

հ. ътошшь дем
леи*', чувствительное.ь нашей установки к поляризованном: 
иию по температуре антенны равна
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5ГЯ-Г К.

При поляризационных измерениях по Солнцу эта чувствитель
ность несколько ухудшается. ввиду увеличения шумфактора и появ
ления некоторых паразитных эффектов.-

Фактически сна в худших случаях оказалась равной на фоне 
Солнца

6 Հ = 2' Д'.

Эю составляв! примерно 0,0<Зй/о от !емпературы антенны при 
приеме общего радиоизлучения Солнца (температура антенны при 
приеме общего радиоизлучения Солнцам6000 К}. Итак, чувствитель
ность нашего поляризационного радиометра к поляризованной компо
ненте радиоизлучения Солнца выше чувствительности единственной 
известной из литературы поляризационной установки на во. не 10,7 см 
примерно в 50 раз.

III Как указывает Ковингтон [14), его метод не позволяет про
извести полный анализ поляризации принимаемого радиоизлучения; В 
частности, он не позволяет отличить линейную поляризацию от эллип
тической. При наличии эллиптической поляризации интенсивность и 
эллиптичность этой поляризованной компоненты не могут быть опре
делены. Фактически его метод пригоден только для измерения излу
чения с круговой поляризацией.

Как указывалось в статье [3]. поляризационный радиометр позво
ляет производить полный анализ поляризации принимаемого радио
излучения

IV. Ковингтоном совершенно нс рассматривается паразитный эф
фект, могущий быть вызванным поворотом диаграммы направленное, и 
антенны в пространстве при перекидке диполя. В самом деле, диа
граммы направленности диполя, применяемого Ковингтоном в качест
ве облучателя, в направлениях вдоль диполя и поперек его различны. 
Вследствие этого диаграмма направленности самой антенны в Е- и //- 
плоскостях не одинаковы При перекидке диполя на 90՛ вся диаграм
ма направленное;и вместе с ним поворачивается на 90', что может 
привести к изменению интенсивности принимаемого излучения.

V. Разработанный нами метод поляризационной модуляции дол
жен дать по сравнению с обычными радиометрами (в том числе и 
радиометром Конинг гона) особые преимущества при измерении поля
ризованных сигналов малой интенсивности.

В случае сигналов малой интенсивности в обычном радиометре 
уравнивается низкая температура антенны с гораздо более высокой 
температурой эквивалента, и вследствие большой разности гемпера- 
typ существенные ошибки вносит непостоянство коэффициента уси- 
ЮВЯ.

В самом деле, выходной уровень обычного ра. нсу.етра пропор- 
юна лен величине:
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ձ Тп - (7՜, —

где 7, температура эквивалента, 7',. - температура сигнала, а /.՛— ко
эффициент усиления аппаратуры. При изменении коэффициента уси
ления на dn выходной уровень изменяется на (7, Tt)dn, что может 
быть принято, ошибочно, за изменение сигнала на dT., т. е.

(7Լ֊ l\ ) dn — п-dT,.

Отсюда относительная ошибка н определении температуры сиг
нала равна

сП\_/ Г. _ \dn
Т7\ТС

При измерениях сигналов малой интенсивности фактор ֊֊* I ֆ I. и 

поэтому незначительные изменения коэффициента усиления могут выз
вать большую относительную ошибку в измерении температуры сиг
нала.

При Г. ՜- 7՜ , т. е. при малых значениях А 7՜, можно достигнуть 
значительного уменьшения влияния непостоянства коэффициента уси
ления.

В поляризационном радиометре

Д г= [( 7Ф4- z;)֊r.d -
|де Гф -температура непояяризоваиного фона: 7'с-- температура по
ляризованного сигнала.

Таким образом, в поляризационном радиометре, чем меньше ин- 
1енсивнос1ь измеряемого поляризованного излучения, гем слабее влия
ние флуктуаций коэффициента усиления.

VI. В амплитудном радиометре ФИЛИ'а [15] применялся камер
тонный модулятор, который имеет некоторые преимущества по срав
нению с ранее применявшимися модуляторами Ио этот способ моду
ляции в юм виде, в каком он применялся в указанном радиометре, 
имеет ряд недостатков, к которым относятся следующие:

а) Глубина модуляции сигнала зависит oi амплитуды колебания 
ножек камертона, к которым прикреплены находящиеся в волноводе 
поглощающие пластинки. Эта амплитуда зависит от режима работы 
камертонного генератора н меняется при изменении этого режима. 
Изменение же глубины модуляции сигнала, конечно, вызывает пара
зитное изменение показаний на выходе радиометра

б) Заметная зависимость формы кривой модуляции сигнала от 
амплитуды колебания поглощающих пластинок При большой глубине 
модуляции форма кривой модуляции сильно искажена. Это ведет к 
необходимости компромиссного решения, при котором чувствитель
ность радиометра несколько понижается- Кроме :՝ого, изменения фор
мы кривой модуляции в ходе измерений вследствие изменений ампли
туды колебания камертона также приводят к паразитным изменениям 
показаний па выходе.
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а) Коэффициенты поглощения и сражения поглощающих пли- 
пннок модулятора сильно зависят от температуры пластинок, г. с 

рмпературы окружающего воздуха. Еще резче эти величины зависит 
р. влажности. При изменении же этих величин меняется глубина ыо- 
нулянин сигнала и величина интерференционной ошибки измерении. 

Так как камертонный модулятор находится на антенне на открытом 
югухе. где температура и влажность могут меняться в значитель- 
|Цых пределах, то ошибки измерений, вызванные этими паразитными 

аффектами, могут быть относительно большими.
ri Выходной уровень амплитудного радиометра, как указывалось 

՝»ыше, пропорционален разности

ձ 7 = 7С—

fett Л-֊ температура сигнала, а /’, температура эквивалента, т. е. 
пеаперлтура поглощающих пластинок модулятора.

При изменении температуры окружающего воздуха меняется и 
температура поглощающих пластинок — 7\, что вызывает паразитное 
рменсние разности ձ /'. Таким образом, ошибка в измерении темпе* 
рвтуры сигнала, вызванная только этим эффектом, порядка изменения 
•'темп* ?а;уры окружающего воздуха. Наша же установка, в которой 
Внхенен новый модулятор- „поляризационный модулятор-, при по 

рйрпл.тцнонных измерениях лишена недостатков, перечисленных в 
Р’нктах а)֊ г), ограничивающих чувствительность установки и нно- 
;.внцих ошибки в измерения.

В самом деле, как указывалось выше, при поляризационной мо- 
лудяции:

:дубина модуляции равна единице;
.•) кривая модуляции, если мотор модулятора работает синхрон. 

₽о, всегда синусоидальна;
У так как поглощающих пластинок при поляризационных измс- 

доб-нях в высокочастотном факте нет, наша установка лишена недо
статков отмеченных в пунктах в) и г).

Более того, поляризационный модулятор можно рекомендовать и 
ндв применения в обычных амплитудных радиометрах с поляризован
ными облучателями, запитываемыми прямоугольным волноводом. При 
рок в таких радиометрах волноводный тракт с обеих сторон от мо- 
Ьу,-.втора должен иметь плавные переходы: до модулятора—с прямо- 
’ угольного на цилиндрический волновод, после- -с цилиндрического на 
Ьрииоусольный. В цилиндрической части 1аких плавных переходов 
■Ю.тжны быть помещены поглощающие пластинки вдоль по диаметру, 
■араллельному широкой стенке прямоугольного волновода. Такой спо

соб модуляции, исключающий некоторые недостатки, отмеченные вы 
ре. делает целесообразным применение нового поляризационного мо
дулятора н в обычных амплитудных радиометрах.

VII. Другим возможным вариантом решения поставленной зада- 
|чи, измерения поляризации радиоизлучения в ւ рехсант иметровом 
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диапазоне волн,֊՝ является использование интерференционного метода. 
Практически, обычные поляризационные интерференционные установки 
позволяют обнаруживать поляризованную компоненту только в тех 
случаях, когда интенсивность ее превышает 2—3 °/м от общей интен
сивности неполярнзонанного фона.

Описанный в литературе [12] новый радиоинтерферометр с ка
чающейся диаграммой, предназначенный для измерений в метровом 
диапазоне волн, может быть также использован для измерения ciene- 
ни поляризации радиоизлучения. Имея ряд преимуществ но сравнению 
с обычной интерференционной мето, икон, эта методика при измере
ниях степени поляризации радиоизлучения имеет ряд недостатков, 
к числу которых относятся:

I) паразитная модуляция сигнала за счс: изменения импедансов 
антенн при переключениях;

2) необходимость каждый раз учитывать соотношения угловых 
размеров источника и лепестков;

3) паразитная модуляция за счет краев излучающего объекта;
4) одновременная модуляция or каждой области, в общем случае, 

с произвольной фазой, при наличии более одной области поляризован
ного излучения, вследствие чего происходит резкое замазывание ин
терференционной картины:

5) необходимость частой тщательной фазовой ка. норовки тлеч 
интерферометра;

6) измерения степени поляризации при помощи этой методики 
фактически пригодны только для циркулярно-поляризованной ком
поненты; эти измерения не позволяют произвести полный анализ 
поляризации принимаемого радиоизлучения: различить ..инейную от 
эллиптической поляризации, при наличии эллиптической поляриза
ции— определить эксцентриситет эллипса поляризации;

7) взаимное просачивание в приемник циркулярно-потяризрваи- 
ной компоненты противоположного знака вращения;

8) паразитная модуляция относительно сильного неполя рисован
ного фона: в два взаимно-перпендикулярных диполя просачиваются 
когерентные компоненты нсполяризованного фона, которые могу» дать, 
в случае сильного фона, заметную интерференцию.

Кроме перечисленных недостатков, связанных с методикой изме
рении. использование интерференционного метола с качающейся диа
граммой в 3-сантиметровом диапазоне волн натолкнулось бы на ряд 
серьезных технических трудностей. Требования к точности сохране
ния параллельности электрических осей каждой антенны интерферо
метра настолько жестки, что практически возможно сделать только 
неподвижные антенны, не позволяющие вести наблюдения с сопро
вождением или наблюдения не в меридиане. Весьма жестки iребова- 
ния. обеспечивающие постоянство разности фаз между плечами ин
терферометра. Так. изменения вследствие температурного расширения
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длины волноводов, соединяющих две интерференционные антенны. 
։ могут внести ощутимую фазовую расстройку.

Вообще, если применение интерференционной методики, позво
ляющей с антеннами сравнительно малых размеров решать ряд радио
астрономических задач по изучению радиоизлучения в метровом диа
пазоне волн, для решения которых методом „карандашного пучка" 
(одна антенна с отражателем в виде параболоида вращения) необхо
димы были бы антенны громоздких размеров, вполне оправдано, то в 
■сантиметровом диапазоне этого сказать нельзя, так как значительное 
уменьшение длины волны принимаемого излучения делает более це
лесообразным применение метода „карандашного пучка".

Особые преимущества имеет метод „карандашного пучка" при 
определения координат излучающих объектов.

В случае создания поляризационных интерференционных установок 
на волне 3,2 с.»/ с качающейся диаграммой эти установки, вследствие 
ряда вышеуказанных недостатков, по нашему мнению, не смогут пока 
заменить поляризационных радиометров и в лучшем случае будут 
служить необходимым дополнением к ним.
Бюракаш кая астрбфйзичёскля обсерватория
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№(WllWm ԲեՎեՌԱՑՍԱՆ ձեՏԱՋՈՏՈհ₽ՅԱՆ 
ИЬЯПШРЬ ււաեՄԱՏՈՒԹՅՈՒՆԸ

и. ir փ ո փ ո I» ir

->ոդկաւ'> ա ւ/ րերկւոծ է կոա! իկական արրրո ր՚հերի ո ար ի it ձաււ ա ր ա ք թtf ան 
րհեոաւյմ ա՛հ հեաա րոաա.թ քա՚հ' մւրինակի կու]ւ1իր մշակկած if ե իժո ւ/ ի հան հմա- 
inm [J fin'll (! նախկինամ հա քանի if ե քժ որնև ր/ւ հեա։ Ցա /ր է արկան. որ նոր մե~ 
իհւրն ա՛հի ն ի շարր Էական ա и ակ հլա քժ րոնն եր . որոնք] քժ ifի՚հ են лу ա ակ ան ա if' 
հար իnfxtnո ա t]ու ք/ժ if ա՛հ չ ր/ւ հո արկ ան 'իոնի չե ր/»,չւա ր ա if ր , ո ար ի ոէհա и mi] ա ք/Ժ մ ան 
fi/i/iH uifjtl ան րնալթ/ւ //'/*'/ կե րչան ութ րսն հնա րակորա/J քանր ք կւորր ինաեն֊ 
ւկէկա/ժքան րհեո արկան նաո ա ր ա (իժ if ա՛հ Ժամ անակ րնրանիքի ա ր/ հ ր ա րմ‘ան 
րորն ակրի էի լրւլկաաա րիան և րի արրերա/ժքան րրալի ւիււրրարա մր. նոր մ ո֊ 
՛/՛" (!,""'"1'ի կիրաոման շնորհիկ միակոր խորության և и ին ու и ո իր ա / ձև անե֊ 
րււր մոր ու չլարիա (ի իրականարոէ if ր . ո ար ի nil՝ հ ուր ի համ հմ ա ա ա/> ա ր ճշրրիա 
I'liii] ա րձ ակ կ աչ ի ր ր ոկկան:

հոր il/ւթււրի ար/ րորւր աո ա կ ե / ութ քուննե ր ր թուքլ են ակել ււաերծե] 
նոր ոարրակորա ւ1 ր/ւ/ւոարւ1 ան ոադիոմեար , "['ք'՝ նախկին и արրակ ո րա ifiili֊ 

րի nuil Ini աաա ի/րոմր, անի րր ւո]իոր1ւն ակելի if />ձ ր րա{նա թրոն:
II աոնոէկորւււպևէւ, ]'/ւ հո ա րմ ա՛հ ո ար իոմև ա ր ի ր ր ա {նաի/ քու՚հ ր H./i և ր ակի 

"4՚րիոճսւոարա]ի/ւ1 ա՛հ րհհոարկած րարար րիքի նկաամամր մոա հի и ա՛հ ասրամ 
րարձր Հ րր ակ ան ակմ քան մեգ հա քանի if իակ /0.7 աք ալիքի երկա րա [J քան հա֊ 
նար կոէէէոււքկան ր/ւեոաքր1ա'հ и ա ր րակ ո րմ ան ր ր ա Հհ ու [J ք ան ի ր : Г’/ւեոարմ ան 
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ոաղիոմեարի միջոցով հնարավոր է հարոնարերել և »ա/Հ»/.Հ Արեցաէւի ոտէքիո֊ 
Շաոաւ/ալթման րեեոացված րացադրիշր, եթե նրա ինտ ենսիվութրո'սր կոպ- 
մամ Լ ընղհանուր ինաենոիվա թյան ավելի քան O.tl.'i"ր:
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АСТРОФИЗИКА

К. Л. Григорян

Сравнение и обсуждение результатов 
электрофотометрических и электрополяриметрических 

наблюдений ассоциаций Цефей II и Персей 11

В работах |1| и 121 приведены результаты определения фотоэлек
трическим способом звездных величин и двух цветовых эквивален
тов В- V и LJ В для звезд ассоциации Персея II в системе I-, В. \ 
На фиг I приведено сопоставление наших определений звездных
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Фиг. I.

величин п цветовых эквивалентов с определениями Харриса. Как 
видно, согласие между этими величинами не вполне удовлетвори
тельное. Дейстительно, между нашими определениями величин и цве
тового эквивалента В- V и определениями Харриса существуют не
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которые систематические расхождения. Для цвета £7—В систематиче
ских расхождений не замечается. Указанное расхождение между 
цветовыми эквивалентами В— V, вероятно, можно приписать ошибкам 
наблюдений Харриса, так как фундаментальность нашей системы для 
звездных величин и цветовых эквивалентов была показана |1|. При
чина систематического расхождения между нашими результатами и 
результатами Харриса могла бы выясниться, если бы возможно было 
сравнить наблюдения Харриса и наблюдения Джонсона и Моргана 
между собой. К сожалению, такое сравнение невозможно произвести 
потому, что у этих авторов нот достаточного количества общих звезд.

Можно также сравнить между собой результаты поляриметриче
ских наблюдений звезд ассоциаций Персей II и Цефей II произведенных 
нами. Хилтнером и Холлом. Графическое сопоставление наших опре
делений степени поляризации и направления электрического вектора 
с результатами Хилтнера |3| показывает, что существует системати
ческое расхождение между нашими результатами и результатами 
Хилтнера. Это расхождение имеет тот же характер, что и расхожде
ние между результатами Хилтнера и Холла. Между нашими же ре
зультатами и результатами Холла систематических расхождений нет. 
При этом нельзя не отметить довольно значительный разброс точек 
вокру! прямой, соответствующий равным значениям степени поляриза
ции и электрических векторов па графике |3|.

Изложенное, невидимому, говорит о том, что в наблюдениях 
Хилтнера есть какие-то систематические ошибки.

Приведенные графики |3| показывают, что в исследуемых обла
стях направления Электрических векторов не остаются постоянными и 
меняются от точки к точке. Заметим, что в некоторых случаях они 
почти перпендикулярны галактическому экватору.

Этот результат, невидимому, можно объяснить неоднородностью 
магнитного поля в исследуемых областях. Этот вывод находится в 
согласии с результатами исследований Г. А. Шайна |4, о|.

Пре вставляет определенный интерес изучение зависимости сте
пени поляризации от спектральных типов исследуемых звезд.. По Дом
бровскому степень поляризации звезд не зависит от спектрального 
типа. Как видно из фиг. 2 наши наблюдения подтверждают заключение 
указанного автора.

Зависимость степени поляризации от избытков цвета была рас
смотрена Хилтнером. Холлом Микеселем. Из анализа своих наблю
дений они сделали вывод, что между этими величинами существует 
некоторая корреляция.

Известно |6|, |7|. что многоцветная колориметрия открывает 
принципиально новые пути для решения проблемы одновременного 
массового определения избытков цвета звезд и их спектральных типов, 
или. точнее, соответствующих спектру числовых индексов. При этом, 
применяя многоцветную электрофотометрию, всегда можно выделить 
звезды с большими избытками цвета.
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Для определения точных избытков цвета л спектральных типов, 
в работе Никонова |7| на двухцветной диаграмме строятся линии со
ответствующие нормальным цветам в исследуемой спектральной об
ласти и линий растущего поглощения. Построение этих кривых для 
нашего случая не является необходимостью, так как все наши резуль
таты были редуцированы к системе U, В, V'.

У/.
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Фиг. 2.

Редукция к системе Джонсона—Моргана была произведена на 
основе следующих соображений. Различие исходных фотометрических 
систем Джонсон—Моргана п нашей обусловлено различием эффектив
ных длин волн соответствующих систем, поэтому, для перехода 01 
одной системы к другой, следовало бы исходить из ЮГО, ЧТО цветовые 
эквиваленты в одной системе должны быть линейно։՜։ функцией двух 
цветовых эквивалентов в другой системе:

67։- = А ■ Cl'n B-CIn + C. {1)

Очевидно, что если для редукции используется формула типа 
(1). но без члена BCJ&, то при условии, что значение В заметно от
личается от нуля, использование формулы (!) может привести к не
правильным результатам Следует отметить, что если па двухцветной 
диаграмме, взятые для редкуции звезды расположены на одной прямой 
линии, или очень близко к ней. то обманчивым образом может по
лучиться редкуциониая формула, связывающая каждый из цветового 
эквивалента одной системы только с одним соответствующим цвету в 
другой системе.

На полученной нами двухцветной диаграмме точки для редук
ционных звезд расположены не на прямой. Поэтому появляется воз
можность определения коэффициентов в редукционной формуде 
вида (I).

После решения этих уравнений, для двух цветовых эквивалентов, 
мы получили редукционные формулы типа (1) где коэффициенты В 
очень близки к нулю. Таким образом в нашем случае возможно было 
использовать редукционные формулы приведенные в |1 [.
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Поэтому определения избытков цвета в двух различных участках 
спектра, проведены с помощью следующих формул |6|.

£iQ2r (Я-V)-O.337Q -0,009, (2)

Р<«| м (В И 0.337(6/֊«) —0,009. 1Ղ.Пи.в r.R.v------------------------ _________----------------- (3)

где В—1Հ И Н— цветовые эквиваленты, Q—параметр, зависящим от 
спекгра и не зависящий от мезжзвездного поглощения, далее уже не 
и ре дета вл я e i трудностей определение средних расстояний ассоциаций, 
причем для коэффициента у связывающего общее поглощение с из
бытками цвета по |8|, |9| принято значение 3.5.

Используемые визуальные абсолютные величины этих же звезд 
в зависимости от класса светимости приведены в нашей работе [3|.

Исходя из изложенного, для расстояния двух ассоциаций получим: 
/у 0,69 кпс. (Цефей 11). г.. 0.42 кпс. (Персей II).

Если принимать угловые размеры этих ассоциаций 6,5—7Հ0 
(Цефей И) н 8.0 -0,5 (Персей II) го для линейных размеров по
лучим:

Ժ, (по Ь) — 76 пс.. մ2(ոօ. /) 83 нс. (Цефей II)
d (по Ь} 59 не., մ2(ոօ. /) 38 пс. (Персеи II).

Сравнение этих данных для ассоциаций Цефей II и Персей II с 
результатами других авторов [10]. [11| показывает та б. 1.

Таблица 1

Ассоциация по /•
rfj ИС.

Ио
Ժշ ПС. г кпс. .Автор

Цефей II ВО 70 0.63 Маркарян

• 151 Հ Joo 0.72 Моргая, Уит
форд. Коде

• 83 76 0.69 Григорян

Персей II Л0 50 0.29 Маркарян

• 32 43 0.26 Морган. Уит
форд. Коле

• 38 59 0.12 Григорян

Рассмотрим, далее, зависимости степени поляризации oi избытков 
цвета. Эти зависимости графически представлены на фиг. 3, 4. В ассо
циации Цефеи II, на тиаграмме поляризации избытка цвета, звезды, 
невидимому, разделяются на две группы по степеням поляризации. 
Это разделение наблюдается на обоих графиках. /:Ջւ- и Вас- 
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социации Персей II не заметно подобного разделения. Исключением 
является звезда Персея, степень поляризации которой заметно боль
ше. чем у всех остальных. Наши поляриметрические результаты для 
звезд указанных ассоциаций сопоставлены также с избытками цвета

0!0 020 030 ОМ 050 060 070 0.60 090 LfO!

<!»։։։. 3.

из работы Стебннса и Уитфорда. Упомянутое разделение падве /руи
ны для ассоциаций Цефей II сохраняется и в этом случае (фиг. 5),

Рассмотрим этот вопрос более подробно. Для этого остановимся 
на зависимости степени поляризации от цветовых эквивалентов, исправ
ленных за поглощение.

Фиг. 6 показывает, что разделение этих двух групп наблюдает* я 
и в этом случае. Для части звезд ассоциации Цефей II наблюдаются 
зависимости от их исправленных цветов. Из этого следует, что степень 
поляризации звездной группы в некоторой степени зависит օւ истинного 
цвета, т. е. имеет, невидимому, звездное или циркумзвечдное проис
хождении.

Аналогичную картину представляет собой фиг 7 на которой сте
пени поляризации, полученные Хилтнером и Холлом сопоставлены с 
полученными нами истинными цветами. Следует отметить, чго и на 
этих графиках кривые имеют, начиная с некоторого значения С. ж и
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Фиг. 6.

cw очень крутой подъем, где в основном и происходит разделение 
на две группы.

На фиг. 8 показаны двухцветные диаграммы звезд исследуемых
Юциаций, причем на этих же фигурах дана зависимость между 
стами для звезд свободных от межзвездного поглощения (сплош.
ння). Приведенные фигуры лают некоторое представление о форме 
ухцветной диаграммы звездных ассоциаций Цефей II и Персей II. а 
кже об избирательном поглощении в этих двух направлениях.

г1 Значительный интерес представляет получение данных о распре- 
делении поглощающей материи в исследуемых ассоциациях. Прнве
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Фис. Вб.

денные нами карты (фиг. 9) показывают распределение избытков цвета 
н экваториальной системе координат и распределение светлых и тем
ных гуманностей взятых из атласа Бечвара |12J. Избытки цвета, от
носящиеся к звездам ассоциаций, нанесены кружками различного раз* 

б Hahv. j.hi ЛИ. серий фи>—мэт. наук, № ՚1
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мера и заполнения, диаметры которых пропорциальны наблюдаемым 
избыткам цвета.

Приведенные карты показывают, что наблюдается некоторая кор
реляция между избытками цвета звезд и расположением темных ту
манностей.

Б юра ка нс кая аст ро физи чес кая 
обсерватория АН Армянской ССР

Поступило 30 1 1957
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ТЕОРИЯ ПОЛЗУЧЕСТИ

Г. С. Григорян

К расчету безмоментных тонких железобетонных 
оболочек произвольного очертания с учетом 

ползучести бетона
В настоящей работе рассматривается вопрос о перераспределе

нии усилим между бетоном и арматурными стержнями в железобе
тонных тонких безмоментных оболочках вследствие ползучести бе
тона и о его влиянии на перемещения и деформации срединной по
верхности оболочки, в предположении, что распределение усилий в 
соответствующих упругих оболочках известно. Работа основывается 
на взнес।пой теории ползучести бетона, разработанной И. X. Арутю
няном |1|,и предпосылках теории упругих гонких безмоментных обо
лочек |2—5]. Задача об определении напряжений сводится к инте
грированию двух самостоятельных обыкновенных дифференциальных 
уравнений второго порядка относительно первых производных по 
времени от напряжений в бетоне. В общем случае эти уравнения — 
однородные, полные, с. переменными коэффициентами. Доказывается 
возможность представить их решения сходящимися степенными ря
дами.

В частном случае, когда оболочка! армированы сеւками с одина
ковым относительным содержанием арматуры в обоих направлениях 

յ-ij — ս-յ . задача сводится к интегрированию двух самостоятельных 
обыкновенных уравнений первого порядка. Вычислены функции влия
ния показывающие изменение напряжений в арматуре и бетоне сфе
рической и параболической оболочек находящихся под воздействием 
вертикальной равномерно-распределенной нагрузки «собственный вес 
при коэффициенте Пуассона > -0.25 и — и.2 0.5°/0. При > = 0 
функции влияния для напряжений в бетоне и арматуре, как и сле
довало ожидать. совпадают с таковыми полученными II. X. Арутю
няном для железобетонных стоек при осевом сжатии (растяжении).

В конце вкратце рассмотрен также вопрос об определении влия
ния ползучести на перемещения и деформации срединной поверхно
сти оболочки.

Влияние ползучести на напряженно-деформироранное состояние 
.железобетонных оболочек с учетом неоднородности материала (бетон- 
сталь) рассматривается в настоящей работе, невидимому. впервые.
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II. Е. Прокоповичем |6|, на основе полубезмоментной теории 
цилиндрических оболочек В. 3. Власова, рассмотрено влияние ползу
чести .материала на распределение вну։репных усилий в ортотропных 
оболочках, к которым, при определенных предположениях, могут 
быть отнесены и железобетонные оболочки.

1. Рассмотрим железобетонные тонкие оболочки произвольного 
очертания, постоянной юл шины, армированные одной сеткой распо
ложенной в срединной поверхности оболочки, или двумя сетками 
равноотстоящими от нее. Стержни арматурных сеток будем считать 
работающими только на растяжение и сжатие и направленными вдоль 
линий главных кривизн поверхностей в коих они расположены. Будем 
считать справе длиной гипотезу о неизменяемости нормального эле
мента п допустимой предположение о безмоментиой работе оболочки 
|2— 5|. Арматуру будем считать подчиниюшейся закону Гука, а бетон— 
обладающей ползучестью. Примем также, что параметры характери
зующие ползучесть бетона не зависят от знака напряжений. Сцепле
ние между арматурой и бетоном будем считать достаточным для 
обеспечения их совместной работы.

Компоненты напряжений в бетоне и арматуре, а также дефор
маций и перемещений оболочки, под воздействием не меняющейся во 
времени внешней нагрузки, будут функциями не только координат 
точек срединной поверхности, как это имеет место в упругих обо
лочках, но также возраста бе юна в момент приложения внешней 
нагрузки и продолжительное։и действия последней.

За начало отсчета времени примем некоторый момент укладки 
бетона. Возраст бетона будем определять координатой -. а момент 
времени для которого определяются напряжения и деформации 
координатой ձ

Придерживаясь теории ползучести бетона изложенной в работе 
|1| будем считать, что мера ползучести призматического бетонного 
бруса находящегося под воздействием осевой силы единичной интен
сивности, приложенной в некотором возрасте -. к моменту է выра
жается за виси мост ыо:

C[t. Ti = ?|т||| (-«' % (1.1)
где

.1|( Со. •, ֊ параметры определяемые экспериментальным путем. Влия
ние старения бетона нс будем принимать во внимание.

2. Как известно, без.моментные оболочки статически определимы 
з.малом. Поэтому дифференциальные уравнения равновесия рассма
триваемых оболочек не буду։ ничем отличаться от гаковых для уп
ругих безмоментных оболочек и, при отнесении срединной поверх
ности к линиям главных кривизн, будут иметь следующий известный 
вил |2—5|:
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<} о г 1^0. . ւ о У՝ 1 о А/У/, + — Տփ֊ AS՛--- Т, + Лв?, 0:
da ժ; ԺՅ да,

4֊(МГД dliS+ ֊ .85. -~Т, + АИЧ.: ֊ 0; (2.1)
Ժ> Ժյ (Ja ԺՅ

где: а, > и .1. В -соответственно, криволинейные координаты .очек 
н коэффициенты первой квадратичной формы срединной поверхности;

Tj, 7*а, Ճ нормальные и тангенциальные усилия отнесенные к 
.'единице длины .туги, соответственно, линий главных кривизн a const 
'tt‘r const срединной поверхности;

Rlt R-. главные радиусы кривизны срединной поверхности;
</р </„— проекции поверхностной нагрузки соответственно

па касательную к линии a const, на касательную к линии 3= const 
и ни нормаль к срединной поверхности.

В гех случаях, когда свободные члены </։, </2, и граничные 
'условия системы (2.1) не являются функциями от времени, тогда и 
усилия 7՝յ. 7՜շ. ձ՝ не буду! функциями от времени, и будем иметь

г,

Л = Л (а,?); (2.2)

При этом, 7\, Г,. S определяются решением соответствующей упру
го- м пювен и ой зада ч и.

Приняв, что оболочка загружается в возрасте бетона т ֊ղ и 
введя обозначения:

հ—толщина оболочки:

3Л։ •]. /. я, 5հ,( ՜յ, /, Я, I/;, 3«։(՜|< Л Տ, ,Ն,

4 ՜։. f. /I. 4’՜յ» *, ?) ֊ է. I, [5.1,

С1Ю1вен'твенно,—нормальные напряжения в арматуре и бетоне н ка
сательные напряжения в бетоне; р._> относительные содержания 
арматуры в сечениях a const и ,յ- — const, можем написать следую- 
’.ияе очевидные равенства

?։лч + Л*-
^зЛг^-ք-Аз,ч= Гц, (2.3)

հ-, Տ.

. 3. Обозначив компоненты деформаций бетона, с учетом ползу֊ 
։сти бетона, в общем случае объемного напряженного состояния 
!рез з։, (1>12, о>։.|, u)2!J, пользуясь известными зависимостями свя- 

* Здесь и в последующем,
ладностью, опускаем.

ради упрощения записи, аргументы, частично, или
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зывающимн их с компонентами напряжений (см. |1|. стр. 19). считая 
справедливыми приближенные равенства:

г3 = 0; Wj3 — О; «а = 0, (3.1)

пренебрегая влиянием Հ- на г։ и ч, в соответствии с принятой гипо
тезой о недеформнруемости нормального элемента оболочки, полу
чаем следующие зависимости между остальными компонентами де
формаций и напряжениями в бетоне:

ւ Ռ \дС*ւ тгII’л հ — '41*4 г «■=;
Ал J Ժհ

Из сказанного выше следует, что, если имеет место (2.2). го ка
сательные напряжения в бетоне не будут претерпевать изменений 
во времени. В настоящей работе будем органнчнватьсн рассмотрением 
этого случая, что и учтено в третьем уравнении (3.2).

Используя обычные соотношения упругости при осевом растя
жении-сжатии для арматурных стержней:

w ^(*=i.2). (3.3)
Еа 

принимая, из условия совместной работы арматуры и бетона 

3* = ^=^ (А = 1.2), (3.4)

используя первые два ур-ния (2.3) я (3.2), и введя обозначение

— =/п, (3.5)
Е(, 

можем написать: 
t 

7՝, А (1 + 4 + '!‘։Лтзс.. 4- PiftEa |տ61(հ )|- ti- 0;

(3.6) 
t

Tз հ (1 4- !»sm) \^Еа I | ՚ ‘ — »з6. հ«| . (Ւ. 0.
0՜

Дифференцируя 3.6) no t с учетом (II) получаем:



Беа моментные тонкие железобетонные оболочки с учетом ползучести бетона 71

Л 1 4- !*։м 5fl. г — 7|л։/^я® I — >5Л, | 4-

4֊ 7{*|/z£" իծ, "I — V3|>.‘-l| |<?' I- 1 7®(<|խ '1ք d' 0;
<•

13.7)
— h 11 — u2/n) ՜հ, -f- ^Jintz„։ — \\i.diEaz ; 7,.։— \зб։ । j

/
4- w-JiE,, ( I 36;l՝i — 4- 7? x)]e ;|'~'rf- = Q.

Умножая 3.6) на 7. складывая с 3.7 . дифференцируя еще раз 
ււ՚յ ! и внеся обозначения:

Л 1 -а,;

= 1)Հ,

*,///:„-q:

ԺՋ1 V 
ծէ

հ ՚ 1 4- ՚ = Պ»;

Հւյոհ = b..;

(кй.~~1 = Zi
at

13.8)

лучаем:

b\°~ 4-7!/?։->f։?՝z — 7i4-H'։?|y օՀԼ =0; 
at at

(3.9)
Ժ՜՝ -г 7 ՛ fh 4֊ 7^з? ՚ .V — 7 1 + < 2?) < — «շ дՀ ~ 0.

Систему /3.91 не трудно привести к виду:

/ . а.а^> \ду , . а* ՛
I /յշ------^շ4- '£■&] — ։,Պ -! q?i- y4-

— ծ։ 4-/г,?) ia։4-r2®) z =0;

\ dz 
bT,)d7

(3.10)

լ* I Ь-շ 4- >քշ? I — • <i։ 4- C։?) j v = 0.

Учитывая 1.21 11 введя обозначения:

՜^Հ՜ր I ճւ + Դ^օ) т---- 1 ծ2 4- 7է’շՇ'օ) | — pt;
а,<12 I իէ
Հ
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п /> *1՜ G/ն I —
ь ւ*ւ

ծ1

— tn

/1

bx
Օյ«2

■—~ <Կ ֊I-<■ A—1^2 • , Wi;
ь-^l M

ծշ

перепишем 3.1Պ в виде:

3.12)

где pt;, qn. тс. и« \/t = 1,2՛. как это видно из ,3.11 , не завися։ oi է.
Система 3.12՛ легко приводится к следующим двум самостоя

тельным дифференциальным уравнениям второго порядка с перемен֊ 
н ы м и коэффицие и та мн:

Ջ4 ^1/,^ + .vi;r,v=o,

Ժ/5
И2, է (,z + /V21 /, - ֊֊֊ о. 

at

13.13)

В виду полной идентичности этих ур-ний займемся первым из 
них.



Введя новую независимую переменную подстановкой

3.15»

будем иметь

"У = Л.-°У . °~У Л..“У _2д.»<Ъ։
<н (/.х' ժէ։ д.х- ах

3.16.

Используя 13.111—13.16 
[ующем виде:

перепишем первое из ур-ний 3.13) к

|/>։4ре1Х- (fl • (]■. 2ia-2 —
дх-

•I- \plp-i-тхШч п^п^ — прпг.х^-

. / tl\P\
1 Н?1Уз ">"շ А'2 4
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(3.17,1

Рассмотрим ряд

1
1+֊^л֊ 

w.

Из (3.1 1> имеем:

;3.1К

3.19

Для обычных бетонов марок50—150, -֊'г=5,5(с.м.[1],стр. 70Հ Для 
Գ

бетонов более высоких марок, обычно применяемых в оболочках, это 
очношение, как не трудно сообразить, еще меньше. Оболочки не 
распалубливаются в такие ранние сроки, как 5—6 дней, т. е.

^֊<т, ւ'3.20.
Գ

Из (3.20) следует сходимость ряда (3.18), следовательно и выражений 
содержащихся в квадратных скобках в 3.171. что в свою очередь 
означает возможность представить решение (3.17), следовательно и 
1.3.13) сходящимися степенными рядами (см., например, |7|, стр. 139, 
где даны доказательство этого и метод определения коэффициентов 
рядак Интегрируя полученные решения для у и г от до /. в соот
ветствии с (3.8), можем определить значения з^։й— 1. 2), которые 
не трудно представить в виде

।/г — 1.2), i3.2li

где -.֊.а—напряжения в бетоне при / — ?։ определяемые решением 
соответствующей упругой задачи; Н{,к — Н$ь (а. 3, է ւ^— 1.2 
функции влияния показывающие закон изменения напряжении в бе
тоне рассматриваемых оболочек вследствие ползучести бетона.

Для напряжений в арматуре получаются следующие очевидные 
формулы:

3<м = (*=1,2), (3.22
где

//„Л »-<-!>*" —|էտ։Լ2Լ .j .j.j,

4. При
u։==Ji2 = |j. 4.1

1ос:игается существенное упрощение. Взамен 3.9 будем иметь:
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bz' հ (b '/Ci z — чу՛ 0;

by' - 7 (b -г- vc«) у ֊ у । a cri) г az՛ — 0.
(4.2)

где
a հ 11 |im); b ՝պ.ւոհ\ c ֊

Перепишем (4.2) в следующем виде:

(b-’ra)u' •; խ հ с®(1 ^)խ О;

(b а)и՛' \[Ь — а — r?(l — v)]w О,

М.З)

(4.4)

где
и z:

(4.5)

чуда

а -֊ b
4 <(■

и — и е
(4.6)

ft —а —е?(1 —у) քՒ 
а — ft

к՛ е
юва сельпо:

1 
о

а 4-ft -j-<-e(l - >) /Ւ 

а փft
՝1>-а ।լ<)

л Ч-ft
У ~ п е ս՛ е

(4.7|

ք.ձ+ձ յ_ճւԼԼ__մ rf-
и — Л

‘ь -д —су(1—у) rf_
1 b — а

9
- и е w е

грнруя i4.7 от до /, учитывая 1.2 и 4.5։ получаем:

ч (О >՛>■ - т е մ֊

ч (։)

в»С;

' "Н-1 -)
е (Ւ

14.8)
1 - =) 
е

<ъ
Л4-

".
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где
:л£яс0(1 ■') 1. , յ*Ք».4։(1 •/) 7
1 <xrn (1 T v) ՜ 1 JA,7i (I -I- v)

jx£nC0(l v) ] а£,;Д։ (] ■/)■;
, ll I —

1 |im (1 v) 1 ! \tnt (1 v)

(4.9)

Подставляя 4.1) r (3.7 , учитывая (3.8). принимая / и отбросив 
некоторые малые величины, получаем:

:*£<»•; Р‘ գ]

——-------iH,-*1 ։xw)=J;
1 2 JAW

I 2**/л

(4.1(11

14՜ <l :iw,4l’
Подставляя 4.10) в (4.8 получаем следующие выражения для напря
жении в бетоне с учетом ползучести:

выражается известными табулированными функциям:։. Она рассмотре
на и габулирована в работе [1].
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Введя обозначения

I

иппем 4.1 Խ в виде:

’б. = ’«■"* '.2-

Напряжения в бетоне соответствующие упругому решению :.к 
1рс теляются из 3.6) при է — и с учетом (4.1) имеют вид:

(4.15)

(*=1,2)

7՝, (1 4- \i.m) 4- T,ymi 
’’՛' л(14 -W

73(1 пт) 4֊ 7\'учп 
//(1 -г'2пт)

е огброшены некоторые малые величины.
I $. При v — О

.it:v иметь:

а., _ щ —----- ,
1 4- р///

Հ^յ2 = ./=-. р",<г ՜՚յ լ* prf-.

+Գ)
H(>1 =Ւ1.,, //.-,-1֊ ֊֊՜11- ֊Л

1 + !*•'«
/Հ(, = =

(4.16)

(5.1)

(5.2)

*5.3;

(5.41

He трудно заметить, что ф-ла (5.3) полностью совпадает, как это 
опало ожидать, е ф-лой полученной в работе [1] для сжатых (рас- 
тых) железобетонных стоек.
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В приведенных ниже таблицах даны значения Нг, и /7,։ яыикс? 
ленные при О при различных р но (5.3), а также Н(,ц и Нок (ft 1.2) 
вычисленные по (4.14) при •' 0,25 и и = 0.5%, для сферической обо
лочки и параболической оболочки вращения находящихся пол воздей! 
ствием вертикальной равномерно-распределенной нагрузки (собствен*] 
ныв вес։*.

При этом приняты следующие численные значения параметров 
характеризующих свойства ползучести бетона:

Д։ ֊ 4,82.10 Со 0,90.10 р = 0,026.
В работе |1|. откуда они взяты показана их достаточно хорошая 

согласованность с опытными данными для обычных бетонов марок 
50—150 на портландцементе. Принято также т = 10.

Таблица 1
Значения /Л. и На для обычного железобетона в зависимости от времен!՛ / и

Таблица 2

процента армирования ц, при t, 28 дням

ս "б

г \ 0.5% 1.0% 1.5% ֊ 2,0% = 0.5% 1.0% ֊ 1.S7,. 2.0*4

28 дней 1 1 1 1 1 1 1 1
1.5 мес. 0.96 0,93 0.9! 0.88 1.88 1.65 1.62 1,60
3 мес. 0.87 0.86 0.81 0.76 3.62 2.40 2.28 2.18
6 мес. 0.84 0.84 0,78 0.73 4.10 2.63 2.46 2.33
1 гол 0.84 0.83 0.78 0.73 4.12 2.66 2.48 2.34

се 0.84 0.83 0.78 0.73 4.12 2.65 2.48 2,31

Значения //бх- и //.it (к = 1,2) .тля сферического железобетонного купола при 
.. - 0.5°.%. т։ = 28 (ням (см. ф-лы (3.22), (3.23). (4.14), 4.15)) в зависимое™ от 

времени г и угла 0 образованного нормалью к срединной поверхности
С ОСЬЮ оболочки _____ :

6 Г (дней)
45 90 180 .360 45 90 1S0 360

Значения нб, Значения А/б,
0 0.97 0.94 0.93 0.93 0.97 0.94 0.93 0.93

। о։ и 0.97 0,93 0.92 0.92 0.97 0.94 0.93 0.93

4 0.97 0.93՝ 0.91 0.91 0.999 0.998 0.995 0,994

Зг. 
8 0.96 0.92 0.90 0.90 0.95 0,89. 0.87 ОД

О•»
0.96 0.91 0.89 0.89 0.96 0.9։ 0.89 0.89

• Вычислительная работа результаты которых ведены а табл 2 и 3 прмьелл! 
студентами Ереванского политехнического института К Маркса. С Ззргаряшн» I 
М. Мартиросяном.
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О

8
նՀ 

4 
Зх 
8

t (дней)
45 90 180 360 45 90 180 360

Значения //п, Значения На,
1.56 2.20 2.45 2.45 1.56 2.20 2.45 2.45

1,59 2.26 2,51 2.51 1.52 2.12 2.33 2.35

1.68 2,45 2.72 2.75 1.02 1.15 1.11 1.11

1.78 2.66 2.97 3.00 2.13 3.20 3.60 3.63

1,86 2.84 3.17 3.20 1.86 2,83 3.17 3,20

Таблица .?
(чеммя //<•./,• и Hai: {!: — 1,2) для параболического железобетонного купола 
агружеиного собственным весом при р 0.5°,о. “։—28 дням (см. ф-лы

(3.22). (3.23). (4,14), (4.14)). п зависимости от времени է н угла О 
образованного нормалью к срединной поверхности с осью оболочки

____________________ ___ t (дней)_______
45 90 180 360 | 45 90 180 360

О 
т.
8

I
Ji
’S 

* 
20

0.97
Значения Но,

0.93
Значения Ио,

0.94 0,93 0.97 0.94 0.93 0.93

0.97 0,94 0.92 0.92 0.97 0.94 0.93 0.93

0.97 0.93 0,91 0.91 1.01 1.02 1.02 1,02

0,96 0.91 0.90 0.90 0.95 0.90 0.88 0.8S

0.96 0.91 0.89 0.89 0.96 0.91 0.89 0.89

Значения На, Значения Н„,
0 1.56 2,20 2.43 2.46 1.56 2.20 2АЗ 2,46

•я.
Г 1.59 2,26 2.51 2.54 1.52 2.15 223 2.35
։

’.4 1.68 2.46 2.74 2,76 0.83 0.66 0.66 0.66

fc
8 1.80 2.70 3.02 3.05 1,96 3.05

*
3.42 3.45

9t
20 1.85 2.81 3.14 3,17 2.87 2.92 3.20 3.23
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6. Выпишем известные геометрические соотношения безмом 
пой теории связывающие компоненты деформации с перемещети 
относя срединную поверхность к линиям главных кривизн:

1 <>//  1 дА т Ա՛
Կ В д*‘ АВ df Я,’

1 . 1 № /сн
es -4----------------- ч 4- : fi.il

В ԺՅ АВ di R,

w ճճ( " и н ±1Ճ\.
В (Հ\ А / Д дх\ В /

Входящие и (6.И Относительные удлинения — ;р з. опр.едёляшж
-с л ед у ю щи м и фор м у л а м и:

3 о
4 = ֊֊ч= -~М„. (6.2)

1^։։

Чля определения »՝• — деформации сдвига срединной поверхности. ՛'• 
ратимся к третьем} ур-нию (3.2). решение которого, с учетом (1.1) и 
(1.2) можно представить в виде:

OI = о> С/ (6.3)
где

2-Ш.; (6.4)

представляет сдвиг без учета ползучее՛!и бетона, а

(/ = (7(т։,Л -14՜ В(,е՝ ՚ 4՜^օյ/^ —е (6л)

суть функция влияния показывающая нарастание деформации сдвига 
во времени вследствие ползучести бетона.

Подставляя (6.2) (6.5) в (6.1) замечаем, что хотя искомые не
известные и, V. и՝— суть функции не только а. как это имеет место в 
упругих оболочках, но и времени /, однако интегрирование системы 
(6.1) может быть осуществлено также как и в упругих оболочках; 
гак как / может бы л. рассмотрен как постоянный параметр.

7. После того как определены перемещения и. г, к?, не трудно 
определить также н компоненты изгибнон деформации в функции 
времени и координат у., 3 по известным формулам |2 5|, которые 
гакж» как и (6.1) не претерпеваю! изменений вследствие ползучесги 
бетона.

Ереванский иолнтехпнческнн институт 
нм. К. Маркса

Поступило _0 IV 1957
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*♦». U. *1՝ր |։qnp ։ ս։(։

եՐԿԱԹԲեՏՈՆե ԲԱՐԱԿ ԱՆՍՈԱեՆՏ ԹԱՂԱՆՌՆեՐՒ 2ԱՇՎԱԱՆ 
ՄԱՍՒՆ ԲեՏՈՆԽ ՍՈՂ_Քհ ՃԱ5Վ_ԱՈ֊ՈՒՄՈ4_

1Լ 1Г Փ П Փ П !• 1Г

'1'իտարկվու մ I; րււրոէ ‘մսերի վ ե բա բաշ խում ր, ււբ տեղի I; ունե֊ 
Ն,մ բետոնի հ աբւ> սւսւուբայի մի9ե, երկաթ բետոնե անմոնենտ բարակ 
flaiqm’liթներու մ. րեmnhի սողրի հե ահանբո Հ։ 1Լշխատոt թ յո ւ՚հր հիւքեված I, 
քետււնի инղբ[, Ն. Խ. Հարությունյանի կողմ իր մշակված տ ե и ո ւ թ քան 
p| և տոտձղ սւկտն անմոմենտ բարակ թ ա ղ ան թն ե բ ի տ ե ո ո ւ.ի) յ ա՛հ '//*>" | 2 Л | z

Լա բո։ մեեբի որոշմււՀն խնդիրը բերված կ երկու. ինբնու բոէ֊յն երկրորդ 
կս՚րրքի ։՚"վ ՛< բական դ ի!իե րենցիալ հավա աո ր ո լւքեե ր ի լ ո։ Л if ան ր ւ /‘ն ղ հ ան ո ւ բ 
‘յեպբում այդ հավ ասաբու Ifilb բր լրիվ են, ան հ ա մ ա ո ե ո , ւիո վւ ո խա կան ղ ո ր ֊ 
^‘^^խյնեբով: ;՝)ա յղ է տրված, որ նրանց ւուծու՚մնեբբ կարելի Լ ներկայաց
նեք ղուդամ իտվ ո դ tn и ա ի ճ ան ա կան շարժերի մ իհորովւ

ներված են աղյուսակներ, որոնբ բույր են տալիս, որ ս*ւղբի ադղե- 
յու թյունբ աոանձին դեսլբեբում կարող Լ ավելի բան 4 անդամ մեծարհւել 
Ujiif սւտուրայի ւ սւ ր ու rfti ե ր բ : 1!եղմ կերպով դիտարկված I; նւոե Ոէէղբի աղդե֊ 
ց»>թյանբ տեղավւոիէու/քեեբի ե դ ե էի ո ր if ու ր ի ա՛հ I. ր ի վրա։
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ТЕОРИЯ ПОЛЗУЧЕСТИ

М. М. Манукян

Изгиб железобетонной балки с учетом установившейся 
ползучести только сжатой зоны бетона

В работе исследуются деформации и напряжения в изгибаемой 
железобетонной балке с учетом нелинейной ползучести только сжа
той зоны бетона, ползуясь нелинейной теорией ползучести бетона, 
развитой Н X. Арутюняном |1].

Рассматривается тот случай, когда бетой находится в состоянии 
установившейся ползучести, а напряжение арматуры получает свое 
^предельное значение ՜ր-

Пусть имеем изгибаемую железобетонную балку (фиг. 1), имею
щую одну плоскость симметрии, и все внешние силы действуют в этой 
плоскости. Положим, что сжимаемая зона бетона работает полностью, 
и растянутая зона не работает вследствие образования в ней трещин. 
Обозначим расстояние от сжатого края сечения до центра тяжести 
арматуры через А։, высоту сечения — А, ширину А, расстояние ней
ральной оси от верхнего края балки — т։.

Направим координатные оси ОХ и ОУ параллельно главным осям 
инерции поперечного сечения, а ось 07-— но направлению парал- 
лгльно геометриеской оси балки.

При решения задачи будем принимать, что сечения после дефор
мации остаются плоскими.

Допустим, что модуль мгновенной деформации бетона постоянен 
■ равен Е(,.

I Как известно |1|. при больших значениях t бетон находится в 
с» стоянии установившейся ползучести. Тогда между полной продоль-
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ной деформацией бетона ^(О и напряжением з„ / будет существо
вать следующая зависимость |1|:

где Со, 7 — параметры. определяемые из опыта. 
1— текущая координата времени.
/? —временное сопротивление бетона.

R
Պ>(/) некоторая, определяемая из опыта функция от - - • ха -

растеризующая нелинейную зависимость между напряжениями 
формациями ползучести для данного бетона

и по

Положим, что

Тогда из 11 получим:

есть степенная функция вида

I2i

Зб(/} _ I
Я ՜Հ/~

1 *^՛

d:<> է 

dt г ТмМ

Пользуясь гипотезой плоских сечений, имеем

<*(* = В Z, է) у. (4)
где B\z,t неизвестная кривизна балки в данный момент времени / 

у — координата точки.
Подставляя значение -տ* է из 4 в Յւ. найдем

I 11

R
_լ nrdBzj_
Հ~ I dt

*Գ
т\В z, է՝ (5)

Допустим, что напряжение арматуры получает свое предельное 
значение -у. тогда для определения усилий в арматуре ձ՚ն получим

V., = (6)
где Л, — площадь арматуры.

Напишем уравнения равновесия элемента балки, находящегося 
между произвольным сечением z и торцевым сечением г = I.

11меем

0. (7)
о
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(71

где tj — пока неизвестная высота сжатой зоны бетона.
Подставляя значения з,-. / и Л’.., из (5| и 6 в уравнения (7 . 

после интегрирования и некоторых преобразований находим:

где
п

и — процент армирования.
Ль
Пользуясь >9), выражению 5 можно дан. следующий вид:

I

п
Из формул 181 Hill видно, что и з,-, не зависят oi времени /.

Из <9՛ следует, что

ил ( ] _|_ J. V
dBLz> Q д. (r h . Д/, (V '12՝

dr ՛ ‘ //, Сл I \R)

Интегрируя это уравнение и пользуясь начальным условием, найдем:

Пользуясь выражениями 11 и 13) для определения полной про
дольной деформации бетона , получим

. ՛•
Для деформации арматуры гя(/ имеем: 

^֊г՛ (15)

где £n — модуль деформации арматуры.
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Дифференциальное уравнение изогнутой оси балки согласно 13) 
будет иметь вид

где w — прогиб балки.
Институт математики и механики 

АН Армянской ССР Поступило 20 IV 1957

If. <г. «ГшГ.ш lijuifi

ԷՐԿԱԹԲեՏնՆե ZbWbh ԾՌՈՒՄԸ ՐեՏՈՆԻ ՍհՍՅՆ ՍեՂՄՎԱԾ 
ԳՈՏՈՒ ՃԱՍՏԱՏՎ-ԱԾ ՍՈՂ-ՔՒ ՃԱՇ4_ԱՌՈհՄՈՎ_

Ա Մ Փ П Փ (1 1' 1Г

•» ոդ վ ած nt. մ, ե. է՛յ. Հարու թ քոլն յանի աււաջ սւդրած ոշ դծային աւդրի 
ահ an ւթյան հիման վրա. ш иш ւք1ւաււիրվւււ if են ծովոդ երկաթ~րե աոնե հեծանի 
/արաէքեևրր /» դեէիորմարիան , երր րեաոնի uh րրքif ած դոտին աչիւսէաում Լ

Ւ**հ ծդված դոաի՚հ «/» աշիւաաամ' նրանա մ աոա֊քաէքած ճաքերի պւաււ- 
ճաոու] :

'իննարկվւււ if է աքն դեպ քր. երր րեւոոնր դան if ա ծ' Հ հա սա ատմ ած սոդրի 
վիճակում, իսկ ե/1!/աfjի ւարաԱէւ ււաանամ է իր սահմանային արւ11ւքր:

1Լոաջտդրւ1ած իւնդրի /ածմ ան համար այաադււ րծւյամ /, րետոնի հաո֊ 
աաաւ{ած ւադրի (if հակ աւ/արա if ր: Utt դրի /»> դծ ա քն m/J րււէւ ր /,
աււսէիճանալին աեււրա]: Սպա սդաադէւրծ եքու] հարթ հաակածների հիպոթեդր, 
Հեծանի հավասարակշոաթլան հավասարա ւք1ւերիդ որոշվում /ւն հեծա^/ի ոեդմ• 
ված դոաա ե րեա/ւնի /արման if եծ ա /./ րսններր; Այնուհետև որոշվում են 
րեսււՀհի և. երկաթի դ ե ՛ի սրմ ադի til'll հրր:
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ТЕОРИЯ МЕХАНИЗМОВ И МАШИН

Н. И. Лсвитский и К. X. Шахбазяи

Аналитический метод проектирования 
пространственного четырехзвснника с двумя 
вращательными и двумя шаровыми парами

Пространственные четырехзвениики с двумя вращательными и 
□иумя шаровыми нарами применяются в качестве передаточных меха
низмов приборов и служат для воспроизведения заданной зависимости 
между премещениямп ведущего и рабочего (ведомого։ звеньев. Про- 
ектнре'ванпю (синтезу) этих механизмов были посвящены работы 
Е. II. Новодворского • I]. Б- !* Степанова |5|. И. П. Левнтского и 
К. X, Шахбазйна |2|, В. А. Зиновьева |1| и П. В. Ивняка |6|, причем 
только в работах |2| и |lj указаны методы вычисления всех вось- 
•мп параметров.

В настоящем исследовании дано развитие метода, предложенного 
Авторами в предыдущей работе [2]. Это развитие выразилось в более, 
целесообразном выборе системы координат, благодаря чему упрости 
лись расчетные операции по вычислению искомых параметров и об
легчилось построение схемы механизма в ортогональных проекциях.

1. Постановка задачи

Рассматривается пространственный четырехзвенннк, в котором 
ведущее звено АВ и рабочее (ведомое) звено С7> соединены со стой
кой при помощи вращательных пар (фиг. 1), а с шатуном ВС при 
помощи шаровых пар. Лишняя степень свободы, ко оран получается 
от свободного вращения шатуна относительно своей оси. нс учиты
вался. так как опа не влияет на зависимость между углами ново- 

Грога звеньев АВ и CD.
Положение координат вых осей, следуя II. Б. Цвияку [6|> выби

раем следующим образом: ось ох направлена по оси вращения звена 
АВ. плоскость оу: совпадает с плоскостью движения центра шаровой 
пары В, плоскость оух составляет угол ранный .’О е плоскостью дви
жения центра шаровой пары С, т. е. с плоскостью Q. Тогда рассма
триваемый механизм определится шестью параметрами. в качестве ко
торых при длине звена \В, принятой за единицу, удобно взять сле
дующие: координаты точка D(xd, yD. 'ռ)ւ т. е. точки пересечения оси 
иращения звена CD с плоскостью Q: длина шатуна /. длина рабочего
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звена г и угол 3, т. е. угол между положительным направлением осн оу 
и положительным направлением следа плоскости Q на плоскости ол'у, 
которое будем выбирать гак. чтобы угол Տ заключался в пределах от 
О до 180 . Кроме того в число вычисляемых параметров входят началь
ные углы «0 и которые определяют начало отсчета углов поворота 
звеньев АВ и CD т. е. углов а и у. Начальный угол % отсчитыва
ется от положительного направления оси оу, начальный угол ов-֊от 
линии, проходящей через точку D параллельно следу плоскости Q 
на плоскости иху. Отсчет всех углов будем производить против дви
жения часовой стрелки.

Как и в предыдущей нашей работе [2| для получения аналити
ческого выражения отклонения от заданной зависимости составим՜ 
сперва выражение взвешенной разности А., в виде разности квадратов 
переменной длины /,г и длины шатуна /.

\ ֊ Ճ-/1.« - Ф

Переменная длина Л представляет собою расстояние между точками 
В и С при заданных углах ։ и •>.

Отсюда
/J (лл-х,)։ (ув —у.)։ (2)

где
л*в 0; хе - хп — г cos ($ ՚տէո 3;

yfl cos (a %); yr yo rcos(’> fyj cos?;

Zn sin(» e0); Гл — րտ!ո(փ • %։
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Подставляя значение /*, из уравнения (2) в выражение взвешен
ной разности (Г), получаем после преобразований

2ր?օՏ«>1(փ %) 2r(y/> cos ft А-pSin 's)cos(;!> %)• -

— 2zDsin(a a,,) —2voCOs(a a0) 2r sin (a a0) sin (0 4- ձ„) —

— 2 r cos £ cos (a «ъ) cos (փ %) x-{) y'-n zA-|-r- I—/֊. (3)

Для получения приближенного выражения разности Д..,, г. о. 
разности между заданной функцией о /(а) юй функцией փ /ч (а), 
которая воспроизводится механизмом, раскладываем в ряд выражение 
взвешенной разности (3) в окрестности точки ձՀ/։յ, соответствующей 

-значениям а и О млг. где г.и и Հա значения углов а и о, полу
чаемые в механизме.

Тогда, ограничиваясь линейными членами ряда, имеем:

[ ' <■*> 

Отсюда, принимая во внимание, что 0, а разность ? — ь.ч при 

« = а,ч раина искомой разности А-,, получаем:

д.. _ձւ.

д-ն

Выполняя дифференцированно, получаем

I 2г
A cos (փ -г бп) В sin (< ’

Где /1 sin(z 4֊ a„) — Zd\
(6')

В уп cos 3 — Л7>sin 3 — cos 3 cos (a a J.

Отклонение А* согласно выражению (6) зависит от восьми пара
метров: г, I, X/h VD, Zi). *.». Н И %.

Задача синтеза рассматриваемого механизма и состоит в таком 
зыборе этих параметров, при котором отклонение А; мало на Задан
ном интервале изменения углов а и •!».

2. Вычисление восьми параметров

Если требуется подобрать (вычислить) восемь параметров меха
низма. то выражение взвешенной разности А,, после преобразований, 
представляется в следующем виде:

֊ 2.4 |Г(а) - />,,Фо(«) - />1?1 (а)--------- /Հ?- (а) |. (7>

где
/•‘(a) sin О;
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?о(а) - cos а cos փ;

ср* (а) — sin а cos 0;

72(a) - cos а sin փ;

?з(*)=1; (8)

?ւ (а) = sin а sin ծ:

7a (а) cos а:

?«(«) slna:

Հ-. (а) — COS փ.

Д - ր Izt> cos % (у о cos 9— A'2)Sin /) • sin ձ01; (9)

/■’о -Д (cos 3 cos % cos % — sin atf sin 0fl); 

f
f\ ՜ — J (cos 3 sin a0 cos 0„ cos a„sin ՚ձ0);

/•
/< (cos £ COS a0 Si П ձ0 -sin a„ cos ձ„);

4 “74(x» y‘> 4 +’-/г);

l\ (cos & sin aflsin ՚Հ, — cos a0 cos 0(t);

(10)

Հյ֊ ^•(^DSinall-ryz>COsa0);

= -j fcoCOS aft — VoSin a0);

/JT ~ ֊^֊ IzpSin % (y/jcos 3 —-v/;sin 3’icos %|. 
/4

Отклонение ձ определяется по формуле (61. которая принимаем 
следующий вид:

д_____________ ^(а) — /%?<, (а) (а)------------/J7?7 (*)___________ . /цу
(1 — c։>sа — Рк sin z) րօտ Շ (/?„cosa !-Sina/<ւտա у

Для вычисления тех значений коэфицнептов Г\> при
которых отклонение А. будет мало на заданном интервале изменения 
VIлоз а и -Հ можно использовать интерполирование, квадратическое 
приближение или наилучшее приближение.

Методы вычисления коэффициентов /Հ, Р- дляфункции вила 
|7| указаны в монографии Н. И. Левитского [3]. В настоящей статье 
покажем только как после вычисления коэффициентов !\г
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жно найти искомые параметры механизма. С этой целью преобра-
ем систему уравнений (10) к следующему зилу:

Л (PQ sin а0 Рх cos а0) - — г sin (12)

Л (/\, cos я„ — Рх sin aj г cos 3 cos Հ; (13)

Д (P3 sin а„ - /\ cos оо) ֊ — г cos ?0; (14)

л (/< cos Յս — /\ sin %) = — г cos ? sin 4»0; (15)

А (Pe sin 2V — /Հ cos aj ул: (16)

Д(РвСО$ао P»sinaJ ?/>; 117)

Д/Հ г |zpsin ->0 - (yncos ? — .vnsin ?) cos %|; (18)
В - 2.4/ձ 4 г; Հ. i-1 - Я

(19)

Разделив уравнения (12) на (11) и (15) на (13), имеем:

_р« р՝гк*» -
Я-в Р^Зо-г-Л (20)

1СЮЛУ
■^3» Л- 1 в= т (21)

с „ «֊Pj-p; (22)
2(РЛ Р:/Л)

Резделнв уравнение (15) на (»2). получаем:

cos&_ p-.-p.tg4 
“‘'՜՜ P.tg4 Р. (23)

Разделив уравнение (16) на ։17) и подставляя в уравнения (14)
(18) значение коэффициента Л, имеем

УО = Р»֊ P<lgg» .
Pi ։g «ո ’

I?/> cos$o (yn cos 3 — xD sin >) sin %| X 

• (P։ sin ։0 Pt COS ao) cos Հ:

— Izn cos % (yn cos 3 - xD sin ?) sin >0| • /<

շи sin Հ, — (yD cos ■' xlt sin 3) • cos ■!/„ .

доученная система уравнений является линейной относительно не
честных л*п, ул и to. Решая эту синему, получаем:

(1 tg’^lP^slnao- P^os^A'
(24)

Р.ул (25)
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А՜" sinj (у°cos'd

Из уравнений (14) н (17) получаем:

ր _ £D_ pi№*-՛ pi
cos %՛ Pe-Patg«0 '

Наконец из уравнений (19) имеем:

I I 5Ж 3* УЬ г2^՜-

(26)

(27)

(28)

3. Угол давления

После вычислнния параметров механизма из условии прибли
жения к заданной зависимости следует проверить значение углов лав֊ 
ления в механизме.

Для рабочего звена CI) углом давления будем считать угол 
между направлением шатуна ВС и направлением скорости точки С. 
В соответс։ вии с фит . 2 обозначим угол давления через г, угол между 
направлением шатуна и проекцией его на плоскость Q через о и угол 
между направлением звена С7? и той же проекцией шатуна через հ.

Фиг. 2.
Тогда на основании известного соотношения между направляющими 
косинусами имеем:

cos v = cos о sin 7. (29

Углы ձ и как показал П. Б. Цвняк. могут быть найдены графически 
одновременно с построением положений механизма в ортогональных 
проекциях. На фиг. 3 показано, как можно определить положение 
звена CD по заданному положению звена Ав. В качестве вертикаль
ной плоскости проекции принимаем плоскость оуг и в качестве гори
зонтальной—плоскость оху. Для нахождения положения точки С по 
заданному положению точки Д совмещаем плоскость Q с вертикальной



Аналитический метод проектирования пространственного чешрехзвеииикз 93

плоскостью проекций. Искомое положение точки С должно находиться 
на окружности I I радиуса г. Кроме того эта точка должна лежать на 
расстоянии / 01 точки В. Геометрическим местом точек, лежащих н 
плоскости Q на расстоянии / от заданного положения точки В. явля
ется окружность II—II, получающаяся при пересечении с плоскостью 
Q сферы радиуса / с центром в точке В. Центр окружности 11—11 
обозначим через 5. Горизонтальная проекция центра Ճ найдется в 
основании перпендикуляра, опущенного из точки В на след плоскости 
Q, а вертикальная проекция и положение точки <$ в совмещенной 
плоскости (Տ°) найдется из условия равенства аппликат точек В и Տ. 
Радиус окружности 11—11 равен расстоянию от точки .Տ՜ в горизонталь
ной плоскости до точки /<, получающейся на следе плоскости Q путем 
засечки радиусом / из точки В. Искомое положение точки С в сов
мещенной плоскости (С ) находится иа пересечении окружностей I— 
и 11—11. угол о при этом графическом построении равен углу BKS, а 
угол у углу ձ’օԺ:Օ°.

Покажем, что углы о и ■; можно вычислять также аналитически 
Проектируя треугольник BDS в горизонтальной плоскости на осп ох 
и оу. имеем:

/?ձ' cos'? ZJSsinf? a'd:

BS sin 3 — DS cos 3 Vd - cos (a փ a J. (30)
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От сюда
/£$' -V/>c,os3 ул sin — sin-p cos (а | а0),

следовательно
, л։лcos3 г У/jsin 3 sin? . .

z - • - ֊^cos(a 70).

В треугольнике D'C .S’ имеем: 
CCD r\

С 5 / cos о;

rM /8cos4-(D֊'5°)2 
COST = -----------..—j— 5՝-------~ .՛ 2r/cOS'J

Кроме того имеем:
(/ZST (OS? - թո-sin (a a0)]2.

lb уравнений (30) получаем:
Օձ' -.V/jslnS уд cos թ cos {i cos (a %).

Следовательно.
r- /2cos=o I .4= Л‘г

cos 7 =------------- —֊Հ----------- »
2г/ cos о

где Я и /3 определяются по (6').

4. Пример

(31)՛

(32)

Спроектировать пространственный механизм для воспроизведения 
функции

У = IgA*

в пределах от a*0 - 1 до 10 при углах размаха am 55° и 
փա - ֊ 90 .

Масштабы графика փ /(а), изображающего зависимость у lg,r 
найдутся н.з соотношений:

ц _ у^~у° _ । . .
փ/я 90 град

-Ут — х„ 9 _[
Ят 55 град

Заданная зависимость (фиг. 4) имеет вид:

У<. i-М И»2)*

Подставляя значения масштабов и и ц,. получаем

փ —90 lg I 1 - Д- a j ; или л - ( 10 ° 1 j.

• Углы փ и ’ намеряются г> градусах.
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Коэффициенты Р<։, • Р- будем вычислять по методу интерполиро
вания. располагая узлы интерполирования так же, как располагаются 
нули многочлена Чебышева восьмой степени |7|. В соответствии с 
графиком заданной зависимости можно ожидать, что многочлен вида 

Р(у) Лоу? 4 ••• •}•«».

лучше представляет отклонение от заданной зависимости ձլ чем много
член вида

Р (х) aoxR 4-<М'7 ••• -а8.

Поэтому выбираем узлы интерполирования вблизи тех точек, где 
обращается в нуль многочлен Чебышева Л (у) Ординаты этих гочек 
даются формулой:

1осле некоторого округления принимаем значения углов о и а л 
узлах интерполирования, указанные в таблице 1.

Таблица 1

а 0 Г34<55’' 4’45'22* 944'20*
ծ 0' 9* 22’50' 36'
а 18'13’05՜ 28 15'16" 42*25’55' 55'

54’ 67’30 81’ 90'

Вычисляя по формулам (8,1 функции /(а), ?0(а)»
получаем, из условия равенства нулю разности ձ в узлах интерполи
рования, следующие уравнения:
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нений, находим следующие значения коэффициентов:

Р0-гР8 է֊ Р5 4- р. = 0;

0.98931 Р(, 4- 0.02727 1\ - 0.15637

-4-0.02761 />. 0.98769
/<> - 0.00432 Р<

Р- - 0.15643:

9 0.99962 Л.4-

0,92070 /<, 0.07660 Р. ֊ 0.38136

0.08291 /Հ 0.92388

/Հ. /<,—0.03173 Р<

Р1֊-0.38268;

0.99656

0.79853 /<, 0.12989 /Д —0.58017

0,16055 Р, 0.80902

/Л /Л, — 0.09437 Pt

Р. = 0.58779;

0.98703 Р:А

0.55832 Р,, 0.18376 />, 0.76846

0.31263 РА 0.58779

Pi /<,-0.25292 />.

Р- - — 0.80902;

0.94987

0.33709 Р„ 0.18115 /< -0.81381

0.47338 /Հ 0.38268

Р2 /<,-0.43735 /<

Р- -0.92388:

0.88086

0.11546 /\, 0.10554 /> — 0.75892

0.67471 /Հ 0.25643

Р2 Ря 0.66640 !\

Р- -0.98769;

0.73808

0.57358 /Հ Ря- 0.81915 0.57358 /< 0.81915 /\ 1.

Применяя обычные способы решения системы линейных уран-

/<.= 0.0811402-,

!\ ֊ 0.2649784;

/Հ = 0.9245966:

Р.л =—0.6451103;

/Հ 0.5390081;

Р- - 0.6030679;

-0.7471119:

Р- 0.0390978.

Затем находим значение величины -՜֊և по формуле (7) в проме

жутках между узлами интерполирования. Во всех точках эти вели
чины оказались равными нулю с точностью, по крайней мере, до пяти 
знаков после запятой.

Далее, приступаем к определению искомых параметров меха
низма. По формуле (21) находим:

tg«0 —1.65446 и tga<t 604424.

Подсчитывая затем значение cosS по формуле (23) убеждаемся, 
что только первое значение iga0 удовлетворяет условиям задачи, так 
как при втором значении cos3 получается больше единицы.
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Имеем 
а0 — 121 09'00" н 58'51'00" 

cos թ = 0.252209 ? 75 27'24".

Затем по формуле (20) имеем:

0.0631970. 
Отсюда

% 176'23'02" и —3С36'58".

Вычисляя параметр Z[> ио формуле (24). имеем: 

zD = 0.92847 при а0 121 <09' 

zD =0.92847 при «0 58°51'.

Параметр г по условию всегда величина положительная. 
Поэтому, вычисляя его ио формуле (27), получаем:

г 1.15631,

причем одновременно из условия получения положительного значения 
г устанавливаем, что значению % 121 09'соответствует % 176°23'02", 
а значению % 58°5Г, значение — —3'36'58".

Далее по формулам (25) и (26) имеем:

V/>- 0.33683 при а0= 12ГО9'

Ух> = 0.336683 при »<,-=—58°51';

хо = 0.18575 при а0 121°09';

*О — 0.18575 при Ч --58*51.

Наконец, по формулам (9) и (28) получаем: 
Ն’ ■

А - 1.0784;

/=1.39845.

Следовательно, после вычислений мы получаем две системы на՛ 
раметров механизма, которые приведены в таблице 2.

Таблице. ‘.i

№№ ’0 % XD г£>

J 12Г09՛ J76e23'02* 0.18575 0.92847 0.33683
2 58յ51՚ 3С36'58* 0.33683 0.92847 0.33683

Значения параметров □ 75 27'24". г 1.15631 и / 1.39845 яв
ляются одинаковыми для обеих систем

на фиг. 5 в ортогональных проекциях построен,', схема мехе - 
яизма но первой системе параметров. Вторая система нового ме.ха- 
• Ц'ясстнм ЛЯ. серия фл?, - мат.’наук. J+ л
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ппзма не дает. Изображение схемы механизма по второй системе по
дучается путем поворота чертежа на 18(1 .

Полученный механизм теорп*нчески обеспечивает высокую точ
ность приближения к заданной зависимости, но при заданных углах 
размаха является неудовлетворительным по значениям угд.Ов ивлени?.. 
Как видно из фигуры 5, угол հ в одном из промежуточных поло
жений обращается в нуль и. следователь?.о. угол давлении становится 
равным 90 .

Возможность получения неконструктивных рент ннп при вычис- 
енин всех параметров только из условия ирис ижения к та аннон 

зависимости неоднократно указывалось многими исс ледователяк По
этому важное значение приобретает разработка меклоа. с помощью 
которых можно предварите.:ыи• на основании графического варьиро
вания параметрон или же по атласу кривых выбирать коне:рук.пвно 
приемлемый механизм, уточняя затем его параметры путем вычисле
ния небольшого числа их.
Ереванский Государственный университет

нм. В. М. Молотова Поступило G;!V 1956:
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•<». Ь. *»• tv. ftuihpuiqւահ

եՐԿՈհ ՊՏՏԱԿԱՆ К հՐԿՈհ ԳՆԴԱՅՒՆ ՋՈհՅԳեՐՈՎ. ՏԱՐԱԾԱԿԱՆ 
ՔԱԴՕՂ-ԱԿԱՆհՆԷՐհ ՆԱհԱԳԾԱԱՆ ԱՆԱԼեՏհԿ ԱեԹՈԴ

Ա 1Г Փ П Փ Ո I' Մ

Հ րպւքւսծ /։> if inpifni.if Լ if ի ifliflntj, որ[ւ օդն и i fl jut if /։ ՀԱւսրաւքսր Լ յի- 
նսււք նսւքսւսդ ծ /, յ ա ւս ր ա ծ ւս կա՛հ ,րա п օդ ակ if հ /ասն ft դ ւքն ե ր ր ցանկար ած րսւ~ 
նւսկռւք ւդարաif ե ւսրներft դեւդդւսււք ւ

1<1ն դ [ւ ր ր (1ււծւքա<> Լ էք սյри ք,if ո ։.մ, այսքւ՚հյւն Տ ւդ ա ր աif Լ ա րն 1ւ րի դևւդ- 
քամ, Ա[tut ւս ծ tf in ծ •• ill Հ ա и ui jt n i մ h /, ր ր Հհ ւս ր ա tf и ր и i j! / и յ Ն /<՜Ն irm/y^nr սւնւսքքւ- 
տքւկորէտն iui^tfli(nl il է, քսան ի ւրք ի սլար ւս մI, ա րնե ր ft if It •' и / թ t п I նն I. ր ր ։

1!րւդհս օրինակ դիտարկված կ / սդ ւսր ft թ if ut 1/ւսն 1քւոէ'1ւկդքւսՀհ if և րսւ ր ա ւս - 
•ք[էսդ ипи րսւ thu կան մ ք, խ ա՛հ ft դ if ր ;

ЛИТЕРАТУРА

1. .Зннокы'в li. Л. IIpoeKTHj niiaiiiic iip6Cip.iHCTt։c։niiJx чегыр'ех.тнепны.ч механнзмон ш> 
полному 'ihc.'p. параметрон. I руды Семинара ио теории машин и м.еханизмон. 
кыи. ;՜օ, изд. АН СССР. 1954.

2. J/et-.ntith.Hi! /7. /Л и Шалб.-г К. Л'. Синтез пространственных четырехзвенных 
механндми!! с ннушнми нарами. Труды Семинара но ТЛУМ, лып. 54. Изд. АН 
СССР. 1954.

3. JlcfiumcKuii Н. И. Проектирование плоских механизмов ։ низшими парами. Птд. 
АН СССР. 1950.

4. Ноподборский I:. П. Об одном способе синтеза мех.'пш.тмов. Tpv.nu Семинара ио 
ТММ. вып. IJ, I! - ( \,1 Сдл.р. 1952.

5. ' 'ш, minor, />՛ И. Проелтирог։.п1ис пространственных иоредато'шых механизмов с 
ннзшимр. парами, Труды ( емеизра Пи I ATM. вын. 15. Изд. ЛИ СССР. 1952.

6. 7!. ияк II. рафнчесчий метол игслеювання (анализ и . ннтез) иростран«1 вен
ного шарнирш ։՚օ четырсханеипого механизма и распространение этого метода 
на другие лиды механизмов, диссертация, Львовский политехнический инсти
тут. 1952.

7. 4(t'ib:n i г. И . 7. Теория механизмов, известных под названием параллелограммов. 
Собр. соч., т. II. Изд. АН СССР. 1948.


	3
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16

	19
	17
	18
	19
	20
	21
	22
	23
	24
	25
	26

	29
	27
	28
	29
	30
	31
	32

	35
	33
	34
	35
	36
	37
	38
	39
	40
	41
	42
	43
	44

	47
	45
	46
	47
	48
	49
	50
	51
	52
	53
	54

	57
	55
	56
	57
	58
	59
	60
	61
	62
	63
	64

	67
	65
	66
	67
	68
	69
	70
	71
	72
	73
	74
	75
	76
	77
	78
	79

	83
	80
	81
	82
	83

	87
	84
	85
	86
	87
	88
	89
	90
	91
	92
	93
	94
	95
	96


