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МАТЕМАТИКА

И- С. Саргсян

Асимптотическое поведение производных спектральной 
функции оператора Штурма-Лиувилля

Пусть дифференциальный оператор Штурма-Лиувилля

LIyl = -^-yW-'/Wy(^) (О

задан на полупрямой (0. со). и вещественная функция q(x) суммируе­
ма в каждом конечном интервале.

Краевая задача для оператора (1) определяется граничным ус­
ловием в нуле:

/(О)֊Лу(О)=О. (2)
Обозначим через ®(х, թ) решение уравнения

Z.[yJ + Xy = O, (^|iU>0), (3)

при начальных условиях

У(О)=1. У'(О) = А. (4)
Каждой краевой задаче (2) соответствуем неубывающая, ограни­

ченная в каждом конечном интервале, непрерывная слева функция 
р(н) (— Р С >о). порождающая изометрическое отображение про­
странства Z?(0,oo) на L??. ( —оо, оо) по формулам

А
= l.i.m. 1 /(х)о(л, \i)dxt 

л — ~ I 
о

А
у (л-) = /. i.m. i F(|1 փ (л-, |1) Հօ (р).

А — * ք | 
-А

где интегралы сходятся ո метриках пространств ձ{?յ (—-оо,со) и 
/?(0. оо), соответственно, и справедливо равенство Парсеваля

( f-(x)dx= ^-(р)Ф(р). 
- О — •=

Назовем спектральной функцией уравнения (3) (при начальных 
данных (4)) функцию
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я
О (х, ,հ; ս) = j ? (х, •») ср (S, v) ф (V), 

6
О (х, $; и) — —Ե (х. ■$; |i),
О (х, s; |i) — О,

(5)

Настоящая заметка посвящена изучению асимптотического по­
веления производных спектральной функции 0(х, s; и) при боль­
ших и, вернее, улучшению полученных нами в работе [7] асимпто­
тических формул для производных спектральной функции. В работе 
[7] было установлено следующее предложение:

Если функция q{x) в каждом конечном интервале имеет сум­
мируемую (к 1)-ю производную, то при каждых фиксированных х 
и s при р->оо справедлива асимптотическая оценка:

। (7 I _ Ճ У / (ժ*° տ; Հ) 1J I |i2y * I dx‘ds‘ dxlds'

(/ ( / = /г-

где 0*(x, s; p) спектральная функция уравнения (3) при </(x) =0. a 
С — некоторая постоянная, зависящая от х их՝ и не зависящая от р.

Пель настоящей работы доказать следующую теорему:
Теорема. Если функция q (х) в каждом конечном интервале 

имеет суммируемую (k 1 )-ю производную, то при каждых фикси­
рованных х и s справедлива асимптотическая формула

Ш'՜2 V՜ / [ (х. х; v) W(x,s;v)

о
Г(/?4- 1) Ր՛ Л(х, t. Sd /л + ч(|*0 (Ա I = ()
/2- PJ дх‘д& (F/)*+՛- J

|x-,q

где 0*(xfs;p) спектральная функция уравнения (3) при q(x) --= 0, 
функция к՛ (х. t,s) строится по (функции Римана уравнения в част­
ных производных ֊Հ,—q (х) и = °Հ-չ . о 1Л — (х) — финкция Бесселя

(J \ '71
первого рода порядка р.

Асимптотическое повеление самой спектральной функции 0 (х. х: р) 
изучено Б. М. Левитаном (1) и В. А. Марченко [4]—[5).

Основными вспомогательными средствами в настоящей работе 
являются метод Б. М. Левитана [1] и одна спектральная тауберова 
теорема В. А. Марченко [5].
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1. Некоторые вспомогательные формулы и леммы

Для простоты изложения будем предполагать. что հ — 0, т. е. 
будем рассматривать задачу:

</(*)! V-- 0, |
У(О)=1, у'(•'•)-= 0, | (6)

Далее, будем предполагать, что спектр задачи (6յ неотрицателен 
или, если отрицательный спектр существует, то он снизу ограничен. 
Последний случай легко приводится к предыдущему. Пусть/. = tr, 
(/.>0). Обозначим через <?(х, <ч решение задачи (6).

Как известно (см., налрнйер. [2], стр. 78), для произвольного дей­
ствительного числа / справедлива формула

? (х, |i) cos р/ ֊ -- ;? (х է. |О 4- * (х - /. а)) 4-

4- — j w(x, t.s)y(s, jx)d.s. (7)
x է

О дифференцируемости функции -к1 (х. t, s') ио х и .տ՝ в работе [7] была 
доказана следующая

.Лемма 1. Лели функция q(x) имеет производные до поряд­
ка /г 1, то функция w(x.t,s} по х и տ дифференцируема k раз 
и из суммируемости и ограниченности (k — ])-/? производной функ­
ции q (х) следует, соответственно, суммируемость и ограничена ость 
производной k-zo порядка по х и я функции к’(х,/,.$•).

Обозначим через функцию, удовлетворяющую следующим 
условиям:

1. х/О четна, •։. е. g;(/j = g,(— է)
2. #.(/) обращается в нуль вне интервала (—£.»).
3. бесконечно дифференцируема.
Обозначим через Ф(и| cos—преобразование Фурье функции gJO. 

т. е положим
I

Ф. (р) — j g,(/) COS•«./<//. (8)
о

Дифференцируя равенство (7) по х, получим:

?’ էх, u)cos р/ = ,у !Հ (х 4 Л р) 4- Հ (х է. ф) [ 4-

4֊ շ (W(X, է, X + /).•? (X -I- Г, a) W (X, է. X — է, ) 7 (X - /,р)} 4

X Cl
, I Ր dw (x, t.s) . . .+ -S- 1 —v----- ?(•’• (9)

Հ J dx■V— r
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Из определения функции w(x, է. տ) следует, что к։(х. г, х ± О — О, 
поэтому равенство (9) примет вид:

?'r(x.p)cospf = ֊ |?‘,(x+tj») + ?\(х — Ср)}֊г

J т I 
1 f dw(x. /.5j , . ,Ц_ I---- -------- ? (Տյ и) (J 0>
z J дх 

я—t
Помножим обе части равенства (10) на g, (/) и проинтегрируем по / 
от 0 до t, после чего, в силу (8), получим:

?‘։(х.Р)Ыр)~ ~ j j ՀԱ֊ր f. P)g. - 

и

- \ (t)dt | +

o

+ Tp,(0{J н)л}л (it)

0 .։ — ։

Преобразуем первый член в правой части равенства (11). Инте­
грируя по частям, получим:

X •
j <?; (л -Г Л tfgt (t) dt «= — <? (х. р) gt (0) (x 4-1, Ji) Հ (0 dt, 

« «
[ ?; (4- - Л p) g< (0 dt = - ? (x, g, (0) - (X ֊ t, p) Հ (/) dt. 

Q 0
Следовательно,

շ՜ i ?i(-< + Cp)gt (t)dt 4֊ I ?;(x — t, \L)g(t)df =

о 0
f

— ~ f«?(x4-/, p)g, (0Ժ/4- у !<?(.<- t P)g',(0^ — 

՛ 0

= — 4՜ <? <s« H) Հ (s — X) ds — ֊• j ? ($, p) Հ (s — X) ds =

лг + «
= ~ I ?(s. ^)g,(s-x)ds. (12)
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В силу равенства (12) равенство (11) можем переписать в виде: 
«+•

Հ (*.?)*• (10 = 4՜ \ [ ՀԱ֊տ) +
X ■ — •

+ ( <։>')
J ox I
и -* I

Пусть функция / (x)c/?(0. oo). Обозначим через F(?) преоб­
разование Фурье функции fix) (по функциям с(х, ?)). т с. положим

А
I f(x)?(x,ji)t/x. (13)

л - - J

Тогда в силу равенства Парсеваля из (1В) и (13) следует: 
.> ж+»
J ^(?) (?) Ъ (*• ?) (?) e | f(s) | Հ (х — s) -Ь 

■» «в X — •

+ С g. (t)dt\ds. (14)
J ox J
Гл-Я

В силу произвольности функции fix). из (14) следует тождество:

’?* (?) <?(«»?’ Փ՜ (*. ?) (?) =՜-

g;(x-s)+f g.(t)dt, lx-s|«e,
J дх (15)!х —Ji

О, | X — S | > 6.

В силу определения спектральной функции 0(х, s; ?), т. е. (5), тож­
дество (15) примет вид:

(?)
d'J (х, s; |i) 

дх

g', (х - s) + i Г7“’,д {Л)\ g, (t)dt. |x-s|<c.
J Ox 
ix -։i (16)

|X-S|>e.

Обозначим через 0* (x, s; p) спектральную функцию задачи (6) 
при у(х)- 0, т. с. положим
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ц
2 ('О' (л*. |х) = — I cos ՝>х• cos >s th. (17)

Выписывая для функции ^(x.s- р) формулу, аналогичную формуле 
tl6) и вычитывая се из (16), притом учитывая. что из <?(х) = 0 сле­
дует w(x. տ) 0, получим:

f (18)
J I дх ox IJ ox

Из определения функции 6*(x, s;p) следует следующая
Лемма 2. При фиксированных х и տ и при имеет место

оценка

И ш 
!«)-«

I V I Ա,տ;ս)| 
l«l J I дх I

ՀՕ. (19)

Оценка (19) имеет место равномерно ни полупрямой (0, со).
Так как тождество (18) имеет место для любой бесконечно диффе­

ренцируемой функции £,(/). то оценка (19) удовлетворяется и для 
первой производной спектральной функции 0 (х, Տ; р). как это следует 
из вычислений В. Л. Марченко [5]. т. е. справедлива.

Лемма 3. Исли функция q{x) суммируема в каждом конечном 
интервале, то при каждых фиксированных х и տ и при р0 0 имеет 
место оценка

Нт
I «I - »

« + Ии

1 V РШ у I дх
(20)

Оценка (20) имеет место равномерно в каждом конечном интервале 
изменения х и տ.

В силу тождества (18) и оценок (19) и (20) применима тауберова 
теорема 4.1 вышеупомянутой работы В. А. Марченко, согласно кото­
рой и в силу леммы 1 (при k — 1) при больших р имеет место

Лемма 4. Если функция q (х) суммируема в каждом конечном 
интервале, то при каждых фиксированных х и в и при յւ -> со 
с при вед л ива ас и мп т от и ч некая о цен ка

ԺՕ(<,տ;|է) _ժ8»(^)=օ(|է) (2|)
дх дх

Оценка (21) имеет место равномерно в каждом конечном интер­
вале изменения х и տ.

§ 2. Доказательство теоремы

Докажем теорему при k — 1.
Теорема /. Если функция q{x} суммируема в каждом ко­

нечном- интервале, то при каждых фиксированных х и տ справед- 
л и в а а сим пт о т инее к а я формул а :
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в ш о Ժ0 (х. ձ՚; ՝>) __ df>1 (х. տլ v) 
дх дх

I
L Г t,s) 

у 2z J дх
1Л -л|

L М ժ/խ(Հ 
НГ* /

где 1Р(х) функция Бесселя первого рода порядка р. 
Доказательство. Положим

I
. . Г dw(xj,s) ... .по,а(Х. s;jx)= I —-------  cnsji/t/f. (22)

.) дх
(•Г —Л.'

Тогда в силу равенства Парсеваля для обычных интегралов Фурье 
из (8) и (22) следует:

[■>. (թ)«(X.s; 10 dv.= ֊ J dt. (23)

6 1Л-51
В силу четности функций ՚Հվւ) и я(х,х;р) по р. из (18) и (23) сле­
дует:

« Հ1
С., 1 I д(Цх. р) dh9 (x,s\If, . , ’ ո ....•>,(•*) t/J----  — - _֊ 7 ւ а-, л-.чоч - и. (24)
J I дх дх •• J

Из одной лемму Б. Ai. Левитана <см. [3], лемма 1. 1. 3) в силу ра­
венства (24) следует, что преобразование Бохнера Стильтьеса 
-функции

Ժ6 *(?.-. $; р) _ dh* (х, ճ; а) 
<>х ох

. s; 7) а > (25)
о

— линейная функция в каждом конечном интервале изменения х и х. 
Тогда в силу оценки (21) применима одна тауберова теорема Б М. 
Левитана (см. [3]). согласно которой из формулы (24) следует, что 
средние по М Риссу первого порядка функции (25) стремятся к нулю 
равномерно в каждом конечном интервале изменения х и х. т. е.

Вычислим интеграл

(26)
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В Силу определения функции а(х, տ;ս), т. е. (22), имеем:

(27)՝

Меняя порядок интегрирования в (27). получим:

j 1 — я|'л'. s: >) d՝t =
А

(28)
-Л О

Как известно (см. [6], стр. 234).

(29)

Из (28) и (29) имеем:

1 Г / . ՝/2 \ , , . ) 1 (‘ ժ-х՛ (л,/, S) Л .(нО ..— II — о а $; •') (Ь = — 'Л \ —i------- -------- — dt.* .Ц к / V2r. J дх (рО
0 'Х-л| 

что с формулой (26) доказывает теорему.
Для исследования асимптотического поведения второй производ­

ной спектральной функции 9(л.$;р) воспользуемся формулой (16). 
Дифференцируя эту формулу по s. получим:

(% dxds

.. . . dw2(x,f,s)-g.(x-S)-gl (x-s) I
t- ՜ր

0,

d2zv (x, t, s) 
dxds

l.r -л|
(30)-

I A* — 5 I < e,

X - S j > £.
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Выпишем для функции O’(x,s;p) формулу, аналогичную формуле (30).
Так как в этом случае w(x,t,s) 0, то получим:

dxds

֊Հ (-V-5).

0,

-V ՝

А — ձ’ I > г,
(31)

Вычитая формулу (31) из формулы (30), находим:

. . . . I Ժ՚՞Օ (д՜, ձ՜; л) ժ20* (а, Ճ; u) I 
------ -г-- -I dxds dxds

,dw(x, t,s) . f ... d2w(x, t,s) .. /օր.Հ= - g.(A —$) •••*■•’ + ’ dt. (32)
dx J dxds

։-\x—s I |.r-֊.v{

В силу формулы обращения, из (8) следует
՛»

£• (х — s) = -г՜ | 1.(1*) cos (д’ — $) иф. (33)-

Пусть 0<-< 1. Положим
I

fd~w(x.t,s} ... /Դ..-----'— cos (34)՝
dxds

Тогда, в силу равенства Парсеваля для обычных интегралов Фурье, 
из (8) и (34) следует

■V '
Ռ. (|i)«(x,s;|.)tf|x-Л С (tta, (а,,
J - J dxds
о ՛ |.v-il

В силу равенств (33), (35) и четности функций б, (и) и а(А, $; ц) но 
р, формула (32) примет вид:

ф, ({1)^0 (A. s; и) = 0, (36)
— * 

где

Ф (X, з; ю = +
dxds dxds

. 1 dtv (x,tts) . . 1 Г , x . Հփ---- X !_?-ճ C0Sp(x — Տ)------- |a(A, s; v)dv. (37)-
~ dx ՞ J

է - |Х-5| О
Рассуждая аналогичным образом, легко установить леммы, обобщаю­
щие леммы 2, 3 и 4.
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Лемма 5. При фиксированных х и տ и при |л0>0 имеет место 
оценка

.«< -• |а|* v I dx‘ds։1 ք Լ 7 ' Լ ՚

Оценка (38) имеет место равномерно в полупрямой (0. оо).
Лемма 6. Если функция т/(х) в каждом конечном интервале 

имеет суммируемую (Л 1)-/о производную, то при каждых фикси­
рованных х и з и при ^0>0 имеет место оценка

,.п1 J (,</ = *=1.շ....). (39,«I • а՝ I дх{е$> I а
Оценка (39) имеет место равномерно в каждом конечном интерва­
ле изменения х и տ.

Из равенства (4) лемм 5 и 6 (при £ = 2) и вышеупомянутой 
гаубёровой теоремы В. А. Марченко следует

Лемма 7. Если функция qix) в каждом конечнем интервале 
имеет суммируемую (7г — 1)-/с> производную, то при каждых фикси­
рованных х и տ при ’1 -> сс справедлива асимптотическая оценка

^(X.s;p) _ (х, s;p)
dx'ds* dxlds'

(t-H/- k - I. (40)

Оценка (40) имеет место равномерно в каждом конечном интерва­
ле изменения х и տ.

Докажем георему при k 2
Тео рем (t 2. Если функция q (х) в каждом конечном интер­

вале имеет суммируемую первую производную, то при каждых 
фиксированны v v и ч справедлива асимптотическая формула

Um J Ա 1 - X'frf, 
IJ \ (Л ) dxds dxds

о

' д-сг:л֊./. s.i d(\
I 2k J dxds ЩГ J

I -Г - 41
Доказательство. Из одной леммы Б. М. Левитана (см. [3], 

лемма I I. 3) в силу равенства (36) следует, что преобразование Бох­
нера—Стильтьеса функции Ф(х, х; р) 2-эквнвалентно нулю (т. е. поли­
ном второй степени) в каждом конечном интервале изменения х и տ. 
Тогда в силу леммы 7 применима одна тауберова теорема Б. М. Ле­
витана (см. [3]), согласно которой из формулы (36) следует, что сред­
ние по М. Ряссу второго порядка функции (37) стремятся к нулю 
равномерно в каждом конечном интервале изменения х и տ, т. е.



Асимптотика производных спектральной функции

ltm I (V, -4У Ջ&ճճ
Լ) \ Н/ tfxds dxds

о

1 dw (л. Հ $) i . t If, v . I nf.----------------- cosv(x — S) — ։(x.s.s)fl5 -u
- дх I » .) I

7 = I.V--<| 0
Вычислим интегралы

.[( «*’(*-*> *■ 

о Г-|л-г1

(41)

(42)

Г(3) ~ uw(x, г, Ճ) Л/, [р (А — д)1
I 2 дх I [р(х֊б-)Г* (43)

Из асимптотики функций Бесселя, при неограниченном возрастании
аргумента, из леммы 1 и (43) следует, что

V
Ит I I н- J \ о

•■՛• (х. (.$)
£ f дх

г - I.v-sl
COS (X — 5) rfv — О (44)

равномерно в каждом конечном интервале изменения х и $.
Далее, из определения функции а(х, s;p), т. е. (34). следует, что
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Меняя порядок интегрирования, получим:

д'- -w (л՜, t. s') 
dxds

(45)

Тогда аз (42) я (45) получим:
о

_ Г(3) Г Ozw{x.t,s) Կձ^Լմ1
I *2- .) dxds (Հէր '

что с формулами (41) и (44) доказывает теорему при k 2.
Случай любого к доказывается аналогичным образом.
Применяя полученные асимптотические формулы для производ­

ных спектральной функции 0(д-, s: ц) можно получить (как это сде­
лано в работе [7]» теоремы о равной суммируемости по М. Рнссу про­
изводных разложения по собственным функциям оператора Штурма- 
Лиувилля и ражложения в обычный интеграл Фурье по косинусам 
функций с интегрируемым квадратом.

Введем обозначения:

ос X
S'՛ (к, р) j/(x) 0* (д', s; y)(is, S (л՛, р) = J / (s) О (д՜. s; ji) (is. 

о

В силу доказанных асимтотических формул для производных 
спектральной функции 0(х, s;p) справедлива

Теорема. Пусть /(a-)cz£2(0. ■ ). Если, функция а (х) в каж­
дом конечном интервале имеет суммируемую (k— I )-ю производ­
ную , то равномерно в каждом конечном интервале имеет место 
равенство 

nj'('֊֊.p- и
Ժ*Ճ(.Հ. VI 

дх"
d*S*(x^\ 0 

dxk I

т. е. разность между средними по .И. Риссу it-го порядка произ­
водными k-го порядка разложен;։ я функции f{x) по собственным 
функциям оператора Штурма-Лиувилля и разложения в обычный 
интеграл Фурье по косинусам, стремится к нулю равномерно в 
каждом кон еч ном и нт ер вал е.
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Доказательство совпадает с доказательством тиоремы 5.1 работы 
.[7].
Институт математики н механики

АН Армянской ССР Поступило 20 VII 1956

Ереванский Армянский
Гос. под. институт нм. X. Абовяна

Ь. Ս. UuipqujuiG

ՍՏՈհՐՍ՜-ԼհՈհՎ.հԼԼՒ ՕՊեՐԱՏՈՐՒ ՍՊԵԿՏՐԱԼ ՖՈհէ-ԿՑՒԱՅՒ 
ԱԾԱՆՑՅԱԼՆԵՐԻ ԱՍԻԱՊՏՈՏԻԿ Վ.ԱՐՔԸ

ԱՄՓՈՓՈՒՄ

Հոդվածում ու սումեաոիրվոէ if Հ (0, ՕՕ) կիսաաոանցքի '[ր,ս որոշված 
(iinni րմ- Լիտ վիլլի

Lly| = ^yU')-^(A')y(X) • (I)

դիֆերենցիա լ օպերտտսրի ււպեկտրա լ ֆանկցիտլի ածանցլաքէւերի ասիմպաո- 
տիկ վարքր: Մեր [j j հոդվածում ստացել էինք դնահտ ատկւոններ ( I) 
օպերատորի սպեկարա/ ֆունկցիափ ածանցլալների համ ար, որոնք արտահա լտ՝ 
վամ Լին հետե լալ թե որեմալով՝

Թեսրեմւս I. Երե վ (X) ֆունկցիան ամեն մի ։]bpju։։jnp ինսւելո|ա- 
լում ունի Guilipiugnt մ՚արելի [k 0“|*П 1|ШРЧЬ ածանցյալ. ապա ամեն մի 
ֆիքսած X 1։ Տ uip(!bpfibp|> համար Ьрр ;ւ -со տեղի m նի հետևյալ ասիմպ- 
աոտիկ q նա li աւոակա Gp՝

C / յ _ ՜'Տ V il I ձՀ տ»И с
J \ i1’ / 4 dx‘dsJ dxldsf
0

(/4-y = = I, 2, 3, •••),
пршЬд 6“ (X, 5; p)-n«| նշանակված J. (!) oiqbpiuuinpfi սպեկտյւաւ ֆունկցիան, 
իսկ 0*(X, S; |*)*ո։|՝ նույն ou|bpvuump]i սպեկտրալ ֆունկցիան, bpp q (x) = 0- 
C-G նսաաաաւսն J.՝ կախված X-|։y և Տ-ից:

Մ. Լևիտանի մեթոդի ե 'Լ. U.. Մարչենկոլի հաւոակ nun ա րերրււն 
թեորեմ ալի |.;)| Օդնա թքամր ներկա հոդվածում սատցվտծ է ավելի ճշւլրիա 
ասիմպտոտիկ րա^էուձե' (!) օպերատորի 0 (x, ձՀ ր) սպեկտրալ ֆունկցիսղի 
ած անց լա լէւե րի համար: 1Լպացտ.ցված Հ հեաերււլ թեորեման'

P'bupliifui 2. bpb վ (x) ֆունկցիան ամեն մի ։|bpjiu։|np ինmbpt]ա- 
1п։.։Г ունի նանրսպոււքարելի (k- 1)-յպ կս։|պի ածանցյալ, ապա ամեն մի ֆի|>- 
սած X I։ Տ արժերների ճամար սմպի ունի հետևյալ ասիմպաոաիկ րանա&ևր՝ 

llm (ք ք ւ ՃՀ ճ, [№?•:') _ ^րաձ-1 

\ I1/ dx*ds^ d^asf
и
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и ք /а-'>.(:-х/) (if\ 0
I .՛- J (: ■’•/Հ ՜ ‘ • I

։ւ|ւս։1ւ1| lf, (л՜) — P|iuub||« ֆո« lil|g|i։։il։ I. սւոսւջիհ սհոֆ li ք> l|iU|H}ji:
Հոդւիււծոււք րհրվւէէէէ' է թեորեմա 2֊ ի ա պա у ա / tj ր աոաջին և երկրորդ 

կա (պ ի ա<) ուն ւ/րո/ն եր/ւ համար, միաժամանակ Ц"‘1Ц անաfittj[։ttt/ով
(J հորեմ ան կարեչի Լ uiufiuyni է]ե j у անկար nt ծ կարււ1ւ utt} ւոն у րււ/ft համար։
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МАТЕМАТИКА

Л. Л. Талаляи

О сходимости почти всюду, подпоследовательностей 
частных сумм общих ортогональных рядов

Введение

В работе [2] Марцинкевичем была доказана следующая теорема:
Если {?я(а*)|-  полная О.Н.*  система функций, определенных 

на (0,1], то существует ряд

\ Աո՚ՀՈ ( А) ,

л*-1

не вес коэффициенты которого равны нулю и для которого суще­
ствует последовательность натуральных чисел |/z<' такая, что

Um Sn (х) = 0 почти всюду на [0,1], где
■iiXie fl

nk
= । (.v).

л-J

Далее он доказал, что в том случае когда функции равномерно 
ограничены, коэффициенты ап могут стремиться к нулю.

Используя несколько другой метод, можно доказать следующую 
теорему.

Теорема I. Если (««(д') , полная О. Н. система функций, 
определенных на [0, I], то существует универсальный ряд по этой 
системе, с коэффициентами, стремящимися к нулю, т. е. сущест­
вуют действительные числа ах, </..,•••, а,., • • • такие, что ряд

ЯЛ
У «/ւ?ո (х) обладает свойствами:

п-1
а) для любой измеримой функции f(x)* v найдется последо­

вательность натуральных чисел л*]  такая, что I ini ձև (х) — f (х> 
k- - >:

почти всюду на [0, 1],

՝ Т. с. есть ортонормированнзя система на |0,1].
•' /(л) может быть равна + о- или ос на множестве положительной меры.*
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где пк

п- I

Ь) НтаяаО.
/1->

Далее рассматриваются системы полные в смысле сходимости почти 
всюду.

О п р с д е л е и и е. Последовательное! ь (/„ (х)} почти везде конеч­
ных измеримых функций, определенных на отрезке [0,1], называется 
полном в смысле сходимости почти всюду.если для любой измеримой 
функции /(х), заданной на [0.1], можно найти последовательность 
конечных линейных комбинаций функций из системы (/«(х)}. сходя­
щуюся к /(х) почти всюду на [0.1|.

Из теоремы 1 следует, что существуют О. Н. системы, полные 
в смысле сходимости почти всюду, которые не являются полными 
в смысле Լ2.

Если не требовать выполнения условия Ь). то можно доказать, 
что теорема 1 верна для любой системы |/л(х) почти везде конеч­
ных измеримых функций, полной в смысле сходимости почти всюду.

Далее приводится пример О. Н. системы i?«(x)} функций, оп­
ределенных на [0,1], которая полна в смысле сходимости почти 
всюду и для которой не существует универсального ряда с коэффи­
циентами стремящимися к нулю.

§ I. Универсальные ряды для полных*  О. Н. систем

* В дальнейшем, если система 1<?л(л')} полна в ձ», то мы будем говорить, что 
система (ел(л՜) } полна.

Целью настоящего параграфа является доказательство теоремы I.
Для этого нам понадобятся несколько лемм.
Лемма 1. Пусть %(х), <р։(х),---, (х) — произвольное ко­

нечное число функций, определенных на отрезке Д (а, 3) и при­
надлежащих классу /-2 (а, Ց).

Пусть ео>0 произвольное фиксированное число, такое, что 

so<
Тогда для любого £>-0 можно определить функцию 

/(х)££2(а, р), обладающую свойствами:

1) mes£[/(x) ^0]^ео ձ I.

3) j ^0(х)ф*(х)4/х — | /(х)^(х) dx| <е {k= 1, 2,---,л). 

ձ д
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Лемма 2. Пусть {?>«(*))  —О. 11. система функций, опреде­
ленных на [0,1], и Ւ'(х) — произвольная функция из £2[0,1].

Тогда для любого eQ>0 можно определить функцию 
f{x) /. JO, 1], обладающую следующими свойствами:

a) mes£ [/(х) 0]
1 I

b) J Т (х) <?„ (х) dx — р (х) <?я (х) dx

է' о

=^б0, /2=1, 2, • • •

Эти леммы являются следствиями леммы 1 и леммы 2 из работы [-1].
Лемма 3. Пусть (х)- полная 0.11. система на множест­

ве положительной меры £ос[0,1] и /(х)т Л2(0,1), где ք (х) 0 при 
х СЕп и е-.-(х) = 0 при х CEQ, i — 1, 2, - • •

Тогда для любых ;Հ>0 и п > I можно определить действи­
тельные числа аац, ап+ъ---, ат и множество Ес^, обладающие 
свойствами:

т
/(х) — У а*<?*(х)  <£ при х£Е\

2» mes£ > mes /Д — г;

3) | ak տ (Л = я + 1, я 4-2.« т).

Доказательство. Возьмем d ՀԼ — настолько малым, чтобы 

множество
л

Е, = ЕЛЕ
Л-1

имело меру

mes ճ։ > mes Еп — 
3

В силу леммы 2 можно определить ?(х)н /.г(0,1) такую, что мио
жество Հշ = $■•£[? (•*)  = 0] имеет меру 

mes Е2 mes Eq------
3

и для k = 1, 2, ■ • •, //,••• имеем:

I 1
^/(х)^(х)2/х ( [?(Х) /(х)]?Л(х)2/х <г'.

О’ и ՚ Հ)
Очевидно, можно считать »(х) = 0 при х՛ СЕЦ. 

Возьмем

Л(х) = /(х) - ?(х). F(x)££2[0,l),
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Положим

ak = 1 /• (л) с*  (a՜) dx = l /-'(д-) (x) dx.

3;" Ж՛՝'

Тогда |a*|=^s z (k—l, 2,---).

В силу полноты системы {<?я (х) 1 на Е,-„ можно взять/л настолько 
большим, чтобы множество 

. т
Е.л= Е(}-Е [ | Уa^k (х) — Ւ'(х) : < ֊-)

имело меру mes Ez > mes EQ —Հ- 
։5

На множестве Е = Ех- Е2-Е« будет:

т т «
լ «а-?а (л) - /(х) =j V ЛагИх) —Л(л') •- 7(л)

՛ А-1 *-։
т п

. ֊- j Уа^с(х)-Р(х) 4-V ='?*(х) <-^֊й~-<е, 
”. 1 Л-1 3 3

в так как |я*  <г (/հ = I, 2,-• •) и ines/т = nies£\-£‘2-/:a>nies £0 — 
то лемма 3 доказана.

Сформулируем еще две известные леммы [3]:

Лемма 4. Пусть г., (v = I, 2,---) - положительные числа та-
ов

кие, что ряд У, г, сходится, и пусть Ф7 (х), v= 1, 2,-«- измеримые

I
функции, почти всюду конечные на [0,1] и такие, что 
при х՝ е^, где еч- измеримые множества, удовлетворяющие усло­
виям:

mes е.. 1 — s7, е. <=[0.1].

Когда имеем lim փ. (х) - 0 почти всюду на [0.1]. 
>-• «

Лемма 5. Какова бы ни была измеримая функция f(x), име­
ющая в каждой точке сегмента определенное значение, конечное 
или бесконечное, молено найти последовательность полиномов

!\\х), Р2(х),՛ • /ձ (х),«

которые все различны, имеют рациональные коэффициенты и удов­
летворяют условию:

lim Р, (х) — /(х)

почти всюду на [0.1].
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До к н з а т е л ь с т в о т е о р е м ы I. Перенумеруем все полиномы 
< рациональными коэффициентами: (х), Р>(х).---, /’„(х), -- и возь­
мем последовательность положительных чисел такую, что

-1 -> г2> - • •> ,
а»
У z-k < + ОО.
*-։

(Ո

Принимая в формулировке леммы 3 Л «= О, /(.г) = Рх(х), £ = £,, 

/Հ (OJh определяем числа <7ւ'\ ռ՚շ (Հ} и множество Et так, 
чтобы выполнялись условия:

I)
«I

Л (*)  — <?| при Х^Ех-

2) iri.es ճյ > 1 — տք,
3) |а!։)|<£| (z = l. 2,..., //,).

Предположим, что числа л։<Հ-<^пк г, խ(։։>, йз\ • • • , я!։’,՝). .
^Հ՜շ+ւ» ••• . ռո,Հ['. и множества Ех, Е*,---,  Ек֊\ уже определены.

Полагая в формулировке леммы 3 п = пк ։, == ц, /:0 = (0.1) и

Л*)  PkW —
«1 Н2
V aVVr (х) ч- У а$%(х) 4----------

■.<=•! տ««յ-| I

"л-1
4- V ՚ <շէ(Հ)

2֊Н

определяем числа (փւ , • • • . и множество Ек гак. чтобы вы 

поднялись условия:
k— 1 Ոչ

’) У а^'^(х)-

/=| տ=/յ/_|+1

пк
у (А)1 < X $ Ek, = 0,

«=л*_ ։+1

2) mes

3) | ai ’| (i = «-:4֊1,- • •. fik).* *

Проделывая эти построения последовательно для всех /г— I, ?,••• 
получаем ряд:
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/?! п-1 пк
V аУ'»т(х)4՜ V ^s\s{x) 4֊.............. V a{xk) &s (х) 4՜ • • •
~Հ •—J ^4
s=l տ-и յ + 1 s=nfc_։-f-l

Напишем его в виде

^адл(х), (2>

Л-1

где полагается, что члены следую։ по порядку их следования в пер­
воначальном ряде.

Покажем, что этот ряд обладает свойствами, указанными в фор­
мулировке теоремы 1.

Из определения ряда (2) и условия 3) непосредственно видно, 
что Urn а* —-О, т. е. условие £») теоремы I выполнено.

4-»»
Проверим условие а).
Заметим сначала, что для любого полинома с рациональными 

коэффициентами Рд.(х) найдутся натуральное число и*  и множество 
Ek такие, что

пк
Pk(x)— \a.i^i(x) <տ*  при ։nes£,*>  1 -s*.  (3)

i=\

Это непосредственно следует из определения ряда (2) и из усло­
вия 1).

Пусть f(x) — произвольная измеримая функция, имеющая опре­
деленное значение, конечное или бесконечное, в каждой точке от­
резка [0,1].

В силу леммы 5 можно найти последовательность полиномов с 
рациональными коэффициентами: Ps (х) , расположенных по порядку 

их следования в последовательности {Р*  (•*))•  такую, что

П։п Рх (х) —/(х) (4)

почти всюду на [0.IJ, при этом х, .յ<տ„ ՝> = 2, З,---
В силу (3), для некоторой последовательности натуральных чисел 

՝т.} (т, — ոտ , /ո>_ւ<Հ/?ս) будет иметь место:

mv
/\(х) — V«/<?/(x'l < (v = 1, 2.-• х /:х . mes£x >l £s ) (5> 

/=1

Согласно лемме ֊1.

lim
т.

Բտ (х) —£а/?/(х)1 _ о

£=1 J
(6>
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почти всюду на 10,1]. Отсюда в силу (4) имеем

'П:
liin у tii 'it (Л-) lim Sm (x) = f (a*)  

։'=l

* Из доказательства будет видно, что теорема верпа и в том случае, когда 
вместо |0,1] взято любое измеримое множество

почти всюду.
Теорема 1 доказана.
За меч а н и е. При доказательстве теоремы I условием 3) леммы 3 

мы пользовались лишь для того, чтобы коэффициенты а,и (п I, 2. - • 
универсального ряда стремились к нулю.

Если не потребовать выполнения условия Ь), го теорему 1 можно 
доказать при помощи леммы 3, используя условия I) и 2).

§ 2. Системы функций, полные в смысле сходимости почти 
всюду. Универсальные ряды по таким системам

В этом параграфе рассматриваются последовательности '/л(аг){ 
функций, определенных на [0.1], полные в смысле сходимости почти 
всюду (см. определение, стр. 13).

Теорема 2. Для того, чтобы последовательность {/«(а՜)] 
почти везде'конечных измеримых функций, определенных на [0.1]. 
была полной в смысле сходимости почти всюду, необходимо и 
достаточно, чтобы выполнялось условие:

А) Для любого s>6 можно найти множество /:<=(0.1), 
ines такое, что последовательность ?/я(а*))  полна на
множестве Е в смысле Լ.Հ.

Необходимость. Пусть fn(x)} полна в смысле сходимости 
почти всюду. Возьмем какую-нибудь систему (®я(а')Ь полную в 
Л? (0,1). Применяя теорему Егорова, для каждой функции <х>г] (х) 
можно найти последовательность линейных комбинаций из функций

системы {/„(а)} вида Еп. *(х) = \ճքէ(а), сходящуюся к <?я(х) при

k ■ равномерно на множестве Еп, mesՀՀ> I — ֊Հ;՛ ։. Тогда на 

со 
множестве Е' = [֊] me$ Е' > 

и—!
. каждая функция равномерно

приближается линейными комбинациями из функций \f,i(x) .
Так как функции fn(x). п — 1. 2. - • -почти везде конечны, то 

можно найти множество Е<=-Е՛. mesZ:>l—s такое, что каждая функ­
ция /п(х), п—\, 2,••• ограничена на Е и. следовательно, на мно­
жестве Е принадлежит ճ2.

Очевидно, на множестве Е система {/я(а)| будет полной в Լ.
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Достаточность. Пусть Е(х) произвольная измеримая функ­
ция. Возьмем последовательность (Р*(х))  полиномов так. чтобы

Нт Рк(х) = Е(х)
А- .«с

почти всюду на [0.1] (см. лемму 5). Так как условие А) выполнено, 
'և-

то легко видеть, что можно найти функции Ф*(х)  - Vaw/։-(x) и мио-

Ы 
жества £л такие, что

1) 'Рл(х)—Фл.(х)'<£  ПРИ х*

2) mesЕк> 1 — гк, где £>0  и V£<  оо,* *

A--I

Тогда в силу леммы 4 будем иметь

И гп ФА.(х) = F(x) 
к-*-

почти всюду на [0.1]. что и требовалось доказать.
Теорема 3. Если система (/«(х)} полна я смысле сходимо­

сти почти всюду. то она остается полной также после удаления 
любого конечного числа функции,, и всегда можно удалить такую 
бесконечную систему \fn.(x) ՛. что оставшаяся система ;Շր, (x)J = 

= {քո (х)! — \քՈ/_ (х) тоже будет полной в смысле сходимости 

почти всюду.
Л о к а з а т е л ь с -1 во. Выделим из системы \քո (х) какую-нибудь 

функцию, например функцию /, (х) и покажем, что последователь- 
ность/2(х)./3(х).-•/ч(х).--- полна в смысле сходимости почти 
всюду.

Пусть г —произвольное положительное число и множество Е. 

mp,sE^>\ — в силу условия А) выбрано так. что система J\ (X). 

/г(х),-*-.  fr։(x).--- полна на множестве Е в смысле Լ».
Пусть ?..(х), ?з(х).---. ?л(х).-«« есть О. Н. система на Е. по­

лученная при помощи ортогонализации последовательности /2(х), 
/:г(х), • • •,/л (X), • • •. Покажем, что с точностью до постоянного мно­
жителя существует не более одной нс эквивалентной нулю функции, 
которая ортогональна ко всем функциям

?3(х),. • ?«(*)•••*

Обозначим через «։ (х), <•>•_> (х), •••. к>л(х),««՛ О. 11. систему на 
Е, полученную при помощи ортогонализации системы /՝։(Х).
<?а(х),« • •. <Рл(х),-• -. Система (шя(х)) будет полной О. Н системой 
на множестве Е, и эти функции напишутся в виде:
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°'я (х) — Си,: fi (х) । ('п.2 ?•> i X)........... 1 Са. и Հ,, (х)

(п = 1, 2,-••).

Если система fa(x). ?3(х),---_. ?л(х).--- не полна на Е, ю коэф­
фициенты Фурье функции ?(х). ортогональной ко всем этим функ­
циям. по системе {(х) будут:

| «»Л(х)о(х)^х = Сщ ^/։ (х)»(х) dx.

Е Е

Итак, ап — Со-С„.i, w=l. 2,---. где С,. = /։(х)«(х)dx. Тогда

Со- 0. ибо в силу полноты м»л(х) было бы <?(х)=0. и функция 
?(х) определяется с точностью до постоянного множителя, отличною 
от нуля.

Пусть <Sj(x) ортогональна ко всем функциям ?-_>(х), ?3(х).՛-՛, 

<?л(х).--- и ^©;(x)tfx — I. Тогда система ?։(х), с2(х).•••, ?„(х).

Е
есть полная О. Н. система на множес:ве и, слелователно, полна 
в смысле сходимости почти всюду на множестве Е (это следует из 
теоремы 1, а также из теоремы 2)

Применяя лемму 3, где положено //= և f (х) — Е^—Е,
k

мы можем определить функции Ф*(л*;  ՝Հ\Հ"՝հ1Լհ) и множества Е/;. 
i-2

k 1, 2.--- такие, что

О |ф։(х) при х£Е>.. Е\

2) mes Ճ  > mes £ - где տ> 0 и <4-».* *

Тогда в силу леммы -I имеем:
lim Ф*(х)  — Չյ (х) почти всюду на Е. 
к

•Отсюда, так как <?։(х), <pS(X).-•сл (х),-• • полна в смысле сходи­
мости почти всюду на Е, то система <?а(х), ?3(х).'-«, о«(х),---. тоже 
будет полной на Е в смысле сходимости почти всюду.

В силу теоремы 2 на некотором множестве Е'<=■ Е, где mes£'> 

< г е> ։։ies г —.
2

система ?2(х), ф3(х).-՛-. <ря(х),--- будет полной в

смысле*  /.«.
Система /2(х), /3 (х). • • •. քո (х). • ■ • тоже будет полной на мно­

жестве Е'. ибо система ?3(х), ?3(х).-*-.  <?«(х).--- получена при по- 
мо1цн ортогонализации этой системы на множестве Е. Е^=>Е'. Итак, 
для любого е>0 найдется множество /:,.с:(011) mes Е' > I — ц такое, 
что /3(х\/з(х),• •/л(х),-«- полна на Е՛ в смысле Л2. В силу тео­
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ремы 2 система /5(х). /3(х).• ••./,(х).- • • полна в смысле сходимости 
почти всюду на [0.1].

Итак, доказано, что система {/я(х)) остается полной в смысле 
сходимости почти всюду, если удалить из нее какую-нибудь одну 
функцию.

Отсюда непосредственно следует, что система [/я(х)| остается 
замкнутой в смысле сходимости почти всю.:у после удаления любого, 
конечного числа функций.

Покажем теперь, что из |/я(х)) можно удалить бесконечную 
систему {/л>(х)| токую, что оставшаяся система [*> я(х)) [/«(х))-

} будет полной в смысле сходимости почти всюду.

Для этого. очевидно, достаточно выбрать систему |/Лл(х)| так, 

чтобы каждую функцию /л>(х). k I. 2.--. можно было приблизит^ 

линейными комбинациями из функции системы ’■’/«(хН.
Пусть !:*!  — последовательное.ь положительных чисел и

Возьмем из системы {/я(х)| какую-нибудь функцию /я,(х).
Так как системы /»(х). /я+.։(х).-- , /я.Р(х).--« при любом л 

полны в смысле сходимости почти всюду на [0.1]. то. применяя тео­
рему Егорова, можно найти последовательность функций вида

Հ. ]

Ф.,Л (X) = У Հ՛՛Հ, (JC) 
и = п։л +։

и множества eV’<=(0,1) обладающие свойствами:

1) //։ <Հ 1Ц 1, //։ . <Հ ո՝, t < Ո\. է+ւ (k = 1, 2. 3,- • •);

2) A,(x) — Фя,_ <Հпри x 41’ (=  I, 

3) mes4։>>l—ч. (  = 1. 2.---).

* *

*

В силу 2) и 3) и в силу леммы 4 имеем:

|1тФ„, *(х)  = /я,(х) почти всюду но [0,1]. 
Л • »

Из условия 1) видно, что бесконечное множество функций из*  системы 
]/я(х)] не входит в выражения функций Фя„ *(х),  А= I. Обо­
значим это счетное множество функций через [/),.

Возьмем какую-нибудь функцию /,,(х) из множество {/), так. 
чтобы

Точно ток же. как выше, можно найти последовательность функ­
ций вида
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»8.Л
Փ ւ„ И*)=  V

п = п., 4,Ч-1

и множества е\-’. k= 1. 2, •••. обладающие свойствами:

I) «2<«2.1. «և<«աւ = I, 2,-• -к

2) А(х) —ФЯ/. (x):<s A при Л-^ՀՀ А’= 1. 2,-՝-*

3) mese?‘> 1 —(А’= I, 2,---)

Обозначим через ./,■> множество функций из {/к (л՜)!. не входя­
щих в выражения функций Ф«„А(х). k = 1. 2,՝՝-. Легко видеть, что 
можно положить числа ռ-շ, к, k = 1, 2, ••• выбранными таким об՝ 
разом, чтобы наряду с условиями 11, 2) и 3) выполнялось также- 
условие:

4) Множество |/]։-•;/)«. состоящее из общих элементов множеств 
!/'։ 11 1/Ն՝ состоит из бесконечного числа элементов.

Точно так же, как и выше, имеем:

НтФ«,.д (х! = /».(х) почти всюду на [0.1]. 
£ -м

Продолжим этот процесс неограниченно.
В /и-ом шаге имеем функцию ' ■!/!,•!/}-••• \f'-m \\пт > пт ։. 

т * 
последовательность функций

'т. к
Ф„ А- (*)  = b՝nm՝fn(x} (k = I. 2). ••• при чем

ffl9
п = "т.к +1

ИшФм k(x) = fn (х) почти всюду на [0.1]. 
к • 'т՛ ' т

fl ու Հ fl tn. к к Հ Пт. к — I.

и множество \f ‘ni, которое имеет бесконечное число общих элементов 
с множеством '/ ։ • I/J •••••(/!«, .

Из системы {/л(х)| исключим систему \frl (х)| и остальную т
систему обозначим через ]б«(х)].

Так как для любой функции (х). т = 1. 2. 3. • • • имеем 

Нп։Фл к (x)=fn (х) почти всюду на [0,1] и. как видно из выбора 
X՛ ■ • ոյ՝ ,п
системы |//Լ( (х)՝, функции Фп > к(х), I. 2,---. k— 1, 2.--- вы­

ражаются функциями, входящими в систему (б„ (х) j — {/„ (х) } - 
— f/л (*)  Ь то теорема доказана. tn

Замечание. В частности, когда имеем полную О. II. систему 
функций, определенных на [0,1], то для нее теорема 3 не­

посредственно следует из георемы 1 (см. стр. 17).
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В самом деле, пусть ряд Уая««(л). где л,, —О при п > со, яз 

м-J 
ляется универсальным рядом.

Так как а„ 0. то можно взять последовательность {тц\ так

чтобы ряд а՛) сходился почти всюду па (0. IJ. Пусть почти
л—։

везде конечная функция Fu\x) является суммой 
F(x) — какая-нибудь измеримая функция.

этого ряда, и пусть

Возьмем Ф(л*)  — /'(л՜) 4- Г0(х). Так как 

сальный, то существует последовательность

ряд Уаяфя(х) универ 

л — 1 
такая, что:

lim.S' (л)֊=Ф(д-). 
* *

Но ձՀ (л՜) - (л՜) 4֊լaf, 9Pf (Л-), где ?/v e = 1, 2. • • • сутьфунк
(И (г)

пни. оставшиеся от |«я(д*)|  после удаления системы

Так как при k-- со первая сумма стремится к Г։1(х), то вто­
рая сумма будет стремиться к F(x).

Итак, система (а) | полна в смысле сходимости почти всюду

Остается заметить, что эти рассуждения можно пронести также при
удалении из ?.ч (л՛; ! любого конечного числа функций что и требо­
валось доказать.

В силу теоремы 2 отсюда следует, что при удалении любого ко­
нечного числа функций из полной О. Н. системы ?я(х) оставшаяся 
система обладает свойством А (см. теорему 2), и всегда можно уда­
лить такую бесконечную последовательность {vWi (x)}, что оставшаяся 

система будет обладать свойством А.
Теорем а 4. Пусть последовательность \քոԼ*}\  почти везде 

конечных измеримых функций, определенных на [0,1], полна в 
смысле сходимости почти всюду.

Тогда существуют действительные числа av а.,,---, ап,-"
■ч

такие, что ряд ^a,;fi։{x) является универсальным, т. е. для лю-

/։*■!
бой измеримой функции Fix) существует последовательность խՀ 
такая, что

lim Л‘я (х) — F(x) почти всюду на [0,1], где 

nk
^пк(х) - У<?.я/я(д').
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Для доказательства теоремы достаточно заметить, что, так как в 
силу теоремы 3 все последовательности /я(х)։ ք,։ ւ (х),- • •» /я.р(а-),- • •. 
а- !. 2,--- ПОЛНЫ в смысле сходимости почти всюду, ТО дли любой 
почт всюду конечной функции /(д'), каковы бы ни были £>0 и п, 
применяя теорему Егорова, можно найти числа дя_։, ат и
множество Е такие, что

1)
Ш

/</)֊ У «А'Л(Д')1<г При Л' Е\ 

k^n-T- ։

2) masZ:>i— £.

Таким образом, выполняются условия 1) и 2) леммы .’>. которая при­
меняется для доказательства теоремы 1 (см. стр. 17).

В силу замечания, сделанного в конце, доказательства теоремы 
3 (в конце § 1), мы видим, что теорема 4 верна.

Вообще говоря, для любой системы \fn (х) ), полной в смысле 
сходимости почти всюду, нельзя построить универсальный ряд с коэф­
фициентами. стремящимися к нулю. Простым примером такой системы 
является система [л*՞  . рассматриваемая на [0.1].

Если для ряда Уаяхй имеем ап — 0, го он будет абсолютно exo- 

г.— ։
лнщнмся для а՜ < 1 и. следовательно, не может быть универсальным.

Верно также следующее утверждение:
Существует О. Н. система (%(х)[ функций, заданных на [0.1]. 

обладающая тем свойст вом, что она полна в смысле сходимости почти 
всюду, и по этой системе нельзя построить универсальный ряд с 
коэффициентами, стремящимися к нулю.

Построение системы {* я (л*)
Возьмем последовательность интервалов

%. ?>։, —У֊’ 1 )•
\п+*2  л 4- I '

Ո 0. 1. 2,--«

Разделим последовательность на счетное число

бесконечных последова1ельностей так, чтобы
1) при m # /последовательности [4я0) и {4/։! не имели общих 

интервалов:
2) в каждой последовательности Հ՞0), т — 1. 2.-՛-; интервалы 

следовали по порядку их следования в последовательности {&») и при 

ա<Լ1 интервал о’Г! предшествовал в последовательности {'Հ! интер­
валу 6°  для любого k — 1, 2. ■■■*

Положим:
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I при

0 при

Определим >2(x) следующим образом: возьмем из последова­
тельности какой-нибудь интервал расположенный левее от 3,.

Заметим, что в силу свойства 2) все интервалы расположены 
левее интервала 3։.

Положим:

֊

при х<<».

0 в остальных точках отрезка [0,1].

Из определения функций »։ (х) и <?2(х) и из свойства 1) имеем:

I
i 'ft (А) Фй (a) dx = j (х) Չշ (х) dx - j o։ (x) ®a (x) dx - 

0 (A+M

Предположим теперь, что функции ?։(х), 92(х).՛--, ®я(х) уже 
•определены так. что они попарно ортогональны на [0,1]. и функция 
?<(а), 1 </’<// определена так. что:

• S?..x) -

о при х $ ('Հ ն 4- ■ • • 4֊ Կ -|) 4֊ (S(;; 4- • • • ֊ о};՜”) 4-լ ՀՊ
Ar-I

,Л’
J при A^VsV1.
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। Здесь есть интервал из последовательности j">i, и пола­

гается ki выбранным настолько большим, что интервал од.'1, а, следо­
вательно, и интервалы 3^’,/>1, расположены левее интервала % • 

(см. свойство 2).
Интервал лежит левее интервалов о}'1. /= (7 = 1).

Тогда Հ;' лежит левее Հ. --, <՛ ь и, следоватально, все интер­
валы 4'՝. k 1. 2. • • • лежат левее интервала 5/ ։ (см. условия 1 и 2).

Далее, полагаем, что А(<А\+։, 7 = 1, 2,---, (л — 1).
Определим функцию ©я+|(х). Возьмем А’я4.|>Ая так, чтобы вы­

полнялось условие:

(“*)  Интервал ։ левее интервала ол. Заметим, что интервалы 

k— 1, 2, • • • лежат левее интервала
Положим:

л՛''1 при л*  հ оо 3, 4- • • • г оя ֊ 7)՝ । )'

^i(x) =

j х"?/ (х) dx

մճ±հ±_ճ±ԼՀ-----  прп л-Հ^1 ,7=1. 2...., п.

I С. J
1 ири Х^Уо*  Н', 

Л-1
О в остальных точках отрезка [0,1].

։
Проверим, равенство j (х)<ря+։ (х) dx = 0. 7 = 1, 2,---, п. 

. о
В силу свойства (♦) функции »/(х) и определения функции 

I *
?п1(х), учитывая, что ^(х) = 0 на (см. 1). имеем:

խ- J
I ։

( ^(х)<рл4-։ (xjdx = ®<(x)?«+i(x)rfx+

° (МА+---+&л)
« Ր

+ У [ Т/W Фл+։ (^)

лл + J

При J փ i интервалы ։ отличны от всех интервалов 3* k —

1. 2,• • •. Далее, интервалы лежат левее о„ и. следовательно,

левее от 3։, о2<--%(7<//) в силу (**)  и свойства 2). Следовательно, 

в силу (*)  будет 9/(х)=0 на ( ири у¥= 7.
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Итак:
1

J ©, (x) փ„; I (x) dx = ( & (x) փ„ ,(x) dx 4- ( փ44 ։(x) ©, (x) dx =

и ?(Л
*«rl

= j x\t{x)dx — x’։ <p. (x) rfx = 0.

(?ձ<+ Այ-խ • • +'>„} С'о+<-| 4------R»/։)

Заметим, что из определения функции <?я.1(х) непосредственно 
видно. ч։о она тоже обладает свойством (^) функций ?/(х). i <п. 
Следовательно, так как ««(х) обладает свойством (*),  то ?/(х) обла­
дание вонством С) при любом / = I. 2.•••_

Неограниченно продолжая вышеуказанные построения мы по­
лучим систему фл|’х) . ортогональную на [0,1]. Положим:

Тогда система |бл(х), будет О. Н. системой на [0, i |. 
Покажем, что ;-[»п(х) есть искомая система.
Для этого оценим нормы гя(х)Ц . п — 1, 2.
Имеем:

| ?,(Х)фя(х)т/х 2

---- • 4-^—1) | /И, 
՜|  ̂ / ‘ ‘kr>

. ՛ kti /

Так как в силу (**)  интервал лежит левее интервала % ։ н 

длины интервалов убывают с возрастанием номера, то:

■ % । :г== 1ол I ???---------------------- ------------- --------- -  ’
п //4 1 «4-2 (лМ)(л+2)

Итак.
1

I <«+ТПЛТ2) [х”-'</х-|/(л + 1)(/г + 2)(- -----5F֊1“
J \Ո 2 nJ

= . Հ(«±1)(«-Ւ2)Հ 1—±\>4>0է /z=|,2,...
՜ I \ 2Ո)

По определению системы [']»л(х)|, для любого натурального .V 
имеем при
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’r't (■*)= —-— ПРИ Л'Հ *о  4-4-------- L ?<V = I ~J • ՝].
|<Р*|  \ձրփ2 /

Отсюда видно, что система {Ф*(х)1  полна в Լ.2 на любом интер­

вале!— 1 ). Аг= 1. 2,--- и. следовательно, полна в смысле сходи- 
\Л /

мости почти всюду (см. теорему 2). С другой стороны, любой ряд

Уо*̂(л).  где а*-*  О, будет абсолютно сходящимся в интервале (0,1), 

ибо для любого V имеем, при ՀՀՀ՜Հ՜Հհ ՝)*
~ .V эс

у ~ ■
Л-1 л֊։ *-л-4!  1?*1՛

в второй ряд абсолютно сходится, так как ||<?4> Л >0. Таким обра-
ОО

зом, любой ряд вида ^аяфл(х), где а,,—0, не может быть универ- 

п~1
сальным.

Институт математики и механики 
АН Армянской ССР Поступило IV!II 1956

IJ.. П.. Թալալւահ

СЬШЬОЬР ՕՐԹՈԳՈՆԱԼ ՏԱՐՔեՐհ ՄԱՍՆԱԿԻ ԳՈՒՄԱՐՆԵՐԻ 
2ԱՋՈՐԴԱԿԱՆՈՒԹՅՈՒՆՆեՐԻ ՃԱՄԱՐՅԱ ԱՄԵՆՈՒՐԵՔ 

ԶՈՒԳԱՄԻՏՈՒԹՅԱՆ ՄԱՍԻՆ

Ա Մ Փ П Փ Ո I» IF

ОС
Հորյւ/ածոէմ դ/էտարկւիէէ մ են \ Лп/п(х) որտեղ

Ո — 1
(««I, 2.--J խ,4 հատվածի որոշված համարյա ամենուրեք '//«/’- 
քավոր շափել ի ֆո ւնկր [t ու է։

1Լււրսրւււ րվամ Լ հե տե յա / թ հորեմանէ
Թեորեմա. b|>l. I'/ntX՜)1 ոսսորղակէոհո։ թյունր կազմում I. լրիկ op- 

pnqnfira| u|nnnliil՛, mupu, ըսս։ այդ սիսւոեւքի, դոյուքյյոԱւ nitiji ոՆքփվեթււալ 
,ւո[1|«, np|։ cjnpAnil|[։g(ibpp ձդաում՜ LG qpnjji, mju]i(ip(i qnjni.pյուն n։.G|i 
իրական pi|bp|i այնպիսի ay, (!■>,• ■•, a,ty-• • nu։jnprpuI|u։G։n-pjniU, «րի fivu-- 
մար՝

ա) {0,1] fi։unu|uidn»if npn?x|uiA ցանկացած /(x) չափնփ ֆունկցիայի 
НинГшр գոյություն ունի թնակահ ք>։|Լրի այնպիսի հաչոթղականո»թյուն, 
пр Нп15я (X) = J (X) նամարյա ամենուրեք [0,1]-ի վրա, որտեղ 

k- օ> *
3 Н։։«тн» АН. серне фяэ.-мзт. наук. >*  3
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Snt{x) = Va.f„(x), 

n—։
p) ||тая = О< 

Я — св
I, թե ր) պայմանը »պահանքենր, ապա թևորեման ճիշտ !1Ш^‘

կացած \քո (Л')| հոքորդականու թյան համար, եթե այդ հաղորդականության 
ֆունկցիաների վերքա^որ դ ծ ա յ ին կոմ րինա у իանե րր ամենէէւրե ր խիտ են 
համարյա ամենուրեք դու դամիաե/ու իմաստով.

Այդ թեորեմաները հանդիոանու մ են ոչ-զրոյական շարրևրի վերա- 
րերյա/ I f՝ ill յ։ լք թ՝է> !յ It /• չ ի թեորեմաների ընդհանրացումը | 21 /
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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

Д. И. Шерман

Об упругом равновесии пластинки, опертой по краю

§ 1. Допустим, что срединная поверхность пластинки заполняет 
конечную и односвязную область Տ, ограниченную замкнутым кон­
туром и расположенную в плоскости комплексного переменного 
с л* iy. Будем считать декартовы координаты точек контура L 
требуемое число раз дифференцируемыми по дуге S. Обход Ճ, как- 
обычно. примем совершающимся против движения часовой стрелки. 
Для удобства за начало координат возьмем некоторую точку, принад­
лежащую Տ.

Прогцб т£/։(х, у) срединной поверхности пластинки удовлетворяет 
дифференциальному уравнению

ДДа/^1֊. (1.1)

где ձ — оператор Лапласа, </(?;. у) — изгибающая пластинку нормаль­
ная нагрузка, и D — цилиндрическая жесткость. Кроме того, в слу­
чае опертой границы Լ должны соблюдаться на ней следующие пре­
дельные равенства:

u-յ = 0. G (■<£՛։) 1= Յձէ£/1 -{֊ ( I о) cos2 0 4- ֊ S^sin 20 -|- 
дхг дхду

■
ду9֊

sin8 0 = 0. (1.2)

Здесь коэффициент Пуассона и 9 угол между осью абсцисс и 
нормалью п к направленной во вне Ճ. Таким образом, искомое 
решение тс'։(х, у) должно удовлетворять вкупе уравнению (1.1) и 
краевым условиям (1.2).

Насколько нам известно, сформулированная задача была впервые 
рассмотрена 3. И. Халиловым [1] для случая конечной и односвязной 
области в предположении, что ее граница не имеет точек с нулевой 
кривизной. Это требование не вызывается ни существом дела, ни из­
бранным методом решения; автор оказался вынужденным прибегнуть 
к нему лишь из-за не вполне удачной записи краевых условий. Не­
сколько позже другое решение той же задачи, свободное от указан­
ного недостатка и для более общего случая миогосвязной области, 
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было дано М. М. Фридманом [2]. Наконец Л. И. Каландия (3]. всецело 
основываясь на теории сингулярных интегральных уравнении, пред­
ложил еще одно решение упомянутой задачи. А. И. Каландия пока 
не указал алгорифм для решения своей системы сингулярных ураз- 
нений. Сведение же ее посредством регуляризации к системе Фред-*  
гольма в данном случае нецелесообразно: это мнение как будто раз­
деляется н автором. Между тем наличие упомянутого алгорифма бы­
ло бы весьма желательно и как нельзя более своевременно; с одной 
стороны, он позволил бы завершить полное исследование вопроса, 
включая его численную интерпретацию, оставаясь в сфере одних и 
тех же идей; помимо этого, такой алгорифм отвечал бы существую­
щей сейчас настоятельной потребности в разработке эффективных 
методов решения сингулярных уравнений.

Новое решение задачи, которое мы намерены здесь предложить, 
обладает известными преимуществами по сравнению с перечислен­
ными.

Положим

w։ (х, у) => w(х, у) 4֊ «»0 (X, у), (1.3)

где w0(x. у) —некоторое каким-либо образом найденное частное ре­
шение неоднородного уравнения (1.1); новая неизвестная тс(х, у) яв­
ляется бнгармонической функцией; для нее имеем краевые условия

W = — w0; G (к՛) = — G (ы.'о). (1.4)

Согласно известной формуле Гурса,

2 w (х, у) - z<?։ (?) -I- z?, (г) 4֊Հ (?) 4- <йГ

փ։ (?) = ’<(?), (1-5)

где (?) и б։ (г) — некоторые функции комплексного переменного ?, 
регулярные в области 5. Имея в виду (1.5) и продифференцировав 
первое из равенств (1.4) по дуге л, получим на /

Я,/«(МО + ??՜ւ (0 + Ф> (01 = Л («), (1 б)
R, I Ч <pi W - (О + (fl| I =g> (s), (17)

I де индекс s у переменной է, обозначает дифференцирование по ду­
говой абсциссе, и

Л (5) = — —• gi (տ) = - ֊— G Ч = Яos 1 — 3 1—0

Весьма важно прийти отсюда к такой форме граничных условий, 
каждое из которых наряду с © j (?) и ?։(z) содержало бы высшие 
производные одного и такого же (не больше второго) порядка функ­
ции (z) и, соответственно, на единицу сниженного порядка функ- 
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цин желательно, естественно, чтобы порядок этих производных 
был возможно наименьшим. Мы добьемся этого, продифференцировав 
равенство (1.6) по дуге х и сложив его почленно с равенством (1-7). 
Действительно, в результате получим

я«| (1 + у?; «■)+?Ж+ +ն;ю + փ, (о|ւ = /,w, (I.տյ

где /•>(s) —f\(տ) 4- ($)• В каждое из условий (1.6) и (1.8) входят 
только производные первого порядка функции ?։(г)г кроме того, 
взяше вместе, они эквивалентны предельным равенствам (1.6) и (1.7 .

Применение. А. И. Каландия, [4| преследуя, по-видимому. сход­
ную цель (устранение из граничных равенств ?[(/)и ՚Հ(0) в более 
сложной задаче, поступает несколько иначе: он интегрирует по дуге 
краевое равенство (1.7) и складывает его с равенством (1.6), скоррек­
тированным на специальный множитель. Из полученного в результате 
равенства оказываются исключенными все слагаемые с производными 
искомых функций, в то время как в сопутствующем равенстве (1.6) 
присутствует первая производная <pt(Z). Подобная форма заменяющего 
11.7) граничного равенства вполне устраивает автора; для разбирае­
мого же здесь случая она связана с серьезными неудобствами и чре­
вата именно теми осложнениями*,  которые мы стремимся избежать. 
Для нас несравненно более выгодна запись условия в виде (1.8).

• Мы подразумеваем под таковыми затруднения, препятствующие приведению 
задачи непосредственно к регулярному интегральному уравнению; обычно при этом 
оказывается возможным прийти к нему длин» через промежуточный этап, точнее 
говоря, через сингулярное уравнение, которое предварительно должно быть получе­
но. Как отмечалось выше, в настоящее время мы, к сожалению, еще не распола­
гаем достаточно разработанными, в смысле их эффективности, методами численного 
решения сингулярных уравнений. Поэтому, учитывая цели, которые мы себе ставим, 
сведение задачи к такому уравнению пока нельзя считать завершающим этапом ис­
следования. Регуляризация же сингулярного уравнения, как правило, приводит к 
уравнению Фредгольма с громоздкими выражениями для ядер, что также не вполне 
приемлемо.

Дабы сделать более явственной проводимую ниже аналогию 
между изучаемой и некоторой задачей плоской теории упругости, 
наедем вместо первоначалных ф։(^)п б։(г) функции

?(г) = /?։(г), б(г)=/б։(2). (1.9)
Затем, положив

?(z) = и(х, у) 4- iv(x, у), ф(г) =р(х, y)-\-iq(x, у), (1.10)
где «, V и /;, q гармонические сопряженные между собой функции, 
запишем (1.6) и (1.8) следующим образом:

xxv у.։«4֊?>։ — + xsq+ysp =fM, (1.11)
их ох
ди , д~о , , , ,

х.„ v — уи и Հւ т- + 12 т- 4- q 4- yssp = /2 (s), (1.12)
ах ах

при обозначениях
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^ = Xys — yxs, G2 = xxf4-yys, л = 24֊Х0, 1
(• «lu/fl*h = *V W - yxsit Ц = XXes + vv„ x.

L

Не трудно видеть, что для и։(х, у) тождественно равной постоянной.

Прибавим теперь к левой части (1.11) оператор

(2S)՜1 * ReittsRe<t'(ty, (1.14)
где. S —площадь области того же наименования; вновь полученное 
равенство (мы позволим себе его не выписывать) проинтегрируем по 
дуге кривой L.

Тогда, после очевидных преобразований, получим:
/?6у(0)=0. (Լ15>

Таким образом, две любые регулярные функции <?(д) и б(з), удов­
летворяющие видоизмененному равенству (1.11), обязательно обра­
щают в нуль оператор (1.15); иначе говоря, видоизмененное равен­
ство равносильно прежнему (1.11) при дополнительном соотношении 
(1.15). Назначение оператора (1.14) станет понятным в дальнейшем.

Итак, в конечном счете задача сводится к отысканию функций 
-р (г) и б(^) из граничных условий (1.11) и (1.12), причем первое из 
них предпочтительно брать в слегка измененной, как указано, форме.

Отметим ряд важных соотношений, справедливых на А:

х2 - у2 = 1 , Х,Хм 4- уЛу„ = 0, — ysxss) =

— V։ (A’vV.v.։ —Ул-Ал.5) — Ал։> (a'V, VA՜., ) (A'-fV.vs —

= — (xxss 4- yy„), (1-16>

(XXx 4֊ yys) (XjJw — --= xyss yxSi.

Они будут использованы ниже при различных выкладках. Приведем 
тут же основанную на тождественном преобразовании известную ин­
тегральную формулу (11 для бигармонической функции

‘ 'V G(w) 
dn

ds =

( j խ (ձ w)2 4- (1 — a) [ (-»xr)‘- փ (wyy)a 4- 2 (y)2 j} dx dy, (1.17) 
s

где

H (,w) = 4- (1 — -) — 11й>жу cos 26 4- («М ֊ Wxx) cos 6 sin 0],
dn ds

причем имеет место равенство

(1.18)
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Ф(г)-г&г + С, $(z) = C. (1.19)

где А- и С соответственно произвольные действительная и комплексная 
постоянные.

§ 2. Искомые функции ©(z) и •} (?) зададим интегральными фор­
мулами

շ շ
?(*)  ՜ Ճ j Ն(տ)(յո(ք, z)dt, = ^|v„(s) Hn(ft z)dt, (2.1)

”~։Հ n~lL
где плотности v, (S) и va.(s) — пока неизвестные вещественные вели­
чины. а функции Оп и Нп таковы:

О, (/, г) = — 7,է„ Gt(t, z), G2 (Հ z) = — —Г— 1 -f. In (1 — —) ]. 
«к լ \ t /J

^(Օ = ֊֊(Այ«->Հ), Q(Z)=-F. (2.2)

Логарифмический член в этих формулах следует считать равным 
нулю в Начале координат, по предположению находящемся в области 
5. Из второго равенства (2.1) вытекает, что Ф(0) = 0; это соотноше­
ние будет учтено впоследствии. Обоснование представимости в виде 
(2.1)֊ (2.2) любых функций ©(г) и 'Ь(г), регулярных в области S 
(вторая из которых обращается в нуль при г —0). равносильно, соб­
ственно говоря, доказательству возможности нахождения плотностей 

и Vo из каких-либо краевых условий; при этом достаточно ограни­
читься случаем, когда правые части (свободные члены) краевых ус­
ловий непосредственно составляются по левым частям, содержащим 
граничные значения заданных функций © (z), Փ(շ) и производные от 
них. Вообще же краевые условия можно брать любыми, или подби­
рать специально в той мерс, в какой это доступно, наивы годнейшим 
образом, с целью возможно проще провести упомянутое доказатель­
ство; в частности, можно, например, всходить из условий (1.11) и 
(1.12). В этом случае вопрос о правомерности представления (2.1) и 
(2.2) оказывается тесно связанным с рассматриваемой задачей.

Читатель убедится ниже, что представление (2.1)- (2.2) обладает 
важными положительными качествами; они столь существенны, что 
позволяют с уверенностью утверждать о его решающих преимущест­
вах, ио крайней мере, в главном перед остальными представлениями, 
которые можно придумать или найти из каких-либо соображений.

Отделим в (2.1) вещественные и мнимые части, положив
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Gn (t, z) = 6 («„ (s; x, у) + ivn (s; л, у)}, 

Hn(l,z) = 4{ря($; X, у) 4- iqn (s; x,_y)h

- =

(2.3)
Тогда на основании (1.10) будем иметь

" (X, у) (s)-v4(s: х, у) ds,

(2.4)о Г 2 С
р (*.  у) = X \Vn (տ>/'« (տ; >') ds՛ ч(*•  >') = Z |■'« Ф Ч'1 (s’ л՛ з') 

»-\Y ո~ւլ

причем заключающиеся под знаками интегралов вещественные функ­
ции равны

й - - z К -լ+1п у) - * (агс И էյ -агс * т
=4 (՜լ ՚!՜ւո յ՜ н՜ агс ig ՜՜arc lg ՜Ւ)

■v2=— 1 ( q.J — 1 ֊I In — 4-;,։ (arc tg12—'V —arclg — 
тс). ( k p / \ :֊ X հ

Ժ In — Ժ in —
P\ (s; X. y) = -L/a(s) 4-ծ(տ)- У-4-Л։(5; X, y)

-Л I On f)s
(2.5)

P*(s-.  X, y)
d In —

-1֊^
77/. I (Խ

din—
«------------r /i.(s; X, v)

ԺՏ 

din— din —
(s: У) = * a(s)—-Ճ֊ + Z (s; x, y)

t:X I dn os

d In— d In —
?2(s;x. y)= 1 l֊E , ? +1) -Ւ x, y)!-

TIA 1 on US

(l (s) — AT|j — с b (s) — Mj4*  t] (s^Ttw Հտ$5տ)

h{ (s; x, y) = 1 Ն, in у 4֊ n,։ j arc tg — arc tg-^֊-
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Лг($; А՜. у) = — !?sln ' +r/Jarctg֊—-У — arctg-֊ 
Р \ ; — X »

/։ ($; л', у) = — Т|„ hi - -----( arctg ֊֊“ ֊' - arctg ֊
I p \ i— x 5

4(5: x, y) - In —---- ( arc. tg ''— ՜՝ — arc tg —
p \ ; —X ;

/(А-;)2 + (У ֊֊ Հ)=\ P = I T V՛ •

В формулах (2.1) и производной от первой из них перейдем к 
пределу, устремляй г к некоторой точке /0 = Տօ՜ր^օ криво!։ /.. 
Найденные значения для функций ?(/0). ՛? (ՀՅ и ?'(/„). по отделении 
в них вещественной и мнимой частей, подставим в граничные ус. о- 
вня (1.11) и (1.12), присоединив дополнительно к (1.11) оператор 
(1.14). Тогда, выполнив некоторые преобразования, получим для оп­
ределения плотностей (տ) и ъ»($) систему интегральных уравнений 
Фредгольма:

2
Г/(5о) + У \ Ն (5) l\n.j{S, So) ds ֊ ՀԱձ-J (/ —1,2). (2.6)

«“յձ
.Ядра системы, как читатель увидит, являются непрерывными функци­
ями переменных տ и Чтобы выражениям для них придать боль­
шую обозримость, положим

.. 7 V г» < 1п Г,у , .. . , о In г„ ,Kn.j(St 50) -Я,ДЯ. 50) ֊֊ 'ԴՉ,./(5. -%) ——- 4-
Ժ/l ()տ ՝

; /?я./(5, 50) i//.7=i- 2). (2.7)

где п — нормаль к контуру Լ. направленная в область внешнюю к 
5 и Р.ч.у, - некоторые функции; они могут быть при помощи
(1.16) приведены к достаточно простой форме. Именно, после подчас 
довольно длинных вычислений, будем иметь:

4՜ т>5Тю) ('.«7ե.\ ՜ 71՚Տ’Ճ$) 441-
к

~~ ՜է՜ ր1։Հն».>) ։՜ б'^лч) Qa2,
1Z

/?2j = ֊֊֊ {£<и (£ — U 4- w (rt — 7]0))։

Q։ ։ = (ъ — >Խք) — to (Հ — Sox)I 4- (Spto - 4i;„) pai.
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Q1- ՜ ՜ *[րև (?ЛЛ =Օ-Տ՜տ) (Պտտ tIO$j)] 4* Պ<’-՝տ) ՜ 22я I 7Г

< ձ1 = ֊7 Roj (Հ ֊ ■%) ֊ ՊՕտ (; ֊ Ц].Z/՛.

Qfifi— [•C>js(1՜/ ’Go) — ,’JOjs(c Պ))]"

Rn.j = $»./-r T.,J, 0 (s. $0) = arc tg Վ——------ arc tg —. (2.8
։ — *0 «

• Su — i (слй "Игл ՜ ri-:b<ss) ՜՜ 2 (<o$$w 4՜ ’’Jc.v’Jw) & ($. $o))> 
icA

• $12 — —՜ ՚ { 'S.t'Gdj.v — ^.WTi.v.<) ՜ր 2 ( -i-уЧ'лх 4՜ ^-..v'G'Asi ) ծ (S. SO1 ' . 
“A

՝$21 — • (cP.vTi> ?.9’G<b) 2 ~ Պտ7ւօ.4 (S, So):.“A

• -22 7՜ ( (ԳՀՕքք ЧХ^Олл ) 4՜ 2 ( v4(lM 4 Պտ W  ) ® (Sj So) !,*ItA

7 „ = Wc (S, s0) Դ Пог H ($» So). Л1 = =0.^ (S, s0) 4֊ w (s. s0)t

7~12 --= BosiA ($) 4֊ T(OiS<5 (s), Л-շ = (s) 4 G..„f IS),c(s)=-7^ [(5* -I*) 5, + 2 5^1, Z/.p-
(i (s) = ֊— [(G2) Tir — 2 ։^s]. r/.ps

2(S, so) — (SsGv.։ т|л»л) <■'(s) 4---- - հ ւրւ -г(2 •$) (՝Հտ։ 4՜ ՜4Պք«)^րzkp֊
IS. տօ) = (ryTjw d- (Տ> — |)հ ֊ր (2-$) (Հ-տճ 4՜ ֊G7iw) ci)}>

-Лр"

(2Տ)՜։
6(տ, S0) = rZ(S) ՜՜ր/,ս2 4 Г1Т,|л’)т1о.

7 (Տ, Տօ) = С (Տ) 4- <]տ- ('^4- Vfc) Պ0>

ձ(տ)= -(М.*-чЛ,)с($)  4-—> яр»
3 (s) = (Լ<ր,„ — т(Дх<) d (s)---- ' л
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Здесь функции, зависящие от дуги տ0, снабжены снизу нулевым ука­
зателем; при этом видно, что <2Я(/(5, ձ'օ) (п, у= 1, 2) Обращаются в 
нуль, когда дуги տ и .% совпадают между собой; последнее убеждает 
п справедливости высказанного утверждения о непрерывности ядер 
системы (2.6).

Устранив из второй формулы (2.1> члены, содержащие логариф­
мическую особенность, мы придем к иному, на первый взгляд, более 
простому представлению, нежели первоначальное. Назовем его глав­
ной частью представления (2.1); оно также приводит задачу к си­
стеме уравнений Фредгольма. Изучение же этой системы, по нашему 
мнению, сопряжено со значительными трудностями. Предпринятые 
попытки исследовать ее, нужно признаться, не увенчались должным 
успехом; нам не удалось преодолеть встретившиеся трудности до 
юнца. Разумеется, можно было бы продолжать усилия в этом на­
правлении: однако они были бы целесообразны и оправданы лишь 
а том случае, если бы упомянутые слагаемые вносили усложнения в 
систему интегральных уравнений. Между тем в данном случае имеет 
место как раз обратное. Наличие указанных слагаемых упрощает си­
стему.

В формулах (2.8), откровенно говоря, вопреки ожиданию ан юра, 
при ягом отсутствуют логарифмические члены, благодаря чему ядра 
(2.7) являются непрерывными функциями аргументов .$ и Это об- 
стояте. ьство в известной степени облегчает численные операции над 
системой.

Мы думаем и, нужно полагать, нс без основания, что вряд ли 
исследуемая задача для области произвольного очертания может быть 
сведено к более простой нежели (2.6) системе уравнений Фредгольма. 
Учитывая элементарный характер ее ядер и. в особенности, средства, 
которыми в настоящее время располагает вычислительная техника, 
можно найденное решение без преувеличения считать эффективным.

Примечание. Существует глубокая и далеко идущая аналогия 
между рассматриваемой задачей и плоской задачей теории упругости 
с заданными краевыми значениями нормальной составляющей вектора 
смещения и касательной составляющей вектора напряжения. Эта ана­
логия. насколько нам известно, была впервые подмечена М. М. Фрид­
маном. Здесь она сразу выявляется при сопоставлении равенств (1.11), 
(1.12). (2.1) и (2.2) с предельными условиями и формой представ­
ления искомых функций в названной задаче*.

§ 3. Докажем теперь, что система (2.6) всегда (при любой пра­
вой части) разрешима единственным образом Действительно, пусть 
*?($)՛ и Հ1>1(տ) — некоторое нетривиальное решение однородной (/։ = 
= /2- 0) системы (2.6); отвечающие ему функции согласно (2.1) 
назовем ®0(ճ) и փօ(շ՚); они удовлетворяют однородным равенствам 
(1.Н) и (1.12) при добавочном соотношении (1.15) и условии бо(0) — 0.

* См. /7. И. Шерман. Об одной задаче теории упругости со смешанными одно­
родными условиями (находится в редакции ДАН СССР).
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О।сюда по теореме единственности заключаем, что везде в области! 
Տ функции փ0լր) — փ„ (z) —-0. Имея это в виду и полагая г-0 в пер-1 
ком равенстве (2.1). получим важное соотношениеJ >Հ’(տ)7,6,- vV”(s)

ձ I
Введем на контуре I. функцию

/ I
֊» «) = ք (ՀՆ) Հ”(տ)! dt, (3.2)1

и I

равную нулю в точке с аффиксом а. соответствующем началу отсчета 
луг. Из (2.1), (3.1) и (3.2) ясно, что »•> (г) = ю։ (х, у) 4-у) ре- 1 
гулярно вис / и ограничена ни бесконечности; ее же производная I 
имеет на бесконечности порядок ()(г ՛••).

Преобразовав посредством (3.2) к надлежащей форме второе ра­
венство (2.1), будем иметь на L I

»P’(s) T,t„ (S) = »'(«,

4FH-v!04s)P(/) + ^(s)Q(f) + 9«) = А, (3.3)

где 0(z)_= 0։(х, у)ф/7А(л'. у) регулярна вне Լ и исчезает на бес­
конечности; причем /1. вообще говоря, комплексная постоянная, 
равная

Л = ֊ С ( -Tffl + 4** (s) Р (է) + Հ՝1 (s) Q (01 ֊• (3.4)
I 

L
Изложим далее

:(z)»«(z)-}-4, x(z) = т1 (х. у) 4- /х2(х. у) (3.5)

и внесем во второе равенство (3.3) вместо плотностей v(։0)(s) и ՝A"(s) 
их значения через т, и ~2. взятые из первого равенства. После этого 
получим

5(7)+/֊ it Հ. (- ■) ֊2֊?֊‘ 0 (0 = 0. (3.6)
X 'Л‘ Qss '4r ՝՝sxJ Օհ ծհ

Умножим теперь последнее равенство на էտ и отделим в нем 
вещественные н мнимые части: затем первое из вновь полученных 
соотношений дополнительно почленно умножим на $sTj£i i)s£„ и вы­
полним некоторые само собой напрашивающиеся преобразования. В 
результате, переставив эти уравнения местами, будем иметь

Tu'i + $։ —1 4-Л1 -—՜ 4՜ ՀյՕշ 4- = 0. (3.7)
Օհ Ժհ
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'Ղտյ՜ւ ; Ti ~ 4՜ Հշ ~2 4՜ 4՜ тМЛ9։ — 0. (3.8)
Л Uz

Введем в области внешней к Տ бигармоннческую функцию

'/.{X. у) - ~z֊.{z}+-z Г(Т) Н- g(z)֊ Tjzj՜, 7<Л) = | 0 (-г) dz. 

Соотношения (3.7) и (3.8) при этом дают на /.

^=0. О(7) = 0. (3.9)
(Is

Та:: как / принимает постоянное значение на Л и по построению т(г) 
однозначная функция, то o(z) можеть иметь логарифмическую осо­
бенность. выражаемую слагаемым /Лиг, где коэффициент /9 —обяза­
тельно вещественный; в противном случае X(х, у) при обходе кон­
тура /. получила бы приращение, отличное от нуля, что невозможно. 
Следовательно, функция / (х. у) является однозначной в области ее 
изменения. В окрестности же бесконечно удаленной части плоскости

Z У) = 8z ֊Ւ + D In R 4- (х, у), (3.10)

где В - некоторая постоянная, R = \/х՜ փ у2 и Z*  ограниченная 
функция; ее любая л-я частная производная имеет порядок 0(/? "). 
Нетрудно усмотреть, что формула (1.17) остается справедливой при­
менительно к функции /Дх. у) для бесконечной области, ограничен­
ной /.. В этом убедимся, учитывая поведение /_(х, у) на бесконеч­
ности и заметив, что (7(/) в /7(*/)  имеют соответственно порядок 
9(/Г՜) и 0 (/?'). В самом деле,при этих условиях криволинейный ин­
теграл, подобный (1.17). распространенный по окружнности сколь у годно 
большего радиуса, в пределе обращается в нуль. Далее, приняв но 
внимание, что взятый на контуру / интеграл в (Ы7) равен нулю, 
па основании (3.9). заключаем, что необходимо / — const тождественно 
всюду вне Отсюда имеем -(c) -U(z) —0, что в свою очередь, 
если вспомним условие ш(а) —0, дает w(z) = 0, а значит и Л — 0. 
Наконец, обращаясь к (3.3). найдем, что плотности у*’1'($) = ՝կ\տ} — 
— 0. Таким образом, установлено, что неоднородная система (2.6) дей­
ствительно имеет единственное решение.

Примечание /. Вид первой формулы (3.3) побуждает несколько 
задержаться на случае, когда в состав отдельных участков, образую­
щих контур входят отрезки прямых, достаточно гладко сопряжен­
ные со смежными дугами. 11а прямолинейных участках = 0.
вследствие чего указанная формула становится неопределенной. Од- 
на:<о и в данном случае безусловно соблюдается равенство Հ՚^՜տ) — 0; 
мы удостоверимся в этом, обратившись непосредственно к второму 
равенству (3.3) и взяв во внимание, что по доказанному w(z) = 6(z) 
= .4 «0,.
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Примечание 11. Из условия (1.11) ясно, что найденное решсии. 
(2.1) будет удовлетворять заданному краевому значению прогиба с 
точностью до некоторой постоянной. Изменив решение на эту адди­
тивную постоянную, мы точно удовлетворим названному условию. 1
Институт механики Ail СССР Поступило 21195Т

Դ-. Ь. SLpifuiG

եՋՐՈՎ. ԱԶԱՏ 2եՆՎ_ԱԾ UULb ԱՌԱՋԳԱԿԱՆ 
ՃԱՎԱՍԱՐՄԱՆ ՄԱՍՒՆԱՄՓՈՓՈՒՄ

֊.ոդվածո, մ if իտարկվ՛ում Լ ագատ հենված սուլի ք այն ական ծոէւււքր, 
ե՚հ իք աղ րելովոր նրա մ իՀ ին մ ակե ր It ո է յ իք ր գրավում Լ րա վոէկանաշաի 
~,արթ փակ եդրադծով ոահմ անափ ակված վերջավոր աիրու ք իք ։ Խնդիրը հան֊ 
դում Լ տիրույթում Z = X 4- /)' կ"մպ{եր։ւ փոփոխականի © (2) Л 'y(-՝! 
երկու ռեգուլյար и իս ml.tRil, ր ի որոնմանը հա մ ա պաւոա и խ ան եղրային պայ­
մաններից։ Այդ փանկէյիանե ր ր արվում են հատուկ կե րւղէւվ ընտրված ին­
տեգրալ ձևով, ո ր ր կախված I; այսպես կո\վա ծ V|($) և Ն(Տ) իւտու թյան- 
ներիդ աղեղի իրական ֆունկցիաներից։ Այգ ձևով արտահայտված 
ձ փ(2)-/> տեղադրումը վերոհիշյալ եղրային սլա յ մաննե րի մեջ' հանգն գնում 
կ <հրեղհո լմ у» երկու ինտեգրալ հավ ասա րաւքեե րի и ի ոտեմին' v„(s)(«=l,2) 
խաո։ իք յուններր որոշելու համար։ Նրա միջո։ !լհերն սւն ընդ հ ա տ են և ար- 
։ոաՀ.այ ավ ում են տա ր րական ֆունկցիաների մ իԳս ց ււվւ Ապացուցված՛ կ, 
որ Ֆրեղհոքմի ստացված и ի и աե tfii ունի միայն մեկ լուծում։ ինտեգրող 
հավասարումների միզուկների ։ղ ար դ„։ թ յ и ւն ր թոէ-յք է տալիս, նկատի 
ունենալով </ամ։։։նակտկից հաշվողական աեիռնիքլայի միՀոցներր, համեմւս- 
տարար հեշտ կաաարել երևոլյիէի որակական ե թվային ա՛հա լիդր։ Այդ հան֊ 
•լամ անվ>ր հիմր կ տալիս ր՚նդ ո ւնե լո ւ, որ խնդրի այստեղ ա ո տ^ա րկւ/սյծ 
լուծումը գոյություն ունեւյող այլ լ/էլծ ումների համ ե մ ա տո ւ թ յամ ր, ունի 
որոշ աո ավևլոլթյուն՚էւեր։
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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

10. А. Амензаде

Изгиб призматического бруса, ослабленного 
круговой полостью*

1 Рассмотрим изгиб однородного изотропного призматического 
бруса с круговой полостью, под действием сосредоточенной силы, 
приложенной вдоль одной из малых осей квадрата (фиг 1) Обозначим 
через .Տ' двусвязное сечение бруса, ограниченное: извне—Криволиней­
ным квадратом Lx со стороною 
'2Ь и диагональю 2а, изнутри— 
окружностью L2 радиуса /?. рас­
положив сечение Տ в плоское ги 
г = л+/у и поместив начало ко­
ординат в его центре, направив 
координатные оси х и у по ма­
лым полуосям криволинейного 
квадрата Լր

Как известно [I]. определе­
ние напряженного состояния при 
изгибе бруса сводится к отыска­
нию функции «֊(z) комплексного

Լ,

‘Риг. 1.

переменного z ֊ х -f- iy аналитической в области Ճ, при 
условиях

?(О + ?(7)=֊-2Л1(/)4-£>1 на Lv

? (О + ? (7) = 2г3 (/) 4- на

граничных

(1.1)

тле / — аффикс точки квадрата ձյ или окружности ձ2;
М и D2 вещественные постоянные; одну из них, например при­

мем равной нулю.

4a֊s>' + 2(1+°) {x>’dx a = i,2)- (>-з)у X / О X

Здесь интеграл берется по окружности или по периметру криволиней­
ного квадрата от некоторого произвольно фиксированного начала до 
переменной точки, а—коэффициент Пуассона.

2. Возьмем отображающую функцию внешности криволинейною 
квадрата ла внешность единичной окружности в виде

’ Эта задача вами ранее была решена [4| методом Д. И. Шермана, при этом 
решение было сведено к интегральному уравнению Фредгольма.
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Из равенства (1.3), после некоторых не сложных преобразований. п( 
лучим

Հ(') = ք*Օ = ^ jc,( ■=-֊ j+C։(r>-lj+ I

+ ^- i ) + շ'փ’ .y)+ 113 ՜- I

Здесь ՜ аффикс точки Հ, / аффикс ючки Lz, и, кроме того.

С, = 1 [3(1 —?п) —10wa + 2a(l—С/и3)],
8

С;, — J—— $ր,լ3 2/иа(2 —3m3)),

г ,п Гч™ 1 1 6зС5 = dm ֊1----- --- — .
8 5 5

С- - - (5 - 2з), С, = —.
56 8

3- Искомую функцию <?(■?), регулярную в области, занимаем 
сечением бруса, будем искать в виде

?(г) = <р։(±) 4-®2(z), (3;lj

где ср, (д) —функция. регулярная внутри контура Lv 
функция, регулярная вне окружности /-2։ и.

?շ (°°) = 0.

Кроме того, функция е2(д) представима в виде ряда

где неизвестные коэффициенты условимся считать чистомнимыхя
Функцию ?,(>), регулярную внутри кривой Lv очевидно следуе 

считать непрерывной вплоть до Пусть / — аффикс точки ձ, н •֊ 
аффикс единичной окружности у в плоскости Լ, отображающей, со 
гласно (2.1), кривую Lx.
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Д. И. Шерман указал способ разложения ?։(z) в ряд по полн- 
нои.-м [2]. Воспроизведем здесь эти рассуждения применительно к 
взятой отображающей функции (2.1).

Разложим граничное значение функции ч>։ (?) на криволинейном 
квадрате в ряд Фурье на отображенной окружности 7; полагая 
?։(0 = Հ ('). будем иметь

•ч
Հ (’)■=£ ь^- (3-3>

Здесь неизвестные коэффициенты (k փ 0) примем чисто мнимыми, 

а постоянную ծ*,11 — вещественной. Умножим обе части (3.3) на ядро 
Коши

_1 _1С 
'2r.i t-z

и проинтегрируем по криволинейному квадрату Lv Считая точку z 
находящейся внутри контура будем иметь

-А-
—— dt. 
t—z

(3.4)?,(z) = *•!>+ V ծԱՀ-Լ 
/> *• z к - 1

Учитывая, что функция g(z), обратная функции (2.1), регулярна 
ьне Lv за исключением бесконечно удаленной точки, где она имеет 
полюс первого порядка, получим, разложив ее в ряд Лорана

^(2-)= -V ал(—) . (3.5)

где а0 = 1; а„ — mD„ _ ։, п = 1, 2. 3, • • •

Здесь коэффициенты ՀՀ ,։ вычисляются один за другим последова­
тельно, согласно рекуррентной формуле:

1 ՀO,= a«-1; О», ■= - \ (2*+ It, > 1.

Такаи образом,

«։ — m, а» — — 3m’, tf3 = 15/n3, a4 = —91m4,

<շձ = 612/ո5, ac~ 4389/we и т. д.

Разложение (3.5) справедливо вне окружности, описанной вокруг 
(наолинейного четырехугольника Z-r

Возводя ряд (3.5) в степень к, будем иметь
«АН. с»риа физ.-мат. каух. М 3
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Здесь
Л

<յ = ^, — У Г)" ) аА, а™к при п > I.

Принимая по внимание (3.6), получим

/Հ4 уМ-Аг

’ С ՃՋ dt = У -1 f ճձՀ___ dt. (3.7)

откуда (учитывая, что точка z лежит внутри /.։) найдем
I

-i֊f£i£U- ув«(4у-\ 
t-z и;

(£ \ к
•4-1 — наибольшее целое число, содержащееся в ( .

т. е. = 1. 2. 3,). |

Таким образом, имеем

?։(2) = ^> + V />н^(г), (3-8)

k-t
։де положено

fi(r)

л - II \ ^ /

ИЛИ
Л

4*(г) = У’ (4Y- М
— / . I

Подставим (3.9) в (3.7); тогда

□о & •
>.»-4;+ՋժՏ՛ (тУс. (4) ■

*■'--(֊1 т 1

>- •. . У -Հ՜ I»» . <1А М
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4. Исходя из (3.8) п (3.10) можно, как сейчас покажем, полу- 
шть выражение для коэффициентов с отрицательным индексом 
через коэффициенты /Հո с положительным индексом.

Учитывая отображающую функцию (2.10), будем иметь:

[֊֊)' = £ (֊')4 С? տ՜Դ. (4.1)

г — 3»

Подставив в выражение (3.10) значение из формулы (4.1), 

^№учим

?;(^ = ^։)4-V b^pk{z), (4.2)

Л» 1
I где

к > v-£ V—C v—C
Р*(0 = £' а(Д, У*(-1) ' С. ’ m ' (4.3)

у=А.'—}£[|) ՜

Разобьем внутреннюю сумму (4.3) на две суммы, соответствен­
но с положительными и отрицательными степенями հ (не выписывая 
выражения под знаками сумм), а именно

, v֊4eGP֊4

S‘--- = S‘ •••+ £
Н ,_4е|’֊)

а) Рассмотрим двойную сумму из (4.3) с положительными сте­
пенями հ, записав ее в виде

к м

>=fe-4E(*) г"у-4/Г(т)

<!1. если
если —4Ճ<4,

если
если0

е = ч — 4<?(-1, 
е =/= v —

= 0, 1,2---£( 7 ). ^ = 0. 1

Из условий
= /г -ԽՀ е = у — 4<?tf»

BBS од им



52 Ю. А. Амеизаде

где
е|։> = 0, 1,2,... )=о, — «"՛

отсюда

<?.ш = ծ — 4£ / ֊ Y d?max и /г,

и при фиксированном е из условия v — е -֊■- 4е<2) имеем

Лп1п = г, а из условия v =/г — 4eU), vmax -= k.

Таким образом, меняя порядок суммирования, получим

А- ■» к
S Լ •••£<Д֊4^ = Տ АЧг

где

4»~е

так, что для суммы с положительными степенями հ, входящей ւ
имеем

со •
У, МР У • • • £Պ л •’> У • • * £|2) ճ <21 =Ճ-J uk v>fc_4f —յ 4»^—4t.

=Ей’ Г s^.

В (4.4), меняя порядок суммирования, легко найдем, что

(4.5>

(4.2),

(4.4)

Из условия е k — ՜է՜ 4е<2> ( ժ’2) *• 2. • •

при заданном е. имеем k =е-\-Ае,}> = 0, 1, - • - ос).
Принимая, что k փ 0, получим
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[£ (е) = е, 
4111ц ՛.

И,
՝ А?гпах — 00 •

Ժ = Օ

в) Рассмотрим теперь сумму с отрицательными степенями т;

Здесь правая часть получена изменением знака у индекса суммиро­
вания.

Следует иметь в виду, что значение v - 0 здесь автоматически 
выпадает, так как при v = 0, нижний предел для е оказывается боль­
ше верхнего; следовательно, v> I. В двойной сумме

с 3» v-1-tf '+С *+е
Ճ* Г (-1) 4 с/ m ’ ± (4.61

I «->֊«(-£) ՚ ր-«(1+=է)-.

изменив порядок суммирования; из условия

ff=3v —4^։/^* = 0, 1. • • • V — е( I Ч-
у \ 4; /

исключая ՝/, находим
е =3k 4 (<?<’> Ч-Зе*2)), 

отсюда
| е«,« = 4(1 4-£(}))-*.

£max = 3k.
При заданном е из условия

е Ч-4е<։> 
3 .

очевидно,

Vmin = ? + (թ = 0, 1, 2) И 

из условия
■' = k — 4ժ<2>; Vmax k.

После перестановки порядка суммирования вместо (4.6) будем иметь

где
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Հ. »+< <■»<? *+<՛
V* (- 1Հ с. ՚ ու ՚ ««>. ■ (4.7)

Изменив порядок суммирования в выражении

X ЗА-
V w V'

приведем его к виду 
« со
V֊/ I՛ (4.8)

з

В самом деле, из условия е = 3/е 4<ղ

ех = О, I, • • • k — Е ( 1 -г j | | следует, что ешах - со и

^tni„ — I. При заданном же е, очевидно,

^тах = И Л|п1п = к *1------ у~^՜ (й = О, U

На основании (4.5) и (4.8) из (4.2) для значения функции 
на 1-} будем иметь 

со сю 00 «

?;м = ^'։+У У‘^.г*р+У Լ У' io)
«г-0 *-/•(<!) г-1 к , г+3

С другой стороны, согласно (3.3), имеем

СО ОС
Հ(-) =Z?U) + V/yn-r 4- V ծ(Ո . (4.10)

<*-։> г— 1

Сопоставление (4.9) и (4.10) дает

к,., =1. ^.։=° (4.11)

а;

*1'> = Г (е=1, (4.12)

Формулы (4.11) и (4.12) и приведенный их вывод были сооб­
щены нам Д. И. Шерманом в качестве дополнения к содержащемуся 
в упомянутой статье [1] разложению функции, регулярной внутри 
криволинейного квадрата ԼԼ в ряд по полиномам.
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5. Вернемся к сумме (3.10). Звездочка вад суммой (3.10) ука­
зываем. что индекс v изменяете»: на 4 при переходе к смежному зна­
чению

՛* = k — 4£ ժո= 0. 1. 2--4 4^(0

В круге, ограниченном контуром Լ*. функция ?i(z) разложима в 
ряд Тэйлора; внутри в на окружности Z-5 можно изменить порядок 
суммирования в двойной сумме, определяющей ®։ (z).

Введем множитель £ (е'}) = 0, 1,2, ' I так,
\ к4//

что

1 если v — Л — 4£ ~j 4֊ 4ԺՂ

(ь \
1 46«ալ

4 I

Опуская звездочку в (3.10), будем иметь

мя-ч՛+Տ S'X •»
Л—1 »—0 4 ՝■} /

Переставим в двойной сумме порядок суммирования. Не выпи­
сывая (для краткости) выражения под знаками сумм, будем иметь:

(Л \
հ I -г 4^’-\ при заданном \ имеем k =

«Н4^։, (е(2)=о. I, 2-..со).
Принимая, что А =# 0, легко получим:

£(•/)= 7 (v^O).

£Ի) = 4 (֊-О).

Опуская в двойной сумме множитель е и вводя
у,А-4£(£)+4Л 

)бозначение
R

/А = (л ) (5.2)

получим
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Отметим, что, согласно сделанному выше допущению, постоян­
ные /Л будут чисто мнимыми величинами.

На основании граничного условия (1.2) и формул (3.2) и (5.3։ 
имеем на окружности Լշ

со

2ծ„ 4- у (Н. - *га) 
V—I

Постоянная /7jn, как легко видеть, выпадает из соотношения 
ъа Լշ.

Из последнего тождества имеем

Ь^=0, /Л — ծ՚շ) = 2/7?3^ (v=l, 2,...); (5.4)

здесь е, = О для ՝/=/= 1. 3.
При помощи (2J) и (3.2). с учетом разложения бинома, полу­

чим на криволинейном квадрате

= տ Ռ У Տ (- тДг֊-
А-1 ' ' л-0

Введя в выражение функции ?2(/) вместо //.новый индекс е — 4// - А, 
֊будем иметь 

со со г—Л Ժ-& с—£Ճ/ \ к 4 4 д 1
(11 *'/'ճ «֊О т Գ» - на (5-5>

*-1 Х 1 е-к

Введем множитель տ ... (^l|==0, I, 2---оо) так, что
е,А՛-1-4/? 7

= |1 (ժ=.-^4-4Ժ։>),
>*+4г(1՛ '.0 (е^Л4-4<?<’>).

Не вписывая в (5.5) звездочку, получим

?.(?) = s (J-)*¥Տ(-’)~< «4 ? %,*+4e(.i • 1
Л-Iх й-А

Переставляя порядок суммирования и опуская 

окончательно будем иметь
х I 

ч>։(/) = <р:(г) = Ул֊,

множитель з

(5.6)
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Пределы суммы (5.7) легко определяются из k — в — 4е(21:

Ժ»=0,

Отметим, что Те суть величины чисто мнимые.
Исходя из граничного условия (1 1). формул (3.3) и (5.6) на 

окружности 7 в плоскости Հ, получим

SO 00
v у *<!>( -• !-£),, (5.8)

ЙЙ»| V——да 

где штрих над суммой указывает на пропуск слагаемого, отвечаю­
щего ч = 0.
Из тождества (5.8) имеем:

_ 7; + =2iA^C. (*= I, 2. •••), (5.9)

причем нужно положить Շ\ —0 для * ¥■• 1,3. 5, 7, 9; кроме того, из 
(5.8) вытекает, что постоянная Dx — 0.

Из (5.4) имеем
/ДР = Я. — 2/7?3е,. (5.10)

Подставив значение для из (5.7) в выражение для Г., по­

лучим
, »-« > -* լշձ р k

Т.= у’ 4 m ' cj j 4

Л--Ч7)

ИЛИ
• ՝-* Г)

\-i* 4 4 „ I /*՝ \ծ ւյТ,- У (-1) m с_, (д)№-

■

-2։Д’(- 1)' (д-Հ m 1 C-ie>

J=^-4E 1 . (5.11)

Учтем формулу (5.2) в (5.11), тогда
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(£(*) = £ (Л / 0), £(Л) = 4(* = 0)).

Меняя теперь порядок суммирования, будем иметь

”. т%м’гт
Л ճ СЛ'»-2М»(-1) zT т С.е/։ (5.12)

где

- ճ’<- ։)4 т4 с_\(յ )’\ղ ■ <5 I3>>
Н-.Щс) 4

Пределы .И(՝0, .-И (е) и V (ժ, •/) определяются из условий

* = е<” = б. !..■£('-֊՛) .

е = Е (k) 4- 4^։։ (Ժ-» = 0. I - • -«),
отсюда

е = -> - ЛЕ J J* ) 4- 4 (е<։> 4֊ е*2*).

Таким образом,

emin = М(•#) = V — 4/Հ ~ 1 , етлх --= ос.

Из условия ժ = Л-f-4е(2) при заданном е определим

k = е 4<?<։> «"’ = 0. 1.•■•/:(֊) ).

отсюда

/?ш1п = (<-’)-= е—ЛЕ

I. — р^՛ (<•’ '0 — е- 
А’шах — I

՚4=։/, v;

Учитывая (4.12) и (5.12), из (5.9) получим

ОС 'X.'

'“՝ ^(֊)

(5.14)

где (Е,, = d’., с #= V, г, / •

I 4 /А* \ЛЬ;^ 44 |
/, = — 2М3|( Г) ^֊) т С~. е}—С\ | (v= !. 3, 5.- • •) (5.15}

(ժ« = Н" Հ • ез = ֊֊ т ej = 0, (yV 1. 31 j.
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Значения свободных членов системы (5.14) для =-0,8 н - = 0.3

прицелены в табл. 1.
Теперь придадим системе (5.14) вид:

* .......
\qe.J)"} = /4. (5.16)

Հ-1

Здесь ^.. — коэффициенты. составленные соответ- 
ствуйцим образом из коэффициентов d,..,, Հ.. а 
именно

— dr^, е = v — 4Z: j -h 4 с.

Ч..-е = , ' Հ
О

о-о, 1. 2” ).

Таблица I

■r
z, = м*
5 - 0.3

1 0.4050511
3 0.1758220
5 -0,161452-10 ’
7 0.199053-10 1
9 - 0.189405-10 -

II 0.48545-10 2
13 -0.50568-10 3
15 0.89S0-10 3
17 —0.5619-10 4
19 0.1498.IO՜3

Из (5.15) следует, что при четных > система (5.16) нрдес։авляет 
однородную систему уравнений отдельно относительно неизвестных

2. -I. 6---). Вейлу единственности решения следует полагать 
их равными нулю. Следовательно,

е = 1, 3, 5«*«; * 1, 3, 5---

(Положив
ч^ = ск,.к, ^» = лЧ,. /.-/г

Ի=--ր - к г)
вместо (5.16) получим

яа
VC»,.jAt, Д'» (к 0.

*1-0

Удержав из этой системы первые десять уравнений, будем 
иметь I у

Мс*„»хл, Д« (k =0,1,.--9) (5.17)

л,-о
(качения коэффициентов С\.й приведены в табл. 2.

В первом уравнении системы (5.17), приведенной к нормальной 
форме, сумма модулей коэффициентов больше единицы (как это сле­
дует из табл. 2); в остальных же уравнениях эта сумма меньше еди­
ницы.

Выделив из системы (5.18) первое уравнение
9
Мс*.ол». (5. IS)



60 Ю. А. Амевзаде

получим систему, состоящую из девяти уравнений: 

V Сь ,Ь Л>, = 3* (^: 1,2. •••9).

где

(5.21)

(5.

ИЛ- — Д''' — Со,<| Л'о.

Решение этой системы ищем методом последовательных приблнжё 
(что возможно в силу сказанного), полагая

л> У-ф. 15.19)
«■-О

Здесь .<v») — приближения a —О, 1, 2--- порядка, определимые после 
довательно одно за другим рекурентнон формулой

1 Л՜' \
4» (У 

*ն-1

4'՜
I /*■՛
~ У с»,Л 4"’ 4- 
с fe.A \

' fe,“J

9

На основании (5.18) (5.19) и (5.20) получим:

Xt = ‘<>аХ0 + -Jk iA3, k— 1, 2. 3 • • • 9, 

0,4750423 ... .
Л° ՜ 0,2810652 Z? 1.Ь901о0/Д .

Здесь

II)д, — \ Ш<*>, 

a-О
՚հ = 2j 

a-0

Значения wjf> и фЮ и Ф* (k 1, 2,...9) для у- 0,8 приведены в 

табл. 3 и 4.
По определении Ь\", на основании формул (4.12), (5.2) и (5.4) 

для д- 0, 8 были подсчитаны неизвестные Н., 1№, они поме­

щены в табл. 5.
Учитывая (3.2), (5.3) и что ֊ 0, получим

со 
V-I* ?(г) = V

fe-i

А
-

Непосредственной подстановкой легко убедиться, что найденна 
функция «(z) точно удовлетворяет граничному условию (1.2) на окруж­
ности ձշ.



Таблица 2

° 8 9

0 0.36 —< -0,165828.10-‘

1 -о.нпш О՜1 -0,379571. Ю՜2

2 -0,711 III LIO՜1 -н -0.1771173. IO՜1

3 -о*՜1 -0,31989.10՜4 —0.1502045.10՜’

•1 — 0,790123.10՜՜ -Н ֊0.2866196. Ю՜1 ֊0.15890.10՜’
5 -О'՜1 0,817436, Ю՜4 —0,2136419.10՜*

6 - 0,877915.10 3 -3 —0,2786092.10՜1 -0,278069.10 ‘
7 —( —0,501548 Л О՜՜1 —0,2011296.10՜’

8 ֊0.97546. Ю՜4 -4 0.9799029 —0,158407, Ю՜4

9 -0՜* -0,141732.10՜’ 0Д85381?

Таблица 3

V 
у. 1 9

и -0,1505864 +’ - 0.24588.10՜3

I • -0,15260.1 О՜2 ±՜4 —0,3745.1 О՜6

2 1 0.1550.1 О՜3 4-0,2441.10 6

3 -f 0.103. Ю ’ + 4-0.l98.10~7

4 4-0.6.10 fi 4֊ 4-0.12. Ю՜5

"А 0.1488945 -0.24599.10՜’

Таблица 4

\ k
1 9

0 0.2382877 __3 4-0.6981.1 О՜5

1 -0,25500.10՜2 -0.4072.10"5
2 -0.1719.10 ■* —0.329.20 ՜5
3 - 0,95.10՜8 — —0.196.iO՜7
4 -0,5.10 ~ 6 -0.11. IO՜3

Ъ 0,2410196 4-0.2359.Ю 5
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Значения величин
до, _?(') ?(6 ֊2Fi(t)1O0 

/օ՜ 2Ւ\{է) 1и ’

дарэктсфнзующие степень точности, с которой найденная функция 
го(.’) удовлетворяет граничному условию в наиболее характерных точ- 

4
№/= ib и / ае соответственно равны՛-

Д % = ֊ 0,05146 %, А % = 0.02222 %.

Таким образом, граничное условие выполняется достаточно точно 
и на внешней границе ԼՆ.

Таблица ծ

k b^։iA= 42>։M3 /7Л:/Л» lP\iiA3

1 ■г 1.6401498 +0,9390123 +1,3998423 +0,1642245
3 -0.4926736 -0.1364391 —0.2644394 —0,18’4587
5 +0.1037894 +0.403459-10 1 + 0,403459-10 1 -0,177163 JO 1
7 -0,282039 10 1 -0,7,45012-10 2 -0.785012-10 - -0.133150-10 2
9 +0,172751-10 ’ +0,322489-10 2 ք0,322489-10 2 +0,56593-10 3

11 -0,646953-10 2 -0,83614-10 3 -0,83614J0 3 +0,5734-10 4
13 +0,393674-10 2 +0,32190JO 3 +0.32190-IO՜3 + 0.7464J0 5
15 -0,160972-10 - -0,8733-10 4 -0,8733-10՜ 4 + 0,1855JO 6

F +0.101568 J0 ? +0,2287.10 4 -0,2287-10 4 —0.910-10 7
19 -0,41321 JO՜'3 -0,5955 JO՜5 -0,5955-10 5 -0,695-10 7

Вычисления, проведенные в точках ib, i—-— и iR для вели­

чины касательных напряжений при = 0,3 и ~ -0.8, дают со­

ответственно значения:

РЬ- Pb~ Pbzл,л 2,1565 } . л-,.2֊ 2,1761-"-, - 2.2563 у ,

где Р — величина изгибающей силы.
/—момент инерции площади сечения относительно нейтраль­

ной оси.
Сопоставим величины этих напряжений с теми, которые могут 

быть вычислены по известной для односвязных простейших сечений 
формуле Д. И. Журавского. С этой целью последнюю, для рассматри- 
.’асмого сечения, приведем к виду 

/ р \3 
0.924 ֊ 0.667 ֊ 

\ b ) рр
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Тогда при - 0,9 будем иметь

РЬа- 
- = 2.1888 у֊.

Из сравнения величин напряжений, полученных по нашим фор­
мулам и по формуле Д. И. Журавского, следует, что напряжения по 
формуле Журавского в точке /7? оказываются пониженными на 1.49%. 

а в точках i и ib повышенными, соответственно, на 0.58% и 

2,99%. Как видно, напряжение определенное по формуле Журавского, 
достаточно близко к истинному.

Величины касательных напряжений, действующих в указанных 
точках, полученных нами на электрической модели (ЭМ-7):

л՜-.յ 2.11— у—, А‘-,2--2,1/—у—, л՛. 2,35—у—.

Расхождения между касательными напряжениями, полученными 
по нашим формулам и на ЭМ-7, будут: в точке ib 2.17%, в точке 
ih 0,03%,. в точке IR 4,2%.

Л.лерГ>л >».1жл иски л индустриальный институт 
им. М, Азизбекова Поступило Г2 X !9.5б

8m, U.. 11.1ГЬП<|tui|h

ՇՐՋԱՆԱՋեՎ. ԱՆՑՔՈՎ. ԹՈՒԼԱՑՎԱԾ ՃԱՏՎ-ԱԾԱԿՈՂՍ ՋՈՐՍՈհՒ 
ԾՌՈհՍԸ

Ս. Մ Ф n Փ 11 I՛ IT

զուքվածում tf ի ա արկվitt մ /. շրջ ան ա ձե անէքրով թուլացված համասեէէ ի՛/"' 
ուրոպ հա տվա ծ ակս гр) չ էւրսուի ծրւոէւ)ր fun ռակսւո ի ւիորր աո ան ցրնե p ft g 
h plpn i'll tu !<{p։tt! p կիրսւոված կենտրոնացած tn »/ ի ա էլդ ե gm թpit'll աուկ ('hip t):

Ս,՚հհա i>n ttltiftttfpup ֆանկցիան չորսուի ղրաէքեցքսսծ in ի ftm j իք ած , ( 1. է ե 
(1.2) եղրալին պայմանների դեպերում, որոնված' է (1.3) ե րկա ֆունկցիանե­
րի ւոեսրով ՀԹյ  ւլեցււէ/рпр pinn ակա ւաւ նե pittnil , Jn и lupil լրո p շրջան пир՛) ի if 
դուրս ե անվերջս։ քժրււն մեջ ifltprit[i ւիո{սսւրկվսդ: 4վս մեթսդր քմւոքլ I; inuiiftu 
inifpiif ւչեպ րեftnii) սւուսնալ հւսվաւոսրtn քքեե՚րի պահանջւիւէք անվերջ ‘■.անրահաշ֊ 
վական t) ի սիստեմ . տրւանէյ 1"4"(իրր նաիւապես !երեդհոր) ի (էնտեղրա/ ‘iintlitiiiiiip- 
մ ան ր րերելա; Որպես անհրաէք եշ/ո, putfp միջակա էաապ, օէրոադործվ ած Լ 
՛է', է'. 7>երւ)անի Ipitpl իէք մ ե էք հադսրէրիսծ (-1.11) հ (4.13/ ա րդւա'հ,րր:

II ուաէքվ ած անվերջ սիստեմ ft կրճատված , հառէյվսւծ Հ սւասր հավttiutuր֊ 
ւ) ան: Կրճատված, նորմալ ձեի րերված սիոաեմի աոաջին 'սւէվաւււսրմւոն ծ'եջ 
դործ ակի էյն ե րի մ սդա քների էրս մա ftp մեծ կ մևկիէք (ինչպես ա րյ ՜էետեէո է)' է 
ադրս սակ 2-ից), իսկ ifhiuifiutS հավաиաfini.iliihրի մեջ ա քղ դտմարր էիո րր I՜
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•ՊԽ' II. սաի ш I'/ սիստեմ fly աստ չին հաւքաոսւրւււ ill. ասանձնա yif ած է, M 
tftiwjju։.} ինր '.uitlmii.iifiiii IH1I441 ծէքւսծ են հաջ иլւդ ական մոտավսրա [d(աննЛրի

1Լլնւսհեւււե րււծսւ.1ե ասա դւք ած /, ե yiu/у I, ալւփսծ, ոլւ ... /7/ մեծ ձ-тш* 
քկամր յէսսքէսրալաւմ Լ ( է. I ) եդլւսւլին պայմանին ե Հ\շդ[ւ.ււ։ւ րեն՝ < 1.2) պալ- 
Հանին.

Հարիսծւսմ fih րւք iu..f Լ նաե չ և դււ Հ> ши ան у լ>ի կետերում шцупу շոշափ tty 
քէսրւււ ւՐնե ր/ք մ ե ծա ft! Հանն ե у ի համ եմ luuttti.fJ րս.'հ ր iJ’tu (luiif սկւս ւ>ա'1էաձեէ1 [ty l‘lll"4 
-У/ ալնհր[ր հետ, hfdh այն պաչմւււնորհն աարածl,rlip սչ~ւ1 քսս/յասլ աիրւս լթ ի 
ւքրսւ և, ։1եքւջապես, շոշափաք լա fiitt.liih րի ա/и/ ե րնհ րր համ Inful m tj ած են 
(1հՄ֊7 J կլհկտրսւկէսն մոդելի սաադւիսծ արդ ւա֊ն լւների հետէ
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ГИДРОМЕХАНИКА

Г. И. Мелконян

Решение задачи струнного обтекания плоского затвора 
с учетом силы тяжести по методу 

источников и стоков

1. Общие замечания

Теоретическое решение, построенное на базе теории отрывного 
обтекания тел. находит свое применение в различных отраслях техника 
крн решении важных практических задач.

Решением этого вопроса занималось большое число исследовате­
лей, в основном с целью освещения ряда вопросов аэродинамики.

1А последнее время методы теории струй были использованы для 
решения практических задач гидротехнического строительства, судо­
строения, глиссирования и т. п. [>. 2. 3. 4, 5].

Отметим, что при использовании методов гидромеханики в от­
дельны:. задачах практики важнейшим условием для получения 
реальной картины движения жидкости, является построение теоре- 
тическбй модели, соответствующей действительной схеме течения.

В этих задачах движение жидкости принимается плоским и по­
тенциальным. Следовательно, рассматриваемый реальный поток дол­
жен быть ограничен в решении лишь той зоной, в которой отсутству­
ют вихревые движения жи,.кости. Наряду с этим рассматривается 
такая схема движения, когда силами внутреннего трения по сравне­
нию с силами инерции можно пренебречь. Как известно, такого рода 
решения с точностью до толщины пограничного слоя довольно 
удовлетворительно отвечают реальной картине движения. Вме­
сте с гея громадное значение для получения правильных результатов 
Ьшеет соответствие граничных условий принимаемой теоретической 
модели с реальным потоком. Однако я работах ряда авторов имеют 
место такого рода несоответствия. Так. например, на приводимых ими 
схемах обтекания неравнобоких клиньев, ориентированных под различ­
ными углами наклона к оси потока и обтекаемых как безграничными, 
пк и ограниченными потоками, а также в случае течения жидкости 

^тройнике, вершина обтекаемого острого угла принимается зз кри­
тическую точку потока, скорость в которой равна нулю.

Указанные предположения справедливы лишь в случае енмме- 
Я'И-*кта1 АН. серия фио.-хат. кяук. » 3
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трнчиого расположения клиньев, так как при несимметричном располо­
жении вершина клино может превратиться а точку срыва потока.

Зачастую не учитывается возможность отрыва струй от боковых 
стенок реального потока при его расширении и направлении течении ։ 
и т. п.

Теоретическое рассмотрение вопроса о потенциальном движении 
жидкости приводит к заключению о невозможности безотрывного об­
текания потоком острых кромок тел без понижении давлении ниже 
допускаемого предела, т е. о неизбежности возникновения отрыва. 
Гидромеханическое решение задачи обтекания тупого угла показыва­
ет, что в его вершине скорость равна бесконечности. Последнее об- 
стоятельстно указывает па невозможность безотрывного обккания 
острых кромок.

При отрыве жидкости от острой кромки, образующиеся струйные 
течения характеризуются вполне определенными кинематическими ус­
ловиями вдоль граничных линий тока, ограничивающих струю- Про­
пильное теоретическое обоснование этих условий и их соответствие^ 
реальными потоками также является одним из основных факторов свi 
дания модели действительного течения. Данная работа является про­
должением работы автора (Труды ЛИИВТ-а, XXIII, 1956). поэтому 
остановимся на некоторых основных данных, которые были отмечены 
ранее.

Основной задачей данной работы является иллюстрация метод® 
источников и стоков на частном примере обтекания плоского затвора 
(с учетом действия силы тяжести). Этот метод позволяет в отдельных 
конкретных случаях подойти к более эффективному решению задачи 
по определению коэффициента сжатия струн. Сопоставление решения, 
опубликованного в XXIII сборнике Трудов ЛИИВТэ с предлагаемым, 
говорит о несомненной простоте последнего.

2. Анализ граничных условий потока, обтекающего 
плоский затвор

В указанной выше статье вопросу изменения скоростей вдоль 
границ потока было уделено достаточно внимания. Однако, искодя 
из общих соображений, можно отметить, что при истечении из-под 
щита в атмосферу, на границе струн CD. рассматриваемой от отмер-1 
стия до сжатого ’сечения, действует атмосферное давление. Послед-: 
нее обстоятельство позволяет написать для линии тока CD уравнененве 
Бернулли:

р
(так как — = const). Здесь о—скорость вдоль CD, у—ординате гра- 

личной линии тока.
Из этого равенства видно, что скорость вдоль границы струи ИЙ 

является величиной постоянной в случае истечения ее в ммосфору.
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Отсюда следует, что построение решения в этом частном случае, 
строго говоря, не может быть осуществлено по методу классической 
гидромеханики, разработанному Гельмгольцем и Кирхгофом.

Однако ранее уже указывалось (XXIII выпуск Трудов ЛИИВТ-а). 
что при условии

ds 2g т I d s
изменением скоростей вдоль линии юка ծ՛ можно пренебречь. Там же 
отмечалось, что пследнсе неравенство справедливо в случае больших

относительных напоров С =-.-֊• (фиг. 1). При = 1 это неравенство, 
"о

кпк показал приближенный количественный анализ, справедливо для 
ի

яалых значении относительных открытий затвора л՜ — - 2,
Г

Приняв, что скорость в точке С равна и.», а в сечении DD1
uipu этом очевидно, что ■v2<'P։), приближенно было получено, что

>= изменяется в случае Հ = 1 в пределах от = = 0,8 до о=1. в

зависимости от степени открытия затвора х.
С помощью уравнений Бернулли, записанных для линий токов 

AI) в CD, и уравнения неразрывности, было выведено равенство: 

(1)

Փա. 1,
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(_>’=/= const) необходимо иметь еще одно уравнение x = f( а; — 

что позволит исключить нз зависимости (I) параметр а.

3. Определение зависимости x = fYa; />։ ) с помощью 
\ ծ0 / 

метода источников и стоков
а) Построение плана скоростей

Для определения зависимостей х= I) построим и об 

сти комплексного переменного р, -т ivv план (или годограф) скорое: 
рассматриваемого течения, представленного на фиг. I комплекс» 
областью z =• х 4- /у Как известно, w = ? 4- /փ.

Здесь «• функция комплексного потенциала, 
f—функция потенциала скоростей, 
փ-функция тока.

Известно также, что

— = vr—|-v|(2) 
dz

где 1*л и — проекции вектора скорости любой точки потока, а О— 
угол наклона его по отношению к оси ох.

Наряду с этим отметим, как и прежде, что нз уравнения Бер­
нулли. записанного для линии тока CD, справедливо следующее ра­
венство:

Հ֊ v’ = 2g (ծ։- ծ։) = л։. (3)

Здесь введено обозначение п = J 2g (б։ — ծ։).
Из равенства (2) следует, что зависимое!ь между скоростями 

•г1։ и v.. и величиной п подчиняется известной связи. существующей 
между полуосями эллипса и его полуфокусным расстоянием. Исходя 
из этих соображений, сделаем предположение о том. что изменеиве 
скорост ей вдоль границы струи подчиняется эллиптическому закону. 
Тогда Iодограф скоростей может быть представлен в виде четверти 
эллипса (фиг. 2) с большой полуосью равной v։. малой полуосью рав­
ной г։3. и полуфокусиым расстоянием равным п, которое может быть 
записано в таком виде:

л = v։ I 1 — о*. (4)
Возьмем зеркальное отображение полученной области и раздели։ 

его на величину п.
Обозначим эту область ограниченную эллипсом с полуфокуентл 

расстоянием равным 1, буквой /.
Нетрудно видеть, что на основании (2)

■
п dz



Очевидно также, что выражение
/ = sin է, (6)

реализует конформное отображение области է на прямоугольник плос­

кости /։, шириной, равной и высотой, равной

/arsh — или /arch ֊. 
п п

Подставив выражение (6) в уравнение (5) и решив его относи­
тельно z, получим выражение для комплексной координаты любой 
точки потока, обтекающего плоский щит. в виде:

г = -Ц-^- + А (7)
п J sin /։

Остается теперь отобразить прямоугольник области /։ на полу­
плоскость t2 и определить = ք{էշ). Тогда уравнение (7) может быть 
приведено к квадратуре, что и было проделано ранее в цитированной 
аыше статье.

Однако решение данной задачи указанным способом приводит к 
сочетанию гиперболических и эллиптических функций, разложение 

которых в ряд крайне затруднительно. Численное же интегрирование 
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указанного выражения представляет собой работу, требующую боль­
шой затраты времени и труда. Все это наводит на мысль об изыска­
нии способа, позволяющего записать выражение (7) в более простом 
виде.

Для этого остановимся подробнее на физическом смысле отдель­
ных элементарных гидромеханических понятий.

6) Физическая сущность особенностей я их связь 
с рассматриваемым течением

Известно, что выражение функции комплексного потенциала для 
системы источников и стоков можно в комплексной плоскости пред­
ставить так:

1 v

где дк—расход или интенсивность источника или стока, 
координата точки расположения его.

Очевидно, что бесконечное число одноименных особенностей,, 
симметрично лежащих на одной прямой, делит всю плоскость на бес­
конечное число вертикальных полос, ограниченных по краям верти­
кальными линиями токов, проходящими через точки разветвления. При 
этом эти точки будут находиться между особенностями.

Попробуем далее увязать действительную картину обтекания плос­
кого щита с понятием источника истока. На фиг. 3представлена гид­
родинамическая сетка этого 
течения, причем.как нетруд­
но видеть, течение жидко­
сти происходит от сечения 
ЛЛ։ к сечению DDX, кото­
рые расположены в области 
z в точках — со и 4֊ оо.

Таким образом, поток 
жидкости в области течения 
z ограничен стенками, плоскостью щита и границей струи.

Движение потока происходит от источника, расположенного в 
точке ДЛ։ с координатой - оо, к стоку, расположенному в DDX с коор­
динатой -г «х».

При этом граничные линии тока, следуя вдоль твердых стенок и 
отрываясь от острой кромки, движутся по некоторой кривой, форму 
которой можно будет в дальнейшем определить.

Нетрудно видеть, что построенный годограф скоростей представ­
ляет собой область внутренности эллипса с источником, расположен­
ным в точке /Լ4յ(ս0).

Интенсивности указанных источника и стока должны соответство­
вать расходу жидкости, протекающей через отверстие щита. Ясно 
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также, что течение в области плана скоростей будет осуществляться 
от точки /1 к точке D, образуя при этом гидродинамическую сетку.

Применение в дальнейшем конформного отображения этой об- 
•жги на прямоугольник устанавливает соответствие между точками 
отображенных областей.

В этом случае гидродинамическая сетка одной области переходит 
в геометрически подобную сетку другой области, и понятие течения 
от источника к стоку во вновь полученной области по прежнему ос­
тается в силе.

Исходя из этих соображений, можно по прежнему прийти к за­
ключению о течении жидкости от точки /1 к точке Г) в области /г 
(прямоугольник). Вдоль граничной линии тока жидкость будет дви­
гаться влево от точки Д к точке D через В и С, а также вправо че­
рез точку /•’ в /J, .что соответствует граничной линии ABCD и AXDX 
на фиг. 3. Остальные линии токов должны полностью заполнять вну­
тренность прямоугольника.

в) Составление зависимости f (t։)

Из уравнения (7) видно, что его решение возможно в случае, 
если значение входящей в него функции -к՛ будет выражено через 
При этом видно, что для получения искомого течения сток в прямо­
угольнике BBCD должен быть расположен в точке I) с координатой

- ֊ /arch или Л • rarsh —. 
2 п 2 п

Источник, расположенный в точке Л. будет менять свое место­
положение вдоль сторон BI՝ и f ’D в зависимости от степени открытия 
затвора.

Если нам теперь удастся расположить систему источников и сто­
ков в плоскости таким образом, чтобы линии токов их соответство­
вали границам полученного прямоугольника, го определение «՛ не 
представит никакой трудности.

Очевидно, что если разместить систему особенностей в плоско­
сти /։ так. как это указано на фиг. 4, то в дальнейшем решение за­
дачи будет вполне определенным. Такое построение вытекает также 
из представления об эллиптических функциях, являющихся двоякопе- 
риодическими.

Введем следующие обозначения: вертикальная, а ю, = — 

горизонтальная стороны прямоугольника, т = р 4- iq—ордината точки 
.4 18 общем случае величина комплексная).

Запишем выражение характеристической функции для одного 
ряда источников и стоков: ։ ։ wD , Штрихи у значений по­
казывают, что в первом случае, взяты источники расположенные в 
точках /V (см. фиг. 4), а во-втором —в точках А".



72 Г И Мелконян

Очевидно также, что характиристпческая функция, записав
пая для особенностей, входящих в две горизонтальные полосы 
моугольников. При этом:

®’t = ՜՜Հ,, : ։4֊+ u՝Dt.

Нетрудно видеть, что

пря-

(8)

WAt 2a>t
I у /у)— 2^!

—2£<-.,

11~(Pr_ ig) +2A«>։ I _

z?-i

z2На основании выражения si пт:* = r,z |]
*•-։ Շ

K՝A. — /z/sin(/։ p iq).
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По аналогии с этим

= — In sin (/, р + iq) 4֊ С։,

շո
— — In cos (Z, 4- i^-չ) 4- С*,

• »
շո

= —— In cos (Z, <w3) 4- C։.

Из (8) следует, что
~-L =5[ctg(Z։—/n,)4-ctg(/։ m1)4’2jg(/։ Ь»,) 4֊

4- 2tg(Z, 4- /«»•>))• (9)

Здесь — p 4- iq.
Теперь остается произнеси։ суммирование по вертикали. Тогда 

дифференциал характеристической функции для всех рядов плоскости, 
после ряда тригонометрических преобразований, примет вид:

_ 2Qsin/« , у rf» Sin/;
~ cos2/ (2Л — 1) *;>յ — sin2/,

_________ rf-sln/, ____
sin-|/> - i(2k&.. 4 q} -sin2/,

CO J . .у մ ֊տար,
“՜ Sin2[/7 —<7) I —sin2/,

1ИСИМ0СТИ, входящие в (40), обозначим следующим образом:
cos/ (2/г — 1) ю., = ch (2k— 1) u»2 = а։Л.
sin (р 4֊ iq 4- i'2ki»t) = a?k,
sin (p 4- iq — i2kwi) — a9ft, 

'V b
p 4՜ iq = arcsin ” — arc sin ------ *=. = arcsln m.

n պ>1 1 — 52

г) Интегрирование уравнения (7)

Подставляя (10) с введенными обозначениям и в (7), проинтегри­
ровав в пределах от 0 до sin /ш2 и сделав подстановку sin էԼ = по­
лучим:
I «= j== [շ v± 8ր1հ V-L arth У- - 

‘J I — Տ՜ 1 А_,а1Л аи: k^a’ik ճշ*

հՂ •, v isin/iU։
֊֊L ֊֊ ar։h(11>a9l. азк
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Если в последнем уравнении обозначим верхний предел 
ух — sinaoo = Zshu>2 = in, 

то окончательно будем иметь, относя обе части равенства (И) к
и

I 
b.

____ 2b.
Г

х
и. . «

arctg — л arctg—
(\\k ... V a~k

Z а* й-и Л

И 
՝arctg— 

(i3kк-\ J

В выражении (12) две последние суммы содержат величины а,л 
и алк, которые в общем случае могут быть комплексными. Разложим 
их на действительные и мнимые части.

Тогда

sin (arcsine ± 2А«»3) = шсЬ2А«ы ± /| 1 m2sh2£w2 —

= /7тсЬ2/гшг Т Е т" — 1 տհ2ծ<յ)2.
Очевидно, что в случае, если пг> 1. то азк и а3к действительны; 

п противном случае величины, входящие под знак суммы, подлежа) 
также разложению на действительную и мнимую части. При этом, так

как в (12) действительно, то мнимые

откинуть
Таким образом, в случае 

т2^> 1
(12) принимает следующий вид:

части разложения можно

где

bQ
2Ь X 1v ։ . 11' arctg--------

aik

Հ.

Гоа«-*՛
-------arctg U 'X

«л bk
-----— arctg 

+ 1>к
11

ак + Պ-

а-к ֊- wch2/e«>2,
bk= /В

Введя обозначения

?.=£
Պ»

1 տհ2Խ)3.

/л.

՜Հ
2

получим:

х = 1 —— arctg— Ч- rfe У, (— arctg —-----------------arctg ——-
т -Г--1 a>t — ah~^k

(12)
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1 . и ---------- arctg----------  
Да 4- bk а» 4- Ь,

(13)

томив м. что здесь:

м = 511ւօշ= о
/1-е*’

ճյ4 = ch (2հ — 1) w3; fliA — /ясЬ2А<иа;

u>a = arshu; ծ* =| որ — 1 տհ2ձատ;
h 2

Е Г^г -| 1 - с2
В предлагаемом ряде возможно ограничиться двумя членами, что 

дает точность в пятом знаке после запятой.
В случае /л*<1 формула для х несколько усложняется. Не при­

водя промеж уточных выкладок, о которых говорилось ранее, запишем 
ее d окончательном виде:

, 2 , U . , V f 2 . «х = I-------arctg------г Г?,' —arctg--------
w — ճթ

tid.
/և arctg------- -

ժ. — ս*
Ղ indk ՜*՜ gl“b2c> \ I 

շ՜ ժէ + - 2c, 11 ’
(14)

где
а» = ch (2Д? — 1) ш5, 

th = umch2k»>s: d, nr - sh22fcw3;

2 «о , 5
г — —-^=r=r-: — = —; и = ship. = "7^^=-=:

.D-г m ձՀ У1-?

с, — и I I — որտհ2£®2

Нетрудно видеть, что в точке т = I формулы (13) и (14) должны 
давать одни н те же значения. Определение величины р, при т = 1 

а 
можно легки получить из выражения т = —г -

Очевидно, что значениям т = 1 соответствует 3։ = | է — за. Кри­
вые, построенные по приведенным выше равенствам в координатной 
системе х; проходят через начало координат, что вытекает из (13) 
н (141 при подстановке 3, - 0. Таким образом, полученные уравнения 

характеризуют функциональную зависимость х = / I а; հ1 j и позволя- 

ют при совместном решении их с уравнением (1) определить связь 

между степенью открытии затвора х= и величиной относитель-

ною сжатия струи -~1-, в случае учета силы тяжести. Последняя 

учитывается в граничных условиях изменением скорости вдоль линии 
тока, ограничивающей струю Полученные уравнения позволяют но- 
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лучить искомые величины с необходимой точностью. Сходимость ря­
дов в уравнениях (13) и (14) такова, что для требуемых значений : 
достаточнобыло ограничиться первым членом ряда, что давало точ­
ность втретьем знаке после запятой.

4. Построение зависимости
\М

Выше уже отмечалось, что построение зависимости х = /(&,) 

теряет свой смысл для ’,0 - —.превышающих 2. Поэтому расчет поо- 

ведем для значений ՜,0 = I, что соответствует истечению жидкости 
из-под щита в случае наличия свободной поверхности. Тогда уравне­
ние (1) примет вид:

Задаваясь последовательно значениями з, равными 1-0,95*7-0.9—О,В и 
т. и., можно получить семейство помеченных этими значениями при­

вых. в координатной системе— -а и Очевидно, что, как это еле-

дует из физического смысла величин д՛ и р։, они могут изменяться 
от 0 до 1. причем х везде превышает величину соотношения В։, за 
исключением точек 3։ = 0 и 3։ = 1. т. е. когда а н равны друг дру­
гу. Эти точки соответствуют полному открытию и закрытию затвора.

На фиг. 5 указанное семейство кривых проходит выше прямой 
Таб.шца /•* = ?■■ соответствующей0=1.

01 □ ■ 1 
А՜

в ֊ 0.95 в - 0,9 
X

: — 0,8 
X ства кривых, соответствую­

щих уравнениям (13) и (14), 
показало быструю сходимость 
рядов при принимаемых в ра­
счетах значениях z (от 1 до 
0.7).

Эти кривые, помеченные 
значениями з равными 1; 0,95 
0,90 и 0,8, пересекаю! ся с кри­
выми уравнения (15). Ввиду 
того, чтов рассматриваемом 
случае обтекания затвора с 
учетом силы тяжести отноше-

1
0,95
0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1

1.С0
0,988
0.977
0.912
0.897
0.820
0,722
0,605
0,465
0,320
0.165

0.999
0.9Э7 
0,989 
0,954 
0,903
0.827
0.729
0,611

0.3263 
0,166

0,998 
0.986
0.988 
0.95-1 
0,906
0.833 
0,738

0,333

0,992 
0,990 
9.981 
0.958 
0,912 
0*846
0,747 
0,642

0.342

0 0 — 0 0 ■Սշние о =>— колеблется лрнмер- 
г՛.

но в пределах от 0,8 до 1,0, то кривые, помече иные значениями 
о = 0,7 и меньше, на графике фиг. 5 не пересекаются. В табл. 1 при-
водятся значения а՜ при заданных а и полученных путем расчетов 
по уравнениям (13) и (14).
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Фиг. 5.
В табл. 2 приводятся значения х и р1։ полученные в результате 

афйческого совмещения семейства кривых, построенных по уравне­
ниям (13). (14) и (15).

В табл. 3 приведены значения коэффициента сжатия струи £ = 
Լ ?ւ - в зависимости от величины открытия затвора в случае учета

действия силы тяжести, подсчитанные по результатам данным в табл. 2.

Таблица 2

₽| о.о 0.10 0.15 0,23 0,449 0,709 0,885 0,945 1.00

- 0,11 о.их> 0.216 0,377 0.690 0,916 0.982 0,996 1,00

Таблица 3

?1 0 0.2 0,2 о.з 0.4 0,5 0.6 0.7 0,8 0.9 0.95 1,00

£՛ 0.611 0,612 0,616 0,622 0.633 0.644 0.662 0.688 0,722 0,781 0,860 1,00

0 о.1 0.15 0. 3 Н.14" 0,709 0,885 0,945 1,00 — — —

։ 0.611 0,611 0,611 0.612 0.642 0,773 0.901 0.949 1.00 — —
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.. • Pi 'Ниже приводятся значения е = 11 оез учета силы тяжест

что соответствует значению з= 1. Определение последней зависимости 
было ранее дано рядом авторов: И. Е. Жуковским. Мизесом, Голубе­
вым. Бетцем, Петерсоном и г. д., однако наиболее полные численные 
расчеты и сопоставление их результатов с опытами дано у Мизеса [5]

Данные/ приведенные в табл. 3/представлены на графике фиг. 6.
Из сопоставления этих данных видно, что коэффициенты сжатия 

1 и £ совпадают в промежутке 0-^л֊-<0,5.

При относительном откры тип затвора х = —, большем 0,5, эф- 

фект действия силы тяжести сказывается все более разительно, дости­
гая максимума при значениях х - 0,85. после чего эта разница начи­
нает убывать. На графике кружками с точкой нанесены данные опытов 
Кейтнера, заимствованные из Wasserkaft untl Wasserwrrtschaft. Н. 24. 
1935. Эти опыты вполне удовлетворительно совпадают с теоретиче­
ской кривой для £.

В диапазоне открытий х от 0 до 0,5 эти опытные данные под­
тверждают также правильность теоретической кривой для случая ис-

1.0

09.

08- է

о?.

ճ-տ&ՀՕհէՀ сясаш/л с t/ve- 
мржес/пи 

Շmojfte без уч&па са- 
տ?ծ/ mjwcecrrw.

о -олб/пб/ Afet/rfwepa ।-----
—ло опЬмт/Ц/арлргга

06

05
~О5 06 07 OS 09 ՀՕ ОоО OJ 02 &3

Փա՛, б.

течения без учета силы тяжести, На этом же графике пунктирной 
линией нанесена кривая, полученная В. А. Шаумяном в результате 
обработки проведенных им экспериментов (В. А. Шаумян, Научные 
основы орошения, 1948, стр. 439). Как это следует из графика, данная 
экспериментальная кривая подтверждает то обстоятельство, что. ввиду 
действия сил тяжести, величина коэффициента сжатия отклоняется от 
значений £ в зоне больших открытий затвора.

Отметим, что определение в дальнейшем по полученным форму­
лам величины гидродинамического давления, оказываемого потоком на 
затвор, не представляет никакой трудности. Действительно, подстав­
ляя в уравнение
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rfw I . -fi . г-------~ = IVI ел = п sin /։ = -Ծյ/ւ-3ՏՏ1Ո է (16)
az

значение 1 — о*. определенное из уравнения (15),

1֊о= = (х-^)(1 + ?,), (17>

и определяя для ряда значений открытий затвора, величины р, 
и Սյ по построенному графику, можно будет получить уравнение для 
закона распределения скоростей вдоль плоскости щита:

Н = I —₽t) (x H- PjSln ZJ. (18)

Используя последнее уравнение и уравнение Бернулли, записан­
ное для линии тока, движущейся вдоль плоскости щита, нетрудно по­
лучить эпюры распределения гидродинамического давления, оказываемо­
го потоком па щит. Следует иметь в виду, что для построения этих эпюр 
величина /.должна меняться в пределах от Одо /arch —-----1_____~ .

I кА՜—?|)(Ч֊г։)

5. Зак л юч ен и е

Данная статья является продолжением работы автора, опубли­
кованной в ХХП1 выпуске Трудов ЛИИВТа за 1956. Из приведенного 
в этой статье решения видно, что оно приводит к трудоемким вы­
числениям, требующим большой затраты времени. В предлагаемой 
работе задача решена при помощи метода источников и стоков, даю­
щего возможность вычислить искомые значения при помощи быстро- 
сходящихся рядов и с требуемой точностью.

Данный метод решения задачи иллюстрируется на частном при­
мере струйного обтекания плоского щита с учетом влияния силы 
тяжести.

Последнее вводится в решение согласно принимаемому предпо­
ложению об эллиптическом законе изменения скоростей вдоль грани­
цы струи на годографе скоростей.

Графическое сопоставление коэффициента сжатия при обтекании 
щита с учетом силы тяжести и без учета ее показывает, что закон 
изменения скоростей вдоль границы струн может быть принят постоян­

ным в случае, если Со = ~ > 2.
"о

При Հ — 1 отношение > = колеблется от 0,8 до 1,0. Реше- 
«л

ине позволяет найти величину гидродинамического давления производи­
мого потоком при обтекании затвора.

Водно-энергетический институт Поступило 18 Ш 1956
АН Армянской ССР
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b. U*b|pnGitufi

ՃԱՐՌ ՓԱԿԱՆԻ ՇհԹԱՅՒՆ £ՐՋ2ՈՍԱԱՆ ԻՆԴՐԻ ԼՈԻԾՈԻՄԸ 
ՄԱՆՐՈՒԹՅԱՆ ՈՒԺԻ 2ԱՇՎԱՌՄԱԱՐ։ ԱՂԲՅՈՒՐՆԵՐԻ 

ե< ՃՈՍՔԵՐԻ ՄԵԹՈԴՈՎ.Ա Մ Փ Ո Փ П հ Մ
-.ոդվшАт մ տրվամ է հարթ փականի շիթափն շրջհօսման խնդրի րս- 

ծամը, երր հաշվի Լ ասնված ծանրա թլան աժը ե երբ շիթը արսւահաւա մ ի 
մ թնոլսրտ՝

Խնդիլէր լուծված Հ ադրլարների և հոսքերի մեթոդով, որբ հնարավորու - 
թլոլն Լ տալիս ալն լածևլ արադ դա դամիտվոդ ք՚՚՚րքերի միշոլյով, էյտնկա- 
•քած ճշտաթլսւմը։ Ալս մեթոդի օդտադււրծսւմը որոշակի հետաքրքրա թ լան է 
ներկա լացնամ բոլոր ախ դեպքերում, երր ո;րսէդտ.թ լան հոդոդրաֆի ( պ/անը } 
կոնֆււրմ արտապատկերումը տալիս է ուդղանկրոն։

եշվտծ մեթոդը դււււյադրվւս մ է մ ասնավսր դեպքա մ հարթ փ ականի 
շրջհոսմ ան իւնդրտմ ծանրության աժի տոկարս.թ րսն պսւ րք աններ տ.մ, երր 
արտդտթրէւնների փոփոխման օրենքը շիթի սահմանագծով աբտդա թլաննեբի 
պլանա մ ենթադրվում Հ՜ կլիսլէոական։

Սեդման գործ ակրի գրաֆիկական ‘»ամեմ տատ թրսնը փականի շրգհոս՝ 
ման ժամանտկ, ծանրաթլան աժի աո1լարոթըււն րարակալաթլան պայմանն!,- 
բա մ դա յդ է տալիս, որ ա բա դա թ լանն ե ր ի փււփոխմ ան օրե՚յէքը 1րււր!ւլի է րն֊ 

»
դունել հտստատան, եթե Կօ- 1 դեպ.րա մ ե հաաէրոպեи X 0,0 ժ'ին <ե

X— 1.0 դիսէպաղսնով հարտ րե րական րար։1 ան պտ/մ աննե բա մ ա րադա թ լււլէւ-

ների հսաւոտոէէւլնաթլանր խախտվա մ Լ ե , — — հարտրհրաթրսնր աա֊
'Ն\

աանվէսմ է՜ 0,!Տ֊իլլ մինչե 1,0։
Սեզti տն դււրծտկէյի որոշումը հնարավորա թրսն Հ՜ տալիս որոշել ա ՜',ի'1'՜ 

րոդինտմիկական ճնշամը ւիա1լա'էւի վրա վերջին շրշհոսման ժամանակ ե արա- 
դա թ/անների դաշտը կաո ա լյելա . դիավոդ հոսանքի դեպքում;
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ФИЗИКА

Н, М. Кочарян. Г. С. Саакян, М. Т. Айвазян, Л. С. Алексанян и X. В. Пачаджян

Ядерные взаимодействия z-мезонов и 
протонов в графите

В 1955 г. на высокогорной станции Лрагац были поставлены экс- 
перименгы по определению поперечных сечений неупругого ядерного 
взаимодействия ся протонов и --мезонов в графите. Измерения произ­
водились при помощи магнитного спектрометра Алиханяна—Алихано­
ва. приведенного ниже.

Координаты траектории частиц определялись четырьмя рядами 
счетчиков К։—К«. Счетчики в этих рядах имели диаметр 0.46 см и 
были расположены в два слоя, с уточнением на одну треть счетчика. 
Ряды К->, К3 и |<4 находились в магнитном поле, а ряд К, вне магнит- 
•юго поля на расстоянии 69,1 см от оси ряда К2, расположенного, не­
посредственно над магнитным зазором. Расстояние между рядами К2 
и К< также равнялось 69,1 см.

Под магнитным зазором находилось пять графитовых поглотите­
лей П.-Г1-, с толщинами соответственно 10,1; 5,6; 7,1; 11.7; и 8,5г/сл2. 
В приведенные числа включено также количество вещества, содержа­
щегося н стенках счетчиков, расположенных между поглотителями. 
Суммарная толщина стенок счетчиков приблизительно равна 3 г/см2 
меди, что в смысле ядерных взаимодействий эквивалентно приблизи­
тельно 2 г/см2 графи;а. Диаметр счетчиков в рядах, расположенных 
между поглотителями П։ Г15, равнялся 1 см. Над координатным ря­
дом счетчиков К, находились два спаренных между собою пропор­
циональных счетчика Р. измеряющих ионизацию частиц, проходящих 
через них.

Напряженность магнитного поля равнялась 7100 эрстед. Импуль- 
Bcv 

сы частиц, измеренные в единицах , непосредственно вычисля­

лись по формуле (1).
I /> = ______ Ж_______ (!)

2 Sin (® ֊Ւ !p)cos փ

где г/—напряженность магнитного поля, а углы с? и о определяются 
сом ношениями

5 Известии \П. серия физ.-мвт. наук. № Л



Фиг, I. Вертикальные разрезы установки магнитного спектрометра, пер­
пендикулярной и параллельной силовым линиям магнитного поля. Г--гра­
фитный поглотитель, Р — пропорциональный счетчик, К иВсшиск- 
са.ми и штрихами ֊ ряды счетчиков, ГЦ—Г! 4—графитовые поглотители 

и По—свинцовой поглотитель. Установка начерчена в масштабе.
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. X. — Х2 , Х2 — Х4 
tg <? “ -Կ--' и tg ф = . —. (2)

Դ= '2»

Здесь /15=/,< / - 69,1 соответственно расстояния между рядами
счетчиков К։ и К2, Ка и К\; х։, х։. х3 и х4 — координаты частиц (но­

мера счетчиков) в рядах К,—К*. При импульсах Р> 1 ֊‘- имеем

cos ? ~ I и sin (© + ф) փ4- ф л’ !֊ , следовательно

300 Я/5 
2|х։ — х41'

Точность в измерении импульсов частиц, в этих измерениях, при­
мерно а два раза превышала точность измерения импульсов в наших 
предыдущих работах.

Таблица 1
Интервалы возможных значений отклонений частиц 
л՜! — л< н соответствующие ям значения импульсов

Интервалы отклонений 
х։ —х4 в см

Интервалы импульсов 
, Bev 
р‘-

Средний 
импульс 

Р

0-0.153 
0.153—0,319 
0.319-0.484 
0.484-0.649 
0,649-0.815 
0,815—0,980 
0.980-1,145 
1.145-1,311 
1,311-1.48

■ 1,48 -1,61
1,64 —1,81
1.81 —1.97 
1.97 -2.14 
2.14 -2.30 
2,30 -2,47 
.2,47 —2,63 
2.63 —2,80 
2.80 -2,96 
2.96 -3,13 
3.13 -3.29

00—33,2
33.2 -16

16—10,4
10,4 - 7.8
7.8 — 6.25
6.25- 5.2
5.2 - 4.44
4.44— 3.8S
3.88- 3.45
3,45- 3.09
3.09— 2.82
2.82- 2.52
2.52— 2,38
2.38- 2.20
2.20- 2.05
2,05- 1.93
1,93- 1,81
1,81— 1,72
1.72- 1.62
1,62- 1.54

66.5
21.5
12.7
9.0
7,0
5,7
4,8
4,1
3.65
3.27
2,95
2.70
2.48
2.30
2.12 
2.0 
1,87
1,76
1,67
1.58

В табл. 1 вычислены интервалы возможных значений отклонений 
| ЧсС'нц в магнитном поле . х։ х4 и соответствующие им интервалы 

импульсов я средние значения импульсов- Средние значения импуль­
сов соответствуют среднеарифметическим значениям отклонений.
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Над пропорциональным счетчиком находился графитовый погло­
титель Г, окруженный со всех сторон счетчиками Гейгера-Мголлерз. 
Над этим поглотителем находился ряд счетчиков Ճ-1, состоящий из- 
четырех слоев счетчиков. Счетчики самого верхнего слоя этого ряда 
имели диаметр 1 см. а в остальных слоях 2 ем.

Изучению подвергались частицы, генерированные в поглотителе 
Г нейтральной компонентой космического излучения, а также неге- 
нерированные частицы.

Генерированные частицы отрицательного знака заряда оттожде- 
сгвовались с к--мезонамн, а положительные с прогонами и “ -ме­
зонами.

В нашем распоряжении было множество трафаретов, подобных 
фиг. 1. Проекция траектории всех частиц наносилась на эти трафаре- 
гы и подвергалась тщательному изучению. В результате удавалось 
установить в каких случаях частицы, исходящие из магнитного зазо­
ра, проходят графитовые поглотители не испытывая ядерные взаимо­
действия и в каких случаях испытывают такие взаимодействия.

В настоящих измерениях, по сравнению с предыдущими нашими 
измерениями, юстировка системы была точнее, и мы имели возмож­
ность установить случаи отклонения частиц от их прямолинейного 
пути движения на угол а—5°.

Все необходимые данные, относящиеся к ядерным взаимодейст­
виям генерированных отрицательных частиц (-՜-мезонов). приведе­
ны в табл. 2.

Таблица 2
Поперечное сечение неупругого ядерного взаимодействия 

«՜-мезонов в графите

Интервалы пол­
ной энергии и 

Веи

Ср
ед

ня
я 

эн
ер

ги
я в

Be
v

То
лщ

ин
а

по
гл

от
ит

е­
ле

й в
 гх

м2

О
бщ

ее
 чи

с­
ло

 ча
ст

иц

Чи
сл

о 
вз

аи
­

мо
де

йс
т­

ву
ю

щ
их

 
ча

ст
иц

Полное попереч­
ное сечение 

з<։ в миллибарн.

1 շ 3 < 5 6

0,36—0,55 0,43 W 201 72
4-22 

205-25

0.55-0,79 0,65 43 107 38
+32 

202-33

0.79-1.15 0,94 43 S3 =
+54 

248-57

1,15-2.0 1.5 43 39 14
4-52 

206-60

2.0 -4,0 2.8 43 33 12 218-68

4-66 15 43 11 4
+97 

208-120
I

В первых двух столбцах этой таблицы даются интервалы импульсов 
передние импульсы. В третьем столбце указана суммарная толщина по- 
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слотителей, в которых исследовались ядерные взаимодействия частиц. В 
четвергом и пятом столбцах указаны соответственно общее число -՜-ме- 
зонов и число взаимодейст вующих г--мезонов. В шестом;столбце даются 
поперечные сечения неупругого взаимодействия - -мезонов в гра­
фите. Ошибки представляют собою среднеквадратичные. Они вычис­
лены по известной формуле ճ/ւ J /г„zc(I тя) , где ձ//— возмож­
ные флюктуации в числе взаимодействующих частиц, //.0 общее чис­
ло частиц и w — вероятность взаимодействия.

Углы днффракционного рассеяния - -мезонов в графите поряд­
he _։3,5 

2г/?/; ՝ рка 5> градусов, где R = 3,2- 10"13ог — радиус ядра гра­

фита. При просмотре на трафаретах проекции траекторий частиц мы 
в число ядерных взаимодействий включили также случаи рассеяния 
частиц на углы Ց > 5 . Для первых трех интервалов импульсов углы 
днффракционного рассеяния не малы (они порядка 8; 5,4 и 3,7 граду­
сов). Поэтому, для этих интервалов импульсов, измеренные попереч­
ные сечения, приведенные в габл. 2, не представляют собою лишь 
поперечные сечения неупругого ядерного взаимодействия, а включают 
в себя и некоторую долю от упругого рассеяния частиц. Для осталь­
ных трех интервалов импульсов углы днффракционного рассеяния 
достаточно малы и полученные поперечные сечения при этих энер­
гиях соответствуют только процессу неупругого ядерного взаимодей- 
:твпя - -мезонов.

Из таблицы видно, что при средних энергиях 1,5; 2.8 и 15 Bev 
поперечное сечение неупругого ядерного взаимодействия - -мезо­
нов в графите за в пределах статических ошибок постоянно и при­
близительно равно 0,65go. где = 3,22-10՜25 см- — геометрическое се­
чение ядра графита. Таким образом, даже при энергиях 15 Bev, или, 
точнее, при R^>lBev, поперечное сечение =« меньше геометрическо­
го сечения Итак, ядра графита для г. -мезонов, при таких энер­
гиях, не являются черным телом, а имеют некоторую прозрачность.

Результаты, полученные при изучении потока генерированных 
■положительных частиц сведены в табл. 3.

Из сравнения чисел -՜-мезонов и положительных частиц, не­
видимому, можно утверждать, что большинство из генерированных 
.положительных частиц является протонами.

Полученные поперечные сечения, приведенные в шестом столб­
це табл. 3, представляют собою сечения неунругого ядерного взаи­
модействия смеси протонов и г՜--мезонов в графите. Это сечение 
в пределах ошибок эксперимента оказывается таким же. как и для 
- -мезонов. Отсюда можно заключить, что при импульсах 2,7; 3.3 и 
с ? ^ev о./֊ —поперечное сечение за для неупругого ядерного взаимодей- С 
ствия протонов в графите приблизительно равно 0.65 Таким обра­
зом, даже при энергиях протонов B'zzbBev ядра графита являются 
полупрозрачным для протонов.
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Поперечные сечения неупругого ядердого взаимодействия положи­
тельно заряженных генерированных частиц н графите

Таблица 3

Интервалы 
импульсов 
в единицах 

Bet՝
с

Средний
импульс 
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по
гл

от
ит

е­
ле

й в
 г/с

м-

О
бщ

ее
 

чи
сл

о ч
а­

ст
 и

н

Чи
сл

о 
вз

аи
­

мо
де

йс
т­

ву
ю

щ
их

 
ча

ст
иц

Поперечное сечение 
псупругого взаимодей­

ствия гд в милли­
барнах

1 2 3 - 5 6

2-4 2.7 43 161 58 205 ±27

3-4 3,3 43 59 20
4-41 

191-45

4-16 6.7 43 30 11
-1-60

212—70

В области энергии 8<Հ/?<Հ IGZte-у (средняя энергия около lOZtefy 
наблюдалось около 11 положительных частиц, и среди них было обна­
ружено 3 взаимодействия. Поперечное сечение для этих частик 
получаете;, равным 0,15 барна. Но трудно серьезно отнестись к это­
му результату, так как статистика явно недостаточна и флюктуации 

от его истинного значения могут быть значительными.
Эксперимент был достаточно точным для измерения импульсов 

частиц и мы имели возможность произвести определение сечения ; 
для протонов и «-мезонов до энергия WBev. Однако светосила уста­
новки была малой и, несмотря на большую продолжительность про­
изведенных измерений (приблизительно 1000 часов), нам не удалось 
набрать достаточное количество частиц. Но этой причине нам приш­
лось произвести соединение интервалов импульсов.

Средние импульсы или энергии, приведенные во вторых столб­
цах табл. 2 и 3. представляю։ собою среднеарифметическое значение 
этих величин.

Теперь сравним полученные данные с уже известными в лите­
ратуре. В работе [2] измерялось выбывание -мезонов, с полной 
энергией 0,59 Bev, из пучка в графитовой мишени. Для сечения 
получено значение 186 22 миллибарна, что в пределах ошибок экс­
периментов совпадает с нашим результатом при этой энергии. В ра­
боте [3] определено полное поперечное сечение а, взаимодействия 

-мезонов в графите, и найдено =0.498 барна, при энергии 0,53 
Bev. В работе [4] определялось неупругое поперечное сечение для

-мезонов в алюминии при энергии 5 Bev. Получено зв = 0,40 
барна, что составляет примерно 72 ° 0 от геометрического поперечного 
сечения. Паш результат для графита в области больших энергий не 
противоречит с этим результатом для алюминия. Наконец, в недавно- 
опубликованной работе [5] при Ет. = 1,2 Bev для графита найдено 
<за — 0/218 барна, что хорошо согласуется с нашим результатом при 
этих энергиях.

Поскольку генерированный поток положительных частиц в ос- 
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«овном состоит из протонов, io может быть имеет некоторый смысл 
данные, полученные в табл. 3, сравнить с известными в литератур? 
данными для прогонов. В работе [6] при энергии протонов, равной 
0,87 Bev, для поперечного сечения неупругого взаимодействия г.- с 
ядрами графита найдено оЛ=0,25 барна. В работах [7] и [8] для ней­
тронов с энергией 1,4 Bev для сечения <зд в графите найдены соот­
ветственно ав = 0,231 и 0,200 барна. Результаты, приведенные в ше­
стом столбце табл. 3, согласуются с результатами цитированных работ.
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ձ (որսկան մ իջա կա լին փոիւաւբլեցա թ (անների լտ լնտկան կտրվածքը գրա !իի ս՛ա ։!՝ 

'' 1 BerC էներգիաների Համարւ U-պ նպատակի համար անհրաժեշտ մաս՝
նիէլհեբի փնջերը կոա1 իկական ճաոսւդալթմ տն չեւ/սր րաղադրի\նել՛ի կողմից 
առաջացել են 40 (| UlP հաստւււթլան անեցող գրաֆիտն կլանիչս։ մ, որը ղրբ՝' 
ված է եղել Է/եկւււրամագնիսի բեեոնեըի բացվածքից էյերն (ւիսրձր կատար֊ 
վել է մագնիսական սպեկտրոմետրի ՛սլնա թլամբ

Էքւ։պեբխ1 ենտալ սաբքավոըւ1 ան ճշտոլթլունը բավականաչափ բարձր 
էր, ե մենք հնարավորութ լան անեինք չափելա մասնիկների փոիւաղղեցա֊ 
իք լան լա լսական կտրվածքը մ ինչն B &U էներգիաների համար: Սակալե,
Էնալած երկարատև չտփածներին (մ и տավ и րապ ե и է ООО մամ) и արքսւվ иրմ ւսն 
րււսառւմ ի փոքր լիներս պատճառով, մենք չկարողացանք անհրտմ եշտ թվով մաս. 
նիէլնեբ ստանալ մեծ էներգիաների տիրա (թա մ։ Միջքսկսէլին էիսիւաղգ.եւրս թլան ' 
ներն ա ստ ՚1եասիրվամ էին մագնիսի րեեռների բացվածքի տակ էյբվաձ 40 Հ|/սմ ՜' 

րնգհանուբ հաստտ թ լան ունեցող 5 ղբաֆիտե կլան ի չ^ւե բա մ (նկ. I.): Սաաց֊ 
ված ա բղ լանքնեբր. որոնք բերված են աղլաստկնեբ 2 ե. Յ֊ամ, ցա լց են տա֊ 
(իո, որ թե’ մեզոնների ե թե պրոտոնների ոչ֊աոաձգտկան ւիոիւաւբլեցսւ ֊ 
թրռրՈ լալԱտկան էբսրվսւծբներր գբաֆյիտում ւեի^ւչև 10 В ՀՀ՝ էներգիաների հաւ1՚ար 
'1,п4Ч' գրաֆիտի միջակնե բի երկրաչափական րս(նակսւ'հ կտրվածքից և 
մոտավորապես կտւլմա մ են նբտ
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АСТРОФИЗИКА

М Л. Аракелян

Кривая роста для поздних в-звезд главной 
последовательности

Эффективным средством исследования звездных атмосфер яв­
ляется метод построения и изучения кривой роста, т. е. зависимости 
полных поглощений в спектральных линиях определенного элемента 
(данной степени ионизации) от оптической глубины в центре линии. 
При этом удобно выражать полные поглощения в единицах длин волн, 
т. е. изучать зависимость:

1Г-^ = л-(а;։), (И

где (2)
ртпическая толща в центре линии. В уравнении (2) АХр- допплеров­
ская полуширина спектральной линии, Հ сила осциллятора, Л . Н чис­
ло атомов данного элемента над единичной площадкой фотосферы 
звезды, находящихся на нижнем энергетическом уровне, соответствую­
щем данной линии. Остальные обозначения имеют общепринятый 
смысл. В общем случае зависимость (1) имеет довольно сложный вид 
и может быть вычислена только численно. Однако известен |1,2| ряд 
простых приближений, имеющих практический интерес.

1. Для слабых линии (z\z0<l) имеем: 

где

Очевидно, что в случае слабых линий имеет место схема опти­
чески тонкого слоя п эквивалентная ширина линий растет пропорцио­
нально числу поглощающих атомов.

2. Для сильных линий (.Yo 1;///zY0^> 1):

(5)
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В этом случае эквивалентная ширина линии зависит от числа погло­
щающих атомов очень слабо.

3. Для очень сильных линий эффектом Допплера в коэффициен­
те поглощения можно пренебречь и приобретает большое значение 
расширение спектральных линий вследствие затухания:

где Г постоянная затухания.
Если, воспользовавшись формулой Больцмана, перейти от числя 

поглощающих атомов на данном энергетическом уровне к полному 
числу атомов элемента данной степени ионизации ւ\րշ/Հ то вместо 
(2) можно написать:

Л'о
l-'-g-e8 г
т -с" v Հց)

(7)

где Հ.., - 2./-֊ I статистический вес нижнего уровня,
_ Д

/>(Гд) ~gri? -сумма по состояниям,
'Гц температура возбуждения.
Величина /\'(| была бы независимой от длины водны, если бы оп­

тическая глубина в непрерывном спектре не менялась с частотой. Од­
нако. благодаря зависимости коэффициента непрерывш го поглощения 
от длины волны, эффективная оптическая глубина ф. осферы также 
зависит от л. Это приводи: к зависимости числа атомов над фотосфе­
рой от длины волны. Так как непрерывное поглощение в исследуемых 
звездах обусловлено в основном нейтральным водор։ /ом, мы будем 
считать, что:

, (8)

где /■' какая-го стандартная длина волны. Примем ее равной 5000Л.
Таким образом, получим:

\ 1 ” < . с . (W 
Dl-(- V lb (9)

Вместо зависимости (1) можно построить кривую роста вида:

где
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Далее, передвижением полученной зависимости параллельно оси IgX' 
можно добиться наилучшего совпадения с одной из теоретических 
кривых роста, вычисленных для определенных значений ձ/.Ք и ДХЛ-- 
— -Լ и зафиксировать, таким образом, нуль-пункт кривой роста.

Из приведенных выше формул (3), (5) и (6) следует, что экви­
валентная ширина линий поглощения пропорциональна оптической 
глубине в их центрах только в области очень слабых линий. При 
больших значениях оптической глубины изменениям последней соот­
ветствуют очень незначительные изменения эквивалентных ширин ли­
ний. В 1944 г. Г. А. Шайн |3] обратил внимание на тот факт, что в 
результате указанного явления компоненты спектральных мультипле­
тов могут иметь в звездных спектрах относительные интенсивности, 
отличные от таковых, вычисленных теоретически. Действительно, так- 
как оптическая глубина в линиях пропорциональна их теоретическим 
интенсивностям, то относительные интенсивности компонент будут 
пропорциональны теоретическим только в области очень малых глу­
бин. Если же компоненты мультиплета находятся на части кривой 
роста, соответствующей уравнению (5). го отношение их интенсивно­
стей может быть достаточно близким к единице. Следовательно, если 
в числе линий, используемых для определения лучевых скоростей, 
имеются неразрешенные мультиплеты, то при определении их стан­
дартных длин волн необходимо вычислять их взвешенное среднее с 
учетом относительных интенсивностей, обусловленных кривой роста. 
Как указывает Г. Л. Шайн, если не принимать во внимание это явле­
ние, лучевые скорости буду! искажу ты систематическими ошибками.

Нами была предпринята попытка оценить ошибки указанного ха­
рактера н луш вых скоростях поздних Н-звезл главней! последователь­
ности.

Для поел роения кривой роста для этих звезд мы воспользова­
лись измерениями полных поглощений в линиях нейтрального гелия, 
произведенных Э. Виллиаме j-lj и П. Рудником |5]. Величины А'' оп­
ределены с помощью сил осцилляторов, вычисленных Л. Гольдбергом 
|6]. В табл. 1 приведен список линий //<•/. использованных при по­
строении криво։: роста.

Четвертая графа таблицы содержи! потенциалы возбуждения 
нижних уровней соответствующих линий в электрон-вольтах.

Ранее Л. Гольдберг |7| построил кривые роста по линиям гелия 
для 55 звезд из списка Э. Виллиаме. Однако мы считаем более целе­
сообразным построить среднюю кривую роста для группы звезд, так 
как благодаря малочисленности линий гелия индивидуальные кривые 
роста для отдельных звезд едва ли будут достаточно точны. В част­
ности, для оценки эффекта кривой роста на стандартные длины волн 
нейтрального гелия необходимо иметь именно среднюю кривую роста 
для группы звезд. Кроме того, указанную работу имеет смысл повто-



.92 М. А. Аракелян

Таблица 1

X Термы Ճ. Р. 1g Հ 1g •¥'

1 4471.477
.688

93 /) 20,87 -0.889 — 14.575

շ 4026.189 
.361

2s Р-5՜՛ D 20..Տ7 -1.291 — 14.885

3 3S19.606
.761

2’Р 20.87 —1.585 ■15.133

4 4921.92! շւ р-411) 21.13 0.928 -15.303
5 4387.928 2» Р-5։ 1) 21.13 1.381 —15.656
6 4143.759 2> Р-б> D 21.13 -1.701 —15.926
7 4009.270 շւ р_711) 21.13 ֊1.951 -16.128
Ց 3926.530 91 р-8։ I) 21.13 -2.159 -16.331
9 3871.819 2» р—91 [) 21.13 -2.328 —16.495

10 4713 143 
.373

23 р_43 ձ* 20.87 —2.247 -15.977

II 1120.812 
.993

շՅ р 5з 5 20.87 —2.712 -16.326

12 3867.477 
.631

2я Р-6® Տ 20.87 -3.001 -16.562

рить, гак как в настоящее время имеется более полная таблица сил 
осцилляторов для нейтрального гелия |6|.

При вычислении X' мы приняли, что температура возбуждения 
исследуемых звезд равна 10000 , так как из исследования Солнца и 
других звезд известно |2,8|, что температуры возбуждения система­
тически ниже эффективных температур. Заметим, что возможная ошиб­
ка в принятой величине 7'Л не может заметно сказаться на построен­
ной кривой роста, так как потенциалы возбуждения сингулетной и 
триплетных серий гелия, как это видно из табл. I, отличаются всего 
лишь на 0.26 eV.

Для построения средней кривой роста из списков Э. Виллиаме 
и II. Рудника было выбрано 20 звезд спектральных подклассов 87, 88 
и 89 главной последовательности. Построенные для них кривые роста 
были сдвинуты параллельно оси IgA'' до наилучшего совпадения друг 
с другом. Указанная операция была произведена двумя лицами для 
выявления возможной субъективной ошибки. Как видно из приведен­
ных ниже на фигуре кривых роста, ими был получен практически 
одинаковый результат. На этой же фигуре сплошной линией нанесена 
теоретическая кривая роста, вычисленная О. А. Мельниковым |2| для 

Дло=0.1А и А'/.д= ւՕ՜՚-А, 10-3 \ и 10 4А. Как видим, она достаточно 
хорошо представ.՛։ я ст кривую роста, полученную нами из наблюдений.

Была сделана попытка оценить с помощью полученной кривой 
роста относительные интенсивности компонент триплетов №№ 1, 2, 
10 и 11 из табл. 1, рекомендованных Международным Астрономиче­
ским Союзом в качестве стандартов для измерения лучевых скоростей. 
Теоретическое отношение интенсивностей внутри этих триплетов, как
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Фиг. 1. Срелнэя кривая роста для 20 звезд В7. В8 к В9 
главной последона тел ьност и.

известно, равно 5:3:1. Благодаря слиянию термов 2sPz и 2’Pt мож­
но рассматривать их как дуплеты с отношением интенсивностей 8:1.

Для определения относительных интенсивностей компонент этих 
мультиплетов в звездных спектрах мы использовали средние эквива­
лентные ширины соответствующих линий для всей группы звезд. С 
их помощью из кривой роста определялись значения XQ, соответству­
ющие этим компонентам. Затем, снова входя в кривую роста, опре- 

. U"' U
делили значения . и— . к к *

Для указанных выше мультиплетов №№ 1, 2, 10 и II было по­
лучено соответственно:

IV" ^=1.8. 1.6, 6.5. 7.2.

Кик видим. в случае линий второй побочной серии относительные ин­
тенсивности компонен! близки к теоретическим, в то время как ком­
поненты первой побочной серии имеют почти равные эквивалентные 
ширины.
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Спектрографы, используемые для измерения лучевых скоростей, 
имеют разрешающую силу, слишком малую, чтобы разделить столь близ­
кие компоненты. Поэтом}' для установления стандартных длин волн не­
обходимо брать взвешенные средние из длин волн компонент с учетом 
относительных интенсивностей, полученных из кривой роста. Ниже 
мы приводим полученные нами длины волн указанных мультиплетов 
и ошибку, вводимую при использовании стандартов, рекомендованных 
Международным Астрономическим Союзом:

л 4471.553 4026.255 4713.174 4120.834
ձ Vr -+- 5.10 км/сек -֊ 4.92км/сек +1.91 км/сек +֊1.60 км/сек.

Необходимо отметить, что влияние кривой роста на относитель­
ную интенсивность компонент может быть направлено только в сто֊ 
рОну усиления слабой компоненты. Следовательно, верхним пределом 
отношения интенсивностей (в смысле отношения сильной компоненты 
к слабой) является теоретическое значение последнего, а нижним — 
—единица. Поэтому в случаях, когда эффект кривой роста неизвестен, 
необходимо брать для длины волны мультиплета взвешенное среднее 
из длин воли компонент, используя теоретическое отношение интен­
сивностей. Этим ошибка стандартной длины волны может быть толь­
ко уменьшена. Ничем не оправдан поэтому тот факт, что в списке 
стандартных длин волн, рекомендованных Международным Астроно­
мическим Союзом, приведены длины волн сильных компонент.

Если даже считать, что длины волн всех остальных компонент 
не искажены эффектом кривой роста и учесть, что лучевые скорости 
поздних #֊звезд определяются по 10—12 линиям, то только ошибки 
длин волн четырех линий гелия исказят среднюю лучевую скорость 
этих звезд на 1.0 1.3 км/сек, Эта величина может ошибочно тракто­
ваться как /Հ-эффект исследуемой группы заезд.

Далее, по кривой роста нами были определены некоторые физи­
ческие параметры поздних Z+звезд главной последовательности. Из 
сравнения наблюдаемой и теоретической кривых роста была получена 
средняя скорость хаотического движения атомов гелия:

Заметим, что полученная скорость совпадает с термической скоростью, 
соответствующей эффективной температуре звезд типа #8 (Л= 12600°)

, / 2kT՜ . км
V = 1 Հ5 7------ •ц сек 

где k постоянная иольцмаиа, а р атомный вес.
Известно |8|, что для звезд-сверхгигантов получается системати­

ческая разница между скоростями, полученными по кривым роста, н 
термическими скоростями, соответствующими их температурам. Это 
расхождение объясняется наличием турбулентных движений в атмрс- 
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ферах сверхгигантов. Как видим, в атмосферах звезд главной после­
довательности такие движения отсутствуют.

Оценить постоянную затухания для исследуемых звезд нам, к 
сожалению, не удалось, так как на полученной кривой роста отсутст­
вует область, обусловленная этим параметром

Произведена оценка числа атомов в столбе атмосферы сечением 
в 1 см2. Из уравнений (9) и (11) имеем:

Igx. =

Величины IgA', — IgA" и lgv нам известны из сравнения полученной 
кривой роста с теоретической. Таким образом, для уровней 21 Р и Р 
из уравнения (12) и формулы Больцмана получим 1g (Д'. /7) = 11.0 
и 14.5.

В заключение приношу свою глубокую благодарность проф. 
О. Л. Мельникову, руководившему настоящей работой

Бюраканская астрофизическая обсернаторкн
АН Армянской ССР Поступило 5 IX 1956

IF. U.. Ս»ււաթելւսւճ
ԱՃՄԱՆ ԿՈՐԸ ԳԼհԱՎՈՐ ՃԱԶ_ՈՐԴԱԿԱՆՈհԹՅԱՆ ՈՒՏ Я-ԱՍՏՂեՐհ ՃԱՄԱՐ1Լ 1Г Փ (1 Փ П Ի 1Г

^եղոք հելիումի գծերի միջոցոէք կաո tn ,ցվ ած է աճման միջին կ՚՚րր ղ[էէ~ 
խավ որ հաջսր դա կան ա թ լան աչ [Հ֊սւստղևրի մի խմրի համար։ II ւ սա llh ու ոիր֊ 
ված է աէչման կսրի' Գ. Ա. էրսւլոի կողմից նշված աղդևցավքլան՚ր հելիէոմի 
տրիպլեաների սաանղտրսւ ալիրտլին երկարությունների վրա։ liin լց Լ արված, 
էէր երկրորղ կողմնակի ո հրի ալի գծերի ղեպրում կոմ պոն են ան ե ր ի հարարե րա- 
կան ինտենսիվս։ [4լաններր մոտ հն տեսականներին) մինչդես աոաջին կողմ֊ 
նակի սերիալի գծերի դեպքում ալղ ին ահն ч իվա թլաննե ր ր գղսյ[իորեն աար- 
ոերվոսե հն նրանցից։ ճեգոր հելիումի չորս գծերի (4472 At 40.26 А • 47 13 A t 
41.21 А) աոանդարա տլիրաքին ե րկա ր ա թ լաննե րի ոչ ճշգրիտ յ ին հ լոէ պատ֊ 
ճաոո։[ աոաջացած t! իջին սիւալը հսւմապատասիւանամ I՜ ահոորւր}ա/ին արա- 
tjm.fdլա՛!։ ոիւաւին' 1.0 - 1.3 1рГ/։| արէէհ րր նուլն կարգի մհծ։Ո.ի1 լան Լ.
ինչ որ 1\֊Լ1իհկււ։ր ա աո մնա սիրված աաոդհրի համար, աստի նրա հաջվա՝ 
աոմր խիստ անհրաժեշտ !,։

Աճման կորի միջոցով գնահատված է հելիումի քաոոէիկ շարժման մ ի- 
ջվւն արաղավյրո.նր հիչ[,՚4 шшш/Ьրի մթնոլորտներւոմ։ Uւոաէրիոծ մեծավ!րոնր 
(V ^ylpr.AjpljJ Կած րնկնէոէ) Լ /3^ ղասի աստղե րի կ՚ի եկաիվ գհրմ աստիճանին 
համ տպա տտ и ի։ անող ջերմ ալին տրագա.թ լանը։ Հետե արար, ա.։րա մնտսիրված 
աււտղերի մքյնոլսրսւնհրւոմ րացակաւամ են ղաղտփն ղանգվածնհրի տար֊ 
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րուլենա ջարժ in մներր: Աճման կորից ասացված չեղոք հեքիտմի սւաուքեհրի' 
քյիվր մթնոլււրտի 1 ւււք՜ հատված Հր ւււնհցող սյան մեջ 2JP և 4?՜|յ մակարդակ- 
ների համար համւադտա տււիւանսրե՚հ հավա սար է 10^' ե էՕ^^ւ
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