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МАТЕМАТИКА

Л. В. Канторович

О проведении численных и аналитических 
вычислений на машинах с программным 

управлением*

• Доклад, читанный на сессии АН Армянской ССР 28 XI 1956.

Данная статья посвящена информации о работах в обласи։ про­
граммирования проводимых в Ленинградском отделении Математиче­
ского институт (ЛОМИ) АН СССР, именно следующим двум вопросам:

1) Описанию некоторой системы программирования или, правиль­
нее сказать, системы подготовки вычислений на электронных счетных 
машинах.

Сущность этой системы, которая может быть названа крупно- 
блочной, состоит в том. что r машину вводится в закодированном ви­
де вычислительный план работы, записанный в укрупненных элемен­
тах и операциях, который расшифровывается раз навсегда составлен­
ной универсальной программой-роботом — „прорабом “. Последняя ве­
дает также размещением данных в оперативной и внешней памяти, 
переадресацией и пр. Таким образом, полная программа данной рабо­
ты фактически не составляется: ее получение и не ставится задачей. 
Целью является нахождение результатов вычисления. Если угодно, 
хотя это звучи՛, парадоксально, это система беспрограммного про­
граммирования.

2) Вопросу о систематическом проведении с помощью универ­
сальных счетных машин аналитических выкладок. Как известно, в 
ряде математических п прикладных исследований много труда зани­
мают часто не численные, а аналитические преобразования: диффе­
ренцирование. подстановки и ՛։. п.. иногда требующие десятков и со­
тен орании выкладок. Во многих случаях эта работа носит стандарт­
ный характер. Поэтому естественна мысль об использовании машин 
при ее выполнении.

Подход к обоим вопросам связан с некоторыми общими идеями, 
относящимися к использованию машин с программным управлением в 
математике. С них мы и начнем, не излагая их з полном объеме и 
общности.

Проведенные исследования являются результатом работы группы 
научных сотрудников ЛОМИ, протекавшей под общим руководством 
автора,—научных сотрудников Л. Т. Петровой, В. А. Булавского, 
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М. Л. Яковлевой, 11. А. Платуновой; в разработке отдельных вопро­
сов принимали участие, аспираты О. К. Даугавет и К-В. Амбарцумян.

I. Введение математического задания в машину и его 
обработка

В настоящее время весьма актуальным является вопрос о прове­
дении самых различных математических работ на элеки онных циф­
ровых машинах, не только численных вычислений, но и ряда других 
видов их: аналитических выкладок и преобразовании, логического ана­
лиза, анализа и синтеза релейных схем, обработки вычислительных 
планов, программ, а также некоторых нематематических (анализ тек­
стов и пр.). Это, естественно, выдвигает задачу разработки практи­
чески удобных и универсальных методов введения такого рода зада­
нии в машины и создания единых машинных методов выполнения 
этих заданий.

Для этой цели существенна разработка следующих трех вопро­
сов:

Г) Создание единообразной символики. Требования, которые есте­
ственно предъявить к такой символике, это: а) универсальность 
возможность применения одной и той же символики для описания 
различных по содержанию математических заданий; б) точность и 
недвусмысленное!ь символики: в) компактность (малая емкость записи 
относительно к содержащейся в ней информации), г) удобство обра­
щения с ней на машине и достаточная наглядность для обычного вос­
приятия.

2) Разработка единых методов обработки математического 
задания, безотносительно от его конкретного содержания. Выяв­
ление общих видов операций, встречающихся при такой обработке, 
выяснение их свойств и возможностей, а также подготовка программ, 
практически осуществляющих их на машинах. Иначе говоря, разви­
тие своеобразной алгебры таких операций, гак сказать, машинной 
алгебры.

>3) Разработка удобных форм описания состава и расположе­
ния материала, вводимого и сохраняемого в матине в процессе его 
обработки. Эта задача, которая была мало актуальной при осуществле­
нии математического задания человеком, с записью данных на бумаге 
или сохранении их в человеческой памяти, становится весьма важ­
ной при автоматическом проведении ее на машине.

С и м в о л и к а. Вопрос об используемой символике является очень 
существенным при передаче машине математического задания. Очевид­
но. процесс передачи будет легче, если математический язык челове­
ка и язык, воспринимаемый машиной, будут приближены друг к другу. 
С этой точки зрения очень вероятно, что применяемый иногда ввод в 
машину в закодированном виде обычных формул может оказаться не 
наилучшим путем.
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Математическая символика изменялась и развивалась с развитием 
новых областей математики. Естественно, что применение машин так­
же должно оказать влияние на используемую символику, т. е. в сим­
волике нужно учесть „интересы" и особенности машины. С другой 
стороны, можно и машину „научить понимать' не только простейшие 
операции, но и более сложные, например матричные и др.

Схема. Первое, что нам представляется удобным, это исполь­
зовать вместо аналитических и логических формул со скобками запись 
связей и зависимостей математических объектов и виде расчлененной 
схемы типа

А’г = (Лг, k'i).
Здесь /•՝ и k условные номера, обозначающие ։е или иные объ­
екты из данного поля объектов. Каждую строку можно прочитать 
так: объект А*,  получается с помощью оператора F,, из объектов

А’ .
Некоторые из объектов даны, другие должны быть найдены на 

основании соотношений схемы.
Следует сказать, что выделение операторов является условным, так 

как номер, фигурирующий в качестве оператора водной строке, в другой 
строке схемы может выступать в качестве аргумента или результата.

Будем называть явной схему, в которой результативные номера 
(т. е. номера, стоящие слева) не повторяются и в которой нельзя 
найти замкнутую цепочку опирающихся друг на друга номеров. Яв­
ную схему всегда можно изобразить в виде некоторого дерева, опре­
деляющего частичное упорядочение результатов. Поясним принцип
записи примере функции 

4 ех

в виде схемы на

8 = а

1 =(+,2.3) 
2֊ (Х.4,5)
4 = (| -6)
6 = (+.7+)

5

х~a (cos ]/ а*Н- а փ ех) -г ] . д-у а.
։о9 3

5=( ,9.10) 
9 = (cos, 4) 

10 = (exp, 7)
3 = (:,10,4)

Дерево подчиненности дано на фигуре.
Операции нужно было бы также обозначить цифрами. Следует 

Обратить внимание на компактность записи в виде схемы, гак как 
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выражения, встречающиеся повторно (например. 4), нс даются в раз­
вернутом виде, в отличие от обычной формульной записи.

Схему можно рассматривать как функциональное преобразование 
группы опорных элементов, т. е. таких, которые не встречаются сле­
ва (ни на что не опираются. например л*  и </.). в некоторую группу 
результативных (например, у).

Из данной схемы естественно выделяются подсхемы именно той 
же записью задается зависимость некоторых групп промежуточных 
аргументов от других.

Наоборот, можно рассматривать операцию объединения несколь­
ких схем при соответствующем согласовании нумерации их элементов, 
в частности последовательное наложение схем, степень схемы, накопи­
тельную операцию над объектами, построенную по данной схеме, и т. п

Некоторые упрощения и преобразования схем. Приведем не­
сколько конкретных операций обработки абстрактных схем, безотноси­
тельно от их содержательного значения, которые встречаются при 
различном использовании схем.

1) Могут быть построены специальные программы упорядочения 
схемы. Наиболее удобно упорядочение по логической зависимости, 
вводящее минимальное число номеров, необходимых для нахождения 
данного. Например, для схемы, данной на фигуре, при логическом упоря­
дочении, последовательно определяются результаты: 6. 4, 9, 10,5.2, 3, I

2) Операция упрощения (отождествления). В случае, если соот­
ношения, определяющие несколько номеров, одинаковы (т. е. одина­
ковы правые части соответствующих строк), то только одна из всех 
этих строк должна быть сохранена: остальные могут быть выброшены, 
при этом во всех прочих строках исключенные номера должны быть 
заменены сохраценны м и.

3) Пусть имеются некоторые тождества связывающие перемен­
ные, т. е. произвольные или, в известной степени произвольные, но­
мера объектов. Подобное тождество можеть быть записано в виде 
схемного тождества некоторою правила преобразования замены оп­
ределенного вида подсхемы на другую. Может быть составлена опре­
деленная программа для преобразования схем в соответствии с этими 
правилами.

В качестве примера можно указать на правила преобразования, 
связанные со свойствами тех иди иных операторов (коммутативность, 
ассоциативность, дистрибутивность и др.). Дистрибутивность операто­
ров X (распределительный закон), например, записывается в виде 
схемного равенства Տ։ - 52, где

0 = (Х, 1,4)
4 = ( , 2. 3)

0=-(- .4.5)
4 = IX. 1.2)
5 —(X. 1,3)

Здесь 0, 1,2.3 основные аргументы (опорные и результативные), 4.
5— вспомогал единые. промежуточные.
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С использованием подобных программ на основании данных законов 
действий (схемных тождеств) может быть произведено дальнейшее уп­
рощение схем (обнаружение дополнительных тождеств между номера- 
мн‘|, подъем или опускание некоторого оператора, исключение некото­
рого опера юра, если дано правило его перестановки с другими и его 
значение для опорных элементов, максимальный подъем тех или иных 
аргументов (например, переменных) вверх, сокращение записи схемы 
за счет введения обозначений для многократно встречающихся схем 
и т. п.

Представляется полезным еще в ряде случаев объеденение груп­
пы номеров в систему (список). В частности, такое объединение це­
лесообразно, если ряд номеров связан последовательным применением 
некоторого ассоциативного оператора, что соответствует введению 
свертывающих операторов типа Saz. Кроме того, такое объединение 
позволяет с удобством производить упрощение внутри группы.

Наконец, в ряде случаев, если для некоторых выражений из­
вестны правила их вычисления, схема может быть упрощена за счет 
выполнения этих вычислений.

Обратим внимание на то. что применение всех такого рода про­
грамм преобразования при схемной записи чрезвычайно удобно бла­
годаря тому, что добавленные и заменяющие строки могут записы­
ваться в произвольном порядке, а также вследствие того, что воз­
можно локальное проведение каждого преобразования, т. е. рассмо­
трение только ближайших логических связей данных номеров без 
привлечения полных формул, которыми они выражаются.

Описание расположения материала. Для этой цели удобно 
ввести величины и справки. Представляется удобным при схемной за­
писи оперировать не с отдельными числами, а с более крупными 
объектами величинами. В качестве таких числовых величин могут 
быть взяты вектор, матрица, трехмерная матрица, поле и т. д. Для 
величины наряду с ее числовым содержанием вводится справка, 
представляющая собой описание числового материала и его располо­
жения. Рассмотрим пример такой справки для матрицы. Пусть эле­
менты матрицы

/ «п - • • а.\п \
К = I ....................... I

\ Սու՛.' ' ‘ ' О mu ՛

расположены соответственно в ячейках
Р, P-l-Z/p P+2//J,-..

Р 4֊ //2, Р 4 А2 4- Հ, Р 4֊ Л 4- 2ЛР • • •

Тогда справка о величине К имее։ вид:

Р. п, /?А 
/и, Л2/
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Р номер ячейки, в которой помещается первый элемент величины, 
п — число столонов, 
т — число строк,
Л։ - расстояние между двумя соседними элементами любой строки, 
А»—расстояние между первыми (и вообще т-тымн элементами) двух 

соседних строк.
Отметим, что справка о транспонированной матрице К*  легко 

получается из данной и имеет вид:

//Հ т, h2\ 
\ л. Л, '

Отделение справки от числового материала тем более оправдано,- 
что несколько величин могут опираться на один и тот же числовой 
материал.

II. Схемное или крупноблочное программирование

Развитие физических и технических дисциплин требует числен­
ного решения все большего числа различных математических задач и 
но возможности в короткие сроки.

Реализация огромных возможностей, которые несет за собой ис­
пользование быстродействующих машин для решения этих задач, в 
известной степени затруднена при применении обычной системы про­
граммирования, так как процесс подготовки программы и отладки 
ее для реальной задачи оказывается довольно сложным и длительным.

В связи с этим и у нас и за границей были предприняты рабо­
ты по упрощению н автоматизации программирования. Известен метод 
стандартных подпрограмм.

Другим путем является использование специальной программиру­
ющей программы (П.П.). Этот метод, в особенност. разработан в Ма­
тематическом институте АН ССС? Любинским и Камыниным под 
руководством Л. А. Ляпунова и М. Р. Шу ра-Бура.

Мы опишем тот путь решения этого вопроса, по которому по­
шли в ЛОМИ, который использует в известной степени общие при­
емы, описанные в I части.

Вычислительный план машине может быть задан в виде описан­
ной выше схемы, т. е. в виде ряда строк (блоков), элементами кото­
рых могут быть: 1) числовые величины, а также программы, матрицы 
программ, схемы и 2) операции над этими величинами. В основном 
должны применяться операции универсальные, заранее подготовлен­
ные и используемые в различных работах.

Среди операций отметим типовые, которые могут выполняться 
над числами или поэлементно вад величинами (это все машинные 
операции i , X,--- и операции, выполняемые по стандартным под­
программам, рассчитанным на подачу аргументов в стандартные ячей­
ки: ех, | л՜, л՜'՛), специальные, которые опираются на некоторую про­
грамму, записанную в условных аргументах (например, операция ум- 
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вожения двух комплексных чисел) и. наконец, операции, рассчитан­
ные специально на укрупненные аргументы, например такая 

% = (/?; А. В).
которая по матрице Я и вектору В выдает вектор X — решение системы 
Я% = В.

Кроме операций над числовыми величинами, могут быть опера­
ции над схемами и программами: упростить схему, по данной схеме 
(формуле) составить программу, провести итерацию схемы до выпол­
нения некоторого условия.

Рассмотрим в качестве примера блоксхему для решения инте­
грального уравнения

?(х) — ( К(х, у) о (у) dy=f(x) 
о

путем сведения его к алгебраической системе 
/I

? (х.) У Я*  К (Xi,Xk) ?(х*)=/(х,  ) -fl (! = 1,2.- • п)

с помощью квадратурной формулы 
I

( fix) dx \Akf (х*).  
о

Участвующие в ней величины будут Я Я/J. X — Хь}. В .

Ф = !?лi — векторы, В - К (х,. хд )'. С = (Я* /< (?:,. xl{) j. D, £—матрицы.

Тогда блоксхема задачи запишется так:
11 Ф _ (/?; /Հ F) (А> решение системы);
2) I) = ( : Е, С) ( поэлементное вычитание матриц);
3) С — (-, Я, В) (умножение столбцов матрицы на вектор);

4) В (А՜, л,  л՜) (А' программа соотв. К (х, у); применяется по­
элементно к парам: (д',-, х1;

*
*

5) E=(f, х) (/ программа соотв./(х); применяется поэлемент­
но к х).

В машину вводится только это задание: справки о величинах и 
операции с ними специально связанные (например, функции А (X, у) и 
/(х՝. записанные в виде схем): некоторые общие операции предпола­
гаются введенными раз и навсегда.

Как уже говорилось, проведение вычислительного плана оСу- 
щес вляегся с помощью специально построенной универсальной про­
граммы — прораба.
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Было создано несколько типов такого рода программ. Пусть в 
машину введены блок-схема и исходные данные. Прораб первого ти­
пи (разработан .’I Т. Петровой) „сам определяет" порядок выпол­
нения работ. Работа прораба заключается в последовательной логиче­
ски упорядоченной выписке блоков схемы. Если для данного блока все 
аргументы оказываются известными, подаются данные о них и вклю­
чается операция, если какой-либо аргумент неизвестен, предваритель­
но выписывается блок, определяющий этот аргумент, и он, в свою 
очередь, подвергается исследованию.

Помимо выполнения операции, стоящей в данной строке, прора­
бом вырабатывается справка резулыата. если она не предусмотрена 
заранее. При выполнении операции, в Соответствии со справками ар­
гументов и результата, прорабом производится переадресация; воз­
можны два способа ее в зависимое!и от того, как построена про­
грамма операции —в расчете на фиксированные ячейки пли на услов­
ные аргументы.

Включение переадресации в работу прораба делает программы 
большинства универсальных и специальных операций весьма короткими.

Прорабом производится и размещение результатов.
Результаты могут размещаться на места, предусмотренные в 

плане, или на свободные со стиранием ненужных. Такая безадресная 
система особенно удобна, если объем получаемых результатов и факти­
ческая схема процесса заранее полное:ыо неизвестны. Возможна также 
система, п которой используется ряд полей, и положение результатов 
фиксируется относительно начала поля, но поля целиком можно сдви­
гать. стирать или переносить в магнитную намять. При наличии от­
метки о печати полученный результат печатается.

Основным достоинством этой системы является то, что вводимое 
задание максимально приближено к обычному вычислительному пла­
ну. отличаясь от него по существу только тем. что он надлежаще 
закодирован. Более того, при введении в машину подобного плана 
можно обойтись таже без предварительного выписывания всех фор­
мул задания, оформляя непосредственно словесное или математиче­
ское описание метода в виде блоксхемы. Это делает такой план на­
глядным и удобным для математика.

В частности, удобным является введение необходимых изменений 
в нею, контрольных операций; облегчается также отладка работ ы на 
машине.

Недостатками в работе этого прораба являются прежде всего зна­
чительные „накладные расходы* 1. так как при выполнении вычислений 
с помощью него, наряду с необходимыми действиями над числами, 
выполняется ряд машинных операций, связанных с работой самого 
прораба -по развертыванию схемы и справок, перемещению и стира­
нию данных и т. и. Хотя эти операции просты, но довольно много­
численны и, в особенности на машинах со стандартным операционным 
циклом (тина БЭСМ), дают заметное увеличение машинного времени.
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Кроме того, в некоторых случаях такой порядок заставляет иногда 
фиксировать в памяти лишние промежуточные величины, что приво­
дит к увеличению загрузки оперативной памяти. Прораб сам также 
занимает значительное мео о. до 500—600 ячеек, зато, правда, полу­
чается выигрыш в месте, затрачиваемом на ввод программы. Увеличение 
расхода машинного времени не играет су шественной роли при единич­
ных работах небольшой продолжительности, в частности эксперимен­
тальных, и оно вполне окупается упрощением работы, сокращением 
времени на подготовку задачи, отладку программы и возможностью 
применения более сложных, но экономных :.о времени схем счета. 
Однако в других случаях это существенно.

В связи с этим были предприняты работы по составлению дру­
гих типов прорабов, более практичных. В прорабе второго типа схе՜ 
ма пишется в порядке ее выполнения, но могут быть скачки перехода и 
вообще вставлены отдельные машинные строчки. Таким образом, схема» 
по которой работает этот прорар, несколько ближе к обычной про­
грамме. отличаясь от нее в основном тем. что использует укрупнен­
ные операции и величины.

В настоящее время отлажен прораб № 5 (разработан В. А. Бу­
лаве ед и М. А Яковлевой), который решает задачи весьма эконом­
но по времени.

31 счет чего достигнуты эти усовершенствования и сокращения?
В ряде случаев некоторые действия (порядок работы, размеще­

ние, стирание, подготовка справки) оказывается выгоднее осуществ­
лять не через „прораба", а непосредственно при составлении плана.

Упрощено составление справок.
Для некоторых участков схемы оказалось целесообразным фик­

сировать ту программу, по которой фактически ведётся вычисление 
на этом участке, и определенное время сохранять ее в памяти машины.

Использованы некоторые специальные приемы (условные номера, 
возбуждение). Кроме того, накопленный опыт позволил рационализи 
ропать решение некоторых вопросов.

С цомощью прорабов проводился ряд работ, относящихся к 
задачам линейной алгебры, численному решению дифференциальных н 
интегральных уравнений, уравнений эллиптического типа, численному 
осуществлению конформного преобразования и др.

Эксперимент был несколько затруднен тем, что нам приходилось 
пользоваться московскими машинами.

Вследствие этого, кам также трудно провести сопоставление это­
го метода с метолом П.П.

Последний имеет свои преимущества, но и свои трудности, так 
как использование П.П. требует предварительной подготовки, доволь­
но большой, и не очень наглядной информации, вывода и хранения 
полученной программы.

При этом в работах со сложной вычислительной и логической 
•схемой необходимо детальное составление программы для всех логи­
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чески возможных случаев, н то время как в крупноблочной системе 
при разветвлениях процесса развертываются только те ветви, которые 
фактически реализуются в данных условиях.

В общем нам кажется, что оба пути являются перспективными. 
По-внднмому, для однократно проводимых и экспериментальных ра­
бот должна оказаться более выгодной крупноблочная система. Для 
других работ это менее ясно, но, как мы уже говорили, ввиду не­
достаточного опыта в применении нашей системы, это заключение 
является предварительным.

Следует еще обратить внимание на то, что наличие этой системы 
программирования полезно учесть при проектировании электронных 
машин с программным управлением. Например, нежелательна унифи­
кация времени на разные команды, полезно наличие полуоператявной, 
памяти (для размещения прораба) и др.

в
III. Аналитические вычисления

Та же схемная символика и упоминавшиеся операции по преоб­
разованию схем весьма удобны для проведения па машине аналити­
ческих выкладок и преобразований.

Прежде всего следует отметить, то имеет большие преимущест­
ва запись функции в виде схемы. Мы уже отмечали некоторые из 
них: отчетливое выявление характера зависимости, экономия записи 
и др., которые имеют значение при введении функций в машину. Одна­
ко эти преимущества вскрываются в полном виде, когда машина не 
только использует эту запись для вычислении, но и сама преобра­
зует и составляет такие записи, как это имеет место при аналитиче­
ских вычислениях, подобно тому, как преимущество двоичной си­
стемы записи чисел становится особенно заметным при осуществлении 
действий с ними на машине.

В качестве первого примера аналитического преобразования при­
ведем упрощение рациональных функция. Рациональная функция это 
любая схема с операциями -ь, —. X, с опорными элементами х, у. 
д,--- (независимые, переменные) и г,, с՝2,--- (постоянные). Записав 
в качестве схемных тождеств правила действий с дробями и рзскры- 
1ия скобок, используя выполнение вычислений в случае действий с 
постоянными, а также применяя упоминавшуюся запись групп и их 
упрощение (ч. о, впрочем, ле обязательно). в результате последователь­
ного применения перечисленных операций, получим преобразование 
рациональной функции к канонической форме отношения двух много­
членов.

Более подробно мы остановимся на аналитическом выполнении 
дифференцирования на машине.

Пусть функция k записана в виде схемы S. состоящей из рядЯ 
строк вида
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* = /(*«.

Тогда запись в виде схемы Տ' для ее производной по х мы получаем 
формально, присоединив к ней одну строку:

к' = (/Л*,х)

Однако, чтобы раскрыть эту запись и получить схему, не содер­
жащую символа D, мы должны использовать ряд правил, а именно

(D ; с, х) р О
(D ; х) 0 (з —другая независимая переменная).
(D , л, д’) в I 

а также таблицу производных, записанную как правили перестановки 
оператора дифференцирования с остальными операторами; например, 
правило дифференцирования произведения А։, — А՛, А’3

A’i = (A*  k3Y = к> к -г А։: А’з

дает такое схемное тождество А В ՝.

А = kvx) I 
kX = (*,  fit, *з)  ( Д А? = (4֊. «։, л3) 

= (X, Պո *з)  
= (X, л4)

п3 = (D. к:. л*)  
л4 = (£>, к3. х)

В

(//,. л>--- вспомогательные аргументы). Тогда, опуская последователь­
но знак I) на основе этих тождеств и пользуясь для опорных эле­
ментов отмеченными правилами, получим схему для к'. Эта схема 
может быть еще упрощена за счет использования некоторых правил 
алгебраических преобразований, а также выполнения вычислений, ес­
ли встретятся действия над числами.

После того, как упрощение выполнено, таким же образом мо­
жет быть найдена на основании схемы первой производной схема к" 
и т. д. (так находятся не только обычные, но также и частные про­
изводные).

Если потребуется численное значение производной при конкрет­
ном значении переменных, то оно может быть легко найдено с по­
мощью прораба непосредственно в машине, без выводи этой схем­
ной записи и какой-либо внешней обработки ее.

Итак, машина .умеет дифференцировать*.  Наличие возможности 
аналитического дифференцирования позволяет сделать многое, что 
было бы невозможно без этого.



14 .’1. В. Канторович

Например, мы можем не только провести численное интегриро­
вание. но и выполнить на машине строгую оценил погрешности по 
остаточному члену. Наличие такого аналитического решения позво­
ляет производить ряд исследований и оценок, которые нельзя сделать 
с помощью одного численного решения, изучать зависимость от па­
раметра и пр.

Приведем два примера аналитического построения решения диф­
ференциального уравнения.

Пример /. Разложение решения в степенной ряд
У'=/(■*.  У). У(А«) = у0,

УИ=Уо + ֊7 (-V--VJ4- :'f(x 
I » «W«

Для нахождения последовательных производных мы должны описан­
ным выше образом но схеме

У' =/(х, у) } S 
строить схему производной у*  = (у')', присоединяя к ней только еше 
одно соотношение:

(/֊(/Л у. х)
(вместо (D. у. л՜) = 0; она включает, как указывалось выше, схе­
му 5. определяющую у').

Точно так же по у՛ находятся у'" и д., после чего вычис­
ляются значения производных в точке х„ и составляется степенной 
ряд.

Пример 2. В качестве другого примера упомянем о возможно- 
ст построения известного разложения решения дифференциального 
уравнения по степеням параметра (метод Пуанкаре Ляпунова):

у1' ч- у == Л՝(3) у'2 (либо = /• (л-, у, у', է)

y(0)= 1, у'(0) = 0; /•-(3)=է’Րփ<:շ3Ջ + ...

Решение ищется в виде
у (з, х) = ?0 (х) + 3, (х) о -г ?2 (х) зМ------

последовательно находятся из дифференциальных уравнений

?<> 4- ?о = °*>  (?о = cos *)
уз -г — ?0 ր՚յ ~ /1 < х ՝:

?շ + ?շ= ■••• ™/2(х);

?»(*)  (/,.(/) sin (х — t) dr;
о

'•<0- [Lvv’-’֊'l,,'4
Здесь и ?(. —выражения типе
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\|(Л*.у,  /*ՏյՈ'Հ  - Ьк'У f*  cosvr).

Операции, которые здесь требуются, кроме дифференцирования., 
что мы уже умеем, осуществляются посредством простых схемных 
тождеств. Именно нужны преобразования произведении синусов и ко­
синусов в суммы (формулы, обратные формулам приведения к виду, 
удобному для логарифмирования) и формулы интегрирования по частям 
выражений вида

j х1 sLn Aw dx.
Существенную роль играют в этой задаче также различные дейст­

вия над группами номеров.
Этот метол широко используется в различных задачах небесной 

механики и теории регулирования, при этом осуществление его свя­
зано с весьма громоздкими выкладками. Поэтому их проведение с 
помощью машины было бы весьма полезным.

Для данной задачи, хотя она в основном запрограммирована, 
фактическое решение на машине еще не осуществлялось, но решение 
ряда других задач, в частности аналитическое вычисление производных 
различных порядков, было уже реализовано (Л. Т. Петровой).

Подобным же образом может выполняться и ряд других анали­
тических выкладок.

При этом преобразования и упрощения схем (формул) могут 
выполняться двояким образом. Либо вводя подходящее поле объек­
тов, н котором все участвующие в схеме операции определены. При 
этом можно последовательно включить значения элементов схемы 
в этом поле. .Либо схему можно привести к каноническому виду за 
счет последовательного применения к ней. пока это возможно, груп­
пы преобразований, определяемых некоторыми, тождествами (подобно 
нормальному алгорифму).

Сложнее дело обстоит с задачами, которые не всегда имеют ре­
шения и для решения которых нет определенного алгорифма, напри­
мер аналитическое интегрирование в общем случае. Однако наме­
чаются некоторые перспективы разработки довольно общих методов 
их анализа и систематизации возможных попыток их решения.

Те же приемы, помимо аналитических выкладок, могут использо­
ваться .акжё для преобразования, упрощения, приведения к канони­
ческой форме и других видов математических заданий, например:

а) преобразования вычислительных планов с целью обеспечения 
более удобного вычисления но ним: вынос наверх выражений, -зави­
сящих от большего числа параметров, подъем более сложных опе­
раций. исключение повторного вычисления выражений и г. л.;

б) преобразование логических и теоретико-множественных фор­
мул: вынос кванторов наружу, исключение некоторых операций (отри­
цания. дополнения) и т. п.;
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в) в вопросах анализа и синтеза релей но-контактных схем;
г) различные вычисления и преобразования в алгебре и топо­

логии:
д) формальный анализ дедуктивных георий (нахождение парал­

лелизмов, частей, допускающих аксиоматическое построение, и т. д.).
В заключение мы полагаем, что нужно считать уже в самое бли­

жайшее время осуществимым на машинах, наряду с обычными чис­
ленными вычислениями, полное автоматическое проведение опреде­
ленного математического метода решения задачи, с выполнением 
всех необходимых числовых и аналитических выкладок, а также 
логического анализа.

Наряду с использованием в приближенных вычислениях и при­
кладной математике машинный анализ должен получить систематиче­
ское применение и в ряде гак называемых теоретических областей ма­
тематики.
Ленинградское отделение

Математического института Поступило 21 1 1957
ЛИ СССР

I.. Վ. *«։սն։ւս։րւ։վ|։յ
ԾՐԱԳՐԱՅՒՆ ШЦОРПМГ ՈհՆեՑՈՂ. ՄԵՔեՆԱՆեՐՒ ՎՐԱ ^ՎԱՅՒՆ 

b< ԱՆԱԼՒՏԻԿ ՃԱՇՎՈհՄՆեՐ ԿԱՏԱՐԵԼՈՒ ՄԱՍհՆԱ Մ Փ Ո Փ (I հ 1Г
Հոդված ր րաղկւոէլած է մասիր: Աոաջին մասում մշակվում են

խնդիրր ավաէէէ1 ։и տիկ հաշվիչ մեքենայի մեջ մ աչքներս րնդհտնւո ր հտրմար 
եղանակ, ինչպես նաև tf աթ եմաաիկական ա ւոբամաբանական բունա ձե եբբ 
ււիէէ վսլիկ կերպով ղբելու եղանակ, որպիսի եղ տնակն եբր կիրառվում են մա- 
թ ե ւ> ուա իկական հաշվ ոլմ ն ե բու. ւ/ և, il ա սն ավ ո բա պե и . րնղհւոն ա ր բանաձևերը 
-.աաակ ււիւեմ աներով փոխարինելու, տ/ղ սխեմ աները ձևսրւիոիւելա ե ա/լ հաբ֊ 
էքեբում ։

Աբկբոբղ tltnntntf նկարտղրվոլմ է; միքևնալի կբա հաշվումների նախա֊ 
պաարասւոման որոշ սիստեմ. որի Հաթյանն ալն Հ. որ կաբճաղբված տես­
քով t! երեն ալի <///<? / մարվում աշիւաւոանքի հաշվողական սիւեման, "{՚ր 
ղբվա>) է խրւչոբաէւված Լ/եմ ենսւնե բով և ղ ո բծ и ղ ա թ լանն Л բ ով: ււիւեմ ա՛հ
վերծանվում ե կաաաբվու մ ի tf եկ բ՛եղմ իշու կաղմվսէծ ծ բուղ բուք'' <3: աշ ի/ ղ եկովս. 
'.ЧЧ*  ղեկաէիոբոէւ! Լ նաև tf եբե՛հա ք՚է օպերատիվ հ աբաա րին հիշողության 
ап/րոyV/Z>րի աեղավէէրումր, Կրած անների վերոէհաոէյեաղրմտն ամբողջ ոիոաե- 
ւ/՚ր և աւլն:

'Լեբշապես, երրորէք <)'աոր նվիրված Հ անալիտիկ հաշվա մների (օրինակ' 
ած անէր1 էսն , տեղաղբա tilth րի ե ալքն) սիստեմատիկ կա ուա րմ ni'liր մեքենանե­
րի օէքնա թրոմր:
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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

С. А. Амбарцумян

О двух методах расчета двухслойных 
ортотропных оболочек

1. Основные, предпосылки и гипотезы. Рассмотрим тонкую двух*  
слойную оболочку, составленную из двух однородных ортотропных 
•слоев. Пусть плоскости упругой симметрии материалов каждого слоя 
взаимно перпендикулярны, при этом одна из плоскостей упругой сим­
метрии в каждой точке каждого слоя параллельна внешним парал­
лельным поверхностям оболочки, а остальные две перпендикулярны 
координатным линиям а — const, 3 — const*.

Пусть а и являются криволинейными, ортогональными коор­
динатами, совпадающими с линиями главной кривизны координатной 
поверхности, расстояние по нормали от точки (а, 3) координатной 
поверхности до точки (a, J3, հ) оболочки.

За координатную поверхность принимаем поверхность спая слоев, 
которая параллельна внешним поверхностям оболочки.

Считаем, что коэффициенты первой квадратичной формы А
/) и В — В {г, 3), а также главные кривизны координатной по­

верхности ֊ (а, 3) и А?2 —А’2(л, /) при дифференцировании ведут
себя как постоянные [1, 2, 3].

Предположим также, что слои после деформирования остаются 
упругими и работают совместно, без скольжения.

В отличие от общепринятого метода расчета слоистых оболочек, 
здесь в основу ставим следующие предположения:

1. В каждом слое оболочки нормальный к координатной поверх­
ности линейный элемент оболочки после деформации не меняв! своей 
..липы.

2. При определении деформации е''1. и считаем, что касатель­
ные напряжения и не отличаются о. соответствующих напря­
жении (Հ’ и •:),  найденных в предположении о справедливости гипо­
тезы недеформируемых нормалей для всего пакета оболочки в целом 
14-8]

*

Здесь, будучи более строгими [3, 10J. первую гипотезу можно 
сформулировать несколько иначе. При рассмотрении деформаций пре­
небрегаем влиянием напряжения з" на и е?,\. а также приближенно 
принимаем, е .. = 0.I  _______ т •

• Здесь it в дальнейшем в основном приняты .обозначения [2, 3, 10|.
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Учитывая результаты, полученные при решении плоской задачи 
изгиба составного бруса [7]. в настоящей работе, начиная с 7-го но­
мера, будет рассмотрен вариант теории расчета двухслойной оболочки, 
в котором приведенная выше первая гипотеза будет изменена следую­
щим образом. В каждом слое оболочки нормальный к координатной 
поверхности линейный элемент оболочки после деформации остается 
линейным и не меняет своей длины. В силу этой гипотезы при рас­
смотрении деформаций будем пренебрегать влиянием напряжения ау 
на деформации е" и е”, которые по высоте каждого слоя оболочки 
будут иметь прямолинейный закон распределения, а также бу­
дем считать е™ — 0. Укажем, что и при этом варианте второе предпо­
ложение остается в силе.

Принятые здесь гипотезы являются результатом логического раз­
вития гипотезы недеформируемых нормалей, принятой для всего па­
кета оболочки в целом, и находят подтверждение в исследованиях 
плоской задачи изгиба неоднородного бруса [6. 7].

2. Исходные уравнения и соотношения. В этом номере без 
доказательств приводятся известные результаты, которые лежат в 
основе дальнейшего изложения.

Для объемного дифференциального элемента, выделенного в ка­
ком-либо яг-ом слое оболочки, имеем следующие уравнения равнове­
сия [2]:

0Հ1 I д „

1 ои™ 1 ди"'
/А И, су-

+ = °֊

д-™ 1 д

д-п' Ժ-Հ*  дН, дН-»
- я W ъ=°- (2. И

где для коэффициентов Ламе имеем

//, = Л(14-М» Я,-Д (1 + Л27). (2.2)

Для компонентов деформаций имеем

о и՝՝1 
ծ՚յ.

дН. I 1ди? дН*  \
= — I —-—Г- — ит 1«

(2-3>

(2.4)
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где ir՞' = п՛^ (а, /, հ), и™ = «J*(a,  3, հ) и и” = ит (а, 7) — компоненты

• Здесь и в дальнейшем для первого или второго слоев, когда «г фигурирует - 
как индекс, расположенный сверху расчетной величины, то вместо <п = 1 или ж—2 
соответственно будем употреблять один или два штриха. Например: вместо Տ.Լ. на­
пишем Biti или вместо напишем Z?J/r-

полно։о перемещения какой-либо точки ж-го слоя оболочки.
В силу первой гипотезы, из обобщенного закона Гука, для на­

пряжений в /л-ом слое оболочки получим [4, 8]

Հ е” 4֊ В^е?, з? = В^е” 4 В№.

<1 = ^4. $ = Հ=5.^։ (2.5)
где

B*>=G%,  B^ = G^, B«=G%,

где Е? и /У — модули упругости; G", G™, G” — модули сдвига;р-Г = 
֊•Հ’;. р?' = [i£ — коэффициенты Пуассона (первый индекс показывает 
направление действия напряжения).

Перемещения и напряжения на внешних поверхностях оболочки 
и на новерхности контакта должны удовлетворять следующим уело-

՜րյ — Тз;> — Tjjp Зт — Зт, (2'9)

виям:
1) на верхней новерхнос։». при 7 — о2.

Վ=ր, =;=z; (2.7)

2) на нижней поверхности, при 7= —ор

“a-j = 0, = 0. з; = 0; (2.8)

3) на поверхности контакта, при 7 -= 0,

ԱԴ = ԱԴ. и =И\, Ա^ԱՀ (2.10)

Здесь А*  — X(а, 3), Y К(а. 3), Z Z{i. 3) — компоненты внешней по­
верхностной нагрузки. о։ —толщина нижнего слоя, 32 —толщина верх­
него слоя.

Напряжения вызывают внутренние силы {Тх, 7j3, 7Հ։. Q։, Q2) 
и внутренние моменты (Л1։, М2, .VI |?. Л18։). которые определяются 
обычным способом [4, 5,9] и должны удовлетворять следующим урав­
нениям равновесия [1G, 12]:
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I д!\
Л оа

4՜ ^’1Q1 ՜է՜ = 0՛

Լ-Բ + ֊֊^֊ + Հ-ՉՅ+ր-օ,
В ժֆ Л да

-(*,7՝ 1+А27-г)+ !

* Здесь и я дальнейшем все величины, относящиеся к задаче, при 
принимается гипотеза недеформируемых нормалей, отмечаем „кружочком-.

Л Ժ*
I dQ2
в д 'л {-Z = 0,

1 ^lg | I Ժ/VL п-о
А да В (Г? '

1 4 ’ 4-0.
В ԺՅ А Оа.

Л2 “ Л։ 4“ ~՜ &2Л121 — 0.

(2.11)

3. Значения касательных напряжений ՜ ■" и в предположе­
нии о справедливости гипотезы недеформируемых нормалей для 
всего пакета оболочки в целом1'. Согласно гипотезе недеформируемых 
нормален, нормальный к координатной поверхности прямолинейный 
элемент оболочки после деформации остается прямолинейным, нор­
мальным к деформированной координатной поверхности оболочки и 
сохраняет свою длину. В силу этой гипотезы [2]

,«ьл։ է I /. .л ,Հ-_  X
Л ела

«■-"=(> +«»’- լ —
В di

(3.1)и ™

где յւ° — и (а. 3), V =v '(a, £) и гс ' = а՛ (я, ^ — соответственно тан­
генциальные и нормальное перемещения рассматриваемой точки коор­
динатной поверхности оболочки.

Подставляя значения и и у и и т из (3.1) в (2.3), учитывая 
при этом, что

е°« е= з։° + 7Л-,0, е°” -= г2° 4- -;х2\ 

еՀ“ = սՀ -Н՜՜՝’. (3-2)

получим следующие соотношения для относительных удлинений и 
сдвига, а также для параметров, характеризующих изменение кри­
визны и кручения координатной поиерхности оболочки, [2, 3, Ю, 11]:

. ֊■ =
Л да. 4 н

1 до
՛- /г,ц՛ .

01 1 ди
В ԺՅ

4- ֊ <Л '
Л да. '

(3.3)

которой
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1 Ժ2«ր , 1 ди
--------------г к,----- —, 
Д2 ժ«2 Д Ժօէ

1 ԺԿ<ր . I dvQ ՜~—   ՜— ՜ք~ «շ-------- ,
/ր֊ ԺՅ2 Ք ժ?

AB дл<Я \ 1 В ' 3 Д ժ« / (3.4)

Из (2.5) на основании (3.2) для напряжений в /??-ом слое оболочки 
получим:

з " = 4֊ дао.

3Г = В&9' Ч- В&х 4-1 (да֊2° 4֊ В^), (3.5)

'7 = 4- •

Подставляя значения напряжений из (3.5) в первые два уравнения 
(2.1), при этом учитывая условия на внешних поверхностях (2.7) и 
(2.8), а также (3.3) и (3.4), для искомых касательных напряжений с 
точностью гипотезы ««деформируемых нормалей, получим (4, 5]

-о"1 _  I /;■.՛ ,.2\ I г>т ' ^zi > />« ՝ . ո՚ո '• .
\ Л ал Д ал В /

+ [(֊ >)"։«—г](й 1 (>1' -+а£ ‘ ֆ?+տտ-Լ>4 +(/«-1И = 
\ А дл А ал В /

= -(ճ- Г) Կ (ВГ„) w + [(-1 л„-. У] [в?! -L "Ճճ + 
ձ Д“ ОЛ-

;o4j 1 a՝U дт . 1 О с'
К ^АВ ГШ,

+(*,в^  yk.B?,) ' ֊ 
.4 ал

(3.6)4-(w- 1)AZ,

֊(щ I) ր = ±(ճ-ր)/:2(^)«-4-[( 1)%֊.]^^ Հ\ 4֊

+ да I .
Д5 ал2

4-- (да -г-да) 1
.4 В ал<В

в ал
(w 1)Г, (3.7)

где

£1(да.) да *-<  (да - 2в^ 
.48 ал4

1 а9
ЛВ2 длд^-՛
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дяЕМ) ֊ В£ Бз ֊+(^4-2^) 1

1
/- 11 ( Cifc/Հ ид и + Q J 2 —— - -; -

АВ (В.О^

В3 (Տձ3 А-В tfa-ժ?
(3.8)

Таким образом, задача определения искомых напряжений - * н - ՞ 
сводится к нахождению перемещений и , v и Ջ՛ .

4. Разрешающие уравнения в предположении о справедливости 
гипотезы недеформируемых нормалей, для всего пакета оболочки 
в целом. Для построения разрешающих уравнений относительно ис­
комых перемещений и . vc. w . во-первых, определим внутренние 
усилия. Воспользовавшись известными формулами (91 для внутренних 
усилий, получим

Л = ^Ц21 -Г ՇյշՏյ "Г Kn'l՜ bA12xL>°,

72՛՜ - С2-,.г.֊> ■■ Շ։շտ։ — ,

Л1° = (Գ.6 -Г Ь *ն)-Г (/<« + *= D^) ft {4 2)

= (Q.e 4- "’° 4’ (АС6 -Г ՜ ՜1.

'И։* ~ /Հ.//Հ 4֊ D^j> 4֊ + К^, (4 3)

;И5-'= ռ^Հ-Ч D&x + КгЛЛ

Л418” = MJ = Н-֊ 4֊ KflX. (4.4)

где для жесткостей имеем (9. 12]:

Cih - (p2Bik 2։Дм-).

= (4.5)

/Ла- — — -г պ/Ла). 
V

В (1.1) —(4.4) мы получили наиболее простые соотношения упру­
гости. которые, как нетрудно заметить, не противореча! шестому 
уравнению равновесия (2.11).

Подставляя значения внутренних усилий нз (4.1)—(4.4) в урав­
нения равновесия, при этом учитывая (3.3) и (3.4)» для определения 
искомых перемещений и , и՛, ге получим следующую систему из трех 
дифференциальных уравнений:

- Д։,(О,Л)-«։։4- rf
.4 иг

«,0= — X, (4.6а)

1 i S'1 1Հ \ I Հ\ U
АВ O7.d{J>

/■2з(^Л*̂/ а) ^շ3՜.՜ ...
В О/

/•зз (*̂)  2/՜ (А/л) Q33 I /• |.1 (/-Հ-. f\ik) Q3;։ 1 ճ՜ 
. 4 ժ ?.

Y, (4.66)

и

В
v =Z.. (4.6в)
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где для линейных операторов и коэффициентов введены следующие 
Обозначения:

1 .п(с/ы  = (Сп+2кгки + йо„) ‘ Հ1- + 
.4  С/а՜

*
*

* Здесь следует указать, что полученные уравнения и соотношения могут 
быть использованы как в случае пологих оболочек, если даже оболочка слишком 
длинная |14|, так и в случае нс слишком длинных оболо.чек. если даже оболочка 
-.оаершенно нс пологая 111J.

4“ [Qu + 4 ^'։ (Л’ав + k। Ц»о)] < 4.7)

Լ & (С*  /(և) ~ (С„ 4- 2k2 4֊ kl D,2) 1 ֊ 4-
В- дЪ-

4- [См 4֊ 4 Л2 (Л;, 4֊ Կ Dw)] i (4.8)
Л՜ 07."

լ.... տ{ձ = ՀՀ. ֊֊ ֊ 4- Do* — — 4֊ 3SV 11 А*  да*  "Влф

1 д*
+ 2(О„+?ад-7—мя

1 о3
£13 (£>//,/</*)  = (Ки + Л, ^л) д- — +

1 Ժ’
4՜ [2 /<С(! 4֊ АГ12 4- Հ (Р12 4- 4 Dee)]

1 ծ3 
Լշշ (Dlk Klk) - (К,, 4֊ *շ  ՔՏ2) ~ — 4֊ 

В3 Ժէ53

1 ծ3 
4՜ (2 К&. -г /<յշ 4- k*  (D12 4- 4 Z)6e)] ,...2 „/0 ’ 

A~n oa~o՝j

1 Ժ2F(K^ = (Հ Kn + k2K^ ֊շ + (4.10)
A- O'j.-

4- (Ло A շշ ՚ /<ւճ) Л ... ’
В՜ ժ?։

Qv, = [Cai 4- Cw 4- A1/i’s(Z)։2 4՜ 4 /)йв) 4- (A'։ 4՜ Ze->) (/<։o 4֊ 2 /<410)], (4.11)

Q13 = 1Գ1^1 + c,z k, 4- К (Հ Kn 4- A\. /<։2)],

Q=3 = [Coo k2 4- C։2 Л, 4- k2 (k, K-n 4֊ fi, A\S)J. (4.12)

Q»3 ~ Cjj 4" 2 Cjj 4՜ Coo. (4.13)

В Случае, когда оболочка „пологая*  [2, 14] или „не слишком длин­
ная" [3], полученные уравнения и соотношения могут быть несколько 
упрошены'.
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Всюду методически пренебрегая величинами порядка ;7? по срав­
нению с единицей, получим следующую упрощенную систему разре­
шающих дифференциальных уравнений [12]:

± di 4-С 1
Д2 дч*  + ԺՅ*

д-Ъй
дхд)

£,(/(<*)  -(*/-■„  -г k..c„) ՛ (t w 

Д «77.
(1. Ma)

1 д-
/Հ֊ Հձ-

:-С60 Д 2 (7а2 )

к? (Км) (^zCZ2 t • A’։C|2) —
В Օձ

1аз:,(/ла.) - s/w+q^՛ -

1O! = (4.146)

(Ал) (A’j C յ J ֊ր A’; Cj2)—-
A ժ-z

£2(Л/*)֊(Аг 2С22 ~АгС12)
В <<3

/. (4.14b)

+ (Գ,

1 d

■ у_1_ ՃՃՇ 
և՛ AB d'J.u'i

Укажем, что, при выводе системы (4.14), в первых двух уравнениях I 
равновесия (2. II) величины Ar։Q։ и A\.Q2 принимались равными нулю.- I 
Изменения кривизны и кручение имели следующий вид:

Г—W- . ձ^,
А2 Оа°- Вл~ др АВ dxd’fi

и, наконец.

Лзс = 7*21°  = Գժ>° + К^°. (4.16)
5. Несколько слое об условиях контакта слоев оболочки. Рас­

сматривая формулы (3.1), замечаем, что условия контакта (2.10) удов­
летворяются тождественно. Что же касается условий контакта (2.9), 
го. как известно [4], эти условия сводятся к системе разрешающих 
уравнений (4.6) или в частном случае к (4.14).

Таким образом, если и , г՛՜ и к՛ будут определены из системы 
уравнений (4.6) или в частном случае из (4.14). ю условия контакта 
(2.9) также будут удовлетворены тождественно.

6. Основные уравнения и соотношения поставленной задачи. 
В силу принятых гипотез (гипотезы 1 и 2). для деформаций в w-ом 
слое оболочки имеем:

от -.отГ.7 _ _ ՜ а,
” в& (6.1 к I

т оот
( Я Г»7Г „ГЯ ’в 44 В.\1

еТ. - 0. (б.2>
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Из (6.2), учитывая (2.4), для перемещения получим

ir‘= гг'(а, 3). (6.3)

Значит, как и во всех существующих теориях расчета гонких обо­
лочек, перемещение zzT какой-либо точки /ո-го слоя оболочки не за*  
висит от координаты > Это перемещение для всех точек данного 
нормального элемента оболочки имеет постоянное значение, равное 
нормальному перемещению и՛ = -к*  (-а, ։3) той точки координатной по­
верхности, которая образуется при пересечении данной нормали с 
координатной поверхностью оболочки.

Подставляя значения и - из(3.6) и (3.7) в (6.1). для де­
формаций сдвига получим:

где

օ/՛i 
O.5S

ет = фОот _ „/от _ ау ՚ I 1 1

/ ?
.4 (п A O'j.

1 dzu , 1 d-u
Az M

+ (BT,k, -1֊
.4 tfa

(6.4)

(6.5)

(6.6)

(6.7)

= ™ "и
t №i '„■?£ 

. 1В

L?’ /Հ". 1 ,և’ -|.
В д$ В (J'i

I Ժ"> V 
.4 ժւ )

I df֊V’ -i+(B" 
.4 -

йлц 1 <>2//
8№} ab

+(в?.*,+вйА)  1ռ:ւ՛
В Հ6 (6 8)

B* d?

zer= ։■№) u";. (6.9)

(6.10)
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Из (6.4), подставляя значения и <?"' в (2-4). получим:

<Կ“?\-_ 1 , ?Т 7 /т_ V т
<*Г  \ Н,! Н{ di ' Нх Нх 2НХ z 1 ’

Ժ Р? | 1 dll7 , Ф? 7 , -m Т* -т (6-И)

3 Հ_ ... 1 "ՀՈ

Из (6.3), (6.12) и (6.13), подставляя значения ւՀ՝, и в 
(2.3) и полученные при этом значения е^, и сравнивая с соот-

Ժհ \ Н J ՜ Hi /7а /72 ■ 2Нг Z 2 •

Умножая каждое из этих уравнений на <7у и интегрируя в пределах 
от нуля до 7. при этом учитывая, что при у = 0 иТ — ц(а, 3) и и™ — 
= ւ՛ (а. р), получим

«" = (1 + *,֊)«  - } ֊ +г(1 4-*.  ' )?”!”-
Д di \ 2 /

- Я1+*.т)/°!’--г(1+*‘-г՝|х’?'՛ (SJ2>Z \ и ' О \ ‘г /

«” = (1 '• 4-7(' + *2֊У<"
б св \ 2 /

Здесь, как и вообще [2|, и = и (а, խ, v — v(i> 3) — тангенциальные 
перемещения какой-либо точки координатной поверхности.

Формулы (6.12) и (6.13) показывают, что. в отличие от сущест­
вующих теорий расчета слоистых оболочек [4, 9, 12, 13], здесь тан­
генциальные перемещения и'” и н(” какой-либо точки оболочки, уда­
ленной от координатной поверхности по нормали на расстояние 7, 
зависят от Հ нелинейно. При этом коэффициенты нелинейных членов

7^, / «, / շ'.7.Ր, ' являются известными величинами, которые
определяются с помощью формул (6.5) — (6.10). на основании рсше 
ния задачи теории слоистой оболочки, опирающейся на гипотезу не- 
деформируемых нормалей, данную для всего пакета оболочки в 
целом.

Укажем, что в формулах (6.12) н (6.13) известные коэффици­
енты (? ք, ?՝.?) имеются и при -f.

В силу (6.12) и (6.13) деформации Հ՞, <՛'.'• и с'՞ могуч быть пред­
ставлены в виде многочлена по степеням у:

= =« + 4- т т3 4^՛

е'>\ = »>"՝
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.нетствующимн выражениям» (6.14), для коэффициентов разложен»» 
получим:

1 ժ« , . т 1 dv , .
“'|=/,» +v'' 4 = Տշ = +

1 ди 1 dv
В д'Л Д дл

ю I д^'л 1 ժ2«՛ I ди I
*՝ ~''՝ +A~di = A^^+k‘ Adi+A- ST'

I O'- 1 d2w 1 dv 1
•<՛ = 4 B- 4֊^֊ .Հ •

I ։ 1 2
՜ ՜ X + ~B ՜ԺՅ՜ ~ Д՜ ~оГ “ ՜ АВ +

Л / 1 ди I dv \ 1 I ду°%+ VH *271 Л .)+«՜-у ՜ -■ л -Հ

(6.15)

(6.16)

т I d*w  1 д ..,т 
= и, „ — I / I

.4՜ да*  2 А di
֊1֊ Л^/Т),

т , 1 ժ-к՛ 
V.՛ = ---------

■ Ва д^

?»=(*+*.)  У... 2^1֊
АН 4W-,

2/1 dv.

2В д^>

֊֊|/’!’,֊(/е1֊2А2)¥«П-

(6.17)

«Г- ֊ ֊ - ° (ZT-ՋՀ/ 7). о?= —" (•/'’?֊ 2Аа/”).
6А Ժ։ 1 6В ԺՅ ■'

Л ^-1/ Г + (*,-з* а) I Г|
6В Ծ9г

- Л Z7[Z'"‘ + (i - 3*>>  /’"’I- (6.18)
6Д Ժ։

1 ժ/.ր . 1
՝* ՜ ։8А <J« ՚ ” ՜ ֊8ճ ժ? ՚

■՚ z/^Ջ.ւ zz

Рассматривая разложения (6.14) замечаем, что он» похожи 
лз аналогичные разложения, использованные в работе. [2], однако, 
как нетрудно заметить, здесь мы имеем лишь внешнее сход, 
счво. Дело в том. что в цитированной работе [2] при опреде-
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лепни деформаций и е'.[ пользуются рядами по степеням у, од­
новременно сохраняя гипотезу недеформируемых нормалей [2, 3]. В 
Настоящей же работе соотношения (6.11) получаются в силу исход­
ных гипотез поставленной задачи.

Укажем также, что, как и в п 3; при определении х։, х2 и ~ 
принято условие нерастяжимостн координатной поверхности оболочки 
[2. 3. Ю]՜.

На основании (6.14) из обобщенного закона Гука (2.5) для ра­
счетных напряжений в м-ом слое оболочки получим

Решая систему уравнений равновесия (2.1) относительно напря­
жений Հ\, -Հ' и Հ։, получим:

Հ ֊ (ВП հ 4- Ви г-.) + 7 (вП х? 4- В\п: хг) +-

4֊ I2 (BW ад) 4- 73 (#и ОГ 4֊ Лы 0?) 4՜ 

-Н4(Ян?Г ~ В’?>С?). (ОО)-

Հ = (Я£ =շ փ ВЪ*Т)  4-

4- V- B”rf) ’ -.3(#£0? -{-ВГ.0Г)4-

4-гчад + ад), (6.21)

Tg= BSK 4֊ 7^+ -ь Л" 4- քՀԴ (6.22)

Г ծյ,ո Г
^-Հ-֊ W./Л-д֊-^- + СГ(«, ?),

Г Ժյծ։ i‘ д~п։Ht hi - J HJh dy -J H'i -g dy 4- c? (X, ?),

/7, ֊- Ak, //-. Հ”ժք 4- B!i.> |

i* d’՝m C Ժ* ՀՈ- \H,-s^d-:֊\n^d~l • C?(,. ?). (6.23)-

Входящие в эти формулы постоянные интегрирования С-'(а, ?),
С? (я, 3) и С?'(а, *)  определяем из условий на поверхностях (2.7) 
и (2-8).

Произведя необходимые и очевидные преобразования в (6.23). 
при этом учитывая (6.15) —(6.22) и удовлетворяя условиям контакта 
двух слоев (2.9), получим следующую систему разрешающих урав- 
нений задачи:

1 d'h’
Ln(Cik/<ik)ii |-Qia ։n . ֊ 7j3(7^A'/J XrADil{E:,) 

AB dwi

гс—-A- ——J-- 21 , (6.24a)՜
Л dJ- .4 </a В di
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La{C,tK^v +Qt։2- ֊~ ֊ 
Л В д*дл

1շտ (А*  A7i) — AVi (/Ла /-ik) —

1 ԺԼ., v 1 ժ/շ 1 дТ^
23 В Ժ3\ր В (/i А от.

(6.246)

[/->з ( /Ла) — 2 А ( Art) 4՜ Аяз (/Ла А (,? /5а) 4՜ Q33] тс՛ — L bJ (Dik Kik\ —

֊֊Qm ’ °
А о*

U —Q»4 ֊
Л օհ

* ♦ 1 Ժա. ֊ Ժ- Н * ԺՆԱ՛_^г, + А։г2) + _^1 + _^ + в։^,

где, кроме принятых обозначений, введены еще новые:

1 о4
А յ3 ==/?1 (Dn-г А։ Лп) — [ձ՚շ/Հշ-ր 

Л3 оа3

1 ծ՜'+ (М-^)(/4Н '2^EJ֊\ k^J:rA. Л, ...

1 ог
А:п = *։ (Հ /;„ /<п 4- A՛.. D12 А» 4- А'2 (Л2А- ֊ 

Л- 07՜
1 fl2 1 д1

֊I- /?j /Jl2 А'։2) — - Л։/:1։ - — (А’։ A'..)(/:J2 —
lj Оу .4 Հ/Զ

+ 2Е„) ֊- -- --------k.E^ — —,
к1 А-Вг В4 о?*'

I о3
= Հ. (Ом + к^) + И, 0.2 т

I о:։+ (Հ + *Տ) (О„ + 2кг Ем) - *,  к._ £՝;2] ֊Լ֊ . ■
A-В дУ-ОЛ

(6.24 в)

(6.25)

(6.26)

(6.27)

В этих формулах наряду с известными жесткостями (4.5) фигурируют 
также жесткости высшего порядка

’•(^;տյ5֊«;։հ;). <6.շտ)

В правых частях уравнений системы (6.24) имеются известные 
величины (7г--.ИгХ которые определяются с помощью решения за­
дачи слоистой оболочки, в предположении о справедливости гипотезы 
недеформируемых нормалей, для всею пакета оболочки в целом. 
Указанные величины с точностью А։у определяются следующими фор­
мулами:

71 = 4 Т-(8»«;-в»Й) ֊Ւ -֊ է
Л Ժ» В օհ

?՜յ=տ.;/?,) '±(5;^;-.^/?;), (6.շ;ւ)
В бф Л дт.
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где

7’12 = 7'շյ = - 1 dR\ , 1 Ժ/Հ
В ԺՅ .4 (?a

±ԺՃ1^_ 1 օքԼ 
В d{i .4 дл

•'и : ֊ (Bj .S'i -|- Z?[i ձ\ ) 4- - - ր \8\-շՏ>- 8-հՏհ),
.4 оа В di

м- ՝а ~ (B':2Sj+ +±/ (Bk,s;+ в',..Bi),
В -4 ал

н*  = я. 1 ГЛЧ;
.4 о-з.

, o՛ j 1 Ժճ’։ 1 ծՏ՚շ 
+ ^B ժ? 4 A

(б.3(>

rstn *Կո
1Հ> “ у

г՝3 ?•’т Ут г т ''т . т՛է1 ‘ Г4 Z 1 (6.3!)

?3 u
C* ” ն/ո i>: / nm f*/n  »om rjrri , mձ, з . ; - (- И — / t -3qZ / . (6.32)

Ограничиваясь точностью и расчетных формулах, 
женин в w-ом слое оболочки получим

Հ' (Ви £! -г /^շտ«) 7 (Ви 7Ч -f- В'^ •/.«)֊—

для папря-

г,ЛЧ 1
+в"7^

-I в". ■!֊ - ( 
в

,,,ОИ ___ ։ lOMTV - у/ ■

.,11 
1 г М՜ 1 ■ ■

..а
-,о«։

6
.,3
‘ Հ 41
6 42 (6.33)՛

т

+ ^շշ

(В&2 4֊ 4֊ 4- Bf?z։) 4-

1 ճ f \

+Д;- ՚ ՀՀրք "֊Г/г _ ■֊ 
.4 йл\ 2 6

.. - 'П (6.34)

t3=BS<0 + 7BSt4’BS֊ ֊
В di

f->.՛> I / »» 
1 -

֊z Г b
Г ֊ £ / 7 (6.35)

С такой же точностью для внутренних усилий имеем следующие ра­
счетные формулы:

I — Ղւ՝յ 4- С\2 £2 4֊ /\ n Z. լ /(,„ — (6.36)-

В' — C-Z2 =2 4՜ C[-J -- յ ֊հ 7\ 22 7-2 -f- /\ )2 7.։ - Л (6.37Й

В։շ = 7 2։ Сбйы 4- /\w~ 4՜ 12. (6.38).
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'И, Ои х, D1S х։ -ь Л'п s։ -г A'l2 S’ -Է At I, (6.39)

Л1з = jD->2 Х-ձ-J- ճ)յշ 7.J — А. • A ։շ £յ 4՜. >1շ, (6.40)

А/=/Ло^ + А;«м.ч-Н'. (6.41)

В случае .пологих" оболочек система разрешающих уравнений при- 
ннмаег следующий вид:

!(■ А ^.4-С 
Г։։А^л и ~Г (Cj2 cM)_L^L_

АВ ՕՅԼՀ.

F.AK^-ik^ + k.C^----
A o i

_ v 1 ժր» l. <Ըճ
I .4 tfx В (fy (6.42a)

( — °' 4֊ C’ ,
k - в* df

. c,) 1 Ջ" 
M AB длд%

Aշ (Ku.) — (ks A?2 4՜ A'։ 6* յշ)

1 Ժ7շ I dT\2
/>’ Հ; zl (6.426)

[A3J(D^)-2A(Ab)֊|-Q83]^- E, (K,t) - (k,Cn + A..C,.) ֊- -]«- 
А ал I

1J (Խ
V 7. (A,/՜; A2T2) ч

4 1 4- _2_ ±ճհյ1. (6.42b)
Դ Л2 дл- AB длд^ * В2 ԺՅ2

В этом случае для расчетных величин остаются в силе формулы (б'.ЗЗ)- 
(6.41), однако при этом для изменений кривизны и кручения, как 
в (4.15), имеем

1 ծ2տ՛ 1 очи 2 ге2 ,о.х, = ֊ - —. z2 =------------ , հ =.--------------------- (6.431
A2 das- В*  АВ длф

Рассматривая полученные системы разрешающих уравнений (6.24) 
и (6.42) замечаем, что они своими левыми частями в основном сов­
ладают с соответствующими левыми частями систем разрешающих 
уравнений (4.6) и (4.11). полученных на основании гипотезы недефор- 
мнруемых нормалей, данной для всего пакета оболочки в целом. До­
полнительные члены, уточняющие гипотезу недеформлруемых нор­
малей, как и следовало ожидать, фигурируют в правых частях урав­
нений рассмотренных систем (6.24) и (6.42).
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Здесь следует указать, что и в формулах расчётных величин 
(6.33) --(6.41) известные дополнительные члены (6.5) — (6.10), (6,29)

(6.32) фигурируют в явной форме.
7. Вариант теории при наличии измененной первой гипотезы. 

Здесь изложим теорию расчета слоистой оболочки, имея в виду 
наличие первой измененной и второй гипотез (см. и 1).

Рассматривая эти гипотезы замечаем, что в этом случае, ио 
сути дела, для каждого слоя в отдельности принимается несколько 
расширенная гипотеза недеформируемых нормалей. Расширение ги­
потезы. что вполне естественно, заключается в том, что, в отличие 
от известной гипотезы недеформируемых нормалей (е,: = 0, է՛՛յ. = 0), 
здесь принимается, что в каждом слое е?в1 =Ւ 0. =# 0. Вторая же
гипотеза, которая пополняет первую, как было указано выше, под*  
гверждается во всех задачах математической теории упругости, по­
священных изгибу однородных или неоднородных балок и стержней.

В силу принятых гипотез, в отличие от (6.14), для деформаций 
имеем

,>ч т , ....яг т _т , т /-7 ։ \
= ч "Ւ (Հւ . ^?з = -г 4՜ Հհձ , (/ • ։)

>п т — <՛• т

Из (6.3), (6.12) и (6.14), подставляя значения zzf, zz™ и zz՞ в 
(2.3) и полученные при этом значения деформаций е™, eJJ и 
сравнивая с (7.1), для коэффициентов разложения получим

1 ди Ա 1 дг>
В Т 77' (7.2)

.4՜' (fa- .4 (fa .4 cfa 

1 o-w I dv I ?
В- օհ ‘ К>г В Oi ' В д?

2 k 1
AB dad'i ՝ 1 В ժյ>

+ ^շ
1

է,՝"
’ д'Ь՝т 1 m t 1 , 1 O? ...
5 ԺՅ ’ A Or (7.3)

которые совершенно не отличаются от соответствующих значений 
(6.15), (6.16). Что касается остальных коэффициентов разложения 
i6.17). (6.18) и (6.19); то они в этом варианте равны пулю.

Учитывая изложенное выше, из (6.33), (6.34) и (6.35) для на­
пряжений в тл-ом слое оболочки получим
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Հր = (BiVi 4- В{\ г-.) հ (В?) В'\'> հ2) т

> .У ռ'ղ ։ <}Հք 1 I um ' j 
тАй"л-гг+й,гв sr}՝

Ъ = (Bqs г-., -J- ВТ?4) 4- *,  (B22 *շ  4՜ В™ /.J 4՜

(7.4)

1 d©°? 4֊/^±*г£  
1‘ Д ժս. (7.5)В д$

_«։ _ i\m . nW , Qtn ( 1 ^Հ ՚\ , 1- ZU> + 7B«. + է&Վ д ֊ժ?֊ + д д-)■ (7-6)

Формулы внутренних усилий (6.36) (6.41) остаются без изменений, 
однако в случае рассматриваемого варианта дополнительные члены 

имеют следующий вид:

Т\ 11 Д da
4-Я" 1
*՜* 12 В ՜օՅ

'՝ I в' 1 ՛ д' 1 'l> I51՛ Д -da +B։2y (7.7)

Տ?/ - 1 d?> 
2 Լ /յ?' В 4՜ В\ч 1

А ди

1 ժ<?> 
՜ շ 1В“ в ՛ ՛ ;. +s,24 (7.8)

Г?» = րն - ТВа>( В d<?։ I дъ'- )
Ժ? ՜է՜ Д da )

o[ • / 1 1 Ժ?? \
2 Вл\ В + A tta /' (7.9)

';J / 
л։;=֊4^՛ Հ5 \ ձ*?Լ +»-յ ԴA <ja +B12B di)

+4(s4О \ /Л
df? . I d??

(7Д0)

йз
■ Ио^: ֊-

•J
b-2_! ^ճւ

1> -■

□ ' 1 d^ 
В д?

¥B\>

,Հ 1+ й|֊' A Va֊ (7.H)

»_ տ՚2 rf I 1 def’ 
■ 3 OS6 \ В ՜՜ժ)

. 1 Ф? \
1 Д <n )

«• I I d?։° , 1 d?? ՛.
3 В <r, ' A da ’■ (7.12)

3 ilsaenna АН, серии физ.-маг nayi. N> i
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Система разрешающих уравнений (6.42) остается без изменений, а в 
системе (6.24) операторы /V13 (/Лл £,л), £/л) и Л33 (D{l. Ei!s KuJ
равны нулю.

8. Пример расчета. Для иллюстрации хода расчета по пред­
лагаемым теориям приводим один элементарный пример, который ре­
шаем с помощью второго варианта теории (см. п 7). Квадратная 
(</ = /;) двухслойная (о,— о2 = о) пластинка свободно оперта по всему 
контуру и несет распределенную нагрузку

.. . -а . ”3Z-^sin—sin b •

Имеем:
а) для нижнего (первого) слоя

B\^B2i = uF., Z& = &k, =
В& Ви

б) для верхнего (второго) слоя
в;, =в;2=£. ва=в„. в;2=/у« = о, ^1 = ^-֊-*.

В$О Ви
На основании приведенного из (4.5) для жесткостей имеем:

Շ — С1։ = Շշշ = о/: (1 -}• Л)» С12 ССЛ — О,

К = А'„ = Кп = Е (1 - п), К,г = Кю = О,

о'5
/.) = £)„ = /Л2= -£(1 4-«), ռւ2 = !)շդ = 0.

о

Основная система разрешающих уравнений (6.42) для рассматривае­
мой задачи (.4 В = 1) имеет вил

гд~и _ _ Ժ7շ ду __ &w дТ\
d<F Л дз* di' ծթ К д? = ՞ Ժ? ’

Эта система после элементарных преобразований принимает следующий 
вид:

о1 и՝ , 7. 1_ [ժ^/t՛/; ժ2.VI՛
՜Ւ ժ>’ ՜ G ՜' G [ ժ%2 + д^՜

Kl&r; (гТЛ 
С\ o-F '՜ ժՅ֊ Г ' (А>

где

G = ZJ —֊։ =ձօ3 
С

1 Ւ 14// + /г
12(1+л)
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— ■ -• ■■■«— = ; -_լ_ •• ■ — ՜ ՜ ՜ ՜ ■ г   ,

/Иг“Т[. входящие в (А). определяются с помощью формул (7.7) 
— (7.11). Для ©Г, входящих в эти формулы, из (6.5)—(6.10) имеем

о

<?1 ж: — /ՀՕ / Ժ2// _1_ $ ԺՅ*Ո
Լ da2 2 da3 )

/ ժ։է» о d*W°\
= - /?0 —

Հ-i2 Չ I’

iс А’б / ժ2ս° о d3^ \
da- 2 da3 .)'

! ֊^( d2v° S d3:c: \
ԺՅ» 2 dS3 I’

Перемещения и у , тс определяются из вспомогательной системы 
дифференциальных уравнений (4.14), которая имеет следующий вид:

д-и*
дт

— К •- 0, 
di՝1

с г' d3w՝
Ժ33

= 0,К

../d’K՛ , d‘•ы<! \ д3ип . ժ3 ս°\
/Л - — А - ֊ 4-\ ■' ,) \ Ժր' (!-.■ |

Эта система, аналогично основной системе, гоже приводится к одному 
уравнению

Ժ*  т/՜1 ժ4 ՚ւշ*-  _ Z 
дя4 ՚ d34 ~ G՜’ (В)

11а основании вспомогательной системы для «՜յ՞ получим

1 4- Ո d'J3 ՚ 1 + п д?3

% . ձ3// d3w -о . Հ3// d3K’°
1 4֊ w № ՛ I + n. dp3

Подставляя значения > в (7.7) - (7.11), получим

г;=О,

- о,

х = _к/. ճ
3 14-// дя4

֊ kE — .
3 14-// дГ

Подставляя значения в уравнение (Л), окончательно получим

ժ՚և՛ . 7. 8пкЬ2 , (7 гу \
da*  G I 4- 14/t 4՜ \ da3 )

Для решения основного уравнения (С) необходимо знать значение 
к՛ . которое легко определяется из уравнения (В).
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Решение уравнения (В) ищем в следующей форме:

, , , "7. КЗ
ад = Н sin sin -֊-•Ա о

как известно [2], это ад удовлетворяет условиям свобод!-; о го 
опирания.

Подставляя значения ад՛ и 7 в уравнение (В), для Н получим

____ I \-'i
֊47'■ 1 II;- 

и окончательно для ад՜ имеем

б/д/г’ 1 -*-  // . гл пр
ад?» —— — ------- sin — sin —•

ir4£ci3 1 -j- 14я 4- //- а b

Подставляя значение ад в уравнение (С), получим

сНад ժնշ՛ = 12(1 4- //)__
дг*  ՜՜ oV £??(! 4-

֊Ւ
8<7о nW__ <հ

I -ւ 14ռ 4՜ H“ (I՜
I ՜5 . ՜ք1 sin — տւո -- a b (D)

Решение этого уравнения, как и раньше, ищем в форме

ад = //sin — sin֊? • 
a b

Подставляя значения ад и 7 в уравнение (D). для // получим

н = 6<7О/Г*  (1 4- п) ’____ о2
~4ЕЪ3 (1 4- 14// 4- я*) I 4֊ 14// 4֊ пг а:

и окончательно для ад получим

8֊2// к&՜
14՜ 14// 4- л2 //*

Рассматривая окончательное выражение ад. замечаем, что второй 
член в скобках представляет поправку к гипотезе недеформирусмых 
нормале;!. Рассматривая поправку, замечаем, чю она существенным 
образом зависит от относительной толщины пластинки ( ' ] и от от- 

\ Ч I
ношения модуля упругости к мо. улю сдвига k. Она зависит также 
от отношения модулем упругости двух слоев (/?). Безусловно, эта 
поправка зависит также от коэффициентов Пуассона, однако в рас­
смотренном примере это не видно, так как сначала же было принято, 
что коэффициенты Пуассона равны нулю.
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Для наглядности приводим некоторые цифровые значения по֊ 
правки в случае однородной (л = I). изотропной (/е — 2) и анизотроп­
ной (А՛>2) пластинок.

Имея значения к» и ւշ՚՚Հ нетрудно найти остальные расчетные
величины задачи, однако на этом

.֊ 1 Ն _ I i _ 1 » _ >не останавливаемся, так как на- k
шей целью была лишь иллюстра- а 6 а 10 Ч 20 ։ 40'

цпя хода расчета. 2 0.27 0,10 0.025 0,006
9. Заключение. В заключение 5 0.68 0,25 0.063 0,016

отметим, что пределы примени- 10 1.36 0,50 0,13 0.033
мости предлагаемых здесь теорий ։5 
значительно шире пределов при-

2.04 0.75 0.19 0,050

менимости теории, построенной на базе 
нормалей.

гипотезы нелеформируемых

Дело в том, что принятые здесь предположения о деформациях 
с։; и Су, значительно ближе к действительности, чем условия «?а7 О 
и ֊ 0, в особенности при малых значениях 6\7 и (г^, что имеет 
место во многих анизотропных материалах.

Следует отметить также, что, в отличие օւ теории построенной 
на базе гипотезы нелеформируемых нормалей, точность предлагаемых 
теорий в значительной степени зависит не только от относительной 

м ռ
толщины оболочки но и от отношений '* и ՜Վ՜.

В и В„
Укажем, что здесь, по сути дела, имеем последующее прибли­

жение, которое уточняет гипотезу нелеформируемых нормалей.

Институт математики и механики 
АН Армянской ССР Поступило 28 XI 1956

U. I*..  Հ.սսՐ|>ւսթձւ1է.ւքյահ

եՐԿՏեՐՏ ՕՐՏՈՏՐՈՊ ԹԱՂԱՆԹՆեՐՒ ZlK4m 
եՐԿՈհ Մե^ՈԴՒ Մ՜ԱՍԻՆ

и. 1Г Ф II Ф Ո I՛ Մ

Ս.շիէաւոոլթ քան մեք արվում Լն երկշերտ օոուոտրոոլ թաղանթների 
հաշվման երկու ՛հոր ւո/ւ и ու թ ք ո t ն . ո ր n'h ր > ի ւոարրե՜րո ւ թ յոլն դո յո / թ յան 
ունեէքող տեսությունների, շեն րնդ ա նու մ ղեէիո րմ ա րյ իա յ ի 'ենթարկվող 
նււրմաքներ ի Հի պո թ եղրւ

I/.JII աշիւաաաթյան հիմրա մ են հետևյալ րնղ անելոլթ յուն-
՛հև ր ր՝

ա) Թաղանթ ի մ իք ին մակերևույթին նորմալ ղծ այ ին Լլե il են սւն և ր ր 
դ1;էիո րմա//ի այ ի րյ հետո շեն վւոիւոււ! ի րեն ղ ևր կա րութ յուն ր է

ր) Սահրի С,- և ղ ե !իո ր if ա tf ի ա՛հ եր ր որոշելու Jամանակ րնղուն֊ 
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հում I;, tip ~x. It 7:. շոշափող լա p n lit I; p p \ հ՛հ տա p ph p if II i մ ղհ .'fin ր մ in tj ի inյի 
շեն fJ Шр կվ/էղ ‘hnptf ալնելէի հիպոթեզի կիրուոման Jամանակ ոտաղհող, 
համ ապա min ո քո ա՛հ շոշա փող չարու tf'iihp ի tj:

ԼԼշ իւ in in ո i թ յան il hf րևլւհում Լ 'limit hpljpnptf. մոտտհոր ահ ո ո լ թ յ ո լ՚հ p , 
որի կաո ու ւյմ ա՛հ <! ւոմ ունակ ընղոլնհում Հ p) րն ղ ո ւն հ չ ո է թ յո ւն p , ի"կ 
«/) ր՚հզունհչու թյա ՛հր ձեափոիւհ ու մ կ այոպեո՝ թաղանթի միֆին մակե­
րևույթին նորմալ, դձային էլեմ h'bin'hh չւր ղհ էիո p մ ա ղ ի ա յ ի tj հհ inn մնում են 
գծային հ շեն փ ո էի ոխ ո է մ իրհնւյ հ ր կա ր ո < թ ;ո I ՝հ pi
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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

Д. В. Пештмалджян

К расчету симметрично нагруженных слоистых 
анизотропных оболочек вращения

I. Основные положения. Будем рассматривать тонкую много­
слойную оболочку, собранную из произвольного числа ортотропных 
слоев, плоскости упругой симметрии которых взаимно параллельны. 
За координатную Поверхность принимаем внешнюю поверхность с 
вогнутой стороны оболочки. Предполагается, что одна из плоскостей 
упругой симметрии параллельна внешним поверхностям оболочки, а 
остальные две — перпендикулярны координатным линиям х = const и 
?= const [4], совпадающим с линиями главной кривизны поверхности.

Как известно [1], расчел такой симметрично нагруженной обо­
лочки вращения нулевой гауссовой кривизны сводится к решению 
системы:

(Г-У __ sina dV Сշշ sin2 a Pt Ժ՜Ա՜' _լ_
rfs2 r ds Cn r՜ C1։ ds2

|ЛУ-Р, slna dW _| A, sin"a Զ 1 \ ,
C„ r ds \ C„ r։ C„R։I Г (1.1)

<FW sina dW D„ — D'k sin։« P, <FV ,
ds* r ds D։։ —Du r- Q(Du — Du) ds*

___ Po 4- P, sin« dV P3 sin** _
^Q{Dn-D\y) r ds ' [2(Dn-DH) r-

i.:e приняты следующие обозначения:

Ф1 2
г с։։ ds 1 С։1 г

ф _ 1 ^՜ոՇշշ Kyib‘2 F ________ Լ_ __ F
’ ր Զ(Ո„- Ьп) rfs lV r(Du /Л1) 2

A22 C։2 - A. j-> C->2 Sin a

2(A)n /JH) r2
^(s).
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Л, = sin а
/р.

4- cos а
2

Е. — — cos а rErds ֊|- sin а
Ր:

Դ-

/•*։ — Ки С։о — Л յշ С։։, Р-, - Ki*Cu — КпС-22, Р9 = /ՀշշՇ'յ2 Kx-i C2g>

2 = C1ICa3 -с?2 /?н = /СпСи - 2KuKlZClt + К?эС,
11 — • »

Զ

ը ■ __ А| А1 — (Д', 1 К <հ /<?շ) + К™ К} շՇո,
Զ

d  Кт՛ Сп — '2К>< Кյշ Су, ֊I֊ Клч С22 ик=- —

" 1 "
С» = լ ffH <г„ - ։„_,) к,„ = ֊֊ У в?, Ճ - Ճ.,).

т- 1 гл-1
. Д

— — լ ^Л1֊1 ) (ft Т-: J է 2Է
• I 

m-l

в” в?>=
г-т т
Е\ И2___

1т. "I 
— |Ч J12

рг>1
Пт —֊ — ՜^՜«

I — J*J |12

где Ճ,, /Г.—модули упругости вдоль главных направлений (տ, ©);
р։, ju —коэффициенты Пуассона:

Р-— значение главного вектора внешних сил, приложенных к 
границе параллельного круга:

Ег, Ez - радиальная и осевая проекции внешней силы [4];
^։ — расстояние контактных поверхностей от координатной по­

верхности оболочки;
V и U- — искомые функции, через которые выражаются все ра­

счетные величины (I).
.'• сплин и моменты:

,v, = — I/ 4- 1 F։.\^ = = 1
г г ds г г

M: = (D։l — D'u)~ — --(Dn-Di ) ֊■ UZ 4 ^'֊֊ Kn֊֊" — + 
ds г 2 ds

+ KuC^ K^, J_(slniV_ f.} (A)
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Перемещения:

« = 1 f С« — и + С,։ — +(- К„ с,;) — W -
2 J г ds г

(KUC„- к12с,2)-^- 
ds

I rL/՝։ ds, 
г

w =-------
COS а

, sin а с]2 dV 
п ds

- (A'։:C„ ֊ A'JSCi։) Si" ֊ U7 -4- (Ki:C„ - K„C,t) </ U' 
r ds

(В)՛

Напряжения:

Զ \ ր ds ! I *2

՜՜ Кф^п) -f- (՜ 1)Հ2/?ս)-—----Г (— 1)‘ — /<շշ^ո’-Ն
as 2

где ւ = 1,2.

Ди =

4_ւյ^յ_Դ
ր Զ г 1

ձո1 ֊ Ս"1/՝ Հ՝-2 — ozit-'ic

= /^c„ ֊ ^։cC։2.

Если предположить, что выполняется условие

/^շշ _ /\շշ (■>■>■> _  ,,
“՜" •\ I

/^1։ Ап Са

то с помощью некоторой комплексной функции [4]

Н] ------ с,‘ v
Г £).|)

(О

(1.2)

(1.3)

•г (֊ l)fzBS

5 =

задача окончательно приводится к решению одного уравнения:

£./■ 1 _ 1/}- \ 4. * ք _ 1 + . >у1 _\Տ|Ո» +
Vc,fi(Du-D„) I ՝ ds\. I ' '•

-K-I- iP, 
V C.^ip,՜,-D՝„)

sin2 <x 
r՞

cos a

յ/Օձւ֊^Օ r
= Փ(տ), (1.4)
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где

Փ(-^Փ;(5) + ,ՒՀ№^օ.)Փ|(տ).
Остановимся подробно на случаях конической и цилиндрической 

оболочек. Как и следует ожидать, задача сведется к решению урав­
нений такого же типа, как и в случае однородной оболочки 11].

В дальнейшем будем рассматривать однородные уравнения, так 
как нахождение частных решений не представляет трудностей.

2. Коническая оболочка. Учитывая, что в данном случае <* = 
— const, R. = (°՜տ 7 , г — (s0 s)sinx (фиг. I). из (1.4) будем иметь:

где

1 Ժ7 
ds- —.տ՝ ds

Տր^+?Պ~15 = 4՚(Ք)’(ձ՜Փ S) ծ$ 5

kQ\ 
֊/>4)4- Pi

(2.1)

-r/i c„a(Di։-/?„)}> а = —-

R — радиус основания конуса,

’■(s) = c oro ՛ d-TTp’i^(D"~ D"} Փշ(տ) ՜
(Цг ^и) ՜է՜ Ո I

С,ЛФ> U) + 'KcnL> (Г),, ֊ D")[CUQ՝ (S) + Ր,Փ2 (s) ]}•

Если принять [4]

x = 2V(s0—5)ctg« u . = j (2։2)
V s

го (2.1) преобразуется к виду

Получили одну из форм уравнения Бесселя, общий интеграл 
которого можно представить в виде [5|:

.= 1 (,уг7Т^) + с2п1Г(<) ЗДЗх)]. (2-3)

где А, У. — функции Бесселя первого и второгр рода индекса о



К расчету симметр. нагруж. слоистых анизотропных оболочек вращении 43

Ограничимся рассмотрением точек, достаточно удаленных от вер­
шины конуса, при малом угле а. Тогда, вместе с х. аргумент бессе­
левых функций принимает большие значения, и для них будут сира 
ведливы асимптотические разложения. Для получения последних рас­
сматриваем разложения функций Ханкеля, через которые А и К, вы­
ражаются следующим образом:

А = ^-(/уРч-М2’),

у; = ֊ - М2)).

Для функций Ханкеля имеем форму..ы [□]:

т
I 0(г-р)

где

(у Н>г-1^-зд.-ф1<--(2,ц֊ 
т\

а символ 0(г՜'") обозначает функцию порядка z ".
В зависимости от значений аргумента, учитывая требуемую точ­

ность, можно ограничиться определенным числом членов. Так. огра­

ничиваясь одним слагаемым, с точностью —. для функций Бесселя

получим:

Г.(г) = |/|։1П(г֊^-.Д). (2.4)

откуда для искомых функций V' и U7, в силу (2.2) и (2.3), будем 
иметь:

Г Е. -!—cos ( ~| - ----- I /\ я Vha ֊}֊
| л* \ 4 /

4֊ Л, L sin ( — у | /?'• х — ‘և — I А՜ - ]sh a I х -֊
I- A- V 4 /

4- E.. —— sin cha )'7?Lv-֊
4
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где

։ | Л<->|1
» 2[ժ„ճ(/յ,, /J,.) :-/>?']

Հ[^с,> (д„— д;,>+ff+Հւ
2 [С,,<□(£>„

Е. F вещественные постоянные, которые определяются из краевых 
условий.

Имея значения V’ и UZ, по формулам (А, В. С) можем получить 
все. расчетные величины.

Отметим случай изотропных слоев. Условие (1.2) в данном слу­
чае всегда имеет место; поэтому в самом общем случае решение 
выражается с помощью функций Бесселя индекса два.

г = 1 Հ^[Շ,/։(Օ/8Ք?յէ) 4- С։Г2(//Й?М1- (2.6)

Не налагаем никаких ограничений на рассматриваемые точки и 
угол конусности. Функции индекса два в решении (2.6) могут быть 
выпажены через /։ (/| IR'ix) и /0(Дr'*R?->x). которые табулированы для 
значений /| lR?-x с !0.

При больших значениях аргумента, как показывают вычисления, 
можно брать для бесселевых функций выражения (2.1). Тогда для 
искомых функций будем иметь:

U" = A?j— 1 cos( 7 I o/?A*)ch (a | ZRx) փ 
| A-

-1 /j- .L֊sin( 7 I o/?A-)sh(a| օ/ձր) -J- £2 ՚ X
Г A- )/a-

X sin ( y| o/?a) ch<a V <>Rx) F.—L cos ( 7 I ZRx) sh (a | Rix),
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/ { F\ —l-tos (- 7 » iRx) ch (зI -,R x)
Cn ՝ I x

E\ -у1, sin ( 11 Wx) sh (a I >7/?x) + Л —L X 
1 x I X

xsln( հ|հ5/? X) ch (a| Հ/? x) 4- Wa-)|.

Подобная задача била решена для двухслойной оболочки [3]. 
но в процессе решения предполагалось, что коэффициенты Пуассона 
слоев одинаковы.

Рассмотрим для примера замкнутую коническую оболочку, состо­
ящую из изотропных слоев и нагруженную по краю распределен­
ными силой у и моментом т.

На краю s = 0 выполняются условия:

.И, = т Q cos а Л\ sin а = q. (2.7)

Решение (2.6) с помощью соотношения

X։(z)= +
можно представить в виде:

= = С./.М ^х) 4- С:/Д“(/1 УГ?х), 

где Ср С։ — комплексные числа.
Чтобы решение оставалось конечным по всему протяжению обо­

лочки, константа Сй должна быть принята равной нулю [-1].
Следовательно, будем иметь:

; = Гфх).

Представим функцию Бесселя индекса два через /0 и /, с по­
мощью рекуррентной формулы

9 __
(г) «= —- (z) — /0 (z), где z = iТ 'V<1 х = ре?։?.

Введем обозначения:

/?с(/0)= п0(р, ?), !т (/0) = v0(p, ?),

/?<• (/,) =-//,(?, ?), /« (/։) = t’։ (р, ?).
Тогда

/О(Р<Л) = «П(Р. ?)+ к’9(р. 7).

/։(Р»'Э = "։(Р- r» + /v,(p. ?).

и окончательно для искомых функций получим:

UZ и Д f — н։ cos г + ~ v։ sin ? — | 4-
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շ
В ■— -Uj cos s 

Р
2— //, sin © - v0 
Р

1 с„ I I р
2

+ .4 — ւ՚յ cos © — 
Р

Подставляя значения V и IV 
известные соотношения бесселевых

//1cos©-|-’՜— T'jSin ©֊ - я0 -f- 
р

Sin? —Т/о j-

н (2.7), учитывая при этом (А) и 
функций

2

Р

/,(«)=֊# /<,(*) И

для определения А и В получим систему:
’ 9

А —
•>

T’jCos?— MjSiiicp — v0 
Р

„Г 2— В ил cos © -Ь 
Р

2
~ c’j sin © — uQ 
Р

С
= l'^^7)9s»s,na՛

Դ 
и. sin փ փ —

Р

֊ (О„-/Л,)- «0
I 2 2- cos© —
I Р Р

//։ sin ©

Ал„С,з К^Сп , Л>(/Л, Ри) ±
12 1 С. ds ZZjCpS©
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/ 4 . \ 2— тИ г՛, sin? 4------//0
\ Р* / Р

_ А цС22 — А , Ն 12 
о

2
«I cos գ 4-

2
4- v։slno —«0 

?
— т,

де всюду $ = 0, а и и т известные величины.
3. Цилиндрическая оболочка. Для цилиндрической оболочки 

• = /? = const, а = Исходное уравнение (1.3) может быть получено 
■ля этого случая без допущения (1.2). Следовательно, для любых 
юмбинаций упругих постоянных слоев, из (1.31 будем иметь:

ds՜
(3.1)

Решение этого уравнения получаем в виде

И= у g(D„-On) [ЛА($) , £]Ms) + 7y(s) -Z;==(S)]. 
г си

F = ед (s) - F^ (s) 4֊ Ы (s) 4֊ (s), (3.2)
где

О (л) = e “,v cos 7Л* с (x) = e 11 sin ?x, 

0, (x) = e'' COS *;x ; (x) = c3' sin 7X.

Для расчетных величин из (А, В) получим 

Л\ = О 
Г ՜ -- —

,v։ = у etg.i.LZL°")[(«/■, _ 7/.'։) £, (s) + (af, + z?,7) О,(S) + 

4- (ссН, - 1Ла) • (<?) (а/Ղ 4- 7ճ2) 0 (տ)].

Q = *I ՛ [F,e։ (Л + tv,(տ) + рл(Տ) ֊ zy<S)].

• сп

•и. ֊ |(D» ■ /Ji.) (Е,«- /-п) + (£1Т

-Т ДА’։) \ ($) 4- - (Du. - /Д1;) (/•> 4- Е -) 4-

I 1 Ли£.=^2ՃՃ-’.. (/?։а _ Г17) у/ mczAOj 51 (։) +

+ (^ո՜ ^ц)(Л27 Е2л) -
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KuCj2 - /GC,, , ՋՀՋյ, 0,0 + ։/rJ 6 (տ) +
-- ^-и

4- —(^л—Ջււ) 4՜ +

+ |/ gjo,, ■֊ о„) №_խտ)>

“' = ֊,![> С,0.7) (։/•',+ ^,)-Р,(£,«- f,t)1Ms) + 
А *-

+ [1 օ„ն(Օւ։- 5,7} (»£, 7/-՝,) + բ, [aF, + TA-,)J a, (S)-
- 11 C,,6 (Z>,, D\,) (a/--. + T£,) + P, (F\t ֊ F.*.) I 0 (S) 1

+ 1 /Ժ,,2 (0, ,-0,7) («£, ՀՀ) + P, (P4a т £։-j) ] ■ (s) ).

Имея значения функций V и ԱրՀ нетрудно определить зону рас­
пространения краевого эффекта. В выражениях (3.2) имеем функции 
типа е ucosys и е=вА՜ sin քտ, попарно убывающие при удалении от кра­
ев. Убывание этих функции определяется экспоненциальным мно­
жителем. Поэтому, с достаточной точностью, на расстоянии

(3.3)
՛ ^[ՀԲ„Տ(օ„-ոն)+/>?֊/’,]

от края можно пренебречь влиянием его на напряженное состоя­
ние в оболочке [4]. Из (3.3) легко получить формулы для симметрич­
но собранной, однородной анизотропной и изотропной оболочек. Для 
этого достаточно подставить/G, = О и соответствующие значения жест­
костей изгиба и растяжения [2.4].

Рассмотрим для примера некоторые задачи цилиндрических 
оболочек.

Имеем длинную (/>ձ0) цилиндрическую оболочку, по краям 
которой ($ — 0, 5 = /) действую։ перерезывающие усилия Qi. Q2 и из­
гибающие моменты Afi, ;Աշ.

Пренебрегая взаимным влиянием краев, определим постоянные 
Е, F в формулах (3.2) через данные величины [2] Получим

/:, = .4jQj 1 /AjAfi Е2 /bQi 4՜ ^շ714ւ,

I b’i.w; л = ад։.
где

I ---- —— xZr I 2(£)1։-£)п)
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fx;УсиШРյ,-£>ն)հ»(»)4-4W)-AH(s)-1«4I , 

«I CnS(D„-D’„) + iP.

A, = ]/ G»S ■
՝ Dn-D,, ^"C„'2(Du-D„\ + -fP^

в]=—i ՚------- £u—г—!—
И Զ(Ջ։1 — Z?։,)0։(s) 6<s)

й; =-----------;(s) _ ------------------ I —Ջճ-ր-;
И էՀՁ^-Օ;,)» + ■{/> I D։t —Քււ

при i = l подставляем s — /. а при i = 2 подставляем s ■֊ 0. 
Для V и IIZ получим следующие значения:

v= I րճՋ-.-. m’)֊i[«;։1(s)+a;։i(S)]q;-hs;6i(s)+a;։։u)]m;+ 
r

[B?J ($) - A£ ($)] Qi - A.- (s) X}.

W [Xio, (s) - /?;=, (s)] Qi 4- HiQi (s) - /Հ;, (s) ] Mi +

֊h [Л0 (s) + (s) ] Qi + Л;0 (s) M\. (3.4)

Отсюда при /Иi = Qi - 0 получим решение для полубесконечной ци­
линдрической оболочки с загруженным краем.

Выражения для расчетных величин, ввиду их громоздкости, не 
приводим.

Рассмотрим также бесконечный цилиндр, загруженный в сечении 
տ ՜ 0 силами и моментами, равномерно распределенными по окруж­
ности сечения. Интенсивность силы (/ кг!см, а момента .И кг.

При s>0 будем иметь [5]:

•<А’ 2к (З-О)

’•՛ ’= I '------- --1------- հ (s) -I- — \ Հ--------  —-—г- hfJ (s) — a: (s)l,
2Zr| <J(D1։֊ZZi) • 2/4 Զ(/Հ1~/Հ1)11 Լ f Լ Ի

при s <Հ С:

I ....
ZA- £K (’5.0)

-11 Հ(տ)յ-֊|/— [A (s)-Ւ
2k I 2 (Dn D։l)’ 2Z?| Ճ (Du -/>n)1 ‘ 1

Наконец, рассмотрим полуоескоиечную цилиндрическую ооолоч- 
4 Цзвестпп AH cvpiiu физ.-.мат. иэук. -
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ку, загруженную силами л моментами, равномерно распределенными 
но окружности сечения [61, находящегося на расстоянии / оз свобод­
ного конца оболочки.

Для получения решения суммируем результаты двух предыду­
щих задач со следующими изменениями: н (3.4) подставляем /И։ = 
= Qi = 0, a ;И։ и Q։ принимаем равными по величине перерезываю­
щей силе и моменту, возникающим в бесконечной оболочке в сече­
нии $ = — է. т. е.

q;=A(,(0+֊ խՕ(0+ -։«)],

л։ 1 “= - 4 [V (lo (в - »e «о յ -
ЛК- I

- -^(0-7401) -

֊ Հ Cu(Dn^D„), l( f _ ։>) t (0 + 2^ U)) _

-֊HM(0 +(«=֊7=) »(«։)][•

Кроме того, начало координат смещаем влево на величину է.
В результате будем иметь:

при

։/ - 9 ( - 4 °-(s- -z* + 1 Ц(£>,1~Р||) [Bie (st) 6 (0 - дг: (s.) 6(01 +

-- (D„ - Du): (s,) h-e (0 -a5 (0) ֊ Р.1/ 5 (s>)[»« (/) +
k k » Շյ/2

+ 75 (0 ]} + ֊ [֊ — H, (Si - f) ֊ 7ե (s. - 01 ֊?

+ V ,J (s.)֊ a;= (S,)][«s(0 7? (01 +

+ д.; . ( , [(. _ . (0 փ 2։YfJ (<) ] _
It

+ <»4—r’)401, tC Ար I J

г=т(4/5.(֊ն֊0 + [Հ.4Տ,) + Տ.Հ(Տ1)16(0֊
Հ \ R > W — ZJn)
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֊.Ն֊՚Ոտ.) 1/А 1
2id2u__ 2111Ա/) 1 ’» 1Г (Г) I (3.7)

М
(տ։ л 4֊ «Հ (5, ֊ 01 —

֊IWi) «.;(s,)|f/(0-

֊֊,jw[| С,,(/Л’ ֊'’n;(n֊7o'(z))4- 

+ ^֊{«6'(Օ + Հ։'(Ո) )•

при է- ձ՚յ^օօ:

և> (/>,.֊
Գւ

Լ- 1^0(տ։) 0(0֊ 4?;(տ։) 0(/)] +

4*.+ i(Dii_D11)E($i)^(/)֊/;(0| 
A

I - т Բ՝V 5 (տյ |։0 (0+Հ։ (է> 1)+

[ +у{—

-г 1/ (Տ1) _ АЛ (Տ,)] [«0 (ք) + 7$ (/)] +

■9Ht ^ււ

-г- հ (տ։) [(■֊ - -(է)- 2^ (01 -
/<.՛

| . ,֊________

- л;/ь I + (*։-W)ll- (3.8)

л ֊ օ(.տնփ ւկ՚ Կ ..

֊[Հ0(ճ։)4֊/ՆԱտ։)]0ՂՕ֊



52 Д. В. Пеипмзллжян 

- Ф ° <տ<) । С|—D"} - •°' w>+
k I՛ ճ

+ й (»(/(/)+.;v (0 ) }•

3 заключение, для иллюстрации хода расчета, рассмотрим один 
численный пример. Полубесконечная двухслойная цилиндрическая 
оболочка радиуса /?, нагруженная в сечении է кольцевой распре­
деленной силой <7. Общая толщина оболочки = (Հ-Հ е) о1։ где 
о, толщина внутреннего слоя, а е —отношение толщин слоев. Мо­
дуль упругости материала внутреннего слоя — £։ = Е> = пЕ„ а наруж­
ного — /ճ\ = ESi Е2 = mEs.

Для простоты коэффициент Пуассона принимаем равным нулю. 
Тогда из формул (В, С) и (3.7), (3.8) получим:

при

w = К֊ <s‘ - ч Ն К - 0 ֊ 3<> (տ,)0 (/) + 6(տ։); (/) + 
С շշ

+ Ц0Ч^)֊Е(5։)ад].

_____  <?аВи______
2*Усм(Ои-Я'и)

[^(Տւ֊0 4 Կ(Տ1-Օ֊

֊ <> (ձն) 0 (?) 30 (է.) ;($,) 4֊ Հ(է) հ (տ,) 4- Հ(է) 6 (.ն)],

Հ= ֊֊ £ 1ն (տ. ֊ 0 ֊ 0, (տ, - /) -г 0 (/); (տ։) ֊ 36 (/) 6 (Տյ) 4֊
Շշշ ֊ո

H(W։) £(/K(S։)].

при

w “ ՜օ՜՜Հ^ [—տ (տ, - օ -0 (տ> - 0 - зо (տ.)0 (/);+ о (տ,) Հ(է) + 
2k*

А и 
Գ,

.'Ո

-ՒՀ(Տ։)6(/)-;(ճ։);(Ո]. .

— --  I»(Տ, ֊ է) ֊ i (Տ, - է) -
*lz էւշ(Օ„ - /Л.)

֊ 0 (է) 4 (51) 30 (0 ; (տ։) 4֊; (է) = (տ,) Ւ • (/) 0 (տ,)1,

3«= = (Տ։ _ ք) _ 0 (Տյ _ ք) (յ (ք) , (Տւ) _ 
(>22 -/I
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гле
’ = ’ = У^|/ i) C—Dn ' е։։ = £А(е + л)> Сгг ” (те +

.. ։ ր 5շ. . - , 2. г. г» п? 4- е* + 6/гб?։ 4- 4пе 4- 4пе*•Ն. = £/-1 (« + & + Ժ ,£>„-£>„ =------------- ~ -■- -------------------
2 12 (/$ 4֊ е)

Зона распространения краевого эффекта определится по формуле:

~V . Ц2 4- g* 4~ 6/ае* 4- 4/ге փ 4пё* 
)/՜3՜ | (те-гп)(п 4-g)

Положим f=50c«, R - 1,5 м. 3, = 1 см, г = 5 и рассмотрим 
.'.па случая: I) я = 10. rn— 1; 2) п = т —-10. Тогда s!>J) = 69,41 см, 
.«' = 49,41 см.

Результаты вычислений приведены в таблицах.

Значения 10* —а” 
Ч Л

п = 10. т — 1

\-ն 
точки ’ х

0 12.5 25 37.5 50 62.5 75 57.5 100

1 0 -67 —71 +313 + 1393 -243 -212 -289 -205
շ 0 -22 —23 + 104 464 + 81 - 70 — 96 - 68
3 0 - 2 — 2 + 10 + 46 + 8 — 7 — 9 - 6
4 0 -20 +21 ֊ 93

7 = т

— 417

= 10

- 72 + 63 + 86 + 61

1 0 -74 -177 + 2 + 959 +5 -202 -125 —39
2 0 -2-1 - 59 +0,6 4 319 — 1 - 67; - 41 —15
3 0 - 5 +0,06 + 31 -0,1 - 6 — 4 - 1
4 0 + 22 + 53 -0,6 —287 + 1 + 60 + 37 + 11

Значения 1.0» —<з™ 
Ч 9

п — 10, т - I

$ 0 12.5 37.5 50 62.5 75 •7.5 100

-19 
— 1

1 слон
II слой

+399
39

+ ю> 
+ 10

Տ $ 
Lil -1236 

- 123

Ո = т

1552 
֊ 155

= 10

-1214
- 121

659
-65

ют 
СЧ

7 
।

I н И 
слои +88 + 15 -из 345 —231 -340 -106 +-1 + 22
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Значения 10։^—* w
Ч

Kj 0 12,5 25 37,5 50 62.5 75 87,5 100
S =

? 
5 г?

« L
 

II 1
©

е -
о 

।

+ 80

17

+21

+ 3

—130

- 22

-247

- 68

-310

-105

1___
1

-132

- 21

-а5

+0.7

-4

+4

Институт математики и механики
АН Армянской ССР Поступило 21 I 1957

5Է. Վ,. ՓԼշւուՐսւլջ uuG

ՍՒԼրեՏՐՒԿ ԲԵՌՆԱՎՈՐՎԱԾ ՇԵՐՏԱՎՈՐ ԱՆՒՋՈՏՐՈՊ 
ՊՏՏՍԱՆ ԹԱՂՍւՆ^ՆեՐՒ £ԱՇ4_ԱՐԿՄԱՆ ՄԱՍՒՆ

IL 1Г Փ П Փ Ո !• Մ

Հ. ‘I .րննարկվա/է հն։ կամա լական 1յվււվ օրթոսէրււպ շերս/ևրիր
կազմված պաաման իէաzyանի!նհրր . Лу»/' նրան ր անեն ւլծալին ծնիչներ և 
րհրւնավորված են t/իմ հա րիկ րեււ/էվ:

1‘նղհանա ր ւլեււլրա if //տարված հ՛հ y//z ժ#//zVtr/zyz դ[ան///լին հ կոնական 
թաղանթների համար։ Լա ծված հն մի շս/րր /zi'/zzy/z^zհր: է'հրված Լ մեկ 
թ վ ա լին օրինակ։
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АСТРОФИЗИКА

Г. А. Гурзадян

Определение плотности атмосферы Луны по
данным радиоизлучения Солнца

§ 1. Введение

Гипотеза о существовании атмосферы у Луны была высказана 
Пикерингом, а также К ром.мел ином и Ла Пазом [I]. Впоследствии бы­
ли предприняты попытки оцепить плотность атмосферы Луны или ее 
полную массу различными способами [1—6]. Эти оценки оказались 
сильно отличающимися друг от друга; расхождения между отдель­
ными определениями доходили до 4—5 порядков. При таком состоя­
нии вопроса поиски новых путей и разработки новых методов опре­
деления плотности атмосферы Луны являются крайне желательными. 
В настоящей статье мы остановимся на одном новом методе оценки 
плотности атмосферы Луны, основанном на некоторых особенностях 
радиоизлучения Солнца во время солнечных затмений.

Во время некоторых солнечных затмений было замечено любо­
пытное явление увеличения суммарного излучения Солнца в радио­
частотах (особенно в дециметровом и метровом диапазонах), около 
первого и последнего контактов. В таких случаях увеличение состав­
ляет от нескольких процентов до 10 15% от средней интенсивности 
незатменного Солнца я значительно превышает вероятную ошибку 
измерения. Указанное явление наблюдалось не при всех солнечных 

■■1 меннях, но в тех случаях, когда оно наблюдалось, достоверное!ь 
его трудно поставить под 
сомнение или пытаться объ­
яснить случайными причи­
нами. Самым убедительным 
примером в настоящее вре­
мя нужно считать резуль­
таты наблюдений, проведен­
ных Рёбером и сотрудни­
ками на волне >. = 65 сл< во 
время полного солнечного 
заменяя 12 сентября 1951 г. 
1՜| На фиг. 1а приведен
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полученный Ребером ход изменения радиоизлучения Солнца во время 
затмения. На этой фигуре отчетливо виден прирост радиоизлучения 
около первого и последнего контактов; он состэв/тяет около 15% при 
первом контакте и около 10%—при втором. Во время этого же за­
тмения были получены изменения интенсивностей на волнах к^-Зсли 
Х = Ю см, но указанное явление для этих волн не было обнаружено.

Дениссе с сотрудниками производили наблюдение на двух вол­
нах. Х=1.78 м и а = 3.12 см. во время частного солнечного затме­
ния 1 сентября 1951 г. [8]. Они обнаружили прирост радиоизлучения 

для ). = 1.78 м в размере около 8% 
в начале и около 2% в копие затме­
ния (фиг. 16). На волне Х = 3.12сл 
прирост не был обнаружен.

В. А. Санамяп пГ, Л. Ерзнканяп 
в Бюраканской обсерватории произ­
водили наблюдения на волнах 
X = 4.2 м и X — 1.5 м во время 
частного солнечного затмения 30 
июня 1954 г. (9). Их измерения да­

ли прирост радиоизлучения в размере около 6% в начале затмения 
для волны X -4.2 м /фиг. 16). Для Х = 1.5 м, в пределах ошибок из­
мерения ( — 2%)*,  прирост не был обнаружен**.

* Устное сообщение.
** Кан любезно сообщил нам В. В. Ннтксвич. наблюдения экспедиции ФИДН 

во время того же затмения на волне J.5 м гакже не дали прироста в начале за­
тмения.

Мы здесь привели те случаи, когда увеличение интенсивности 
радиоизлучения при первом или последнем контактах наблюдалось

Наряду с этим имеются случаи, когда указанное явление или совсем 
не было обнаружено, или же было выражено очень слабо. Это мож­
но иллюстрировать примером наблюдений Христнансена и Хиндмана, 
проведенных на волне X = 50 см во время частного солнечного за­
тмения 1 ноября 1948 г. в Австралии [10]. Имея в виду высокую точ­
ность и тщательность их наблюдений, отсутствие прироста интенсив- 
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Пости радиоизлучения при контактах на этой волне следует считать 
достоверным. Поскольку достоверными являются также результаты 
вышеупомянутого наблюдения Ребера на волне, близкой к ).= 50 от, 
го отсюда приходится сделать вывод о непостоянстве указанного яв­
ления, по крайней мере для полуметровых волн. Наблюдения, 
проведенные на волне Х = 10 см Пиддингтеном и Хиндманом во вре­
мя того же затмения (I ноября), также не дали прироста радиоизлу­
чения [II].

Нужно заметить, что недостаточная точность и невысокие, ка-
чества наблюдений в ряде случаен не дают возможность сделать 
ренныи вывод о наличии или отсутствии указанного явления.

VBC-
Это

особенно относится к более ранним наблюдениям. Тем не менее при­
веденные примеры позволяют констатировать в настоящее время 
дующие факты:

ел е-

а) во время солнечных затмений (полных или частных) иногда 
имеет место увеличение (прирост) интенсивности радиоизлучения при 
первом и последнем контактах для волн /.>50 см\

б) относительная величина самого прироста для данной водны 
непостоянна и меняется со временем (от затмения к затмению);

и) увеличение интенсивности радиоизлучения обычно больше при 
Первом контакте и меньше при втором.

Реберу и Беку принадлежит первая попытка объяснить увели­
чение интенсивности радиоизлучения Солнца во время затмения по­
логим отражением радиоволн от лунной поверхности [12]. Однако 
Линк показал несостоятельность этой гипотезы с количественной точ­
ки зрения и выдвинул свою гипотезу об увеличении интенсивности 
радиоизлучения под влиянием рефракции радиоволн в лунной ионо­
сфере [13]. Эту последную гипотезу следует считать более правдо­
подобной. Однако она нуждается в количественной разработке, чего 
не было сделано Линком. Нами предпринята такая попытка, в част­
ности, с целью оценить величину плотности атмосферы Луны.

§ 2. Рефракция радиоволн в лунной атмосфере

Увеличение интенсивности радиоизлучения в начале и в конце 
солнечного затмения иод влиянием рефракции радиоволн в лунной 
ионосфере становится понятным из приведенной схематической фиг. 2. 
Пусть СолнцеX излучает по направлению к точке Г на Земле радиовол­
ны равномерно и постоянно по диску, т. е. распределение интенсивности 
радиоизлучения подиску представляется прямоугольником ABCD. Пол- 
пас интенсивность, принимаемая нашей антенной вне затмения, ранг,.-. 
Объему цилиндра с основанием, равным площади диска и высотой АО, 
представляющему собой сумму интенсивностей прямых лучей, накрав 
дойных к Земле. Однако как только видимый край Луны во время 
331'.'.евин приближается к видимому краю Солнца, исходящие от Солн­
ца некоторые косые лучи, подвергаясь искривлению — рефракции на 
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тонком слое ионосферы Луны, также направляются к наблюдателю 7 
на Земле. Таким образом, наряду с полной интенсивностью „прямых*  
лучей наша антенна около первого и последнего контактов будет при­
нимать дополнительную интенсивность преломленных лучей, исходя­
щих от некоторой части диска, прилегающей к ее периферии. Так 
получается увеличение интенсивности радиоизлучения около контакт 
'затмения. Очевидно, оно будет тем больше, чем больше угол >0 (на-

Фиг. 2.

зовем его полным углом рефракции), а этот последний зависят, в частно­
сти, от показателя преломления ц различных слоев лунной ионосферы, I 
т. е. в конечном счете от распределения электронной плотности Ы.Этям 
устанавливается связь между приростом интенсивности радмоизлуче- I 
ния Солнца в данной волне и электронной плотностью ионосферы Лу­
ны. Отсюда, с помощью дополнительных соображений, уже нетрудно 
перейти к определению количества молекул в 1 см*  атмосферы Луны, 
т. е. к определению ее плотности. В этом и заключается сущность 
нашего метода.

Пои всей простоте явления, количественная разработка постав­
ленной задачи встречает ряд серьезных трудностей. Строение ионо­
сферы, даже в самом простом случае, определяется многими парамет­
рами. Простейший „параболический-—ионосферный слой, например, 
определяется высотой максимума слоя от поверхности /։т. иолутол- 
щнной слоя, максимальной электронной плотностью \'т на высоте 
hm, приведенной высотой атмосферы // и т. д. Эти параметры обыч­
но определяются специальными экспериментами, что в настоящее вре­
мя невозможно поставить в отношении Луны Приходится поэтому 
предварительно задавать форму слоя и путем разумных допущений 
уменьшать число произвольных параметров. Так, например, учитывая 
большую разреженность атмосферы Луны по сравнению с атмосферой 
Земли, можно исключить возможность существования более иля ме­
нее резких границ ионосферного слоя и задать распределение элек­
тронов в экспоненциальном виде:

где толщина ионосферного слоя уже отсутствует В (1) Д' есть коли-
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чество свободных электронов в I tuf3 на высоте h от поверхности 
Луны.

Приняв слой в виде (1). переходим к выводу наших основных 
1 уравнений, определяющих полный угол рефракции ?0.

Здесь следует заметить, что угол ©’ между косыми и прямыми 
радиолучами, исходящими от Солнца, по своей величине при­
мерно в 400 раз меньше угла »0. Поэтому, при выводе уравнения 
траектории радиолуча л лунной ионосфере, мы можем падающие от 
Солнца на лунную атмосферу косые радиолучи принять параллель­
ными к радиолучам, направленным непосредственно от Солнца к Земле.

Обозначим через р показатель преломления среды на высоте // 
-от поверхности Луны. Имеем, учитывая также (1):

֊I'—’-՝|2
\րք՚֊ -1- ՝ Н '

?’=>-֊^fi х 10 = !-<։,•<? ■ (2)

Д' Г։ -IS
V^xl° . (3)

Здесь m и e — масса и заряд электрона, f частота радиоволны 
в ;W?/pax.

Уравнение траектории луча к плоскости, проходящей через центр 
Лупы, с учетом рефракции, будет:

rnsin/=p. (4)

где i угол падения луча в данной точке, р — расстояние от центра 
'Луны до прямой, по которой движется луч на расстоянии г— ՝ со 
стороны Солнца (фиг. 3). Представим г в виде суммы r — R-\-h, где 
/?-радяус Луны, а Л равен, из (2):

Л = hm + /7^ Mod lg J j . (5)

Теория рефракции дает сле­
дующее выражение для определе­
ния изменения направления рас­
пространения луча в диспергирую­
щей среде ©:

dy 1, . ,г. Фиг. 3.
^ = ֊у'й'- <6)

Обозначим значения Л и ;» в точке поворота луча .4, где / — -£■
Հ>

соответственно, через Ло и н0. Тогда будет решением уравнения:

!хо -• h,n // Mod 1g (7)

Прежде чем луч дойдет до этой точки, он изменяет свое первона
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чэльное направление на угол—^ . Поскольку траектория луча сим­

метрична относительно точки поворота Л, то будем иметь из (6) и (4) для 
полного угла изменения направления луча «(/?):

1 rfp
+Т)2?՜/?2 к- 

(8)

где принято ս= I на бесконечности (//֊• сб). Определение ?(/?) произ­
водится численным интегрированием (8) для заданного значения Ая> 
/7 и а/, используя при этом также соотношения (5) и (7).

Для различных значений р мы получим разные ?(р). Минималь­
ное значение <э(р) имеет место, теоретически, при р -» со или при 
//-гоо н равно: ?(<к) —0. Максимальное значение ?(/?) определяется 
из условия:

!*(/>)
■ Гр ( ֊: — Լ- = 0 (9)Г J/(/?+ A)^S-P2 И

»

и равно v(pj. Нас интересует, в конечном счете, величина того угла 
?0, где все косые лучи, после искривления в лунной ионосфере, на­
правляются к Земле. Очевидно, этот угол—угол полной рефракции — 
будет равен:

®о = ? (Ро) — ? (°0) = Ф (Ро)- (’0.1

Перед тем, как перейти к конкретным вычислениям, целесооб­
разно сделать одно существенное упрощение. Интегрирование выра­
жения (8), как видим, приходится выполнить численно только потому, 
что h в подинтегральной функции сложным образом зависит от р (с 
помощью (5)). Но из этого же выражения одновременно видно, что 
7/ изменяется очень медленно в зависимости от р, и поэтому мы мо­
жем принять h за постоянную величину. С другой стороны, экспонен­
циальный характер зависимости h от р приводит к тому, что р стано­
вится равным единице не на бесконечности, как это следует теоре­
тически, а уже при небольших в сравнении с радиусом Луны R зна­
чениях h. Тогда, пренебрегая h в сравнении с R п подинтегральной 
функции и выполняя интегрирование, найдем из (8):

= Загс cosp(0). (И

Решение (II) относится, таким образом, к случаю hm4£R. При­
мем в дальнейшем /;„,== О, т. е. максимум слоя находится прямо на 
поверхности Луны (что, как увидим в § 4, соответствует действитель­
ности). Тогда максимальный угол рефракции мы получим при Л =0, 
т. е. когда луч проходит мимо поверхности с показателем преломления 
Р (0) = 11—///)'< Эю одновременно будет максимальным отклонением
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== ■ • —' = .    — ■ -—   ------->._■■»,. ■ ■ ---------—г|

луча и, в силу соотношения (10), полный угол рефракции будет:

?0 = 2arccos(l — а/ )Ч (12)

На фиг. 4 и 5 приведены кривые .®0 как функция af , Первая 
фигура относится к значениям af порядка 10՜5, вторая—порядка 10՜7.

§ 3. Сравнение с наблюдениями

Сравнение теории с наблюдениями преследует цель нахождения 
того полного угла рефракции при котором теоретическое значение 
роста интенсивности радиоизлучения около 1 и IV контактов затмения
равняется наблюдаемому зна­
чению. При решении этой ча­
ст и задачи необходимо знать 

’.распределение интенсивности 
радиоизлучения по диску Солн­
ца в данной волне. Известно, 
что закон распределения ра- 
диояркости по диску Солнца 
сильно отличается при пере­
ходе от одной длины волны к 
другой. В то время, когда для 
очень коротких — сантимет­
ровых волн это распределе­
ние по своей форме напоми­
нает распределение яркости в 
оптических лучах, г. е. мак­
симум в центре, а минимум на краях диска, для дециметровых волн 
картина совершенно противоположная максимум на краях, минимум— 
в центре диска. В диапазоне -метровых воли характер распределения 
опять меняется - максимум в Центре, минимум— ня краях, но с одной 
существенной особенностью, заключающейся в том. что для волн 
этого диапазона так называемый радиолнаметр значительно превосхо­
дит оптический диаметр Солнца. Все указанные особенности в распре­
делении радиояркости по диску Солнца в настоящее время в основном
Получили свою теоретическую интерпретацию.

Следует отметить также, что даже для данной волны, закон рас­
пределения радиояркости ио диску Солнца может меняться со вре­
менем. Это вызывает уже дополнительное затруднение при вычисле­
нии теоретического хода изменения радиояркости во время затмения 
с учетом рефракции радиоволн в лунной ионосфере. Однако мы не 
будем учитывать эти изменения.

Предполагая, что имеется сферическая симметрия в распределе­
нии интенсивностей по диску Солнца, обозначим через /(р) интенсив­
ность радиоизлучения в данной волне на расстоянии р (в минутах ду­
ги) от его центра. Полная интенсивность /?0, которую принимает наша 
з ценна от всего диска до затмения, очевидно, будет:
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ձ՜0 = 2- I l(p)td?.

о
(13)

где ?0—„радиорад нус “ Солнца в данной волне.
Обозначим через А расстояние лунного края от центра лиска

момент IV контактов радиозатмения. Уменьшение радиояркости во 
время затмения без учета рефракции и поглощения радиоволн в лун­
ной ионосфере представляется, как это не трудно вывести, следующей 
формулой:

/:(А) = 2 I (?) ? arc cos
^+(Рл4.А)2-р2

2? (рл ՜է՜ А)
d?, (!•!)•

где и—видимый радиус Луны. Хол изменения радиояркости во вре­
мя затмения, очевидно, представится формулой:

/(ձ)=/:0 ճ(ձ). (Io)

Это выражение представляет собой плавно изменяющуюся кри-
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пую и не дает никаких „выступов*  ни в начале и ни в конце за- 
гиення.

Однако, из-за рефракции радиоволн в лунной атмосфере. ;ю зем­
ного наблюдателя доходит еще некоторое добавочное излучение о՜: 
дугообразной области, находящейся около проекции лунного края на. 
диск Солнца, указанной на фиг. 6 штрихов­
кой. Ширина этой дугообразной области,— 
назовем ее „областью рефракции", опреде­
ляется полным углом рефракции и ։ем 
больше, чем больше величина параметра ч( 
з՜ формуле (2).

Обозначая через ծ/(ձ) рост интенсив­
ности радиоизлучения, вызванный рефракцией, 
будем иметь (см. фиг. 6):

£
И(Д) = 2¥։,С.. + Т»'||'/(?1</о, (16)

\ Фиг. 6.
о

где /(?) есть средняя по ширине дуги интенсивность на расстоянии 
? от центра диска Солнца, и •

Р = Рл

Ход изменения радиояркости во время затмения с учетом рефрак­
ции радиоволн в лунной ионосфере, как функция от величины пол­
ного угла рефракции <р0, представляется следующим выражением:

Гу в«
/(ձ,Փօ) = 2րԱ՜/(խթժր,-|-2?օև.1փ W I^dh-

- 2 I I (?) p arc cos ' ձ\ ‘ ՚ т/р.
J (?л ՜է֊ ձ)
о

(13)

Здесь мы не учитывали влияние экранирования части солнечного 
диска со стороны ионосферы Луны. Дело в том, что выражение (18) 
включает в себе излучение незатменной части солнечного диска пол­
ностью (последний член). Между тем тонкий слой около лунной ио- 
перхности. толщина которого определяется эффективной высотой ионо­
сферы. искривляет в результате рефракции те прямые лучи от Солн­
ца, которые при отсутствии рефракции свободно дошли бы до зем- 
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кого наблюдателя. В результате остаточная интенсивность будет не­
сколько меньше, чем это дается выражением (18). Учет этого эффек­
та эквивалентен некоторому увеличению видимого радиуса Луны и 
момент затмения. Однако, как увидим ниже, влияние этого фактора 
невелико, и его можно в первом приближении не учитывать.

Вычисление интегралов, входящих в (18), можно производить 
численным пли графическим способами, задавая вид функции /(р) для 
каждого частного случая отдельно.

Рассмотрим сначала самый простой случай, а именно прямоуголь­
ное распределение 
функции /(р) по р 
(фиг. 7). В этом слу­
чае 1 (?) = /0 = const. 
Теоретические кривые 
изменения интенсивно­
сти радиоизлучения, 
вычисленные по (18) 
для различных значе­
ний ?0, представлены 
на фиг. 8. Пунктиром 
обозначен ход изменс- 

'k) 
I 

Т~ 
L J_

Фиг. 7. Фиг. 8.

нпя интенсивности во время затмения без учета рефракции(?0 — 0). На 
фиг. 9 приведена зависимость максимального роста интенсивности Հ 
выраженного в долях интенсивности внезатменного Солнца, от пол­

ного угла рефракции
Переходим к более реаль­

ным случаям распределения 
функции /(?). В качестве при­

мера рассмотрим распределение, даваемое Станьером для волны 
л = 60 см (фиг. 10) [14]. Эга кривая, между прочим, нс совпадает с 
тем, что теоретически вычислено многими исследователями; согласно 
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фиг. 10. максимум интенсивности имеется в центре диска, между гем 
to теории максимум должен быть на краях диска (см., например. 
По. 16]).

Вычисленные по фиг. 10 кривые изменения интенсивности для 
двух значений ?0, а именно ?0 = 4' и ?0 = 8'. представлены на фиг. 11. 
Сраннивия это с тем. что мы имеем по наблюдениям. Ребера для вол­
ны К»65 см (фиг. 1а) замечаем, что хотя в начале затмения имеет 
место рост интенсивности, остаточная интенсивность при максималь­
ной фазе затмения (полное затмение) очень велика —около 70%, в то 
жрем». как у Ребера она более чем в дна раза меньше ( ~30”А). Это 

указывает на то, что распределе­
ние, данное Станьером для >. 60 еле, 
не соответствует действительности.

Мы повторили вычисления для 
случая теоретического распределе­
ния, данного Смердом [15]. Это 
распределение представлено на 
фиг 12 (сплошная линия, являю-

Фиг. 11. Фиг. 12.
IU1SCM интерполяционной между волнами >. = 75 см и X = 50 ем). Ход 
мзхенення интенсивности радиоизлучения с учетом рефракция (?0 = 8'), 
вычисленный для этого случая, представлен на фиг. 13 сплошной ли­
ней. Из згой фигуры следует, что хотя данное Смердом распреде­
ление более близко подходит к результатам наблюдений Ребёра (да­
же в некоторых деталях), разница между теоретической и наблюден­
ной! остаточными интенсивностями по-прежнему остается большой. 
Незначительное изменение, вносимое в распределение Смерда (пунк- 
ртрмя линия на фиг. 12). сделает это различие еще меньшим (пунк­
тир ио фиг. 13). По-вндимому. теоретическое распределение, данное 
И, С. Шкловским и О. Б. Пнкельнером. ближе к действительности (16].

Отмечая важность учета рефракции при выводе закона распре­
деления ралнояркостн из данных наблюдений, произведенных но вре­
мя солнечных затмений, укажем также, что характер этого распре- 

[деления 'сравнительно мало влияет на величину относительного роста 
iiuicticiiHHocTH в начале «или в конце) затмения. Относительный рост 
интенсивности в основном зависит от величины полного угла рефрак- 
ини ?*.  Для рассмотренного здесь случая >. = 60- 65 см мы нашли этот 

КЙМитлй AH, cvpnn ч»Т и»)« А» 2
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угол приблизительно равным <?0 = 8'; при таком угле рост составляет 
около 15%, т. е. такой, какой наблюдал Ребер. Учитывая даже экра­
нирующее действие лунной ионосферы, которое приводит к увеличе­
нию этого угла, мы можем утверждать, что не может превышать 
10' для волны л — 65 с.и. Эта оценка не может считаться окончатель­
ной. так как она относится к данному конкретному случаю затмения. 
Кроме того, как следует из приведенных выше формул, полный угол 
рефракции <р0 увеличивается с переходом к длинным волнам, что при­
водит к увеличению роста интенсивности в длинных волнах. По в 
этих волнах радиодиаметр Солнца значительно превышает его оити-

через ионосферу Луны), могут

ческнй диаметр. Учет последнего 
факта приводит к уменьшению от­
носительного роста, интенсивности 
при затмениях. Для полной трак­
товки задачи необходимо иметь 
данные о ходе изменения интенсив­
ности во время данного затмения 
одновременно в нескольких волнах 
Особо желательно проведение на­
блюдений в метровом диапазоне длин 
волн.

Следует сказать несколько 
слов о возможном влиянии интер­
ференции в рассматриваемой зада­
че . Дело и том. что дна радиолу­
ча, исходящие из одной точки в 
солнечной атмосфере и проходящие 
разные пути (один прямой, второй— 

интерферировать в точке их приема, 
вследствие того, что из-за разное!и в оптических путях может обра­
зоваться разница в фазах обоих колебаний. В тех случаях, когда 
разница фаз для всех радиолучей, искривляющихся в ионосфере Лу­
ны, одинакова, явление интерференции должно иметь место, и в ре­
зультате мы подучим усиленный или ослабленный прирост интенсив­
ности в момент контакта. Если разности фаз будут различными и 
распределены равномерно в интервале 0—360°, можно с интерферен­
цией не считаться; прирост интенсивности будет нормальный и опре­
делится как сумма интенсивностей искривленных радиолучей.

Предварительные расчеты показывают, что максимальное значе­
ние разности в путях обоих радиолучей при — 8' составляет при­
близительно 0.5 .и, т. е. порядка длины волны рассматриваемого радио­
излучения (>. 0.65 .и), а минимальное значение равно нулю. В этом 
случае разности фаз будут колебаться в интервале 0 — 360°. Поэтому 
влияние интерференции в данном случае можно ие учитывать.

В остальных случаях учет влияния интерференции подлежит сне-
* Нь /ю обргтил наше внимание Э. Г. М::рзабскян.
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:;на.-.ьному рассмотрению. В частности, влиянием интерференции еле- 
дует, невидимому, объяснить усиление флюктуаций в величине интен- 
снвности радиоизлучения, наблюдавшееся во время некоторых сол­
нечных затмений (например, результаты наблюдений С. Э. Хайкина и 
Б. М, Чихачсна на волне Х = 1.5 м во время затмения в 1947 г. [23]. 
наблюдения Ковингтона на волне Х = 10.7 см и т. д.).

Следует также указать на возможное влияние диффракции ра- 
дповолн на лунном крае, впервые рассмотренное В. Л. Гинзбург,ом 
по другому поводу [24]. Величина диффракции б определяется соот­
ношением

... _ / Xլ । •
Iл՛? - ֊-длина волны, D—расстояние Земли от Луны (^4.10‘0 см). 
Очевидно, до тех нор. пока величина ձ будет сравнима или больше 
угла рефракции ср, влияние диффракции следует учитывать, в против­
ном случае им можно пренебречь. В нашем случае имеем для X 65 см 
•у О’.I, что почти на два порядка меньше угла рефракции (~8'). 
ГЬдтому влияние диффракции на величину прироста интенсивности 
I адионзлучения во время затмения можно не учитывать.

В практике применяется метод определения координат дискрет­
ных «ciочников космического радиоизлучения путем наблюдения по­
крытия Луною этих ис।очников. При этом не учитывается искажаю­
щее влияние лунной ионосферы на проходящие через нее радиоволны 
В свете полученных выше результатов становится очевидным, что 
указанный метод определения координат дискретных источников сле­
дует применять с некоторой осторожностью*.

* По этому вопросу см. статью Линка |22|.

§ 4. Определение плотности атмосферы Луны

Из (3) имеем для концентрации свободных электронов в осно­
вании ионосферы (в данном случае на поверхности Луны):

«. = տ/^/*  = 1.25-10'я//2. (19)

Из фиг. 4 или 5 найдем для ср0 8' значение а/, равное «/ = 10՜°. 
Подставляя это в (19), получим для Х = 65 см (/=462 Мгц):

Л;.։^3.10лг^-3. (20)

Это на два-три порядки ниже того значения, которое обычно 
наблюдается в земной ионосфере (например, в слое F2).

Переходим теперь к оценке полного количества газовых частиц 
(молекул) в единице объема ионосферы Луны.

Пренебрегая всеми другими видами нониазации молекул в атмос­
фере Луны и учитывая только процессы образования свободных 
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электронов путем фотоионизации под влиянием коротковолново։ 
(ультрафиолетового) излучения Солнца, будем имен, следующее диф­
ференциальное уравнение, определяющее изменение количества элек­
тронов jVw во времени [17]:

dNm J 
di. ՜ l-t-ձ (21

где >. есть отношение количества отрицательных ионов и электрон*  
и дается соотношением:

} = Ле 4- $п№т
"I՜ 7А' т — &е А'« •+• /0

а называется эффективным коэффициентом рекомбинации и имеет вид:
. . . । ԺԽ(1 1-Ճ) Ji

« = «, 4. *«,  + _------L----- ; (23)

J есть количество вновь образуемых пар ионизованных частиц (элек­
троны и положительные ионы) в 1 см*  в секунду- Его можно опре­
делить разделяя общее количество энергии, поглощаемой в данной 
точке атмосферы и идущей на ионизацию, на энергию ионизации мо­
лекулы. Обозначая через ֊Տ'^ количество падающей на внешнюю гра­
ницу атмосферы Луны ультрафиолетовой энергии н. ради простоты, 
пренебрегая поглощением в атмосфере, будем иметь:

(24)

где п— количество молекул, а эффективное сечение поглощения. ; — 
энергия ионизации для данной молекулы.

Все остальные величины, входящие в (22) и (23), представляю: 
собой коэффициенты происходящих в ионосферных слоях различны՝, 
микропроцессов: рекомбинация электронов (а*),  прилипание электро­
нов к нейтральным частицам (3), рекомбинация попов (а,- ). фотоиони­
зация электронов (1), отсоединение электронов’ при соударениях (-J 
и т. д. Для всех этих коэффициентов имеются их теоретические зна­
чения (см., например. [17], стр. 657). Однако эти данные в настоящее 
время не согласуются с результатами измерений основной величины- 
коэффициента рекомбинации для главнейших слоев земной ионосфе­
ры, который обычно определяется экспериментальным путем. Причи­
на подобного расхождения для земной ионосферы до сих пор неиз­
вестна. Предполагается существование реакции, для которой имело 
бы место условие а, ~ а.

Поскольку экспериментальное определение а для ионосферы Лу­
ны невозможно, а условие ն—л доказано для земной ионосферы, мы 
вынуждены будем допустить, что условие г- — а имеет место и для 
Луны, принимая априори, что атмосфера Луны имеет тот же химн- 
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ческий состав, что и Земли. Так же можно будет показать, что л< 1. 
что указывает па незначительность роли отрицательных ионов в мик­
ропроцессах ионосферы.

Далее, учитывая медленность вращения Луны, можно пренебречь 
изменением количества свободных электронов в течение всего перио­
да затмения, т. е. рассмотреть стационарный случай:-^——0. Тогда 

из (21) и (24) получаем, с учетом сделанных выше выкладок, сле­
дующее соотношение для определения полного количества молекул 
в единице объема в основании лунной атмосферы:

/у -
* = (25)

J ‘’'Z

Основными поглотителями коротковолновой энергии Солнца являются 
атомарный л молекулярный кислороды О։ и О2; они поглощают излу- 

•՝ . о
ченне с X < 1000 Л. Полный поток энергии с >.<1000 .4, падающий 
в секунду на 1 ем" поверхности на расстоянии Луны (Земли), порядка 
\л հե 10 эр?1см*сек.  Потенциалы ионизации для О։ и О2 равны соот­
ветственно 12.5 эв и 13.5 эв, т. е. £=s2-10u эрг. Эффективное сече­
ние поглощения для атомарного кислорода порядка =oi ~ 10 17 си2 (для 
О: оно в три порядка меньше). Наконец, подставляя а ае Ю՜12 см*}сек  
(электронная рекомбинация), получим из (25):

п = 2.10’№. (26)

В нашем случае, для Агст д^ЗЛСРси 3, найдем:

/г = 2.10й си 3. (27)

Эта оценка является нижней границей плотности атмосферы Лу­
ны, так как мы приняли выше hm = 0 (т. е. максимум ионосферы на­
ходится на поверхности Луны). В случае, когда ///к=/=0, мы будем 
иметь на поверхности Луны ббльшую плотность, чем полученное зна­
чение (27). Однако не трудно убедиться, что полученное значение 
(27) и есть плотность атмосферы у поверхности Луны. В самом деле, 
пусть значение Лг,п — ЗЛО3си 3 мы имеем не на поверхности, а на 
высоте h.m. Но это значение Аи на два-три порядка меньше того зна­
чения, которое мы имеем в земной ионосфере, и поскольку Луна на­
ходится практически на том же расстоянии о: Солнца, что и Земля, 
т. е. условия поглощения коротковолновой энергии в обоих случаях 
одинаковы, то, безусловно, и на Луне мы имели бы при наличии бо­
лее плотной атмосферы — предельную концентрацию свободных элек­
тронок, равную \'пр ~ 105 — Ю’с« 3 на некоторой высоте А«>0. И 
если в нашем случае ;\Հ оказалось меньше NnPl то это наверняка 
означай, что hm = 0. Поэтому полученное выше значение и 1014си 3 
нужно считать относящимся к слою, прилегающему к поверхности.
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Приняв концентрацию молекул на поверхности Земли равной 
- 2.7.10й'3, найдем для отношения п :п0:

п с — ~ 10 5.
"о

Для полного количества молекул 44, находящихся в столбе с 
основанием, равным 1 см'֊, имеем, приняв барометрический закон рас­
пределения плотностей по высоте /г.

J т81

Приняв g*։  = Հ/6 — 164 см/сек֊, Т — 285 /Հ, найдем:

44^2-10“ см֊֊.

Для земли имеем 440 - 2- 1С25 см. -’. Поэтому:

44/440 ~ 10 Л

Сводка известных до сих поп определений п/п^ и 4Հ,'44Օ приве­
дена в табл. I.

Таблица 1
А втор л/л0 АГ/Л10 М стод

Фесенков [2] — Ю֊6 поляризационный
Лвпский [G] 10 4 5.10 4 поляризационный
Лио в Дольфус (18] 10‘* — фотометрический
Дольфус (19] 10-& — поляризационный
Гаас [4. 21] |0՜տ — метеорный
Эпик (20] 10՜ճ — фотометрический
Койпер (5] IO՜9 — оптич. рефракция
Гурзадян 10 я 10 4 радиофизический

Из всех иерадиофизическнх методов определений плотности ат­
мосферы Луны самым убедительным, по-видимому, нужно считать 
метод, основанный на наблюдениях метеоров, падающих на Луну. 
Гаас и сотрудники, например, за 65 часов наблюдений над теневой 
стороной Луны регистрировали появление десяти ярких вспышек до 
11 звездной величины, которые интерпретируются как паление и воз­
горание метеоритов в лунной атмосфере. Поскольку для возгорания 
метеоров требуется некоторая минимальная плотность. ю можно оце­
нить величину плотности лунной атмосферы |21]. Факт обнаружения 
метеоров на Луне является в некотором смысле прямым доказатель­
ством существования атмосферы на Луне.

Как было 01 мечено выше, в одном случае нс был замечен рост 
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I радиоизлучения в полуметровом диапазоне [10]. Полагая, что в этот 
период (1 ноября 1948 г.) мы имеем минимум количества свободных 
электровоз в 1 c'.v 3 лунной ионосферы, оценим верхнюю границу А 
для этого момента. Примем, что рост радиоизлучения из-за рефрак­
ции в момент затмения не. превышал I % (порядка ошибок наблюде­
ний). Этому соответствует угол рефракции, равный приблизительно 
-, -1г. Из фиг. 6 найдем af — 10՜՝. Отсюда найдем из (19) .V —450 
г.։/՜" (для г. = 50 г.и), г. е. колебание в концентрации свободных элск- 

Кронов составляет приблизительно один порядок. С такими же коле- 
Кбпниимн концентрации электронов мы встречаемся и в земной ионо­

сфере.
Оцепим оптическую толщу лунной ионосферы для радиочастот 

֊вдоль луча, проходящего близ края диска Луны (максимальное значение). 
Имеем:

•z/< dh — շ f z/,/ (^!
I J I 2^54

о
(28)

где R радиус Луны, // — высота от ее поверхности, •/ — коэффи­
циент поглощения единицы объема, определяющийся, например, вы­
ражением (с учетом отрицательного поглощения) [16]:

X = _Լ Տա ՚ ք29)
3|-z3 c (mkTe)i ք*  ’

/3 . 4/?
где gm = —In — гантовскии фактор для переходов между олиз- 

2 Г
кими уровнями непрерывного спектра.

Приняв = = и используя для А' выражение (1). по­
лучим из (28):

Ռ И им
-/ = 2>(/Х)№, ) v'2'rii + i? ■ (30)

է/ о

где ?(/Х) может быть получено из (29). Приняв /7 — 48 км, 
Т = 285 /? н производя численное интегрирование, найдем:

№ 
гЮ-и) (31)

где / выражена
Поэтому:

в Л4г/{-ах. Для Луны мы нашли А^-^З.Ю’с.и՜3.

ю-12
'/ Հ2 (32)
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Ниже в табл- 2 приведены величины (порядки) т/для некоторых зна 
чений /.

Таблица 2
Հ CM / мгц т/

10 3000 10՜յՏ
100 ;’,00 JO-IG

1000 30 10“и

Как видно из этой таблицы, оптическая толща лунной ионосфе­
ры в радиочастотах (даже в метровом диапазоне) ничтожно мала. По­
этому мы были вправе пренебречь выше поглощением радиоволн в 
лунной ионосфере.

В заключение оценим ширину экранирующей полосы около лун­
ного края. Высоту этой полосы, считая от поверхности Луны, следует 
определить из следующего условия: рефракция в этих слоях должна 
быть достаточно малой, чтобы не вызывать искажения направления 
луча, распространяющегося практически прямолинейно от Солнца к 

Земле. Для этого достаточно принять ?0~ 0".0Լ что дает: cij *֊
- 10՜ н, где հ:, — высота экранирующей полосы. Отсюда, подставляя 

(if^ 10~е (для л = 65 of), найдем А. — 3.5-// — 170 км или ha — Г.5. 
Эго может вызывать уменьшение прироста радиоизлучения в момент 
контакта в размере порядка !°/0.

Бюракзнская астрофизическая обсерватория
АН Армянской ССР Поступило 9IX. 1956»

Գ*.  Ik. Դ֊ութգագյան

ԼՈՒՍՆհ ՄԹՆՈԼՈՐՏհ ԽՏՈհՌՅԱՆ ՈՐՈՇՈՒՄԸ ԱՐեԳԱԿՒ 
ՌԱԴԻՈՃԱՌԱԳԱՅԹՄԱՆ ՏՎ_ՅԱԼՆեՐՈ4_

I). Մ Փ Ո Փ Ո Ի ւր

Սղւեդակի իոովա րմ ան ՚ք աւք տնակ նկատվում է արե պուկնtn փն ո աղխր֊ 
ճաո ադալթմււէն աէ\ Լէքինչե Ю — /5'1 }",,ՒՈ՚1) խավարման սկ՚դրում ե
վերջում i 1>րրեքքե ա&ի փոխարեն и ադիոձէոո էէէպտ լիք մ ան ին աեն ո իվ ու [d լան 
մեջ նկատվում / Ifijjnt կտուտ էյ իանե ր ի ո է •! ե պու էյո»ll "/'Ս էր/ախարեն պերա՝ 
պտն էյու մ է չափման էէխաչնե [՛ով պ ու րք ան tn էյ ո րվ ած !ի լյ ո է.կ ո։ nt ա ւյ ի անե րի Ц: 

!էնխաղրվtt ւ tl էք որ նչվսէծ երեա/խր հե ուե ան ր / ո ադիոա լիքնհ րի խոաոր- 
մ ա՛ս (ոե՚իրակէյիա ) , որր աեդի է ունենամ Լա սնի մխնոյէէրաւո մ, ավեյի ճիշա' 
նրա խՀս ո ոփե րա յո է if! եերկա հոդվածում աո աջարկվւոծ է մեխող, <պնոէ*
խքաւ) ր կայւելքւ Հ՜ որոշել Լաոնի tl թնոչորոփ խաաթլոէնր, եխէեյով խավարի ուն 
մ ամ անակ 1Լրեդակի ո tntj իոճ աո ա դ ա (խ մ ան աէ\ի մ եծ ախ րոն խւյր

Ելակեաա ք{է^է հանդ խւանու.է1 է իւուոո լոք nfil Ц'1'վ անկյան որո շու մ ր .
"{'Ւ 4 եոյ րա tf Արեդակիէյ դոէրո եկած ո ոոլիոա լի քների մ ի մաոր ի/ո աո րվ ե լուք 
Լուոնի մխնուորաում (իոնոսֆերախ ադւլվամ Է դեպի մեդ (նկ. 2J: 1/.րլ իւ* 1է-
դիր[1> ասանդ ՛հա իէապե ո լուոնային իււնո սէի ե ր ա / ի աեորր տալու հնարավոր
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,4 րոծեք հերկս/ դեպքում վերցված է պաըդադախ' պսւրարպիկ իոնո- 
*^ւձթաՏ, որը ներկա քո ցվում Լ ( Z րտնտձեով։ Ախահեաև, սեֆ-
շս՚կցխպի աեսո։ թ քունից հա քոնի որոշ ասն չութքսննևրի վրա. արտածվել Է 
խոտորման քրիվ տնկքսն' 'Հ(րի մեծութքէ&ը, որպես ֆունկցիա էլեկտրոն и։լին 
խէոէսթքոնից և ոաղիէէալիքի հաևախականու թքոնիդ՝ վրանաձև (21ի

Լուսնի մ թնոլորտում տեղի ունեցող ոեֆրակցիաքւվ պաքքտնավորված 
պծպակնալին и ադիոճաոազալթման աճը հաշվելիո կարևոր է իմանալ սա- 
'ւխւճսւոադա լթմ ան ինտենսիվ tn թ քոն րաշիւրո մ ը րոտ Արեդակի սկավաոակիէ 
Ч-'ti. ինչպես հաչանի է, տարրեր ալիքների համար տարրեր է և նուխիսկ 
միևնուխ ալիքի համար ժամանակի ընթացքում՝ փոփոխ ական։ եերկա ւլեպ- 
fniil . <պտադործևլով մոտ կես մետրանոց ալիքների համ ար տարրեր հեէոա֊ 
ւրաւուխևրի կողմից տրված րաշխէէււքնև րը (ինչպես տեսական, այնպես էլ էքս֊ 
պհրիմենւոալ ճանապարհով ստացվածհաշվված են ալդ սւ[իքների համար 
ոսպիէքճասազալթման ինտենոիվи• թքան փէէէիէէիէէէւթ լոլնները Արեդակի խտվտր- 
էէան ընթացքում՝ տարրեր խոտորման անկքոնն երի դեպքում։ Պարզվում է . 
пр ալդ ալիքնե ըի համար դիտոլքքսերից ստացված ոադիոճաս ադա լթմ ան աճը 
կարոդ է բացատրվել, եթե լրիվ իատորմ ան տնկլուն ®(է֊ն հավասար լինի 8-ի:

Ունենալով խոտորման Ա՚իվ անկքսն մեծս։թքսնր, դժվար չէ արդեն 
"1"՚ժւլ ազատ էլեկտրոնների քանակը՝ Լուսնի իոնոսֆերա քո մ տխպես, ինչ­
պես ալդ արվում է երկրի իոնոսֆե րա լի դեպքում խոհս բանաձև fltfjj։ 

4"“ւււըթւլ է _\ 3 ■ 103 Ա1|'՜;. որը երկու֊երեք կարդ փոքր է Եըկըի իոնոոֆհ֊
րսւրսմ եւքսձ էլեկտրոնների խտա. թ քոնից: Հետաքրքիր է նշեք, որ Լուսնի 
քհպրոէմ մւսքսիմտլ էլեկտրոնալին խսոոթքսն շերտը ցանվում է հենց Լուսնի 
մակերևսլլթի վրա։ Ատ թերևս ամենտրնորոշ հանդամ սւնքի։ Է, որով Լուււնի 
finlitiււֆեբան տարբերվում է ^{'կրի իոնոսֆէեր։սլից։

(^ւդունևլով, որ Լա սնի մթնոլորտո։ մ դադի մս/եկա լների իոնացման 
հես< կապված պրոցեսները նախ ընա լթն են կրում, ինչ դիտվում է մեզ 
t) tun երկրի մթ^էոլորտում, դժվար չէ աք։տևդից որոշեք Լուսնի ւքթնոլոըտի 
խսսոթքոնր նրա մակեըե tn լթm մ: 'Լերհնտկան հաշվումները տվել են՝ U 

Հհ 10'1 սւք ո, աք։ինքն մոտ հարքււը հազար անդամ պակտ։։ ախ իւտութքէւ֊ 
it/itf, ոը մենք ունենք Երկրի մթնոլորտում:
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АСТРОФИЗИКА

М. Л. Аракелян

Об эффекте вращения затменно-двойных звезд

В 1924 г. Д. Мак Лофлин [1| определил скорость вращения глав­
ной звезды в системе Алголя по избыткам лучевых скоростей в пер­
вичном минимуме. Искомая величина получилась значительно превы 
шающей возможные ошибки наблюдений (1Հ- -sin Z — 42 км. сек), однако 
наблюдаемая кривая эффекта вращения имела заметную асимметрию, 
происхождение которой не удалось объяснить.

Позднее Г. А. Шайном и О Струве [2] был разработан метод 
-определения скоростей вращении звезд по контурам линий поглоще­
ния. Применение О. Струве и К. Т. Элви [3] этого метода к главной 
звезде Алголя дало значение V,. • sin/ — 6Q км/сек. Эти авторы обратили 
внимание на ю обстоятельство, что эффект вращения, полученный по 
избыткам лучевых скоростей, имеет меньшую амплитуду, чем теоре­
тическое значение этой величины, вычисленное при скорости 60 км/сек. 
Позднее Л. Слеттебак |4] получил значение К -sin i = 65 км/сек.

Аналогичное расхождение между скоростями вращения, полу­
ченными двумя упомянутыми методами, имеет место для звезды >. 
Тельца. Д. Мак Лофлин |1] получил для нее К--sin i -- 41.5я.и/«*а', в 
то время как метол. Г. А. Шайна и О. Струве привел А. Слеттебака 
п Р. Ф. Говарда [5| к величине 110/аг сек. Можно утверждать, сле­
довательно, что подобное расхождение является результатом каких-то 
систематических ошибок.

Возможны два рода ошибок, влияющих на результаты определе­
ния скорости вращения путем измерений избытков лучевых скоростей.

Одни из них был отмечен О. Струве и К. Т. Элви [2]. Ошибки 
этого рода состоят в том, что при конечной разрешающей способ­
ности спектрографа наблюдаемая ассимметрия линий поглощения, вы­
званная эффектом вращения, всегда будет несколько меньше, чем асим­
метрия. которая наблюдалась бы с идеальным инструментом. Действи­
тельно, предположим, что половина диска звезды закрыта экраном, край 
которого совмещен с осью вращения. Тогда контур линии, не искажен­
ный инструментом, должен быть ограничен с одной стороны отрезком 
прямой, перпендикулярной оси длин воли (фиг. Iа). Однако, благодаря 
конечной разрешающей способности спектрографа, линия будет огра­
ничена не прямой, а половиной инструментального контура (фиг. 16). 
Эго приведет к тому, что наиболее глубокая точка линии погдо-
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шения скажется смещенной меньше, чем это имело бы место прп 
бесконечно большой разрешающей силе.

Ошибки второго рода также обусловлены конечной разрешаю­
щей способностью инструмента. Они связаны с тем, что для изме­

Фиг. 1. а) Асимметричный контур спе- 
тралыюЙ лилии, обусловленный излу­
чением половины диска звезды, в слу­
чае идеального инструмента, б) Тот 
же контур в случае спектрографа 

конечной разрешающей силы.

рения лучевых скоростей звезд часто 
используются линии, являющиеся блен­
дами, причем в разных конкретных 
случаях компоненты бленды могут 
быть совершенно слитыми или частич­
но разрешенными. Предположим, что 
при измерении лучевой скорости нить 
микрометра наводится на самую глу­
бокую точку контура линии. Рассмог-
рим такую бленду подробно, 
кон гур каждой ее компоненты 
ставляется экспоненциальным 
жеиием:

Пуста 
пред- 
выра-

л (л) - /V
или

(А—АйР

/(>•) = /(О)Г|-Л„е

где А (а) глубина линии поглощения, До—ее центральная глубина, 
I (а) — интенсивность в линии, /(()) — интенсивность непрерывного спек­
тра. Величина JS, определяющая ширину спектральной линии, являете։ 
функцией разрешающей способности спектрографа, но может зави­
сеть также и от характера линий в спектре данной звезды. В част 
пости, если звезда имеет большую скорость осевого вращения, то этс 
приводит к расширению спектральной линии, что эквивалентно уве­
личению Ց.

Если теоретическое расстояние между компонентами блендь 
равно Да.,, то глубина линии в какой-либо ее точке, обусловленная 
глубинами двух компонент, будет:

_ а- у _ и_
Л (X) = Л'(Х) - Л"(Х) ֊ Лое ? +лое ? (3

Очевидно, что для нахождения длин волн, соответствующих экстре 
мальным значениям Л (а), необходимо решить относительно а урав­
нен не:

|Д->..,Р (Л-Ао-ДА;)*

= 2Л;(А^о) ,е ..֊ +2Л;(>-. е՜ -=0. Й
df. р- з-

,Обозначим л — = х. Получим:
2րձՀ՛ _

Ло-л' + лЛх-ДХ0)г ’’ е ք՝ = 0. (5
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о уравнение можно переписать в виде:

. я Mod • (ՃՀ՝ — 2,րձՀէ)

где А’ - ^—отношение центральных глубин двух компонент бленды. 
Д«

Па фиг. 2 приведены графики зависимости л от 3 на основании 
■уравнения (6) для трех случаев: к 
чю соответствует бленде лнннА 
Գ113968.465(H) и //397О.О75(//.). 
Рассмотрим для конкретности фи­
гуру, соответствующую к 0.25.

Мы видим, что при доста­
точно больших разрешающих спо­
собностях имеет место три экс­
тремума. соответствующие точ­
кам I, 2 и 3 фиг. 36 и в.

При уменьшении разрешаю­
щей способности или. что то же 
самое, при увеличении скорости 
прощения начинается сближение 
экстремальных точек. причем 
вплоть до значений р^О.бД за­
ветно изменяется только длина 
полны сильной компоненты, в то 
время как для слабой она прак­
тически неизменна. Однако в об­
ласти 0.62 .4 <Հ 3 <Հ 0.76.4 проис­
ходит резкое изменение длины 
волны слабой компоненты, после 
чего экстремумы, соответствую­
щие точкам 2 и 3, перестают су­
ществовать. Далее длина волны 
бленды непрерывно изменяется и 
достигает в пределе значения Фиг. 2. Графики зависимости Me™*

А։/1о4-л?Л»" от 3 из основании уравнения (б) а) *=0.25.
Ո J* Ճ Л*----  Я է-0.50. в) *= 1.00.

/’0 “Г .Чо

11ри больших значениях к 
исчезновение слабой компоненты происходит при меньших разрешаю 
щих силах.

В случае, если интенсивности обеих компонент бленды одина­
ковы (Zr 1.0). эффективные длины волн изменяются с уменьшением 



78 М. Л. Аракелян

разрешающей силы спектрографа, приближаясь друг к другу, и при. 
к. -|" Ачочень малых разрешающих силах сливаются в а =

Из изложенного следует два важных вывода:
I. Стандартные длины волн линий, входящих в бленду, если 

последние частично разрешены, могут отличаться от теоретических: 
они завис}՛.! от разрешающей способности спектрографа и, при той 
же разрешающей способности, от скорости вращения исследуемой 
звезды.

2. Если же компоненты бленды не разрешены, то результирую­
щая .линз волны бленды может отличаться от весового среднего из 
длин воли компонент и стремится к этой величине с уменьшением 
разрешающей способности.

Указанные эффекты могут иметь большое значение при измере­
ниях лучевых скоростей звезд поздних спектральных классов, в спек­
трах которых подавляющее большинство линий является блендами 
двух пли большего числа компонент.

Что касается измерения лучевых скоростей затменных перемен­
ных звезд вне затмения с целью определения абсолютных размеров 
их орбит и масс компонент, ю указанные эффекты нс могут повлиять

на результаты, так как приводят к изме­
нению всех ввоза՛:՛ менных наблюдений на 
постоянную величину, г. е. могу: изме­
нить только лучевую скорость центра тя­
жести системы.

Однако в измерения, произведенные в 
загменни главной звезды, эти эффекты бу­
дут входить не аддитивно, так как благо­
даря деформации контуров линий, обус­
ловленной эффектом вращения, длины волн 
стандартных линий изменяются с фазой 
затмения.

Попробуем качественно выяснить влия­
ние указанного эффекта. На фиг. За нзо-

Фиг. З.и).Контур линии Mg]|448i 
и спектре Алгол» на фазе 
О1.1 054. Ճ) и ճ) Бленда двухлн-

Ճ ражен асимметричный контур линии 
Mg 114481. полученный О. Струве и К. Т. 
Элек |2] на фазе 0*064 до минимума блес­
ка Алгола. В первом приближении можно 
считать, что фиолетовое крыло этой линии 
характеризуется большим значением >, чем 
красное. Если бленда состоит из двух по­
добных компонент (фиг. 36), то очевидно,

ний до и после минимума что длина волны красной компонент ы боль- 
1>лесха՛ ше сдвинется в коротковолновую область

спектра, чем длина волны фиолетовой в 
длинноволновую. Если даже лучевая скорость измеряется по двум
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компонентам бленды, то и в этом случае она будет в конечном счете 
алгебраически занижена. На гой же фазе затмения после минимума 
блеска будет иметь место обратная картина (фиг. 3s), т. е. резуль­
тирующая лучевая скорость будет алгебраически завышена.

Следовательно, асимметричные контуры спектральных линий. об­
условленные эффектом вращения звезды, приводят в результате из­
мерения лучевых скоростей посредством бленд к уменьшению ампли­
туды кривой эффекта вращения.

В связи с этим же можно указать на два источника асимметрич­
ности кривой эффекта вращения, полученной Д. Мак Лофлином |1]. 
Это, с одной ciОроны, бленды, состоящие из компонент разной эк­
вивалентной ширины, и, с другой бленды, в которых только одна 
компонента используется для определения лучевой скорости. Совер­
шенно очевидно, что в обоих случаях смещение длин волн, обуслов­
ленное деформацией спектральных линий, до и после максимальной 
фазы затмения будет неодинаковым.

Наряду с изложенными ошибками, обусловленными конечной 
разрешающей способностью спектрографа, необходимо отметить еще 
один источник неточностей измерения лучевых скоростей звезд в 
затмении. Эю ошибки наведения. Выше мы исходили из того, что 
при измерениях лучевых скоростей нить микрометра наводится ?.а 
наиболее глубокую точку спектральной линии. Однако известно, что 
на практике измеритель наводи! ее скорее на середину линии. Ана­
логичный эффект для асимметричных линий поглощения в спектрах 
долгопериодических цефеид был подробно исследован О. А. Мельни­
ковым [6]. Ошибки такого рода также могут значительно уменьшить 
наблюдаемый эффект вращения, так как их величина растет вместе 
с ростом асимметричности линии, т. е. чем больше избыток скорости, 
тем больше ошибка. При этом ошибки наведения всегда уменьшают 
избыток лучевой скорости. Точный учет ошибок наведения затруд­
нителен, гак как деформация различных линий, используемых для из­
мерения лучевой скорости, различна.

Из изложенного следует, что для определения абсолютных эле­
ментов главной звезды в случае, когда наблюдается только спектр 
одной из компонент затменной системы, правильнее использовать ско­
рость вращения, полученную методом Г. А. Шайна и О. Струве, а 
ле выведенную из избытков лучевой скорости в главном затмении.

Пользуюсь случаем принести глубокую благодарность проф. 
О. А. Мельникову, под руководством которого выполнена настоящая 
работа.
Бюраканская астрофизическая обсерватория

АН Армянской ССР Поступило 51X1956
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հԱՎԱՐՈՒՆ ՓՈՓՈԽԱԿԱՆ ԱՍՏՊեՐհ ՊՏՏՄԱՆ ԷՖեԿՏՒ Ս՜ԱՍՒՆ

Ա Մ Փ II Փ Ո I’ 1Г

Լոդւքսւծամ ուսումնասիրված I. աղեկտրալ գծերի րу ենդ՛ե Լր ի վարրր 
• ւ/պեկւո и գրաֆի տարրեր րամ ն ող Ոէ.<էևրի դեպքում, Ենթուղրեքաք, որ աոան­
ձին գծի կոնտուրն արտահայտվում Լ (1) րանտձևով. ստացված Լ 1՚(^1,1ւՒ 
Լյ> tt ill րե մ ու / ( խ,ւրու թյան իմաւաւովք կետերի ւպիրային երկարություն­
ների գործ իրային կոնտուրի հետ կապող (6) աորնչ ու թյո,.նր» Ч-J'f հա֊ 
վասարմտն ուսոլմնաս իր ու թ յան ր մեղ հսէնղե ւյ րեք ( հետև, յա է և ղ ր ա կա էյ ո 
թ J ուններին՝

1, !՝քենդի մեջ մտնող գծերի U տ ւււն գ ա ր տ էԱքիքայ ին երկարություն- 
ներր՝ եթե այդ գծերը մ սան ակ ի ո ր են րա մտնված են, ւսեսյսկան ա լիրային 
երկա ր ա թ յուննե ր ի յ տա ր րե ր էքո Ltf ենւ երա՚նյւ կախւքած /ւն գործ իրի ftinJin֊ 
՛հող nt.J իդ. իսկ տւք յաք րաւ1 անող ut.il ի ղեպրոււք՝ ա.ս ո ււեւ ա и ի ր if ո ղ աոտդի 
արադութ յուն իրյ։

2. Եթե կաք պոնենտներր րամանէքած տե'հ, ապա (‘քենդ ի սւքքւրայի՚հ 
երկարությա֊նր կարող կ տարրերվել կոմպոնենտների '“քիրտյին երկարու֊ 
թ յանների կշոային միջինից, Գործիրի րամանող nt-J ի iji ո րրա ց tf ան հետ 
ա յն մոտե^էում Լ u,J'f մեծությանը, Լէիեկսւնե՜րքւ պևէոր է հանղե րյնե՚հ
խաւքարան փոփոխական աստղևրի պտտման էֆեկտի կոր ft ամ պլի nt ուղի 
ւքէոր րա g մ ա՛հ ր, իսկ որ՚՚չ ղեպրերում՝ '“J'l կ"['ի „ իմ ե տ ր իկո ւթ յան fuuifutn- 
մ ան րւ

ЛИТЕРАТУРА

1. McLaughlin D. I’ubl. Michigan Ob?. 6 (1934).
2. Schain G. /I., Struve О. M. N. 89. 221 (1929).
3. Struve 0.. f'lvey С. T. M. N. 91. Cfyl (1931).
•I. Slctteback A. Ap. .!. 119. 146 (1951).
5. Sletlehack .4,. Howard K. F. Ap. J. 121, 102 (1955).
.6. Мельников О. .4. Труды ГАО. 64 (1950).



ՀԱՅԿԱԿԱՆ 1ПИ1- ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ
3 в ք С 1 И Я Л К А Д I. W I! II II Л У К А Р \| я н С К О Й С С Р 

|ո-մ։ւ։|>Լմււււռ, <լխոո։|> ււսննԱր X, № 2, 1957 <t>ll3KhO MJ։Tl։x։ilTH4tl'hlll' Haj'Kd

ФИЗИКА

В. А. Джрбашян

Об угловой корреляции .-квантов, излучаемых 
мезоатомами

Как было впервые указано Уилером [1], изучение р-мезоатома 
жст дать полезные сведения о свойствах ^-мезона. Благодаря бли- 
:гн ц-мезонных орбит к ядру р-мезон может быть использован 
Повременно и для зондирования ядра.

8 последние годы получены экспериментальные данные [2] о 
:ектре мезоатома п о радиационных мезоатомных переходах, неко- 

орые из которых являются последовательными.
Под горецкий [3] обратил внимание на возможность уточнения 

едина jx-мезона, используя данные по угловой корреляции между на- 
краплениями у-квантов, излучаемых при таких переходах. При этом 
сравнивается с опытом анизотропия

4= սլ(180)_ յ 
U”(9D)

где IV(0—зависящая от угла вероятность излучения двух квантов.
В настоящее время эффект угловой корреляции в р-мезоатомах 

может быть использован и для проверки спинов целого ряда ядер, 
для которых значение / = 0 сомнительно или получено только из 
Гтических соображений, не подтвержденных экспериментом.

8 нашей работе получены формулы для угловой корреляции 
рквангов, излучаемых средними и тяжелыми ;л-мезоатомамн*. В ра­
счетах учитывались эффекты тонкой и сверхтонкой структур, а так­
же влияние конечности размеров и квадрупольного момента ядра.

Поскольку специфическое взаимодействие между р,-мезоном и 
Про:: относительно мало, а электрический потенциал даже для самых
тяжелых ядер мал по сравнению с энергией покоя а-мезон а**, задача

существу является нерелятивистской.
Операторами 2л-польного момента QJ.'m (электрического при >. = 1 

тагнитного при '/ — 0), учитывающими спин в первом релятивист­
ом приближении, являются [4]

’ Эти формулы могуть быть использованы также при определении спинов 
]па мезонов.

*" Например, н центре ядра свинца 1' = —21 .Ис Г.
шестьм АН, Строк фаз.-ил. иду*. М 2
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/~)(0 _  / ‘^՜ -I yz*Q/..и — е 1/ 2уг । г Y 1„ц,

Qut = (— О՜' — րձ ' I 4-Z Ci !-лг-7: Yl \-.\^Լ<հ 
m ՜“7—1

где введены обозначения

Л л. 1 = — — {Lx + /А у).

Ас = А„

/ns — операторы орбитального момента и спина мезона.
С/ г-.м ч։ յ1? — коэффициент Клебша Жордана.
Из выражений для матричных элементов от операторов (I). 

взятых по волновым функциям

Նս/Ւ.\ ՜ il (' ՛ С' l) " I ՜. ■
Мл ՝

где
~ а(Г)^, Сш-Г, JI* Ьм յւ 

И 
волновая функция р-мезона, а

фЛ/ — /^ (Հ \) քո

функция ядра.
следуют:

1. Закон сохранения момента:

i Ад —AbI^Aj Ад 4- Ад. — J\ ,^l + Հ-

1л ֊ /д| А։ տՋ/д 4- /в для X = 1.

1/д /н| + I ^Aj^/д փ/в 4-1 для а = է՛

и 2. Закон сохранения четности:

h\ Ib—L
д =

2

Наиболее существенны электрические дипольные переходы.
Отношение вероятности электрического квадрупольного нзлу 

ния к вероятности электрического дипольного излучения мало:
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I /<ог\а 
117?* 20 \ с)

— ' I -հ. 1 для малых Z
20 \ z .лс2)

I/
- ■< I для больших 7.
Юре՝2

Кроме того, из (о) вытекает, что при /д ¥= 1ц Lmin = Ja — /«| и X = I, 
т. е. переход наименьшей мультипольности есть электрический пе­
реход.

При /д /л согласно (5) переходом наименьшей мультипольности 
является матнитный дипольный, однако он не будет наблюдаться из 
за ортогональности радиальных функций в интересующем нас при­
ближении для пА tin. Будет иметь место электрическое квадру- 
полное излучение.

Таким образом, в случае тяжелых мезоатомов следует рассма­
тривать только электрические переходы, для которых матричный эле­
мент оператора мультипольиого момента по шаровым спинорам имеет 
вид:

(Ձ («) I ОУ.’.и,12 (?)) = ( О-’^С'С^о. w X

X [(2Te+ 1)12/. + 1)(2Հ- + 1)(2/а+ 1)|’’№(/ն/ՀՀ; /?/=л) X

X W(J}sL,lA:. lsJ.)C^. L1_Ml (7)

U7 jJ,; Fa)— коэффициент Рака [5].
Вероятность последовательного испускания двух квантов, про­

интегрированная по энергиям этих квантов и учитывающая взаимо­
действие с „внешним* полем, дается [6] выражением

их ( ե. k/U у х

х (м/ ( k;, р,)17)*(g| н (кр ,/MIPWlrt( к:,/л) И) (8) 

где v₽. — расщепление, вызванное взаимодействием, а уд —ширина 
промежуточного уровня.

Матричный элемент от Рл’и,, являющегося частью оператора Н. 
ответственной за электрическое 2՛' -польнос излучение, равен

(«1 И.% (К, • Р,) I?) = /(а (=֊) IԶ (?)) ef Y2>„,, (9)
где величина f не зависит от индексов суммирования в (8), ер —поля­
ризация, Y/'Jh, — шаровой спинор.

Чтобы представить корреляционную функцию с нормировкой
-Си?(*М= 1.
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в виде линейной комбинации полиномов Лежандра четного порядка 
примем во внимание, что [7]

:ySm,(^i2=
4п

М4А’ + 1) ։Х 
k

X С} Д; ;.։ - 1 С’л’дП; 2*0 f\k (cos 0)

и воспользуемся соотношениями свертываемости коэффициентов Клеб 
ша — Жордана:

»? <£.», С/": г, = (2Ժ + 1)‘'‘(2а + I)՜' W(dbea-, fe) С&. е,
Г*

и Рака [5]:
У (27 ■ 1) \V(a')ac\ ас'} W(b^c'\ be) IV՜' (a'Xtf; ab'} =

Для легких мезоатомов (Z Հ 15) вероятности радиационных пе 
реходов малы по сравнению с вероятностями электронных (конвер 
сионных) переходов [I].

Для более тяжелых мезоатомов, при небольших квантовых чис 
лах (//. /). вероятностями конверсионных переходов можно прене 
бречь.

Приведем выражение для корреляционной функции IV՛ (0). кото 
рое пригодно для не очень больших /(15<Հ/<Հ5Օ) в случае, если 
оба перехода являются электрическими, или магнитными.

л՛
IV (0) ֊ у .4՛^ р.ч(со< 0).

л-о
-4 2ft — .4 it b'j:՝.

An ֊ Л։»We7c) = (- 1/л ■/С(2Л, +

+ 1)(2/..>+ 1)(2У„+ 1)С;.^л.-, X

ХС^Д., и-ЧАЛЛ»/..; 2Wc);

(10)

(Юа)

. v <շ/*տ ֊ D* ЦвШРаРв\ JB> 
tJ2ft — ' ,------------- ------------------------ -------------

Ւէէ
2/4֊ 1

(108)

Здесь принято предположение, что при мезоатомпых переходах не 
меняется спин ядра и учтено, что для атомов данного типа У/г/2та^1

| например, для А1 1О«? У
10 \»У

Выражение (10) совпадает по форме с функцией, полученной 
.Альдером [8) для угловой корреляции при ядерных переходах, учи-
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1зющсй взаимодействие ядра с электронной оболочкой. Эго выра­
жение может быть использовано для проверки спинов ядер (напри­
мер, 2йС«4и. յնՏ'ժ71), у которых значение / — 0 экспериментально 
не подтверждено.

В качестве примера приведем значения анизотропии А при пе­
реходах (D)-|- (D)-—:

.4=0,43 для / = 0;
.4 — 0,25 для / = - Ղ

Тяжелые мезоатомы отличаются следующей особенностью. Имен­
но, расщепление, обусловленное взаимодействием спин-орбита (ձ^— 
-0,1/ИИ7), мало по сравнению с расщеплением уровней, соответст­
вующим различным /. вызванным конечностью размеров ядра*. Однако՝ 
н таком случае, вероятности переходов между подуровнями одного и 
того же уровня (J -►./' при п — п' и I = Г) ничтожно малы по срав­
нению с вероятностями переходов между различными уровнями (1 — 1' 
при п. Հ и', либо I ф /').

Последние по величине практически совпадают с вероятностями 
переходов между уровнями, которые возникли бы в отсутствии взаи­
модействия спин-орбита.

Следовательно, малость разностей энергий подуровней приводит 
к тому, что мы не можем идентифицировать отдельные переходы, 
тппа J-> J’ и должны суммировать по значениям ./ и ./' для данного 
/и Г.

Таким образом, для тяжелых мезоатомов получаем
л:

W'(0) = y4„PM(cos 0),

Л~0

(И>

где

Л» = Л^(Л։/-2/а/й/с» Ь2к. (11а)»*

v (2ЛВ 4֊ 1)(2^4֊ 1) Г= (■/? /‘2k FnJ?) v 
(2/4-JH2S+ l)[l+(vF/.՝/2Tft)2]

X(2J34- 1)(2Հ+ 1)1Гл2(/Л5 2А;Л:Л/я). (116)

Причем в ՝»Ւ-Ւ- входят как гонкая, так и сверхтонкая структуры. 
Их вклад з (11) соответствует тому, что вследствие взаимодействия 
сиии-орбита, после испускания первого кванта, в промежуточном

՛ Для тяжелы.՜ мезоатомов расстояние между уровнями с различными I по­
рядка нескольких ձև՛ К

•* См. | Юл I.
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состоянии меняется ориентация орбитального момента, тогда как взаи­
модействие с ядром приводит к изменению ориентации полного мо­
мента J.

Эти эффекты оказываются существенными, так как время жизни 
промежуточного состояния превышает периоды прецесий моментов.

В случае малости сверхтонкой структуры по отношению к 2^в 
выражение (И) свелось бы к функции Альдера (что. например, имеет 
место для / = 0).

Любое дополнительное взаимодействие может быть учтено ана­
логичным изменением в В частности, для рассматриваемых нами 
мезоатомов возникает вопрос учета взаимодействия с электронной 
оболочкой. Однако, из-за малости расщепления по отношению к հ*, 
полученное b2t> сводится к (116).

Так как для рассматриваемых мезоатомов ՝>jj։/2-;b^ 1 ( например,

Члг 200&?У\ .для свинца —------- (см. ниже Фигуру), то
2fB 1 ke V /

Եշէ ~

(2Fn 4֊ l)(2Fs + l)ir2Us/ 2Հ’/-«;/Դ./-)(2Հ + 1)2Ա/։(/ոտ2^Հ.; JdB) --------------------------

Ра. Рн. J-.
(2/- 1)(2SH- 1) I -+֊( — ) 

'2*>я ’ . (12)
где — сумма расщеплений, вызванных взаимодействиями магнит­
ного дипольного и электрического квадрупольного моментов ядра с 
мезоном.

Обозначая ծշ* посредством имеем
b<J(lB)=\ (12а)

Й(/а) = 1 (126)

-уз. v(2./e+ I)2 №*(/*« 2*^(/Ջ) = ձ------------------ ------------

X (12г)(2Ув4- s 2k J*\ Jв)
2s 4- 1 

(lB)

у &F» -И )ձ(А/&К* ) (2А 4- l)8UZ2(/ns2/e./3; յ^/д)
(2/4-1)(2տփ I)

(12в)

(12л)
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Из (12а) видно, что требуемая нормировка обеспечивается. В 
•случае отсутствия взаимодействий „уменьшающий фактор1* ծշ* равен 
своему максимальному значению — I (126).

Частный случай / — 0 (12в > был рассмотрен Подгорецким [3]. 
Однако им не была учтена тонкая структура. Критерии. данный в 
работе [3] для выяснения вопроса о том. равняется ли спин («.-мезона 
1/2 или 3/2 по каскаду Зр — 2s -• '2р, является некорректным, гак как 
уже из (11) следует, что в обоих случаях распределение изотропно.

Входящая в (12г) •/ есть сверхтонкая структура мезоатома, обя-
iiiSas! взаимодействию магнитных моментов ядра и мезона.

В (12д) учтено, что расщепление, вызванное электрическим ква- 
лчюльным взаимодействием, порядка величины спин-орбитальной

связи [9]. т. е. ' •

Приведем значения анизотропии 
-» 1s. в случае различных спинов 
ц-иезона.

Каскад 0(D) 1 (D)0

.4 для հ-7 каскада 2s — ՝2р ->

, 34շ д. = -'-
2-4» 2

7=0 տ — 0 4 = 1
1

Տ —--- 4 = 0.273
2

տ — 1 4 = 0,225
3 տ — — 4 =0.197
2

Для свинца сверхтонкая структура
/ ՝« \ ՜днмо подставить Ա՜յ ~ $• ЧТО приводит

v~ ЗЛеУ и в (12г) необхо-

к:

/=— $ = — 4=0,175,
2 2

s = A 4 = 0,150.
2

Таким образом, измерение анизотропии 4 с точностью, дающей 
возможность отличить 0,08, достаточно, чтобы определить спин 
«•мезона в случае, когда спи։։ ядра равен нулю, а при равенстве 

1спина мезона выяснить, равняется ли нулю спин ядра (так, напри- 

яер, для ядер ТД1Й 7*/Vlw
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Ա Մ Փ Ո Փ Ո I’ 1Г

Դիտարկվում /, մ եղ՛'ատ ոմի ր,լ,ր ի տն I, ր ի րյ д/ հ կի վ [I m it տն if n I/ [1- մ l. /у i/b Л 

արձակած Հկվանտննրի ա՛հ Iff tn ն it, յ ի ն կււ րե ք jut у ի ա յի է՚իե I/ ut ր; եէէւրր ե 
դեր htti րր и տր ա կա!ւլ.րա՚հերր '""^"ДД/ րանաձեերի հա if ե if ш шт if ր /րրո-
Ujh րիմենւււ ի հետ էլա pttlf I. նպաււտեք |1-tf ե tfn’b ի и պ fi'h ի , ինչպես h if ի uni.

i“’I4‘ ^/'?/' ։̂ 'I/'9m կնե fl ի и պ ինն!։ ր ի it շ III if ա՛հ ր t ufiii'litf համար
են ի! Iittf [i tj III մ f; [ (Ն
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ГИДРОМЕХАНИКА

Г. И. Мелконян

Задача о струйном обтекании дуги плоским, 
ограниченным потоком и ее практическое приложение

В настоящей статье рассмотрена задача кавитационного обтекания 
криволинейной поверхности, помещенной в поток с прямолинейными 
стенками. Решение проводится по схеме, предложенной Д. А. Эфро­
сом. При этом указывается возможность обобщения данной задачи на 
случай наличия перелома поверхности препятствия, имея в виду, что 
точка перелома расположена на оси потока.

Это позволяет решать конкретные задачи обтекания криволиней­
ных затворов гидросооружений в случаях, когда ось вращения затво­
ра не лежит на геометрической оси рассматриваемого потока.

Наряду с этим выводятся расчетные формулы, позволяющие вы­
числять коэффициент сжатия струи, а следовательно, величину гид­
равлического сопротивления в случае, отвечающем схеме Кирхгофа.

Данное решение подлежит в дальнейшем экспериментальной про­
верке. поэтому расчетные графики и материал сравнения с опытом 
будут приложены во второй части статьи.

1. Исходные предпосылки

Частные задачи, решаемые теорией струйного обтекания

Явление обтекания тел ограниченным потоком с отрывом струй,, 
представляет большой практический интерес.

При обтекании препятствий тех или иных очертаний струя при­
нимает вполне определенную форму, характеризующуюся коэффи­
циентом сжатия е, т. е. отношением площади сжатого сечения струи к 
площади отверстия в свету.

Знание величины z позволяет теоретически определить коэффи­
циент сопротивления в случае внезапного расширения потока. Из- 
работ, посвященных этому вопросу, следует отметить работы В. М. 
Маккзвеева [1], [2].

Постановка задачи при этом связана с принятием следующего 
предположения. Местные потери в напорных трубопроводах обуслов­
лены наличием внезапного расширения потока за преградой. При этом 
на практике при обтекании жидкостью различного рода затворов — 
плоских, поворотных (дроссельных), сегментных, вальцевых и других-
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струя, вытекая из отверстия, претерпевает сжатие, а затем быстрое и 
внезапное расширение, что позволяет применять формулу Борда к 
участку струи от сжатого ее сечения до полного расширения. Не­
трудно видеть, что задача о теоретическом определении коэффициента 
местных потерь сводится к вопросу определения сжатого сечения 
струн.

Решение вышеуказанной задачи позволяет также теоретически 
определять величину гидродинамического давления, возникающего 
от взаимодействия жидкости и обтекаемого препятствия.

Можно показать, что в 
случае ограниченного потока и 
при любом законе распреде­
ления давлении в сжатом се­
чении транзитных струй и за 
телом, величина реактивного 
сопротивления тела пропор­
циональна коэффициенту со­
противления. Действительно, 
составляя уравнение количест­

ва движения для сечений (1—1), (Д։ В} С\ СВА) и (AlBlCl СВА) (2 -2) 
(фиг. 1). получим:

,՛ Q (Усж. ^о) Pi, fJ0 - Рь cos а — /» cos (s; х) (Is — I р cos (s; ,v) cis,
* J

ABC Д, В, C,

g Q (vi> — COS а /Խ b0 -f- p cos ($; Л-) ds 4֊ p cos (s; ,v) (is.
ABC А, В, C,

Все обозначения ясны из фиг. 1.
Сложив почленно оба выражения, придем к равенству:

(Рь ֊ /֊>,.) cos а = р-) ծ0 Հ ֊ՀՀ.

Наряду с этим, как это будет показано ниже, на основе полученных 
гидромеханических решений, возможно найти центр давлений, а также 
построить эпюру гидродинамического давления.

Исходные предположения о динамических соотношениях 
в потоке

Из предыдущего, следует, что задача сводится к определению 
величины :, которую можно определить из общих положений класси­
ческой теории струй [9]. Предполагается что движение жидкости в 
рассматриваемом случае происходит при силах трения пренебрежимо 
малых по сравнению с силами инерции. Имея в виду уравнения дви­
жения реальной жидкости, условие представится в следующем виде:
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Здесь справа записаны члены, учитывающие влияние трения. С пер­
вого взгляда может показаться, что принятая схема движения не со­
ответствует действительной, ввиду отбрасывания сил внутреннего тре­
пня.

Однако, в действительности в ряде случаев силы трепня фактиче­
ски малы. так как струя рассматривается только на участке между от­
верст кем и сжатым сечением. Что же касается качественной стороны 
явления, а именно непрерывности распределения поли скоростей и 
давлений, то опа сохраняется во всем потоке и нарушается лишь при 
.подходе к твердым стенкам и переходе через линии отжима к зонам 
покоя в случае истечения под уровень.

Наряду с этим предположением, движение жидкости принимается 
установившимся и потенциальным. Последнее условие соответствует 
безвихревому движению потока под действием потенциальных сил. 
что позволяет написать функцию потенциала скоростей связанную 
< компонентами скоростей зависимостями:

Ժ? Oz
г' л ~ л- v, = ; v. «Ох оу

Таким образом, задача с несколькими 

дг '

неизвестными vr, i’y, и-
сводится к отысканию только функции ?. Последняя определятся 
при заданных граничных условиях уравнения Лапласа, для решения 
которого применена теория функций комплексного переменного.

Теоретические схемы обтекания криволинейных поверхностей

Рассмотрим плоское обтекание криволинейных цилиндрических по­
верхностей потоком, ограниченным параллельными прямолинейными 
пенками (фиг. 2).

Фиг. 2.

На всех приведенных фигурах препятствия очерчены по дуге, 
с кромок которой происходит отрыв граничной линии тока. Не трудно 
видеть, что фиг. 2{в) соответствует схемам сегментного и вальцевого 
миноров в случае, если раздельную линию тока ЛО принять за твердую 
стенку. Действительно, напорные поверхности ЛД представляют со­
бой части окружности, характеризующиеся определенным радиусом и 
величинами углов а и > между касательными, проведенными в точках 

1 и В н горизонтальной осью (фиг. 3).
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Точка 3 является точкой отрыва граничной линии тока. В даль­
нейшем струя, вытекающая из отверстия затвора, рассматривается в 
пределах от отверстия до сжатого сечения. Скорость вдоль границы 
струи, не соприкасающейся с твердой стенкой, принимается посто­
янной.

Распределение скоростей в сжатом сечении отвечает гидроста­
тическому закону. Однако следует сразу же указать на те пределы,, 
в которых указанные теоретические модели будут соответствовать 
реальным течениям.

Остановимся более подробно на принимаемом условии постоянст­
ва скорое.ей июль границы струи. Из уравнения Бернулли, записанного 
вдоль границы струи от точки отрыва и до сжатого сечения без учета 
потерь следует, что скорость может быть величиной постоянной в 
случае истечения струи в атмосферу и пренебрежения членами, учи 

тывающими эффект действия силы тяжести (т. е. f — Ру иг=о^
I I

В случае кавитационного обтекания тел, когда. уСЛ0_ 

вне постоянства скоростей также возможно принять при пренебрежении 
силами тяжести. Истечение струи под уровень характеризуется гид­
ростатическим распределением давлений вдоль границы струи, ибо 
при условии v = const указанное выше уравнение Бернулли превра­
щается в равенство:

Это предположение довольно удовлетворительно подтверждается 
экспериментами (ем. |1] и |2]).

Однако принятие одного условия постоянства скоростей в случае 
обтекания криволинейных препятствий малого радиуса кривизны, даже 
при правильном его назначении, недостаточно. Важнейшую роль в 
построении картины обтекания играет также определение местополо­
жения 1ОЧКИ отрыва. Из экспериментов известно, что при обтекании 
цилиндра, набегающий поток, разветвившись в передней критической 
точке, омывает его лишь до точек отрыва, находящихся примерно на 
а=84' при числе Рейнольдса, равном 157 200, и на 7 = 120 при 
Re — 251300, после чего поток отрывается (.1. Г. Лойцяпский, Ме­
ханика жидкости и газа, стр. 243 и 5 91). Очевидно, что эта зависимость 
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(асположения точки отрыва от степени турбулизации потока не может 
(уть учтена в решениях, полученных с помощью потенциальных те­

чений. Исходя из этого, в предлагаемом нами решении заранее пред­
полагается. что на всем протяжении преграды отрыва потока не проис­
ходит. Затем поток, достигнув кромок рассматриваемого препятствия, 
срывается с них. образуя до сжатого сечения струн ограниченные 
поверхности, на которых принимаются указанные выше условия.
. Данное предположение полностью соответствует действительно­
сти, так как из экспериментов известно, что при обтекании зат воров с 
напорными поверхностями относительно большой кривизны поведение 
потока аналогично описанному выше.

При обтекании препятствий малого радиуса кривизны точка от­
рыва потока должна в каждом частном случае определяться особо, с 
учетом степени турбулентности потока или же экспериментально. Ре­
шения, даваемые в этих случаях теорией отрывного обтеканца (см. 
7| и [Ю]), с нашей точки зрения кажутся маловероятными, ввиду не­
возможности учета вышеизложенных обстоятельств.

2. Кавитационное обтекание ограниченным потоком 
поверхности, очерченной по дуге круга

Рассмотрим общин случай кавитационного обтекания поверхности, 
очерченной но дуге круга, частным случаем которого будет инте­
ресующее нас обтекание криволинейных поверхностей затворов. По­
становка задачи кавитационного течения принадлежит Д. А. Эфросу.

Составление уравнения связи области течения z и области 
параметрического переменного и

Пусть плоский ограниченный поток обтекает симметричную по­
верхность, очерченную кривой, состоящей из двух дуг круга, и пусть за 
этой поверхностью образуется кавитационная область течения, ука­
занная на фиг. 4. Вдоль границ струи АН и ВН скорости принимаем 
постоянными и равными г\. В беско­
нечно удаленных точках Ւ' и G ско­
рости равны Pi критической точке 
потока С скорость равна нулю. Как 

dw -л
известно. гч՝ есть сопряжен­

ная скорост։, в любой точке области

G

Фиг. I.

— Сг

G

течения г- .<-Н’у, где а* ? -г -характеристическая функция, ձ 
функция тока. функция потенциала скоростей.

Наряду с этим в случае кавитационного обтекания существуют 
две раздельные криволинейные линии тока f t), разветвляющиеся в 
точке /J па линии токов f/l) и DG. Очевидно, чго в этой точке ско­
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рость также равна нулю. Отобразим конформна область течения Z 
на внутренность единичного полукруга в области параметрического

Фиг. 5.

комплексного переменного и таким образом, чтобы 
обтекаемый контур перешел в полукруг, а свобод֊ 
ной струе соответствовал вертикальный диаметр 
(фиг. 5). Нетрудно видеть, что краям преграды 
будут соответствовать точки « լ- i, критической 
. очке потока С значение и = 1, а бесконечно уда­
ленной точке Н будет соответствовать центр дан­
ного полукруга. Граничным стенкам потока в об­
ласти и будут соответствовать линии разреза от 
точки G до точки Ւ'. Обозначим «очки G, О и F 
в области и соответственно через аг, d и /.

„ “Z Г/ чСоставим уравнение связи . == /(//). но которому найдем выра­

жение, связывающее область течения и область параметрического пе­
ременного в виде:

Z = (2.11

«I 
Последнее уравнение позволяет, используя ряд граничных усло­

вий, определить в дальнейшем 
войдут в уравнение (2.1).

все неизвестные величины, которые

но
dw_

dz 4 (շ,շ).
du dw 

dz

Следовательно, задача сводится к построению двух функций:

ժ«՚ , , . dw ...
,, (՝и) И --- т— = /•>(«)-i^du ' v}dz յ '

построим по нулям и полюсамВышеуказанные выражения 
определив их в области и.

Продолжим функцию на всю плоскость. Тогда, как нетрудно

видеть, будем иметь нули в точках

i; d\ ՜ -j-\ ~ 1, а
а полюсы в точках

o:±g;x/;±l;±4
Таким образом, можно сразу написать, независимо от очертаний об­
текаемой преграды, следующее выражение:
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dw _ д, (и* — \)(d2—и-)(] — Ժ՜՚ր i
■и։ du ՜ и (ք - и-) (g* — U2) (1 — fir) (I -fir > (2.3)

Обратим внимание на физический смысл понятия нулей и полю-
div 

сов при построении функции ֊| в области и — а, — iu*. Можно пока­

зать, что
д'Ь . -ь

du՝г. е. t—представляет значение сопряженной скорости течения в 

области переменного и, возникающего ввиду наличия источника в 
точке / и двух стоков в w = 0 и в «=#. На фиг. <5 в одной поло­
вине области показаны линии токов вышеуказанного течения, соответ­
ствующие линиям токов действительного потока в области z.

Известно, что в точках обтекания внутренности углов и в кри-
dw 

тическех точках .■V, du
= 0 (точки нулей). В точках же расположения

легочников или стоков сс (так как в этих точках -а? = a In (u—g)).

Отсюда:

•Vj du
а

“֊gu-g

положены точки полюсов.

-сю. В таких точках будут рас­

Аналогичным образом запишем зависимость

dw
dz = /։(«)•

dm _ ду 
du ~ ди ։

Данная функция представляет, как указывалось выше, сопряженную 
скорость в действительном потоке. Она обращается в нуль в крити­
ческой точке С и в точке разветвления D. Продолжая полукруг в 
области и на всю плоскость, будем иметь нули выше указанной функ- 

, , I , , 1
ции н точках —г и полюсы в iочках — I: — d\ — -j-- d d

В работе Л. И. Седова ([3], стр. 227) указывается, что при наличии

криволинейных препятствий выражение для dw
^di примет вид

dw
•i’j dz =f(u)e

-f(U)
(2.4)

где /՝'(«) —некоторая регулярная в верхней полуплоскости функция. 
Представим ее в виде следующего степенного ряда:

О О
(2-5)

На основании сказанного выше можно написать:
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dw {и — 1) (и - d) (dn I) / 1 , Л, з . Дх s . \ /rt
պ dz {и 4֊ 1) (/г 4- d}(dii r I) 1 \ 1 3 а )

Разделив равенство (2.3) на (2.5), получим:
ճ£_- 
dii ~

(w5r l)2 (մ + u)°֊(dn 4- I)2 exp (Д։ it 4֊ ֊—«Դ • • - )

= N_________ ____________________________ ձ________ __________ ' (2.7)
<of- - id) (թ ֊id) (i ֊ք-id) (I - g^ir)

Составление уравнения, определяющего радиус кривизны 
обтекаемой преграды

Как известно, R = ,d'J
где R — радиус кривизны,

ds дифференциал дуги,
О —угол наклона век гора скорости к горизонтальной оси. 

Вместе с тем ds — rfz|, где из (2.7)

dz =N — 1)(g”4- 1)8(Ժ?Խ4- О՞/'՜ dz 
e՝1 (r2 — e-") (g~ — e2i]) (1 — f֊e-i:) (1 — gzc-)

(2.8)

(2.9)

Здесь л —полярный угол комплексной точки в области и.
Из (2.5) следует, что

/•'(//) = Д։ cos з 4- '՜է cos3s 4------ Н i (Лх sin з 4- ф sin За 4----- ). (2.10)
о о

В общем случае 
4. 4-0 = я ; .4* sin о - ./• sin Зз4- j sin 5з 4՜ • • •, о о (2.11)

где я угол наклона к горизонтальной оси касательной, проведенной 
в гонке С.
Подставив (2.9) и (2.11) в (2.8) и произведя преобразования, получим 
окончательно:

R _

8cos зcos2 "(1 4 dz ]- 2r/cos з)2ехр (.4, coss ; ‘է cos Зз 4՜ •••)
= -----------------“----- ------------------------------------------------- - ----- - -------------- .(•> լշւ

(1 4֊ — 2/*cos2a) (1 4- - 2 ‘̂"cos2a) (.4 ։cosa -p A{cos3o4----- )

Определение коэффициентов .4„ ряда (2.5)

Воспользуемся уравнением радиуса кривизны (2.12). Задава­
ясь в нем значениями а, получим в левой части одну п ту же 

Rвеличину отношения у , так как оотекаемая преграда представляет 

собой дугу окружности.
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Так. например, при з=0
„ 8(1֊</)’ехр(.4,+^4-А+...)

I М-Г 7Т- ЛН^Т^А.-։-д,тЛ + • •.)

При а = —

(2.13)

R
\fT = 

է-*

4J 2 cos’ £ (I 4-rf I 2tf)e.xp\f ( A։ ՛՜Է - ■ Է 4- • • • j 

U + Л (I + g4j И, - 4 - a4 4- • • j (2.1-1)

При 3 — ”

/? w+w >91Ai
I-V <<-гГН1+«։։чл-м,+5Л- )՜ ( 1

В уравнении (2.5) воспользуемся тремя членами ряда. Тогда, 
приравняй друг другу выведенные равенства, получим дна уравнения 
для определения искомых коэффициентов.

Для получения дополнительного уравнения отметим, что угол 
наклона вектора скорости '* и точке отрыва струи А^з = ) задан и

равен
Тогда из уравнения (2.1 Г получим:

| ? = 1 + л>-у + '^--------- (2.16)

или
Հ^Տ-։.֊^-4 + ... (2.17)

О о
Наряду с этим можно, исходя из соображений о конечности 

кривизны в ючке отрыва получить еше одно довольно простое ус­
ловие [10).

Запишем выражение:

Ճ (/„ _^_Ա_յ____ __________L , ч _
du I v}dz J it — d u + d u—\ «+1 du — I

В ՜՜лЛ-Т ՜--------- (2.18)

Но на свободных струях г — г՛,. Поэтому:

_.(Л 2d 2 , 2Ժ
du ” ir — d1 и*— լ cP и* — 1

7 Нмссши АН. серн* фнэ.-мат. му*. .4 3
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/1,-Д3//2-Л-/?-------
С другой ciороны, из (2.7) следует. ч.о:

l.rfs 
аи

(«’+!)(«+ iy-(d+ l)sexp^l1H. + ֊a«’+^

« (f ֊ '<■) (g: "՞) 0 ֊Г чг) (\ ՚ -g" и-՝)

(2.13)

• (2.20)

Поделив (2.19) на (2.20). получим выражение для радиуса кривизны, 
из которого следует, что в точках срыва струй и — г, /? 0, что 
противоречит действительной картине обтекания дуги определенного 
радиуса. Поэтому можно записать следующее условие.՝

что приводит к выражению: 
л л

1 + ֊~- = -Л + Л։-Л+... (2.21)
1 -г «*•

Решая уравнение (2.17) и (2.21) относительно Л։ и Л3, получим: 

4а=4<е-‘) + 4+тЙ?+4' (2-22)

. 3 , . 3 6մ . 6.4., ...
'և =֊շ (?֊“) + շ +

Коэффициент ЛГ1 определится из уравнений (2.13) и (2.15). Действи­
тельно, приравняв эти уравнения друг другу и произведя простые 
преобразования с исключением коэффициентов Л, и придем к 
следующему равенству, содержащему в неявном виде:

, 20մ
1 П-7? (2.24)

Определение неизвестных параметров d, f и g

Для определения этих параметров имеем следующие условия:
1) условие равенства ширины потока в сечениях F и G (в об­

ласти г), что равносильно выражению:
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( * du = -\^- du-, (2.25)

է к
2) условия для скорости набегающего потока:

(շ-շ6>
и транзитного потока

(2-27>

3) условие, определяющее толщину’ струйи 
Z

<А = | (2-28)

4) условие равенства уравнений (2.14) и (2.15). 
Выведем уравнения (2.25). (2.26), (2.27) и (2.28).

iNr_ (Г- + 1)(/+1)г(^+Л=(1 +/</)։ехр(А/+

՜շ /։(в=֊?ЙТ-Л<։“г7։)՜
\dz 
J du

</r>
dll -

,V- լ)(ձ'-է-1)Դ/4-Հ)2(1 +</я)2ехр(л։# + -y-/3 + ---)

2 ^г(;=^)7Г^ркГ^‘՜) (2.30)

Приравняв (2.29) и (2.30), получим:

Z2 (1 +Բ) ( Հ/ d + f \41 + df 1 -g‘\ 
?(‘+g2)\ !+g Ц d + g ) [ r+dg) Լ 1 -f* )-

= exp Ate-Л + 4L(ga_/3) + ’՜՛ (2-31)

2. I dw I _մճ

_ (/-ւ)(ժ-/)(1 dfi
՜ (1-Ь./)(г/Ч-7)(1 -rdf) txr (2.32)

dw I 
[f.a'z ՛, -Л!»

Г 'A
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՜Ր +W+£)O'/g) ех| ֊(Лг-Ц3-я3+--- j. (2.33)

Приравняв (2.32) и (2.33), получим после несложных преобра­
зований:

(g-l)(d-g)(l-rfg)(! +
te + l)(rf4֊g)0 + 4?.)(/ - ' И-֊մ/) “

3.

откуда

= exp Л։(я —/)4- (2.34)

(2.35)

(2.36)

(1 -Է г/2)՞ (1 — /«>< 1 ՚ Հ4) 
(14-/2 Ժ 4-մ2) (1 b/2)2(14-gV

V2 cos2 г .4,- -ЗДл-.-5Л5........
8 А։ - ,43— А-4-• • -

-у-+■•■)• (2.37)

Для упрощения решения уравнений (2.31) и (2.34) относительно 
неизвестных параметров приравняем их, что приведет к равенству, в 
левую и правую части которого входят параметры g, f и d:

-------- F------- ------------Ր-------- ■
Следует отметить, что параметры f, d и հ по величине меньше еди­
ницы и наряду с этим

/> 8>d-

Очевидно, уравнения, полученные на основании приведенных выше 
четырех условий, позволяют определить четыре неизвестных пара­
метра. <

Определение величины сжатого сечения струи

Подставим в уравнение для радиуса кривизны (2.12) значение 
постоянной /V из уравнения (2.36). предварительно разделив обе части

Հ Яравенства па высоту потока Z»o и решив уравнение относительно

Тогда получим:
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R _ £*։ / ք-Հ V 
ծ0 1С Հ Լ d I

i cos 3s 4-...^ (2.39) 
Ժ /

‘2dcos з)2 exp (.1 j cos g 4֊cos c cos2 (1 + d'J 
у_____  w___________________________________________ ____________

(14՜ g4 — 2g2cos2՜)cosc-J ДяcosՅտ փ • • •) (I /* 2f-cos2a)

Последнее уравнение при известных параметрах позволяет построить 
R л.зависимость в функции от . . что в свою очередь позволит для 

YO ’ "п
заданных соотношений относительного радиуса кривизны определить

значение . .
"о

3. Решение задачи обтекания сегментного и вальцевого 
затворов в частном случае d=g =0

Определение параметров, входящих в выведенные уравнения

Как нетрудно видеть, решение обтекания поверхности, очерчен­
ной по дуге круга, в случае d — g - h- 0 сводится к постановке за­
дачи, предложенной Кирхгофом. В этом случае полученные уравнения 
сильно упрощаются.

Действительно, вычисление коэффициентов .4,, Дя. Д.„ возможно 
пронести, пользуясь следующими равенствами, получающимися из 
(2.22), (2.23) и (2.24):

+ (3.1)

Лз = 9 • (? — а) + շ -Г -

(3-а)ф| + -֊-Л5
—к— ехр

-3(3֊я)֊4-К^Л5
□

2 (? - а) 4֊ 1 4֊ 4Л5 • (3.2)

Преобразуем последнее уравнение, предварительно обозначив правую 
часть через /(4Й). Тогда, решив его относительно /. запишем:

К/(л։)+ 1 (3.3)

Уравнение (3.3) позволяет построить зависимость между пара­
метром ք<Լ 1 и коэффициентом Д5 при заданных значениях (3 — а).

Наряду с этим из (2.39) получаем:

R _/д « 
Հ - ծ., ֊



(3.4)
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•> Ծ , А3 о Л г,/• COS з COS" с хр .4 J COS з -֊ ֊ COS Зз ֊• -=2 cos О б ֊Г • • •
Z I «5 и

(1 -г/4 — 2/2cos2$) (Дj cos 3 4- A։ cos 3s -i- Л5 cos 5a-f-.՜. •)

В совокупности с (3.1) и (3.2) последнее равенство позволяет по- 
/?

строить зависимость между . и коэффициентом .4- при заданном 

угле ф ֊ а).
Однако для осуществления этого построения, кроме отмеченных 

величин, необходимо знать также зависимость входящего в (3.4) от- 
ծ։ношения от вышеуказанных величин, 
“о

Для определения этой зависимости отметим, что исходя из 
уравнения неразрывности, можно написать: 

где в данной рассматриваемой задаче, величина /^=2^,
/Հ — половина ширины потока,

а Ь\ -величина сжатого сечения каждой из двух струй, обтекающих 
npeiраду (ввиду симметричности обтекаемой поверхности, величины 
этих сжатых сечений равны между собой). Подставляя (3.5) в (3.4) и 
воспользовавшись уже выведенным уравнением (2.32), представив его 
в виде:

^==։_/ехр_^,/4-4д4-^д+-), (3.6)

окончательно получим зависимость npj։ известном Ճ — а.

Так как отношение для любых значений а остается одним 
"о

и тем же, то для упрощения выражения (3.4) примем з

Тогда

Ջ. =ձ2օ._ _____ j_______  (37)
(1 I /V4. -Յ.Լ *

Совокупность уравнений (3.7). (3.6), (3.1), (3.2) и (3.3) позволяет опреде- 
п

лить коэффициент А:, в зависимости от заданного отношения

Определение зависимости, характеризующей 
закон распределения давления вдоль обтекаемой преграды

Из уравнения Бернулли, записанного для крайней линии тока
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СИ (фиг. 6), характеризующейся постоянной ординатой и перемен­
ной v, получим

величины избыточного давления, оказываемого потоком на обтекаемую
преграду, достаточно решить уравнение

մ-w? I 1 — и ( , , Ая я . .46 . . „^| = T+7i exP + «-+- J (3-9)

для точек, лежащих на дуге НС или АС области и (фиг. 5). 
Так как картина обтекания симметрична, то ограничимся положитель­

ными и меньшими, чем значениями ծ ( ‘՚ Преобразо­

вав (3.9), придем к выражению
7Г Ծ յ Д 4 \
— = Հհ 9 схр — ( /Լ cos з 4-' cos Յձ 4֊'--~ cos 5 = ). (3.10)/ у о о /

Однако для окончательного решения задачи необходимо знать соот­
ветствие точек обтекаемой поверхности области а точкам области 
действительного течения z. Это соответствие можно установить из 
уравнения (2.11):

д д
О = а 4֊ A. sin з 4- -Asin Зз 4֊ -Asin 5s 4՜ ■ ՚ • (3.11)о О

Из простых геометрических построений (фиг. б) следует, что
COS0 = -i8-Х; (3.121

cos а = . (3.13)
К

Подставив (3.11) в (3.12) и разделив обе части равенства на ծ0, по­
лучим

=-4cos(a+^isina+Asin3o+i:i-)+t-’
где <Հ, - расстояние оси вращения затвора от дна флютбета.

Иодно-энергетический циституi 
AU Армянской ССР Поступило 15 XI 1955
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*>•» I». U’hipnGjutfl

ՈՒ11ԱՋՒԳ ՊԱՏեՐՈՎ. ՍԱՃՄԱՆԱՓԱԿՎ-ԱԾ 1ԱՈԹ ԱՂեՂՒ 
ՇՐՋԱՀՈՍՄԱՆ ԽՆԴՒՐԸ ե< ՆՐԱ ՊՐԱԿՏհԿ ԿհՐԱՌՈհՄԸ

Ա 1Г Փ Ո Փ II I» 1Г

^.ողվաձաւ) դիտարկվա./! Լ տ ղղաձիո պատերով սահմ'անափակվ աձ աղե֊ 
4(• կավ իա աբիոն շրջահոսման խնղիրր, համաձալն իֆրոսի աոաջարկա<\ 
и{սեմաքի: !Հնղ որում խնդիրր լուծվում /. ալն ry/ziy^?/' համար, երբ աղեղը 
■հո սանր/ւ ասանյյը/ւ վրա անի բեկում:

IIբանով :1 են՚ր հ՛հարավորուէ:լան են,ր անենամ (ածերս հիդրոտեխնիկա֊ 
կան կտաս բվmt՝)րների փականների ( սեղմենաալին ե վաf ifափն) շրջահոսման 
խնդիրն աքն ղեպրերի համար, երբ փականների պաաման աս անէք րն ե րր չեն 
համ րնկնա 1) հո սանրի երկրաչափական աււանցյւի հեա:

liքնելով 11իրիւհււփի սխեմալիլյ, հողվածում արվում են հաշվափն բանա֊ 
ծեեր, որոնց ւպնտ /մ բսմ բ կարե/ի /. հաշվի աոնել //'/<//' սեղման ղ ործ ակիբբ, 
հետե տպես ե հիդրավլիկպկան ղիմադրա {Jրււնր: Դրա հետ մեկտեղ տրվա մ 
!; արաահալաաթրւՀհ , որի միջոցով կարեքի Լ հիղրսղինամիկակա^է
հնչման րաչիւա մր կոր մակերե ա լթի վրա:

Սաացված լսէծոսքր ենիքակա /; վարձով սաաղման:
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