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К теоремам Шотки и Пикара

I. Пусть /(г)—аналитическая функция, заданном рядом Тейлора и 
окрестности начало координат. Обозначим через £ поверхность Рима 
и» этой функции, получаемую всевозможными аналн։ическими про­
должениями заданного элемента, о Զ пусть будет некоторая подоб­
ласть Տ, содержащая начало координат; в частности, допускается сов­
падение Զ с 1

В настоящей работе мы установим теорему Шотки для ֊’. в ча­
стност и для I Отсюда, естественно,следует утверждение, связанное 
г теоремой Пикара

В качестве следствия получаем условия, которым должна удов­
летворять функция f{z) для того, чтобы она принимала в Զ либо в Ճ 
всевозможные значения, кроме, быть может, одного значения.

Если бы р либо - были достаточно простые области и можно 
было при ах отображении на круг либо плоскость иметь количе­
ственные опенки искажения, пин переходе от одной переменной к 
другой, то установление указанных результатов не представляло бы 
трудности.

Однако как в 9. вообще говоря, могут представлять много- 
листные и бесконечно связные поверхности, для которых нет соот­
ветствующих оценок искажения, и поэтому получить вышеупомянутые 
колнчес!венные результаты путем сведения к кругу либо плоскости 
нельзя.

По эти опенки можно получить прямым путем, что и состав­
ляет существо настоящей статьи.

2. Границу римановой поверхности - обозначим через Ճ(Տ), а 
границу Զ через Տ(Զ).

Произвольную точку /-* поверхности 9 можно достигнуть из на­
чала координат, оставаясь внутри Զ, какой-либо спрямляемой дугой 

Длину /. обозначим через /.
Пусть л дуговое расстояние переменной на /. точки Q от нача­

ли, P(s) - расстояние точки Q до Տ (Զ).
3. Наконец, возьмем на правой половине '. — плоскости криволи­

нейный треугольник с нулевыми углами Я. В, С, ограниченный полу­
прямыми АВ — I). C/i и полуокружностью с диа­
метром АС «фиг. 1). Отображая конформно треугольник АВС на
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полуплоскость так, чтобы точки '. = 0. i. со перешли соот­
ветственно в 0, I. ос, получим модулярную функцию

W = А (ч), 
которая аналитически продолжается на всю полуплоскость /?*.>0 и 
отображает се на универсальную поверхность наложения (у. и. и.) 

плоскости к՛ с выключенными точками 
•к՛ = 0, 1,оо.

Обратную функцию, отображающую 
v. п. и. на обозначим через

C = v(®)
(ср. [1]. стр. 14 29).

4. Для области Զ можно сформули­
ровать теорему Шотки следующим об­
разом.

7՛еорема 1. Если в 2 функции f(z) 
не принимает конечных значений а и 
Ь. то в любой точке Р поверхности Ճ 
имеет место оценка

2 քճէJ Р (.$• »
lg , у~՜ а j < ke 4- сон st, (1)

где const — абсолютная постоянная, а
/<<14֊

b — а
Неравенство (1) и есть неравенство Шоткн для f(z).
Доказательство. Рассмотрим, как это принято в таких зада­

чах. функцию
7'0)-<J

Ь -а

Функция ' °
и - а не принимает в Զ значений О, I, -о; поэтому ее зна­

чения попадают внутрь упомянутой у. п. п. и, следовательно, в 
/??(-)> 0.

Обозначим

Оценим функцию и в произвольной точке Р ‘J. Для этого заметим, что 
для гармонической и положительной в круге I z, <Հ R функции й(х,у) 
имеет место оценка

/? г 7? л֊ г
1>(0, 0)֊>-—< •• (х. у)<0(0, 0) - ---- * (3)

/?4֊г R— г
где г |ճ|. В частности, применив эго неравенство ля гочки, беско­
нечно близкой к z - 0, и обозначив через дифференциал функции 
•>(л*. у| при переходе от точки (0, 0) к бесконечно близкой точке 
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(ձ.Հ. ձ\՚), расположенной на некоторой дуге, проходящей через (О, О), 
и, наконец, обозначив бесконечно малую дугу через ds,

ds - dr,
получим из предыдущего неравенства

Ժ» 
ds

(4)

А чЗдесь «) к------ значении этих величин в центре круга.
ds

Так как и нашем случае в (2) функция и положительная из по­
верхности Ճ. то неравенство (4) можно применить к функции и в 
любой точке дуги Л и получим

ЛМ) ^2*ճՋ, (5)
ds p(s)

где через ft(s) обозначено ради краткости значение н (л՜, г) в точке 
§(S)

Интегрируя (5) по длине дуги / oi начала координат до точки 
/Հ получим

или

А>,

и (0) е

՛?1
՜ձ(տ)е 2 Ր'՝.(’?(»» с' 0’>)b — а №-- -

а

Эго неравенство показывает, что значение функции 

b — а
в точке Р римановой поверхности Ճ попадает в полосу

- շ ք ՃԼ շ քճԼ

|b —a I b—a

(область 3j < R'. < Ъ, нафиг. 1, где через <։ и ձ2 обозначены соот­
ветственно левая и правая части неравенства (7).

5, Оценим теперь в точке Р функцию b(z').
Поместив временно начало координат в точке Q($) кривой /., 

применим н круге |zj<r <?($՛) формулу Шварца

»։՚(տ) = ֊֊ f if f֊^dx + rv(0); 

|Ц -/• 
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здесь [ - re"-. значения и (г) и •>(>) в гонке z — 0 обозначены соот­
ветственно через и (ծ՛) и ՚ն(տ).

Из формулы Шварца следует
մ՚ձ | _ 1 ud%
dz I - յ / 
.-=o

а отсюда

ds Т.Г J r

и так как i/(s)^֊: ձ(տ) и ժձ;> |ժ|6 |i, то получим для |փ(տ)|следую­
щее дифференциальное неравенство:

т/ ’>(Վ։ i^o յՓՕՕ՚ւ
I ds I " r

niH !ճ1£Լ*Ջ1խճ.
ds I r

Здесь левая часть не зависит от г; поэтому, беря г получим
окончательно

I ք£!ք1Լ(Ջ1 2 .
ds ' p(s)

Интегрируя э։о неравенство вдоль дуги L, 
получим

igl КН ^2 ГА 
' МО) JMS)

(8)

от s - 0 до .s՛ = I.

или
9 քճ<“ •/ Р («)

1փ(տ)| = |փ(/>)ւ^|6(0)|է' լ (9)
Интегрируя вдоль гой же дуги, но в обратном порядке, получим

-շք^Լ и (10)

Таким образом, заключаем, что функция 
: б (г)

отображает Զ на некоторую однолистную область ZJ. составляющую 
часть кругового сегмента, ограниченного отрезком прямой

и другой окружности

_0 ГА.
1«?(0)1<՛ ւ

2 I — 
К1-О((1)|е ‘ =«:
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Рассмотрим на фиг. 2 криволинейный пятиугольник zz-Фр, где от­
резок vl) лежит на прямой 2 (
Не трудно видеть, что указанный пятиугольник покрывает область D
и при инверсии относительно окружно­
стей I и II отрезок ■*!) переходит в дус&д 
целиком лежащую слева oi прямой

- —/?-=г։ = |/?4 (())!<• '■
Очевидно, при этомшах | X (ч) |
в полосе 

о f-*L
I \ ----------е

(12)
i+im-

достигается на отрезке >•*».
Функция *։?== л (ч отображает бес­

конечную криволинейную полосу ахч «

на полуплоскость /?«՛>-— с выключенным отрезком ԱՀԼս !.

Эту область обозначим через Լ)՛. Нс выписывая явным образом, 
обозначим через

? - X(w)
элементарную функцию, отображающую область I) на полу плоскость 

/?/>0
плоскости комплексного аргумента t — ւՀ + iv' таким образом, чтобы 

точка к՛ — 1 перешла в / = 1, а луч 
1 ^«<Հ՜օօ в луч Օտճ ս'ՀԼ -- .

Функция

отображает полосу яхилэ » полуплос-
I кость /?/>0.

----------  —г— - р___________ Заметим, что при этом равномерно 
/_в //> 1141-^ = 1.

Г™ ar-х Iff

Отрезку тя, лежащему на прямой 
’1

А _ (фиг. 2), соответствует на фиг. 3 дугаФИГ. о, , ,առ.
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Справа от дуги т'п' в полуплоскости Rw^> - 

2
|Z(w)l><? I w ..

где с постоянная ^>0. И. следовательно,

Функция
; = lg/(X(Q)

(13)

(14)

отображает криволинейную симметричную полосу azuoc на бесконеч­

ную в обе стороны полосу Im z | причем точка х переходит в

: = — оо, точка — со переходит и ; со п прямая ImZ ֊ — J — в ве­
щественную ось.

К этой функции применим известное второе неравенство Альфой 
са (ср. [2], стр. 12—1(5) в промежутке

Не выписывая здесь 
рый получается при 

Получаем

неравенства Альфорса, напишем результат, кото 
его применении в нашем случае.

I lg/ (X (')) | < const 4- 
ч ( v<։

(15)

где const абсолютная.
Тем более

1g. /(X(Q ) |< const 4- гл.

Учитывая (14). получим
lg I X (ч) | < const 4-

или
lg i X (Հ) I < const 4- A- exp J 2 1 —֊- 

;е՝>» ՝ •՝
(16)

где

А֊-֊- 14-|’?(0)1 +
1 

W(0)f

1 </?С<<

Неравенство (16i дает оценку шах Х(ч)| в многоугольнике xavfhi, по 
крывающем D. Следовательно, в точке Р области 2

1g /(*)-*
b - а

о f-ffL 
Л(х) 

<Հ const 4- А • е (1Հ

где const абсолютная, а
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£(0Լճ
Ь-а 7(0) а 

b — а

(19)

Теорема 1 доказана.
6. Из теоремы 1 вытекает
Теорема 2. Если в области Զ

в качестве следствия следующая

* = 1 +
4 >

2.։^) (շօ>
е ՛

где верхний предел берется по веем точкам л է Զ и по всем дугам 
соединяющим начало координат с z, то функция f(z) при ни՝ 

.част в Զ всевозможные значения, кроме, быть может, одного.
В самом деле, если /(г) при выполнении условия (20) не прини­

мала бы в Զ двух значений а и Ь. то для нее имели бы место оцен­
ки С .-.ругой стороны, беря сколь угодно большое число
Ժ. имели бы, согласно (20), в некоторой точке 5.2

|/(z)|> d-e i О
Очевидно, при достаточно большом d это противоречит неравенствам 
(18)—(19).

Замечание. Обозначив расстояние дуги /.. до границы Ճ(Զ) через 
А, а длину Լ через /. можно в теореме 2 условие (2<>> заменить бо­
лее простым
|Нг =«, (21)

е
Покажем на час՝.ном примере, что условия (20) и (21), вообще гово­
ря. необходимы.

Построим пример функции, для которой 

при этом функция f(z) допускает в области '֊2 более одного исключи­
тельного значения.

Примером такой функции может служить функция Հ в полосе

Iff Ա*
В этой полосе lim ՜ ' . , очевидно, будет конечной величиной.

е՜ հ.(տ)
е
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• - - —7." 1 Հ ■ ■ ТТ - =  ՜ ՜ • -   —4

Одновременно видно, что в этой полосе функция е'" не может прими 
мать значений е где а > 0.

Однако в этой же полосе, согласно теореме 1, функция

е^՜ 1g (‘ — 

принимает любые значения, кроме значения нуль.
7. В случае, когда 2 однолистна и ограничена, георему 2 мож­

но выразить в других терминах, удобных при распространении на ] 
пространственный случай. В этом параграфе в дальнейшем речь идет 
о таких Ձ. I

Определение. Возьмем внутри .2 произвольную односвязную 
область 2’. содержащую одновременно начало координат и точку /< I 
Расстояние области 2' от границы 5 (2) обозначим через

Верхнюю грань расстояний 2(2') 
sup 2(2') 

обозначим через о(Р, 2) и будем называть обобщенным расстоянием I 
точки Р до границы S- (2).

Это же определение имеет, очевидно, смысл и для любой одно- | 
связной либо миогосвязной пространственной области 2.

Из теоремы : следует, далее, следующая теорема.
Теорема 3. Если. 2 однолистна и лежит в круге ր\<ՀՀ, К 

то из условии
llm^l^'- eo, . (22) I

гае < - любое постоянное > -R-. следует, что f(z) принимает в 2 I 
нсевоз ножные значения, кроме, быть может, одного <

Наметим доказательство. Из неравенство (1) следует, что в слу- I 
час двух исключительных значений а и b в любой точке Робласти S I

I н֊~֊1 В

1/(*) 1<1«1 -г| const exp I е '՜ I

Согласно определению расстояния 2 (Р; 2), существует некснЯ 
торая односвязная область 2х £2, покрывающая одновременно на-В 
чало координа! и чочку Р с расстоянием 2(2'), удовлетворяющим I I 
условию 

где — некоторое сколь угодно малое число.
Проведя на плоскости квадриля ж со стороной <л(2'>, где 

и беря ломаную, состоящую из некоторых сторон этих квадратов, В 
добавляя к ним, в случае необходимости, по одному прямолинейному [Է 
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отрезку внутри квадратов, содержащих точки и и Р, получим ло-’ 
маную для которой интеграл'

f֊'֊
.Ьоо

будет величиной порядка 1՜— . • ։ ле < постоянная > -R-. 

Следовательно,для таким образом подобранной ձ

|/(z) <| а | 4֊ I Ь — а ।-const expj ke* 1

Но так как это имеет место при любом сколь угодно малом i. то. 
перейдя к пределу, когда г-.֊о. получим

է « I-г |/» <1 I const expj ке ' - (23)

Счсюла вытекает георема 3.
8. Пусть теперь I. — произвольная жорданова кривая на поверх- 

нос:и Ճ, с началом в точке </= О и уходящая другим концом к гра­
ницей (У). Каждую конечную порцию 1. считаем спрямляемой. Обо­
значим через </(х) произвольную положительную непрерывную функ­
цию. удовлетворяющую единс.венному ограничению

р(х).
Обозначим через Զ (/.: </($)) область, составленную из всевоз­

можных кругов с центрами в точках Q(.s) L и с радиусами հ(տ).
Легко решить следующую задачу.
При каких ограничениях, накладываемых ня значения /(z) на 

крипом 1.. функция /(г) 6y,;vi иметь в области 12 (/.. ^(л)), соответст­
вующей любому значению 0<տ<Լ не более одного исключительно­
го значения.

Имеет место следующая теорема.
Теорема 4. Если на кривой /

I 11га ՚Ճ1«Ճ/1£Ճ = , (24)

IJ р ь*)
о

т<՛ /(л) а любой области '2(/.;«</(.$)}, ••<.'>. <Հ ! имеет не более од­
но; о и с к л юч и т ел ьного значения.

В равенстве (24) I есть дуговое, на /.. расстояние точки -• /. до 
начала координат.

Доказательство. Если бы /(z) допускала в сб. асиг 2 (/-; 7^<-տ’)) 
бо.иг одного исключительного значения. ;о /(:), согласно (I). удои* 
. <՛: воряла бы в любой гонке “ /. неравенств;.
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-H"

1 \'ճւ 

a I const exp 1 fee

что противоречит условию (24). Тем самым доказывается утвержде­
ние теоремы 4

Известно (Ci. .Iulia). что для любой целой функции g(z) суще­
ствует хотя бы один луч. такой что и любом сколь угодно малом 
угле, покрывающем этот луч. функция £ (г) допускает не более чем 
одно исключительное значение.

Теорема 4 дает условие, когда в сколь угодно узкой полосе, 
окружающей кривую /.. функция f (?) обладает тем же свойством.

В связи с оценкой (1) напомним одну заметку И. Bohr’a [3|. Не­
равенство (I) содержит, в частности, результат этой заметки.

9. Сформулируем одну аналогичную теор» му для пространствен­
ного случая.

Пусть 2—произвольная односвязная либо многосвязная ограни­
ченная область в пространстве р измерении.

Допустим 2 содержи! начало координат •՝ и сама содержится в 
сфере радиуса /? с центром в 0.

Через ձ (Р; 12) обозначим обобщенное расстояние точки Р до 
границы 5 (2), определенное в смысле § ՜.

Имеет место следующая теорема.
Теорема 5. lic.iu в области 2 й.т гармонической и ней 

функции и «а-,, д-ч, . . . л>)

lim^ig //(л-,, а-,. . . . л>) ; ՝ 2/>———— -

то функция и принимает к 2 ճ< еиолмаж.чме значения от — х до 
4-ос.

Наметим доказательство.
Допустим функция и имеет в 2 сколь угодно большие поло­

жительные значения, однако нижняя грань значении и есть некото­
рая конечная величина С.

Функция
и (л*,, л՛,. . . . хр) — С =

есть некоторая неотрицательная и гармоническая в £2 функция.
Соединив точку 0 с точкой Р 2 дугой / внутри 2, имеем для 

любой точки (а*|. х». . . . v„) внутри сферы радиуса p(s) с центром в 
произвольной точке Q(s) L оценку

"։(s’(hv)/՜՜ "։(-Հ..... "’ЧЬЯ’ I
где p(s)ecib расстояние точки Q(s) „о границы 5 (Զ) и г —расстояние 
внутренней точки (х։, х2, . . . х;։) сферы до центра Q(s). Через u*(s) 
обозначено значение и'(х,. дм. . . . ду.) в точке Q(s).
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Из этого неравенства таким же путем, как это было сделано в 
случае неравенства (3), получим неравенство

dn*(s) 
ds

u*(s) 
p(s)

(26)

/ho неравенство является аналогом неравенства (4).
Из (26) получаем

™ 2р ('А.
«*(0) ,)?(*’>

Дальнейшие рассуждения почти не отличаются от того, что мы уже 
проделали в предыдущем изложении, поэтому их не приводим.Институт математики и механикиАН Арйянской ССР Поступило 221 1957

II.. IK. TruiltfilhuiG

ՇՈՏԿՒՒ եՎ ՊՒԿԱՐհ ЯЬПРЬИЪЬРЬ ՇՈՒՐՋԸԱ IF փ II Փ (I !• Մ/«/.^t/^н» '•ոզվածր պարանակոէ մ /, հևսմւ յայ արդյունրներքււ
I- '^ի’! ո> ր / (Л) հէղոմ ո րֆ ֆունկցիան արված Լ ււկղբնակևւո ի •/ււրքհ իր 

^'•յր՚րի րւ՚ր^ուի (ւարունւււկևլով "՚յղ 2N*t,4,l՛ “‘նա րա >) որ /. ւյ ան ա կն ե ֊
րա[֊ նշանակենք» Ն-ով նրա Ռիմանի մ ակե ր հու յ թ ր, իոկ Տ(—)-ով այդ մա֊ 
կերևու յթ ի 1պրադիծրւ Ընդհանուր ցեպբոլմ Լ-Ն կէինի րազմ 1Լ»կապ հ բազ­
մաթերթ մի մակերևույթ» Նշանակենր 12֊ով այզ մակերես/ յթի մի որևէ; 
մաոր, որբ պարունակում է; իր մեՀ սկդբնակետբւ

(ւոտկիի հայտնի »»»նհավասարո» թյունր ձևակերպված է ջրհանի համար։ 
Ներկա հանվածում ւէԼնր ստանում ենր Շո"W տիպի անհավասարու թյուն 
— tn ի բու յթի և մասնավորաբար նաև Ն-ի համար»

*. Նշվում է, թև ինջ պայմանի պիտի բավարարի *ձ-ոէմ ք (շ)-ր, որ* 
պեողի Նin '"J1/ տիրույթ ա..մ ունենա մեկից ոջ ավել րտցաոիկ արմեր 
(տես (20)-— (**) սՀէւհավ աոարա թյոլններր ։

մ. նշվում /, մի պայման ((24) հավասարււլթյանրորին ււքիւոի րւււ- 
վուրւսրի տվյւպ I. 1ր՚րի վ[,,ս I {֊) ֆունկցիան, որպեսզի նա u,Jrf կորին 
ծածկէւղ կամայաււլես բարակ շերտու մ րնղւււնի ամեն արմ եր, բացի, դ/ttgl., 
մեկ ու րւք երիցւ

4. եամայական թ֊շաւիանի чипրածու թ յւււ՚հ մեհ սրեէ !2 ւոիրււ» յթո» մ 
հարմոնիկ ֆունկցիան (2^) ւդայմա՚հին րավ ա րա ր I, ք ի и, ՛հա նույն ԱէիրոՀյ֊ 
թ III մ' » ի ո ւ Ն ե ն ու ր ա ց ա ո ի կ ու ր մ և ր նե ր է

ЛИТЕРАТ У Р AI . Jiilin (i. Lecons sur les functions unifoones ;i point singnliei essenticl isoIe (Pa­ris. ilauthier Villars, 1923).2 /\h!fors l.ars. Untersuchungen ?.ur theorie dor Kpntorincn AbbllJnng nnd dcr gan- ich Funktionen (Acta Soc. Sc Fenn. Nova Ser. A. I. 9, 1930, pp. I 40).• i Huhr 41. Fn funtionsteorelisk BcmSrkntng (N ! l-՝kr. for Mat.. 27 (1916).
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МАТЕМАТИКА

Л1. М. Джрбашян

О разложении аналитических функций в ряд 
по рациональным функциям с заданным мно­

жеством полюсов

В настоящей работе для данного ограниченного замкнутого кон­
тинуума К строится система рациональных функций (Afrt(z)j с задан­
ным множеством полюсов. При определенных ограничениях, нала 
гаемых на область D и на множество полюсов расположенных 
вне области D, доказывается, что любая аналитическая н I) и непре­

рывная в D функция /(<) разлагается в ряд вида
ОО

ք (շ) = V «/ЛЬ (г),
П-0

равномерно сходящийся внутри области /).
Построенные здесь рациональные функции являются естествен­

ными обобщениями полиномов Фабера.
1 . Пусть /< ограниченный замкнутый континуум, содержащий 

более одной точки, и G„ ■ та из смежных с ним Областей, которая 
•.•одержит точку z <х>. Область односвязна, и ее граница /

Пусть функция

«՛ - - Ф (z), Ф (со) —со, Ф'(оо) > О (1)

конформно отображает область О’в на внешнюю область единичного 
круга a z—Ф(да)- обратная функция.

Пусть (£ = 0, 1, 2,-• ■) последовательность комплексных 
чисел, среди которых могут быть и равные, образы которых принад­
лежа։ области G։r и нумерованы так. что

1Ф(*о)|> |Ф(<’>։)|> ••• >,Փ(«կ)|>--* (2)

Отметим при этом, что не исключается случаи, когда в последова­
тельности <% = ս>յ = • • • l'>,v = ос», Ос-Հ Д’я^СО.

Рассмотрим последовательность функций

I
Ф (‘%) — Ф < ֊
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[Фйп' .Ь>*!£>. п >,. (3)
ф(сип) Ф(с) 11 Ф(г) —ф(ю*)

л—о

каждая из которых голоморфно в обдаст О’е. кроме конечного числа 
точек, где они имеют полюсы. Если «**..... <»Լ суть образы чисел 

<՛•<>» • ■•шл на плоскости z и рп. ру, , рп кратное и этих точек. то функ­
ция ?րւ|Փ(շ)յ голоморфна в Ge, кроме точек «•’. . ••>'„. ։де она имеет 
полюсы порядков р,„ рх, р» соответственно.

Отметим, что и частном случае, когда »»Q = «»։ ■ ■ = •»„ = ос,
из (1) и (3) следует

?-|Փ(2)]-[ՓԱՀ. (Л 0,1,2...). (4)

Обозначим через /Ип (;) главную часть функции у„(Ф(г»|. Очевид­
но, что Af„(z) рациональная функция вида

Л1.(г)-, Р,(г) . (л =0. 1.2, ■). (5>

П (г—«•*)
* -о

։де Рл(г) некоторый полином степени и.
Заметим также, что в случае, когда ш*=оо, (к 0, 1,2, •), из 

(4) следует, что .Ия(г) нужно определить как совокупность членов с 
неотрицательными степенями ֊ в лора новом разложении функций 
[Ф (z)]". Иначе говоря, в этом случае /Wa(z) представляет собой л-н 
полином Фабера, порожденный континуумом К. Поэтому собственно 
вобщем случае называть jAle(z)} (п =0, 1.2.- J системой рациональных 
функций, порожденной континуумом К и последовательностью խ*|.

Для данного значения л>0 замкнутую спрямляемую жордано­
вую кривую /„, лежащую в области выберем так, чтобы об­
разы чисел ft>s, т. е. точки <»J. w*։, •■«%,, принадлежали
внешней части Очевидно, что, если граница L континуума К 
представляет собой замкнутую спрямляемую кривую Жордана, то з։ 
/„ можно взять просто кривую

Покажем, что при таком выборе кривой Л. если точка z лежит 
внутри In, имеет место интегральное представление

In

Действительно, функция ?Я|Ф(;)) /И ДО голоморфна к области 
(Հ, а н бесконечно удаленной точке ;«*<>• имеет нуль не ниж 
первого порядка. Поэтому

,0, (7

если точка z лежит внутри 1П.
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Но функция ,И։։(;} голоморфна в замкнутой области օւ раничен- 
ной кривой /л: поэтому если z лежит внутри го

в силу формулы (7).
2°. Пусть односвязная область D ограничена замкнутой спрям­

ляемой кривой Жордана Л. Пусть система рациональных функции 
..Ип(г)| порождена континуумом K-D^L и последовательностью 
комплексных чисел {«՝,.!. образы которых лежат в дополнительной к 
I) области G3 и нумерованы как выше.

Ниже, при некоторых дополнительных ограничениях, нала­
гаемых на последовательность точек {••»„} и на кривую L. будет 
установлено, что система рациональных функций образует
базис в пространстве функции аналитических на континууме К.

Докажем теперь две предварительные леммы:
Пусть, как и в пункте I , функция z Мц«0. Ф( ) — х . '1"(х>)>0 

конформно отображает область | и՛՛|>! на внешнюю часть кривой /. 
I. е. на область бх.

Функция

при .тюбом фиксированном z հ D голоморфна в области | при 
31 ом հ(օ>, 0. Отсюда следует, что при z - I) справедливо разло­
жение

(8)
л -о

где խ։(?)) •• вполне определенные функции о. z и области /J. 
Из (У) следует, что функция

‘ х(у ). (Ю)

при /յ, голоморфна в круге ի’|<Հ Լ
Условимся говорить, что кривая Լ принадлежит к классу 1! (ко­

ротко Z է Ս), если

lim sup I ) -՛մ» <Հ 4- ос .
'֊•։+<’ J

Лемма 1. [гели граница. L области Г) принадлежит к классу 
Г. то функция հ}(հ, z) принадлежит к классу Рисса д единич­
ном круге |; j < I

Доказательство. Пусть !)\ обозначим

inf|r г,,; = ^(г„)>0:
/(.•Z
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тогда очевидно, что

|Ч'։К‘) г„։'>г/(гп) при к՛ = I.
Отсюда л из гою. что Լ с. следует

Inn sup I ’7 {re". zh).=r/։i
•' 1 ՛՛ J 

V
Sr.

liin Mip I վ ՛-%. (11)
л “Л, I r .i о J

и

Далее, из определения (10) функции /։(Հ г։ получим, что. при 
0<у<1,

•Jr.

откуда и из (И) следует, что
*4₽

11ՈԼ sup ՅԽյ<+ ос. (!Й

II
Ио. как указывалось выше, ври любом с/-О функция /л(Х- г) голо­
морфна в круге Г. <1: поэтом)’ (12) означает, что /.,{'• ")$/Л в круге 
'|<Հ1, при z^D. Лемма доказана.

Пусть [а*}> (* ՜ 0. 1-2. •) некоторая последовательность ком­
плексных чисел, лежащих в круге |ч’<Д. нумерованных в порядке

Составим систему рациональных функций

Ф0(С) с0(1- }%’<•’ 1

* -
ФЛ., . ri’֊--։у . (И -.2. .).

1 »»•

с полюсами на последовательности !^гг Հ. где Դ. • г любая последе՛ 

вательность комплексных чисел, для которых jej |ւ, !=■ =1.
Известно |1|. ЧТО система функций (« 0, 1, 2, ...•), ой 

тогоиэльна на единичной окружности Г.I — 1, причем

ք । а """• |
. 2я, т и.

Лем к и 2. Пусть граница I аб.гости /) принадлежит к клас 
су Ս\ если 

<с
Y (1 |«ei) 4-у-,
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то сприиеа.шво разложение

X (да. г) -=У Дя (?)'>„ (да), (15)

г»-и

<’Ժէ*
4„(^)=-1-;фл( (16)

Խ \ IV >

•‘’«(г)—Z(w. гЯ„(К')|Лс|, (л 0,1.2,- >. (17)

|Նւ-ւ
< среднем сходящееся, на окружности да| 1. при этом равномерно 

относительно z Լ 7Հ CD.
Доказательство. Известно |1|, что при условии (14) система 

полна в классе функций /72. Поэтому, так как по лемме 1 
функция Х։(” г) принадлежит-к классу /7-.. в круге К 1 при г է D, 
то для коэффициентов Фурье функции
Լ л»(г) = 4-г| 0»)

1Г.-1

справедливо равенство Парсеввля 
50
У <։,(?)(=, Հ-l՛ /l(r, Х-1Л _.И(г)< ». (19)

Из определения (10) функции /Д՜., z) и из формул 118). (16) и 
(17։ следует, что

а„(г) ֊ ЛПЯ (// = 0, 1,2. ..). (20)
Действительно.

an(z) = _j- I ^7Гг)Ф«(7) <#] =
’* V 

IH-1

: յ՜ Լ-Հ Z )Ф„(/) I di =1- («71 к՛. 2)ф„( -' I </к-.

''■Г' С _____
. Հ х(дал 2)фд(да) б/да^л„(г). (// 0,1.2.-.).

” Uri-I

Из (19) 1 (20) и из юго очевидною факта, чю интеграл

J 7.гл֊»2^ 

щ’-.

являйся непрерывном функцией о։ z в облает /). но юореме Дини

заключаем, что <in(z}|' равномерно сходится внутри области D- 
м-п

Отсюда и из очевидного тождсста
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следуе։ утверждение леммы.
Наконец, отметим, что в силу (16) для коэффициентов ;Л„(г); 

будем иметь также следующее выражение:

Лй(г) 1 I •/(«•, 20„(w)rfw. (я 0,1, •). 
2՜։ ,!

|®i-J

(1Ո

3 . Если последовательность комплексных чисел [ю*; (А--=-0, 1,2, յ 
лежит в области G* и функция к՛ - Փ(րւ имеет прежний смысл, г. е՛, 
конформно отображает область (]■ на ձ՚՛' > I при нормировке (I). 
։о последовательность чисел

1

Ф (<»*■>
|£=й. 1. 2. <20',|

лежит внутри единичного круга Հ <Հ1.
Теперь в определении (131 ортогональной системы ;Փռ(Հյ;. (н - 

= 0.1.2, ), выберем числа согласно (20); тогда при соответ­
ствующем подборе фигурирующих гам. постоянных . |G|== I. (я

0. 1....Լ будем иметь

Փ.-Ք) ?«('•). (21)

где функции ;$«(■;) были определены выше по формуле (3). 
Поэтому, если z£D> то при

7;.
1

Ф(<М
<А* = 0. 1. 2. ...)

из формул (17'), (21) и (8) будем иметь

«՝•, z)»n (w)^x1 —

(я = 0. 1. 2, ..).

Но по формуле (6), дающей интегральное представление для фун:՛. 
ций .Ип (z) р/ 0. 1, --), порожденных континуумом К имеем
также

,И,,(-’/= <" -О, 1,2....):



О р ixio/кеннн . политических функций 27

поэтому
AM(z) ЛЦ-Դ (« 0,1,2,...). (22)

Таким образом, из (22), а также из сказанного выше, следует, 
«по лемму 2 ложно сформулировать и таким образом:

.7 г и и а 2'. Пусть граница ! области D принадлежит к классу 
Г. Пусть (//-0, I, 2,- • ) — последовательность рациональ­
ных функций. порожденная континуумом К — D -|- / и последова­
тельностью комплексных чисел ’••>„ (п 0. 1, 2,.. ).

Если
ОО.
£(|Ф((“Я)| I =4-00, (23)

и-О

тогда справедливо разложение

= yjw„(z)%(®-). (24)
I I IC! I — Z

в среднем сходящееся на окружности | «”i 1. при этом равномерно

относительно z "- Т)х С,Е), где

■ ճП —, („ = 0. .,2,...).

1 — Ф(«>„№ Л_* 1 — Ф(юЛ)ЗД
(251

Наконец, сформулируем н докажем основной результат данной 
статьи.

Теорема. Пусть граница L области I) принадлежит к классу 
f •'!. Пусть ! М,. (г)’ (// = 0. I, ■. •) — последовательность рациональных 

функций, порожденная континуумом К = D-\-L и последователь­
ностью комплексных чисел >„}, (//= 0, 1,-• •), удовлетворяющих 
условию

х
У(|.ф(м„)|_|) +от.

Л»-0

Если функция f (г) голоморфна внутри области L) и непрерывна 

л Լ) то имеет место разложение
Об

/(г) = £<-,,№(?}.

«"•О

| Ր
6'/r = — f I ՝F (w)| 6Й =

ձ-ւ J

խ;)0„(Փ(5)]Փ'(=)</=. W ֊ 0. 1,2. ), 

'l.

(26)

(27)

равно черно сходящееся внутри области I).



М М. Джрбашян

Доказательство. Если z Г), то имеем

Ж) « = 5֊ 17 IШ1 /. (՝) ֊ 

laa^i .

I '՝ ( n
- — I / [ ‘П W)) | / ( »<’> Z) V. Vf Հ.(2) -Jf: (W) j da- ••֊

2“Zj * —
h

n 
+ v (28

Հ-.0

I Io имеем очевидную оценку

—==■ niax|/(;) И i /(w.z) V-Ш (2)l«‘) |'|<ta’| j.
I 2֊ 5gL ’ J

jwi-1 k~n 1

откуда по лемме 3
Um Ji"‘=0, (29)

Ո — QC

мри этом равномерно огиосшелыю z внутри области I).
Из тождества (28) и из (29) следует утверждение теоремы.
Вопрос о юм. единственно ли разложение (26) в общем случае, 

когда полюсы !<•>*•; сгущаются к границе / области, пока остается՛ 
открытым.

Ереванский Государственный уннверсите.
нм. В. М. Молотова Поступило 13X11956

W. О'. 5>Ր|--ւշ.։ան

ՍւՆԱԼՒՏԽԿ ՖՈՒՆԿՑԻԱՆԵՐԻ' ԸՍՏ ԲԷՎ-եՈ֊ՆեՐՒ ՏՎԱԾ ԲԱԶՄՈՒԹՅՈՒՆՆ 
ՈՒՆԵՑՈՂ. ՌԱՑԻՈՆԱԼ ՖՈՒՆԿՑԻԱՆԵՐԻ ՇԱՐՔԻ ՎեԸԱԾՍԱՆ ՄԱՍԻՆ

ԱՄՓՈՓՈՒՄ

^"4 քՀ.ն ^.նի մեկի,, աւքեւի Ijl.m պաքւու.նա!րւէ/ փակ ււա til անափակ 
կւՀետ/ւնուոէ-ւք I իււկ ւ/երջինխւ կքւրք այն սւ/ւյւռւյթր, ււր/ւ պէպւաւնսք
կո։.մ կ Z կեւոր։ (/’Հ. աի/տւ ifJfi /уу/ւն/ւ միս/կապ ե '1է(>ա ե։{րր' է՛ /Հէ

Ւ):.ղ

W = Ф(г); Ф(оо ) = сю, Փ'( ba)J>0

"ււկւյիան (jx սփրսէ յ թ ր կռնկրքւ րւէ՛ ա ր чин 14 iti սւ կ1. ր /< «՚ 1 J£/։-
Նււնի արտաքին մա"ի '//’“i It P"'/ Z ~ 'I (12՛) ՝ի"լնկւյիայի հա-
կ>ւ>4 hiրձ էիու նկցիան։

հաււքէնք, ււր / կրւրր սրս <ււ կ in’ll и I tf Լ Լ ւ/սւււին (կարճ՝ Լ~ I ), h/ill-
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НГИ S4p I ’Г (Гс’’’) — х»
л4>.1 Л

V

^"Ч |ш«|> (А* ~ U, 1. I քինի կաք llffh րս քքվերի հսւք էւրդակտն ri I թ յսլն . 
սրՀեւյ պատկերները ընկած են (է-, տիրույթ tn լք հ որոնք ՛» ա if ա put կա /ւ/ шА 
7ւՆ օ*)Նհ^/ււ<. յւր ւսեցի ունի 2) պայմանը Ն«/«Նհ». որ ր nr д աո if ч-ւ ծ U, նաև

% "'յ ՜ • ‘"A = X , 0 • Л' - X (••• I

<1հպրը>
'իիա Ulfilpii >1' ենր , ф| " | | , !ի»ւնկր]իանե ը ի .7 < '-ա •} ո րղ ական ու //jut Ն^> 

/Zji| •'/>»•< ^'կ’ք իտն երից յա րարսՀհտյու րր ՜ա քոմ որ !ի Լ (j . lit ի ր ГП J fl It է if, րացա֊ 
ւաւթյւսմր վերքավէւր /S'/"’/ կետերի. ••րոնցոէ մ 7.рн«Ъ^» րեեէէներ անեն 

նշանակենք «///<'”"/"/'
(տ! դեպքում, երր \ — յշ (1)~Ւց ‘^>‘141 1րււնԼՆ4էնր ք -4) հսււ/nt-

Ուսըու ք.1 յՈէնր. »րի;ւ ր/ււու >1 I որ iifjif rfl/ti/piutf . 1յ ՜ - ր կյի՚հի էհարերի 
K’P»/ ր ու ւրք Ill’ll 4 turf ր՝ q րված A կոն <«< ին ու m մ ի ՜ւ iinfnipi Այ՛/ Այ чип ti in и и if Լ / 

/, ր'է, րր, ut’l, ա ր qlnt/pm if .1} (j) (Հ/ 0, I , ■) ան»/ ան I. / Jtilt g իէւն ui j
ֆունկցիաների ււիսւււեւք' in it ւս ու ւ/ւււծ /\ կււն tn ին ո« .րA ե ւ..»,»; հսւ^ււրդ ու-
կէսնոլ f,l Jin'll մ ի 9 it g inf i

Ներկա 111*քսւսւ1էանրի ՜. իԱե ական ա Ji If յուն ր՚հ Լ հհսւևյաք ք11.ււրեէք fl.
I Թող i) tn|i|iiii յ|»|։ /. 1պ|)աղ|ւծ|ւ պսւա1|ւս1՝փ I ղսաիհ. խւ1|

|խ՝փ ոսւյ|խւ(սւ>( ֆւււ (il|j]|nu(il>p|i ւփստևւՐ աոսւջւսցած /Հ D т I. 1|ւ։1ու։|ւքւ։։«- 
ււ։մ|ւ b 1|1ւ։1'ւղ|1ւ|ւս pi|bp|i 1 Kuwnpquil|UiGtn pjiuG մի«սցւո|. npp pu։»| uipui 

*
pnuf I. У(|ф(шг,) I) - 4՜ jC պաjJiul։|։G:

Я-0

bpit f (Z) ֆո« lilipfiiuli է)ո|ոմ՜պ)ֆ I. Լ)֊ւ\ւմ li uHipliqtiuiui I. /J-ուժ. нищи 
u։hi|}։ ndi|i (26)—(27) i]bp| nt A in pjnt Gp. npp Htut| uniiupui; mi|i «լոս quid'll in I- 
/J ui|ipmjp|i (tbpuiiitT:
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МАТЕМАТИКА

Л. А. Таяалян

О сходимости по мере рядов по базисам 
пространства Լ,,

В работе [3] Д. Е. Меньшов доказал следующую георему.
Теорем а. Для любой измеримой функции f(x), конечной почти 

всюду на сегменте [— -] или равной -- с- или — •. на множестве
положительной меры, можно определить тригонометрический ряд

\ (հ/..j cos их -j- b,. sin их'},
Ո О

который сходится по мере на | - -> -] а՜ Функции f |.vj и, кроме 
того, удовлетворяет условию

11ւոճ« = (ւ Гнп Ьп — 0.

Сходимость по мере к функции, которая может принимать беско­
нечные значения на множестве положительной меры. .Ն Е. .Меньшов 
определяет следующим образом.

Последовательность конечных почти всюду ня խ, /?] измеримых 
функция

Л(^), Л(л').................Л(<). . . .
сходится но мере на сегменте խ, ծյ к измеримой функции /(х), если 
почти всюду на խ, /?] выполняется равенство

/՛< (>) = £и(л*Н-  ’«(а-) (к-1,2,. . .

где .g,г (л*)  и > »(а') измеримы и конечны почти всюду на խ, ծ], причем 
lim £',(х)-/(х)

почти всюду на խ. /?] и последовательность функции (л) п = 1.2.- • • 
сходится по мере к нулю на данном сегменте.

Д. Е. Меньшов дал якже естественное определение верхнего и 
нижнего пределов но мере последовательности почти везде конечных 
измеримых функций (а)!, определенных на отрезке [a, Z'| (см. [3], 
стр. 4).

Измеримая функция Ւ՝(х). определенная почти, всюду нд[л,/»]*,

' /■(>•) мох.-ег равняться бесконечности па множестве положи гельноГ» меры. 
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есть верхний предел по мере на խ, />] последовательности '/„(AjJJ 
если F (х) удовлетворяет. следующим условиям:

a lim mes I Е\f„ (а-) > ?(*)!•£(<?  (л*)>Л(л-)]|  = О

для любой измеримой функции հ. (х), определенной почти всюду на 
խ, Л].

ի lim sup mes I f I/., (л‘) > •>(л*)|  •/: [/“ (x)>0 (x)]l >Ո 
- Л-. լ I

для любой измеримой функции Ф (л՜), определенной почти всюду на 
[ц, £] и такой, что mes F |F(x) (’л*)]  >0.

Функция G (х}. определенная почти всюду на խ,- ծ). называется 
нижним предеюм по мере на խ. />] последовательности ' fn{x)'. 
если (i (х) измерима и удовлетворяет следующим условия н

г llmmes I Zf{/n(A-)< т(л-)] /?[-(а-)<С(а-)]՝- О 
■ Л - X I I

для любой измеримой Функции -(лч. определенной почти всюду на 
[а. *1-

3 Hm supmes / Е |/„ (л՜) < 7, (х) ]•£:(*:  (л*)  < 6' (х)| ւ = О
' '՛։--■ I I

/>ля любой измеримой функции 7{х), определенной почти ։\сю>у на 
[д, />| и такой, что mes Е [ G {х) <Հ 7. (л՜)] 2>0.

Далее Д. Е. Меньшов показал, что если верхний и нижний пре­
делы последовательности '/Да՜) ] совпадают с леко орой измеримой 
[функцией /(а), го последовательность fr.ix) ! схо.лтся по мере на 
а. Ь] к этой функции и наоборот (см. [3]. стр. 26—27).

Оказывается, что вышеуказанная теорема Д. Е. Меньшова о схо­
димости по мере тригонометрических рядов верна для любой систе­
мы ; о?..?.v); функций. определенных на некотором измеримом множе­
стве <7с: [0,1]. mes <7 О и образующих нормированный базис в про­
странстве L;, {(՝:}, р^> \. а именно справедлива.

Теорема /. Если |®я(л:,)} — система функций, определенных на 
измеримом множестве (/ С [0.1]. mes Q 0. и образующих нормиро­
ванный базис в пространстве I -f(Ci], р>\. то для любой измери­
мой функции J (х). определенной на Ci, существует ряд

У а'/?.■՛ (■*).
п— I 

который сходится по мере на множестве Ci к f{x), причем 

lim ап = 0*.  
п- •

Справедлива также следующая теорема.
Теорема 2. Если [ с., i.v) ! система функций, օոյ-. деленных юг

՜ В частном случае, кгчла система ; с՛ гь oj.rujiop\MipoB3Hni.i;’f б;..ик. 
тссрсма! «'формулирована в заметке лвюра.олубднкоиллной . !АН ССС-Հ Н’>. ЦГ?5*՝|.  
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измеримом множестве (/<=[0,1]. mes (} ^>0, и образующих нормиро­
ванный базис в пространстве LP(G), р> 1. то существует ряд

S а^„(х), 
п—\

у которого не все коэффициенты равны нулю и который сходит, 
ся по мере на G к ну ею.

При доказательстве этих теорем мы будем пользоваться другим 
определением сходимости по мере, которое эквивалентно определе­
нию, данному Д Е. Меньшовым.

Определение. Последовательность ; /„ (х) ’ почти везде конечных 
измеримых функции сходится по мере на измеримом множестве E^G. 
mes£o>0, к -оо, если для любых, наперед заданных чисел 
и s>0 можно определить натуральное число .VGW, х) такое, что при 
л > Л имеет место

mes Е^} (/„ (л՜) < .И] < ֊Л

Последовательное п> сходится по мере на множестве Л.
к —со. если последовательность ( /«(•*))  сходится по мере на мно­
жестве Е„ к 4-оо.

Пусть теперь fix) — произвольная измеримая функция, определён­
ная на множестве (Լ Пусть <?։, G2, G3 — множества тех точек па G, 
unfix) принимает, соо; вегственно. конечные значения;значение 4-эо 
к значение — со.

Мы скажем, что последовательность (/п(х) почти везде конеч­
ных измеримых функций, определенных на G. сходится по мере на 
(} к /(.г), если она сходится по мере к fix) на каждом из мио 
жест в (Հ, <7շ. G :քճ.

Легко видеть, что в силу этого определения функция fix) буле։ 
одновременно верхним и нижним пределами по мере на множестве G 
последовательности Д (х) }***  (см. стр. 32). Л это означает, что вы­
шеуказанное определение сходимости по мере эквивалентно опреде­
лению. данному Д. Е. Меньшовым.

Теперь приступим к доказательству теоремы I. Для эюг<> пона­
добятся несколько лемм.

Если е։(а) и ?:(д) две какие-нибудь измеримые функции, определенные 
почти всюду па (i, то мы будем обозначать через /Лщ՝ | , (л) > քշ (.*•)]  множество 
всех точек на Р.о, для которые ?։(•»’) > Тг(А').

Через f (<?։ (х) > ?s(.v)| будем обозначать множество всех точек из G, для 
которых е։ (а) > ?3(д |

Сходимость по мерс на множестве бг։, где функция /(.՛) принимает конеч­
ные значения, понимается и обычном смысле.

Понятии верхнею и нижнего пределов по мере А. Е. Меньшов определил 
для отрезка |а, ftj, но мы можем функции fn (л) и /(.v) положить равными пулю па 
|0.1] — <Л и тогда /(л) будет одновременно верхним и нижним пределами по мерс на 
[О, Пяля ;/.-/(л-)|.
3 Ичь’стнч ЛИ серия фна.-мат. юук. X՛ I
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§ 1. Лемма 1. Пусть Ь^х)—произвольная функция, определен­
ная на отрезке А = (а,|). принадлежащая классу ԼՐ(Ճ), р^>\, и 
равная нулю вне некоторого множества EQ, £вс'Д.

Пусть ф։(х), ^2(х),---, Ф;,(x) — произвольное конечное число 
функций, определенных на Д - (а, 3) и принадлежащих классу 
ԼՀև), где

Тогда, для любых наперед заданных чисел 12>502>Ս и ->0, мож­
но определить ограниченную функцию f(x) и множество е, обла­
дающие еледующими свойствами:

О /(•*)  = О որս -րՀ we есЕц, и mesr? <£0-|ձ|;

շյ j l/(x)№ < i ’Ь(А՜) ^/л՜’ 

л д

д
при 1 k <п.

Доказательство. Случай, когда Ф0(х) = 0 почти всюду на А, 
тривиален, так как тогда достаточно положить /(х) 0.

Пусть на некотором множестве положительной меры Фо(х)^О.
Разделим интервал Д на Л՛ равных интервалов Д։, Д2.............. Л
и определим функции i = О, I.............. //. следующим образом:

^Л^Л‘) = 7д7[ j dx Х ՜՜ ձ* <և1>

Д*
(k = 1, 2. . . . Л').

В силу того, что
l.l m 11фо(х)-Ф<Л,|(х)^х = 0 ((.2}

Л՛ - - do д 
и

llm | '0/(х)— ^}'VJ(x)prfx =0 (/ = I, Հ ... , /г) (1.3)
jV-эоД

(см. [I]. стр. 12), и учитывая соотношение

•?/<х) '>f(x) [фГ’(х)-4, (.V)|+'l,(Х)[Й՝ (X) "J.(л-)1. 

получаем также

11m | '/д' ՛(х) 6/л) (x) dx = I % (x) 6.(x) dx (/-1,2................ //J. (1.4)
Лг-.<х- д д

В самом деле, имеем

j «|4Л)И) փ!Ղ՜(*)  dx - յ՚ն0 (x) ’b{(x)dx <
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« J |^V)(x)[y,',(x)-'ii(A-)]|rfx-:- J |ф,(х) (^>(х) ֊ծ„ (х) Ц rfx« 
ձ д

+ Q I */(•*) г dx )'" ■ ( J I ^V) (x) %(x) ' dx Հ

Отсюда, в силу (1.2) и (1.3). непосредственно следует (1.4). ибо, как 
легко видеть из (1.2), || ։^л‘(д') ;| равномерно ограничены для всех 
Л’ = 1.2,...

Функции fx{x) определим следующим образом.
В центре каждого интервала ձՀ. возьмем интервал длины о*|  = 

= ձ0-| ձՀ./. Л = 1, 2.............. Л' и положим

/х(д-)==

j'M*) llx ири s* (^= 1» 2յ ... . <V). 

Да-

.V
0 яри л£ լ 3*  . (1.5)

Л--1

Легко видеть, что для любого /V = 1. 2, . . . имеет место неравен­
ство:

11 /л՛ (X) \pdx СI Фо (х) \pdx. (1.6)
J -G Jձ ձ

В самом деле,
. ր ь,

| fs (х) '՚ dx = V ■ -- ■ - ^Q(x)dx dx =
. J V P* .

IJ J Խ.
ДЛ \ ձ* /

Поэтому
[\fx(x)\''dx^v ՚ .|ДЛ|^. խօ(*) =
յ Հ-ри J

_ У 2о±л‘ . [' I Փ„ (X) I» dx = f I % (x) |O dx .
£o։I^A'|Z J £o J

*• • J Հ֊ □
Легко видеть также, что для любого X' имеем:

J/v(a) ФУ }(х) dx = J Oj ՛ (х) } (х) dx
д д

(/■=1,2,. . . , Л).

(1.7)
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В самом деле.

^fK(x)^(x)dxr- у f fy(x)tf’(X)dx=. 
ճ " *

j (։օ.|Լ| j ,?»(-VjrfX) ■ (|ձէ: ՚ ] 
և ձ*-  Д*

Ջ . Ա-յտ- ( •?՝,V)W dx^- v —Լ.1 ф0(х-,</х- j 4/"(A-)rfx = 
6o'P*l  , 7*  I**»՛  IJ

= f ri'՝ (W’ (X) dx. 
ձ

Из (1.4) и (1.7) вытекает:

lim I fN{x) ՝ (X) dx = f % (x) 6, (x) dx (1.8)
•v՜՞' д д '

(/ = I, 2. . . . , //).
С другой стороны, на основании 11.6) можно н-’/писать:

l/Hx)!' rfxp.^f|'>r(x)-I | /х (х) <0iV) (х) dx — (/.у (х) ф/ (х) dx К fj 
д д \ձ

-ф/ (x) Г dx)• П' I % (x) Г dx \ ՞ • ( f ^v>(x) ֊ (x)|"rfx)111.
/ V / (1.9)

so
Из (1.8) и (1.9). учитывая (1.3), получаем:

lim ( /х(x) փ,(x) dx = | % (x) ф/(x) dx (1.10)
.V-tC д ձ

(/ = 1.2.................я).

Определим теперь функции /X-(.v) следующим образом:

/х(х), при x^Z:0-oA. (Л 1, 2, . . . . 1\!).

о. при х(: 
Л-1

Ясно, что
IZv(x)|^l/,v(x) (х ձ)

Из (1.5) п (.1.11) имеем:

пр11 х ^՞՛
I 0, при х( ձ,ր

Поэтому будем иметь:

(1.11)

(1.12)

(1.13)

J|/aHx)-/;(x)I^x= (' /.v(x)i^x. 
д С/;„
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Так как в силу (1.1) и (1-5) имеем

/л-(л-) ֊

— ■'jq'-(x). при х Г (k — 1, 2, .
Գ

л՛
О , При х v 8Л,

ft-J

,Л'),

(1.15)

р/л'(л-)֊/;.(л-)г rf.v = f 

ձ СК

то

IZv(.v) <*<-*)■

Учитывая, что

IՀ"’ (•*)  - % to f dx - 0, при ,V - со,

и что $о(д*)  = О на С1 п (см. условие леммы), получаем:

| |^Л'՝(х) ’՛ rfx-»0. при /V->oo. 
(:ւ:ո 

Так как
|Д(Л) |'^֊Մ И 

е°& 

го
Нт 11 /д- (л) — ք\, (х) f dx = 0. (1.16)
.V- ձ

Из (1.10) и (1.16) получаем

I ։ т | ք\ (л-) • ՚խ (л) dx = j փ0 (х) փք- (л* ) dx (1.17)
л— ձ ձ

(*= 1. 2.................«)•
Пусть теперь = >0 — произво. ыюе положительное число. Выберем 

Л’о настолько большим, чтобы

1 (/Հ (*)  <*) (ix — I % 1 A*i  'Ь (-*) (ix I < - (1 • IS)
ձ ձ

(/= 1, 2, .... «)•

Легко видеть, что ограниченная функция /(д՜) — /у (л) и множе*  
№ к

ство 6* —( V I £■(, удовлетворяю։ условиям леммы 1. Условие I сле- 
fr-l

дует из (1.Н) и из того, что | Հէ.! « £0 1 ձ* ր I. Условие 2 следует из 
(1.6) и (1.12). а условие 3 следует из (1.18). Тем самым доказатель­
ство леммы закончено.

§ 2. ..’/емча 2 (Основная). Пусть { '^(х)} — система функций, 

է
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определенных на измеримом множестве О'с[0,1], mes<7>0. и обра­
зующих нормированный базис в пространстве l.p(G). Р^>\.

Пусть f{X) £L,,(G) не эквивалентная нулю функция, равная 
нулю вне некоторого множества /:0 с (р:.

Тогда для любого г^>0 можно определить функцию /*  (х) TLP( G} 
и множество eQ, обладающие следующими свойствами:

* В частности, может быть ՜ <1.
Jl/MlVr У'’.

՝ <•

a) F(x) = f(x) при х( се0 G- eut и ։nes е* 0 <s:
3) |л,։|<«, /?= 1,2...............где числа аа суть коэффициенты

разложения функции F(x) по системе
7) для любого множества e<^G е(1

II 5л(х)> =^з -Ւ 2 || /(x)Jj,., для всех п - 1, 2.............. **
п

где Sn (х) =լ a^k(x) суть частные суммы разложения функции F(x) 

по системе { ®л (х)).
При доказательстве леммы 2 мы будем пользоваться следующи­

ми свойствами нормированных базисов .пространства LP(GY.
I) Произвольная функция Շ (х)(О), в смысле сходимости н 

среднем порядка Р на множестве G. единственным образом представ­
ляется в виде ряда

ос
У <*«?«  (х).

п J
При этом

Нт ап — 0. 
«-

2) Для любого £>0 можно найти Հ 0 так, чтобы какова бы ни 
была функция փ (х) •֊ LP (О), для которой

h(x)iio= (y"<«. 

имело место неравенство:

< г, для всех и I, 2, . . . , 
а

где У а*©*  (х) есть разложение функции 0(х) по системе (?«(*)}.  
л-т

Свойство 1) непосредственно следует из определения базисов и 
из того, что. по предположению. | (д') ! есть нормированный оазис,
т. е. || Фл (X) 1,0 1 для всех п - I. 2. . . .

9

У, Ճ*  ГА֊ (X) 
: .. .
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•X
В самом деле, так как У «п»я(х) в Լր((յ) сходится к б(л'). то

л-1

"адя (л) ||ծ = I Й«|- I Հո (л՜) Q = <Ն։ |-*  о. при н -> ОО,
Свойство 2) легко следует из известных свойств базисов в про­

странстве Банаха.
В самом деле, пусть Л՛ —пространство типа 8 с базисом 

е։, . . . . еп, . . .
Пусть Ех — линейная система, элементами которой являются все. 

возможные числовые последовательности у = I т)։, *| 2, . . . , т|л, . . . 
такие, что ряд ^е, сходится.

Введем в Еу норму, полагая
/г

|| у II = sup У (?; . 
fl ““

/-1
Тогда пространство будет пространством типа 8 Q2J, стр. 221). 

•»
Каждому л- = У;,<“£ соответствует единственный элемент у» = 

/-։
= | ;։. .............. Обратно, каждому элементу у = ! 1ц\^Еу
соответствует единственный элемент ху£ Е, а именно

•Л
Л'х = У т,/ ei.

/-։

Таким образом, определен оператор х Доу, взаимно-однозначно 
отображающий Е. на Е. Легко видеть, что оператор Ло аддитивен. 
Кроме того, оператор .40 ограничен, ибо

1|ДОУУ- К X ||

Следовательно, .4() есть линейны։: оператор, отображающий Л։’на Е 
взаимно-однозначно.

По теореме Банаха существует обратный оператор у 1х. ко­
торый также является линейным ([2], стр. 223).

Выполнение свойства 2) непосредственно вытекает из ограничен­
ности оператора Дп !. В самом деле, пусть :>0. Тогда, еслиО<о< 

< —Ц— . то для любого л Е, где || х || < о, будет иметь место 
II Ло li ’ 

неравенство:
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'յշ
где есть разложение элемента х по базису <՛.. . . .

J-I
Прежде чем приступи!ь к доказательству леммы 2, отметим еще 

один факт.
Существует последовательность ( 0„(x)) функций из /-.Дб)

I |
 I =1, которая вместе с системой образует бнорто- 
Р-----Ч
тональную систему, т. е.

J ?«(x)6„(x)rfx - ’ Ւ
о I О, при тп п

(см. [21. стр. 223. 224).

Таким образом, если У (х) есть разложение некоторой функ-

ции f (х) - I.,, (Ci), то имеем:

\f(x)-l>n(x)dx.
Ъ

Доказательство леммы 2. Функцию/(х), фигурирующую 
в формулировке леммы 2, и функции •!>, (х). (х), • • •, Фя(х),---, обра­
зующие бйортогоиальную систему с последовательностью :?я(х)}, 
положим равными нулю на множестве [0, 1| — G. Пусть 0 հ<Հ1. Возь­
мем 3>0 такое, что Հ<Հտ и для любой функции ձ(.Հ)՛' Լр ((}}, для ко­
торой 11 փ (х) Цо- < Հ имеет место

I г IՃ (X) I • ° (я 1,2.” •). (2.1)
1 . , ’о 1 * * 4

1««1 = I \{X) >Ь,։ (х) rfxj <4; • (2.2)

«

Легко видеть, что можно найти конечное число неперекрывающнхея 
интервалов ձր ձ2, .... лежащих на 10. Г| и удовлетворяющих
следующим условиям:

*
где^ а,ъ,(х) есть разложение функции ->(х> ио системе (х)),т. е. 

имеем:
(ij = j 'р(х) ty(x)dx (I 1. 2, . . . ). 

о

Это всегда можно сделать в силу свойства 2) (стр. 38).
Из неравенства (2-1). в силу нормнрованности системы l?/i(x)). 

непосредственно следует, что для выбранного Հ>0 будет иметь место 
также неравенство:
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meSA* ’-O>0 (А’= 1. 2................ т),

* ձ’օ — множество, фигурирующее и формулировке леммы 2,

(2.3) от
mes G mes i ձ*  \0.

' l- I

|/(aJ z'rfA'<—7 (A= I, 2. •-./w). (2.4)

Д*
Очевидно, для этого достаточно разделить отрезок [0. I] на конечное 
число интервалов так. чтобы на каждом из них выполнялось нера­
венство (2.4). а потом из этих интервалов можно исключить те, пере 
сечения которых с множеством G имеют меру нуль.

Зафиксируем натуральное число л։ > I. В силу леммы I, где поло­
жено s0 ՛'• и вместо /:0 взято /:0Վ. можно определить на отрезке Л։ ог­
раниченную функцию /։(х) и множество <?,. обладающие свойствами:

1 • /1(^)=0 при л-^fj, րյ^/շՀ-ձյ и mescj տ։՜ Հ- ;ձ,| < =. |д J* ’: 
2c.G/։(A-r^- ■֊֊rJl/fxjK'Jx;

4 ձ’ 1 Д’
3 . если «а-։) определяется из равенства

«1— J [/(х) - /։ (А՜) ] փ*  (Л') dx =Н I/(%) Л (х) ] Ф» (л) dx.
■ն Հօ

то

«А*  ^-"77 • при էէ^ՈՀ

4՛. II S'? (х) ||0 տՋ ֊- , при а лյ. где

и
S'?ix)=V <ij"^(x) (ff«l. 2,. . .

Вне интервала ձ։ полагаем /։<х)^-0.
Условиям 3 и 4 можно удовлетворить в силу того, что п} фик­

сировано и ио лемме I для фиксированного е0^՜ коэффициенты 
а՛?, /г — 1, 2.............. //։ можно сделать сколь угодно малыми.

Определим функцию Փյ (х) следующим образом:

Ф,(Д') 1 ПрП Х^ Д>С7 " tf”
I о, при Хг-а — (а։о—1՛,).

Из определения функции /։(х) и коэффициентов <ւՀ', k= I. 2. . . . 
видно, что а՛:!' суть коэффициенты разложения по системе I^'A'JJ 
некоторой функции /.х (х) Л ((/), определяемой из равенства
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7 /րլ /(*)-֊ /,(*).  при x£\G.
1 I 0, при x£G — ձ։Օ.

и совпадающей с Ф(л') всюду на G — е1։ к силу I 
Поэтому можно взять число настолько большем, чтобы

выполнялись также следующие условия:

5°. ПРН

6 ՛. II 5J,’1 (д') — Ф։ (д') I.о г,) . при п > /г,.

Условиям 5 и 6 можно удовлетворить տ силу свойства I) нормиро­
ванных базисов (см. стр. 38).

Снова употребляя лемму I, на отрезке Дг определяем функцию 
/•֊(л՜) и множество քշ, обладающие свойствами:

| . /2(д) = 0 при х£е*,  (։2<3/:(1.ձ и mesis^£՛ ձտ|<£-1ձ2|;

2Հ |

Л, ձ,

3՛. если aV'*  определяется из равенства

֊ ,1 [/(*)  ՜ /а (•*)]  փ*  (X) dx֊ J[/(X) — քշ (XI I փ*  (A) dx. 
Հ Հօ

то

«Г<-֊ , при k > ռ>Լ

4 . || .ՏՀր (д') |խ -. при п п~. где 

fl
.$?’ (jc) = у ар> ? (Л) (л = 1, 2,•՝..). 

А-1
Вне интервала ձ2 полагаем /Jx) = 0.

Условиям 3° и 4 можно удовлетворить, ибо ռէ фиксировано, и в силу 
леммы 1 при фиксированном е0 Տ коэффициенты а{2’, А?= 1,2,•••, //- 
можно сделать сколь угодно малыми. 

Положим
Д? = ձէ -р ձ2 и е-շ — -I ez. (2.5)

Функцию Ф2 (д') определим следующим образом:

Ф։(Л) = |/(Х).ПРВХО=«֊^. б)

I 0, при x£G — (ձշ G — £շ).

Из определения функции J\ (л) и /2(х» и коэффициентов а V՛ и օՀ.' вид­
но, что числа <ւ\''Հ -г «Л՞1 cyib коэффициенты разложения по системе 

(д*) 1,. некоторой функции /2{л‘) - 1-jdG), определяемой из равенства
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7.« (л*)  —
/(х) I Л (*)  -Ь/։(*)!.  при л- £ Д2(7.

О, при ХгО’-ДД

н совпадающей с Фг(Л‘) всюду на множестве G ֊ <’2 в силу 1 (стр. 42). 
Поэтому можно взять //а>я8 настолько большим, чтобы выполнялись 
также следующие условия:

5Հ «л0 4՜ «i211 < Д . при А>//3:

б . II Ճ1,? 1Л-) | Si? (х) - Ф2 (х) (ճ-ր,)< ֊ . при п > //3.

где полагаем:
I (х) 4-ճ2) (х) = V (4‘> -р rtp) ?Հ. (л-).

л~:
Пусть теперь функции /։(х). /з(х)................ //.. t(x), числа «г<Яа<

<. . .<«*,.  ։ и множества elt е->.............. ек) ։ уже определены, где
/> (х) t; Lp (Ci). fi (x) = 0, при х £ et, et <±Е9• ձ, и.

n։es ^о-| ձ/| <Հ ձ,|. (/=1,2.............. кл I. /г0^от).

Пусть множества А. , е, и функции Ф-(х) определены следующим
образом:

i 1
■Ն= ^լձ/.^= Уej (1^/^/^ i),

у~1 /—է

Ф,(х) = |/(Апри . (2.7)

0. при х՛- (i — Д/G с,.

Выберем число //<• > пк,
условия:

настолько большим. чтобы выполнялись

А)
j [/(*)  ^Л(х)|’А«(х)г/х = [ У j [/(х) 

Հ . /-։ • /-ւձ/

k., 1 р fri֊l
У ) [/(х) f,(x)\^(x)dx £ а?
(-1 Ն п i-l 

/. (х)| -h (х) dx

՜ £
<?■ при

где
ք Г fe1== J I /(X) f. (x) ] (X\ dx = j \f(x) У f, (x)] (x) dx- (2.8)

t-jO ր.\

В) II Й’(Л-) +.Հ։) (X) + . •. . ձք "(X) ф.. I (X) II (й հ ,) -; Հ։...
•*

при и /и., где множества «?Լ ։. ձ<- ։ и Փ*.  ւ (х) определяются из 
(2.6) и (2.7) при i = A’y I. и
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п 
St"{x)=V 4'’?*(х).  (2.9)!

k~\
Условию А) можно удовлетворить в силу того, что коэффициен­

ты разложения по нормированному базису стремятся к нулю.
Условию В) можно удовлетворить в силу того, что

есть частная сумма разложения по базису !<р«(хг некоторой функ 
нии / । (х) определяемой из равенства

Հհ՛. । (х) =
/(л)

а-,-։
//(x).npnxi Afc \(], 

Т-1
О, При x(ji ճք. |6\

и совпадающей с Ф/. i(x) всюду на множестве G еь. ։. Теперь, 
после того как число /ц„, удовлетворяющее условиям Л) и В), выбрано, 
применяя лемму I. определим ограниченную функцию Д, (х) так. 
чтобы выполнялись следующие условия:

С) Д(х)=0 п ри х է ек. ек с А*.  /Հ » Hies ժհ> о• | 1 < տ | :

-Д] |/(х)рх;
Հ,

при ո Hkn,

где (Հ'= Д.(х)|%(х)г/х (я = 1Д. . );

р) || Sn ։}(х) ||G ^777- лР։| " Հ Пк-՝

а
где .S'J.A,’(x) = V аС'^к(х) (//=1.2.. . . ).

*-»։

Условию F-) можно удовлетворить, ибо //<•„ фиксировано, и. в си­
лу леммы I для фиксированного :0 — 'Հ коэффициенты /А*՜'՛.  А՝= I, 2. 
.... Ик. можно сделать сколь угодно малыми.

Таким образом, функции Հ (х). Д. (xi...............f։u (х) и числа
//,<«•_֊<. . . Чт для каждого /г,. 2 < т удовлетворяют усло­
виям А). В). (*.).  D). Е), I ՜), при этом/л. (х) = 0. при х Л-0-Ах слАЛ(/.

11оложим 
tn 

Ф(х) = $]Л(х), 

Х'-Т 
(2.9')

/•'(х)-/(х) Ф(х), (хО ).
/•(х)՛ /./,((7). ибо /(xi и Ф(х) ограничена.
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Покажем, что функция Л(л*)  удовлетворяет условиям а), р). у) 
леммы 2.

Условие а) выполнено; так как каждая из функций/Дх), Л=1. 2։ 
■■■.т равна нулю вне ек, еь<=- где mesix- . s-| Ад |, итог-
да Г (яг) /(х) всюду вне множества

И! 1П
ес = егп - V еА.с^0, rncsc'0< V И А*.|  <

A-I А—I

Проверим условия խ и ;■). Для этого заметим, что, в силу (29Դ 
я С) (стр. 44), имеет место равенство

!/-’(х)|| .. [ | |Г(.й|^л-)<г = /Р/(х)
/ V/O /

Отсюда получаем.

II /*Ա*)| 1ձ,օ < < (1 </</»). (2.10)

В самом деле, имеем:

J ք (Л-) - /, (х) |" dx У ԱI f(x) г + f (Л-) ) dx.
ձ/Cl Д-G

В силу (2.4) и в силу свойства D), где ka *=■  i, получаем

J‘ Й*/ ’ (’ 1 I ‘ й" ՜1imtw v.; • । •_ւրյ|/(.Հ)|'՚Հ/.Հ ձ-թ

'itG 'XJG

Следовательно, ак как £<Հ1. будем иметь:
f2p gjt» + I\l'p

n^)llV; < (-շ֊ + -շ-) <։•

Неравенство (2.10) доказано.
Из неравенства (2.10) следую։ следующие два неравенства:

1 «!ւ°| ՜. ֊֊ (i 1.2.............. fff, // = 1.2,. . . ), (9.11)

ll.S^U) |խ i- (/= 1. 2.............. w; // I, 2, . . . ). (2.12)

где

= I [/ (A՜) // (A')l ’?/»(X) l' (A) *?«  (A) , (2.13)
i/յ AjO

fl 
SS’(xi=yaj;>?։(X). (2.14)

A;i-I

ибо числа «J,1' и функции ձէ (а) суть, соответственно, коэффициенты 
и частные суммы разложения некоторой функции по системе !<f«(a);. 
норма которой меньше z> (см. неравенства (2.1) и (2-2), стр. 40).
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Теперь проверим условие (i) леммы 2.
Так как интервалы Дг Д-.............. Д^ удовлетворяют условию

(2.3), то можно iianncaib

a„ = /'(х)бя(х)г/№
nt J

Г(Л') фл (х) dx=v I F(x) փ„ (л) dx.

ձ.՚«

Отсюда, в силу (2-13), имеем:

а,, *=-■  У а"'- (2.-5)

Пусть // > пт. Можно написать:

(In —

т
V а!,"|

ffi—I

У, аЧ' (2.16)
1 т-1 1 Կ-1

Для и пт первое слагаемое в правой части неравенства

превосходит — , в силу свойства А), где положено /?р = //г.

силу (2.11), । а!/'1 < — для всех п.

(2.16) не

Далее, в

Таким образом, будет:

кк շ г, для всех п > пт,

т

и свойство и.: для указанных п доказано.
Пусть п -< пт. Допустим, что Пк \<П' Пк (А = 1, 2,- • •, /л), 

где предполагается л0 — 0.
Очевидно, можно написать

т к -2 т
l«-.!= ) է2-17)

1 ' i 1 l-k

где в случае A’ — 1 исчезают первое и второе Слагаемые, а в случае 
А = 2 исчезает первое слагаемое Первое слагаемое в правой части

неравенства (2.17) не больше
/

по условию А), где положено

к(, — k I (при А= 1. 2 оно равно нулю).

Второе слагаемое не больше ՜ , в силу (2.11).

Третье слагаемое не превосходит сумму:

.хл-г 1 q*-+2  -т՜ •
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в силу условия Е), где, последовательно, полагаем 
А’о = /г. k 4- 1.................w.

Итак, будем иметь 

fer+4+1I ап'

и условие 8) леммы 2 имеет место также при п п,п. Условие 3) до­
казано.

Проверим условие ;).
В силу (2.14) и (2.15) можно написать

Ո Ո1
Sr, (Л՜) = У«Л?Л (X) -V ձ«’(.Հ).

л-i i-i
(2.1«)

Пусть натуральное число п таково, что п^>пт. Пусть ecG еа. 
Можно написать

17?- 1
II Տ„ (х) У Л" (л) -/(X) i +11 sr (х) 11,.

1'

Отсюда, н силу (2.12). имеем:

II Sn (x)—f{x)\\e (2.19)

Оценим первое слагаемое в правой части неравенства (2.19). Имеем: 
ст-1 ст-1
£֊«’ (Л)-/(Л)||, Vs«'(x)-<1>„, ,(х) !,+№„-,(x)-f(x)It. (2.20)
1-1 Ml

Из определения функции <1*̂  ։ (х) (см. (2.7) при /?й = /л) непо­
средственно видно, что , Ф,„ ։(а') ./(х)К /(л՜)7’, при л*(-О.

Следовательно,

II Фст-1(х)-/(х) lie С II fix) II,- (2.21)
ст—I ст

С другой стороны, так как есС — е0 и е„, У ед е У е*  — е.,. то
Л-1 Л-1

ecG — ст |։ и в силу условия В), где положено /?0 ֊ -tn, будем иметь:
т-1 ст-I
Ssl’W-Փ.. | ys?’(4-՛»»- .W+J-Հ 0 <֊■ <2-22*

Из (2.20), (2.21) и (2.22) следует:
ст —1
У S? (Л-) - f (X) 1. <. 4- II / (X)
/-• ՛

(2.23)
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Отсюда, в силу (2.19), будем иметь:

Il S„(x) -֊/(х) -ЫГ/(а*)  ||,
Следовательно.

I1 S,-(x) |’r^s4-2||/(x) |'к.

(2.24)'

(2.25)

Итак, для и^>пт свойство 7) выполняется.
Рассмотрим случай, когда п .7пт. Допустим, что/z*

I где предполагается //0 — 0. Пусть с с G f0. Очевидно,
при АД>2 можно написать

А- Հ
■ (А* ) ֊ f (А) ||г ' V S‘.‘' IX) - / (х) . I֊ I' SI■|А Ո 

It
/-I

т
+У II si" (х) II(2.26)

Так как то в силу условия F), где последовательно по­
лагается /i0 — k, k 4- I, . . . , гп, будем иметь:

т т т
м II Si"(х)|., у lS.,''<*)i;<-,fcV  . (2.27)
i-Jc I A i-A ”

Далее, в силу (2.12), имеем:

՚յձք ։>(х).|,^ i|M*~ !։(a-):|g Հ ՜շ (2.28)

Оценим теперь первое слагаемое правой части неравенства (2.26). 
Можно написать

А -2֊
V .$</' (Л-) _ фЛ_2 (д-) 4- ФА 2 (Л-) -f(x) 
.-I

Следовательно.
А---2 А-2
У5»>(Л) f(x) V5'(X)
. : '՚ " i-t

nf.(2.29)

Из определения функции <1և_շ(^) (см. (2.7) непосредственно еле 
дует, что

՛ Фа •_ (а*)  — /(.V) г' Д/(л*)|С  для всех л- G.

Поэтому будем иметь:
II Фх- ։(а*)  /'(Д') Н/(А)||г.

Далее, так как
А-֊ 2 т

e^G — б’о, е'д- 2 =У et с У = t’o. 
i-1 i֊l

(2.30)

id е<^П и в силу условия В), где положено kQ = k — \. будем 
иметь
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*--2 к—2
II«j £՝-"«- —«|ю_4 «jfer- 

(2.31)
ибо ио условию /2Հ>//.՚։--ւ.

Из (2.2 0 > (2-30) и (2.31) следует

(X) -fW |
г

(2.32)

Сравнивая (2.26), (2.27), (2.L8) и (2.32), получаем
2 £

ii &»(*)  — /(л*)|| г^-у 4՜ ֊ст 4֊ + ll/(*)ik<e+  II /(л) ։|f. (2.33)

Следовательно, 
liSw(x)l|e<e+2||/(%):|f, (2.34)

где Пк..\ ՀռճՈհ, Л >2.
В случае, когда k=\, 2, соответственно имеем:

т т
II ճ. (х)., < V „ d0 (х) ,|е V * <(k _-I)

/«•I i—1

8 силу условия F), где полагается последовательно /гЛ = 1.2,- . . ,т и
ОТ гл

lld(xll.t,=e II Si”(x)lu + у lid'1 (X) у. <4֊ -I- v-4r<E (*  = շ).
չ Z 2

ибо первое слагаемое меньше, чем — в силу неравенства (2.12); а вто- 
2

от
рое слагаемое меньше, чем V .• ։ , в силу условия F), где послсдова- 

1-2 2 "
телыю полагается Л# = 2. 3.............. т.

Отсюда видно, что неравенство (2.34) выполнено также тогда, 
когда /е = 1, 2; //.< । </г «մ/?.<•.

Таким образом, условие հ) леммы 2 также имеет место для лю­
бого л, где \^п-^т.

Выполнение условия ■() доказано. Тем самым лемма 2 полностью 
доказана.

Из леммы 2 непосредственно следует лемма 3.
Лемма 3. Пусть { vn{x)\ — ст тема функций, определенных 

на измеримом множестве Ос[0. I]. mesOj>0 и образующих норми­
рованный базис в пространстве L{,(G), р^>\-

Пусти /(х) 1.р (О') — не эквивалентная нулю функция, равная 
нулю вне некоторого множества Z:qc:G։ tries ճ0 <Հ mes О. Тогда иля 
любого е>0 иолено определить функцию Т(л)( LP((i) и множе-. 
спию eQ, обладающие следующими свойствами:

а) /•՛ (л) = / (л), при х f G ֊- f0, а и mes eQ < е;
՛ Hiiiectiix АН. серин физ.-xai. наук. № 1
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pj I «.•» I <«. Аля всех л = Լ 2.............. где числа ап суть коэфф
ц иен ты разложения функции F(x) по системе > ?,,(х)};

7) Для любого множества есО — Е0,

Ա ձ՜ո (х) ||r s для всех л= I. 2...............где
:я

5я(д') = £аА?л(х).
Л-1

§ 3. Возьмем последовательность положительных чисел խ |. fj

Справедлива следующая лемма.
Лемма -1. Пусть -г (л) J система функций, определенная 

на измеримом множестве Gc[0, Ij.mcsG^O и образующих баЛЩ 
н пространстве I.}.((j), Ր> 1 и fix) почти везде конечная IM- 
меримая функция, определенная на G.

Пусть бесконечная матрица действительных чисел || ап1ц I и 
измеримые множества Е^Е^ . . , с. Еп<=- . . . , принадлежа­
щие. некоторому множеству Е9, Е-^П. определены так, что име­
ют место условия:

а) Для любого фиксированного т, атк — 0. при А՛-*  ос-;
ծ) для всех k =• 1, 2, . . . ;
t) для произвольного фиксированного т ряд

X
V (а։* ֊է֊ а*,  *4-  . . . +ат J (х) 
է-t 

сходится по мере на множестве Еа к fix-), где 

mes Е„ > mes £0 — £«;

d) для произвольного фиксированного т > 1 
л
^amk^(x) £я_։=^=„ для всех и 1.2.... 
ь-։

Тогда ряд

со
£<։*?.(*)  (З.ЭД

*=1

уходится по мерс к fix) на множестве Еп, гое
<х>

» V “ть №

/Л с« |

11m д.л = 0. (3.4>
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Доказательство. Пусть £ >0— произвольное положительное 
число.

Зафиксируем ;я0 настолько большое, чтобы было

1) nies/Tflr^mesf,----- ֊ .
4

~ Е / = \ ։՜"
»■

т — 1

Так как ряд V . -««,♦)?# (х) сходится по ме-

Л=1
ре на множестве Ет, к /(х). то существует число A’(s) настолько 
большое, что

mes E(F.m.)
ո

f(x}— V(ai*

Л=1

4-л«։»)‘?*(х)| > zt-4՜ •

для всех п > Лг(г). 
с

Но так как mes(/:՜ծ — Ет )< ֊ . то для л. > Л’(е> на множестве 
4

/:у будет иметь место:
п 

f(x) — V (аи

ы
4 «2л 4- .

Полагая
wu

= У U-ik • 

/41

4««л) f*(x)

(3.6)

имеем 
Ո !t п

Sn(x)= Уа*<р Л(х) =V% (3.7)

Л=1
где

ihl bm Ct — \ Q/jk •

f«7/re+l
Очевидно, для любого // = I, 2, . . .справедливо неравенство:

ո
(а к ՜՜ "> ) ?л (X) /: tn, լ

Z7=l W=WO-J-1

n
Уаткъ (x)

/.•-I

(3.8)/: m

' Если Ф(л ) опрс,:.елсна на О и GoczG, то через ֊ |Ф (л) > с] обозначаем 
множество тех точек из Go, где '1> (х) > з, - произвольное число. Через /■ [Ф(х) > о) 
обозначаем множество тех точек из всего множества (Լ где ФЦх) > =.
4*
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Учитывая, что Ет э EW։ при /я>/и0 (см. стр. 50), в силу 
tl), где полагается т = /н0 -f- I, /н04-2. .... будем иметь:

свойства

У Ятл ?*(.*)

А=1

п 

\.а«л?А(л') ւ:։
4=ւ

‘«п-1 \ £«

для всех и — 1, 2, . . .
Поэтому для любого ռ имеет место неравенство:

и со 1/р

• Алц ՝' k~\ ռ.’=/7/օփ|
т. с. имеем

п р մ Շ
Ш-ММ*)  ^<>-4՜ (« = 1д- . .

А=1

Отсюда ясно, что множество тех точек из где
Ո

У{йк — Ь,п^)?(х)

Ы
8 . (1имеет меру меньшую, чем для всех n = 1, 2, .

Так как

то будем иметь

mes

mes(E0 — Ет)

л
V (пл.--^0*)<рЛд-)

/<=1

(3.9)

Можно написать
mes I i S„ (x) f (x) I > e] =

1 n n
= mes E^t} У ?л. (x)-/(л) 4- X" /Ълл)

k^\ k=\
n
убс,.л?л.(л*)֊/(л-)  |> I 

/f-l

֊1֊ mesճէՀ.)
г| "

V(ak-bf„ak) {x)

k=\

Отсюда, принимая во внимание (3.6). в силу (3.5) и (3.9) получаем 
для любого n > N (е):

mes E(/:j
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mes^)[15w(x) ֊/(х)|>е]<е. (3.10)
Таким образом, мы доказали, что для любою г>0 можно по­

добрать (е) такое, что при «>.V(S) будет иметь место условие 
(3.10), т. е. мы доказали, что рад (3.2) сходится по мере на множе­
стве к функции f{x}.

Легко видеть, что limofc = 0. В самом деле, пусть б^>0— пропз- 
k -. ос

вольное положительное число. 
Возьмем настолько большое, чтобы было

ОО
V^< V’ 
— 2
/л=/л<(4-1

Из условия а} непосредственно видно, что при фиксированном тп 
можно взять число /V(e) настолько большое, что

при k > ;V(e).

Отсюда, а также учитывая равенство (3.3) и свойство Ь), получаем:

т0 со

А- —-

/=| /=/я04-1

Лемма 4 полностью доказана.
§ 4. Чтобы доказать теорему I, докажем две теоремы, из кото­

рых теорема 1 легко следует.
Теорема 3 Если {ф*( л)) система функции, определенных 

на измеримом множестве С?<=[0,1]. mesG3>0 и образующих норми­
рованный базис в пространстве LP(G), р^>\, то для любой почти 
везде конечной измеримой функции /(х), определенной на О, суще­
ствует ряд 

со 
у «л ?«(*).

П = I 
сходящийся к fix} по мере, причем 

lima,, = 0.
Л-со

Доказательство. Возьмем последовательность положитель­
ных чисел (гк }, где 

со
У г*  <4-00. (4.1)
АШ

А=1

Так как f (х) почти везде конечна, то можно взять множество 
Е’. cz (1 такое, что
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mes G mes E\ >mes G — 11 
2

и чтобы функция /(x) была ограничена на этом множестве. 
Функцию /։ (х) определим следующим образом:

/1 (*  **) =

* А՛- 1, 2, . . .суть функвнн, образующие
с системой ։ (х) |.

** В лемме 3 вместо взято

/(х), при х(:Е\,

О, при х^ G - Е\ .
(4.2)

Очевидно fi(x)- LP(G). Применяя лемму 3. можем определить функ 
дню /•'։ (х) ( Lp (G), обладающую свойствами:

а) /■', (х) = /։ (х). вне некоторого множества е։, где

еյ с Е\, mes ех <Լ ;

к) խւ*|  <8։. для всех к- I, 2.............. где

«I*  /; (х) 6Дх) г/х*.

Так как ряд 
<х

А-=1

сходится в среднем порядка р на G к /՛, (х), и так как в силу (4.2) и 
a), F, (х) =/(х) на множестве ЕХ = Е\ ev то очевидно, он будет 
сходиться в среднем порядка р. а следовательно и по мере, на мно­
жестве ЕХ = Е\ —ех к /(х), причем

mes G > mes 2> mes G s։.

Возьмем функцию /(х) Г։ (х). Так как эта функция почти везде 
конечна, то можно взять множество e2^G — Ех такое, что

mes G > mes (Ех 4- £շ) > mes G —•

и чтобы функция /(х) —Л\(х) была ограничена на е։. 
Функцию /2(х) определим следующим образом:

/з (.v) =
/(■*)-  Л (*),  при х^ег, 

О, при х .֊ G — е2.
(4.3)

Очевидно. /2 (х) ( Lp (G) и /2 (х) = 0 на Еу <=.G — е-,. Применяя 
лемму 3, мы можем определить функцию /' (х; <■ такую, 
выполняются условия* 9:

биортогональную
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а) Л(л)=А(^) всюду вне множества Հ с e8c=G Ev где mes^՜ 
настолько мала, что множество А'» = £, 4֊(^> — Հ) имеет меру ոտտ£Հ> 
> mesG —г2:

?) |а?.Л<е2 (Л = 1. 2, . • . где

ճշ.*=յ  /Hx)6A(x)dx;
о

'() II Տշ. п (х) II для всех ո = 1, 2.............. где
п

52.„(х) =V(a2.»^(x).

Л=1

В силу определения чисел «гА и а->.к ряд

х>
£ «и <ри*)

*=1
сходится в среднем порядка р на G к /'։(х), а ряд

ОО
У/*2.  ьъЛх) (4,4)

/г=1

сходится в среднем порядка р на G к j'. (х).
Следовательно, ряд

QO
У (ai«+02,ft)©fc(x) (4.5)

сходится в среднем порядка р на G к функции

/•2(х) = Г։(х)-г/:(х).

Легко видеть, что функция /?2(х) совпадает с f (х) на множестве 
Е2 = Е՝ + (е2 в..).

В самом деле, F, (х) - /(х) на множестве Л’։ ֊ Е\ — ՛ в силу
(4-2) и условия а). С другой стороны, f'.(x) — 0 на Ev ибо в силу 
(4.3) /2(х) 0 на G - е ., e2^G /т/и так как, в силу а)/’ (х) -/2(х). 
при х G где е Ег

Следовательно. Е2(х) = /’։ (х) 4- / (х) = /(х) при х . Е}. Остается 
проверить, что F3(x)-=/(x), при x~(e2 — e.)^G - Ev Это следует 
из того, что в силу (4.3) и условия а) (стр. 54) /3 (х) /(х) —/*՝ ։(х) 
при х£е2- е' и, следовательно. F2 (х) = Ւ\ (х) (х) = /(х), при
х е2 — е'..

Итак, ряд (4.5) сходится в среднем порядка р на G к некото­
рой функции Л'2(х), совпадающей с /(х) на множестве Е2.

Следовательно, ряд (4.5) сходится по мере на множестве Е3, 
mes Е2> inesG в2 к функции /(х).
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Пусть теперь для некоторого натурального т определены ряды
ОО ОО ОО

A=z| A=l Л=1

такие, что ряд 
со
V (б| ft + «2. Д.-Ւ . . . -f-ft/nft) <pft (х)

k=l
сходится в среднем порядка р на G к некоторой функции Fn (х), сов­
падающей с/(х) на множестве E„cCj, где

mes G > mes£CT > mes G -ьт.

Возьмем функцию f(x) Fm(x). Эта функция почти везде ко­
нечна на G, причем на Ет она равна нулю.

Возьмем множество 6?m+։cz G — Ет такое, что

mes G > mes (Ет 4֊ ет,. ।) > mes G 'm — ՛

и чтобы функция f(x) Fm{x) была ограничена на множестве 
Определим функцию fm+\ (х) следующим образом:

. (ՀՌ*)  ՜ Еп(х). при xg^i.
/OT+iU)= (4.6)

I 0. при x£G — ет+1.

Очевидно, fm+i{x) gLp (G) и fm. । (x) = 0 на Em. Применяя лемму 3 
к функции fm+i(x), мы можем определить функцию/«.и (x)g/-Р(О) 
так, чтобы выполнялись условия:

a) fm+i(x) = fm-i(x) всюду вне некоторого множества ет+\ с ет+\, 
где mes^+i настолько мала, что, обозначая через Ет.^ — Ет 4- (ժ„,+։ — 

^от+1), имеем:
mes G mes Етл. i ՜> mes G — гт ■ ।;

Ю խա+ւ.*|<£«+։  для всех Л=1, 2,. . ..где

flm+L * = J /п+! (X) փ*  (х) 4х;

7) II Sm+J. п (х) II Em <гт41 для всех « = 1.2.............. где
п

• 1, п (А.՛) - - \ (Im -. 1. k ?А֊ (•՝-՛)•

Л-1

Тогда/л-)-! (х) =/w+1(x) =/(х) Fmlx) на множестве еда.։.։ ճ,,ք+ւ = 

= Em+i— Ет, а так как em+i^G — F.m,Em^G - ет] ։ ^G — ет^\, то в 
силу а) и (4.6): քՈէ+\ (х) = fm.bi (х) = 0 на Ет
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Так как ряд
ОО
У *?»(*)

л-1
сходится в среднем порядка р на G к функции /М1.։(х1. равной нулю 
на Ет и равной f(x) — Fm(.г) на ZTOT+։ Ет> и так как, по предполо­
жению, ряд

со
У («I к 4 ^2. А՜ 4՜ • ■ 4՜ Umk ) (х)

А=1

сходится в среднем порядка р на G к функции Fm(x) совпадающей 
с J(x) на множестве Ет, то ряд

>х>
У (&Т А- 4՜ а'2. к 4- • • • 4*  атк 4՜ &т I I. & ) <?/.• (А՜)

Л=1
сходится в среднем порядка р, а следовательно и по мерс, на G к 
некоторой функции /*' Лц(л*)>  совпадающей с f(x) на Ет+\.

Ещл-1 /Гдч, rnes /jd-f-i nics G •

Далее заметим, что н силу нормированное™ системы 
имеем для любого т

Нт атк = 0.
А- ос

Таким образом, доказано существование бесконечной матрицы 
Ц ать || и множеств Ех er Ez <= • • • с: Ет cz..£т cz Ci, удовлетворяю­

щих условиям леммы 4, где положено E^ — G.
Следовательно, ряд

«■
V
Л=1

где

/Тд; — \ йтк

сходится по мере на G к функции f(x), причем 

lim ai, = 0.

Теорема 3 доказана.
Теорема •/. Пусть \ъп(х)\ —система функций, определенных 

на измеримом множестве G cz [0, 1], mesG՝>0 п образующих нор­
мированный базис в LP(G), />>1. Пусть f (х) — измеримая функ-
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ция, равная 4-со на множестве F.^G и нулю на G — E$ тогда 
существует ряд

со

у ал ?„(*),

I
сходящийся по мере на G к f(x). причем.

11m ая = 0.
/7-Х

Доказательство. Возьмем функцию

У-(х) =
1, при х£Еа, 

О, при x£G — E0.

Возьмем последовательность положительных чисел (е„|, где
ОО
У < 4- оо.
л=1

(4.71

(4.8)

Применяя лемму 2, определим функцию Ւ} (x)£Lp(G). обладающую 
следующими свойствами:

а) Ft (х) = 7.(х), всюду на (7 — ev где

meser< ' ;
2

?) |ճս|<1տյ» Для вссх /г = Ь » где

«1*  = ( Ft (л-) (л-) dx\
о

7) для любого е-сО- ժ,
п
У Qja ?a (a-) 

л=1
для всех п — 1, 2, • ■ 

Очевидно, ряд

< ij 4- 2 I (AJ = а։ 4֊ 2 fines е- Е0)"р

со

V «1А֊?На)
А'=1

сходится в среднем порядка р, а следовательно и по мере, на G— е։ 
к функции 'Z(x).

Так как

mes[(7 f0(O—cj]^mes (G Eo) \ mes |G—(G -e,)]<mes (G £0)4- -֊- • 

io будет

mes Eo (G — cj > mes ճ0 —у • (4.9)
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Так как ряд
<Х/
У «и- ?А- (х)

*-1

ГОДИТСЯ по мере на множестве Ец (G ех) к Z (х), т. е. к 1,то мож 
но взять число «յ настолько большое, что для точек множества
/:<>(</֊ ճյ) будем иметь при л.>//։

У «и (*)>֊£֊  

Л=1
>mes [£(>• (О —<?։)]-֊-• (4.10)

Отсюда, принимая во внимание (4.9). получаем

mes f/д.
п
У, «I» ?л(Л*)>  —

Л=1
> mes Fq г (4.И)

При
Вновь применяя лемму 2, определим F2(x) I.P(G), обладающую 

с.: едующиын свойства м и:

а) 1'2 (х) = Z(х), при х G — ег, где

f?n<=A'„ mes £.><՜— 
2

Р) |ճշ.* 1<^շ. при Л = Լ 2. где
ճշ.*=  1 Л» (х) փ*  (х) rZx; 

ծ

7) для любого множества ecQ г2
п

Л=1
< г2 -г 2 1 7. (х) l|f = s2 2 (mes е £0)։ 1՛,

«Տ=շ при п < nv

(« = 1. 2, -- ); 
п
у О1.Аф*(х)

Л=1

Условию 3) можно удовлетворить, ;ак как число /:։ фиксировано, 
и в силу леммы 2 коэффициенты а:.к можно сделать сколь угодно 
малыми.

Очевидно, ряд
■л՜»

Л=1

сходится в среднем порядка р. а следовательно и по мерс, на мно­
жестве О — ег к функции 'Z(x). где

mes (G — е>) > mes G - •
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Легко видеть, что

mes[(G — ^)ЕП]> mes^ - (4.12)

Следовательно, можно взять число л8>«։ настолько большое, что 
при л > ла будет иметь место неравенство

mes у °?.*  ?*(•«)  >4
Ա-ւ

> mes Z:o — е .. (4.13)

Продолжая этот процесс, мы определим бесконечную матрицу 
действительных чисел II и последовательность натуральных чисел 
(л/|, гдея/<лМ|. / = 1. 2. • • такие, что выполняются следующие 
условия:

А) Нт ан, 0 (/ «= 1, 2, •);

В)
С) ряд

(А= I. 2,...; / ֊ 1.

гс
Ճ "<*?*(*)

сходится в среднем порядка р. а следовательно и по мере, на G к 
некоторой функции Fj(x), совпадающей с 7.(х) на G—е/, где

_ =iи тпгзе/< — . причем выполняется неравенство:

mes ft/;;.» У ?*«)>֊֊  
Д-1

> mes £0 — г;, при п > п,:

D) если e<^G — et. то для любого л = 1, 2....
л

У. (lik'rtix) r < Տք 4- 2 D X (х) խ = կ 4- 2 (mes e ■ ;

E) для любого i > I

I S При ՈՀՈէ-ւ.
• 1

Возьмем ряд 
ОС 
У в*?*(л),

где

(4.14)

(4.15)
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Докажем, что ряд (4.14) удовлетворяет условиям теоремы 4.
Сначала покажем, что ряд (4.14> сходится по мерс на Ео к 4 оо. 

т. е. что для любых М >0 и е>0 найдется целое число Л՛ (/И, е) 
такое, что при /t>.V(/W,s) имеет место

г " 
mes Fcfj V ak <?/. (х) < /И < е. (4.16)

Ա=ւ

Итак, пусть Л/>0, е>0— произвольные числа. Зафиксируем /0 
18столько большое, чтобы было

ОО

/=/0
Рассмотрим ряд 

ОО 
У ?*(•*).  (4.18)

А’=-I 
где

Կէ
Ъ*.  (4.19)

/=1
Так как /0 фиксировано, то ряд (4.18) сходится в среднем порядка р 
на G к функции

ՓՀ (х) = Ւ\ (х) 4 Л (х) 4- • - - 4- Л, (х).

ибо этот ряд есть разложение функции <!>.■„ (х) по базису {фл(х)).
Из сходимости в среднем порядка р ряда (4.18) следует, чю 

Ормы частных сумм этого ряда равномерно ограничены. Следова- 
елыю. существует Л4о^>0 настолько большое, что

п
mes£(4,)[y £/>?*(*)<-  Л]о] < ’ (4.20)

1 J 4

(«= 1. 2, ...).

Возьмем /V (Л1, е) — Л/,+Л. где

?о>2(^4-ЛГо) 1-2 + 6( )• (4.21)

1усть п > Nr (/И, е). Допустим, что //, /ւ<Լրւէ1ւ, I i0-\-p(i.
Рассмотрим сумму 

п
V а* ?4(л՜)- (4.22)

10.ЮЖИМ
Ь I

с.»= У а,։. (4.23)

S—fo+ 1
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В силу (4.15), (4.19) и (4.23) можно написать 
п п п

(л) — լ Ьм ft: (л')4- У Ga-Фл (х) 4- V dikfti(x), (4.24)

k— 1 *=l  bl
где 

со
= ак — (bj.^ 4֊ Сщ ) = V^.r* - (4.25м

s«i+2
Возьмем сумму 

п
У Gft ^ (.v). 

Л=1
Напишем ее в виде: 

/I է п Ո
У 0*  <рл (-V) = У У a st: fk (*)՛+  У а{ 4-1. k ®*  (Л-). (4.26)

Л=! .ч=/04-1 *=1  /г=1

Для каждой из сумм
п
У ?*(*).  '0 4՛ I I 

k=l

имеем, н силу условия С),

m es I У a st cA. (д-)> 

’ «=1
> mes Eo €A. (4.27)

ибо и > n.Հ>ո ։> >//,; i .
Отсюда следует:

r z ,f I r*
mes£(/:,) У У avA9fcU)>--(7 70) >։ncsE0—e,.

1 Y-/.. 4 =i  “ «-М-։*

Из (4.17) и из того, что

/ — /0 > рп > 2 (М -|- /Ио) 4-2 6

получаем 
i

mesE(A„) У
п

ft: (х) ?> 41 4- Л’о 4 1 ■ 3
k=l

В Հ

(-1.23)

С другой стороны, в силу условия D), (4.17) и включения G cz[0, 1] 
имеем
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где

1 dx<W’t

nies (О' — е^\) > mes Ci — ,, 6rnes 6-----
8 (/>U-

ому множество тех точек из (i—e^i, где

Y «»• ֊ г, * ?/.• их—з (—р \ £ /
еег меру меньшую, чем

Но так как

mes (G — в; 1) > mes Ео - --֊

то будем иметь

<?/+։. * й>Х֊Г\ £ '
(4.29)

Из (4.28) и (4.29), учитывая равенство (4.26), получаем:

mes О*?л(х)>/И - Л1о
*=1

I > mes Еп — '>• (4.30)

Из (4.20) и (4.30) следует:

п "
V /;,Л. (х)+ C'lk (х) > .И 4 1

А=1 *=1
Теперь рассмотрим сумму 

п 
լ dik^i<(x), 

k^\
Учитывая равенство (4.25), легко видеть, что справедливо неравенство:

3 
^>теьЯ0 £. (4.3 В

4

'Հ ~ и Հ
V dik?k(x) о<^ V ast!^.(x) r- 

' *=l  «

Так как z/X'Ou. то в силу условия Е) имеем:

I S a,^k(x) - . .$>/'4-2-

А=1

(4.32)
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Следовательно, из (4.17) и (4.32) получаем:
п со
Ջ ^?А֊(Х) о_: £®/ <

k֊--\ x=it2
(t > /0). (4.33)

т. е.
п
У Հ*  ?*•(*)
Л=1

(/ > Գ).

Отсюда следует, что
п

mes/Г V — 1

7г=1
Следовательно, будем иметь

п
mes У d.к (л-i > — 1

Л=1
Из (4.31) и (4.34), принимая во внимание (4.24). получаем:

mes ձ՝ր/; յ [.Տ’« (х) > Л1 ] > mes ճ0 — e.

(4.34)

(4.35)
Таким образом, мы доказали, что

mes Е<к.» (л*)  < Л4| < ւ, при и '> Л՛ (Л/, г) = Zo 4- p0.

И.ак, мы доказали, что ряд (4.14) сходи.ся по мере па множестве 
Еп к 4- оо.

Чтобы закончить доказательство теоремы 4. остается показать, 
что ряд (4 14) на множеств (7 Zf0 сходится по мере к нулю.

Для этого достаточно заметить, что построенная нами матрица 
К «/*■  II удовлетворяет условиям леммы 4 для функции ՛/.(?:), мно­

жества G Ео и последовательности множеств (£т), где Em = G —Е^ 
т — 1, 2,....

В самом деле, условия а) и Ь) леммы 4 непосредственно сле­
дуют из условий \) и В) (стр. 60).

Условие с) леммы 4 следует из условия С) (стр. 60), ибо в си­
лу (4.7) Z (л՝1 — 0 при G —

Условие б) леммы 4 следует из условия D), где положено 
е = G — Ео, ибо е, <= Ео для любого i = 1, 2, ...

Таким образом, ряд (4.14) сходится по мерена О Е(, к нулю.
Коэффициенты этого ряда стремятся к нулю также в силу лем­

мы 4.
Теорема 4) доказана.
Из теоремы I непосредственно следует
Теорема 5. Пусть ?.(.ր)| система функций՝ определенных 

на измеримом множестве. mesG^>0 и образующих нор­
мированный базис в Lf(G), р> 1.
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Пусть f(x) измеримая функция, равная — jo на множестве 
Ео с G и нулю на G — EQ.

Тогда существует ряд

У ап (А), 

д=1
сходящийся но мере на G к f(x), причем

Пт ап = 0. 
л -х՛

Теорема I является непосредственным следствием теорем 3. 4. 5.
Теперь докажем теорему 2.
Пусть/։(х) . Lp(G) — не эквивалентная нулю функция, обращую- 

щаяся в нуль на множестве ճ։ <= G, где

mes G > rnes ձ՜։ > G — <>։. о < ։, < I.

Применяя лемму 3. мы можем определить не эквивалентную ну­
лю функцию /* ։(х) LP(G), обладающую свойствами*:

») Л, (х) = /։ (л*),  при х( G — е„ где 
e^czG — Ev jnesc*j<= x:

W lfli*|< €r՛ k = 2. - . где

Պ*=  ( F՝ (A) bk{x)dx. 
q 

Ряд 
oo
У <2|t?(A) 

*=i
сходится в среднем порядка р, а следовательно и по мере, на G к 
функции Fj (х), обращающейся в нуль на множестве

Положим
0<о=^тах (|«н-1} (4.36)

k
и возьмем последовательность положительных чисел s2, -3, •• так. 
чтобы было:

ос
У Е*<г.  (4.37)

/7=2
Применяя лемму 3 к функции Л, (х), найдем/2(х) (<7). обладаю­
щую свойствами:

а) /2(х) = — Л, (х). при Xi- G ег, где 

լ е2 с: G — Ev mes е2 < s2;
՜ Для того, чтобы ||!ункиия 1-\ (х) была отлична от нуля на множестве поло 

жигельной меры, достаточно взять в лемме 3
< min ( -р у mes £ |/։ (л) փ 0 ] •

5 Измыгпш ЛИ. серки <|чи. мат. наук. № )
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Ю |«շ,*!< 4. k = 1, 2..... где

«շ. а - ( Л(л')'?а- (x)dx\
G

(«=֊ 1, 2,

Очевидно, ряд

լ (fl1 A- -t- (1շ.էէ ) ?ձ՚ (Л')

Л=1

сходится в среднем порядка />, а следовательно и по мере, к неко­
торой функции Ег(х) Lp((i)> обращающейся в нуль на множестве 
Е2 = G —е2, где

Е2^ Eti nies£2>mesC7 ss.
Предположим теперь, что построены ряды.

ОС ОО 30

У а»Чк(х), V л?.а«?а (*).•••, У <w®fe(x).
Л-J A-1 A-1

I
обладающие тем свойством, что ряд

У (Л|А 4՜ «2.А Л/пА ) ?А (а՜)
А-1

сходится в среднем порядка р иа G к некоторой функции Fm (х), об­
ращающейся в нудь на множестве Ет, где

mes (1 > mes Ет > mes (i —
Применяя лемму 3 к функции — Fm (х), мы можем определить 

функцию /,ц.\{х) ((}). обладающую свойствами:

7) (х) = - Fm (X), при х G - е,п+\, где

tf/n-i с- G Em, mes£m4t <С-« I i
6) ^.| l. A-|<Sm 1,А- = Ь 2. где

atn~\.k ՜ j fm + \ (А) Од. (X) dX\
G

II v՝ II■f) I У Лл, + |Л (X) <£m + | (n = 1. 2, ...).
.1 ||£«

Очевидно, ряд
•x>
լ (<Zia -Ь Q-2. * 4՜ • • • 4- atn-r I. a) Va (x)
A~I
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сходится в среднем порядка р, а следовательно н по мере, на G к 
некоторой функции F„, • (х)£ Lp ((}), обращающейся в нуль на неко­
тором множестве £'«-։, где

и Ет, mes Em+i > mes (i — .

Таким образом, вами будут построены бесконечная матрица 
II ап-1| и последовательное՛! ь множеств /Հ с Թ cz ... с с ..кото­

рые удовлетворяют условиям леммы 4, где положено £0 (1 и 
W-0.

Возьмем ряд

£**?*(•*)•  (4.38)

* J ֆոէ-՚էւկյկարւպ Լ հավասարվեք —ОС կամ —ՕՕ րյրական 4ափէ բաղմու.-^
թ յան վրսւէ

Հ-1

где 

со
= S а‘к- (4-39)

М1

Тогда по лемме 4 ряд (4.38) сходится по мере на (i к нулю и 
lim afl — 0. 
Il -«

Из условий 3) и из соотношений (4.36). (4.37) и (4.39) непосред­
ственно видно, что не все ап равны нулю.

Теорема 2 доказана.
Институт математики

и механики АП Армянской ССР Поступило 5 Xi 1956

и». О.. (Փսւլսւ|յան

ՏԱՐԱԾՈՒԹՅԱՆ ՐԱՋՒՍՆեՐհ ՇԱՐՔեՐԸ ԸՍՏ ՋԱՓհ 
ՋՈՒԴԱՄՒՏՎ-եԼՈՒ ՄԱՍՒՆ

Ա Մ Փ Ո Փ Ո Ի Մ

f^bnphll' I. Եթե (I դրական yuJifi/i ւււււհմանավւակ րաւչմռթյան վր ա 
որոշված (X)| ֆոննկցխւէնեք'/' հսվ ո [• I/ ական ութ յու.ն ր Հանդ }ւ и ան ոսմ է 
նորմավորված րադիո Լր(G).p>l """րած ու [J յան «/'I; 9. ապա (յ րադւքու- 
Pյան 'll'"' որոշված րանկաւյած ք \X)*  ՝Ւ"' ^'հօՒ!Ւ ^ամար դոյոէ.֊
P յա.ն ni'lift ւս յնպ/ւոի

CO
Y ЛПОЯ(X)
Л — 1
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Հարը, որը (յ րաղմության վրա ըստ չտփի ղու դամիտում Լ /(x) էիունկ 
ցի ույին, ընդ որում

lim а„ = О» 
«•»ж

p'bnpbll 2. Եթե (i դրական չափի ււսւհմանափակ րաղմության վրւ 
որււչված <?., (X)‘ ֆունկցիաների հ и^ П րդական ութ յուն ր հանդիսանում 
րաղիս I ր((1), /?>! տարածության մեջ, ապա գոյություն ունի տյնպիււ

<Хз
У Йл<?л(Х)
/I — է

շարք, որը (յ րաղմության վրա ըստ չափի զուգամիտում Լ զերոյի և որ 
••չ րոլոր գործակիցներն են հավասար ղերււյի, րնդ որում

limdfl = O' Л-00
С и in չափի զուգամիտությունը սահմանվում Լ հետևյալ կերպ.
UiuKifiulini il“ G գրական չափի րաղմության վրա որոշված (Л(х)1 չ- 

փեէի համարյա ամենուրեք վերջավոր ֆունկցիաների հաջորդականություն 
ըստ չափի դ/էւդամիտում է f(X) չափեէի ֆունկցիային, եթե դոյությոլ 

{gn(*)' f և (ая(х)} չւսփելի ու համարյա ամենու րևր վերհւսվոր ֆուն^ 
ցի աներ ի հաջորդականություններ այնպես, որ

A(x) = ^.,(x) փ ал(х).
որտեղ

lim £и(х) =/(х)
Л—«>

համ ար յա ամ են tn րե յւ G-ի վր՚“ և |a„(x)) հաջորդ տկանու թ յա.նր (?*■/»  վ(>
րաո չափի զուգամիտում I; գերււյի։

Թեորեմ 1֊ը ապացուցված Լ եգեէ Մենչով ի կողմից այն 
դեպքում, երր {®л(х)) սիստեմը համընկնում I, J СОЬ Ո X, Տ1Ո /ZX) 
հետ [.?]։

մ ասնավ.
աոե

:՛
••Ւ ‘4’
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МАТЕМАТИКА

Р. Л. Александрин

О корректности одной смешанной задачи 
и о спектральной эквивалентности связанных 

с нею двух операторов

В работе изучается некоторая система дифференциальных урав­
нений. которая в известном смысле является простейшей из систем 
типа С. Л. Соболева, т. е. систем не типа Ковалевской, для которых 
все же задача Кони։ поставлена корректно.

Такие системы встречаются в некоторых вопросах гидродинамики 
н были впервые изучены С. Л. Соболевым, который решил задачу 
Коши в явном виде для некоторых специальных случаев, путем по­
строения соответствующих фундаментальных решений. Исследование 
этих формул, дающих решение задачи Коши, обнаружило некоторые 
специфические особенности качественных свойств решений таких 
систем. Эти специальные свойства выявляются сильнее, когда рассма­
тривается не задача Коши, а смешанная задача, т. е. когда область 
изменения пространственных переменных имеет границу.

Наряду с упомянутой системой в работе рассматривается тесно 
связанное с нею уравнение четвертого порядка; указывается способ 
шостроення решения системы по данному решению уравнения четвер­
то порядка и наоборот.

Доказывается корректность постановки смешанной задачи как 
Вя системы, так и для уравнения четвертого порядка, путем сведе­
ния этих задач к решению задачи Коши для операторных уравнении 
в.соответствующих функциональных пространствах.

Устанавливается спектральная эквивалентность операторов .4 и 
К. порожденных смешанной задачей соответственно для упомянутой 
системы и уравнения четвертого порядка. Указывается способ сведе­
ния построения резольвенты самосопряженного оператора .4 к реше­
нию задачи Дирихле для одной системы дифференциальных уравне­
ний второгб порядка.

Для последней системы фундаментальное решение выписывается 
в явном виде.

Краткое содержание некоторых результатов работы было опуб­
ликовано автором в заметке [2], причем, как формулировки, так и
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доказательства этих результатов значительно упрощены. Результат 
не упомянутые в этой заметке, публикуются впервые.

Г. В этом пункте подробно излагается постановка задачи, 
также устанавливается тесная связь между одной системой дифф 
ренциальных уравнений и уравнением четвертою порядка, упок.чи 
тых в введении. j

Рассматривается следующая система дифференциальных ура 
нений:

Ժ-Հ. 
дР

дР
дх

=д'’ (||
at- ay

div V=^+-^ = 0. (I J

ax dy

которая, очевидно, не является системой типа Ковалевской, одна» 
можно показать, что задача Кош к для системы (1) поставлена ко 
ректно и, более того, построить формулы, дающие решение зада» 
Коши в явном виде. Как уже говорилось выше, мы изучаем смеша 
ную задачу для системы (1). Всюду в дальнейшем мы будем спиш 
что независимые переменные л*, у (пространственные координаты) ց 
системе (1) изменяются в некоторой ограниченной области D с гдадч 
кой границей Г на плоскости XY, а />0.

Вектор V(x, у, է.) с компонентами 1Հ и 1Հ. вместе со скалярной I 
функцией Р(а', у, 0 составляют решение системы (1), если она^оЯ 
ладаю. соответствующими производными и обращают систему (1)11 
тождество по .х, у. / в области их изменения.

Задача С. Л. Соболева, или. коротко, задача (С) для системы (Г-1 
состоит в отыскании такого решения, которое удовлетворяет следуй- 
щим дополнительным условиям:

Цх. у, б|== Р(։|м-.у). till

dV 
di

= Г/։|(А'. У).

/-0

-з-ЗЯ

Р(х, у, /)| = 0 при всех г>0. '•’1
Одновременно с системой (1) рассмотрим следующее уравне»

четвертого порядка:
Ժ՜“ձ« . о-it л --------- 1------- — (). 
dt- dy-

где ձ =------ В - оператор Лапласа.
dx- dy-
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Задача (С) для уравнения (4) состоит 
лян, которое удовлетворяет условиям:

« | = %(*. У).

7-0

в отыскании такого реше֊

(5.1)

ди
dt = У).

/-о
(5.2)

и (х, v, /); — о 
'г

при всех />0. (6)

Мы изучим вопросы существования, единственности и коррект- 
яостн указанных выше задач.

Заметим, прежде всего, что система (1) тесно связана с уравне­
нием (4), а именно имеет место следующая теорема.

Теорема 1. Если гладкие У(х, у, է) и Р(х, у, է) удовлетво­
ряют системе (J) при условии (3), то Р(х,у, է) удовлетворяет 

уравнению (4) и при заданном И(х, у, է.) определяется единствен­
ный образом. Обратно, если и - /?(х, у, /) удовлетворяет уровне- 

нению (4) и условию (3), то существует вектор 1'(х, у, /), кото­
рой вместе с Р(х, у. Г) составляет решение системы (/), причем 
разность любых двух таких векторов имеет компоненты вида 
■К = <л'у, /), V'x = /;(х, /).

Доказательство. Продифференцировав (1.1), (1-2) соответст­
венно по х и у. почленно сложив, приняв во внимание (1.3), полу­
чки:

дх
Պ

ի. с. Р(х, у, է) удовлетворяет при каждом фиксированном / уравне­
нию Пуассона (7) и граничному условию (3); поэтому, в силу един- 

— ►
ргвснносш решения задачи Дирихле, при заданном lz(x, у, /) лейст- 
лителько определяется единственным образом.

Продифференцировав, далее (7), дважды но z и принимая во вни- 
хдняс (1.3) и (1.2), легко убеждаемся в справедливости первой части 
;eopt.՝3H 1. Пусть теперь Р(х, у. /) удовлетворяет уравнению (4) и 
условию (3). Составим для данного /Дх, у, О уравнение

- р(х. у.;?). ժ/4 ժ/2 •> 1
(8)

которое можно рассматривать как обыкновенное дифференциальное 
уравнение. Легко доказать, что при таком /Чх, у, է) уравнение (8) 

Ейкевт решение /(х, у. /). удовлетворяющее уравнению (4). Для этого 
ло«л.т:очно написать общее решение уравнения (8), подставить его в 
учнн-ение (4) и подобрать четыре произвольные функции от х и у, 
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входящие в общее решение уравнения (8), так, чтобы обратить ур: 
некие (4) в тождество.

Пусть теперь Р(х, у. г) такое решение уравнения (8), котор

удовлетворяет уравнению (4); тогда, полагая И, - — . 1\ 
дхдР

Ժ7
дудР ду ’

. непосредственно убеждаем!
дР дГ-

что они образуют решение системы (1). Наконец, положив Р֊ 0. ւ 
(7) и (1.3) получаем V'։ = а (у. /), Vy = b{x, է). Теорема I доказан։.

2Հ В этом пункте мы сведем решение задачи (С) как для си­
стемы (1), так в для уравнения (4) к решению задачи Коши для двух 
операторных уравнений в специальным образом построенных гильбер­
товых пространствах, причем удачный подбор скалярных произведет 
кии и операторов существенен для дальнейшего исследования. Попу՜ 
но установим некоторые основные свойства упомянутых оператора։

Пусть На — гильбертово пространство комплексных вектор-фун:- 
ций V (х, у), компоненты которых \'х(х. у) и У., (х, у) определены 
суммируемы с квадратом модуля в области Լ), причем линейные от 
рации обычные, а скалярное произведение задано формулой:

(1Հ W>) = j UlA ■ Wx r 1Հ- \Vv)dxdy.

D

Пусть Զ — линейное многообразие гладких соленоидальных вект՛ 

ров,т. е. 1(л, у) Զ, если 1Հ и Уу имеют непрерывные производив

всех порядков 
dVA оУу

•)х ду
Замыкание

в замкнутой области /> I- Г и всюду в /Jdivl՛՜ 

= 0.

’2 в скалярном произведении (9) обозначим через /1.

Это замыкание может быть описано следующим образом: V’ Нл հօ
—> — —j

да и олько тогда, когда У Нл и обобщенная дивергенция У(х, 1 

равна нулю, т. е. (К grad у) = 0 для всех ?(л, у) Фо. где Фо— 
нейное многообразие бесконечно дифференцируемых в D • Г функцл 
г(х, у), исчезающих вне некоторой области I) , такой, что ՀՀ ^D.

В самом деле, если И /Уд. то существует последовательное!
V' у)( Զ такая, что liin И V՜ V՜ * || - 0. Интегрированием по ч 

«-о
стям легко получим, что ( У , grad») = O для всех ?-.Ф0: нозтох 

-» —» —
(У, grad 't) = (V’— У , grad ср), откуда в силу неравенства Буняко 

ского — Шварца (1Հ grade?) — 0. если ?(х, у) Фо. Легко видеть така*
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что. если V На и (1Հ grad?) = 0 для всех о Фп, то найдется по­
следовательность V' 1 Ճ такая, что lim II V ս' ՚ II -0. т. е. V՛ ///,.

h-.Q
Пусть теперь в плотном в На линейном многообразии (֊2 задан

оператор Л по формуле: 1Г = А 1Հ где
дР

-1Հ-Ւ֊՛ (10.1)
дх

ду
(10.2)

а Р(х, у) определяется при заданном 1Л: Զ единственным образом из 
уравнения (7) и граничного условия (3). в силу единственности реше­
нии задачи Дирихле для уравнения Пуассона.

Семейство векторов V(x, у, /), зависящих от вещественного па­
раметра /. будем называть траекторией в //.•,. если при каждом фик­

сированном է V(X> у, է)ՀНл. Производные траектории по է условим­
ся понимать в смысле сильной сходимости в Нл> т. с. если траекто­
рии дифференцируема в точке /, то
f Ilm |ձ?_ ' -I AL -LILL • օ_ i!=о. (II)

л-о Ifdt հ

Легко видеть, что система (1) может быть записана в виде:

(12) 
дР

а задача (С) сведется к отысканию дважды дифференцируемой тра­

ектории V’(x, V, /). удовлетворяющей уравнению (12) и условиям (2.1) 
к (2.2).

Очевидно, оператор .4 от է не зависит. Поэтому уравнение (12) 
можно рассматривать как обыкновенное уравнение с „постоянными 
коэффициентами“ в пространстве На.

Теорема 2. Для всех V Զ имеют место неравенства

— (V, V)<.(AVt И)^0. (13)
/и. е. оператор .4 ограниченный. 
определенный на Զ.

Д о к а з а т е л ь с i в о 11усгь

симметрический п отрицательно

V !2: тогда, очевидно

| Vx ֊ dxdy j j'pC*. у)-div Vdxdy 

о

или. d силу того, чао div V' 0, получим
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(AV, И)= - f [| Vx\֊dxdy. 

D
Пусть теперь Нц—полное гильбертово пространство, которое по 

лученои результате замыкания Ф„ в метрике, порожденной скалярным 
произведением

№ди dv . ди ՜օօ\ . . Ր(\ , , Տ1
- ---------- -  — - — \dxdy = — | \ձս ՛ vdxdy. (Hl 
дх дх ду ду ) J J

D ' D
Пусть ձ 1 - оператор, обратный к оператору Лапласа при нулевых 

краевых условиях. Рассмотрим оператор
« = -ձ-1.ճ-, (15)

ду-

Ге о рема 2*. Для всех п(х, у) ’Ф0 имеют место неравенства 

— (и, и)в<(Ви, ս)ճՀ0, (13*/

т. е. оператор В, рассматриваемый, на плотном в Hti линейнвх 
многообразии Фо, является ограниченным, симметрическим к отри­
цательно о пр е дел е иным.

Доказательст во. В самом деле, пусть и Ф„, тогда
(* {* _ !* (fill ______

(Ви. и)и = - I iBu-udxdy = I (------и (х, y)dxdy
J J .) J <v2
D D

а с другой стороны (//, Hin­
du 8 , ди Г-1 . ,

֊I — dxdy, поэтому tci 
дх ду I 

рема доказана.
3 . В этом пункте, опираясь на приведенные выше построение 

и теоремы 2 и 2*, мы докажем существование, единственность и не­
прерывную зависимость от начальных данных решения задачи ՝С| 
как для системы (I), так и для уравнения (4Լ

Заметим прежде всего, что. в силу упомянутых георем, опера­
торы Л и В, заданные лишь на плотных соответственно в ПА и Ив 
линейных многообразиях 2 и Ф„. про. олжимы единственным образок 
на все Ւ/а и Ни с сохранением упомянутых в этих теоремах свойств. 
Полученные таким образом самосопряженные операторы мы будех 
по-прежнему обозначать через .4 и В.

Теорема 3. При произвольных V՛''\х, у) и V' (х, у) из На 
существует единственная дважды непрерывно дифференцируемая 

по է траектория V{x, у, /) в Нл. которая удовлетворяет уравне­
нию (12) и начальный условиям (2.1) и (2.2) Эта траектория не- 

прерывно зависит от V и V в смысле сальной сходимости в п,\.
Доказательств о. Будем искать решение уравнения (12), удов­

летворяющее условиям 12.1) и (2.2։, пока формально, в виде степен­
ного ряда
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\'{л-. v, О =V 1Г(*’. 
— Л!

/.'֊■О
(16)

- *(յէ՝
где коэффициенты U” /Հհ подлежат определению.

Полагая, что указанные в (12) операции выполнимы почленно, 
Получим без труда рекуррентные соотношения

—*.£4-21 1
Ա7 = ДГ (/? = 0, 1. 2, • (17)

IW<01 ■»%։>
но из начальных условии очевидно имеем: и = i . w t . по-

этому из (17) коэффициенты IV' ' определяются однозначно, а именно

w™ = л'?”. (18.1)
^'^Л"!/1'1. (18.2!

Lie (р = 0, 1, 2, •••). а пол нулевой степенью оператора .4 понимается 
тождественны:՛. оператор. Таким образом, ря.

ОО

V(x, у. O=v
-|.(2р)! 

/i-О

_Ճ1 w<՛- 
(2/H 1)!

(19)

формально ’.'доалетворяет как уравнению (12). так и условиям (2.1) 
в (2.2).

Рассмотрим теперь ряд. составленный из норм членов ряда (19):

v |z^

- (2/>)! р-0

'?/> -г I
-И!—- j/lV" 

' (2/Н-1)!
(19*)

который, в силу ограниченности оператора .1. сходится яри любом 
фиксированном /; поэтому легко видеть, что как ряд (19), так и ряды, 
получаемые из пего, почленным дифференцированием по է или при­
менением оператора .4 сколько угодно раз, сходятся по норме в про­
странстве На, а его сумма действительно является искомой траекто­
рией. Кроме того, в силу (13), получим оценку:

П-(А-. у. /)||^г (1,1' р. \- ), (20)

нз которой непосредственно следует как единственность, так и не­
прерывная зависимость oi начальных данных в смысле сильной схо­
димости в НА.

Легко видеть, далее, что уравнение (41 можно записать в виде

д-и
дй = Ни. (21)

где оператор /т не зависит oi է и является ограниченным в простран­
стве На. причем ||Bj| = 1.

Поэтому решение задачи (С) для уравнения (4) сводится к на­
хождению дважды дифференцируемой траектории и\х, у, // в 1!1(.
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которая удовлетворяет уравнению (2.1) и начальным условиям (аД 
н (5.2). |

Поступая совершенно так же, как в случае уравнения (12), лена! 
доказать, что искомая траектория и (х, у, /) представляется степеЛ 
ным рядом |

" <*• $ = S17^7 •”) + в՞^ •'■)] s
/>-(1

причем ряды, полученные из (22) путем конечного числа почленнш! 
дифференцирований по / или применения оператора В, сходятся в 
норме и пространстве ///?. Кроме того, имеет место оценка

у. /)||я<е|'|(|!Ф»11я + 11Ф1,|У. (23

т. е. нерпа следующая теорема.
Теорема. 3*. При любых О0(х, у) и Ф։(л-, у) из Ив сущее т 

event единственная дважды дифференцируемая по է траектори. 
в Нву которая удовлетворяет уравнению (2!) и начальным уело 
виям (5.1), (5.2).

Эта траектория зависит непрерывно от начальных данных : 
смысле сильной сходимости в //Л.

Замечание. Построенные выше траектории V{x. у. /) //д i 
«(-*, у, /) /7л. очевидно, нс всегда являются решением задачи (С) со 
ответственно для системы (I) и уравнения (4) в классическом смысле 
однако представляют собой решение этих задач в некотором обоб 
щенком смысле.

Так, например, и (х. у, г), определенная формулой (22). удовле 
творяет при всех следующему интегральному соотношению:

֊“.<?) = («, (21’
of- }н

для всех ?(л՜, у), гладких в Г), исчезающих на Г. которое эквива 
лентно уравнению (4) и граничному условию (3), если и.(х, у. /) глад 
кая в /); а при /=0 удовлетворяет начальным условиям (5.1), (5.2 
в смысле равенства элементов Нв.

Легко видеть, далее, что оператор В интегродифференциальный 
он ре де ле и н ы й фор му л ой:

/й/ = i I G(x, у, .v„, у0) — մ.<օՀ\’0, 
J J оу<ь

D
где 6՜ —функция Грина оператора Лапласа при нулевых краевых уело 
виях.

4 . В .этом пункте мы докажем спектральную эквивалентност։ 
самосопряженных операторов .4 и В. Предварительно заметим, чтс 
верна следующая теорема.

Гео рема 4. При любой области D числа л — —1 и ). = ( 
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являются собственными значениями оператора Д, причем соот­
ветствующие нм собственные подпространства бесконечномерны.

Доказательство. В самом деле, записав уравнение Л V — 
дР дР— V в компонентах, получим — = Он 1Հ— пли. в силу (3). /-* — О, 
дх ду

= 0, откуда, в силу (7). УЛ д. (у), г. е. если Iх—собственный век­
тор, соответствующий собственному значению — I, то зависит 
только от у, a Vy - 0. Обратно, всякий такой вектор, не эквивалент­
ный нулю, является собственным вектором, соответствующим собст­
венному значению а— 1. так как для такого вектора уравнение 
(7) превращается в уравнение Лапласа, и из (3) следует Р(х. у) = 0; 

поэтому уравнение ДР՜--֊֊ V удовлетворяется тождественно. Случаи 
X —0 разбирается также элементарно. Теорема доказана.

Орто։опальную сумму собственных подпространств, соответству­
ющих собственным значениям >- = 1 н л = 0, обозначим через /7.1,
и пусть НА - НА На՝, тогда верна следующая теорема.

Теорема 5. Собственные значения оператора А, рассматри­
ваемого на подпространстве НЛ. и оператора Р, во всем простран­
стве Нц, совпадают вместе с их кратностями.

Доказательство. Из (13) и из теоремы 1 следует, что для 
всех л вне интервала ( 1, 0) резольвента оператора Л существует, 
и стало быть уравнение

{А— )./:)1х = 0 (24)
имеет в Н..\ только тривиальное решение. Пусть теперь У"&>(д՜, у)— соб­

ственный вектор, соответствующий собственному значению Հհ՜ (—1, 0), 
который предполагается пока гладким. Из уравнения (7) и гранич­

ного условия (3) легко следует, что при заданном гладком V՜ //л 
функция Р(х, у) определяется однозначно и, наоборот, при задан֊ 

ном Л(х, у) вектор V НА определяется однозначно. Условимся 

связанные таким образом lz и Р называть соответствующими. Пусть 

теперь /■’’ '(л՜, у) соответствует собственному вектору V ; тогда, за­
писав уравнение Д1'( 1 = Հ։1/(' в компонентах, получим

_ = (24.1)
дх

(24.2) 
dy

или, в силу (1.3).
дР<о>= -L-.ժ2/յ(0)-

l — ).о дх- 
огкуда немедленно:

РР^ Х/Ղ (25)
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аавтнвнакм|*|* — ՛՛ - ■   —=—• • ՛ “~ - ■ — ■--    "=

Если бы Р( "' О, то из V' Нд имели бы i/՜ևօ. Таким обра-
->(О|

зом, если V — собственный вектор, соответствующий собственному 
значению Հ>, то Р''Хх, у), соответствующая этому вектору, является 
собственной функцией оператора В, соответствующей этому же соб­
ственному значению. Пусть теперь и — н0(х, у) — гладкая функция та­
кая, что Впа = л0//0, причем ии - 0. Тогда, очевидно, «й(х, у՝ исчезает 
на границе и удовлетворяет уравнению

<?Ч оа«<> =0 ,2б)
их- ).о ' ду* ' Լ '

Составим вектор IZ( \(х, v) с компонентами 1Հ"’ = —-— • и
14֊ Хо дх

И'"=—•^Ջ" Очевидно, У՝0>(л, v)-//A и V ' ± 0. Найдем функцию

Рп(х, у). соответствующую вектору I/ . г. е. решим уравнение Пу- 
. 1 ժ2«ոассона Д« =-------------- --  при нулевых краевых условиях: тогда полу-

I ь Aft дх-
чнм Р0(х, у) ип(х. v). Теперь уже очевидно, что построенный выше

•|0}

вектор V (х. у) удовлетворяе՛! соотношениям (24.1) и (24.2), т. е. 
если v) гладкая собственная функция оператора В. то вектор 

V с указанными выше компонентами является собственным векто­
ром оператора .4. соответствующим тому же собственному значению.

Пусть теперь V '.'На не гладкий собственный вектор и пусть 
i”1"՝ tt9V последовательность гладких векторов из Нл таких, что

Нт . 1/’“’- V'՞’ = 0.
Л-0

Пусть, далее, функции Р՝" {х, у} соответствуют гладким векто- 
,տո՝է чрам V : тогда последовательность Р (л՜, у) сходится в себе в мет­

рике Нд. и в силу полно 1ы Ни существует />;0!р Нв» к которой она 
сходится.

В самом деле, легко видеть, что если Р(х, у) соответствует век­

тору V^Ha. то имеет место оценка

|P|li=||gradP!|= .41>+/Vr1« ДГ)|+ ./Vl=g2Jl/||, (27)

где IV— вектор с компонентами V\ н О
Обозначим (Д KnF.) V"՛.= Тогда, в силу ограниченности опе­

ратора .4. компоненты Ա՛Հ՛9 и Ա/Հ0 будут стремиться к нулю в LZ{D). 
Поэтому, применяя неравенство Буняковского — Шварца, легко полу­
чим. чт о
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lim —— [ С и'Лл).^ dxdy = 0.
«-•' Ч- >-oJ J dx

1) 

11m — C ՌՀ.՞’-^ (tally = 0 
Հ.Ս <tyD

для всех гладких в 1)у(х, у), исчезающих на Г. откуда немедленно
, Г Г дР<п> о? , 1 + Х0 dPw д* ( . ..
Нт —------- ֊֊г—֊----------т=- dxdy —О,
”’•* JJ dx дх ло dy dy 

D
и так как IP*'” —il-> 0, то

д' , 4լՀ 
дх ‘ л0

0Р^ ժփ 
ду ду

dxdy — 0,

т. е. (ЙР"’-),/''01, № -֊(> для всех ?(х, у) из плотного в Ни ли- 
неала.

Аналогичные рассуждения позволяют освободиться в остальных 
.-по) пунктах доказательства теоремы от предположения гладкости V или

Р . Легко убедиться, далее, что линейно независимым собственным 
векторам оператора А соответствуют линейно независимые собствен­
ные функции оператора В и наоборот Теорема 5 доказана.

Обозначим соответственно через S(A). S(B^ совокупности точек 
спектра операторов А и В. Имеет место следующая теорема.

7՜еоре м а 6. S (А) — S (В).
Доказательство. Пусть л0 ֊' $д: тогда, очевидно, существует

последовательность гладких таких, что ||1'"'|| - I, a llmjj(A—
«—о

■֊ >.ft/:jV’'r>i] = O. Поэтому, если //я) 'Լ На соот ветствуют Р՝'°. то. как бы­
ло показано выше.

Нт '■о) ду "ду\ dxdy о

для всех гладких փ (л*, у), исчезающих на Г. Обозначим ВР‘\}Р'! ֊ 
= Q ”:(x. у): тогда, очевидно, Q ՛ ՝ гладкая в /J н исчезающая на Г функ- 

дгР՝п^
пня такая, что AQ"'1 ֊֊Хо-—-֊ (1 Հ- Հ() • Легко видеть, что

ох՝ ду~т. ->.^+
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+VyK^~)dxdy ՜ք fi ~ + (i +Ч)^Л>-— 
у п х &У

откуда HQ ’”|le^pVz< . где, как и выше. IV ’ = (Я — \Е) l/00. Поэтом 

11т[|/?Р'"’—Հ//դ) °- Заметив, что V՛*՝ I, легко заключаем,-чи

нормы Ц/*"” /, не могут стремиться к нулю, следовательно 5(Л)с5(Яр 
Пусть теперь >֊<,£.S՝(/*); тогда существует последовательность гладки 
функций нп(л,.у), исчезающих на Г, таких, что ||«4» * и Hinj|/k,-

j
— \>М 0. Обозначим Нцл — лан„ и„; Тогда, очевидно, vn (л*, у) лб 

> о*и„ , . . &ия
чезает на I и дй—- 4- (I ф /.«,) —= - ձ-ւ»«.

Лс’ оу2

Составим вектор У*в>(л. у) с компонентами V?’ —-—ք 
I -|- Ад Ժ,Հ

I ov„ ։/я։ 1 оия , I ժ-1'л
4- ТТ. ■ ч к----7՜’ vr = •----- •" т—77------ ГГ ’ • иоторын принц

МЧ-Ч) Ч>' а. оу МЧ-Հ») <>у
лежит Ил, так как div V*•*= 0.

Пусть теперь Рг\х. у) соответствует вектору 1/(я\ a IVW՜ 
= (.4 — f.QE)V{n>. Легко видеть, что

дх Хо дх

<^3д______!_ ,
оу 1 +4 оу

«де сл(х. V)- Р'г' (а. V)- ип(х,у\ Так как ՜հ, я-*0. то остается ;.о> 
казать, что |5„Je֊*0. Оценим дтя этого квадрат нормы:

Цвл? = — | \ ^B -3adxdy = ( [Д«я - ^J^'^dxdy = 
D О

откуда, очевидно, Пт ая(х, у) я = 0. Наконец, если бы || V՛ || ֊* 0. то 
п

из (27) следовало Р՝ н -* 0. что нелепо. Теорема 6 доказана. ]

5 . В этом пункте .мы сведем построение резольвенты оператороя 
Д и В к решению первой краевой задачи для одной системы днф|х!՛ I 
ренциальных уравнений второго порядка с постоянными коэффвцисн՛ I 
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тайн Выпишем для нес фундаментальное решение в явном виде и 
мменни характер особенности этого решения, когда параметр Հ стре 
мшен к точкам спектра.

Рассмотрим уравнение

(Д -k£)V’ = Ա՛Հ (28)

где U -произвольный заданный вектор из 2. Из (13) следует, что для 
всех ' вне отрезки 1. 0] существует ограниченный оператор /ձ =

* -«(Л—л£) 1 Пусть Р(л. у)соответствует искомому вектору V£fi\ ;

•гогдн из (28). н силу div И—О, получим

^4-ևԼճ.ճ^ճ (2<М
дх* X оу: дх ). и у

Хроме того, из рассуждений предыдущего пункта следует, что для 

нахождения U достаточно найти Р(х, у), атак как X, вообще говоря, 
комплексно, то следует искать Р(х, у) в виде />=м1 |-й/2. Поэтому 
уравнение (29) превратится в систему

ժն/յ
ди-

0гц. д*и:---  ‘ ----  
ду- «у1

у).

дх* оу* + Պ-
(f*Ut 
оу*

V).

(29.1)

(29.2)

тде положено , . , 14-ՃԺԱ7,
= «,4- ia3. ֊------հ֊----- т

ох ду оу
Таким образом, построение резольвенты оператора .-1 свелось к 

отысканию пары функции ut{x. у), «?(х, у), удовлетворяющих (29.1), 
1'29.2) и исчезающих на Г, т. с. к первой краевой задаче для этой 
системы, которая является частным случаем систем, подробно изу- 
чештых М. И. В и шиком [3]. В этой работе указаны необходимые и 
достаточные условия, при которых первая краевая задача для этой 

гастемы. разрешима единственным образом. Эти условия состоят в сле­
дующем: либо и2 0. либо «2 = 0, но «։>0. Легко видеть, что до- 

[Сшочтюсть этих условий следует из неравенства (13), □ необходн- 
BJiKii. вытекает из одного результата автора [!|: спектр оператора 
U при любой области I.) совпадает с отрезком [ 1.0].

рассмотрим систему (29.11. (29.2) снова как одно комплексное 
уршснис

. о-и ։ о*и .. .ձ. и------------и1------ -/(х. V),«х3 ду* J

«Д« ддя удобства положено — И3; поэтому условие X £ | 1,0]

тмадделтно условию 7/лр * 0. Рассмотрим функцию д. (х, у. |») 

fer? 1и(у: p'.v:/.՛• вещ :гз :нный параметр, который, и

il.wntu All. (ерш фих-м։:. |Uv. ,v i
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силу условия /гпр. -г 0, можно считать однозначной аналитической фунт 
„ . in s’иней х и у, причем легко сосчитать, что Д. т» = —----------------------

* {у2-ц*х*+^
Легко убедиться, далее, что интеграл от ձ\Հ: по всей плоскости с\ 
шествует и не зависит от г. а именно:

^Д;,7с(х. у. рМдч/у = I, 

— ^6
Обозначим предельную функцию через х(х, у, и):

1 (Л՜, У. |*) ֊֊— Inn In (у2 — |12дг ֊; г*). 
4г/Ա ։~Н)

Тогда, очевидно, в силу условия /wj* а 0. что у(л*. у, р) определен 
всюду, кроме начала коордияат, и всюду, кроме начала, удовлетвс 
ряет однородному уравнению ДЛ// — 0. Легко видеть, далее, что, в 
всяком случае для всех непрерывных и финитных функций -и (л՜, \ 
имеет место предельное соотношение 

+»
Ilin j ji’(л',,у)Д>.7 (х, у, \i)dxdy = 0). (30

—֊
Таким образом, если оЛ(, функционал Дирака, сосредоточенны

в точке /И0(х0, у„), то функция ?(х, у, х„, у0, и) - - — In [{у у„)2- 
;::/р

Р2(х х,,)-] удовлетворяет уравнению A>« = rMf։i в смысле соотношу 
пня (30) и, стало быть, является фундаментальным решением ураине 
ния (29).

Отделяя вещественную и мнимую части, получим фундамен 
тальиое решение системы (29.1). (29.2). Полученные фундаментальны 
решения позволяют построить соответствующую функцию Грина 
доказать, что /?.֊. является интегральным оператором типа Карлеманс 
однако здесь мы этого делать нс будем.

Заметим теперь, что когда Հ стремится к гонкам спектра, г. с 
Imp. -0, то в пределе уравнение (29) становится вещественным и ги 
перболическим, а его фундаментальное решение получает вил:

I (х, у, х<„ уоа) = Re —Հ- In [(у - у0)= — յւ?(* х0)2] 
4-/}t

— ЯГ? {[(У -Уо) ֊ И (Л- А-(|)][(у —ул) + JA (х - Xrt)]|.
4-а

Таким образом, в предельном случае, Inin — 0 фундаментально 
решение обращается в кусочно постоянную функцию и представ л яс 
собой линейную комбинацию характеристических функций полуплс 
скостей, определяемых характеристиками уравнения (29), проходящим 
через точку Л/о.
11нститу| математики и механики

АН Армянской ССР Поступило 21 XII 195
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<>•- tl.. U.|bpiiuiGijpյա6

1ГЬ հԱՌԸ ԻՆԴՐՒ ԿՈՐՐեԿՏՈհԹՅԱՆ ЬЧ_ ՆՐԱ ZbS ԿԱՊՎԱԾ 
եՐԿՈՏ ՕՊևՐԱՏՈՐՆեՐՒ ՍՊԵԿՏՐԱԼ ձԱՍ՜ԱՐԺԵՔՈհ^ՅԱՆ ՄԱՍԻՆ

II. 1Г Փ (I Փ П |. 1Г

•,/պ վսէծնւմ и ւ и ч ։ ։!ե ։и и ի ր վ ։։ ։ մ Լ դի էիե րե ն gիա/ հավասար։։ ։ ffi/l. ր ի մի 
nfiuuililf, »րր որոշ իմ աս ս։ րրվ սյարդադույնն է այն и ի и տ եէէևե ր ի րյ , որոնց 
համար հոչու քսնդիրր կորրեկտ Լ դրված, չնայած ո ր նրանր Ե ովալեւ1֊ 

-կայսւյի տիպի չեն է Ս.յդ ւդիսի иիստեւեւե ր ծագում են ■ օրինակ, հիդրոմե­
խանիկայի որոշ հար ցերում և ոաա^ին անդամ' ո ։.։։ n ։.։fl։ ա ։։իր վ I։ ք են U. Լ. 
11։դ։րդհի կողմից, "րր կաՈուցել Լ եոշոլ խնդ [՛ ի րացահայտ լոլծումր մի 
*UJlUtl'al' •'/1սէՈ1'մ ի Կամար։ !իո րմ ո։ / տն ե ր ի հե ։ո ա դո ա ։։։ մ ր gut յց

սիստեմների ոյւակակտն հ ա տ կո • /■> / ո ■ ննե ր ի հետարրրիր
ючи"!։ ձ և ահա ւո կռ։ թ յ ։։ ։ ննե ր, ո՜րսն ր ավելի դ։։։յ։։։ո։ն են գաոնո։.մէ երր nt- 

• Л1 ihiui I/ի ր վ„ւ էք կ իւասր խնդիր ր , այսինյւն, երր սւարսւծ ական վւ ո վ։ ո խա կան - 
-11'I՛ '1'"'/' "խ մս։ Л 14իրսլյթ 'h п ր նի եդր ч։դիծ.

Հարիսծքդմ ապացէէԼէյված Լ խաոր խնդրի լուծման գոյությունն ո։ 
մ finikin թյունը մեր սիսաևմի համար, և այդ ծագող երկու օոլե-
ршши րների սւդեկարալ հա մ ա ր •/ե րր։։ fj լո լն ր: /՛ ա rj ի դրանիր, աւգարոլցված 
(. «ր <>ս]երս։տրրրների գեդոլվենտների կաոուցումր րերվու մ I, մասնական 
eriur h if յա ւ ե ե ր и վ հավաոա րուէքեեր ի մի սիսաեմի համար աոաջին եդրային 
ինդրի րս ծմ։ւ։նր, սրի էիունգամեն տա / րր։ ծ ո։ մ ր տրված I; րա r/ահայւո տեո-

նշված են նաև վ^ւ՚ջ^ն {^նդրի լու ծելիո։ թյա*1ւ ոՀեհրամեչւո ե. րավա- 
րս։ր ււրսյմաններ սիսսէեմի գործակիցների տերմիններով։
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МАТЕМАТИКА

Р. М. Мартиросян

О спектре несамосопряженного дифференциального 
оператора — дп -• си в трехмерном пространстве

Введение

Изучению оператора —у" - су. рассматриваемого на прямой, при 
««шественной функции с(д-), посвящено много исследований, главным 
о'фэзо?: в связи с приложениями в квантовой механике. Уже в слу- 
чае пространств двух и трех измерений оператор — Д// -f- си при ве- 
11՛; Iвенной функции c(Q) значительно меньше исследован. И только 
в последнее время появилось несколько работ, посвященных изуче­
нию этого оператора’в случае, когда г (Q) — комплексная функция. От­
метим здесь исследования М. В. Келдыша [I]. в которых, однако, 
оператор рассматривается в ограниченной области пространства, а 
также две работы М. А. Наймарка ([2] и [3]), в которых изучается 
оператор у" -г су на полупрямой, с несамосопряженными граничными 

(условиями, при различных предположениях относительно комплексной 
функции c(.v). Оператор — ձս -г си рассмотрен также в одной заметке 
И. М. Гельфанда [4].
. • Предлагаемая работа, по характеру затронутых в ней вопросов, 
близка к указанным исследованиям М. А. Наймарка [2] и И. М. Гель­
фанда и представляет часть диссертации автора, выполненной в 1954 г. 

Под руководством 11. М. Гельфанда. Ради удобства изложения мы 
здесь ограничиваемся случаем трехмерного пространства, хотя 
бо.-.ышь. часть результатов справедлива и в случаях пространств 

гаюбой размерности.
В работе изучается вопрос о спектре несамосопряженного днф- 

иференциального оператора Ти = Д/г си н гильбертовом простран­
стве Լ (£)'функций, суммируемы,х с квадратом и определенных на 

всем трехмерном эвклидовом пространстве Е. Предполагается, что 
комплексная функция, принадлежащая L2{E).

В основном результаты получены путем сведения задачи о соб- 
[•те.чных значениях рассматриваемого оператора к аналогичной задаче 
ше некоторого интегрального уравнения.

Показано, прежде всего, что оператор 7՜ не может иметь оста- 
иочного спектра и что непрерывный спектр его совпадает с положи* 
I .тельной полуосью. Кроме того, весь спектр лежит внутри некоторой 
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парабо/.ы. Далее, резольвент а оператора 7 есть интегральный оперт ■ 
юр, ядро которого Н(М. Q; /) типа Карлемана и, более .того, имеД 
моего следующая оценка:

|;H(.-U.Q;X) /.(>.). | /7 (.И, Q; >■).■dQ <!.().). И

где функция 7. (/.), принимающая конечные значения, зависит тольа! 
от Что касается дискретного спектра, то он оказывается огранич«- Я 
ным. Кроме того, если r(Q) достаточно мало, в известном смысле, 
дискретный спектр оператора Т может состоять лишь из конечной! 
числа точек. При более жестких условиях дискретного спектра зо-1 
обще вег, что вполне соответствует известным положениям квантовой 
механики.

Для получения указанных результатов нам будет необходимое 
пользоваться некоторыми вспомогательными леммами, доказательств 
которых посвящен § J.

§ I. Вспомогательные предложения I

Функцию /(Q). заданную в трехмерном пространстве £, Суда 
называть финитной, если она неограниченно дифференцируема н об­
ращается в нуль вне некоторого (нефиксированного) компакта. Под—4] 
мы будем понимать гипермаксимальный оператор, являющийся замы 
канием в пространстве /.2(/ճ) оператора ձս, рассматриваемого м 
множестве всех финитных функций. Область определения его обо- 
значим Զ.

Нетрудно показать, что Զ фактически совпадает с совокупно | 
стыо всех функции, имеющих суммируемый с квадратом сообщено I 
лапласиан в смысле С. Л. Соболева.

Обозначим через /Л резольвенту оператора — Да, Известно.: 
что оператор В, интегральный, именно

B.f(M) ֊ pl>, ,֊ (<IQ {lmt , >0). 

£ 
где положено

сг,г

причем | Т в формуле (i) выбирается из верхней полуплоскости. I 
rMQ обозначает расстояние между точками М и Q.

Всюду в дальнейшем мы будем пользоваться введенными здесь 
обозначениями.

Перейдем теперь к доказательству необходимых в дальиейша 
вспомогательных предложений.

Лемма I. Если հոՀՀԼՕ, mo
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.. /’r3fQ. /'rQ,Q

J r.MQ, rQ.Q
ւ:

(fQ} . <■
i,rMQ

Доказательство. Как мы отмечали выше, резольвента /Л опе- 
пора—Дя есть интегральный операторе ядром Фк> (гмо). Рассмотрим 
йерь оператор Л?- Очевидно, что при 1т \չ ?>0

(j Ф,-(rQ,Q)/(Q)[rfQpQi<

< յՀ<4){ j փ.-<Գ,«) /(Q)'rfQpQ. 
E

v. дважды пользуясь ограниченностью оператора В,., убеждаемся в 
что интеграл в правой части представляет функцию, суммируе­

мую с квадратом и, следовательно, конечную почти для всех Ж. Сле­
довательно, для таких Ж можно, в силу теоремы Фубини, менять 
: ток интегрирования в

I в;7(,и) = քփ(_(гMQi >( քф, г rf«}
E E

А ?io показывает, что

еегь ядро оператора В՝. С другой стороны, хорошо известно, что

«х2 = -֊-й։. (4)

тде дифференцирование на .о понимать в смысле сильной сходимости 
операторов. Из (3) легко видеть, что лемма будет доказана, если мы 

докажем, что ядро оператора 1‘ В. получается формальным дифферен- 

пированием ядра оператора В, .
Для доказательства последнего утверждения положим, для крат­

кости.
А(г) = Ф։ _(r) [hn\ г. >0),

■ <5>
Имеем в атих обозначениях
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Введем в рассмотрение оператор

/?x/W=pFx(r։,Q)/(Q)rfQ, 1

где определено формулой (5). Согласно замечанию, сделанном;, 
выше, лемма будет доказана, если мы обнаружим, что R. — В[.

Проверим прежде всего, что R — ограниченным оператор. В само» 
деле, применим неравенство Буняковского

р 4'-։(r,(9),rfQ. p՝r,(r,tQ)|.|/(Q),=rfQ I

E E

и заметим, что первый множитель в правой части не зависит от И. 
ибо интегрирование ведется по всему пространству. Пользуясь тео­

ремой Фубини, находим

рЯх/(Л0|’ЛИ=е( յ՜ C|/<Q> ։dQ.

ВЕЕ

что и требовалось.
Теперь имеем, пользуясь неравенством Буняковского,

ll^i+յլ—ճ.jizdr՝’''L I 

(r.4Q)l-i/(Q)|^Q. 
где положено

л!х „= [ | _ Тд ( } dD (7>
Е ’

Заметив, что /Ил,и есть число, не зависящее от выбора точки /И, и 
интегрируя обе части последнего неравенства, придем, пользуясь тео­
ремой Фубини, к следующему неравенству:

\в^~в' -R՛ ^м՝*- «>
Лемма будет доказана, если мы покажем, что

Ит Л7х. ? = 0. (9)
ц—О

Действительно, это будет означать, что R — В*. Но в таком слу­

чае должны совпадать ядра операторов R\ и В\ или, что то же са­

мое, в силу (4) ядра операторов R:, и В?» а последнее утверждение до­
казывает лемму, как это отмечалось выше.

Переходя к доказательству (9), будем считать р настолько малы­
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ми, чтобы точки | л [1 лежали в верхней полуплоскости. Пользуясь 
очевидным соотношением

I К„(г)-Л(г) _ (r)~ |Ч,._ (г) _ >Г։ (г) ।
к

|емедленно получаем оценку

(г) С 2 sup . ՝i‘: (/Ji, 
է€ձ*> и-

(10)

где через А.... мы обозначили отрезок, соединяющий точки >. 4-р и X. 
Нс очевидно, что для достаточно малых յւ, например таких, что 

будем иметь

/«/Г
2

■
откуда, в силу (10), функция

^Н' ч-։(г) .

не превосходит некоторой суммируемой функции, независимо от р.
Но в гаком случае можно перейти к пределу под знаком интеграла в 

ОО
4.-.

и

Ч\(г)!
•гЧг.

jn, в силу самого определения (5) функции Ч\, получим

11m ,Ил։!1 = 0.|Լ-0 
что и требовалось.

В дальнейшем мы существенно используем одно предложение, 
которое, ради удобства изложения, целесообразно представить в виде 
следутйцих трех лемм.

Лемма 2. Пусть даны в трехмерном пространстве два вы­
пуклых компакта Gt и ՇՀ. Тогда при заданном е>0 существует 
такое число I L (Go 67,; s), что для всех к из верхней полупло­
скости. 1րոՀ>0, при выполняется неравенство

<Հ =
ъ

шисим՛) от выбора выпуклой области £)с=<9։ и точек Л/ и Р из
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Доказательство. Предположим сначала, что точки /И и Р не 
совпадают. Очевидно, значение оцениваемого интеграла не измените^ 
если прямую МР принять за ось абсцисс с началом отсчета в сере-' 
дине о։ резка МР и каким-нибудь образом построенными осями Оу и 
()г, Теперь перейдем к другой системе координат. Для у того, обозна­
чив через 2< расстояние r\!Q между точками М и Р, построим сист<м
.му эллипсоидом

х= . у«+г8 
г8՜ ՜1՜ >8-ժ տ|' (Н)

За новые независимые переменные примем х. г, գ, где х. г, <р сияла, 
с х, у, с соотношениями

ж*)՜
------- COS?,

SlU ?

Ясно, что точка Q с координатами х, г. 7 лежит на эллипсоиде (II), и 
поэтому

Гм о -г г.чр -2r (Q = |х» г, <?)). (12),

С другой стороны, якобиан рассматриваемого преобразования, как 
это нетрудно подсчитать, равен

D(x,y,z) г*~с*х*
D(x~r.z) ~ Ժ՜ (131

Теперь обозначим через /? диаметр области О։дО՝э, а через /л’(х, г.?)- 
характеристпческую функцию области D. Тогда на основании вы­
шесказанного ясно, что

R ' R — \
( е Դ/Q -= \е2Л/| | | (х,г, <?)dxdz )dr. (И)

Заметим следующее. Пусть О(Л(, Р\ $) обозначает прямой ци­
линдр, основанием которого служит квадрат со стороной, равной 2о, и ось 
которого проходит через точки .И и Р. Ясно, что можно выбрать * 
столь малым, чтобы объем области G։nG'(Af, Р; 3) не превосходил 
Հ-» независимо от выбора М и Рнз0։. С другой стороны, любую вы­

пуклую область Dc.(jx можно представить в виде суммы области 
Dftli (М. Р\ Շ) и не более четырех выпуклых областей, лежащих вне 
(i (Л1, Р\ й). И так как при указанном выборе число Й должно, оче­
видно, выполняться неравенство

I՛ | < *. я
Пла (М. Р; Ч 
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ро. очевидно, достаточно ограничиться доказательством леммы в том 
Частном случае, когда область D лежит вне G (Л/, Р\ 5).

Итак, можем предположить, что в (14) через I) обозначена про- 
|звольная выпуклая подобласть области (1У, расстояние которой до 
|рямой, соединяющей Л1 и Р, не меньше числа 3, зависящего только от 
►блести (7։, но не от выбора точек Л! и /Հ

Пусть теперь /J, есть сечение области Г.) плоскостью, параллель­
ной плоскости (у. Z) и проходящей через точку л*. лежащую на оси 
Jl/ձ с абсциссой, равной х. Кроме того, обозначим через /7 какое- 
нибудь число, такое, что длина границы произвольного плоского сече- 
Йя области Gj не превосходит /7. Ясно, что этим же числом Н о .спи­
вается длина границы произвольного плоского сечения области D. Те­
перь на границе области £և выберем произвольное число точек 

п обозначим через о»; угол, образуемый двумя лучами, вы­
ходящими из точки х и проходящими через точки а/ и а^։. Тогда, 
поскольку расстояние области Dx oi точки д* не меньше Հ то ясно, что

V| (15)

J-I
Положим теперь

Ф, (л) = | г, ср) do. (16)

и
Из (15) немедленно получаем, при любом выборе чисел րէր-՚.ր»Ււ ,

I v (17)

Далее, рассмотрим интеграл
А’

h j хгФ, (д') dx.

В силу (17), при любом выборе чисел гп ։, имеем
п п R
| ' Կ .,- Կ ।։֊--- Ճ р։ Ч и w - Փր. (հ) । ч* = 
Л-J -R

R. , " \
= р S *r։W Г/А'<То ^Н-

-R \*“« /
Итак, функция /г имеет ограниченную вариацию, не превосходящую

числа -֊ /?А/7. Аналогично убедимся в том. что вариация интеграла оо
А’
(Фг (А-) dx 

-R
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не превосходит 7 HR. С другой стороны, поскольку расстояние обла­

сти I) от оси МР не меньше 2, то ясно, что г 2. i Io тогда понятно, 
на основании вышесказанного, что функция

R
«Чг) = ք (АГ) dx (18>

-А?
имеет ограниченную вариацию, не превосходящую некоторое число 
V(R, ձ), не зависящее ни от выбора области I), ни от выбора точек 
ЛГ и Р.

Сравнив (14), (16) и (18), можем написать

(19)

R
| ‘ 21/J-

о
и, как известно, 

А'
। с շ/ձր । р rf՝F(r) - V7ir;4 (r): հ V(/?֊ ձ).

1 о
А это, вместе с (19), доказывает лемму, поскольку Ч-’(г) ограничена 
некоторым числом, не зависящим от выбора области Г) и точек /И и 
Р. Однако при доказательстве мы предполагали, что А1 и Р не сов­
падают. Пусть теперь Р -М. Тогда, выбрав какую-нибудь последова­
тельность точек Рп -* Р, Р.; G>. отличных от Р. будем, очевидно 
иметь

Г* <7r„ Аг Ր it Г " քյրL> "Qe =■ Hrn I е ո dQ.

b
откуда, на основании доказанного, вытекает справедливость леммы.

Лемма 3. Пусть G — произвольный выпуклый компакт в Л 
Тогда при заданном £>0 можно указать такое число / L((i: i),
что для всех л из верхней полуплоскости, 1тк>0, при / ‘ А. вы- 
Ո о л к яется н ери вен ст во

֊7-,:------- \ < ■-
'mq'qp 

независимо от выбора выпуклой подобласти 1.) компакта G и то­
чек Л1 и Р из Е.

Док а з а т с л ь с т в о. Ясно, что при данном ֊: > 0 можно указать 
такую ограниченную выпуклую область (J., что если хотя бы одна из 



О спектре оператора — ձձ։ 4- С и в трехмерном пространстве 93

точек 51 II Р лежит вне б/\. то модуль оцениваемого интеграла мень-

те, чем - . Поэтому достаточно ограничиться доказательством лем- 
•3

мы в предположении, что точки 51 и Р меняются в области <73. Далее, 
пусть (1 (51, /’; о) обозначает прямой цилиндр, основанием которого 
служит квадрат, со стороной, равной 2*. и ось которого проходит 
через точки 51 и Р. Очевидно, можно выбрать число 5 0 настолько 
малым, чтобы, независимо от выбора точек 51 и Р из 67Э, выполня­
лось неравенство

Г dQ__ ։

»7дО։.М.Р.- «I

С другой стороны, поскольку каждую выпуклую область l)^(i можно 
представить в лиде суммы области /9П<7(51 Р; ձ) и не более четырех 
выпуклых областей, то ясно, что достаточно ограничиться доказатель­
ством леммы в предположении, что D(\(j (5Լ Р՝. Ь) = О.

Теперь зафиксируем точки 5! и Р и рассмотрим произвольную 
область Д с 0 такую, чго ձ Ո G (5f. Р: о) — 0. Найден колебание и>л 
функции 1 в Д. Очевидно, 

r.MqrQp
1 110д а. -------—---- ------  — t

ГМО_. rQ,P ГМО, rQ,P
|де Q, и — определенные точки из Д. Но если через d обозначить 
диаметр области Д, то можно написать

Гм<?, — Гдео, 5- dy, fQ,p— rq.p— dP, где |մ« < d, dp \ Հ. d.
Поэтому, если через R обозначить диаметр О՝2. то

»>»ձ =
T’.iQ -dp ^Qp-dy. d. dp ’'.uQi-dp-r-rQtp dy .2R

r.HQ, ГQ,p Гу(^ rq.p Г mq։ ГQtp Гид, ГQ,p 0

Пусть теперь область I) разложена на произвольное число нс- 

псрекрывзющпхся областей Д-, а « —колебание функции —-------

в ձ;, Согласно предыдущей оценке

У «|д^-теЕДд d niesD ^d ~ mesG. (20)

Далее, обозначив через т. нижнюю грань функции в ձ,, по-
гHQ fQP

лучим
hrMqe Qp 

^Qrqp
dQ

I___
r.MQr QP

пц dQ - լ I e f ' dQ,
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о։ куда
eifrMQp։t,'<}P
- ----- --------- dQ

г.и Q г QP

п

<’>ձ^ • |Ո6Տձ* -1- 
л»։

С l,rM<J i,rQP I wX |je e Կ rfQ . (2I> 

ճ>ւ

С другой стороны, можно указать такое число Л'(е), что любую вы­
пуклую область D^Ci можно разложить не более чем на Лг (-1 об­
ластей с диаметрами, не превосходящими числа d, где d подчинено 
неравенству

. 2/?«•-^j-mesO <Հ?- .

Теперь, заме։ив. что րուՀԼ-Հ., и учитывая (20), находим из (21)

п

J /֊.4Q<OP
/>

J v 

—
Л-- 1

dQ

Для завершения доказательства остается воспользоваться предыдущей 
леммой.

Лемма 4. Пусть /(Q) суммируема с квадратом и ограниче­
на. Тогда при заданном £>>0 можно указать такое / ֊ /. (з). что 
для всех У. из верхней полуплоскости, !т> > о. при 'л |>Л(г). удов- 
л ст воряет с я пера венет во

C^Tmq^p /{Q)dQ

,' HUQ Cqp

равномерно относительно выбора точек /И и Р из Е.
Док а з а г с л ь с т во. Пусть /(Q) < .4. Поскольку, кроме этого, 

/(Q) суммируема с квадратом, то можно, как известно, указать после­
довательность /«(Q) непрерывных во всем пространстве Г. функций, 
обращающихся в нуль вне некоторого (нефиксированного) компакта, 
и таких, чю

i/..(Q)|<-4, Пт (22)
п - *>

Обозначим теперь через К (.47. />) совокупность двух шаров с 
центрами в точках Л/ и Л* и с радиусами, равными с. Легко устано­
вить следующие два элементарных неравенства:

£Q
МО ' rQP

8- 
ձ

АД-И./’)

Г ___ . |‘ / ’ . ± _Լ
* ' 1 О1* J \ dQ <

г i

и
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< J յJ ՝ '.МО J % QP
rMQ՝;t' rPQ>՝>

(сюда получаем

f
eiKrM<l (,it rQP

—֊r------- lQ)J dQ! < 2A • 16-8 . (23)
OfOr QP

a;,(XP)

Ii c .>s,r \tQPif rQp - s~
IJ <24>

Теперь положим

• JI-r /• J1 r?.[q Հ rQp
P ֊֊------ /(Q)rf<? = —֊-------- /-(Q)rfQ-I- M-И, />;>.). (25)
J rM.QrQP J ^A\QrQP

Из (23) и (24) видим, что можно указать такую функцию /«„(<?)» для 
которой, независимо от >■ из верхней полуплоскости, выполняется не­
равенство

|/« (МР;Х)|<1. <26)>
О

С другой стороны, согласно нашему выбору последовательности /,,(Q), 
иоатем указать такой выпуклый компакт О, вне которого fn (Q) об­
ращается н нуль. Итак.

J։rMQe'-rQp հ

— ֊ /UQHQ =
՛ ЛИ? QP .1

а

.ifrMQei,rQP

Т,И<>Г QP
fn.(Q)dQ. (27)

До.-ее, поскольку G — компакт, то легко видеть существование такой 
постоянной В. что, независимо от выбора точек .И и Р из выпол­
няется неравенство

Г---- ^2----- < (28).
J r.MQPQP
ն

Пусть теперь G разбито на некоторое число .X' выпуклых обла­
стей Д*, и пусть Qa обозначает какую-нибудь точку из области Ад. 
Т огда

t,i, rMQ e^ rQP 

гMQrQP
քո. (Q)dQ =

՜ րՀր^, ՜Ւ
f,rQP

r SUjr QP
-tZQ.
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Но, в силу непрерывности /«..(Q), можно предполагать, что указанное 
разбиение <7 на области А* произведено таким образом, что коле­

бание функции /л. (Q) на каждой области Ճ* меньше, чем В ձԼՏ 
таком случае из последнего равенства, приняв во внимание (28), най­
дем, что независимо от л, հո>Հ>Հ), имеет место неравенство

Л e‘KrMQ ei,rQP

,1 qp
G

fn.. (Q dQ If e‘'r.4Q e‘f‘fQp 

f~MQ f QP
dQ՝\.

Далее, па основании предыдущей леммы, заключаем, что для всех 
достаточно больших X выполнено неравенство

C»’Q гQP
JaAQ) dQ

2_
3 '՜՜

Для завершения доказательства остается в (25) положить п = пп 
и принять ко внимание (26).

Переходя к доказательству следующей леммы, сделаем одно за­
мечание. Пусть А’.(А1) обозначает шар радиуса о с центром в точке 
М. Тогда нетрудно видеть, что при любом выборе точек М и Р спра­
ведлива оценка

W (а<3), (29)

А.(ЛТ) ր<հ ’>

ибо оцениваемый интеграл принимает максимальное значение тогда и 
только тогда, когда /И совпадает с Р.

Лемма ՜). Пусть задана ограниченная функция c(Q). 
'ciQ)|<A. Тогда, если положить

К, (Л1, Q) = Фл(г.чо, )Фа(го.о) r(Q։) rfQ,,
е

то К,,Հ.\ւ, Q) — ограниченная и непрерывная функция по совокупно­
сти переменных /VI и Q при 1т/. > О.

Доказательство. Ограниченное! ь есть тривиальное следствие 
леммы 1. Для доказательства непрерывности обозначим через Ко со­
вокупность двух шаров радиуса о с центрами соответственно в точках 
/И и Q и оценим разность
К. (Л/, Q) /<к(Р. Տ) - ([Ф, (гЛ19, )Փ.(ր0|«) Ф, (ր₽<?,)Փ^(րՉլ։;))ք(Չ։)ճ!Չ,. 

1
Пользуясь (29), без труда находим

i !Ф>. (Сио.) Фд ֊ Фд (</՚օ,) Ф(Ղ\ծ՛) i c(Q,) rfQ,( =л 

Հ
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< -[6Ժ ( j ?2՜՜՜ + уг— 4“ yr— + уД- j ՜ (30)
10 ’ I Դւ<?։ rQ.Q 'pq, rQ:s J n

*֊ձ

Будем теперь считать, что rSQ տ^-շ- , и рассмотрим инте­

грал
J !Фх (r.uQ,) Фл (гQtQ) — Ф), (гPQi) Ф}. (/>?,$)) с (Qj rfQ։. (31)

4

После простых вычислений найдем, что подинтегральная функция в 
։31) не превосходит
| А (12^’Д)

и в силу того, что последняя функция суммируема и не зависит от 
Р и S, заключаем, что можно перейти к пределу в (31) иод знаком 
интеграла. Л это и доказывает лемму, если принять во внимание 
оценку (30).

§2. Спектр оператора — Дй 4-67/ в трехмерном пространстве

Как уже отмечалось в начале § 1, через 2 мы будем обозна­
чать область определения гипермаксимальиого оператора — Д//. рас­
сматриваемого на всем трехмерном пространстве Е. Кроме того, мы 
всегда будем предполагать, что комплексная функция c(Q) суммируе­
ма с квадратом на Е. При этих предположениях оператор Ти = 
= - ձ/z си естественно изучать на области 2. Как указывалось в 
введении, мы ставим задачу охарактеризовать спектр оператора Тп = 
= — ձ// 4֊ 67/.

Прежде всего мы отметим одно свойство собственных функций 
рассматриваемого оператора.

Теорема 1. Пусть c(Q) суммируема с квадратом и огра­
ничена. Тогда, если и (Q) есть какая-нибудь собственная функция 
оператора - ■ ձս — си. то Aii[Q) суммируема и

\\u(Q)(/Q~0.

Е
Доказательство. Покажем сперва, что и (Q) суммируема. В 

самом деле, по условию а£2 и удовлетворяет уравнению
— Д//— си =~-к*и. (32)

Отсюда, применяя к обеим частям резольвенту В. оператора — Дп. 
получим

Поэтому, заметив, что] Ф.- (г w<?)I dQ не зависит от точки /И. находим.
Е

интегрируя обе части неравенства
<7 Миестг.4 АН, серия фяэ.-иат. шу*>. № I
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1«(М) I < fl Фл (г.и <?) I -1 с (Q) и (Q)| (IQ, ■

и пользуясь теоремой Фубини. что

fl и{М) | dM < Г Ф, (гл։<?) I dM • С| с (Q) и (Q) ( dQ,
У К лУ

откуда и следует суммируемость //(Q), ибо г (Q)«(Q), очевидно, сум­
мируема. Теперь из (32) следует суммируемость 1«(Q), и лемма будет 
доказана, если мы покажем, что

J с (Q) и (Q) dQ = - V |'п (Q) dQ. I

% If я

Переходя հ доказательству этого, проинтегрируем обе частя (33) 
и воспользуемся теоремой Фубини, условия применимости которой 
здесь выполнены

j и (Л4) dM = j Ф. (r.UQ) dM • c(Q) и (Q) dQ. 

ւ: e e

Но. переходя к полярным координатам, получаем
ас м

Фх (Гио) = 4- I Փ,.(ր)ր*ժր = | е" г dr = Հ •

/• о о
А это вместе с предыдущим равенством и доказывает теорему.

Теперь перейдем к изучению резольвенты 1Т,. — (Т кЕ)-х опе­
ратора Ти = — Mi -г си. Предварительно докажем следующую лемму.

Лемма 6. Обозначим через /Т.с оператор, состоящий в том, 
что функция и (Q) сперва умножается на функцию c(Q) и затем' 
к результату применяется резольвента /3). оператора — ևս. Гогоа 
оператор В,с вполне непрерывен, при условии, что c(Q) суммиру­
ема с квадратом.

Доказательс г в о.'Действительно, ясно, что The есть интеграль­
ный оператор с ядром Ф։ “(Гчо)^(Р), где 1т] /. >0. Поэтому лемма 
будет доказана, если мы покажем, что это ядро типа Гильберта-: 
Шмидта. Но, в самом деле, поскольку ф,. ,-(г>.։о) суммируема с квад­
ратом. то, пользуясь теоремой Фубини, получим

) ( О, (r«Q)c(Q)i"-^MrfQ= рФг-(г,„^ Կ/М ■ C|c(Q) MQ<«. ■ 

1՛: ՚

ак как первый множитель в правой части не зависит от выбора ւоч­
ки Q-

Теорема 2. Пусть c(Q) ограничена и суммируема с квадро՝ 
/пом. Тогда оператор Ти — — ճս~ си не имеет остаточного
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спектра и его резольвента есть интегральный оператор, ядро 
которого типа Карле.мана, причем

|'| Н (М. Q; >.) |Ш1 < £(>.). [ /7 (/И. Q; A) 'd<i < 

е /■:

где функция I. (л), принимающая конечные значения, зависит толь­
ко от л.

Л о к а з a ւ е л ь с т в о. ! шже мы покажем. ч го непрерывный спектр 
рассматриваемого опера joj а совпадает с положительной полуосью 
(теорема 3). Поэтому предположим, что /■- не лежит на положитель­
ной полуоси и не является собственным значением оператора 7՜. Рас­
смотрим интегральное уравнение
«МЛ-|ф1(г.,|<?)с((?)«(У)</У= pl' (r.w)f(Q)dQ (34)

E E
где /(Q)~произвольная функция изД«(£). Вейлу сделанных предпо­
ложений соответствующее однородное уравнение (33) имеет лишь 
тривиальное решение. С другой стороны, оператор | ՓՀր4օ)'(Չ)«(Չ)^Չ

Е
вполне непрерывен на основании леммы 6. Поэтому к уравнению (34) 
применимы теоремы Фредгольма. Итак, уравнение (34) при сделанных 
предположениях всегда имеет, и притом единственное, решение. Ио 
очевидно, что такое решение удовлетворяет уравнению

- Д /.• 4 < и — Հ-ս — /,

ибо Ф,-(гн#) есть ядро резольвенты В, оператора — Ан. Таким об­
разом, мы убедились в том, что оператор (7՜ —/֊’“/?) ! определен на 
всем npociпанстве. Поскольку, кроме того, он замкнут, в силу оче­
видной замкну!ости 7'. то (7 л՛2/:)՜՛ непрерывен, и. следовательно,
остаточного спектра нет. Докажем вторую часть теоремы.

Пусть /(Q) и ,հ(Չ) произвольные функции из Լ» (/:)• Положив

u = R.g. v-R.f, (35)
будем иметь

— Дм-f-cw — ш — — Ан 4- cv — >.-и =/. (36)

Из этих уравнений получаем

|(£dQ j (• - /«) dQ ֊ (//A v - vA//) dQ, 

Е ЕЕ
и так как «(Q) и г՛ (Q) принадлежа։ области определении Զ гипер­
максимального оператора А//, го

= ^xR.fdQ. (37)

Е Е
Но. применяя к обеим частям первого из уравнений (36) резольвенту 
/Л оператора — А//, получим, очевидно,



100 Р М. Мартиросян

а(Л7) = - Փք- (г 40)<-(Q)i։(Q)dQ+ \ Ф, 7 (г.ч<?) g (Q) dQ. (38) 
е {

где V X выбирается так, что !т\'к >0.
Условимся теперь в следующем. Под R. [Ф։ r(rAr<?)t’(Q)| мы будем 

понимать значение в точке Q функции, полученной путем применения 
оператора /ձ к Фгг(гмр)с(Р), рассматриваемой как функция перемен­
ной Р при фиксированном значении И. Приняв это обозначение, из 
(38) получим, пользуясь первым из определений (35) в равенством (37), 

I/?.г) (М) - - Jr (Q)Л |Ф/։- (Гчо) r(Q) I dQ + յ՚Փ,. (rMU) R (Q> dQ.

Таким образом, ядро H(M, Q; а) оператора R. можно записать так:

Н(М. Q; X) = Ф> ։- (г mq) R. |Фрг(г.ч0)г (Q)) . (39)

Отсюда уже вытекает, что Л/(.И, Q; X)—типа Карлемана. В самом деле, 
поскольку Փ|ՀՀ-(ր,«օ)ւ։ Ф|Ч֊(г.ио) г (Q) суммируемы с квадратом но 
переменной Q, то очевидно, что для любой фикси, ованной точки /И

C|H(Af,Q;MlMQ<oo. (4 )

Е
С другой стороны, при каждом фиксированном Q имеем

R. 1Ф,Г (.rM0)c (Q) 1 = \H(Q, Р; л) Ф,; (rMP)c(P) dP.

£
Пользуясь неравенством Буняковского. получаем отсюда

'Я4Фу-(г.и»)с((2)1?< \ .H(Q.P-,\) :-dP \ фу7 (.ГМР)с(P}\-dP.

Е Е
Заметив теперь, что интеграл р Ф,г (г.мд) не зависит от выбора

X
точки Р и, интегрируя обе части предыдущего неравенства и пользу­
ясь теоремой Фубнни. получаем

fl fa 1Ф/Г (г.ч0) с (Q) 11«մ/И Г| //(Q, Р; a) |Wx

£

X 1 Ф/г(гирЧШ1 խ(/’)18մ/ձ (41)

откуда, в силу (39) и (40). следует, что дли каждой фиксированной 
точки Q

Q; Х);’</ЛГ < оо.
*Е
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Чтобы доказать теорему в полном объеме, положим, при фикси- 
?оаанных М и X,

"(Q) = Яд [Փ։ր(ր»«<?)ք(Չ)1

и заметим, что u(Q) должно удовлетворять уравнению

- (Q) 4- с (Q) и (Q) - \и (Q) = Ф,,.֊ (гЛГ<?) с (Q).

1рнменяя к обеим частям этого уравнения резольвенту 13\ оператора 
-Д«, видим, что //(Q) удовлетворяет интегральному уравнению

«(Q) = J Ф/Г (rQP) Ф* - (г.мр) с (Р) dP - | Ф/г (rQP) с (/->) и (Р) dP,

К I՝:
или, что то же самое,

(£ + .4) {/?х[ФуГ (г.мо) с(Q)]} = КАМ, Q), (42)

где точка М рассматривается как параметр. .4 — интегральный one- 
parop с ядром Ф։ (г^р)с (Р), Е единичный оператор и

КАМ, Q) = ^r^MP)^>vT(rpQ)c(P)dP.

F.

Однако совершенно очевидно, что оператор Е 4- .4 имеет обратный, 
этом смысле, что из условия (/: 4֊ .4» и = 0 вытекает и= 0. Действи­
тельно, в противном случае /. было бы собственным значением, что 
противоречит предположению. Далее оператор .4 вполне непрерывен 
согласно лемме 6. Поэтому, как известно, оператор (7:'4-Д)- огра­
ничен. Пусть А — его норма, т. е.

4֊ Д)-‘/Н<Л11Л (43)
С другой стороны, из (42) следует

Rx [Ф/Г(Tmq) с(Q) 1 = (Е 4- А)՜’ {/<х (М, Q)}, (44)

где точка М фигурирует как параметр.
Теперь заметим следующее. Если |<՝(Q)i<a и /'«V > =->0, то из- 
леммы 1 вытекает

|и поэтому, независимо ст выбора точки ;1т, выполняется неравенство 
f[A\(/W, Q)֊dQ<Lv

X֊

где £|— некоторая постоянная. Таким образом, (43) и (44) показывают 
чго, независимо от выбора точки Л1,

10ЯОЖИВ
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(’ I Ф,;\*<IQ = L

Е
найдем из (39), что, независимо от выбора точки /И, выполняется не­
равенство

рЯ(М, Q;X)|։tfQ«2(A։z,-|.£։). (45):

Далее, пользуясь неравенством (41), получаем
j'l R- |ф,т &йо) (ОИ I* ЛМ -л- 2II էք (А։

Е
откуда н на основании (39)

fl Н(М. Q; X) |» ЛИ sj2 |Л2 + 2 | ,՛ I’(Л=£, + Д а) Щ. 

'г
Но это неравенство, вместе с (45). доказывает теорему.

Отметим одно следствие доказанной теоремы, обобщающее 
лемму 6.

Лемма 7. Пусть <՝(Q) ограничена и сум чаруема с квадра- 
том, и пусть R՝,. есть резольвента оператора Ти = — ձս 4֊ си. 
Если p(Q) /-շ(/:՜) и ограничена, то nod R,,p будем понимать опе­
ратор, состоящий в том, что функция z/(Q) сперва умножается на 
P<Q), а затем к результату применяется оператор fa. Тогда опе­
ратор R-,,p вполне непрерывен при каждом значении Ն, не принад­
лежащем спектру оператора Т.

Доказательство. Совершенно очевидно, что можно ограни­
читься рассмотрением случая, когда arg/. -Л 0. В таком случае, согласно 
доказанной теореме, имеем

J р/7(Л1, Q; = j(p(Q) 2j j | // (M, Q; л) Д7ЛГ

е

\p(Q)l2dQ< ю. (46)

Но, очевидно, /7(ЛЬ Q; X)p(Q) является ядром оператора R.p, и полу­
ченное неравенство показывает, что оно типа Гильберта — Шмидта. 
Следовательно, R,p вполне непрерывен, что и требовалось доказать.

Теперь мы можем перейти к изучению спектра рассматриваемого 
оператора. Идея доказательства приво имой ниже теоремы прикэл- 
лежит И. М. Гельфанду [4].

Теорема 3. Пусть t (Q) ограничена и суммируема с квадра­
том. Тогда непрерывный спектр оператора Ти - — ճս 4- си совпа­
дает с положительной полуосью.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В самом деле, допустим противное. Пусть 
>о>О и существует резольвента оператора Т
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Рассмотрим уравнение

Ти — си — Ku = ք. и - Զ, 

гае/—произвольнаяфункция из Л։(£). Имеем Ти — т — си -Ւ ք, от­
куда

и — Ri.cn 4- RJ. 
или

{Е — Ri.c) и = Rif,

где £ единичный оператор, а оператор /?.с означает, что функция 
«(Q)cnepna умножается на c(Q), а затем к результату применяется 
оператор /ձ. Теперь воспользуемся следующим замечанием М. В. 
Келдыша [4].

Пусть вполне непрерывный оператор, аналитически зави­
сящий от параметра н некоторой области D комплексной плоскости. 
Тогда для уравнения (£ : .4(a))//—/ имеют место основные факты 
теории Фредгольма, а именно, соответствующее однородное уравне- 
уие имеет лишь конечное число линейно-независимых решений, имеет­
ся обычная связь между решениями самого уравнения и сопряжен­
ного с ним уравнения, и внутри области аналитичности D нет пре­
дельных точек для точек спектра данного уравнения.

В нашем случае R.c существует в некоторой окрестности точки 
>•0 и является вполне непрерывным оператором согласно лемме 7. 
Воспользуемся теоремой Фредгольма. Пусть /.>0 лежит в указанной 
окрестности. Поскольку уравнение

(£-/?дг|м = 0

имеет лишь тривиальное решение, то и сопряженное уравнение обла­
дает этим свойством, в поэтому уравнение (46). а следовательно, и 
равносильное ему уравнение

Ти = /и -г си -г Л

имеет единственное решение при любом функции ք L9(E}. Следова­
тельно, поскольку Ти — — Д/г 4- си. уравнение — Su — ).ц = f имеет 
единственное решение из 2 при любой функции /-£а(£). Но это 
значит, что оператор ( Д—>.£)-' существует и определен на всем 
пространстве £,(£). Следовательно, он непрерывен, в силу замкнутости 
оператора — Дт/. Таким образом. > 0 является регулярной точкой

’•оператора — Su, чего быть не может.
Лемма 8. Пусть с (Q) ограничена и суммируема с квииратом. 

Тогда, если 1т). -0 и A'(.W.Q) определена формулой
К, (М. Q) = [ф. (г.„0։) Ф. (г9л)с {Q,)dQv (47)

z
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то j р /<х (/И, Q) с (Q) \sdMdQ < оо.

я л՜
Доказательс! во. Действительно, если с (Q) J .4, то из лем­

мы I непосредственно вытекает

|Кх(л».0)1<л'֊фТ.

Но в таком случае очевидно

[ (՝|/<х|М, Q)C(Q)|WWQ ss-g-^ճ- [ j'r2'<1"’|r(Q)r-rfQrfM =
Л Л 7f £

= "бТГф7՜[T^dQ ■ [l₽(Q)|MQ<oo, 

н к
что и доказывает лемму.

Теперь мы займемся дискретным спектром оператора Ти= - ձ// -֊- 
-i-tzz. Поскольку, согласно теореме 3, точки положи тельной полуоси 
принадлежат непрерывному спектру оператора Т, то мы всегда бу֊ 
дем предполагать, не оговаривая этого особо, что рассматриваемые 
точки не лежат на положительной полуоси.

Теорема 4. Пусть при некотором. տհ>() выполняются нера­
венства

|t(Q)/r<?|s©A. J* |r(Q)e*r<? |dQ = J3<oo.

где через rQ обозначено расстояние от начала координат до точ­
ки Q, а .4 и В — некоторые постоянные. Тогда собственные зна­
чения оператора Ти — — Д« -си не имеют предельных точек на 
конечном расстоянии.

Доказатель с г я о. Предположим, что X* 0 есть собственное 
значение оператора — ճս ֊ си, т. е. пусть—Л/т п/=/А/, где и Զ. 
В силу наложенных на с (Q) ограничений ясно, что не только /4(Q). 
но и t՝(Q)w(Q) суммируемо с квадратом. В таком случае, применяя 
к обеим частям резольвенту Д>.» оператора —ճս, получим, очевидно, 

и (М) = (Ф1 (гЛ<<?) с (Q) и (Q) dQ (Im X > О). (48)

՛/:
Итерируя это интегральное уравнение, получим, как легко видеть,

«(М) = j'/G (At, Q)c(Q) и (Q) dQ (Ind. > 0), (49;

£
где K,{M, Q) определено формулой (47) и является ограниченной и 
непрерывной функцией, согласно лемме 5.

Таким образом, ясно, что собственные значения интересующего 
нас оператора могут быть определены следующим образом. Собствен­
ные значения оператора Т суть такие комплексные числа ^0, для 



О спектре оператора ■֊֊ Ճ// с и в трехмерном пространстве 105

которых интегральные уравнения (48) или (49) имеют нетривиальные 
решения при 1т/. >0. Введя и (49) параметр а и рассматривая вено 
могательное уравнение

В и (М) = и (/G (Л1, Q)С (Q) и (Q)dQ. (50)

Ւ
замечаем, что, при каждом фиксированном значении /. из верхней 
полуплоскости, это есть однородное интегральное уравнение типа 
Фредгольма, обращающееся при н = 1 в исходное уравнение (49), 
Кроме того, согласно лемме 8, ядро уравнения (50) типа Гильберта 
Шмидта. Таким образом, при фиксированном X, 1т\ > 0 уравнение 
(50) имеет нетривиальные решения лишь в том случае, когда удов­
летворяется условие

•□О k
£>(Х;[л)= 1 -р у (— ])* = (51)

АМ Я »
Л-1

где положено .
Kx(Qi. Q։)< (Q։). ^(QpQfc)<֊(Qfc) 

Kx(Q2, Q։)c(Q։), • • •. Azx(Q2. <M<(Q*.)

(52)

Ax(Q*, Q։)t՝(Q։), •••■ AS.(Qa.,Qa)<-(QJ

Теперь ясно, что задача о собственных значениях оператора 7՜ сво­
дится к задаче о нулях функции

О(Х; 1)_ 1 + У (53)
jvJ к!
Հ-1

.-.ежащих в верхней полуплоскости. Именно, если D(k;l) = 0 и 
1пй.>0, то а2 есть собственное значение оператора — ձ/z — си и 
обратно.

Переходя к вопросу о распределении нулей функции D(X; 1), 
лежащих в верхней полуплоскости, будем рассматривать эту функ­
цию в несколько большей области, а именно в полуплоскости 

1т/. >■-- где t—то же самое, что и в формулировке настоящей 

теоремы.

Начнем с оценки/<А (Л1, Q), считая, что 7/ла Пользуясь 

формулами (47) и (2), после элементарных преобразований находим

Ш —4 
k(7W,Q)|<e -д------- ------- --- է .մ?;՝

4“Глю, • 4гг^р
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Теперь из условии георемы |c(Q)<? Q' < Д и леммы 1 вытекает

I AT (М, Q) । < — е . (54)

Переходя к оценке //*(>.), обозначим через а4. подин՛։ егральную 
функцию в (52) и представим а* в форме

՜շ <rQ, +՜ + го.
*-c(Q։)--c(Q^)-A*, (55)

где положено

2 rQ. — 2 rQk
, ••• . /6.(Q։,Q*)<?

/C(Q2,QxR . ••• . KAGz, Qk)e

տ £
2՜րՉէ ՜՜'՝2՜ր<?,,

I K). (Qk, Qi)e . • • • . /<х (Qk, Qk) e 

Поскольку из (54) следует

|к\ (Q/ .Ki) է՜՜շ 'Q< |։ < -~3- er°‘ ■

то теорема Адамара дает

А=! ՝՝ ՚ ՚
Теперь из (55) вытекает

c(Q,)՛ • -с(Q. )1 -

[* <го
11о, по условию, I с v | с (Q) j г/Q = И < . Поэтому

Е

(56)

Таким образом, если 1пй. > — , то ряд (53) мажорируется рядом 
к

1 1 — k!\ 2֊£ /
X'-l

который сходится, как в этом нетрудно убедиться, применяя, напри­
мер, признак Даламбера. Итак, доказана абсолютная и равномерная 

сходимость ряда (53) в области 1տ)Հ> Остается лишь заметить.
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чю каждая из функций гД(Х) аналитична в указанной области, и по­
этому нули аналитической функции £)().; !) не могут иметь предель­
ных точек на конечном расстоянии, расположенных в верхней полу­
плоскости, что и доказывает теорему, как это было отмечено выше.

Теорема 5. Пусть <՝(Q) ограничена и суммируема. Тогда 
дискретный спектр оператора Ти — - Ли — си ограничен.

Доказателье 1 во. Действительно, пусть л2 есть собственное 
значение оператора Т. Тогда, как мы знаем, соответствующая собст­
венная функция удовлетворяет интегральному уравнению

и (-..И) = (М. Q) с (Q) и (Q) dQ.
К

где ядро Л'х (4Հ Q) определяется формулой (47), Легко видеть, что 
я(Q)— ограниченная функция. Положив теперь Շ՚ = տսբ и (Q) . полу­
чим из предыдущего равенства

и < гл sup I /<»(;■։■(, Q) I- р с (Q) I dQ.

к
что невозможно при больших X, как это следует из леммы 4.

Заметим, что доказанная теорема является обобщением одного 
результата М. А. Неймарка [2].

Теорема 6. Если при некотором. :>0 с (Q) удовлетворяет - 
условиям

I с (Q) er,i | а < с . J11: (Q) е'Q dQ < оо,

Е
то дискретный спектр оператора Ти — — Ли—си состоит из ко­
нечного числа точек.

До к а з a i ел ь ст в о. Действительно, это непосредственное след­
ствие теорем 4 и 5.

Теперь мы покажем, что если функция c(Q) достаточно мала в 
известном смысле, го оператор 7' может совсем не иметь дискретного 
спектра. Для формулировки соответствующей теоремы введем посто­
янную /., которая в неявном виде определяется с помощью следу­
ющего ряда

Теорема 7. Пусть функция c՝(Q) подчинена одному из еле 
дующих двух условий:

1. c(Q) ограничена и суммируема 
|r(Q) <А, f|c(Q) dQ=B<oo-,

Е
II. при некотором s'>0 имеют место неравенства
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J HQ)Z<? rfQ-_-?<oo.|c(Q)etr<?|^;a.

Тогда, если о первом случае выполняется условие
(Л + £?)£<«£, (58)

а во втором
a£<4x£-t, (59)

где /. постоянная, определяемая из (57), то оператор Та — 
ևս си не имеет дискретного спектра.
Доказательство. Доказательство почти совпадает с доказа­

нном теоремы 4 с некоторыми незначительными изменениями. Прежде 
всего мы будем оценивать функцию />(Х; I) только в верхней полу­
плоскости и докажем, что при выполнении условий теоремы, Г.) (К: 1) 
не имеет ни одного нуля н верхней полуплоскости, а это и означает, 
как мы знаем, что оператор 7՜ не имеет дискретного спектра. Оце­
ним ядро

I р ,br ЯО i)rQP
& (At Р) = —г------- с (Q) dQ.

10” J Г.мо<</Р
■ '

Предположим сперва, что выполнено первое условие, и пусть (ИМ, Р) 
есть совокупность двух шаров радиуса 1 с центрами в точках Л/ и Р. 
Тогда, на основании (29),

[ Ж rfQ^/ с հօ_ + (•
J rMQrQP х \ J Դօ J rw> ՚

Vi.M. Pl И.И. л V(.M. 0)

Г 1ՃՋև rfQag C <-($)! rfQ = в.
J rMQr P(J I

£-ИМ. P} F.

Поэтому, так как 1т/. > 0.
1К։(Л(,Р)1<А±^. (60)

Далее, переходя ко второму случаю, точно таким же путем, 
как была получена оценка (54), найдем

гф)-
IKiOW./)\^֊е' (61)

•1-Е
Теперь оценим определитель

№(Q,. Q։)f(Q,). --. Ki(QpQ0<?(Q*)

A'x(Q., Q։)r(Q,).---. Ax(Q>. Qa)c(Q*)

«*(X)=..............................................................................•

A'*(Q*,Q։)c(Q։).---. 7G(Q».Q»)c(Q,)
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В нервом случае, на основании (60), получим
I (62)

Л во втором случае, точно так же. как из (54) была получена оценка 
для найдем

/ „ ^_Հ ‘‘Գ.+- +ՂՀ
1«»(>)КН— № ]<■ !cQ,)(63)

Поэтому для интеграла
</*(>.)= р֊֊ ^»W</Q,- -rfQ» 

/ /-.
получим в первом случае оценку

в во тором случае
Е 1</»Ռ)1«£(յՀ*-,։~-)*.

Таким образом, если выполняются условия теоремы, то в обоих слу­
чаях

V (֊1)“^ <!• 

fc-t
как это следует из (57). Потому Ք(ճ;1)փՕ. и теорема доказана.

Очевидно, если t’(Q) сосредоточена в малой области простран­
ства. то второй признак отсутствия спектра может оказаться гораздо 
удобнее первого.

В заключение приведем следующую теорему, обобщающую один 
результат Карлеманз.

Теорема 8. Если c(Q) ограничена и суммируема с квадра­
том, то весь спектр оператора Та = — ձ/т — си лежит внутри 
параболы

тр = 4а։ (հ 4- o’), где а == .
о՜

Доказательство. Предположим, «по л* -а 0 есть собственное 
значение, т. с. —ձ//— си=\*и. Как мы знаем, собственная функции 
и(М)должна удовлетворять интегральному уравнению

и(М)=- ^(r.^)c(Q)u(Q) dQ (1րոՀ>0). (64)

н
Будем считать, что и (Q) нормировано, т. е. и - I. Тогда, применяв 
к (64) неравенство Буняковского. получаем

В l«(.41):*«s Jl Ф. (rM<?)c(Q)i։^Q. (65)

t
Теперь, снова применяя к (64) неравенство Буняковского и учитывая 
(65) находим
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I«(.'И) l2 « J Фх (r.w) c (Q) rd.Q ■ j՜ p Փ>.(ր,11<?) c (Q) \"dQdM. (Si) 

■ ■
Заметив, что если л — Z Ь (*:2>0). то 

°? ~2՜ր ■
\ । Ф. IMQ = | -■֊fc..ЪгЧг = -g^ , 

/: Е
получим, на основании георемы Фубини

Ո' <t».('-,IQ)l. ((2) --dQdM = JLf C(Q)|W- £• 

Е; Е
Поэтому (66) лаеп

•» •
»(Л)|։« -֊*■( Ф.. (г.,.,,) с (Q) -dQ.

Е
Но теперь очевидно, что, повторяя эти оценки k раз, получим

|«(/И)ЭД( У f Ф>.(гЛ|0)г(Q)ЭД;

• ?
Однако, как легко видеть, функция <Mr.wc?)£'(Q) ЭД суммируема 

՝Е
и, следовательно. конечна почти для всех Л/. Устремляя для таких 
.И индекс /г к бесконечности в последнем неравенстве и допуская при 
этом, чю с յՀ8~, найдем, очевидно, что и (.И) почти всюду есть 
нуль. Но это противоречит определению собственной функции, и по­
этому должно быть

||fi">9zT. (67)
Теперь заметим, что если положить с 7ձ’/ր. г, = //??./.֊, где л — 

֊ Z ч- Z-r, то. как легко проверить,
Հ = 4ժ(ժ-^).

Поэтому неравенство (67) доказывает теорему.
В заключение приношу благодарность Израилю Моисеевичу Гель­

фанду, пол руководством которого выполнялась работа.
Институт математики и механики
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X* Ս'- 11‘iupmj>ptiti(uifi

-Azz4֊™ ՈՋ KbrnZUMULdhtf ԴհՖհՐեՆՑՒԱԼ ՕՊեՐԱՏՈՐհ
ՍՊեԿՏՐհ ՍԱՍՒՆ ЬШ11Ф ՏԱքԱԾՈհ^ՅԱՆ ՄեՋ

II. Մ փ Ո Փ Ո I' Մ

1Լյ» 41'խ III III II ւքյ Jin'll ,/7.y tu uni ifii ш ч ի ր <) n ։ il' /.ն Լսաչափ 1,ւ{ կ / խ[յււձւ
ичи ր tn fj յան il'liQ սւ if1;ն tn րԼ Ji ti [t и չ if in A h Ji in и ա IjULii ut հևա ill.-կահւյ հուն- 
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րէսդոլմարեք ի քխւ t նկց քւ աների Լ,,(£վ Լիլրերտյան էոարած п է թյան մեք 1/1

— ՃԱ — քԱ ինընահամա լուծ դ ի!իերեն ւյիալ ադե րա ա II ր ի սպեկտրին վե~
րաբերոդ հարցեր. ենթադրվում կ, tip ( ((Հ)~ն Լ (1է՛խին "է"՚կս,ն"՚ք կոմ- 
պլեյէԱ ֆունկցիա կւ !'նական կ, որ օպերա inti р р դիտվում կ այն (Ւ.)
Սէիրու յթի վրա, 11 րր հան 1/ ի սան и ւ մ կ ճ/1 հ ի պև ft if աըււ ի մ ш/ о պե ր ш ui tip ի 
Ոէէէւչման տիրույթը։ ը^ինս ւ ինչպես հայտնի կ > նչանակու if կ, пр JJ-Ն 
հսւնդիսան ո ւ if կ ձ/1 Օպե րաւոո րի փակման ււրււշմ ան տիրոլյթր, դիտված 
1,"1՚՚[՛ Տիինիտ (իունկց խրների րաղմութ յան վրա, կամ, որ նույնն կ, Զ-7, 
համ րնկնէււ մ կ pnfiip այն էիոլկց իանե ր ի րա iftf IIL իք ք ա՛հ p , npn'hp ունեն րա֊ 
ասկսւսու հետ մեկսւեդ հանրադ ումարելի, Utt լաքեի իմաստով ըն դ հ ան ր ա֊ 
ւյ Ш Л լա tiff տ и յան ւ

Արդյսւն քնե րր հ իւքե ական n ւ մ սաացվել են, դ ի տ ա րկմ ո '/ ադե ршиш ր ի 
սեփական ա fill եյւնե րի վերաբերյալ խնդիրը ինչ. որ ին տե դ րա ք հավասար֊ 
ման համար անա լոդ խնդրին pl, ph ք nt. սանապսէ րհ ով t

Նախ և աոււմ ւյույւլ է տրված, пр Г օւդերատորր չի կարոդ ունենալ 
Աևացորդ այ ին ադեկւոր 11 որ նրա անընդհատ սպեկտրը հա it ըն կն ո t մ Լ դ ր ա — 
կա^։ կիսաաո ւււ՚հ ր յւ ի՚հ г ք՚արյի դրանիէյ, ամ րոդհ սւդեկէորն ընկած կ քւնտ-ււր 
iipttfiui pttf քւ ներ и ր ։

Այնու-հետև ] ուդերատսրի pl; ւլո քվեն տ ը հանդի и ա՛հ ո ւ մ կ ինտեգրալ 
օպերատոր, "f'!‘ H (Л1, Q', ե) կ"Ր1ւր]1' 4աէէլեմանի ւոիպի կ, ե, րայյի դրա­
նից, ւււեդի էւմհի հետե յալ դհ ահա տ ական ր'

( | II(M, Q; 1)1 Կ/М < I. (>,), : H (.W, Q; /.) ֊dQ</_ (>.),

E E
էւլււոեդ !■ (/•) ւիէէ1.նկրյիան ընդունում կ վերջավոր արմե_րնեft h կախված կ 
ւ/իայ՚հ ե~ից> 1’նշ վ I, րա fil, ըվ it ւ.ւէ՛ կ դիսկրետ սպեկարին, ապա պա րղվւււմ կ. 
lift նա ււահւքանավւակ կ, իացի դր՚ոնից, ևքմև անվերջուիէյան tf/;9 (՚ ((վ)-'հ 
րսւվւսկանաշաւի արագ կ նւքազւււմ, ապա դ ի и կրետ սպեկտրր կարոդ կ կտւլմ- 
վւսծ լինեք միայն վեր9աւքոր քմվււվ կևաերից։

1Լվեւքւ քսիուո ւդա Jtf ան՚հե ր քւ դևպյրւէ! մ, եթե է՝ (< վ)-ն հա jin’ll ի իմաււէոէւվ 
րավականաչաւի փորը կ, 1 օպերատորը չունի դիսկրեւս ադ ե կ ա ր;

Մեկ ե 1;րկ"է \ափան:ի ա ա ր ած н ւ ք! րւ ւ նն1; ր ի ifh՝! անա/արը \ ո ւ‘հ ե ց it if 

‘/ձ/'.՝’/'Ն ՚Հհ՚1 til if ր (րիվ համասլաւււասխանու if կ կվանւոային մեխանիկայի 
հայտնի դրու յթի՚հւ
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II. X. Арутюнян, Л1. М. Джрбашян, Р. А Александрян

Об одном методе решения гиперболического 
уравнения, содержащего смешанную производную

Известно, что ряд задач математической физики, как, например, 
задача о распространении звуковых ноли в поступательно движущем­
ся потоке жидкости, а также в пористой среде, или же задача о про­
дольных колебаниях упругих стержней при наличии сил сопротивле­
ния, пропорциональных скорости деформаций, приводится к интегри­
рованию гиперболического уравнения, содержащего сметанную про­
изводную, г. е. уравнения вида

д-и օչս. ,, d-и
dt2 * дх- dxdt

Օէ |мо

и (0, /) = и (է, է) - 0.

Применение метода, близкого к методу Фурье для решения этой 
задачи, порождает некоторую краевую задачу на собственные значе­
ния. причем собственные функции оказываются не ортогональными в 
обычном смысле, но обладают некоторым свойством, которое естест­
венно называть обобщенной ортогональностью.

Это С80ЙС1В0 аналогично интересному свойству, впервые обнару­
женному Л. Ф. Изиковичем [1] для уравнения четвертого порядка, 
и позволяет из начальных условий (2) определить единственным об­
разом остающиеся неопределенными коэффициенты разложений совер­
шенно так же, как в классическом случае уравнения колебания 
струны.

Отметим также, чго построения П. Ф. Попковича, основанные 
на возможности одновременного разложения двух произвольных функ-

(1)

где « — постоянная.
В настоящей заметке приводится решение так называемой сме­

шанной задачи для уравнения (1), которая состоит в отыскания фувк- 
ции и(х, է) в области />0, 0<л'</, которая удовлетворяет уравне­
нию (1) и следующим начальным и краевым условиям: 

g(A). (2)

(3)

Ь Известии ЛН, серия физ.-м.՛,!. наук. № I
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дий в специальные ряды по собственным функциям, были затем 
обоснованы в работе I'. А. Гринберга [2].

В первой части настоящей заметки приводится формальное по­
строение решения смешанной задачи (1), (2). (3) в предположении, 
что соответствующие разложения по системе собственных функций 
справедливы, а но второй части доказывается, что при определенных 
условиях, налагаемых на начальные функции ք (х) и g(x), указанные 
разложения справедливы, и построенное в виде ряда формальное ре­
шение является действительным решением поставленной задачи.

1 . Построение решения. Ищем решение смешанной задачи (1). 
(2), (3). формально, в виде ряда

\i i'l.J 
u (x, I) - _~аке

(*)
(4)

где система функций (*л(х)), последовательность чисел (К*) и коэф­
фициенты խ*} подлежат определению^

Легко видеть, что если система функций (<р*(х)} и последова­
тельность чисел X*) суть соответственно собственные функции и соб­
ственные числа следующей граничной задачи

3՛" — 2 а оу՛ 4- /.у — О, 

уф) = у(!) = о.
(5)

(6)
.о ряд (4) формально удовлетворяет уравнению (1) и краевым ус­
ловиям (3) при произвольных комплексных значениях коэффициентов 
{«*)•

Вся совокупность собственных чисел и собственных функций 
граничной задачи (5). (6) может быть выписана в явном виде, а именно:

r.k__
/I

ia>.kx kr.x 
= е sin ՚

где k — 1 1, ± 2» - • • •

' j ----- I

/r.X.x — ir-i Kbx
• —e

2i

r2 ֊ /1 p«-:
Таким образом, для формального построения решения задачи (I). (2), 
(3) остается лишь выбрать коэффициенты (й*| так, чтобы ряд

со

и (х. о = ?, W 5»<(х), (4')
Л-—ы

где последовательности {/.*} и !о* (х); определены по формулам (7) и 
(8), удовлетворяя также и начальным условиям (2). С этой целью 
покажем сначала, что система собственных функций {?* (x)j удовлет­
воряет следующему условию:
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(9>

I

Ф« (■*){(** -Ь >՚ո) (х) 4֊ 2«7>;.(л-))г/л- =
о

О, k у п,

-Jz k п.

при k, и՛ ~ ± 1, 4 2. • • •
Свойство системы (?л(х)), выражаемое интегральным соотноше- 

вием (9), естественно называть обобщенной ортогональностью.
Для доказательства первой формулы (9) заметим, что из опре­

деления собственных функций следует, что имеют место тождества:

Հ (х) 2айп*п(х) 4- (х) = 0, (10)

Հ (х) у 2ай^(х) 4- >^(х) = 0. (10')

при //, k = ~ L ± 2, - • •
Умножая (10) на с*(х), (10') на фя(х), вычитая первый результат 

из второго, интегрируя полученное тождество от 0 до / и, наконец, 
преобразуя некоторые слагаемые интегрированием по частям при 
учете граничных условий (6), легко получим

I
(և- — Հ) I фл (х)|(к,.. ֊I Ал) ?л (X) -|-2аг>’Дл'Я dx =0. (11)

о
Из ( 1) немедленно следует первая из формул (9). 

Далее, из (Ճ) имеем

2ая?л (х) 4- 2а/Ф^(х) ֊-֊

,-Р л. ч ~ЛлА' . “ЛХ 2т.(ЦЦ. ьпх т.ПХ = 2Л„(I 4-а-}е sin- - 1- е cos — .

откуда получим
I

J Фл(х)[2АлфДх) 4- ]</х =
6

է I
о. ,. f , ,«“Х . , in~a Ր 2кпх , =2к„ (I 4- «-) slna— dx J- —-— sin —dx =

о о

ля(1 |-д®)/= ьлр 14-rtI * * 4 * * * В,

г. е. вторую из формул (9).
Теперь покажем, что, пользуясь формулами (9) обобщенной ор­

тогональности. мы можем определить коэффициенты (а*) в (4') так, 
[чтобы функция «(х, /) удовлетворяла также начальным условиям (2).

В самом деле, из (4') следует, что начальные условия (2) фор­
мально удовлетворяются, если имеют место одновременные разложе­
ния
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со 
f(x) = ^ая®я(л)| (լ2)

Л’ ՛*
<х

(12х)
Л Л-_ «к 

на интервале (0, /).
Полагая, пока лить формально, что разложения вида (12) и (12') 

возможны, покажем, что при равномерной сходимости обоих рядов 
на отрезке [0, /] коэффициенты [л„ определяются единственным об­
разом через функции f(x) и g(x).

В самом деле, из (12) и Ա2') непосредственно следует

/(Д')|М* (Д') 4-2<П<?* (А-)] — ԼՀ (Д') Ф*(Х)
X՛

= (д'Ж^л 4- М ?* (*) + 2а/?Д*) |. (13)
Л- — ՛■՛

где k = ± 1, ± 2. • • ■
Интегрируя (13) и принимая во внимание формулы (9), получим

1

-яр ՛ T^՛ .՛ о
(A‘= ±֊ 1, ±2,— ).

Теперь очевидно, что если в ряде (4') числа {).*}, функции 
{?*(*)) и коэффициенты аД определяются соответственно по форму­
лам (7), (8), (14), то его сумма //(д', /) формально удовлетворяет 
уравнению (1), граничным условиям (3) и начальным условиям (2).

В следующем пункте доказывается законность вышеприведенных 
формальных построений

2°. Обоснование метода. В этом пункте сначала докажем, что 
если f (х) и g(x) суть независимые друг от друга достаточно гладкие 
функции, го одновременные разложения (12) и (12') действительно 
возможны.

Теорема. Пусть f(x) -дважды непрерывно дифференцируемая 
функция на отрезке [0, /|, удовлетворяющая граничным условиям 
(3). а функция g{x) лишь непрерывно дифференцируема на том же 
отрезке.

Если в рядах (12) и (12') коэффициенты аь i определены по 
формулам (II), то ряды, эти сходятся, притом равномерно в лю­
бом подинтервале, а их су ямы равны соответственно f(x) и g(x).

Доказательство. Введем обозначения
.V .V

(Д): 7‘v(a'1-У/^^(д՜);
fe— А *--- .V
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I
a>(f) = «/.‘а?-. 1Հ"'։(i) + 2a‘4(W

-R\' 1 +Й J о
I

a»(.?) = ֊,=Г՜- i s dt-. 
тиА’/р 14-0 J

0

(15>

(16)

.v .v
S.\{x,f)-= V аА(/)?Л(х); S.v(x, g) = V ak(g)vlc(x)‘, 

k--X k~-X
Л .V

7>(x,/) = V i\kab(f)^(x)-, Тл(х, g) V <7Aa*(g)©A(x).
к■—N к--У

Очевидно, что

ак = ak (/) -1- a* (g); S.v(x) - Ջ\ (a, /) 4֊ ձ\ (a, g);

7,v(a-)= 7\(x, 7)4- 7\-(x, g),

и теорема будет доказана, если мы покажем, что при сделанных в 
теореме предположениях относительно функций /(а) и g(A) имеют 
место следующие предельные соотношения:

Um ձ\ (X, /) = /(х); 1 Im S,v (a. g) ֊ = 0; (17)Л:-« •“ Л’՛* »
litn Ту (х. g) = g (х); lim Ту (х, /) = 0; (17')

jV”*»
при этом равномерно внутри отрезка |0, /|.

Положим в дальнейшем / — ՜, что. разумеется, не ограничивает 
общности. Подставляя значение ak(f) в Sy(x, f) и меняя порядок ин­
тегрирования и суммирования, получим

dt.

Подставляя здесь выражение для ?*(/) через показательные функции 
и проделав элементарные преобразования, будем иметь

\v(x,/j = (1 4- 2лт։) 2 М 1֊гЛ։
sin ՚ Կ

2/14-а2

sin Г=(А -/)

4-( 1 2аг2)
sin

2|/Н-а։
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֊(1փ2«ր։)
sin

sin /-./ r2x
21 14֊ a2

sin
- (1 — 2ar2) -

v , _լ \ rix ± ՚Հ-[ 
T 2 ) /f+д2

, r.x 4֊ rdsin —՜ ֊
2p 14-a2

dt.

Заметим теперь, что при фиксированном х£(0, ՜) выражения 
г2х ք- րՀէ и rxx rd не обращаются в нуль ни при одном значении / 
из промежутка |0, -]; поэтому, в силу теоремы Римана —Лебега, при 

получим

sin
S.v(x. /)

4п (1 -f- a2).

4-(1֊2«դ)

sin

_1_| М* —О 
2 / 2/Нй2
Դ i.A /)
2/14 a

(It o(l), (18.)
Իsin -—   Հ՝ 

2V 1 <г

притом равномерно относительно л՜ в любом отрезке, лежащем внутри 
(О, к).

Еще раз применив теорему Римана Лебега, мы можем в форму­
ле (18) заменить выражения 

sin rt(x-/) 
2/ Н֊а2 '

sin -гշ (л՜ — 11
2|/1+«’-

через
_ր,(ճ_Հ) 
2/14 (i-

г2(х- /) 
՝2| 1,6/֊՜

тогда получим при /V • 4- со

sin 1 \
Հ .) 2 1 > Ճ

dt фО(1)

равномерно относительно х в любом отрезке, лежащем внутри (0, ^).
Но по условию /'(/) непрерывна; поэтому по известной теореме 

теории рядов Фурье будем иметь
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Пт S,v (х, /) = + - Նս) = f(x),
v-*« 21/ I -է-а֊ \ r, r« 7

при этом равномерно внутри (0, г. е. первое из соотношений (17) 
доказано.

Докажем теперь первое из соотношений (17х). Принимая во 
внимание (16), меняя порядок суммирования и интегрирования, будем 
иметь

к Л'
7\(х, g) = 1 - (gV) ^?Ил')?н6

- .v

df

или, подставляя выражения через показательные функции и про­
делав элементарные преобразования, получим

g) 4֊(1
о

քյ(* -1) 
/1 -i-a£

sin
Г, (A- լէ) 
21Հ՚|Կ֊Ժ

sin \гч- 1 \ ra(x-Q 
2 I յ/Г-й2

. Г,(Х — Z) 
shi - ------ ,

2/1-|-a2

dt -f- о (1). A' -► ao ,

где мы уже воспользовались сделанным выше замечанием и теоремой 
Римана — Лебега. Далее, заменив опять знаменатели ядер через соот­
ветствующие аргументы, получим

T'.v (х. g) -

г, (x-J)
I 1—a*

Из (19), в силу непрерывности g'li). бу дем иметь:

(19)

11m 7',v(x, g)- / ֊г֊Ն (*)=£ (*),
л՜-*.» 2| i -рa ՝ г। /՜շ /

притом равномерно внутри (0, к), т. с. первое из соотношений (17х) 
также доказано.

Для доказательства вторых соотношений из (17) и (17х) преоб­
разуем выражения коэффициентов a/.(f) и «/.-(g) путем интегрирования 
по частям.
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Пусть Ci'(x) = ,հ (х); тогда легко видеть, что 
П -IX

«* (г)- - յ==։Г(6 = ֊'==.fG at.
о о

Наконец, пользуясь тождеством ПО') и тем, что по условию 
теоремы f{x) исчезает на концах промежутка, будем иметь:

а յ։
а*(/)= -֊ Р(')ЙОdt - ֊

tcA’“J “Я*՜ J
о о

Подставляя теперь эти выражения 
\v(.v, g) и 7\-(х, /), получим

«*(£) и аЛ(/) соответственно в

•S.v(x.g) а (/)
у ?НЛ-)£;(О

(20)

։
zVt+a«

(UJ v
J А«<Y I*- л՛

dt. (21)

Vi՜t-՜ր/
н

Таким образом, интеграл (21) получается из интеграла (20) заме 
ной функции (i {/) на поэтому нам достаточно доказат ь лишь, 
что Нтձ\- (х, .Հ) — 0.

Подставляя значение функции в (20). получим 

£v(x. g)=

Ղ (х — է) 
/1+4*

րI (x — t) 
2уТ^а֊

sin r2(x f) 
I i֊T«։

sin n 
/l+a։

dt - 0(1), Л * >o,

применяя теорему Римана — Лебега. Далее, поступив так же, как и
выше, получим

11ш5л’(л', #) = 
лг- »

֊ 1 . [(?(х)-С(х)1 = 0.

притом равномерно относительно л՜ внутри (0, it).
Таким образом, теорема полностью доказана.
Заметим теперь, что из выражений коэффициентов ak(f) и a*(g) 

легко следует, что если f(x) и g (х) имею: кусочно непрерывные 
производные соответственно до четвертого и третьего порядков и удов­
летворяют условиям: 
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Հ(0) /'(0) = ք"ՂՊ = м = /"(/) = f"V), 
g (0) = Հ(0) = Հ'(0) ֊ Я( 0 = Հ(ք) = Հ'(/)։

-,0 =

Таким образом, во всяком случае тогда, когда начальные дан­
ные /(х) и g(x) удовлетворяют перечисленным условиям, числовой 
ряд

-Г'Х
У

сходится, и. стало быть. построенная по формуле (4՜) функция н(х. է) 
является решением задачи (1). (2). (3) в классическом смысле.

Институт математики и механики 
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!«». Xtiipm թսս հյսւհ, IF. IT. $>թ|*սւշյսւհ, ft*. II». tk|bpuiufi<|pjui(l

ԻԱՌՆ ԱԾԱՆՑՅԱԼ ՊԱՐՈհՆԱԿՈՂ ՃՒՊԵՐԲՈԼՒԿ 1ԱՎԱՍԱՐԱԱՆ 
ԼՈՒԾԱԱՆ Ահ ՄեԹՈԴհ ԱԱՍՒՆ

II. Մ Փ Ո Փ П հ Մ

Հայտնի I;, ււր մաթեմատիկական քիիղիկա յի մի չարր խնդիրներ) 
օրինակ՝ համրնթաւյ զարմվող հեղա կի հոսանքի մե$, ինչպես նաև Лш^ии՛֊ 
կեն մի? ավա յրւււ մ ձայնային աքիրների տարածման խնղիրր, կամ աոաձ֊ 
դսւկան ձողերի երկայնական in ա ատն n t.ifii ե ր ի /'/'I' ղ ե !իոր մւս ց ի ան եր ի
ա րաղ ntfJ յան ր հ ա if ե մ աաա կ ան դիմադ րա թյա՚հ ui.il երի ա ոկա յս ւ /•/յան ղեւղ- 
րամ, րերվում են իւաււն ածանց յա/ պարունսւկսղ հ ի պև ր րս ք իկ հտվաոար֊ 
մiii'li ինտեգր ման, այսինքն հեսւևյաք տեսքի հավասարման

Ժձ« ՜ lf2U . . .
—- -}֊ ՝2а------ » (11

ժ/“ ax'- dxdl

որա եղ հաստատուն 1,ւ
Ներկա հողւ/ածում րերւիւլմ 1.(1) հավասարման համար, այսպես կ"չ- 

ված, իւաււր խնւ/ււի քւււծւււմքւ, այսինքն է 11, (I <Հ .V <Հ / տիրույթում կա֊ 
и tn gi/ni.if է այնպիսի Ц (Д', է) էիւււնկցիա, սրը րավա ր ա ft и ւ.մ է ( I) հավասար- 
մանր և հԼսւեյաք սկղրնական ու եզրային պա յմ աննև րին

4 ֊АГ(А-),
|հ֊օ dt յ-գ

u(0, է)-ս(1, /) = ().
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