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МА ШИ НОСТРО I IIИ Е

М В. КАСЬЯН. Г Б. БАГДАСАРЯН, Л. М АРЗУМАНЯН

ОБЪЕМНАЯ ДЕФОРМАЦИЯ СТРУЖКИ. КАК ПОКАЗАТЕЛЬ 
ОПРЕДЕЛЕНИЯ ОБРАБАТЫВАЕМОСТИ

Известно, что при уменьшении скорости или увеличении глубины 
резания возможен переход от сливной стружки к стружке надлома с 
возникновением трещины у режущей кромки. Кроме того, как уже ио- 
казано в работе [-!], форма стружки, в основном, зависит от веля՝ 
чин т и К.

Согласно [2] величина т определяется так:

т= , ц)
£СД £ОКГ

где 7„кг —предел текучести на сдвиг ненаклепанного металла, который 
действуем вдоль поверхности Л'В и равен октаэдрическому напряже­
нию (рис I).

Рис. 1.

Величина касательного октаэдрического напряжения определяет­
ся по формуле:
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'о«. = ֊֊ I (57 ֊ Зу)։ 4֊ — вх)2 -f- Кг — з.)2 .
<5

ПрИ Gx = ()

Зокг = ֊֊ /(^֊ ЗУ)՜' 4" 3» 4֊ »

где «Гу — главные нормальные напряжения и определяются по [1|: 

Р. cos ■'
~ cZ»=ft(=֊sini) *

Ру cos 7
"У “ а/>сЛ(; — Sin •() ’ 

t-₽ А. : -Л. 
' " 41 bx ' ’ b •

—предел текучести на сдвиг наклепанного металла, действующий 
вдоль поверхности EF (рис. 1), и определяется по формуле:

7< — предел текучести на сдвиг вдоль поверхности АВ.

2__________________________________
e0<r = — V (Si - т («-> ֊ s3) ‘ 4֊ — «О2

О

— октаэдрический сдвиг [2|;

֊1 = 4՜ iwy): ч -!т (cr — ъ = — -г н (* 4-°у);

L L г.

։сл — деформация сдвига, определяемая по формуле |3|:

всд-ctg &4֊tg(?։ —1).

Кроме вышеуказанной формулы, -0К1 можно определить и по формуле

֊ -к А. 
’•окт — А —

Подставляя значения и гОк- в (1). получим

v =------- !----------  (2)

•X 5СД SOKT

Чем меньше эта величина, тем тоньше стружка и тем меньше ее объем­
ная деформация. Следовательно, увеличивается стойкость резца, 
уменьшаются силы резания и вероятность трещинооб-разования в ма­
териале в зоне режущей кромки, при этом улучшается также чистота 
поверхности, и, по-видимому, отношение т/К можно считать характе-
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ристикой обрабатываемости. По определить величину т/К при таких 
больших скоростях деформирования, которые существуют при резании, 
пока не представляется возможным [4]. Однако, в первом приближении 
можно допустить, что материалу, имеющему меньшую величину т/К, 
будет соответствовать меньшая объемная деформация при больших 
скоростях деформации. Этот показатель может являться проверкой 
оптимальности режимного поля, так как он связан с состоянием по­
верхности резания, а также со стойкостью инструмента.

Таким образом, отношение т/К можно считать новым критерием 
оптимизации режимов резания, наравне с объемной деформацией 
стружки.

Наша задача заключается не только в оптимизации процесса ре­
зания, но и в нахождении взаимосвязи между т/К и 5К.

Исходя из этого, проведена серия опытов по факторному плани­
рованию экспериментов типа 3' для установления зависимостей:

Л

Значение полной объемной деформации о« определяется по фор­
муле [2]:

% ~ Чж ’ е • 
— -о>

где — определяется выражением |5|

։.ж - /о,67 (8? - Ч/ + Ч) .

где г - 11! (1 4֊ Д/); Д/ = --;
Л

= 1н (1 4֊ Да): До^^֊ 
а

•
5д=1п(1 ( Д£); Дд--^; 

Ь

/ — длина среза, .и.н; длина стружки, мм\ аг толщина струж­
ки. м.ч; Л,—ширина стружки, лг.и; е0= ЗзО —температурная дефор­
мация стружки [6|; а — коэффициент температурного расширения ма­
териала, 1/град; 0 — температура резания, град.

Опыты проводились при фрезеровании цветных металлов ЛС59-1 
и Д16 режущими пластинками из СК. План проведения экспериментов 
и их результаты приведены в табл. 1. согласно которой и составляет­
ся математическая модель отношения т/К, а также полной 
объемной деформации б» в зависимости от режимов резания:

— С^1Xх* Iх*: = С.л)х՝ Xх* /‘‘‘. (3)
К

При этом уравнения репрессии имеют вид;



8 М В. Касьян н др.

1п — — у, = Ьй 4- Ь։х1 Ч- Ь.>х., -г Ьлх3 + 4- Ь^хг\’л 4-

’ ^23''4^'3 4՜ ^123^1 '^•.‘-'■3՝

1п 'ы — ; ^1'^1 । -}• Д,л3 Ь^Х-^х? И13х^лл

-4- Н.^х.;х.л 4՜ ^12зл4л'2лз- (4)

Для определения показателен степеней и коэффициентов уравне­
ний (3) составляется матрица планирования с учетом того, что в мат­
рице минимальному значению параметра соответствует « I», сред­
нему значению «О», а максимальному—<с-4-Ь.

Таблица 1

№
 п/

п V, 
м/мин

5, 
мм.-об

1, 
мм

Материал ЯС 59 1 Материал — Д16

ол т К т.'К Ъи т К т‘К

1 88 0,007 0.200 2.55 182,10 356,92 0,510 3.22 16.29 79.66 0,204
2 250 0,007 0.020 2.50 102,27 286,37 0.357 3.77 8.15 32,68 0,249
3 703 0,007 0,063 2.48 72.00 139.68 0.515 3.22 6,03 27,32 0.221
4 88 0,022 0,020 2,33 130.97 275,03 0.476 3.4-3 5,98 34,50 0.173
5 250 0,022 0,003 1.83 54.13 115.84 0.467 2.40 21.85 58,34 0.374
6 70-3 0,022 0,200 1,76 57,93 163.94 0,353 2.Ю 30.00 81,32 0.369
7 88 0.070 0.063 1.64 71.37 146.31 0.488 2,01 25.01 65.28 0,383
8 250 0.070 0.200 1,28 45.61 127,72 0,357 1,56 48.83 109,88 0,444
9 703 0.070 0,020 1.27 158,41 34.3.74 0,461 1.17 15,59 37,72 0.413

Определение коэффициентов полиномов (4) дает возможность с 
помощью уравнения преобразования [7]

2(1п Л — 1п 7'щ.х) . , 
17' 17'Ш / тах " ‘П 1 п;)ц

составить таблицу 2. где приведены асе значения неизвестных показа­
телей п коэффициентов уравнений (3).

Таблица 2

Материал с, с2 Ху ла -Ч х$ •Ч

Д16 0.67 1.567 0.20 0,41 0,10 -0.10 ֊0,22 -0.05
ЛС59 1 0.59 1,221 0.17 0.35 0.12 -0.18 -0,18 0,07

Применяя линейное программирование для уравнений (3) с уче­
том ограничения режимов резания, можно составить программу для 
ЭВМ и определить оптимальные значения режимного поля при обра­
ботке вышеупомянутых материалов.
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у։ 0,67 0,2г։ 0.4122 4-0,1г, -• пип

у. =-- 1,567 - 0,12, — 0,22г, - 0,05г, - 1п 1,0

2, >• 1л 88

2, • ՝< 1п 703

г, >Ш 0,007

2.. <1п0,07

г3> 1п 0,063

<3 1п 0,2

Аналогично можно составить программу и для материала ЛС59-1.
Решение систем линейных неравенств па ЭВМ дает оптимальные 

значения V, 8, I. приведенные в табл. 3.

Таблица 3

Материал
Оптимальные параметры 

режимов резания
1', АИ.цин .V. А(.ч!аб /, .»/.«

Д1б 260 0,007 о.п
ЛС59 1 250 0.007 0,05

Подставляя в (3) оптимальные параметры режимов резания, по­
лучаем следующие взаимосвязи между гп/К и ч֊:

для ЛС59-1 — =0М4;
/<

для Д16 у =о,13*?Д —

которые показывают, что чем меньше Ъи, тем меньше отношение гп/К. 
что и приводит к хорошей обрабатываемости.

Можно ожидать, что при обработке большие силы резания и боль­
шие толщины стружек буду: соответствовать материалам, для кото­
рых значения величины т/К больше. С увеличением т/К увеличивает­
ся шероховатость поверхности * А*д). а это .приводит к ухудшению ка­
чества обработанной поверхности, следовательно, величина т/К свя­
зана с /?4.

Таким образом, теория стружкообразования, учитывающая пере­
менность т/К. позволяет качественно оценить влияние варьирования 
и, $, I на или на форму образованной стружки.

Так как параметры ш//< и являются характеристиками свойств 
материала, то при оценке обрабатываемости этими параметрами 
не будет учтено влияние на обрабатываемость твердых включений н 
различных добавок, вводимых в Д16 и ЛС59-1 с целью улучшения об­
рабатываемости путем изменения условий трения на поверхности 
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контакта резец-стружка. Но т/К. непосредственно связаны с про­
цессом резания и следует ожидать, что они являются лучшими харак­
теристиками обрабатываемости, чем твердость или сопротивление при 
разрыве.

Отсюда следует, что более полное представление об обрабаты­
ваемости материала дает т/К или ом. Большим значением т/К «или Գ. 
соответствую! стружки надлома с большей толщиной и низким ка­
чеством обработанной поверхности. Если к тому же величина է боль­
шая,то тогда силы, действующие на резец, велики, что ведет к умень­
шению стойкости резца. Меньшие значения параметров и т/К ха­
рактерны для сливных стружек, меньших сил резание, и хорошего ка­
чества обработанной поверхности.

Итак, вышеизложенное нозволяе։ сделать вывод, что по объем­
ной деформации можно судить об обрабатываемости.

ЕрПЙ ям. К Маркса Поступила 22.IV.1977

И. Ч 1|ԱՍ31ԼՆ, Л. Р. ՈԱՂԴԱՍԱՐՅԱն, Ա. Մ. 1Լ0£ՈԻՐԱՆՅԱՆ

ՏԱՇԵՂԻ ԾԱՎԱԼԱՅԻՆ ԴԵՖՈՐՄԱ8ԻԱՆ ՈՐՊԵՍ 
ՄՇԱԵԵԼԻՈԻԹՅԱՆ ՈՐՈՇՄԱՆ ՅՈԻ8ԱՆԻՇ

Ա մ փ ո փ ս ւ մ

ում ցույց է տրվէսծ, որ երբ փոքրանամ է կտրման արագությու­
նը կամ մ Լծանում է կտրման խոր/п թ յունր հնարավոր Լ դաոնում անընդհատ 
տաշեղի վերած ում ր ջարդոնա յին տաշեղի, առաջացնելով կոնտակտի շրջա­
նում Հարեր։ /‘արի դրանից, ցույց Ւ, տրված, որ տաշեղի ձեր հ իմն ականում 
կախված է Ո1 ե խ մեծություններից: Փորձերով հաստատված է, որ որքան 
փոքր ի Ո1՝ /Հ հարաբերությունը, այնքան բարակ կ տաշեղը ե այնքան փոքր է 
նրա ծավալային ղեֆււրմացիան։ Հետևաբար, դրանից կախված , մեծանում է 
կտրիչի կա յոլնոլթ յււէնը, կտրման ուժը և Հա քա դո յա ցմ ան հավանականու­
թյունը փոքրանում !; ե մ աներևույթ ը и տարվում է անհամեմաս։ մաքուր։ 
Հեղինակները հան ղում են այն եզրակացությանը, որ И1;К հարաբերությունը 
կարելի I, ընդունեք որպես մշակելիության րնութադիր, ինչպես նաև նոր մի­
ջոց' կտրման օպտիմալ ռեժիմների որոշման համար։ !՝ացի ղրանից, ղտնված 
է փոխադարձ կապ ծ ավարսյին դեֆորմացիայի (б.,) ե Ոէք/Հ հարաբերության 
միջև, որբ հնարավոր ի դաոել գծային ծրազրէսվորմ ան եղանակի օղտաղործ- 
մա մր ։

Այսւղիսով հաստատվել Լ, որ տաշեղի ծավայա յին դեֆորմացիայի մի­
ջոցով կարելի է ղւոտել կտրմ՛ան մշակելիության մասին։
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ЭНЕРГЕТИКА

Г. Г. АДОНЦ

ИССЛЕДОВАНИЯ АЛГОРИТМОВ РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИИ 
УСТАНОВИВШЕГОСЯ РЕЖИМА ЭЛЕКТРИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ

Уравнения установившегося режима электрической системы, за­
писанные в приращен и их параметров режима, имеют вид:

(О

где т — индекс узла системы:
•о —индекс узлов ветвей, исходя ши х из узла т\

х,.. — sin Ан—синус фазы комплексного напряжения узла ш;
U.., — модель того же напряжения;

Дх,„ А// — приращения параметров режима в двух последовательных 
шагах итерации;

Рт, Qm — активная и реактивная мощности узла т.
Первое из уравнений (1) записывается для узлов с искомыми пара­
метрами s, второе ֊ для узлов с искомыми параметрами U. Один из 
узлов схемы выделяется в качестве узла баланса мощностей, для ко­
торого задаются хл и lj6 и принимаются искомыми Р6 и Qfi.

Величины АРД1 и AQm определяются по формулам:

±Рт = р;п ֊ Р‘т = Р'т - ֊ ит v

(2)
AQW — Qlm - Q„, — U^btnm Um 2^ ,

III
где P'm , Qm — заданные мощности узла m\

֊■?,.) S«.sln(4„
(3)

₽ж~ = si"(■?,„֊'<)

где , Ьп։...— активная и реактивная проводимости ветви между уз­
лами т и ю;

։ — индекс шага итерации.
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Взамен уравнений (I) предлагаются [1] следующие уравнения 
установившегося режима электрической системы:

Л^« = 2л,, Л$/л“ х—гг^-

Асг,„ = у 42г- д»я. + (4)

•1^=^֊ Ам=О. 
•։■ т) 

где
8^ = 51п — V՛ = я!п (-!>,„ - ’1 — ян - •!>,„)' ;

к — индекс независимого контура схемы замещения системы. Число 
контуров, а следовательно, последних уравнений (4) равно числу вет­
вей схемы минус число узлов плюс единица, т. е.

к = Ь — у - 1 (5)
(Ь, у число ветвей и узлов схемы).

Целью статьи является изложение результатов исследований ал­
горитмов решения уравнений (1) и (I) методом Гаусса при использо­
вании принципа Зёйделя для случаев открытых (незкннвалоптирован­
ных) схем и многополюсников (эквивалентированных схем).

Алгоритм решения уравнений (1) или (4) сводятся к следующим 
процедурам:

а) по заданным Р՜., У։п и первым приближениям 6г/^։, $*“* (или 
вычисляются ДР;՞1, ” частные производные, входящие в

уравнения;
б) решаются уравнения (I) относительно Ах;”՛2, А/<՜2 или урав­

нения (4) относительно Д5{=2, 2;
в) по найденным Ах'՜-՛, Д«к՜2 и величинам М‘ 1 определяются 

Значения искомых переменных для второго шага итерации:

С'։=е’ + -чл
£/,' 2 = и[ 1 4- (6)

т т» 1 гл»>
г) по полученным х и и вычисляются ДР,'„ 2. АС^-- и т. д.;
д) итерация завершается по достижению допустимых значений 

ДРдр.,„.
Задачами исследований являлись:
I. Установление возможности и порядка применения принципа 

Зейделя в процессе решения уранненнй (I) и (4);
2. Установление возможности исключения из систем (I) и (4) от­

дельных слагаемых или группы слагаемых;
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3. Обеспечение сходимости итерации при решении уравнений от­
крытых и эквивалентных едем

Введем следующие сокращенные формы записей:
4Р,

Р (я1, и1) - матрица частных производных ֊ и функции $' и 1/‘, 

полученных в /-м шаге итерации;

/■;($', 1Р) матрица частных производных ^у֊;

/Р)-то же-—; 
а и

О1)-- т<> же • 
дя

Для значений 5 и (/ и следующем шаге итерации используется 
верхний индекс / ч I. Критериями завершения итерации служили до­
стижения величин

ДР; =» 10՜’; др; = КГ*.

Принцип Зейделя был применен в нескольких вариантах реше­
ния уравнении (I) и (4).

Путем машинного эксперимента, выполненного на примере одной 
тестовой задачи—схемы замещения системы с 51 ветвью и 46 узла­
ми—были получены следующие результаты.

Сходимость итерации с заданной точностью обеспечивается за 7 
шагов в следующих четырех вариантах решения уравнении (4) мето­
дом Гаусса с использованием принципа Зейделя.

Вариант 1
Р > = ДР($‘. и1};

(7) 
Qu(si^, « = А(?(5‘Ч СР).

В этом варианте решается сначала система первых уравнений (1) или 
(4). По полученным Д$1П определяются 5м1, которые затем ис­
пользуются при решения системы вторых уравнений (I) или (4). 
Третья строчка уравнений (4) решается совместно с первыми уравне­
ниями. Из (7) видно, что а этом варианте решения пренебрсгаются 
слагаемые РОД« и 0„Дх.

Вари а н т 3

Р (я1, ^Р(я>, и‘У,
(8) 

6'')АЬ’и‘ = Др(х', и,)±я,+*.

В этом варианте, как и в 1-ом, сначала решаются уравнения груп­
пы ДР, затем — группы Принцип Зейделя в этом варианте ис­
пользуется только при определении слагаемых (^(з4, 6П)Д^’։-
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Вариант 9
(?;(.< £/'>Д£/'<։ = Д<Ж, и1)-,

(9) 
р; (5՛՝, ^у^1) д^4՜1 = дР($». (У1՝1).

Здесь принцип Зейделя используется в отношении вектора V, в 
отличие от 1-го варианта, в котором принцип Зейделя используется в 
отношении вектора $. Кроме того, в этом варианте пренеб.регаются 
слагаемые <у'Дх и />'Дя.

Вариант 14
<Г (5', и1)^^ = Др(х', и‘у,

(10) 
р;(з'. г/')дз?+’»дри‘, и>) р;($‘,

В этом варианте принцип Зейделя используется з отношении век­
тора АС/. Сходимость итерации с заданной точностью обеспечивается 
за И шагов в следующих вариантах решения уравнений (I) и (4).

Вариант 2

Р,’ (х', 6")Дх‘+։ - ДР(х‘, 17‘у
(Н) 

Оп(х‘, £/‘)Дй/+1 = Д(2(х'՜, и1).

Уравнения (11) отличаются от (7) тем, что з них не используется 
принцип Зейделя.

Вариант 5
Qu(sl, и1) Дц'+« = и‘У

(12) 
Р,(х\ №) Дх^> = дР(х', — РДх', £/'+>) Ди^.

В уравнениях (12) используется принцип Зейделя в отношении векто­
ра (.՛՛. Пренебрегаются лишь слагаемые б/Ах.

Вариант 15

Р։'(х', {Р)дх'+« = ДР(д*-, и1)֊ и,)Ы։,\
(13) 

с?;։(х'-։, и1) д/г-» = др(з*л и1).

Здесь используется принцип Зейделя в отношении вектора у и пренеб- 
регаются слагаемые СУ^з.

Отметим варианты алгоритма, приводящие к расходимости ите­
рации.

Вариант 7

<?и(х', Д/')Д^։ = ДР(5^ О') - <?'(*'. 6")ДХ՛;
(14) 

р;(х։՛, = ДР(х', /У'"1) Р'ДхК и‘-֊')±н‘ ։.
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Здесь принцип Зёйделя используется в отношении вектора (Л Слагае­
мые и Р'иЬи учитываются в расчетных уравнениях.

Вариант 16

Р (х1, О։|)д^^ = дР(Л и<) /<($'. 6") Да';
(15)

Q\։(s' \ U^)AU^~{ = sQ(s^■\ и1) — Г/(х^’, (/9Д.^+1.

В приводимых ниже уравнениях варианта 18 сходимость итера­
ции обеспечивается за 19 шагов.

Р. ($'. и1) Д?։‘ = ЛР($\ и‘)-Р։и($!, и^ьи1-,
(16) 

($•՛, и՝) Д«'*։ др ($', и1) — Рч ($‘, и1) Дх; *

В уравнениях (16) иртщпн Зейделя используется только в отношении 
вектора \х.

Из всех исследованных 18 вариантов алгоритма для открытых 
схем наиболее эффективными оказались варианты: I: 3: 9; 14,- -пред 
ставленные уравнениями (7); (10).

Были выполнены исследования тех же вариантов алгоритмов для 
эквивалентной схемы, полученной путем исключения сетевых узлов 
п —֊16 и доведенной до // = 28 (общее число генераторных и нагрузоч­
ных узлов).

Наиболее эффективным в этом случае оказался вариант 1, пред­
ставленный уравнениями (7).

Из сопоставления уравнений (I) и (4) видно, что уравнения (1) 
могут быть попользованы для открытых и закрытых схем, а уравне­
ния (4)—только для открытых схем.

Для обеспечения сходимости итерации при решении уравнений 
(I) рекомендуется применение методики поворота векторов комплекс­
ных напряжений всех узлов (включая узел баланса мощностей) после 
каждого шага итерации. Для этой пели используется формула;

= $.«!». <17> 
где

= 5111 4 = 4՜ От.« + 'Ип1о)‘ с = /Г^Л5՜;
л*

I, I -(֊ 1 — индексы шага итерации;
•>' , — максимальное и минимальное значения фаз комплексных

напряжений в /-м шаге итерации;
/ф1, П — индекс величин 5 после поворота векторов;

т — индекс всех узлов схемы замещения системы.
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Выводы

I. Взамен решения уравнений (1) и (4) рекомендуется решение 
уравнений (7) ։.чя эквивалентных схем и уравнений (7)-: (10) для от­
крытых (неэквивалентных) схем.

2. В уравнениях (7)4-(10) используется принцип Зсйделя в отно­
шении векторов, соответственно, х; \а՜; Ս; :\Ս

3. Для обеспечения сходимости итерации при решении уравнений 
эквивалентных схем рекомендуется процедура поворота векторов ( 
по формуле (17).

АрмПИИЭ Поступила I7.VI.I977

2. $. 1ԼԴ11ՆՈ

1;1.1>«ւՏ1’Ա.Կ11.Ն ՀԱՄԱԿԱՐԳԻ ՀԱՍՏԱՏՈՒՆ ՌԵԺԻՄՆԵՐԻ 
ՀԱՎԱՍԱՐՈՒՄՆԵՐԻ ԼՈՒԾՄԱՆ ԱԼԳՈՐԻԹՄՆԵՐԻ

ՀԵՏԱ9.ՈՏՈԻԹՅՈԻՆՆԵՐ

II. մ փ ո փ ո ւ ւք

Հաստատուն ոեմիմների հավասարումները ներկայացվում են (I) ե (4) 
տեսքովլ

Այդ Հավասարումների փոխարեն առաջարկվում Ւ, հ ա մ ա րժ ե բա д վա ծ 
սխեմաների համար լուծել (7) հավասարումը, իսկ РШЦ ("Լ ՝ա մ ա րմե բա ց- 
ված) սխեմաների համար' (?)-—(10) հավասարումները։ Դրանց լուծման 
համար օէյսւա դործվոլմ է սկզբունքը .Հ, Ա, А// - ի նկատմամբ։
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СТРОИТЕЛЬНАЯ МЕХАНИКА

М А 3АЛОЯН

ОБ ОДНОЙ ВАРИАЦИОННОЙ ЗАДАЧЕ О ПРИЖАТИИ СЛОЯ 
К ОСНОВАНИЮ ПРИ УЧЕТЕ РЕОЛОГИЧЕСКИХ 

СВОЙСТВ МАТЕРИАЛОВ

Приводится приложи тне вариационных методов теории ползу­
чести и пластичности к плоской и осесимметричной задачам о прижа­
тии сосредоточенной силой полосы из упруго-ползучего и пластически 
упрочняющегося материала к упруго-ползучему основанию. Контакт 
между слоем и основанием считается без сцепления с неизвестными и 
переменными во времени границами. Материал основания считается 
упруго-ползучим, подчиняющимся уравнениям наел едет вен ион теории 
ползучести Маслова-Арутюняна [1]. Для слоя рассматриваются два 
случая: в первом- -слой считается бетонным с двусторонними сим­
метричными тонкими усиливающими покрытиями из лилейно-упругих 
материалов, а во втором случае слои считается изготовленным из. 
пластического материала со степенным законом упрочнения.

Вопросы контактных напряжений при ползучести и пластичности 
исследованы в работах [2—17] и др. В книгах [4, 12, 16] приведены 
библиография и анализ работ в области контактных напряжений при 
ползучести и пластичности.

В настоящей статье проявляется интерес преимущественно к 
прикладной стороне вопроса, а именно, к развитию приближенных 
методов расчета, н частности, приложению вариационных методов к 
решению контактных задач теории ползучести и пластичности. 
С целью изучения качественной стороны вопроса в работе принят 
параболический закон для прогиба слоя, хотя это приближение не позво­
ляет полностью учитывать влияние изменения размеров контакта [18].

В монографии Ю. И. Работнова [16] содержится развитие приб­
лиженных методов расчета, основанное на вариационных уравнениях 
для задачи об изгибе однородной балки на винклеровском основания 
с учетом наследственных свойств материалов. В монографии Т. Ш. Шн- 
рпнкулова [12], наряду с герцовскпмн задачами, развита методика 
расчета бетонных плит на упруго-ползучем основании с использовани­
ем ортогональных полиномов. В статье Л. М. Гайтовой [17] дан вариа­
ционный метод расчета упруго-ползучей трсхслойной плиты на упругз- 
ползучем винклеровском основании.
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§ 1. Плоская задача

Г. Пусть слой шириной единица (балочная плита) и высотой И 
прижимается без сцепления сосредоточенной силой Р(1) к основанию, 
занимающему нижнюю полуплоскость (риг. 1). Материал основания 
(грунт, бетон и др.) обладает свойством наследственной ползу­
чести [1] Длину контакта, меняющуюся во времени, обозначим *2/: (О* 
а реактивное давление р(х,1)

Перемещение основания 
мулам [10]:

в точках контакта определяется по фор-

® (х, 0 =
2(1

^о(0
(1-1)

ш (X,

<7(0
О - 1՝ от—Цт 

. х ■ а
(1.2)

Здесь у0 и (/) — коэффициент Пуассона и модуль мгновенной де­
формации основания;

КД/, т) =֊Е„(1) ~ {-1--.-%(.) || -<•-«<-)]); (1.3)

* 1£оСО 1
.•де фр(:) — функция старения;

То параметр, характеризующий ползучесть материала ('сно­
вания.

Для старого материала

®э(х) ^0՛ ^о(О-=^о
и

Л*о (*»■*)« Ао = ^осо- С1-4)

Реактивное давление из (1. 2) представится в виде [19]

а(О
р(Х, /) = --֊/в2(0 -Л’ Г 1 - ('5)

|/ а- (/) — ?- с—х
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Имеем очевидное равенство

«(О
(1.6)

Тогда, используя условие ограниченности напряжения на концах кон­
такта. имеем

1՛ ֊г^֊ ... =-»Р«). (1.7)
3 д; |л-(0֊г

-«(О

Принимаем, что прогиб слоя (осадка основания) меняется по 
параболическому закону. Тогда можно положить

ш(л-, /) = г»(()-•?(/)А (1.8)

где и(/) и / (/)—искомые функции времени.
Используя (1.8). из (1.5) и (1.7) находим

р (л, о = а‘(1)֊хг, (1.9)
«V 

где
•Н0^Р(Па-=(А). (1.10)

Вертикальное перемещение основания будет 

2(1 — >2)
^(х, /) = ֊Г_Г|г1Ф(0 ֊М0х*|, (1.11)

где индексам * обозначен интегральный оператор Вольт-ерра

/
ММ(0 + -)*. (112)

Рассмотрим два вида слоя.
2°. Исследуем случай, когда слой изготовлен из бетона с симмет­

ричными тонкими усиливающими покрытиями. Голщина усиливающих 
слоев (Д) по сравнению с толщиной бетонного слоя (й) считается ма­
лой.

Зависимость между изгибающим моментом и кривизной слоя име­
ет вид [20]

Д!(л-, 0 = В(0Ч*. 0- ] В0(ЧЛ.։. •)/?((. -)</•. (1-13)

где
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•/.(х. /) = -—; Д(О = Во(Ои(О;
С/Л-

(1.М)
Ло(О= —; ц(?)= 1-)-б! "т-&—;

12(1—^) 1֊^ £(/)//

и V,— модуль упругости и ко.зффициент Пауссоиа материала уси­
ливающих слоен; Е(1)—модуль мгио։-.енной деформации бетона;

Л С. ч = ֊֊֊ ֊! 7 г С)/: (?) Л'(-)/<Р) ( ^(5)ехр — \ ^{г)с1.'г а-

где

= тП г ?(<) £(--)).

В случае старого бетона

?(-) = С и Е{։) Е,
тогда

/?(и. т)-_=^-М/ ’-ь \ЕС\ - ЕС). (1.16)

Напряжения в верхнем и нажнем покрытиях выражаются 
кривизны соответственно формулами

через

1Л1Л-.;-у-(^. О-
(1.17)

Напряжение в бетонной части слоя определяется по формуле

/ Е{()га(х, г, П = - ՝ \ х «(*. ’)«(«.
1 — V֊

(1.18)

Согласно принципу возможных перемещений будем иметь

ау>
'}(!- V/. /?(х, ^)|огс(О, I) —

т. 0

Здесь использовано равенство
Подставляя (1.9) и (1.11) 

дим к уравнению

оо> (х. 0| г/х 0.

(1.19)

(1.6).
в (1.19) и производя выкладки, прихо

а

^ (֊-)/?! (Л ^)^:= А-^-^֊"’(/),
(1.20)

где

т) = 5>(0 Е(~) /? (/, .) .
^о(-) £(/) р(/) '

64(1 - у*)
/мо = ■;. / вц).

^0(/)
(1.21)
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Учитывая выражения (1.12), из (1.20). применяя формулу о пре­
образовании двойного интеграла, приходим к нелинейному интеграль­
ному уравнению типа Вольтерра

■но ь -)</• =-^7^-г‘А(о, (1-22) 

J (0

где 
1

кл, -)=л»(о-)-/?,«. -) ֊ \ к.,с=- ■)»,('՛. ։)<я. а-23)

Для старых материалов

/<* (Л --) = 4- Аае-^-\ (1.24)
где

Для постоянном силы, вводя обозначения:

3 / ||? |_ у֊ р
= «„ = /, | 22-1—(1.25)

в исключая ф(/) при помощи соотношения (1.10), приходим к нели­
нейному интегральному уравнению

г
Г* (0+ 4Л=/(«). (1-26)

Отсюда имеем /(-.,)—1. Предельным переходом при г -* со из (1.26) 
находим

Здесь и далее через Д и о* обозначены их значения при I • ос.
Уравнение (1.26) приводится к нелинейному дифференциальному 

уравнению второго порядка

/(2-4-/’)Г" = 6/'= - Ь/ Мг, (1.28)
где

*=/|2(ъ + ч+Л-М0) Нъ-М)/Ч;

/и =/2 (То7; + ^Ай 4֊ 70Д — 70ч/3)-
(1.29)
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При помощи подстановки

/■
/ •։ = ( X (*) (IX

I

(1.30)

уравнение (1.28) приводится к дифференциальному уравнению перво­
го порядка

/(2 + /’) А" 4֊ тХ" - ЬХ 4-6 = 0

с начальным условием

Д'(1)=3(ъ + А ф Ао)-1.

(1.31)

(1.32)

При помощи (1.30) —(1.31) легко получить численное решение задачи.
При одинаковых реологических свойствах слоя и основания /1=0. 

н интегральное уравнение (1.26) приводится к дифференциальному 
уравнению первого порядка

(2-/а)/л-(Ъ^Ао֊7ог^)/. (1.33)

решение которого при условии /(^) = 1 будет

(1.34)

В случае чисто-упругого основания 10=0, .4 = — Л/р, и приходим 
к решению (1.34), причем в этом решении нужно принять

ЕС 
(1-гВДр' (1.35)

По формуле (1.34) построены графики -а для 'рассмотрен* 

ных двух случаев, которые приведены на 
параметров здесь и далее следующие:

• 10' см^кГ, = 11.026 — —. ֊- = — •
день 20

ай
рис. 2. Численные значения 
£о = 2-1О5 кГ!см՝, ^ = 0,9-

Анализ полученных формул показывает, что при одинаковых 
свойствах ползучести основания и слоя длина контакта при постоянной 
силе в течение времени возрастает, а при отсутствии свойства ползу­
чести основания—уменьшается.
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3°. Предположим, что слой изготовлен из пластического материла 
со степенным законом упрочнения. Зависимость между изгибающим 
моментом ,1 кривизной балки принимаем в «нще

о ։ 1 ж —
— /) к п

М = /Ля , Г) = - ——» (1.36)
2-Н — 

п

параметр, характеризующий материал, яД>1.
Вариационное уравнение задачи будем

։ «(О
а ох /?(л\ 0|'>й՝’(0. /) — отецх, /)|е/.с = 0. (1.37)

и

Подставляя (1.9) и (1.11) в (1.37) и делая необходимые выклад­
ки, получим 

За

•?(П+|?1:)ВД')Л = у֊’? * (^ 0-38)

где

£*(')
4(1 V*) / \Г/2лм
-£,(0 К 2/л Р 1 / (1.39)

Для постоянной силы и старого материала, исключая из
(1.38) приходим к интегральному уравнению

(о -֊■ I ^^=Г(н, (1.40)

причем /(/) = а где

«о = Л

I п п- I
4и_©1՜ 1б//Дь \я՜2 /А \л \ 

т.Еа . V 2п ?. 1 ) \р) (1.41)
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Предельным переходом из 11.10) находим

(1.42)

Уравнение (I 10) приводится к дифференциальному уравнению перво 
го порядка

(2 «г j/'֊ 

решение которого будет

(1.43)

(1.44)

На рис. 3 приведены графики функции и(7)/ф> для различных значений 
п и параметров и-2°.

Можно поставить обратную задачу: определить закон изменения 
во времени Р(1) при условии a(t) const. Тогда для старого материа­
ла, исключая из (1.38) ф(7), приходим к уравнению

<7(")Я0(/. t)cZ" </-(0, (1.45)

причем у(/) = Р(t)/P(-ч). Предельным переходом при г—-’՜. из (1.45) 
находим

I
</. = d 4-ад"՜1. (1.46)

Интегральное уравнение (I 15) приводится к дифференциальному 
уравнению

(1 - nqn ')q' = -руг VA (1.47)

решение которого при начальном условии у(т։) = 1 имеет вид
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(1.48)

Рис. 4.

Таким образом, если внешняя сила возрастает- во времени по за­
кону (1.18). то длина контакта остается постоянной а(1)=аа (рис. 4).

§ 2. Осесимметричная задача

1°. Пусть тонкая круглая плита прижимается сосредоточенной, 
приложенной з наире плиты, силой !'({) к основанию, занимающему 
нижнее полупространство (рис. 5). Контакт между слоем и основани­
ем считаем без сцепления с радиусом круговой области контакте а(/).

Вертикальное перемещение точек контактной поверхности выра 
жается через реактивное давление р(г,Г) но формуле [10]

то (г,
^о(О

(2.1)
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и. (Г /) р(:, t)zdzdb

Г Г2 -J- ? 2r; COS 5
0<г(/)

где 2—область контакта.
Реактивное давление можно представить в виде [19]

/>(г, О
•(»>

j_ f
2« J I -= - /•՝ &.

2 
/■'(г. /)

••
«»((), Л4- г | ——L — *^—d\

J г г1 о*

активное дапленнс удовлетворяет условию

«(О
2’f p(r. t)rdr = P(t). 

о

(2.2)

(2.2)

(2.3)

(2.4)

Учитывая ограниченность напряжения на границе контактной об­
ласти, будем иметь:

-(Л
Л1а(Г). Г|=0; у Г(։. /)</; = Р(Г). (2.5)

ь
Вводим предположение, что пооглб плиты меняется по парабо­

лическому закону. Тогда можно принять

ш(г. /)=17(0— ьщг*. (2.6)

где т(0 и ]>(0 —искомые функции времени.
Из (2.3) и (2.5) полу чтем

Е(г, 0 = —]«(/)-֊(2.7)

Далее, подставляя (2.7) в (2.2) н производя необходимые выкладки.
получим

p(r. Z>=

Используя условия (2.5). находим:

(2.S)

(2.9)
4 а (О 8 ол(0

Выражение прогиба плиты будет

w(r’ 0 = -i֊֊7n-h’.(0- ?.(0r3|. (2.10)

-*-0 V ' 
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причем индекс ". как в в предыдущем параграфе, означает оператор 
Вольтерра (1.12).

2Э. Рассмотрим случай, когда плита трехслойная г симметричными 
тонкими усиливающим!) покрытиями. Материал покрытия считаем 
линейно-упругим, средний слой бетой, подчиняющийся соотношениям 
теории ползучести Маслова-Арутюняна [I].

Из .условий статики элемента плиты и соотношения между напря­
жениями и деформациями следуют зависимости между компонентами 
изгибающих моментов и кривизн средней поверхности плиты

м (2.11)

где

д՝к< 1 дк<
дг- г дг

в՝ ,д» + у» 2(1'֊ .,0 - <212)

а В и Вй определяются по формулам (1.14).
Согласно принципу возможных перемещений имеем

ЛИ)
а՝ (М. о/г 4- Л1ео/.0) — 2 { р{г. 1} |ок- (0, /) — ото (г, /) ] гдг = 0. (2.13) 

о

Здесь использовано равенство (2.4). Используя выражения прогиба 
(2.10), реактивного давления (2.8) и соотношения (2.11), из (2.13՛ 
приходим к уравнению

(2.1-1)

где

/<(С ֊.)
_ ЫП Е(-.) R а, * 1|(.1-у

/:,.,(-) /•(/) ^(/1 ’ ’ 1 1-7, £(/)// ’

(2.15).

При меняя формулу Дирихле о преобразовании двойного интегра­
ла и исключая 1|?(0 из (2.14), получим интегральное уравнение

/
р(0а֊а(0+ (,Р(֊)«-3С)К.е, =

(2.16)

где
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V* (/)=-^р(0;

(2.17) 
I

К. [I. '■) = К.{։, -)֊/?. (Л -) ֊ (’ к. (с, R. (!,

Для старых материалов /(«(Л ') имеет вид (1.21), но в выражениях 
/1 в .4,, следует ц заменить через ц։. Вводим обозначение

л(0 = «о/|'7 (^ .
где

// 5՜ 1 *л £[В1 °« = А1/ <2-18’
начальный радиус контактной области.

Если через обозначить значение этой величины, полученное 
Р. Л. Вейцманом [21] точным .методом для однородных упругих мате՝ 
риалов плиты и основания, го при р։ I будем иметь

«о ^0,78,7՜ (2.19)

что три ч 0,4 дает значение //0/и,' 0,88.
Далее, принимая Р(/)=соиз(, из (2.16) приходим к линейному ин- 
т играл ьн ом у у р а в и сн 11 ю 

/ (•)К* (Л -)<!֊. = \. (2.20)

которое приводится к дифференциальному уравнению второго порядка 
с постоянными коэффициентами

.Г + 5,/' ; $2/ -7о-4. (2.21)
где

5՜։ = 7о + 7< + До 4 -4՝ 5.- 7<Г|-г 'Ио ։֊7о-'1«

с начальными условиями:

/(ч) = 1; /'^) = ~л0-А. (2.22)

Если положить —4л՝..}>0 и ввести обозначения

5. — 1-/5; — 17? $. + 1 $՛• - 45»
а = —----- —-------- 2-; 3 = V - 1-------- -- . (2.23)

2 2

решение уравнения (2.21) при начальных условиях (2.22) будет
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А + А - ?
а /

е

Ао -ь А а -Ь 7°՜'' \ е-^-^ (2.24)

При /—*֊оо получаем
а, - а, 1/1 + 4 4- А. (2.23)1

I I 10

Отсюда легко заметить, что при одинаковых реологических свойствах 
основания и бетонного слоя плиты (А —0) радиус контактной области՛] 
возрастает во времени, я в случае отсутствия у материала основания 
свойств ползучести (Ло=О, .1= Л/р) радиус этой области уменьшает­
ся во времени.

3°. Пусть круглая тонкая плита изготовлена из пластического ма­
териала со степенным законом упрочнения. Между интенсивностями 
изгибающих моментов и кривизн принимаем зависимость

1
М, = Щ , (2.26);

где

= ֊и I X, = — .

I о Го

Вариационное уравнение рассматриваемой задачи будет

2_ '.ф)
а-О\ - 2 р(г. Г) [ого (0, £) — л-о» (г, 7)| г<1г = 0. (2.27)

Используя выражения прогиба плиты (2.10) и реактивного дав­
ления (2.8). из (2.27) получаем

г
4(0 + СИ')А'о(С <228>

у’

где

(-^тО՞кШ"- 12-2/
Исключая >(0 при помощи (2.9) и обозначая /•/*(/) = —//(/),

8 
из (2.28) приходим к уравнению

I
Г Рп И\

р«) й-з (0 + Р(.) а֊з (г) /<։((, т)а-. = • (2.30)
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Для старого материала основания н постоянной силы, 

<•’ (0 = <V ՛.

обозначая

где

4 \2п
5-пГ)0

п л—։
з , ,я ч а

(2.31)

получиы интегральное уравнение

еннс которого будет

/(О + ^/(•>/<» 1Л ֊)<*-- I. (2.32)

/И - ֊ .-И E&fi
I • ‘-о^о

(2.33)

Предельное значение радиуса области контакта при I 

3__________
я* а01 1 4-.

На ряс. 6 показан график функции п(/)/йо построенный 
(2.33) при прежних значениях параметров.

оо будет

(2.34)

но формуле

1 —

! 'Обратная задача здесь не отличается от задачи, рассмотренной в 
плоском случае. Действительно, для старого бетона, принимая в (2.30) 
.4/)- const и исключая /V*. для искомого закона изменения <7(0՜ 
в^(0^("։) приходим к тому же уравнении» (1.45).

Институт мехенн?.։։ 
АН АрмССР
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Մ. Ա. 9.ԱԳՈ5ԱՆ

ՀԻՄՆԱՏԱԿԻՆ II ԿԱՄՎԱԾ ՇԵՐՏԻ ՄԻ ՎԱՐԻԱՑԻ11Ն ԽՆԴՐԻ 
ՎեՐԱՐեՐՅԱԼ' ՀԱՇՎԻ Ա11-11.Ծ Ն311ԻԻԻ ՌԵՈԼՈԴԻԱԿԱՆ 

ՀԱՏԿՈԻԻ?.ՈԻՆՆԻ1։Ս

II. մ ւ|ւ ո փ ո ։ մ

Հոդվածոս/ րերված Լ սողքի հ պրսստիկոէթյան տեսսէթ յան վարիացիոն 
/եքհէղնհրի կիրաոսւմր ՚սոտձդա ■ աւղուն ու ւ։// ա ս տիկ էւ րեն ամրացող նյութից 
յերտր կենտրոնացված ումով ա ոածղտ֊մած ուցիկ հիմնատակին սեղմելիս 
հարք] ե տէւանցրաւ/իմ ետրիկ խնդիրները րւէծելո։ համարք Շերտի ե հիմնա­

տակի կոնտակտր րնղունվոէմ Ւ. առանց շաղկապման՝ անհայտ ու մամանակի 
ընթացքում փոփոխական ւ/ահմաններովէ Հիմնատակի նյութը ընդունվում Լ 
աոաձղա-ռողոքն որը ենթարկվում Լ սողքի մաոանղական տեսության Մաս- 
լով֊ձարու թ յու նյանի հավա սարումն երին ւ
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ГИДРАВЛИКА

С. л. АНАНЯН. А К АНАНЯН

ГИДРОДИНАМИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ ОПРЕДЕЛЕНИЯ ЭКСПЛУА­
ТАЦИОННЫХ ЗАПАСОВ ПОДЗЕМНЫХ ВОД С УЧЕТОМ ИЗ­
МЕНЕНИЯ ИХ КАЧЕСТВА ПОД ВЛИЯНИЕМ ПОВЕРХНОСТ­

НЫХ ИСТОЧНИКОВ

В статье излагаются гидродинамические основы определения эксплуатационных 
запасов подземных вод п способов их рационального использования для различных 
нужд. Излагается также методика прогноза изменения качества подземных нсд под 
влиянием поверхностных загрязняющих источников. К этим задачам можно отмести 
также гидродинамические методы расчета пополнения подземных вод в межгорных 
впадинах.

Перечисленные выпи- задачи решаются применительно к межгорным впадинам в.» 
примере Араратской равнины.

Араратская равнина в геологическом и гидрогеологическом отно­
шениях является сравнительно хорошо изученной межгорной впадиной, 
которая в сельскохозяйственном отношении имеет большое значение. 
Этим и объясняется, что Арартск-ая равнина исследовалась и исследует­
ся многими организациями и специалистами, результаты этих исследо­
ваний опубликованы 11, 2| или оформлены в виде отчетов, которыми мы 
широко пользовались при решении перечисленных выше задач. Учиты­
вая это обстоятельство, в статье геологические н гидрогеологические 
вопросы освещаются мало, несмотря на то, что эти характеристики яв­
ляются основой всех наших исследований.

Араратская равнина представляет собой горный артезианский бас­
сейн и служит естественным резервуаром подземных вод, поступающих 
с обрамляющих ее гор. В результате тектонических процессов пз всей 
ширине проймы р. Араке образовался порог у горы Дап։а. который по­
добно плотине преграждает сток за ее пределами. Подземные воды Ара­
ратской равнины формируются, з основном, в предгорной и нагорной 
частях бассейна и среднего течения р. Араке. Глубинные воды транспор­
тируются на равнину преимущественно по древней погребенной речной 
сети и гео.структурным понижениям, заполненным лавовыми породами. 
Подземное водохранилище Араратской равнины заполнено напорными и 
грунтовыми водами, которые, не имея свободного оттока за пределы это­
го водохранилища, почти полностью разгружаются в него.

Циркуляция подземных вод происходит, в основном, по базаль­
там, андезито-базальтам и другим лавовым и валуне-галечниковым 
породам, залегающим в нижних горизонтах четвертичного комплекса.
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Поверху лавовых пород залегает рыхлообломочный комплекс с 
мощными глинистыми пластами, которые создают условия для образо­
вания напора подземных вод в толще четвертичного комплекса. Па пе­
риферийных частях равнины, где мощность озерно-речного комплекса 
уменьшается и залегают грубообломочные грунты, наблюдается выход 
Мощных родников. Подземные воды над озерными глинами образуют 
второй водоносный слон, который характеризуется весьма пестрым ли­
тологическим составом и невыдержанным направлением. Подземные во­
ды первого и второго водоносных слоев гидравлически связаны. Переме­
шиваний возможно через многочисленные забои вертикальных скважин, 
и, кроме того, свободная связь между водоносными слоями существует в 
периферийных зонах озерных глин. Верхний покровный слой Араратской 
равнины представлен, в основном, аллювиальными суглинистыми отло­
жениями Грунтовые воды залегают на глубине 0.5 3,0 м от поверхнос­
ти земли. Напорные воды подземного слоя постоянно подпитывают 
грунтовые воды

Из сказанного видно, что в гидрогеологическом отношении Арарат­
ская равнина представляет собой сложную систему гидравлически свя­
занных между собой слоев: верхний покровный слой с напорным питани­
ем грунтовых вод, нижний слабонапорный водоносный слой, отделенный 
от артезианского водоносного слоя озерными глинами. Гидрогеологичес­
кая особенность Араратской равнины заключается еще в том, что все 
поверхностные водоисточники, которые образовались на территории рав­
нины и прилегающих к ней районов, гидравлически связаны с указанны­
ми выше водоносными слоями, что необходимо учитывать при расчетах 
эксплуатационных запасов. При расчете гидродинамическим методом 
эксплуатационных запасов подземных вод и при разработке способов 
нх эксплуатации необходимо не только точно схематизировать сложные 
гидрогеологические условия .местности, по и одновременно необходимо 
отъем воды произвести по режимам потребителей (орошения, водоснаб 
жения и т. д.), не нарушая при этом естественных режимов родников и 
.1 ;• у , । х во до источников.

Сложность задачи заключается еще и в том, что при отъемах воды 
из подземного водохранилища нельзя допускать перемешивания сильно 
минерализованных вод покровного слоя на засоленных участках почвы с 
нижележащими водоносными слоями.

Принципы схематизации гидрогеологических условий местности, ус­
тановления граничных н начальных условий, выбор типа водозаборных 
сооружений и рациональной схемы их размещения для создания матема­
тической модели Араратской равнины нами опубликованы в работах 
[3-7-4]. Поэтому на этом мы не останавливаемся и переходим к мате­
матической формулировке задачи.

Для описания фильтрационных процессов в трех, между собой гид­
равлически связанных, водоносных слоях, будем пользоваться дифферен­
циальными уравнениями фильтрации. Эти уравнения для нашей задачи 
Можно представить в следующем виде:
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дН. ". ֊ Нг 
3 т. (2)

Т = т„ 4֊ т3.

(3)

(4)

где х, у координаты точки; плоскость хОу совмещена с плоскостью 
водоупора; / — время; // — высота залегания уровня грунтовых вод в 
первом водоносном слое, считая от координатной плоскости; и /Л 
пьезометрические напоры в соответствующих водоносных слоях; 
/?0, Ах, А.,— коэффициенты фильтрации соответствующих водоносных 
слоев; д скорость инфильтрации или испарения в покровном слое; 
Нв, и р2 коэффициенты водоотдачи и у пру гоем кости соответствую­
щих водоносных слоев; т2 и та мощности соответствующих 
водоносных слоев.

Начальные условия для уравнения (1) определяются высотой стоя­
ния уровня грунтовых вод, которые задаются в виде карты гидроизогипс. 
Начальные условия для напорных водоносных слоев (2) (3) задаются
в виде гидроизонез (линия одинаковых напоров). Граничные условия 
для дифференциальных уравнений (1) (3) определяются гидрогеологи­
ческими условиями местности (на основании геологической и геофизи­
ческой разведки).

В условиях Араратской равнины в зависимости от гидрогеологичес­
ких условий приняты граничные условия перво ю, второго *и  третьего ря­
дов. Граничные условия первого ряда приняты на тех участках конт\ ра 
области фильтрации, где наблюдается поступление воды (при постоян­
ном напоре) кз области формирования в подземное водохранилище 
Араратской равнины, а также на местах выхода родников или других 
водоисточников,, включая реки и водоемы, которые гидравлически связа­
ны с водоносными слоями. Граничные условия второго ряда приняты на 
тех участках контура области фильтрации, где практически не наблю­
дается поступление воды из области формирования в Араратскую рав­
нину (безводные участки). Граничные условия третьего ряда приняты 
на участках конуса выноса речных долин.

Дифференциальные уравнения ())— (3) нами решаются конечно- 
разностным методом с переменными коэффициентами на трех универ­
сальных сеточных моделях (УСМ-1), работающих в параллельном ре­
жиме с цифровой машиной Напрл-2. Принципиальная электрическая 
блок-схема расчета приведена в [3,5]. Сопротивления Рх, /?у, R г 
блок-схемы определяются из аналогии, которая существует «между урав- 
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ченмямв։ фильтрация и Кирхгофа для электривеского поля. Правые час­
ти (нестационарные члены) дифференциальных уравнений (1) — (3) мо­
делируются временным сопротивлением по методу Либмана [6].

После каждого шага по времени значение потенциала на свободных 
Хондах временных сопротивлений задастся из карты гндропьезоизогипс, 
которая получена по расчету в предыдущих моментах времени. Инфиль­
трационные процессы в верхнем покровном слое и расходы водозаборных 
сооружений моделируются силой тока по аналогии, существующей меж­
ду фильтрацией и силой тока по законам Ома и Дарси. Более подробное 
описание методики решения дифференциальных уравнений фильтрации 
в двухслойной фильтрирующей среде приведено в [3].

В результате решения дифференциальных уравнений (I) — (3) по­
лучаем значения напоров после каждого шага по времени в соответству­
ющих точках области фильтрации.

По полученным картам гидроизогипс нетрудно определить эксплуа­
тационные запасы подземных вод и скорости фильтрации.

Эксплуатационные запасы подземных вод по известным значениям 
напоров, полученным при определенной схеме расположения -скважин и 
определенном режиме их работы, оцениваются следующим образом.

Задается высота стояния уровня грунтовых вод, т. е. глубина осу­
шения, считая от поверхности почвы, выше которой их подъем не допус­
кается. Например, на расселенных землях Арартской равнины эта вы­
сота принята равной 3 .и, исходя из условия недопущения вторичных про 
цессов засоления. Естественная высота стояния уровня грунтовых вод в 
условиях Араратской равнины я среднем достигает 2 я.

Уровень грунтовых вод снижается при откачках и наоборот- -по­
вышается (восстанавливается) при их частичном или полном прекраще­
нии. Закономерность снижения и повышения уровня грунтовых вод ол- 
ределеяется ио картам гидроизогипс для каждого периода времени в от­
дельности. Небольшая высота снижения уровня грунтовых вод (пли 
продолжительность откачки) определяется высотой, при которой по 
прекращению откачки начинается подъем уровня грунтовых вод, и в те­
чение определенного времени их уровень достигает начальной глубины 
осушения. Разумеется, суммарное время откачки и восстановления долж­
ны равняться годовому периоду времени. Только при этих условиях про­
цесс сработки и наполнения определенной емкости подземного резерву­
ара из года в год может происходить по периодическому закону (т. е. не 
произойдет истощения запасов подземных вод).

Из сказанного видно, что эксплуатационные запасы подземных вод 
определяются объемом воды, который после частичного или полного 
прекращения работы скважин поступает из области формирования в 
область о:ьема в течение времени, необходимого для подъема уровня 
воды до отметки осушения

Условия непрерывного поступления подземных вод из области фор­
мирования а область отбора математически сформулированы в гранич­
ных п начальных условиях задачи.
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На рис. I. приведены результаты расчетов, выполненные по описан­
ному выше методу на площади 17 тыс. га Октемберянского района, при 
работе 250 скважин по определенному режиму и определенной схеме их 
расположения; на рис. 1 ступенчатым графиком показан режим отбора 
(расход, время и число одновременно работающих скважин).

Непрерывной кривой показан сток подземных вод. Из кривой стока 
видно, что эксплуатационный запас подземных вод на площади 17 тыс. 
га равняется 105 мл. л/3 в год. Этот объем является дополнительным ис­
точником волы для орошения.

По изложенному методу можно разрешить и другие задачи. Напри, 
мер, задаваясь различными схемами и режимами работы скважин, мож­
но определить более экономичные варианты водозаборных сооружений.

При помощи дифференциальных уравнений (1) (3) методом мате
магического моделирования можно разрешить также вопросы динамики 
подземных вод при пополнении динамических запасов. В зависимости 
от принятой схемы пополнения нетрудно математически сформулиро­
вать начальные и граиичнуе условия решения дифференциальных 
уравнений (1) — (3).

Вторая задача, которая связана с проблемой сохранения качества 
или защиты подземных вод от загрязнения поверхностными источника­
ми, в настоящее время приобретает большое практическое значение. 
В частности, будем рассматривать задачу изменения минерализации 
подземных вод в различных водоносных слоях при капитальных про­
мывках засоленных земель в покровном слое.

Как известно, капитальные промывки засоленных земель обычно 
производятся оросительной водой. Эта вода, просачиваясь в толщу поч­
вогрунта из отдельных чеков*,  по пути движения растворяет соли. Раст- 

* Чека—>го небольшие обволованные участки поля, которые при орошении напол­
няются водой (глубиной от 20 до 30 см) в течение всего процесса промывки.
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ворсяные соли при инфильтрационных процессах перемешиваются с ниж­
ними водоносными слоями, а затем дренажными устройствами перехва­
тываются и подаются на поверхность земли. Как было сказано выше, 
при установлении эксплуатационных запасов подземных вод отъем (от- 
качку) необходимо произвести таким образом, чтобы качество воды в 
водоносных слоях чувствительно не. изменялось.

Вторая задача, связанная с проблемой загрязнения подземных вод, 
поступающих с поверхностных слоев засоленной почвы в более глубокие 
стой при капитальных промывках, на фоне вертикального дренажа ре 
шается при помощи дифференциальных уравнений массопереиоса. Для 
решения этой задачи пространственную $адачу массопереиоса прибли­
женно заменяем планово-пространственной задачей. Перенос солей 
только в вертикальном направлении приближенно описывается диффе­
ренциальным уравнением физико-химической гидродинамики [7]:

дг \ дг /
й

—֊----- Р(С„ — С)
дг

дс
д1

(5)

Для уравнения (5) принимаем следующие начальные и граничные усло­
вия:
при ( = О

С ?(з:); • (6)
при />0

г-0; Д—^-«(Со-С); г=Г; — = 0. (7)
02 дг

Плановая.задача массопереиоса в двухслойной фильтрирующей среде 
может быть представлена в следующем виде:
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д \ 4. д /р дС2 \ д(угс2) _ д (^С2) _
дх \ дх / ду \ ду / дх ду

Дифференциальные уравнения (8) и (9) решаем при следующих на­
чальных и граничных условиях:
при Г = 0

Сх = <Рх (х, у); С2 = ?5(х, у); (10^

при Г>0 на контуре
С։ = С2 = С°. (Н)
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В уравнениях (5) 4֊ (II) приняты следующие обозначения:
С,- концентрация предельного насыщения;

С (г, /) концентрация грунтовых вод в любой точке 
по глубине;

Сг(х, у, и (х, у. 0 — осредненные по высоте значения концен­
трации грунтовых вод п покровном и под­
стилающем водоносном слоях;

иг, и г?.. — скорость фильтрации по направлению осей 
координат;

/9(л\ у) и // коэффициент конвективной диффузии и по­
ристости и соответствующих водоносных 
слоях;

3- коэффициент скорости растворения:
п — .мощность водоносного слоя в покровной 

толще (глубина воды в покровной толще, 
считая от подошвы покровного слоя).

Сопряжение осредненных значений функций Сх(х, у, /) и С2(х, у, I) 
контактной плоскости двух водоносных слоев осуществляется некоторой 
непрерывной кривой для соблюдения условия непрерывности процесса 
массопереноса.

Решение планово-пространственной задачи։ массопереноса осу­
ществляется в следующей последовательности:

1) Решаем дифференциальное уравнение (5). Результаты решении 
представлены в виде семейства кривых С (г, /) (рис. 2).

Рк<.|2. Схематизация профильной задачи 
для формулировки начальных условий.

Рис. 3. Схематизация 'начальных усло­
вий планово-пространет венной задачи.

2) Осредняем С(г, Д/) но высоте (разные в различных зонах филь­
трации). На рис. 2 эти эпюры показаны пунктирными линиями.

3) Осреднснные по высоте концентрации С, (ЛО и С\(Д/) принимаем 
в качестве начальных условий для решения первого шага по времени 
плановой задачи массопереноса. Граничные условия для дифферен­
циальных уравнений (8) и (9) могут быть приняты любые.
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4) Результаты решения системы дифференциальных уравнений (8) 
н (9) представляем в виде изолинии одинаковой концентрации для 
верхнего и нижнего водоносных слоев в отдельности (рис. 3)

5) Полученные из плановой задачи значения концентраций 
С։(л, у, А/) и Сл(х, у, А/) наносим на рис. 2 (пунктир с точкой).

Разумеется, что значения С,(.г. у, \() и С.(х. у, Л/), полученные из 
решения плановой задачи, будут несколько Меньше заданных (началь­
ных) значений С։ (ДО и С2(Дг) Это так и должно быть, ибо из коптура 
области фильтрации поступает вода с меньшей концентрацией.

Ординаты осредненной эпюры концентраций С,(Л/-|-Л/) и 
СДАгфАГ). полученные после второго шага по времени решения про­
фильной задачи, уменьшаем на величину, равную

ДС= {С։(Д/4֊Д/)-|С(ДП-С։(л. у. ДОП. (12)

где С(Д/) — ордината осредненной эпюры концентрации, полученной 
из решения профильной задачи после первого шага по времени; 
С,(а; у, А/) — ордината эпюры концентрации, полученная из решения 
плановой задач:։ после первого шага по времени при начальном усло­
вии С\(М).

Новое значение концентрации, равное [С։ Аф-А/)—АС], лринм 
маем в качестве начального условия для решения плановой задачи для 
второго шага по времени.

Аналогичным образом расчеты продолжаем для /А/-го шага по 
времени. Процесс можно считать завершенным тогда, когда концентра­
ция грунтовых вод в верхнем водоносном слое достигнет допустимого 
предела.

Необходимо отметить, что при принятой схеме решения профильной 
задачи полученные результаты после каждого шага по времени не кор- 
•н-ктнр\ются; т. е. не вносятся поправки после решения в соответствую­
щем шаге по времени плановом задачи.

Надо предполагать, что это допущение неучет обратной связи 
>։ежду плановой и профильной задачам:։—не может чуж-твит./льноотра­

зиться на общие результаты расчетов. Во всяком случае՝, то упрощение, 
которое получается заменой решения весьма сложной пространственной 
задачи решением планово-пространственной задачи, в практическом от­
ношении более целесообразно.

Дифференциальные уравнения массоперсноса с соответствующи­
ми начальными и граничными условиями решаем на универсальной се­
точной модели машины УСМ-1, работающей в параллельном режиме с 
цифровой машины Напри-2. Аналогом концентрации подземных вод С 
и фильтрационном потоке является потенциал и в электрическом поле.

Аналогом расхода солен в фильтрационном потоке является сила 
тока в электрическом поле. Используя эту аналогию, из дифференци­
ального уравнения массопереноса ։ уравнения плотности электричес­
кого тока (закон Кирхгофа) нетрудно получить соответственно гид­
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равлические и электрические сопротивлении для составления электри­
ческой блок-схемы расчета.

Конечно-разностное выражение дифференциального уравнения (5) 
после преобразований можно представить в следующем виде:

с,-са . с9-с, с,-с, с*  - а с„ ֊ с. = с; - сГд' .
Ф։ Ф8 ф3 Ф4 ф& Фг

с,-с, , с.-с, , с,- с, с;-с, с„ - с, = с; -сГ" .
Ф2 " Ф. Ф7 Ф8 ф5 ф/

С։-с, с„ - с, с։ - с. с5 — с. , с„ - с, _ с; - с.'՜-1'
О’. 1 о>, ф» ՛ ф» ф։ ф<

где
Дг2 Д£2

£1
Ог >

Дг-'
Ф,- Ф.=

Ах Ду

<1>5 = —--------- •ЗДдДу
а/__

л ах Ду

2 Аг

Ф.
2Дг

дЬ--------V
дг

Фв = Дг* Ф.

I ^1-/ллу
2 Дг

10 ~՜ /о[) I---- г՛
\дг

Фи = дъ 
дг

Дд'Ду

д!) при -
дИ 

при - -■у<0 С3 = 2С։-С3.

1

Р

Аналоги 1ным образом можно составить конечно-разностные уравнения 
для остальных узловых точек сетки. Нетрудно заметить, что при этом 
число неизвесчных <>удет равняться числу уравнений, куда входят 1?кже 
известные значения искомой функции или ее производных на верхней 
и нижней точка:: сетки. В правые части этих уравнении входят также из- 
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вес։ ные значения искомой функции (з любой узловой точке сетки) е мо­
мент времени /—։Д/. Например, для первого шага по времени 
значение определяется из начальной эпюры распределении функ­
ции С(х, 0) Для второго шага расчета значение С1 2дг определяется 
(берется) из первого шага расчета и т. д.

При расчетах заданными величинами являются вертикальные ско­
рости (и), коэффициент конвективной диффузии (Г)), концентрация 
предельного насыщения (Си). коэффициенты скорости растворения (§) 
и пористости грунта (//). Из конечно-разностных уравнений нетрудно так­
же за метить, что условно обозначенная функция С*  будет равняться пулю, 
«ели ОО. Если и<0, то значение СЛ необходимо взять равным 2С։.

—значение искомой функции в соответствующих точках сетки).
Используя аналогию, которая существует между изменением кон- 

ис’трации жидкости в фильтрационном потоке и изменением потекши а- 
л» в электрическом поле, из уравнения Кирхгофа, написанного для 
каждой узловой точки сетки аналогично конечно-разностным уравне­
ниям массопереиоса (12), нетрудно получить расчетные зависимости 
для электрических сопротивлений:

/?, = «яФ։: А* и - ®а?Ф2; /?< = «/?Ф4;
(14)

— «рФ5; R. = а/?Фг •

Значения Ф։, Ф2, Ф։> Ф4, Фя и Ф, приведены выше.
Принципиальная электрическая блок-схема расчета приведена на рис. 4. 
Из изложенного видно, что задача решается методом итерации.

Число дополнительных сопротивлений, подключенных в каждом 
узле блок-схемы (рис. 4), можно несколько уменьшить, если задача бу­
дет решаться по следующей методике [8. 9].

Представим конечно-разностные уравнения массопереиоса в сле­
дующем виде:

с, - а , сл-а _ с!. к;,Т~д' . 
Ф։ ■ Ф.> Ф,

' С- I С‘ С՝‘ .
ф2 Ф4 Ф/

С, с, С4 ֊ С3 = С‘< -!С4Г\
Фа Ф4 Ф, (15)

1&]'-4'=с'-4,+ ;—I 
2Дг ’ дг I.

֊1 ?(С.,-С2)



Принципиальная электрическая блок-схема расчета для решения 
конечно-разностных уравнении (15) представлена на ряс. 5. Из этой 
блок-схемы видно, что задача по второй методике также решается мето­
дом итерации, но число дополнительных сопротивлений, подключенных 
в каждом узле, уменьшается вдвое Второй метод решения более универ­
сальный.

При постоянных значениях коэффициента конвективной диффузии 
(/>) и скоростей (V) конечно-ра костное равнение массопереносз удоб­
но представить в следующем виде:
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ГАС

■*  ։
Ф, Ь ф. -4- —-----= _‘ Ф։ Фг

с,-с. 
Ф,

с. - с, 
1 Ф.

С. С, _ с'з 
Ф,

— Ьз
Фг

1

<5 1

С с
 1 и
4 ь 1 р 1 1-

п- - сГ4/
Ф1 ' Ф։ Фз ф/

(17)

/ЗДХДу иДхду

^ДхДуЛг

Рис. 5. Блок-схема профильной за­
дачи по уравнениям (15).

Рис. 6. Блок-схема профильной 
задачи по уравнениям (19).

Для составления электрической блок-схемы расчета необходимо, чтобы 
сопротивление от узла 2 к \злу .? равнялось сопротивлению от узла 3 к 
узлу 2. Эти условия должны быть удовлетворены для любого узла сетки, 
т. с. от узла (п I) к узлу л и от у *ла  п к узлу п I Конечно, все ска­
занное не относится к дополнительным сопротивлениям, подключенным 
о каждом узле сетки и моделирующим 1роцессы растворения и неста- 
дионарностн.
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Чтобы преодолеть указанные выше трудности [111, достаточно все 
члены конечно-разностных уравнении помножить на некоторую постоян­
ную величину, значение которой для каждой строки системы уравнения 
(17) определяется формулой

= (—У 1 . (Л = 1. 2, з...) 
\Ф։/

(1К)

где п номера строк конечно-разностных уравнений (17)
После осуществления этих преобразований получим расчетные фор­

мулы сопротивлений для любого узла сетки электрической блок-схемы 
с одновременно удовлетворяющимися условиями одинаковости гидрав­
лических (Ф) или электрических (/?) сопротивлений между узлами 
п - I — п, п — 1 -֊ л

С, - С, С, - С, С.-С, а С,՜”.
Ф1 Ф, : Ф, Ф/

С. — С, С,֊С, С,—С, С։- С»՜”
Ф, ■ .4, ' -ВТ՜ Ф„ ■ I (19)

с, с, с,-с, с. -с, с\֊с',-"
А, А, ' В, ф։,

................................................................................................. >

^.֊ — R? — кп: — •

Из изложенного нетрудно заметить, что решение дифференциального 
уравнения (5) с постоянными коэффициентами О. V. р, п при любых на­
чальных и граничных условиях на универсальной сеточной модели реша­
ется без итерации.

Для иллюстрации реализации изложенного выше метода решим 
один частный пример при следующих исходных данных՛.

V = 0,03 ֊?— ; о = 0,075 ֊^—; ? = 0,015 —:
сущ сут сут

л = 0.4; Аг = 0.5 .и; Дл = Ду » 100 м\ М - 10 сут.

На рис. 6 приведена электрическая 'лох-схема расчета, Численные 
значения сопротивления подсчитаны по формулам (20). Результаты рас­
четов приведены в табл. 1 и на рис 7, где на координатной системе С—7. 
представлены изменения концентрации подземных вод по глубине после 
определенного шага Л/ расчета по времени.
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Таблица I

Узды. / «!* *// Узлы. 1 я?

1-2 30.5 250,0 500,0 8-9 119,0 975.8 1951.6
2-3 37,0 303.7 607,4 9-10 144,6 1185.4 2370.7
3-4 45.0 368,9 737,8 10-11 175.6 1439.9 2879,8
4-5 54.7 418.1 896,3 11-1'2 213,4 1749,1 3493.3
5-6 66.4 544,4 1088.7 12֊ 13 259.3 2124,8 4'249,5
6-7 80,4 661.3 1322.5 13-14 314,4 2581.1 5132.1
7-Х 58.0 803,3 1606.6

Рис. 7. Кривые С (г. /). полученные из уравнения (5): 
- при у 0,018 1/су/п; ---• при Я 0.

При расчете принято, что подача воды с поверхности земли в груш 
с концентрацией Св = 1,5 г/м осуществляется с постоянной интенсивно­
стью, т. е. капитальная промывка засоленных земель производится не­
прерывно.

В заключение решения профильной задачи отметим, что в диффе­
ренциальных уравнениях массовереиоса слабым местом является член, 
выражающий процесс растворения солей. В литературе в последнее вре­
мя появился ряд предложений по этому вопросу.

Изложенная методика позволяет реализовать решение дифферен­
циальных уравнений массовереиоса при любых, законах процесса рас­
творения к обсорцип Для этого целесообразно в узловые точки электри­
ческой блок-схем։.! подавать ток (с соответствующим знаком) пропорци-

•) солевому ’исходу растворения.
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Перейдем к методике решения задачи массопереноса в двухслойной 
фильтрующей среде на фоне вертикального дренажа на сеточной моде­
ли УСМ-1 [11].

Будем считать, что значения скоростей определены из системы диф­
ференциальных уравнений фильтрации по изложенной выше методике. 
Будем считать также, что заданы коэффициенты конвективной диффу­
зии скоростей растворения, пористости грунтов и мощности соответству­
ющих водоносных слоев.

Рис. 8. Блок-схема расчета пространственной задачи массопереноса.

Дифференциальные уравнения (8) и (9) в конечно-разностном виде, на­
пример. для узлов 1; 2; 3 и -1 сетки, (рис. 9) можно представить в следу­
ющем виде:
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С2 С, Су Су С4 С։
~ 1 +— I 1

/;(_Дх. уд֊ щ±х, у)— О(-ьу, х։)^-
△у Ду Дх

^5 ~ ~ *♦»  _________ О — Су_________
1 * 1 ' ____________ 1____________  ф

/;(Ду.Х։)4>1 ?ЛхДу + дх1у 
д* \ ох ду / Ж1. у.

(21) 
с! - с” с! - 

т Д/
г^ДхДу пДхЛх

Конечно-разностные уравнения для моделирования массопереноса удоб­
но представить в таком виде, как обычно записывается уравнение Кирх­
гофа для плотностей электрического поля. т. е.

С,- Су
Ф>

С, - Су с, ֊ с,
Фа Ф3

С^-Су (^-_Су 
: Ф< Ф.,

(22)

где

1 “ Дх ’ ’ ~ дх՜ ’О(֊дх, Уу)— ^(Лх.у,)^
Ду Ду

Ф, = -------------!-------- ----  ; ф4 =---------- !------ -- ;
£»(-Ду, х,)-^֊ О (Ду,

Дх Дх
(23)

_____ I______ . ВС» д / дух \
(Л-Ь£)ДхДу " Л ■ 3 \ дх Д. у

Необходимо отметить, что в Процессах .массопереноса гидравлическая 
связь между двумя водоносными слоями в приведенных выше уравне­
ниях описывается выражением

(24)

где С’ и Ср концентрации грунтовых вод в соответстнующих точ­
ках верхней и нижней сетки. Аналогичные конечно ра>постные уравне­
ния можно составить и для любого узла сетки.
4-1336
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Связь между гидравлическими (Ф) и электрическими (/?) сопротив­
лениями устанавливается из условия подобия, -которое существует меж­
ду уравнениями массопереноса и Кирхгофа. Принципиальная электри­
ческая блок-схема расчета представлена на рис. 9. Электрические со­
противления подсчитываются по формулам (23).

Начальные условия решения конечно-разностных уравнений мас- 
сопереноса после каждого шага расчета по времени определяются из 
профильной задачи но изложенному выше методу. Граничные условия 
можно принимать любые. Из изложенного видно, что задача в целом ре­
шается методом итерации. Значение неизвестной функции (или потен­
циала в -соответствующих точках сетки) определяется методом под­
бора.



Гидродинамические методы определения запасов подземных вод 51

В заключение необходимо изложить более точную методику реше­
ния пространственной задачи массопереноса, которая на аналоговой ма­
шине УСМ1 осуществляется следующим образом.

Дифференциальное уравнение массопереноса. начальные и гранич­
ные условия для пространственной задачи можно представить так:

оС \ _ ё(ъгС) д(УуС)
дх \ дх) ду \ ду) ‘ дг \ дг / дх ду

_ ^С)х?(С,_С) = Д; (25)
дг д1

при I = О
С(х, у, г, 1) = С(х, у, г, 0); (26)

при />0

2 = 0; С(х, у, г, 1) = С„(х, у. О: 3=7՜: — = 0; (27)
аг

на боковых контурах

С(х, у, г, 0 = С°(х0, у0, г, 0. (28)

В конечно-разностном виде дифференциальное уравнение (25). напри­
мер, для узла 1 (рис. 8) можно представить гак:

/Л (С, ֊ С,) + О, (С, - с,) + /Л — (С, - С,) + 
Дх Дх Ду

+ _ с ) + [} Лзйу (С _ С։) р ДхАу (С։ _ С։) х
Ду Дх * Дх

-Ь ₽ (С„ — С։) ДхДуДх = ('Уд——— Ф Сб — +
\ 2дх 2Ду

+ ДхДуДг = п дхдудг, (29)

где Д и — средние значения коэффициента конвективной диф­
фузии и скоростей фильтрации между соответствующими узловыми 
точками сетки. Уравнение (29) удобно представить в виде уравнения 
Кирхгофа:

^3 । С4 — С] । С6 Сх । ^-3 । £ _|_
Ф։^ Фзх Ф։у Фзу Фи Фзг

с„ — сх _ с! — [с>1___ , (зо)
+ ф.х ф/
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где
I г ,! -АГ . /— С4 — С2 . — С9 — С- — С. — С,\Ч = С -------1 -г»? —------ М— ДхДуДг;

\ 2дл- 2Ду 2Дг / п. У

Ах . Лх ДуФ1х = ~; Ф2х = ֊=-------- ; Ф։у = —2— ;
£>гДуДг А\ДуД? £>йдхдг

(31)
гЪ ДУ Я Дг , Дгф2у — =----- — ; Фи — =т-------- ; Фгг = —---------- ;

/),ДхДг О3ДхДу Л).ДхДу

Фг =------—------; ф? —--------!---------
/гДхДуДг .ЗдхДуДг

По принятым масштабным коэффициентам а*.  а6, и электрические 
сопротивления #х, /?у, /?г и R, вычисляются по формулам:

Ях = «* ф^ %у = я/?фу: /?.- = «дФ*՝  = ®/?ф' •

На рис 8 приведена принципиальная блок-схема расчета. Чтобы не 
затемнять чертеж, на рис. 8 сопротивление показано для одного узла. В 
действительности все узлы сетки будут иметь различные сопротивления 
в зависимости от численных значений коэффициентов конвективной диф­
фузии, скоростей фильтрации и шага Дх. Ду, Дз. На рис. 9 не показаны 
сеточные плоскости, моделирующие начальные условия массопереноса в 
покровном и подстилающем слоях, а также сеточная плоскость, моде­
лирующая процесс растворения солей из твердой фазы в жидкую.

Все узловые точки сетки плоскости начальных условий и растворе­
ния через сопротивления , /?? соединены с соответствующими
узловыми точками сетки покровного и подстилающего слоев, модели­
рующими процессы массопереноса.

При решении пространственной задачи, кроме граничных условий на 
контуре плоскости х. у, необходимо задаваться также граничными։ усло­
виями на плоскостях, перпендикулярных оси г. Поэтому при решении 
пространственной задачи число коммутационных досок (число плоскос­
тей) необходимо брать па две единицы больше (по сравнению с плос­
ко-пространственной задачей)

При решении конкретной задачи на плоскости х = 0 задавалось зна­
чение концентрации оросительной воды.

На нижней плоскости, г. е. г — Т, задавалось условие —— = 0. 
дх

По изложенному методу нами решена одна типовая задача. Результаты 
решения будут опубликованы отдельно.

Необходимо только отметить, что процесс итерации [это связано 
моделированием правой части уравнения (30)] при решении простран­
ственной задачи несколько осложняется, а точность расчета, наоборот, 
несколько повышается.
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Из изложенного видно, что только методом математического моде 
лирования можно учитывать любые сложные условия местности. На­
пример, пр.и решении конкретной задачи нами учтены изменения з 
пространстве мощностей водоносных слоев, коэффициентов, фильтра­
ции, конвективной диффузии, скоростей фильтрации и т. л.

Отмстим, что результаты расчетов дали возможность определить вс 
времени и в пространстве изменения минерализации подземных вод в 
двухслойной фильтрующей среде при капитальных промывках засолен­
ных замель в покровной толще. Полученные результаты позволили так­
же прогнозировать изменения во времени и в пространстве минерализа­
ции подземных вод в подстилающем слое, а также определить измене­
ния во времени минерализации откаченных вод из скважины. Э.и ре­
зультаты использованы для разработки технологии капитальных про­
мывок на больших орошаемых площадях.

ЕрПИ нм К. Маркса Поступило 26.IX.1977.
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ՍՏՈՐԵՐԿՐՅԱ ՋՐԵՐԻ ՊԱՇԱՐՆԵՐ1՛ ПРПСПМГр ՀԻԴՐՈ ԴԻՆԱՄԻԿԱԿԱՆ 
ՄԵԹՈԴՈՎ՝ 2ԱՇՎԽ ԱՌՆԵԼՈՎ ՆՐԱՆՑ ՈՐԱԿԻ ՓՈՓՈհՈԻՄՐ

ՄԱԿԵՐԵՎՈԻՅԹԱՑԻՆ ՀՈՍՔԵՐԻՑ

II մ փ и փ и ւ մ

Հո դվա ծ ում րերէԼտծ Է ֆիլտրացիա յի մ ա ииш տե դա փ ո խ մ ան դիֆերենցիալ 
հավասարումների յուծման մեթոդները ան ա լ ո դա ւ ին մեքենաների օդնու- 
թյամր: Լուծված են մի շարք խնդիրներ, որոնք վերաբերվում են Արարատյան 
դաշտավայրի ստորերկրյա ջրերի ւդայԱ1 րների որոշմանր և ադոէտների Օդտա- 
դործման հարցերին:
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Р. М. РАФАЭЛЯ Н, Р. С. АВЕТИСЯН

К РАСЧЕТУ ПЕРЕХОДНОГО ПРОЦЕССА В НАГНЕТАТЕЛЬНОМ 
ТРУБОПРОВОДЕ ПРИ ОТКЛЮЧЕНИИ ПРИВОДА НАСОСА

В практике проектирования нагнетательных трубопроводов часто 
возникает необходимость оперативной оценки величин возможных 
скоростей и давлений, возникающих при отключении привода насоса.

Известно, что переходные процессы, возникающие в этом случае 
а системе насос-трубопровод, описываются уравнениями следующего 
вида:

дР I и и , /. 1-1/1
-------- --- у------ г-------- Լ г՛ :

дх | (И 8Ջ

дР п ду
ծէ ՜ Л дх ’

սէ

(1)

где Р — приведенное давление: V средняя по сечению скорость 
жидкости; р֊ плотность жидкости: с — скорость распространения 
волны возмущения: /.— коэффициент гидравлического сопротивления; 
о — гидравлический радиус потока; —момент инерции; ш —угловая 
скорость; Л/д и /Ис- движущий момент и момент сопротивления. 
Решение системы (1) связано со значительными трудностями.
Как указывается в [I] при расчете переходных процессов в коротких

—~У> 1. где Та — постоянная времени насосного агрегата; 
Ль

/ф- фаза гидравлического ударапри отсутствии обратного клапана

можно пренебречь влиянием упругости стенок трубопровода и жид­
кости. Это допущение существенно упрощает процесс расчета

3 этом случае уравнения движения несжимаемой жидкости в сиг ге­
ме представляются в виде:
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=- Ад* 4- Яд?. 4֊ О* /);
и~

-—^А^ + В^ + С^-,
Т, (1-

(2)

где </ — —— : ; : = — ; ' = ——: 7} — постоянная времени
О)о Т[

трубопровода; (?с, <»0, Ро — значения расхода, угловой скорости и дав­
ления при установившемся режиме работы насоса.

Изменение давления у насоса в насосном, тормозном н турбинном 
режимах дается соотношением:

; = Дя* ■ Во ^1 4֊ тО0. (3)

Постоянные коэффициенты, входящие в уравнения (2) и (3). опреде­
ляются для каждого режима с помощью четырех квадрантных характе­
ристик:

4=Лт: £=<£)= 
п2 \ п / \ С? /

д8 Чя/’ (у

путем аппроксимации последних параболнчсскамн кривыми.
В работе [2] доказывается, что после отключения электропитания 

привода насоса изменение числа оборотов рабочего колеса до подхо­
да к насосу отраженных волн гидравлического удара может быть оп­
ределено по зависимости

°» Та Т1 = ---  =------------
<”о Н-7в

(4)

Однако с учетом допущения <: несжимаемости стенок трубопрово­
да и жидкости полагаем соотношение (4) действительным до момента 
наступления тормозного режима.

Используя формулу (4) для исключения неизвестной функции 
т|(т) из первого уравнения системы (2), получим следующее нелиней­
ное дифференциальное уравнение:

~Т=Ач՜՜ 
а~

НТд
Та-* Т.Х

ск
(К Ь Л-г

/Л (5)Я +

Уравнение (5) решается методом последовательных приближений [3]. 
Заменяя уравнение (5) интегральным уравнением

р I О-г СТ' 1
9=14- Ад2 . + —— дч . ; ------------------ 4 I) ^֊, (6)3 I Я՜1 Г.4-Л-֊ 1 1 (Г.И- 7ИГ I

и
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для первого приближения удовлетворяющим начальному условию

’ О (7 = ^=1, 
получим

q = 1 - (/1 4- D) X In : 7— ч- ֊—— - ■ • (7)
Л Та To + Ttx

Аналогично определяются второе и последующие приближения. Отме­
тим, что сопоставление результатов расчета по уравнению (7) с точ­
ными решениями (I) на ЭВМ показало практическую приемлемость 
первого приближения.

Уравнение (7) определяет изменение скорости жидкости в тру­
бопроводе в насосном режиме и может служить для опенки влияния 
постоянных системы Т\ и 7\ па переходный процесс.

Определяя из (4) и (7) »] и q для соответствующих моментов вре­
мени и подставляя их значения в (3), вычисляется давление до наступ­
ления тормозного режима.

В тормозном режиме переходный процесс рассчитывается по ре­
куррентным формулам, полученным из (2) и (3) путем перехода к 
конечным разностям:

+ Вд,_л^ + Ст?„ , ±П)Ь + д,:

= -у-(•'՝■?»֊! + +СРЙ-1՝4- + \-> : (St
1 /г

’л = А^П + 5ОТ1Я <7п + Crfn + Me

В турбинном режиме, в случае неизменного статического напора 
установки, имеет место затухающее периодическое изменение во вре 
меня угловой скорости и расхода, что вызывает колебание давления.

Изменения расхода Q(t) и угловой скорости (»(1) в турбинном ре­
жиме расчитываются по уравнениям;

Q — Q* — е* (С։ cos 2/ 4֊ С2sin 20;
(9) 

ш — м>, = е՜4 (С, cos tit 4- C\ sin 2/);

где а и <> действительная и мнимая части корней характеристичес­
кого уравнения, соответствующего (2);

«*>«, Q* — предельные значения ю(0 п Q(/) при t — о , способ оп­
ределения которых приводится в [5|.

Па рис. 1 представлены результаты некоторых расчетов, выполнен­
ных по уравнениям (I) на ЭВМ методом характеристик по уравне­
ниям (7), (8) и (9) вручную.

Сопоставление приведенных результатов показывает практичес­
кую приемлемость излагаемых соотношений для расчетов переходных 
процессов, вызванных отключением привода насоса в коротких водо­
водах.
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Значения ?, и д. при которых давление ;(т) достигает экстремаль­

ных величин, определяются" из (3) при условии = 0.

Рис. I. I рзфихн переходною процесса насоса 4К-12.

4:

Вычислив производную функции ;(■:) и используя выражение 
с!д

и — ’ из системы (2) получим, что значения т, и д, при кото- 
с* *■

рых функция £(•:) достигает экстремумов, связаны соотношением;

2Л„с, у- + в„с 2^ов։֊֊- 
' а

1֊ В0С։ 4֊ + й»й + 2С,с\Ч'? + 
• а /

+(2-м. V- ад ֊тг+Й«Л +2ЙС» 
X ! а / ц ,

ДА — -Г 2ЛСо 1Ч3 4- 
' а /

4- г 2С0/^ = 0. (10)
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В параметрическом представлении I]-ид соотношение (II) примет 
вид:

4 | Ми* + Ми֊ -г Ри R
где и — параметр;

М = 2А0С, А +- В(,С; А' = 2А1)В1 + Д& ֊+В„В ■ 2С0С;
' а ‘а ‘и

Р = 2А0А, -|- ДД А В,.А + 2ВС„: Р = Л0А, + 2АС„.
‘а 'а /а

Па основании полученных зависимостей (3) и (II) построена номо­
грамма для определения угловой скорости и расхода, соответствующих 
экстремальным давлениям в гурбинном режиме (рис. 2). Приве­
денной кривой ц=/(д) принадлежит разделяющая точка Л с коорди­
натами т|# и (/֊, являющаяся особой точкой типа устойчивого фокуса 
системы дифференциальных уравнений (2).

Рис. 2. Номограмма экстремальных давлений.

В турбинном-’режиме точки кривой с координатами и
соответствуют максимальным давлениям, а и

минимальным давлениям в трубопроводе.
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Как показала серия расчетов на ЭВМ и,ри различных Тл и 7/, 
максимальные и минимальные давления близки по фазе с соответ­
ствующим и значениями угловой скорости.

Это позволяет, исходя из величины разгонных оборотов насоса в 
зависимости от быстроходности к., [4], используя номограмму, опре­
делить значение г/ и экстремальное давление РаКС։р з трубопроводе.

Институт полных проблем и гидротехники 
ММиВХ АрмССР Поступило 25. IV. 1977

Ռ. 1Г. ՌԱՖԱՅԵԼՅԱՆ. Ik II. ԱՎԱՏԻՍՅԱՆ

Մ‘1.1‘2 հՈՂՈՎԱԿԱՇԱՐՈԻՄ ՊՈՄՊԻ ՀԱՂՈՐԴԱԿԻ ԱՆՋԱՏՄԱՆ 
ԱՆՑՈՂԻԿ ՊՐՈՑԵՍԻ ՀԱՇՎԱՐԿԻ ՇՈԻՐՋՐ

II. if ւ|ւ ո փ о ւ մ

Պոմպային կայանների հիդրո մեխանիկական սարքավորումների րնտրր- 
ման ժամանակ հաճախ անհրաժեշտություն Լ առաջանում գնահատել հնա­
րավոր ճնշումների I։ արագությունների մեծութ լունները անցողիկ պրոցեսում։

Մ ղիչ կարճ խ ոգովակաշարում հետադարձ փականի բացա կա լութ յան 
դեպքում այդ մեծությունների Հաշվարկի համար հոդվածում աոաջարկվում 
են պարզեցված կախումներ։

Ջրանիվս։ յին ռեժիմում առաջացած մաքսիմալ և մինիմալ ճնշումներր 
որոշելու համար բհրվում է նոմոգրամ:
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УДК 621.911:621.91.025

Объемная деформация стружки, как показатель определения обраба­
тываемости. Касьян М. В.. Багдасарян Г. Б., Арзуманян Л. М «Известия 
АН Лр.мССР (серия Т. Н.)>, т XXX, № 5, 1977. 5-11.

Показано, что при уменьшении скорости или увеличении глубины реза 
ння возможен переход от елпнной стружки к стружке надлома с возникло- 
цепнем трещины у режущей кромки. Кроме того, показано, что форма 
стру.ккн л основном зависит от величины m и К.

ОпытйМи установлено, что чем меньше отношение ш/К, тем тоньше 
стружка и тем меньше ее объемная деформация. Следовательно, увеличива­
ется стойкость резца, уменьшаются силы резания л вероятность трещкнооб- 
разозания н материале в юнг контакта, при этом улучшается чистота по 
всрхиостн и. lip-видимому, отношение mjK можно считать характеристикой 
обрабатываемости

Авторы предлагают отношение ш/У считать новым критерием оптими­
зации режимов резания наравне с объемной деформацией стружки. Кроме 
тою, установлено, что между объемной деформацией % и отношением 
m/К есть определенная взаимосвязь. Методом линейного программирова­
ния определены оптимальные шачення ?. $. /. а также взаимосвязь меж.чх

и m/К Установлено, что по объемной деформация стружки можно су­
лить об обрабатываемости резания.

Илл I. Табл. 3. Библ. 7 назв.

УДК 621.311—50

Нес.'.едовапи.п алгоритмов решения уравнений установившегося режи­
ма электрической системы. Адонц Г Г «Известия АН Лр.мССР (серия 
Т Н.)», т. XXX. №5. 1977. 12-17.

Рекомендуются решения уравнений установившегося режима эквива­
лентных и открытых (неэквивалентных) схем.

Библ. I назв.

УДК 620 I 539.376

Об одной вариационной задаче о пряжа> ни слоя к <иновацию при уче- 
:е реологических свойств материала. Задоян М. А. «Известия ЛИ АрмССР 
(серия Т. 11.)». т. XXX. № 5, 1977. 18—33.

Приводится приложение вариационных методов теории ползучести и 
пластичности к плоской и осесимметричной задачам о прижатии сосредото­
ченной силой полосы из упруго-ползучего и пластически упрочняющегося 
.материала к упруго-ползучему основанию Контакт между слоем и основа­
нием считается без сцепления с неизвестными и переменными во времени 
границами. Материал основания считается упруго-ползучим, подчиняющим­
ся уравнениям наследственной теории ползучести Маслова—Арутюняна.

Илл. 4. Библ. 20 назв.



УДК 5563

Гидродинамические методы определения эксплуатационных запасов 
подземных вод с учетом изменения их качества под влиянием поверхност­
ных вод. Ананян С. А.. Ананян А. К «Известия АН АрмССР (серия Т. Н.)>. 
т. XXX. № 5. 1977, 34—54.

Излагаются гидродинамические основы определения эксплуатационных 
тапасов подземных вол и способов их рационального нсполыокання для 
различных нужд, а также методика прогноза изменения качества подзем­
ных под под влиянием поверхностных загрязняющих источников. К этим 
задачам отнесены гидродинамические методы расчета пополнения подзем­
ных вод в межгорных впадинах. Перечисленные задачи решены примени 
только к межгорным впадинам па примере Араратской равнины АрмССР

Илл. 9. Табл. I, Библ. II назв.

УДК 532.595.2.001.24

К расчету переходного процесса о нагнетательном трубопроводе при 
отключении привода насоса. Рафаэлям Р. М.. Аветисян Р. С. «Известия АН 
АрмССР (серия Т Н.1»; т XXX, № 5. 1977. 55 60

При выборе гидромеханического оборудования насосных станций час­
то возникает необходимость оценки величин возможных давлений и ско­
ростей воды и переходном процессе В работе предлагаются упрощенные 
зависимости для расчета этих величин при отсутствии обратного клапан । 
на коротком нагнетательном трубопроводе .Приводится номограмма для оп­
ределения максимальных и минимальных давлений, вонэикающих в турбин 
чом режиме.

Илл. 2. Библ 5 назв.
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