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Լ.Ա 1ձղա|ովյա1>. 1ՆՍ.4-ևրփզ|ան. 1Լ*ԼԱահակյան
Արաբական և ևվրասիակսill սափրի բախման qnuim մաթեմատիկական 

մոդելավորումը GPS տվյալների հիման վրա
Օգտագործելով աոածդակաևուրւան տեսության եզրային խնդրի մաթեմատիկական ճշգրիտ լուծումը 

շերտի համար, արտածված են բանաձևեր՝ GPS ւափումեերի տվյալների հիման վրա Արաբական ե 
Օվրասիական տպերի բախման qinnniiJ լարանները և տեղափոխումները որոշելս։ համար, րնդանելով այրյ 
տարածաշրջանի համար աոաձդակաևուրյան տեսության շրջանակներում միջին ադված մոդելի 
կիրւււոեփություն Կառուցված են լարումների թենդւդփ և տեդափռխմաե վեկտորի բաղադրիչների հասար 
համապատասխան գրաֆիկները: Կատարված Ւ. լարվածա-դեֆռրմսպիոհ վիճակի վերլուծությունը:

Агаловян Л.Л,. Геворкян Р.С., Саакян Л. В.
Математическое моделирование зоны коллизии Аравийской и 

Гпразнаи кон или։ на основе данных GPS
Применим математически точное решение красной ыдачи теории упругости для слоя 

выведены ||юрмулы для определения напряжении и перемещении зоны колли ши 
Аравийской и liti|M3ii4TCKOit плит, используя данные GPS и считая возможным прийеиенно 
осреднениой модели региона по теории упругости Построены графики для компонентов 
leu юра напряжений и лектора псремешеиня. Приведен авали i напряженно- 
дефорйнрованното состояния.

Abstract
Applying div mathematically precise solution of the boundary value problem <il elasticity theory for a 

layer [1,2], formulae for determining stresses and displacements of collision zone of Arabian and l.uroasian 
plates applying (H’S data and considering possible the application of the average model of region in the 
frame of elasticity theory are derived. Graphics for displacement vector arc built, tin analysis of stress- 
strain slate is developed.

Key words. Arabian plate. Scisiv;Hcclonie>, GPS Observation

Introduction

li is known that the armcnian mountainous area and the Caucasian region are situated 
between considered immovable Euroasian and slowly moving to the north (notth west) 
Arabian plates. In the collision zone during the time big stresses which bring to 
earthquakes, ate accumulated. These phenomena attract the attention of the scientists* 
stisinologisls, geophysicists and mechanics. In paper [3] review of modern approaches, 
qualitative and quantitative analyses of collision zone slate is brought. Al the same time, 
using GPS (the Global Positioning System) data by the method of (mile element a plane 
problem of elasticity theory for mathematical simulation of stress-strain slate of collision 
zone taking it tor an isotropic plate, is numerically solved.

In the present paper, applying mathematically precise boundary value problems of 
elasticity theory for a layer [l,2|. stress-strain state 01 the collision zone is determined, 
taking into account that its facial surface is free from loads and in GPS bench-maik points 
displacements vector components are given.

The authors report in Asian Seismological Contmision V General Assembly. October 18-21. Yerevan.
Armenia. *
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The statement of the problem of elasticity theory ami its precise mathematical 
solution.

1 el us have a homogeneous isotropic plate with the width h occupying an area
Q = {x,y, z: 0 < x. v < (. 0 < z < h; h « / } (fig. I).

(axis x is directed along (he earth parallel, axis y is in (he direction of north and axis Z 
is directed along the radius into the depth of the earth).

On the earth surface z - 0 stresses are absent

<r..(x.y,0) = 0 j=x,y,z (I)

and in the depth h (the opposite surface of the plate-layer) the displacements which arc 
represented by the polynomials with yet unknown coefficients arc given

t’ = Ut(x,yji) =
A=0 r-ü

F(xy) = (Jf(x,y,h) = ££ V/՜' <2’

H'(x,y) = U:(x, y,h) = 0
It is required to determine the stresses tensor and displacements vector components 

inside the plate-lav er, which would satisfy the equations of the three-dimensional problem 
of elasticity theory |4.5| (these equations arc not shown; and on the surfaces z - 0 and 
Z - h would satisfy the boundary conditions ( 1 ) and (2).

I he precise mathematical solution or the slated problem under any numerical values 
ci։l .b)k arc expressed by recurrent formulae | L2|. which have the following form for an 
isotropic plate-layer

£ = x/C. ;;= p/C < z!h ^zif
(3)

U = UJf., V = UJC, W=UJt

= (4)
/=0

4=֊t Zh=0
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Iteration process (4)414) in case of polynomial loading (2) alter /7+1 step 
terminates and reduces to a closed (precise) mathematical solution of the staled boundary 
value problem for a layer under any numerical values (iit .blk.
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Determination of stress-strain state of collision zone by GPS data

Taking into account that we have GPS data in 37 bench mark points in geographical 
coordinates 13], we pass to Cartesian coordinates presuming point /<‘10 as the origin ol the 
system (Table 1 ).

Table I

N GPS bench
mark point

longitude latitude
GPS Data Cartesian coordinates

u, 
rnm/ycar

Uy 
mm/yea 

r

X 
km

у 
km

I KAL2 43.34 38.55 -5.3 12 535.4 IS3.3
2 GORI 46.37 39.51 3.3 9.6 808.9 290.0
3 IJEV 45.14 40.91 4 7.4 693.7 445.6
4 KRES 44.49 42.45 1.3 2.8 632.9 616.7
5 MATS 43.75 42.98 1.5 0.3 567.4 675.6
6 BEUG 42.79 44.01 -0.6 1 483.9 790.1
7 ZE LB 41.56 43.79 0.5 0.8 378.3 765.6
X Л КТО 39.7 40.97 0.5 1.7 209.8 452.3
9 SINC 37.96 39.45 -18.3 9.9 47.9 283.4

Iio GAZI 37.57 36.9 -8.5 12.3 0 0
II KIZI 40.65 37.25 -6.9 16.1 287.2 38.9
12 NICU 44.53 41.83 1.1 5.8 637.7 547.8
13 \i)YI 38.23 37.75 -7.6 13.4 64.9 94.4
14 KRCD 39.81 37.85 ■7.6 13.9 210.9 105.6
15 MLTA 38.22 38.46 ■12 10.9 67.1 173.3
16 KM AN ЗУ. 16 39.61 19 6 9.1 157.0 301.1
17 MERC 40.25 39.73 -2.7 4.9 255.8 314.5
18 KRKI 41.79 38.75 -5.1 14.4 39Д.9 205.6
19 1‘A'I'N 42.91 39.24 -2.5 8.7 495.9 260.0
21) ARGI 43.03 39.72 1.2 6.7 506.7 313.4

1 21 ERZU 41.3 39.97 -0.9 5 350.8 341.1
ISPI 40.81 40.44 0.2 ■* 4 307.5 393.4

Zj 01-TU 41.99 40.55 2.3 4.3 413.2 405.6
24 ПОРА 41.34 41.37 -0.1 2.6 356.2 496.7
25 KARS 43.17 40.69 0.7 5.2 518.6 421 1
26 ARTI 45.95 40.61 7 2 7.2 588.3 412.2
27 MMOK 44.11 40.18 2.5 7 603.3 364.5
28 NSSP 44.5 40.23 3.6 8.1 638.2 370.0
29 GARN 44.74 40.15 2.5 9.1 659.9 361.1
30 JERM 45.66 39.84 4.6 10.1 743.6 326.7
31 NINO 43.89 41.54 0.9 4.2 581.7 515.6
32 VAN! 42.47 42.02 1.6 4.1 456.3 568.9
33 SACK 43.4 42.35 2.6 4.8 537.7 605.6
34 1NGU 42.06 42.72 0.9 2.7 420.6 646.7
35 BALK 43.35 43.06 .2 -0.4 532.7 684 5
36 ULKA 42.19 43.35 •0.9 ■12 432.3 716.7
37 SHAT 42.67 43.74 0.3 1.7 473.7 760.1

Ihi: bench mail; poir՛;՝ and Iheii displacemcnis (multiplied by 10 j in dimca>imiles;-, 
coordinate systenrâje shown (Fig. 2).

6



Calculating the stresses tensor components and displacements vector components by 
formulae (■<)•( 14) under n - 7. as the number of the unknown coefficients rt։. 
coincide with the number of GPS data, we require that on daily surface ot the collision zone 
(i.c. under z 0) the displacements vector components l/v and U։ in the bench math 
points were equal to the corresponding values of GPS data.

y//
0.8 • *

0.6, •

* •
0.4 . • * \

.M . • '.

x//
0.2 0.4 0.6 0.3

Fig. 2
We obtain a system from 36 linear algebraic equations relative to unknown 

caeffidenis U . by the solution of which, functions (2) are uniquely determined.

3.5I87v*iO՜ tfcWJJiSQ© -J,--. . •
O.C«O1148zL n- 0.601297.34 - O.UOt.-lM-yj •; ’ G.J.-J.!.S9617 : - O.C'jX’W.'U'.o ■;

•■՝ 7 1).003?32631 ■.
0,0006201» : 0.4017512 - ■_֊՝ D.V.:2 tlC'fi • ; 0.CXKU2097.- • - . O.SC‘•T'WjIB«’ ֊:
n.r n ֊' 0^00243^6■ 5,C0։iOi6i».՛. ‘. 0.:0C623«78 >?■ •. g.CaJ‘/=524v3 -'
I. ! I" t- ՝ ■'
u.uCJUOlZii՝ • 0.019*3$ >.r ■ 3.00765828 s ■ ՝?՝ 0.031154%^ ՛.'. 0B& 1 <-i C.20' i.

F(^.n)= (15)
3.8b639x JO' O.G30d535g3 .. Ji8385n20.00149779^. 0.3017.•53.1.0.000726678•'
0.03239369"' - Q4?0i0c9i3n' 0.03005221 'f) ' .0.000190163’ •. - C...՜30966174 6-
0.00731658 •՝;'>. - C.0i656’.l ; ♦ Fl. 01222 9° : 0.00266616^4 • C. 0004 35 »82 < 
0.00109334 r0.00460338 < ' 1' • 0,.OC^S73$7 ֊5 £ ' O.OSt'Wn ->՜ ■;•
0.001643-,3.;>. G,t»?8$ft6n<3« 6.030986512-"'.՝ - C.0172764n՛՝<1 - 0.0049901 ֊. •
0.00226691 ? 0.0149402 r, < . 0.0130193■: • 0.00336324 h361 O;OOQ62S4£ • 
0.0087381? ? ? •.■».0075214 -7C OJ-OOe^b-lOX՜-1 -0.00103845' - C.0G02«3062 ‘'
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Fig. 3 Fig. 4

Thus, the obtained solution (IH 15) mathematically precisely satisfies the equations of 
elasticity theory and boundary conditions (I). (2). and in the bench-mark points the 
displacements values I' ։. U t coincide with the values of G PS data I i able I.),

The more the density of the bench-mark points will be the more precisely the obtained 
solution will cxpiess the true picture of ihc stress-strain state of (he collision zone.

As we arc not aware of the conditions on the border of the considered zone, for great 
exactness it is necessary tu be restricted by the area inside this zone. 11 is proved by the 
authors <4.6|, that in this case the effect influence of the denoted zone (boundary layer) on 
the stress-strain slate inside plate-layer is negligibly small.

In tig. 3, fig 4 the 3D plots of the tangential displacements U and 1' in the depth 
2 - - 10 km arc brought.

I he lull energy ol the deformation chosen in the collision zone of the plate with the 
size of 700x700x10 km determined by the formula

֊ 2v(a i։ Q n t C7 ։1 a.. + a n a..)\dxdych

0<r<10'wr. 0<.v. v 0,2. (7 = 2.5՛ IO10 Pa
equal to

E*, =3.7■10”erg= 3,7 10”J

Analytical solution 11 J-t i51 nt the stated problem permits us to conduct other 
investigations as well when collaborating w ith geophy sicists and seismologists.

I hc algorithm of the problem solution developed by the authors permits in the future to 
take into account in homogeneity and anisotropy of the collision zone, layered, the 
existence of reonoinic layers, relief change of the area (variability h ). and also dependence 
ol physical-mechanical constants from the depth of the layer (4.7,8]. We have opportunity 
to lake into account the curvature of the region surface, i.c. to admit the region layer as pan 
of the spherical surface 19 j. Other the earthquake-hazard regions may be considered too.

In conclusion the authors kindly express their gratitude to prof. S Balassanian who 
showed ihc importance of solution of such problem.

41
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ЛОКАЛИЗОВАННЫЕ ПЛАНАРНЫЕ КОЛЕБАНИЯ ГОНКОЙ 
НОЛУБЕСКОНЕЧНОЙ ПЛАСТИНКИ-ПОЛОСЫ

Ананян А .Ж.

U.thUiiui(i|illli
(*tiipuil| t||tuiuiuGijbpy uuq-ybpinfi inLr|uijliu>y>|uid u|[tuiiuip uiiuuuubnidlibpp

OliinwpljQniti I l||iuiuwO4Lpy uiupjbpin. npji bqpbpp linr)u>(puu|iiplili unl’puil|qi(uii) LG H|U i|Lu|pniU, lipp 
ЦЬриш^пр bqpp uiqunn l„ uiUi՝։injGiuqi|uid tnuiuiuiGiinluLp|t buioujjunipinibp npn/nij huiijuiuiiipniiip 
liurGqliuiuGniil I t|fiiiiuunupiui>nipjtti(inii) Mb]b|i duil|G|ib:njpiuj|iG ui|)ipuUji|i luuiJuiutiipUiuU uibui|i>qp՛ 
h.'lit||ipp niunidUuiii]ipt|nilI t ui)U qt.iqp|i hiuilwp. bpp t|bpyun|r<p uqjinid iiqn|iui> bG uiniiidqtiil|UJG 
uidpiulplCtuG bqjiuij]ilj upu jiiuiG li Lpp flpryijnni hti uiiiii:iiubiiiubb|i|i liiuf։Hi|i։nij» imliULjip' IpiifuipitO 
iiintudqiul|UiG nid|iiul)qilmh рИшрипцф. qnpOiutjqJiq UumiqQuid tli uitupiijGiuqQuid ui]|ipULp|i qnjntpjmG 
iqnijiiuibGbp

.Ananyan 
localized planar vibrations of thin scnii-inliitilc plate-strip

The problem •>! scmi-infmiic plate-strip. iwu edges of which arc jumtly fixe : к conMtfctrd In the case- when 
pl.it>.՛ fmiii edge is free the equation determining i.’k- frequencies <>! localized vibrjiimis Vcccincs analog;. ,| Rckiv 
eqiutuni hit |hv nuifacc w.i\c> in lull-՝|we Hie problem :.s investigated for the спч՛. when on the finite edge the 
Ixiundaiy condition nt c!,:.-ric fixing is given. Vibrations frequencies ate dcltnniincd In depend >,n> radon 
UiuhKicting .in cLsiic fixmg The '.c.'iditions ol localized vibrations existence arc (vcv.ivcd

I'accMaipniucicH i.n г.оссьонсчная пластика паюса. ;Sc coсконечт.к* »pax кпырап шарнирно 
jUKjxii.ieitM В . lyric, кшда конечный кран и асигнкя свободен, уравнение, oirpcAcisiviucc часголы 
.гчка.пиоианпых колебаний iin.'niv'u* знало։«« спаинеаня Рался длм |>овсрхкпси1Ы^ но.ш в 
1кпуп|Н>с1рансгие Зйличп 1'лсли;лг-ц.м а.г,- случая кома n.i конечном *рэц> яи.шы граннчнше ve roinii 
MipVK.Hl -MKpCt'.lCItllK •>ll[V.ie.lH.-։net 4dC|Olt.l Ml laVllHlil II lafnii UMOV 11' 01 ко Ч||фннисн։11. 

sapaKicpHinpvioiiKtu* ynpyine ыхреиления Ho.iviciii.i yc.ionns cm.icuijuuhii's .ioKa:i>iioiuiir4.՝x xo.>cfianaii.

I.ll.-aciинки ri ytipxtuio .1 янринтчо материала noct<>nun<՝it припиши н 
лрямоуг о.1Ы(ой дскартопой системе кхупр.цпцц jantistaei область 0<.v<xi. 
О S у < I). - h < z < h .

\ раннсния планарных колебаний л^дсшнмг - 
напряженногососгояния -hmcioi вил:

С; + (С, - Сг ,1 — ~ -г — = —-
ar \ c.v ду ? dt'

c> + (c;-c,֊-g =
ctyl dr dyJ dt՜ 

ije к г перемещение по направлениям л՜.у 
оператор Лапласа

' (l-v)p ' 2
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уравнения обобщенного смоскою

(1.1)

. соответственно; А двумерный

Л’
Т,----- Г՜ <’-2)

1 4-V р



С,. С. -скорости продольных и поперечных ноли. £-модуль ЮигаЛ' 
коэффициент Пуассона,/?-плотность материала пластинки. Следует отметить, что 
уравнения распространения полк ։։ задаче плоской деформации совпадают с 
уравнениями (1.1), но отличаются выражением для продольной скорости С1. Для 
задач плоской деформации

Г2 . (I - №
C'-(l + rXl-2v)p

11рсобразованне 111
dip dip _ д<р dip

дх су ду дх
приводит систему (1 I) к автономным уравнениям

dr dt

(13)

(1.4)

Для задачи локализованных колебаний пластинки. по аналогии с 
поверхностными волнами Рэлея, требуется найти 13кис. решения системы уравнений 
(1.11 или уравнений (1.4). которые удовлетворяли бы условиям затухания на 
бесконечности

limn = О, limv»0 (1.5)

или
1тц? = 0. Иту/ = 0 (1.6)

Рассматривается наиболее простой вариант задачи локализованных колебал и и 
пластинки, ко։.՛].՛ на краях \ {)./? заданы граничные условия Навье |2]

М = О.--=О (1.7)
ду

Согласно преобразованию 11.3). условия 11,7).записываются к виде

^-,^=о. А[>-^=0 (1,8)
дх ду ст дх )

Обзор работ, те рассматриваю гея друз не варианты 1раничных уегюний яри 
у =0,Ьт приводится в |?|.

Решения уравнений (1.4). улонлезноряюшнс граничным устониям (1.Ю и 
условиям затухания 11.6). имеют вид

• л
(р = У Д„ ехр(/<у, / - Агу

(1.9)X
1р = 2 Д., ехр(/й\/ - 4,.г.л )соялд V

где
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Произвольные постоянные должны определяться из граничных условий 

на кромке пластинки Л' = 0. Согласно условиям затухания (1.6) искомые параметры 
/Д. характеризующие частоты локализованных колебаний пластинки, должны 
удовлетворять условиям

О * Пп * 1

2. Пуст ь на кромке пластины Л՜ -О заданы условия свободной границы 
он ду л ди ду Л
-----гу — = 0. — + — = 0 
дх-----ду ду дх

։. с. тису ичвие нормальной и касательной нагрузок.
Согласно (1.3) условия (2.1 > приводятся к виду 

^+1д+(1_„)ау.о 

дх՜ ду՝ дхду 

2и'ч> йу , а-у _() 

дхду дх2 ду1

(1.П)

(2.1)

(2.2)

Подстановка решений (1.9) в граничные условия (2.2։ при Л = 0 г.теч ыя 
определения произвольных постоянных А,.. 8„следуюною сне зему алзебраическнх 
уравнений:

(г - г).4 +(| - у)г,Л = О
Л т (2-3)

2|У1л4-; + |к, =0

Равенечно нулю дсюрминанта системы (2.3) с учетом обозначений (МО) 
приводи! к известному уравнению Рыся

) е (2 - /Д )2 - - 0 (2.4)

1ак как известно, что уравнение (2.4) всегда имеет действительный корень, 
удовлетворяющий условиям (ГН). то локализованные колебания у свободного края 
пластинки существую!. Обобщения уравнения (2.4) для анизотропной пластики из 
материал;! с кубической симметрией приводятся в |1|. Планарные локализованные 
колебания ортотропной пластины рассмотрены в |5}.

Можно показан., что если пл кромке .V 1) н.щегины заданы условия либо 
закрепления, либо Напье, либо скользящею контакта. го локализованные колебания 
не существуют. Болес сложные вопросы возникают при решении задач с условиями 
упругого закрепления кромки .V = 0 |5). Граничные условия для частного случая 
упругого закрепления кромки .V — О имеют вид

да ду . ди д\> л
— + V — -аи - 0. —+— = о, <х > 0 (2.5)
дх ду’ 0՛ дх

ню является обобщением условий свободного края (2.1). Здеез. коэффициент а 
харакгеризируег упругие свойства закреп.ютша (стесненного перемещения по 
направлению осн 6».Г) [6).

Подстановка решений (1.9). с учетом преобразования (1.3) и граничные услоштя. 
(2.5) приводит к следующей системе алгебраических уравнений относительно 
!|рОН5КОЗЬНЫ\ постоянных ^п,/т .
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(и,2 - и - аЛ;1 V, X + [(1 - и)иг - ал,' ]вл = 0 $ $

3. Другой вариант обобщения условий свободного края л՛ 0 (2.1) является
введение стеснения перемещения по направлению оси оу

си сП՛ _ ди оФ ..
— + у — = 0. — + —+рг=0 (3.1)
дх ду ду дх

Подставляя решение (1.9), с учетом преобразования (1.3) в граничные условия. 
(3.1) приводит к следующей системе алгебраических уравнений относи-ельно
произвольных постоянных .4(|. Дп

гм. +к+1к - о

Дисперсионное уравнение задачи получается из равенства нулю детерминанта 
системы (2.6)

-4и,У: + 1;՝аух0 ՝>ц .0 (2.7)

В от личке от классического уравнения Рэлея, уравнение (2.7) определяет 
безразмерную фазовую скорость //л, в зависимости 01 /.п. 1. с. .юкализокшныс 

полны обладают дисперсионным свойством. Значение //п « 0. как и для уравнения 

Рэлея. является корнем уравнения (2.7). Исключением корня 1]н = 0 |7]. уравнение 
(2.7) приводится к виду

я, к •«)='1. - --1+^;‘аи,0-՛ = о (2.8)
И ^2

Функция Я, на концах промежутка 0 < //„ < 1 принимает следующие значения: 

Л,(0,«) = 2(1֊^)֊л;'л(7'1
. , /------ (-3 * * * * * 9>

/?,(!.«) + -О

Если функция А\ на концах промежутка принимает значения разных знаков, го 
это дбетагочно. чтобы существовал юйсчвнтсльный корень, удовлетворяющий 
условиям затухания (1.11). Из (2.9) следует что указанный кореш, существует, т.с. 
локализованные колебания имеют .место, если

-֊Д=< —<2(1-(?У; (гл»

В табл. I приводятся шачения безразмерной фазовой скорости ?;л п зависимое! и 

а 
ог квадрата безразмерного коэффициент стеснения (пружины; ֊— при

Гибл к на I

о / < (6.0)” •0.3 •0.1 0 0.1 0.3 0.4 0.43 4/9

% 1 (1.9924 0.9214 0.8453 0.7332 0.3787 0.1280 0.0428 0
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Из равенства ну ио детерминанта системы (3.2) нилучаегся итспёрсиоииос

(v: -։,k -о (_2>
(2v,-/w;iX+(v;:-h-Kv.)b,-o

I loeiy пила н редакцию
6.05.2005

Здесь при /7 = 0 также получается известное уравнение 1Ълся. Уравнение (3.3).

аналогично предыдущему случаю. имеет корень//։։ = 0.

Исключение корпя ;/п = 0 преобразует дисперсионное уравнение к виду

уравнение

Ж.^)=(2-'?.)՝ -‘*Н1':+а;'А'2'7. -° <3-’>

Из свойств функции /?, (//... Р)

+ (3-4)
Н + Л.

л,(о^)а-2(|-б>)+д;՛

следует, мл» уравнение (3.41 имеет корень, удовлетворяющий условию затухания
11 11), если

х1 < 2(1 -0) (3.6)
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ՀԱՅԱՍՏԱՆԻ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԶԳԱՅԻՆ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ
ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ

Uli|inuii|il|iu 58, Ի&4, 2005 Механика

УДК539.3
ЗАДАЧА Д\Я КУСОЧНО-ОДНОРОДНОЙ БЕСКОНЕЧНОЙ
ПЛАСТИНЫ, УСИЛЕННОЙ БЕСКОНЕЧНЫМ КУСОЧНО

ОДНОРОД! 1ЫМ СТРИ11ГЕРОМ
Багдасарян Р.А.

IkU. ԲաղդասարյանԿտոր ши կտոր համասեռ վերադիրով ուժեղացված կտոր աո կտոր համասեռ ամվեր? սափ խՍղիրրէԼվսսաոսէւրում դիտարկված է երկու էփսաաևվերջ սսդերիդ կազմված կտոր աո կտոր համասեռ աե- վևր$> սափ խնդիրի, որր ամեղացվսւծ I. սափ խութերի բաժանման գծին զուզսւհեո կտոր աո կտոր համասեռ աեվեր^ վերադիրով.Վերադիրի կազմված է երկու միատեսակ կիսաանւխր? մասերից ե աէաւձւ|ակաէ1ուր,|ակ արի.» հւաաաաւուե ունեցաւ մեկ վերջավոր մասիցՍայր դեֆորմւսսվում է. անվերջում կիրառված հորիզոճակավ ձգող րււրասեերի սպղեղուրյամ տակհրէհփրր յ՚երվամ I Նրեդհոլմի երկրորդ սեէէի իէաւեդրու| 1սսվւաւարմա1> լոէծմաէւր ե qnt|u է տրվում, որ այդ հուվասւորումր րու ц ). տափս յածած հաջոք րրսկաԱ մաոավորու րյուննէւրի սեր ուր id
11ւոադվամ I ետև ասիմպտոտիկ բահտձե անվերջ հեռու կետերի կոնտակսա։|իև |«սրումների համար

К.Л. Baghdas.iryaii
Problem for Ptwr-lioinogcneoib Infinite Piute, Rein font ։• by

Infinite Piece-homogeneous Stringer

tn the paper a problem o| picce-hnmn^eiicons plate is <onsuJcre։l. when th*, plate consists Inun two infinite 
pbles, rcinhitced In infinite piece-homogetWuus stringer. which is parallel tosep:iration line of piale's inateii.il

Sinngcr consists from two same halt intimte pars and one finite part with other elaMiciiy inoduliix.
Пи՝ place is dcfornied under uctivn ot horizontal stretched stresses applied al infinity
Ihc problem is reduced to Fredholm s singular integral equation of second kind whtrh permit the sulitim« by 

nicutisol step l>\ sjep upproximatioii rnetlim!.
Ihc assyniptolic lorrnulo isulso opt,lined юг contact stresses in infinite points

В pilixnv |I.1< I M.«ipllH4cTi Я ЗПДв'ПГ ДЛИ кусочно-однородний ЦЛПС111НЫ. ֊ • 1С1О'|Щ1‘Й 111 AJIVX 
пйлубссхоне'пнах irs.u чип, ye ii.seiiiioit iMX'Koitv'tntJM. кус очно-однородпи՝-։ i-ipninrjWM, 
JhiCnOAuXeilllldM ilrtpdAAi'Al.ir՛՝ MIHUH Jh: I.WA.l МЛТЕ*р|1ЛЛ»П IIArll ТИНЫ

Стрингер cricioin hi двух одяннкопых полу&есконс iiii-n. чш.п?։г и одной конечной чш nt 
«■другим моду.мм упруюсти

Г1.МП11П.՝ д<’форм11|1ус։ч.п .юл лей- Iпнем >։՚յա:։«յւ։шлыпах partsirнгакчцнх ■<<iii։>s.-tU4i:iii 
lipiLSOHieHHHX НО IH'CXOI'f ПНМТИ

Задача СЯ0ДН1СЯ к решению <аннулярного инти рольною ypaimvinoi Ф|шдг<1Л»,м,| вгор по 
|x«,yi. допускающее решение четодом шхледогшнглыиах пр>|6лиженин

Получена T.ih«.v <н имшопгческ-ая формула дЛ” xoirrukiных нчнрилсений iz։< конечно 
удаленных тачек

Пусть бесконечная кусочно-однородная пластина, состоящая из двух 
полубесконочных пластин с различными упругими постоянными, усилена 
бесконечным, кусочно-однородным стринюро.м, параллельным линии 
разнородности материалов пластины (фи։.1|.

Ось абсцисс совпадает с линией разнородности материалов 
Стрингер, который состоит из двух одинаковых полубссконечных частей 
и одной конечной части с другим модулем упругости, находиг<я на 
расстоянии I) ot оси абсцисс. Концы конечной части стрингера находя гея 
на расстоянии а <уг оси ординат.
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Пластина деформируется под действием растягивающих напряжений 
с,=р. приложенных на бесконечноети 'х| > &> при у >0, а при 

>'<()— пол действием напряжений кр где

к .//, г г 2// я; гр,

р я;+2а։ /.*+а

£.v и /’.р v։ - модули упругости и коэффициенты Пуассона пластины 
соответственно при у>0 и при у<().

Здесь, как и в |1|. относительно стрингеров принимается модель 
контакта по линии, т.е предполагается, что тангенциальные контактные 
усилия сосредоточены вдоль средней линии контактных участков, а для 
упругой кусочно-однородной бесконечной пластины справедлива модель 
обобщенного плоского напряженного состояния.

Задача .заключается в определении контактных напряжений, 
действующих на контактных участках между стрингером и пластиной.

Поставленная задача решается методом, изложенным в [2] где 
рассматривается задача для упругой однородной плоскости с бесконечным 
включением, состоящим из трех различных кусков.

В силу вышесказанного, дифференциальные уравнения равновесия 
принтера запишутся в следующем виде;

а'их г(л) . ,
“77՜ ~ 7~7՜ «Ри И >а (I)

</2wr г(л)
---- — =------ при
dx' E.F,

пр;։ граничных условиях
X X

dx L֊֊.r«O dx

dll՝ X duf X
dx ։— «4 dx E F XS-U-,a l's: ’ Л

12)
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р ■. I— ֊> —- при |Х ֊* =с (24
ах Е

где Е, и £\ модули упругости стрингера соответственно при X; > а и 

при х| < а , ?’ площадь поперечного сечения стрингера т (х) = </•</( х). 

г/-ширина стрингера (?(х) -контактные касательные напряжения под 
стрингером а Ы։(х) горизонтальные перемещения точек стрингера, X 

нормальная сила поперечного сечения стрингера при X = 4 а
Отметим, что т(х) удовлетворяет условию

Х = -Гг(л>/у--^֊Р (3)

Чтобы уравнения (1| и граничные условия (2) записать одним 
уравнением на всей оси ()х{- »<х<ос), введем функцию

С. (х) = [#( - л - и) + 0(х - а )|+ [//(л * а) - 0(х ֊ а)] '
(1х (1х

где 0(х) - функция Хевисайда.

Из (!• и (2) для С'\(х) получим

г/6,(л) . т (х) т»(х) , .
= |Ь(х-«)-б(х4 + ~* -• (-■х<л < ֊< ||-’.

ах !\ Е. Еу Е 1՝ Е Е• '•2 лЧ ’I * Ч •
где 3(х) - функция Дирака.

Г) (х) = [#(-X - а) -Г 6»(л - «)]г(х). г; (х) = Р(х+«)- 0(х ֊ «)]г(х) 

другой стороны, для перемещения точек пластины имеем |3|
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«1!’(л-.у)= ֊ 1՜ с, 1п 
Ж <

ск' ’ / \2 / , \2

2___ _.г Ь(у-Ь)
г^У-^֊ьГ 17|

4л(Л’ + и)
V1՜* (*,»’) = — [| £>, агс^——- + й. 

п/։ \ " у -Ь

Ь(х-я)____

(х-^\(у-ьу

+ Ь\------ ֊^——֊ г I ( 5 ) Ж------- 7^-------- кру
(х-я)՜ + (у-Ь)' 4ц,(л։+м,)

(- х < Л* < РР; ֊ х < V 5 О; Ь > 0) 

|8)

где /։ толщина пластины, и'^х.у). \1!1(лг, и) и «1?'(а\у). \':>(х.у) - 

перемощения точек пластины при У>0ипри у<0 соответственно.
Дуя коэффициентов из (5) —(8) имеем

а’Рн + ЗА|)|к 1 -А)2 * А* |-кк + 3//)[2//2 ч֊(л; + а,)(/? +За)]

4 Дг+эда։(я’ + за)+ а(я՛ + аШаи?+за,)+ аХл* +а,Ц

4 =__. (А /•';!£• /•11/.՛ ■ эд___ А = я/ +за

4//(л + Ц’ + 3//]+7/(х’ * //)] ’ ' 1 4+ 2//)

____ (А-А)^ а = л
2р(Я9 т2/4/а И +3//Ь//(Л^ //)]' ' 4//(2? +2^

/; _ А?и>3//|)-.£/.::(л ч-З.^) _
(/.՛ ч з’я)++//)][хДл; + з.</, К?; + р,)]

4//(Л‘ I- 2/7)[//, (’/? 3//)+ р\л । //1}

н = (а -//)(/ ____ , в ֊.

//(/Г • 2//)[//,(я* -Зр) + р[/: -г А)] ' “ 4/7(л4 2>ц]

(. Ар/ ֊>-2/7р/| -г-За.)+ у/.(л՛ + 2а,р* За)
2[а(/2 ьЗаЗ’ А, и /Л )][а,(//+За)+а(я; + А,)]

СЧ= ____ _____________ , с ^-^А.
2[//| (г т 3аКа(я/ + а)] ’ '' й[Ак+ЗА,)+ А,(яН А3]

1)} = __ __к/-За)֊ а?(я; 4-За,)
2[а(я; -3/7,1+ А|(я/ -г А,)][аТя։ ДЛ-» аЦ* 4 А^

р _ Я_+А _____ р ___ я; 4-А,______
2[/7;р/ + Ф)+а(л Д')]‘ 1 2р(я;-гзаТГа,(я; + )]
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d։i'l'{x.b)
Из (5) опреде.\им-------------

дх
аи(0(л-/)) 

дх
где

(9)

.г

nil Х-+4Ь2
’ ~/----------V + 2 Л
V + 4b=)

.t(l2/>՝-x2) . 1 
?/ Г—ЛГ + Л’՜ 

(г֊ + 4h21 х
110)

Учитывая также условия контакта
(7։(л՜) = С'՝ (л), (-СО<Л<«о) |11)

и применив к (4), |9) и (111 преобразование Фурье, соответственно 
получим

где

при

ГДе

-1<т0\((т) = XE^4'
Z7’։’(<r) = r(a)r(a)^

нт,

Е. Е

р&{(т\ ^Д(п)=Г,||(<7)

г (о) = ֊ Л sgo<т • (Л։ sgn а + 2h.Ec> » Ь՝/1.0' sgn о )с

этом
■X

Сопоставлением формул |12) и 113) получим
,ы 1 Й4

Е. \+ cr.^(/(f7,

</(°) = (РН • ֊ЬС:& •

А^Л-.c^i
E^E^i Л?

с2=Ас,Л
.4, А

ЛХ(Е ) sin (шт) 
м / ———— -- .

(12)

(13)

1141

115)

116)

(17)

Л п * •

|./(с7)с’'/'1//б7

^g(?՜)

Е

Применив к (15) обратное преобразование Фурье; получим 
•ИЛ՜ -/И । ։. г /zrl. «л

Е 2л֊/лЛ + ]сг| -н/(бт)
(18)

где

j?W =
г ЛХ(е. -Е, ) sin(</aV"'r‘
------------:----- - --------—:----- 7—\dcr

£-,
(19)

п
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Геперь покажем, что в точках X ±0 контактные напряжения имеют 
логарифмическую особенность [4]

Действительно, поскольку т(0) ՝ 0, следовательно.
_ sin(da)l . .
г, (g) - о ----------- при ;сг -» »

° J
Учитывая также следующее соотношение:

.1 ч-|а| + </(о) = 0(|ст|) при |о|-*оо

из свойств интеграла Фурье получим, что первый член в выражении 
т(л) непрерывная функция, a g(x) имеет логарифмическую 

особенность при х -> ±а.
Далее, применив теорему о свертке и полагая Л'| < а из соотношения 

(181 для определения т(л) получим интегральное уравнение Фредгольма 
второю рода

г(х)=՜՜*^ Е' Н<" 120)

-Û-

I 7 егде к(х) = —֊ J (21 )
2л֊ 1Л + |сг| + «7(ст)

Отметим, что при Л‘1 -» 0 к(х) имеет логарифмическую особенность, 

поскольку знаменатель подынтег ралного выражения в (21) имеет порядок 
|g| при |а| —» ос

Рассматривая уравнение (201 в пространстве суммируемых функции 
/,(- а.а) ее решение можно получить методом носледова тельных 
приближении при

л|е -Е
\------- -sup |к (X - .$ }dx < 1

Имея значения т(л՜) при |х| < а остальные ее значения получатся из 

соотношения (13).
Что касается постоянно)։ X , то она определяется из условия (31.
11олучим также асимптотическую формулу для т(л) при |xj -*■

Имея в виду разложение т(а) при —»0

г(сг) = апа н1^ + а:а՛ +я։/сг‘|<г| + а4<т' + о(<т° ) 

где
£ -Е Е -Е

^0 = -А:—- [Н(°)- 2^ J. а, = ——41 + с, |гг(о)- НаХ ]
£м
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’Лц,^2 и -некоторые постоянные, в силу свойств интеграла Фуры? |'։| 
имеем

г(х)=^- + ^^- + о(л ’). К”>х <22»
ЛХ яг

г\птор выражает благодарность профессору Э.Х Григоряну за ценные 
сонеты в ходе решения задачи
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<U3lLUSUbh <1-Ь8ПЬ0-ЗПЬЪЪЬР1‘ ИЧЦ^ЫЛЧ’ЗЬ Sb’lbMUQ-bl'
ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ

Uci|uiuti|il|iu 58, №4, 2005 Механика

УДК 539.1
УСТОЙЧИВОСТЬ НЕЛИНЕЙНЫХ ИЗГИБНЫХ ВОЛН 
МОДУЛЯЦИИ В МАГНИТОУПРУГИХ ПЛАСТИНАХ в 

ПРОСТРА1 ICTBEI1НОМ ПОДХОДЕ
Багдоев А. Г., Варданян А. В.

И О. l'iuqqnb. И. 4 4 tu[ii|ii։li|uili
Ip qdiiijtifi dtiihnli iin։|in[։i։q|iu։jti ui|]iptibp|i l|i։ijnitinipjniüp diuqÜj։uiuwniuùqiul|niU 

uiu|bpinù' uiuipibi)։ul|։iiU ünuiLqnuïni|
•jjiuiinplphiid I «nuqiiuôiuQtuü dnmbi|niüni| qôiujhti hui6iu{nnq։|n։tibbp[i npiymdp duiqüJniiuiunuiAqiuljnjü 

uuqLpniif Ipninsijuiipub l,ibl|in|iiiiliuiqnpi|iiilpuünip.|iiiUüli]ifi liiuUinp. ' I [пгпирЦфий l |ïli..ti|!,u фпрр 
ûujqlifiuuiliiuU quir։nL|ifi qbtqp, iipnihj hurû'iiq» uinmqijnitl LU upupq tupuiuiliujjuintpiml։(ibp, iu|Uiqbu I.) 
Цшйи1)1и1|шй üuiqüjiuiiilpuli qiu^uil.pfi huniuip. npnliq liuitkup рфифЬ Lqui(iuilpit| рпОфий bd bplpii 
Ulpuibtiqbbqbbut hun|iiiuuipniükbp. l|tunnu|i|niü bü iuqjniutut|libp lliurin!(Jiuu|i|ii}niil I n,< q։?ui||iti 
üni|nipup|iui||i iii(jq>(ibp|i l|uj|in(inip,nntip;

Л. G. Bngdirtv, A. V. Vardanyan
The stability <if noniiniar modulation bending waves in magncloelavlic plates in space treatment

Пи? prnhlcin <՝f Jclcrmiiuitinn of frequencies of mugnctocbsiiç plates vibrations lor arbitrary 
elcc-lroceirduvtivity value and general of connection between initial stresses is considered in space nw.menl

Злдич.г колг'бжшп »лсктрипроиодящпх ii.vjtrrnii u «н |m'.\iiciihom гласгпчоеком подход!՛ 
|>1J| >1!>rpi4!։l II |l-3|. I ICAHIIi'llIII.K- ПОЛНЫ МОДУЛ'ЩНП II Slnnrinoyripyjxrjl 11Л.Н THIf։՛ |М»ХМ<Л'|ХМ«1.1 
п (4| Игр un lier Ai'AOEaiiirii проводили՜i> » предилпх ՛" реднешюй теории К |‘»| нынодомы 
У|>.|Ц|Ц’шгя it iprunt'iiibie услопия для фер|н?м>1Пситпо)1 как диол* KipiviecKoit. гаг и 
ИрОЫгДШЦПН ЯЛоСШПЫ I! ЦОЛу'К'ПЫ Д1Н псрсяонпыс COOlUVUlC-min Но •.*С|И ДНеНН- 'Н IV-iipHIl. Н 
[!• 8| рОС<М<1Т|КЧ1 llp<K-rpaH< im-HHUli подход получения AIKIH-Jm Ионных toorirvincnnit AVII 
lai lllirvynpyrnx пл о тни. Для t|)epfXIStantJITIIUX ИЛа» ll»H ЭТИ HI I ледпн.111114 Даны г. |'1|

[5 Н.о '1»»ПЦ»Ч1 ։шпя՛ ii.i.ibi»,viп я .. ....................................  дли мипглп?уиру|их ила։ ini՛
для « лучпг. iqiiiii iDO.M.iiiHi немалой элекгр|Ц1р1>подносп1.

Вначале р.п ..M'»i |x։n.i а< iiMUiuntsa для малых полей
I кд TjiociH.i графики дл.ч деи<huiivai.iiqk ча< шгы н i.iliiu iiMiнти in плановой 1 чш ла 

Р..ч .-ri.греша > луч пи ч< •11г(х֊чгп<го и и]ЮД\)л(.ног< । пол.-й. В случае ьОльшоН нлн лонечн-.Ш 
ii|»>iio.<HMix rit и? шлученшах cixiTiiouiciuiii наид< пи |и'эул1.|аты |н к|

15՛.•ледоианг. на мсноиг лниениих д|и пе|х ионных eoonuniienuil |н Н| у> юняннши, 
нелшнчшых п»лн

I Ifxiiu'Aeiii.i ри՛ ч-.чы часты для глучая немалых Финитных пилен.

§1. Пространственная задача для поперечного магнитного ноля
В iipoc tpaiu i венной задаче выбираются осн Ох, Оу в средней 

плоскости невозм\ щепной пластины, ось 2-по нормали к пен. В случае 
поперечного невоз.му щепного магнитного поля Ио для изогропной 
пластины, et ли искать решение в виде монохроматч<ч кой волны 
, /(л) > <>.») _ . ,с можно уоедипл-я 11-3.8), что частота со оудег функцией от

- V՛и • (> т. е. волновая задача будет изотропной. Поэтому при 
получении ди« церемонного соотношения достаточно будет рассматривать 
плч. кую Задачу, разыскивая ее решение н виде с"1< а в полученных для 
нее окончательных формулах для получения (ичиения пространственной 
задачи делать указанную замену А на а, р Пусть нсвозмущенное 
магнитное поле 
ио осям л, 2.

11л.п1равлено по оси < ио и, компоненты перемещения
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считается /г, • . Л. = Н„Н'.
Для квазимонохроматической волны можно написать

н = 77.» t h -вектор магнитного поля, причем для индуцированного поля

Уравнения движения магнитоупругой среды в линейной постановке 
имеют вид 11 -3|

и, = {.'je' - л.< : и ֊ ' f -Â.C. 11.1!

т-кх-ы՝, H't = ~H*(z)eir • Лх\; Н\ = ^П.(.г)е,т +к.с

где р -плотность.

<5п. c’a,. д'и 1 . г г. .
—L4-—-ь- = р—— (ГО1Л.Г//Д
ох cz 01 4 л ( ։,?(
âa_ ос. Л. 1 . ,-г Гг х
-г2-+“ = Р -тт- - T- (roi).-

ОХ OZ ог 4 л

Уравнение электромагнитной индукции

,, А ,дит . oit. , du . .ди.
a, =(I + 2|i)-T-i-^A—а. =Х—4-(л + 2ц)֊—-

аг & - & & (|3|
,ди, ди..

°« ^-57+Т՜՜’
dz дх

света

—+ Ц.4)
Pr et

Здесь
гст эл€‘К1роирог>еднос։ь, = - магнитная вязкое։ с скорость 

4,“сг

В поперечном магнитном поле уравнения |1 в переменных Il 1)
Дают

а՝ 
г. -- ^,^֊֊,41 )

а с/г* a' (te <i (te
-ituil т-v к H - v_ d (1.5)

' * (te2 dz
f/t/, (!՝՝!!. h .:.. <։։ ,.

ikC---- - *-----r- - :k: b - ~L = U
dz dz՜ a՜ u՜

- à»//. vnÂ il. - v, ~*Й՜ - -<оАЬ'։

. Н; , Л + 2// . р 
где а: - — . а' =-------- , 6՜ -

4,7/7 р р
В пространственном подходе (6-8) решение можно искать в виде

U. « A, chv z, = В shv.z, //, = С, chv z, //. = /), shv z Ц.б) 

где но повторяющимся индексам проводится суммирование oi 1 до 3. Из 
(1.5). (1.6) можно получи ։ъ связь между всеми константами через 5’,., в 
форме
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п . Ц)**Ц 
'1 ~ хл и.»

Ах, + -у.у*,.,

1к:Н} , Л1 м • ' . V '^к: |.4,,, =0
( ' а՛ а՜ )

.՝,» - А' + ~тЬ| .•_! +МСЛ,, Д'1Л, = ֊^-(С1.?,Л'и..> “М 1\ м) 
а՜ а՜ } а‘

Из (1.7) для у -у, . До) можно найти уравнение

Ь-2 . и)՜ ... \՝1к՜ а' V՝-к'՛—гУ-Л г — + V-------- ------------ = - -А-------- -——----
и Ь .- 111՜ а . .к" V՜V'- 1 + < -------- V2 • ’’’а а и)

(17)

(1-8)

(1.В) является кубичным уравнением для и2, решение которого 
2

достаточно громоздкое Поэтому принимается ~т«1 и разлагается

«Г 
решение но степеням .

Тогда получится

V՛,' ест ь значение к, при а =0.
Для того, чтобы вывести дисперсионное соотношение #>-&(£) для 

нагибных волн в пространегэенной постановке. нужно к (1.5) добавить
Л граничные условия на поверхности пластины с = ±- с диэлектриком 
«•

-о,. =0 и условия непрерывности к. Вне пластины в диэлектрике 
индуцированное магнитное поле записывается в виде

й, = | (С1|е“’՛ кс). Л. - (С>Л1 + кс). 9։ = 7т + Ас (1.10)

, ей Эй.
Используя также уравнение —=֊ + —-~0 и условия

дх дг

? = -. Л. =й.. -С'. ('!е 2 =(՛ сЬу-1 , (.'\е 2-ОзЬи ֊
2 ’ ‘ - 1 / / 2 . • 1 

можно указанные граничные условия записа ть в виде
/С,сьУ,֊= Д5Ьу,^. О,=-С,— I

' 1 (1.111

С. сЬ V —<-АС V ~։ Пу сЪу/— + 1^'1 сИу — = 0
1 2 ՛ 1 '2 1 ' '2 1 * 2
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i u h
J/V/SllV?-4- a " • I В к Л------ ;—ikB, sh V — =0

a~ •' '2
где снова проведено суммирование по у = 1,2,3

полученноеВ (111) нужно подставить (J.7), Уравнение, 
приравниванием к нулю определителя системы (1.11). дает

(I 12)

(1.13)

И И)

В силу 11 9) 
и! С к' - в 

А. = — ---------
1 Ьг в

Тогда примет вид 
. h । h

к * I J и l Л, )

11.15)
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Разделим I J. 16) на Г, u A — th v2-. 
и 2

получим уравнение:

—Ч-А՜
Ла:

Л Ihe, -

h 
th е, 

- 2

-Л'
- А 

Л2

■ к 
Л.

Д,

u h .Л
। thr'j ।______

•v2 :hr,I։ I* £-k7 Vj

‘2 A2 ,

_ _’_i______ !____ 1 -*i
ШиЛ-Г, Л'« ,՝'2 i+~-A2

22 Ч д?.

11.17)

I ■ ֊ A ՛
l л’ J

! +

.V = -*■
Г.

С учетом 11.131 в основных порядках получится
д. 1 I ьА2/Д, | <о* йГа} (, 18|

1 + <Л'Д; 4А4*4 4/ЛЛ2< 4//А-’<

Исследуем общий случай произвольной электропроводности и 
произвольных в. когда > пй конечное.

В уравнении (1.17) первое слагаемое после сокращения на - 

основном порядке с учетом |1.18|.
-А2 1 2,՝ 1 1 , «)'а;
—:г -1+—гт—:

Ла; I?. а- 4Л а к ՛: 4А'А ;

будет в

(1.19)

Второе слагаемое в (1.17) после сокращения на — i учетом

\ । = 1 + \ ֊ 1 ~г1' . l':' = А I г А? i 2. 1 г А՜ = I + ——п* - , т fTZ л . •и‘ Л Aj 2 (»՛
л «

/>՝
и (1.13), (1.1.'>) будет

Третье < члаемое н (1.17). поскольку

г,--*;
(Г а՝ (I (Г

будет
. Л

lhVl 2 А2 2ск2-0 2 а' ( иг Х| 

v, а- Скг-е h 2b- 2b'kz b20՛

где и х/А 0 . Тогда (117) примет вид

(1.20)

11.2И

(I 22)

. Чк А к , (i)՜ а:1П1, ) - - -I֊ —------ - ------ ; - ---- ГТ-Н
1'1 2 4Л4А-՝։ 12Л- ^Ь-а-кгС W՝k՝C
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, Я- ֊Г I.
(2д-֊б>х1--^-) । |И^22^г-<? 2 2*2<) = 0

4Ь2Л2 £*2-0 у:. £к2-0 4Ьгк21։ О

или
ау(,-^) (>.23!

3 < “ ^()+-*֊Ж^Л) и> "
V; ■ 2

По формуле (1.23) проводите« вычисления на компьютере для 
типичных величин параметров

1.2 I |
— , Ь-—см, г_. 10'им՜.'сек. Ь - 4 10‘смсск.
а2 3 10

Данные взяты для алюминия и /? = 3 г/см3

10'
Расчеты проведены для полей Н.-,=0. Но= —. Но= 10' гаусс.

,, V « о о оРезультаты приведены для действительной части й>. «>-/>?, -16-)., в 
функции л‘ на фиг. 1

Как видно из фиг 1, наличие магнитного ноля 1! приводит к 
уменьшению частоты ал'(л|. Это։ вывод следует также для понедельных 
случаев идеально проводящих пластин, для которых гт - -с-, в х и можно 

считал. ։Ьг^'^1. и конечно-ироводящих пластин для которых 
•«

։1иу -- = ։•■'-- В этих случаях (1 23) Дает



11.251
02 2 I.

/Vj =<^Ю-------— 1+ —
* к "

coot ветстве н но.
Проведем теперь расчеты для поперечного поля по точным формулам 

Удобно ввести следующие безразмерные переменные:

— ֊ а. — = < /= 1.2.3. ֊֊ = &. & = itf— 11.26)ак к ' J к2 к^,

По формуле |1.23) для безразмерных величин Rc<y' проведены
. 1 - , , 1расчеты, результаты которых даны для Л -—ем таил 1. и для я-—см

Ц
дабл. 2. где а

а
Таблица 1

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

0 0.00272166 0.1 Ю5> 1331 0.00816497 0.0108866 0.0136083

1/1000 0.002345 0.005125 0.0056321 0.0068732 0.00742351

1/100 0.000012 0.000019 0.00002 0.00003 0.00004

1/10 0.00000187 0 000005 0 0000067 0.0000089 0.0000098

Таблица 2

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Q 0.0128756 0 0255674 0.0482346 0.0526457 0.0545768

1/1000 0.01277546 0.02025456 0.02581241 0.0313427 0.03634652

1/100 0.000054252 0.000102554 0.001)11457 0.000157568 0.00028879

1/10 0.00000534 0.00002645 0.000036576 0.000049661 0.00005712

Из 11.8) получится уравнение для v’lw')

(г'2 - ~ + (0՝ хДг’/|2 “ 1 + + ՛-----"Т ) *■ ъ"’’?* = °
а՜ ц1 ' I - и/ а2 '

0'
Для г г/ получается кубичное уравнение.

(1.27)

При «| - Он силу (1.23), (1.8) можно получить для частоты изгибных 
колебаний упругой пластины

~АА (1.28)
ак V 3 а

После нахождения с' можно решить уравнение для с» - л/(к}согласно 
П.12)

&
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. 1 .и ■ АЛ1+ ֊ thv. — 
у'. 1 2

. 1 u '
l+yfthVjT

1 u , kh 
l+—-ihv.v; 3 2

•V,' AT v;
1+4- 1+4֊ = 0 (l.29|

д; a; A',
. kh , kh L . kh

th v, ։hv. '•h VJ \—M-n ֊ 2֊r;
у; Vj V.

1-»<: , ,, ь2 , ь2 _’<՛
где .Г. = 1-----֊, Д,=< Г, =1-2—-ц — .

О а и Д,
Результаты расчетов по (1.27), (1.20) для тех Же параметров, что я

выше, кроме II для действительной части <у'(Л| для - им приведены в

Таблица 3

табл 3. и для h- -см табл. I

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

(< 0.00272166 0.00544331 0.00816497 0.0108866 0.0136083

1/1000 0.00242809 0.00539412 0.00801649 0.0099884 0.0116025

1/100 0.000374367 0.00069921 0.0009127559 0.001076537 0.0012512

1/10 0.000233338 0.00030162 0.00081999 0.00096661 0.00099582

Таблица 1 -- - _ I
0.. 0.2 0.3 0.4 0.5

0.0128756 0.0255674 0.0482346 0.0526457 0.0545768

1/1000 0.0124451 0.02336412 0.04612432 0.0499253 0.0524355

1/100 0 0016741 0.00309798 0.00162425 0.00551142 0.00582452

1/10 ().(X>11342 0.00155421 0.00417541 0.00490024 0.0050142

В качестве нулевого приближения использованы значения (i) при 

а- .1_  из табл. I и 2, а далее процесс повторяется.
100(1
Результаты расчетов по (127), (1.29) приведены в табл 3 и 4
В работах |6֊8| формулы (1.9) и далее настоящей статьи записаны с 

учетом слагаемых с множителем н4. причем из них следует вместо (1.24)
дисперсионное соотношение

2 ’ Л « A֊՛ h-
й)-=охю-2<и: —+■“Т 1г~ 

"Ч a J
(1.30)

Отсюда видно, что о* >0 Но для сравнительно небольших нолей по- 
прежнему (0՜ <(0^- Последнее неравенство, как видно из табл. 3. 1 имеет
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место для действительной части частоты для произвольных полей 
По осредненной теории |8| имеет место

. Ь и. Л _ к
, : Л. СП А.------$ПА.-. , 2а. к со 1 т 1 •> 1 э

“ -со.,,- * ֊
* ’ сЬл -4-5114.-2 X, 12

<1.31)

Таблица 5
по которой проведены расчеты для Ь = I / 10. 1 / 2 .

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

ю 0.00272166 0.00544331 0.0081649? 0.0108866 0.0136083

1/1000 0,0027214 0.00544308 0.0081643 0.0108858 0.0136081

1/100 0.0027212 0.0054426 0.0081631 0.0108848 0.013604

1/10 0.0026662 0.0053324 0.0080011 00106684 0.013335

Таблица б
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

0.0128756 0.0255674 0.0482346 0.0526457 0.0545768

1/1000 0.0125827 0.025245 0.0408219 0.0523123 0.0482345

1/100 0.0123158 0.025015 0.0402312 0.0521673 0.0475867

1/10 0.00 И 267 0.0049653 0.0098721 0.0151326 0.0223457

Сравнение показывает, что табл. 5 и б дают очень малый Эффект, в те 
время как габл 3 и 1, полученные по точной теории, дают сильное 
уменьшение час тот за счет магнитного ноля.

§2. Случаи продольною ноля
Пусть начальное магнитное ноле II, направлено по осн .V
Пинюряя выкладки можно получит д\я произвольных о

■> ՝■ з»I - « Л , _ _ А՜՛ А <л՜ , »4 а{к <3 • 2—— )-(1 • 2<—>------------- Г(1 + -=-г<Гк- )х
«V 0

-» 1 ■*. а . о Л оз А՜ о о /? I -25՜. а՜Ь> 2р->^- Н У[

а՜ к'И ՛ £ к1 * 0Л* ! а’

(2.1)

Результаты вычисления^’= 1<с<^(А.//,)) д\я данных §1 даны в табл. 7. 
_______ Таблица 7

0.! 0.2 0.3 0.4 0.5

Яс(е>(А,0)) 19 75 170 302 471

Кс((о(А,500)) 22 79 171 306 475

кф(л.юоо)) 311 00 • 317 ■ с-

30



В случае = ■» из (2.1) получится в Основном порядке

В этом случае решение по точному пространственному подходу 
совпадает с полученным по осредненному подходу на основе шпотезы 
Кирхгофа значением частоты [8]

В случае конечных о , когда К-','| ~ «1 (2-1) дает

м- = + 4к2 I I + 2 ֊-   ; (2.3)
( а՝£ к՜ )

Полученные дисперсионные соотношения позволяют рассмотреть 
вопрос устойчивости нелинейных волн модуляции в пластине.

§3. Нелинейные волны модуляций
В нелинейном приближении можно записать нелинейное 

дисперсионное соотношение в виде |4|
® = й{, + /а?+(^-) 42 (3.1)

где Д есть амплитуда перемещения и. для нелинейной упругой пластины

HI
~ ' =/);ле

f) РР^к*

(3.2|

1211 -1-> 45 (I г)

y: есть нелинейный коэффициент, E —модуль Юнга, г -коэффициент
Пуассона |J|.

И i пользуя (3.1), можно получить методом медленно меняющейся 
амплитуды 11| уравнение модуляции и исследовать иго иа устойчивость. 
Для частоты волны модуляций ii имеем |4]

,п+,А- -^֊ - ֊ ^ч-J г 1' 1 d44'J ] л0 (3.3)

где К есть волновой вектор модуляционной волны, через Ф(( обозначено 
начальное значение амплитуды А(>

Условие модуляционной устойчивое ГИ
й - Й1 + гй”, Й’ -։ (I (3.5)

Для идеально проводящей пласт ины <Т = о?, рл ֊ 0 и условие 
устойчивости будет

Д„ & 0 (З.б|
В присутствии диссипации п случае /, < 0 решение устойчиво о для 

> 0 неустойчиво В случае Л <0 будет неустойчивость обоих решений
Модуляционная устойчивость в «|диабатическом приближении 

согласно (3.3) будет
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dk-
>0

Для случая Mai нитоупругой идеально провидящей 
продольном магнитном поле согласно (3.7). (2.2)

-^-<0, -^>ZM*(4+3>/2) 
dk 4л֊

^>0, ^</Я\4 + зЛ) 
dk՜ 4,т

13.71 

пластины в

(3.8|

В нижней строке магнитное поле не влияет на устойчивость, а для 
верхнего знака оно меняет устойчивость на неустойчивость и наоборот.

Для поперечного магнитного поля в случае идеальной проводимости 
согласно (1.24) вместо (3.8] получится

dk' й’
^>0.
dk' а2

(3.9)

И снова, гак же, как и в (3.8). сильное маши гное поле меняе։ условие 
устойчивое!и на обратное

Авторы благодарят Ю. Г. Санояна за помощь в проведении вычислений.
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ՀԱՅԱՍՏԱՆԻ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԶԳԱՅԻՆ ԱԿԱԴԵՍԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ

Մ1ւխւս1փկա .58, №4. 2005 Механики

УДК 539.3
СОБСТВЕННЫЕ КОЛЕБАНИЯ ДВУХСЛОЙНОЙ ОРТОТРОПНОЙ

ПЛАСТИНКИ ПРИ СМЕШАННЫХ КРАЕВЫХ УСЛОВИЯХ
Оганесян Р.Ж.

Ռ.Ժ Հովհաննիսյան
Երկշերտ օրթոտրոպ սւււ|ի սեփական տատանումները խւաւլւ եզրային պայմանների դեպքում

Լուծված I երկշերտ օրթուորոպ սայի սեփական տատանումների վևրարերյայ աոաձգականուօյան տեսության 
եռաչափ Դինամիկական իւնրյիրը, երբ շերտերից մեկի ստորին մակերևույթը կոշտ ամրակցված է, իսկ մյւսսի վերևի 
մակերևույթն ազատ է. և շերտերի ւ՚փշև տեղի ունեն յյւ|ււ| կոնտակտի պայմանները Որոշված էն յարուսների 
րենզորի և տեղափոխության վեկտորի բաղադրիչների աւ.[։մպտոտիկաները, սեփական տատանումների 
հաճախություններս m տատանման ձևերը: Ցույց է տրվաձ. որ տատանման ձևերը կշօով որրոգոնա| են:

R.Zh. Ilovhannisynn
Frtv vibrations of doubk-layvr orthotropic plate under mixed-boundury condihnns

The three-dimensional dynamic problem of the elasticity theory on free vibration of double layer orthotropic 
plate is M'lvcd, when the lower bound df the second layer is rigidly frtMcncd arid the upper su rtice ill the lirst layer 
Is free. It is considered that lull contact condilitjiis csist between layers The asymptotic lomis lor the components 
of stress tensor and ilisplatcnicrit vector arc tuurid. Inc frequencies and turms ol (rec vibrations are determined

Решена ipcsuepiian .niiiinuiческа* iiua'ia теории упругости n собственных колебаниях двухс loiiiiuii 
ортотропной пласгннкк, когда нижняя грань игоршо слоя жеегхо raXfXTL-icii.i, i . шпевах поверхность 
черного c.'irix cp.oiTo'Ht.i Счиглясв. sip между сдоями имею։ место ушюьня iiauiiii<1 nniii.tK.ru Найдены 
асимптот »кв д:;н момконшпок ичпора >апр>жснип и вектора iiepevciiieiinx Определены ՚սւօւօււ.ւ и формы 
ebvqscHrftax ко 1соанн11

I. Для решения некласснческих. с точки зрения теории пластин и оболочек, 
краевых задач особенно эффективным оказался асимпготический метод. 
Найдены решения новых классов статических и динамических краевых задач [ I]. 
Обзор соответствующих работ проведен в |21. Собственные колебания 
однослойной орто।ровной пластинки рассмотрены в |3].

В работе рассматривается задача о собственных колебаниях двухслойной 
ортотропной нпастинки

I) = !(.г.у,г):д-€ у е - н-. 5 с щ. н»ах(//| .л,)« ппп(аЛ>)[
Предполагается, что нижняя 1рань нижнего слоя жестко закреплена, а верхняя 

грань верхнего слоя свободна, а между слоями имеют место условия полного 
Контакта (фиг, 1).

Имеем следующие граничные условия:
гт;и » (у\.; « ՀրԼ -1) при х ֊ Л, (1-1)
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и11 = Vм - u" - О при - - -h2
и условия контакта:

<<(4-О)-сг"(г-О), <(.֊»0)-а"(2 = 0). 4(2»0)-<7"(2-0)

«'(2-0)-н"(2-0). и,(2-О);»г"(2-0). И''(-= 0) - Н‘"(-=<)) (1.2)
Требуется определить частоты собственных колебаний пластинки. Для этого 

необходимо найти ненулевое решение системы динамических уравнений 
пространственной задачи теории упругости анизотропного тела для ортотропных 
сред:

+ (Х.у,2; n-.v-.H-)
дх ду дх дГ ՝ '

,П’|П »«<41Л-(А| 4 «<4|П-(4)

~------‘*11 <?« + <112ауу *Л1Л *7г.- ’ - у “ "|2 аи +Я22<Ту₽ 4 Н2А °

а"՝А =,i|4>zr|Al пЦ'гг|А> 4
—------- ° а и <7 п т а ?.« <7»■ + а • ՝ а.-

п Z
(1.3)

А)/*’ ----------t-----------
А у А х

аЛ> . а Л1
Ах 3 х

W*1 Av41 </*>-

А у A Z
к-!.II

при граничных условиях (1.1) и условиях контакта (1.2). Здесь и н дальнейшем 
А ֊ / соответствует верхнему стою, а к //-нижнему. Искомые величины 
представим в виде:

сг'.^(А'.у.гд)-<7,— (А:.у,2)ехр(1«у) <х.|1 - х,у,г

(«-. V—. Н- ) = («-. И—, «!4,)схр(|'иО /,./ = 1.2.3 (1.4)

|.тс й>-искомая частота собственных колебаний. После подстановки (1.4) в (1.3).
получим сис i ему:

Ч<г|Д> (•{Tji <’i7. .

<)х Hz
г п‘А>

«II О. . 1,12 ^22 °| ‘ '4

(.V,.)-_֊: 1.2.3)

(.v.y.r: 1.2.3) (1.5)

<71Х|п-10
"i.A CT]2

t ô»?1 
дХ if Z

г«'.“ <>«',*’--- s—4-------
a y a 2

г/А)ГТ1А)
“Fy՜ ’ ’ aT « 5 5 <7 j , ,

k^l.H
B (1,5) перейдём к безразмерным переменным и безразмерным компонентам 

векIора ।iepeмешения.
4 = л7/. п=>7^ ^=г/л

г"’ = н;'7/. (1б)
где Л = тах(й։,/ь). / = пйп(«,А) и h«l В результате получим следующую 
син|улярно-возмущенную малым параметром я - /.՛ .՛ / систему:

+ . с -I ÎZlî! . р4(й. уе-Ч^< - 0 (1,2.3; L'“'. V«'. Г1’)
A ç /in <tC
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9U">
UI1 CT1I J-,S'.}G:՝: °?3

*?<*> 

drj
“)-«> _<*»_(»։ .

~ ®21 ^?2 * £1 *7H (1.7)

IДЦ «։,I/T<<։ 
“TT՜”°։’ <։

dUUi dV<4>* -------  + -------  -
<17 atA a .:

ан1*1
*4 «41 <7։ >

ан 141 
а?

о. - Л (О, К - 1.11 .
Решение этой сижу дярно-вотму темной системы будем искан, в виде 

Следующего асимптотического разложения:

°ц “с &11
({/<“. ։,.Г‘4,,.Н’4'') (1.8)
аИ-с'б>:, А-/.//; т<б?

Обозначение 5-0,Лг означает, что по немому (повторяющемуся) индексу л 
происходит суммирование от 0 до числа приближений А Подставив (I 8) в (1.7) 
в Применив правило Коши умножения рядов, для определения коэффициентом 
разложения (1.8), получим следующую непротиворечивую систему:

й/т1-1-- 11 ..гт""£<*___ <. ____ ֊^—. у и" • ■"՛ - о
д£ 3 7 д£

4 £<1֊, А (<Лж )2.0
г»С п7 «и

< дСТ£'- + А (<и.и ): И"‘֊՝•-’1 - О т = (Ь
Эс СТ] Эс

Л ֊ л1*’«-։*-*’ 
«1-.

* ' 11 .О|_Л О „
------- ----------- - а,, £Т;| - öy. <7vj *

i>T]

. . (1.9)

------------------- “ • ----------- Z------ ---------------Z— “ »44 17
di ’• <>;

ан'4-» ar4՛» a։rrH...
—:------ +—z— - au

Q(4 ,) > 0 при s < 0.

В (1.9) все величины можно выраппь мере։ Г .1 * .И ‘ " по форму там
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<■՛ =-< ^—+4’ <l4, ЗУ**--1*
<4 ։г

С7°

ДЦНА.Л) 
iU)P№ ди՝к՝‘-'>

СП

(1.10)'" ~՜4' ~t " —аГ
1 Г«'"*'-11 №АЛ| 1 ’<ДГ'А-'-,։ д(/։АлГ

,: 4'1 р'/ >' <*) «А«

к - 1,11

+4Г аг“*1’

где

нх. А(Х) <«’ -4>2 t
” “ -= F7
։А, ^;Г-4М> «>֊<W 4д.
։: ’ р ’ 11 (1.11)

։? "н "м “?.՝ «п «и ";։ «и «?2

Для определения фчнкций б.'1*՛’ ',У<4 ՝'. И '*՝' получаются уравнения

к„)ъ՛'* --.л,՝--
*ч *

,---/17-- . Л"°-5 (1.12)
йс,՜՜ к^!,П

л •и/ ։*•*։л.;)±!Ц .рД,ЛД-н'<‘-֊֊"’-я;;.»
di, *

где
/i-U,՝*՝_J՝ <|<т11 '՜1’ Л/т11п.Х.н <■՛ а ,У) 1,<7Н . ,сг1*՛Art —----------------(lee -----------  +----------

5^ crj

 _дт £2^՛ (1113) 
йг/Оь......................<)£ дг)

.«> aV“-'1 <><!■•" .'/.Г'"
— л 1-1 " “Г П. I---------------------------------------

՝■ ’• f7/y<< e//

Очевидно, что у?.?՛1’՛՛ = ֊ о.V • »»
2. Д.я определения частот рассмотрим приближение s 0. Уравнения (1.12) 

б>дуг однородны и независимы, следовательно, их можно рассматривать как 
обыкновенные лиффереяииальные уравнения относительно ('՝* "'.V'14 '.И 4 ՛:

17 У'‘" -0. + аИЧМ՝'՝’-"1 -՛>
</й di, ■
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л»>-—— ♦ А(шч,)‘ш<'-”-о к-1.п (2.1)

Решив эти уравнения, получим
U(l ' - C^0|(^7)C£»vXVp4 ‘ <-Й'Ч£л>«п v'«it

VU.O| Wса;tt)(^7)cos^։p4«4<* C’V°(#,7)5inJa">pt'a^Ç (2.2)

V ni ) ‘‘il
Сначала рассмотрим первое уравнение (2.1) и соответствующее ему решение 

из (2.2). И т траничных условий (1.1) будем иметь.

-;,>-р. »М1.Ю) ~ .«
<к ь - <։ (2.5)

и‘о,(^--<Р-О 

где шив с т(2.2,в(.: к пюрнв условия

контакта (1.2). получим
I ,и , 

,-</.111 Г.|М". ,•<//.'.и ”5*/'/ .-1/.1Ч
Чн “։и • Ч: ~ Ч •

1 и«Рц 

а также алгебраическую систему
< 7/։"' ят уа-ч/’, «У.и; - (",С<» у а ‘.р< й\,<։ - О

<2'5)

) «мР//

Для существования ненулевого решения необходимо, чтобы определитель 
этой системы обращался в нуль В результате получим следующее 
трансценлектное уравнение относительно а/. :

.if , ■ Г՜}/ d-i----->inyu5sA^։ -*nv<j4<pnw.,։֊2 -
радРн (2-6)

- cos alsp. 1 «.os ÿa^ypn ш., _ -O
Точно так же. удовлетворив остальным условиям (1.1) и (1.2). получим 

уравнения:

IQи Pt 1 [~ï я- ■ I II 
$|П ̂ ч’?։ мп vühZ,//*w4i*ï2 “

ïûLp// (2.7)

֊ eus ч<a t pt н/, cos Ç « pu üa,,^.՜ » - 0

Очевидно, что решения уравнения (2.6) нс являются решениями ураннсний 
(2.7) и (2.8». следовательно, определите.ш систем алтебраических уравнений.
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(2.9)

(2.Ю)

(2.11)

соответствующие уц ։!> и |Н4- , будут отличны иг нуля Что означает, что если 
й».(| является решением (2.6). го ему соответствует;

{7<<0)х0, V’*0' -0, И’а-,п-0
если же <у.,; является решением (2.7), то ему соответсгвуст:

Ь'<кЛ>> - 0, Vм'01 * О, и,|*м - О
а если <-Лр являемся решением (2.8), то ему будет соответствовать:

и{к՝п} - О, У(< 0’ - 0, И'(1-о> и О
Из вышесказанного следует, что в двухслойной пластинке возникают зри типа 

собственных колебаний - два сдвиговых и одно продольное, частоты которых 
определяются соответсгвенно из уравнений (2.6). (2.7) и (2.8).

Собственные функции можно привесы к следующему виду:
и «•“>. с'/"' с0$; . и"1м - с"’"1 _мп[74/>,* £)] (2-12)

а уравнения (2.6) - (2.8)- к следующему стандартному виду.
со$р<Л0+гсоз^б>.(| -0 (2.13)

где дтя уравнения (2.6):

П Г"* ГН ֊ П г I {I - _ . .= \"-<Л՛.֊ &• г " ~г=^——ПГ^ 4
уМз/7// +■ уЯ^Р/

для уравнения (2.7):

Р = . Ч ֊ (2.15)
У1и^Рц 1 \1/;44рЗ

а для уравнения (2.8):

Поскольку ? <1, трансцендентное уравнение (2.13) имеет вещественные 
корни. Приведем значения некоторых первых частот собственных колебаний шя 
двухслойно! о пакета, состоящего и ? слоев стеклопластика СТЭ1 и АСГГ111. при 
различных соотношениях толщин В табл. I 3 приведены значения первых пяти 
частот. соответствующих уравнениям (2.6), (2.7) и (2.8). соответственно.

1аблица I

<У, с /У, с՜' ГУ, с՜1 ГУ. с1 с՜'
1 слой - СТЭТ 11 слог - АСТГ

1)г0.2м, Ь.1=1м 1448.46 4423.14 7536.17 107455 13998.2
Ь| = 1м,
И? 0.2м 1864.27 6165.98 10884.6 15255.1 18990.«

I слой - АС ГГ 11 слой ֊ СТЭТ
И| 0.2м. 1ь=1м 2359.71 6696.35 10426.7 14692.6 19408.7
»4=1«, 
Н2=О.2м 1629.23 4867.78 8040.06 11091.3 14013.4
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Таблица 2

6У, с‘ (»2 с ՜1 С՜’ (t>i с1 ^с1 |

1 слой - СТЭТ П слой ֊ АСТТ
h,^0.2M. h2- 1м 1448.36 4421.06 7529.34 10731.9 13975.7
Ь|=!м.
112=0.2м 1846.91 6058.82 10669.5 14991.5 18705.6

I слой - ACT 1 11 ело й- СТЭТ
hj=0.2.M, 1ь=1м 2306.52 6575.05 10274 14427 19030.5
Ь|=1м, 
h,=0.2.M 1623.94 4850.83 8008.44 11043.1 13956.9

Таблица 3

<»J С <у2 с՜1 <y t с ՜1 й>4 С 1 <у 5 с 1
1 слой - СТЭТ 11 слой - ACT Г

Ь|=0.2м. Ь;=1м 2008.12 6153.4 10521.4 15043.1 19646.1
Ь|=1м, 
hj=0.2M 2821.95 10561.7 18902.3 24967.9 31753.4

1 слой - АСТТ 11 слой - СТЭТ
hi 0.2м. 117֊ 1м 4252.44 11153 17133.9 25429.1 33258.8
Ь|=1м, 
h> -0.2м

2323.8 6958.55 11549.3 16046.5 20372.4

Докажем, чго собственные функции, соответствуюшие различным 
собственным значениям н «.(1Л, ортогональны с весом на интервале

^.и՜! ]• Пусть в первом уравнении (2.1) ֊- а и՝1֊ С«'1". тогда
'г г<4 >Ч|

О k-l.ll (2.17)
</с

Умножив обе части уравнения (2.17) на (.'!/" и рассматривая уравнение (2.17) 
для каждого слоя в отдельное!»!. проинтегрируем обе части полученного 
уравнения в пределах |-..\;П|. что соо।ветс 1 вуст второму слою и в пределах 
[О; ,*!] для первого слоя. В результат будем иметь:

(I ./-/Г НГЛи II
Г ֊а;.4р„(м.„,У( -о

Д-»: («С '
* уГ-Т.’О.^
Гл ^5Р/(оЧт)’ Г « (» (2.18)

До ,/£- «1п
Произведя интегрирование, получим:
у <" я г Л <1Ь + а„ Ри у А _ 0

«ч ~Ь2 <‘к (1С Л-»:
,нг(1^ г ■' л/,-НЛ) д/тО.'»(/Н.О)£Ьг-  •>! _ (*•' Г - О (2.19)

<1£ 0 До </£՜ (1С а1»
Суммируя уравнения (2.19), учитывая (2.3) и условия контакта (1.2), получим.

՝■ а^Л ~ас (/< ’
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- -п (2.20)

Теперь, пусть в первом уравнении (2.1) ль„ ֊ л?,Ол. а £'кС՛" - С7^1՝՛. тогда, 
выполнив аналогичные действия, получим:

а(я«։ ՝; ^5$^" (2.21)

* р„ («•„. )2Д - р. («■... )2< - о
Из соотношения (2.20) вычтя (2.21), получим:

иЛ; - («ч.): )[л,Д Р,£и!!ти" "Ч-] - 0 (2.22)

Введем новые функции:
ЛрЛЛ/<п;

?„•» С2." (2.23)
^р„и'"°'-. -{г*С*0

тогда соотношение (2.22) запишется в виде:
((®Ч1Л ) ’ " (<-•*•<>.. )՝ £' = 11 <2’24)

при гч...|Г1 х/и..Ь1 на (2.24) следует:

- 0 (2.25)

ю есть функции с’,,,: составляю! ортогональную систему на интервале 
I-<=•<,!■

3. О приближениях я > I. Рассмотрим уравнения (1.12) при $ I. Первое 
уравнение (1.12) при . которая является решением уравнения (2.6), примет 
вил:

+«<*>*(«>.„.)г у;*-՛-՛.«;*" ,л=о.1: *■/.// (3.1)
«<՜

Решения ( представим в виде рядов по собственным функциям нулевого

приближения С;4 11:

V?-” = ^-111
Г--1

(3.2)

Эти решения удовлетворяют граничным условиям (1.1). соответствующим и и 
<т,.. 11одставнн (3.2) в (3.1) и учитывая (2.1), получим;

t емгр. ): -(“•». )՛') уг՛ -«» р. )2 <՛՛ * - <■“
|'|-1

(3.3)
При Л - / уравнение (3.3). умножив на £..г:/՛"' и проинтегрировав по С на 
интервале (О, £, |, получим:

((«•».); -(«-•»,)! к/՝ иЦ"^‘т^ - (з-*)
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.ур,
а при к - II .умножив на С՜'/՜’՛"' л ироинторироваа но 4 на интервале 1)1.

получим:

иГ'иГ^- сз-5)

- - к )=А,Д +

Удовлетворив условию контакта для £/'/”, будем иметь:

(3.6)
Суммируя (3.4) и (3.5), получим:

+_1 г' й<" ч՛;".»՝^. Д_ г
Я«*'1’

Учитывая (2.23). сот ношение (3.7) можно переписать в следующем виде:

^4« ((*Чп- (^-<1«Г £ = -(*у.|п У Г. +

г <Т^5 ^՝|

А С учётом (2.25) будем имс ।».:

ья/ ((<у <|в)1 - и», Р - -(^пп )՜’ [* +

(З.К)

(3.9)

При ; = « из (3.9) следует:

(3.10)

а при ] ги :

1„У ' у /՛ <

((®-0я Г - («-о. )■’

Для определения Ьг, введем следующую функцию:

(3.11)
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О 5 с л <։

< 5 О
(3.12)

Нормируя функцию Фл = (р՞'՛' + +... и ограничиваясь первым
приближением, будем нмсгь[4,5):

й^'йй^'йй^՜1 0,41
Из (3.14) следует:

^’>ГЧ%'-0 (3.15)

Подставив и «з).1' из (3,12) в (3.15) и учитывая, что функции 
ортогональны. получим, что ь,1П. =0.

И 5 (1.13), учитывая (2.9), следует
R}}" -О. Л-/.// (3.16)

Подставив (3.16) в (3.10) и (3.11). будем иметь:
о?.,„ ■“ $• , - 0 (3.17)

Следовательно, приближение ь ֊ I дает нулевое решение.
Теперь рассмотрим приближение $ 2. Первое уравнение (5 12). учитывая

(3.17), примет вид:
,1'/ .՛(* -’I

, а£'А (и )֊ (Л‘ ;| - -в«'А )' У!.''''■ + К՝,1՜' О-‘»)
«С

Решение снова поищем в виде:

С.Д.2) к -/,// (3.19)

которое снова удовлетворяет граничным условиям. Повторив 1с же 
получим:

действия.

* Д *

(3.2(1)

1

4 V а ՛ ** л

' <?, <р,<^
(3.21)

Для определения с,1Л поступим так же. как в случае с />Л71. но нормируя
функцию Ф„. (ираничимся вторым приближением, в результате получим, что 
х~-0.

В формулах (3.20) и (321) участвует функция . которая имеет вид:
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/(t'n вл?5$л23
,V>4W’ «£> a2<;L*” (3.22)

где lVna,։։ определяется из третьего уравнения (1.12), при s = 1, где <0.й։| 
удовлетворяет уравнению (2.6):

-aKWJ(*aKWj'-C k-i.u (3.23)
Ju՜

Подставив /г'*՛1' из (1.13) и <v.b, из (3.17), получим: .W
j2|<4*.n /

н«-֊;
При к - I уравнение (3.2-1) примет вид:

a2/;U<0
—г— *-/.// (3.24)

.4|J------------- -
d՛;2

(3-25)

а при к; - II :

л,'! к»Л2^"" -
U-

А" 'll t l " ’).»•*՝ VaS*’/.' Mv„(i (3.26)

Решениями (3.25) и (3.26) будут:

IV/1»-Ci, cos (4^’2 Sin 
Ри

(3.27)

՝<"■" - сП, с«., &».<„,,•. с". .,in - .<!! sinf ^7®,,,«. )1 (3.28)

V,։i \ пт

где:

. (<4Н)(сГ); (>-«54)(сГ')?
Н f^'՜ ' — * j । \ J zj

( ։ ~ Cl5S/^i ) V U5SP.' (.' ~ tt55-^l I ) ^SSP//

Подчинив решения (3.27) cooiвстствуюшим траничпым и контактным условиям:

l ’Ч JI1? = m
n;։/։>(<=o)-jrf h(c =o). 4;;iU“-o)-rrS,)U -o) => 13.3(1)
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„ ди<“л>
< = 0

и 5 (3.29) и (3,30) определим, четыре неизвестных С։'х/ ,

Итак, мы определили и 6‘^՛2'. которые отличны от нуля. Следовательно.
имеем:

(*>.„)- = (гл.,Л): ‘■гг’(ги.2п)"
(3.31)

и с
Аналогичным образом рассматриваются остальные случаи. Этот процесс 

можно продолжить для любого приближения, но прял ли будет представлять 
практический интерес. Из полученных результатов следует, что начальное 
приближение даёт достаточно точные для практических приложений значения 
для частот и форм собственных колебаний.
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ՀԱՅԱՍՏԱՆԻ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԶԳԱՅԻՆ ԱԿԱԴԵՍԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ

ՍնխաԱիկա 58. №1. 2005 Механика

УДК 539.3
ЛОКАЛИЗОВАННАЯ НЕУСТОЙЧИВОСТЬ ПЛАСТИНКИ ПРИ 

СОВМЕСТНОМ ДЕЙСТВИИ СЖИМАЮЩЕЙ И
РАСIЯГИВАЮЩЕЙ 11АГРУЗОК

Чип- Акопян ՛). О.
Է. О. Չի|-Հակոբյաս

Սալի տեղայնացված iubl|u։|niLiiipjuiü խմղհրր սեղմող ե ձղ111!
յարում սերի միաժամանակ tuqqhijnipjutü ղ1ւսյ(»ււմ.

Գիսոսլւկվում I կիսաահվհյւր? սափ տեղայնացված ւսնկայոէնուրյան |uilt||ijip. ելւր iujb 
1էէԱէ|ասարսւ;ափ սեղմված I. կիսաաէւվեր^ եղյւի աղղույւյամթ. ե ձղվաճ է վերջավոր եզրերի մոտ 

1ձս|սո|ււէ>յփսՈ I np, մղող |tupntüpi|l ուղղում տեւրււ խազված ւսևկա|!ււ1ւո:րւաէւ զՈ|ուր|ԱւՍ iqm|<iiuu|i 
վոսւ, luji րերում I կրիտիկական րսյէմւսն üLdtuijüuibp

ЕД). Chil- XKtipyan
I lit- Located Instubilitj of the Piute at the Share Operation of 

Compressing and S'trvlclmm Loadings
The problem ul die located instabilit) ol the wnii-iiiftniic plate strip, which umtotnil) compressed un the 

scmi-inliiiite sidesand sireichcd.oi) final crimps is invcsligjtcd
It is established, that the stictchinp loading does net influence on a canditiuri • the cxtsteucc nf lucalcd 

instability, but results Io iiicrca.se of the cntic.il hMdin^

Исслслуек'я задача лоха, вкованной нс\сн>Йч11восп1 iKbiytecKoiiCMitoiT пластики-полосы, 
равномерно сжатой но пояубесковсчмым сторонам я расгину io»i по конечным кромкам

Усганпцденно. что рас՜i ягипшотач и.ируо.а не микс: на ус.топнс cyinccTboiwJiii» 
докалиюваиной кеуетойчивости. но нрннодш к увеличению критчсскои нагрузки

1. В статье 111. по аналогии с задачей локализовалных колебаний пластинки 
(2). приведена постановка и решение задачи локализованной нехстойчпвосгн 
сжатой пластинки. В дальнейшем различным вопросам исследования 
локализованной неустойчивости были посвящены статьи |3 8|. В настоящей 
работе локализованная неустойчивость рассматривается при совместном 
действии сжимающей и растя։ иваюшей на։рузок.

Пусть прямоугольная пластинка-полоса в прямоугольной декартовой системе 
координат (а՛, у, ;) занимает область [U < v < г. О <у <b, -h < с < Л]. Пластинка 
сжата по направлению Оу равномерно распределенной нагрузкой 

интенсивностью Рц. а по оси (.),\ рааянута равномерно распределенной 
нагрузкой Լ).

Уравнение статической устойчивости ։онких пластин на основе теории 
Кирхгофа [4] имеет вид:

DA2»v+Po~-0֊-;‘ = O (1.1)
Ժ}’՜ дх2

где D - жесткость на изгиб пластинки, и' - прогиб, Е - модуль Юша. г- 
коэффициен г [ lyaccona. \ - двухмерный оператор Лапласа.
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Принимаем, что кромки пластинки у = О, Ь шарнирно закреплены. т.е. 
граничные условия имеют вид:

н = 0, ^-г = 0 (1.3)
ау՜

В этом случае решение уравнения (1.1), удовлетворяющие граничным 
условиям (1.3). представляется н следующем виде:

И- = [п (х^п 2„ у. Л„ = лл/Ь . л - 1.2.... (1.4)
л-1

На свободной от щраничеиий на перемещения кромке пластинки х О 
приложена растягивающая нагрузка 0 и- следовательно, граничные условия 
будут иметь вид:

Дю
.V/, .(), Д’ = П— (1.5)

Эх
С учетом выражений для изгибающего момента Л/ х и обобщенной 

перерезывающей силы Л', граничные условия (1.5) записываются следующим 
образом [9J:

д”и՛ _—_ + v—?»0 (1.6)
(>Х~ fly՜

Г. Я <TW ,л<™ лD  —— 4(2-1')--- ; -с>-֊нрих О
дх Их' Эу* J <?х

Если существует ненулевое (нетривиальное) решение уравнения 
устойчивости пластинки (1.1), удовлетноряюшее граничным условиям (1.3) и 
(1.6) и следующему условию затухания на бесконечности.

Iimw = 0 (1.7)
J-.։

го принято считать, что имеет мести локализованная неустойчивость пластинки 
.4֊

Подстановка (1.4) в уравнения (1.1) приводи । к решению последовательных 
обыкновенных дифференциальных уравнений;

.<՛՛ -21.М <-₽,+х.'(1-а.5)/. -0 (1.8)

где
а? = Л/ОЛЛ д' = У/2/i-’D (1.9)

С учетом (1.4) граничные условия (1.6) имеют вид;
-кД,1 “°

(1.10)
/•."'֊а;(2->'+2Д12)/Ло

Условие затухания записывается так:
Нт/й(х) = 0 (1.11)

Таким образом, необходимо найти нетривиальные решения уравнений (1.8). 
удовлетворяющих птаничным условиям (1.10) и условию затухания (։.!!).
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2. Нетрудно показать, что общие решения уравнений (1.8), удовлетворяющих 
условиям затухания (1.11). имеют вид

(2.1) 
где

- [1 + р,- ± 7дг(2*д/)*а.: J1 •' (2-2)

Далее необходимо, чтобы выполнялись неравенства 

()<«/<! (2.3)
Данная формуле представляет собой условие существования 

локализоваинот о решения.
Требование, чтобы решения (2.1) удовлетворяли граничным условиям (1.10), 

приводи । к решению Следующей системы однородных алгебраических 
уравнений относительно произвольных постоянных А„ и Вп

(р,։-^Л^(р>у)В. -0 (24)

р։(р։-2 + г-2/7,И. + р:(р/ -2 + г-2Д,’)Я„ -0

Система уравнений (2.4) имеет нетривиальное решение, если детерминант 
системы равен нулю, т е

) - /м/< ֊ »'Хр/ ֊ 2+ »• - 2Д - (2 5)

- Л(р/ - »'X Р.: ֊ 2 - V - 2/?, ’) - 0

Уравнение (23) после некоторых преобразований приводится к виду:
*(«.) а (рг - р, )А,(ая) - 0 (2.6)

где Л,(ав)-Д1/>; т2(|-г + ^л‘)р{р2-^' (~7)

Очевидно, »но Д] = Д՝. если а, » /?„ ив этом случае система (2 4т имеет 
только нулевое решение. Следовательно. задача приводится к нахождению 
параметра критической нагрузки ап из следующего уравнения:

А,«) = 0 (2.8)
Локализованная неустойчивость имеет место, если уравнение (2.8) имеет 

корни, удовлетворяющие условиям (2 ?). Легко проверить. что функция к}(ап ) 
в промежутке (23) имеет следующие свойства:

А1(()) = (1֊х'ХЗ*у)+2р.: >0

А։(1) = _у- <0

Отсюда следует, что если 1,<(), то уравнение 12.8) всегда имеет корни, 
удовлетворяющие условиям (23).

3. Параметр критической катрузкн. согластно <2 8). определяется следующим 
образом:

а •՛ -1-1-’-2(1-г + В. Г 4-2(1 -т-4 />. )֊ I- . , (3.1)
V 0-1- + А*)3

Очевидно, что при Д » 1 ст„ - 1.
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В табл. I и 2 приводятся значения ап~ при различных значениях параметра 

сжимающей нагрузки и при г, =0.3, 1-\ = 0.5. Необходимо отметить, что 
минимальная критическая нагрузка получается при п - 1.

__ Таблица I
v, - 0.3

/V 0 0,1 0,5 L0 4

«Г 0,996 0.997 0,999 0,999 I

Таблица 2
и, = 0.5

ДГ 0 0,1 0.5 1.0 4

0.957 0,967 0,986 0,993 0.999

Из принс генных таблиц следует. что с увеличением растягивающей натрузки 
критическая на!рузка. приводящая к потере устойчивости пластинки, 
увеличивается.

Для сравнительного анализа требуется также рассмотреть другие типы 
граничных условий при .г 0.

Пусть на краю л՜ = 0 заданы условия скользящего контакта: 

или с учетом (1 .-I),
/„' -0. ֊0 (3.3)

Подстановка решений (2.1) в граничные условия (3.3) приводи! к системе 
однородных алгебраических урувнеинй:

М, + рА-°
PiX + ДгХ = 0 (

Из равенства нулю детерминанта системы (3.4)
PiP2(P: -Р|2)“0 (3.5)

следует, что уравнение (3.5) не имеет корней, удовлетворяющих условию (2.3). 
Отсюда следует, что при граничных условиях скользящего контакта 
докалиюванная неустойчивость невозможна. Очевидно, что локализованная 
неустойчивость (счастии невозможна также при условиях шарнирного 
закрепления к жесткого закрепления кромки пластинки х О.
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ՀԱՅԱՍՏԱՆԻ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԶԳԱՅԻՆ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵ՛ՂԵԿԱԳԻՐ
ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ

ՍնխւսՍիկսւ 58. N°4. 2005 Мехжшка

УДК 539.3
НЕОДНОРОДНЫЕ ЩЕЛЕВЫЕ ВОЛНЫ В СИСТЕМЕ ДВУХ

УПРУГИХ ПОЛУПРОСТРАНСТВ СО СВЕРХПРОВОДЯЩИМИ 
ПОКРЫТИЯМИ

Казарян Р.А.

П-.Ц. 'Աւպարյաէւ
lîühiuùuiul.n Սևւ]ք4Ա.փ(ւ ափրսերր գերհարլո|ւդխ ծածկույթով Եյ։կո։

ասւսծւյական կ|ւսաաա|ւածոտյուսմե|փ հաճակ*41|Ո|Ո1մ
Դիտարկված 1 ճեկթային uifihutdmubn ւհսկերեուրափս ափրհերի տարածման խսւփրր երկու 

էԱՈաձկւսկւսԱ կխաւտարածարյու1>ճե|փ հսոէակա|պում. щшЬр ւււոաԱձեսւ<)վսւծ է.ն <»Ьцргп| 
1փէւաաարածուր|ուսէյէ>|փ սակերեա||><1երր ծածկված եև բարակ ւ|երհսւղորղի/ շերտով, որււևսււմ uitiqliinu Լ 
1.|եկտրուկսւհ հոսան]՛ Օտարված bti հարր ւ)ևֆորմարիւսյ|ւ է|ե Ալրում մակերևուրայիւր ալիքների '|՝ւոսուփհ 
u)ptuqmpiniliübp]i քւկատմամջ բնութագրի; հավասարումները՛ Ապսպոպված l է|եկտ|ւամն>41փսակաէ> 
փոխււպվեււարրււն հԽոեաէւրով երկու կապակկված մապէփսսաաւսճցսւկսւէւ մակերեույթայիս ւսփրՍնրի 
qiMinp։uifi հ'աւ|ւււԱ|որո։ր;ոէևր

R.A.Gbazaryun
Non- llotnngcncou» Slit Waves in л System nf Two Elastic Half-Spaces with Superconducting Films

N։n -in m^gvi'.eeusslit waves pitipiigaiion problem is studied in .i system of two elastic IwH-.spjccv divided 
by slit. Half-space surface: are covered by supetcoiiducung current -carrying films with electrical current In 
the caw ՜՝է plane deformalion the dispersions equations are obtained for surface waves phase velocity Duc tn 
i Icciinni.-.gnctie inte-'action the possibility .Հtwo u-uplcd surface waves c.vstcntx ••• Shown.

i'accMiitpfiitacru'Ji ш.шча распространении неоднородных чеясрхлостных шстсимх ноли и 
системе двчх упругих полу врос транс гв. разделенных тенью I Кшсрхнос: в гпиупространсти 
искры bi гонких- cBcpxBpono;vBH.HM слоем но которым 1ечст тлекгрическвй гон В случаи 
titovxoii ^‘формации 1о.|\чеиы характеристические ураяиеии.ч отвостельно фаюшФ 
-.Kopociii поверхностных воли Покатано: *по вследствие mcki романтики о взаимпдейст пня 
возможно сущест вование двух (.вязанпих м.н нитоупруг их поверхвпстных нолн

Вопросы распространения щелевых ноли в системе двух идеально 
проводящих полупространств, разделенных вакуумной щелью при наличии 
внешнего постоянного магнитного поля, изучены в работе [I]. Для системы 
пьезоэлектрических сред с ше;пло аналогичные исследования приводя i ся в 
|2|. Щелевые сдвиговые волны и вопросы туннелирования ма։ нитоупругих 
волн я ма։ нигстрнкпиоиных средах исследованы 8 |3-5].

Здесь рассматривается задача распространения неоднородных 
поверхностных щелевых волн в системе двух полупространств, разделенных 
щелью толщиной 2d. Поверхности полупространств покрыты юнкпм 
сверхпроводящим слоем, по которым течет »лектрический ток. 
Электромагнитные свойства среды в области щели отождествляются со 
свойствами вакуума. Полупространства являются упругими изотропными 
средами.

Выберем прямоугольную декартовую систему координа։ гак. чтобы 
координатная плоскость (х., л? ) была расположена в середине щели. Ось 

д , направлена в сторону верхней среды, которую отметим индексом (.s I).

50



Нижнюю среду отметим индексом (6՜ 2). Начальное распределение 

электрического тока (вектор плотное»и j )и магнитною поля (вектор/7 ) 
определяются на основе уравнений Лондонов [6].

— 4 л՜ - - 4 zrz' - •
rot/7 = —j, div 11 0. -----— rotj+H = 0։ (fjds=J{i (I)

c c J
В (I) с -электродинамическая постоянная, л - лондоновская глубина 

проникновения../, заданная линейная iuioiiiocti. сверх гока.

Из симметрии задачи ясно, что Н и нс зависят о։ переменных х։ и 

х,. а также , что

Нп| ~ = Jui “ Л».х "
Учитывая это. получим следующие исходные уравнения для определения 

распределения тока и магнитного ноля:
• _ * и _ м
/01՜. J ’ I .՝ -2 П02 ~и

4л- и.\\ ах. /.

‘ + CJV . Л;1 =—■* 
4яЦ

В области (л = |) должно быть (Д'1 = (I. а в области (у = 2) - £'[՝1 • О

Из условия полною линейною тока

р^,=7„ (3)
J -X

определим неизвестные коэффициенты и. подставляя их в предыдущие 
равенства, получим следующие выражения, определяющие начальные 
распределения гока и магнитного поля:

гг(Н 4/Т . .(в I 7՜՛ .
«К=—т« 4 х^։1

с Л
//£’=֊j£'= |Л՜' (4)

с л
В области щели имеем

4 .т/
Hin =------ ь = const (5)

с
Из (4, 5) следует, что как гок. так и магнитное поле, распределены в 

гонких приповерхностных слоях толщины 2<кЛ (эффект Мейснера֊ 
Оксенфсльла (6| ). Практически, для всех известных сверхпроводников 
2 - 10 ՛ см и в пределе при z —> 0 имеем . что магнитное поле нс проникает 
в упругие среды.

В дальнейшем примем, что = 0. В сил> отсутсгвия в упругих 

средах магшггиого поля на поверхностях полупространств .г, = ±d 
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действуй! начальная магнитная нагрузка. обусловленная разрывом тензора 
Максвелла / [3,7] .

Л ֊ ֊М («=։-2)
4л՜ , 2 У »л*

при л. = ±(/ (6)
(’читая напряженное состояние в упругих средах одномерным, получим 

(0’1 _ Н<!1
8лг

Вопрос распространения упругих волн изучим с учетом начального 
напряжения п1.1?1. Рассмотрим случай плоской деформации, когда упругие 

перемещения нс завися! от координаты хг. Будем исходить из следующих 
линеаризированных динамических уравнений и граничных условий теории 
упругое՛! и с учетом начальною напряженного состояния ст" |3. 7|

л ֊1.2; 6г,н=0. М'' 6;;։)=^՛ (л?-г-.)
В (7. 8) а}/ есть компоненты юнзора упругих напряжений. С՛','1- 

. . ю дупруше перемещения, р,- плотность материалов сред. вектор 

внешне։։ нормали к недеформпровалным поверхностям сред. 7,- тензор 

Максвелла в области шели. 7*мь1- тензор Максвелла в упругих средах. В сил) 

тою. что в упругой среде II՝.'' «0. имеем 71'1 ֊0.

Ген юр Максвелла выражается через компоненты векторов магнитных 

полей возмущенного состояния // и начального состояния 77,, следующим 
образом | 3, 7]:

гЛ=֊-(//Д<։+я„.А, ■ 3>Д/„ л) 
4я (9)

Л։- -֊//,.Л. г,, = ֊н„./1։ 
4 л 4 л

Примем . что в области шели |-^|<(/ вектор возмущенною магнитного 

поля удовлеюоряс! стаиионарным уравнениям Максвелла! 7|
roi h = 0. div/? = 0 (10)

На поверхностях .г, = ±d имеем следующие граничные условия 

непроиикновения магнитного поля в толщу՛ сверхпроводника | 7] :



(^+/?)•»' = О (II)

где л՜ есть вектор нормали к возмущенной поверхности

п = ёгаб (и. - х.) = ֊֊ х.. - х֊_ 
дх2 ‘

Напишем (II) в более подробном виде 
(ди 4

(/У0,х, + Л,х, + /;։х,) ■ —— х2 - л\ = 0

(12)

ОХ, дх2

П - - ,Пренебрегая членом п,. как малым оолее высокого порядка.

получим линеаризированное граничное условие при х.

К = (13)
(-•Л •>

Уравнения и граничные условия (7, 8. 10. 13) вместе с законом Гука
<<։=2//'Ч+Л,Л. ^“+^՜ ('•/"-2՛3֊

где р‘ 1 и а1՛1 есть постоянные Ламе, полное। ыо определяю։ поставленную 
задачу.

Приступим к решению задачи. Представим перемещения 6' и вектор 11 в 
виде плоской неоднородной монохроматической волны

С1՝՛-(7<՝>(х.).схр/(Ах2 ля); И Л.:'|'!(х3) ихр/(Ь1 - ол) (15)

Имеем следующие решения для компонент вектора возмущенного 
магнитного ноля И:

Л,=0 (16)

*. (</) +(’")) ՝ехр-(Ч ֊»<)
\ О|1Л<4 VII Ли 2

С|’ /7 ' (^1»(^) + Ь'1„(-//))1с5Хр'(*А’2 ֊
2 к яЬ к(1 сЬ кс! I

При х5 = ±г/ для компонент тензора Максвелла имеем

7՝п(</)^֊32((С',.-,(«/) 1.:г, (-</)) с|Н А</ + (Г0,(</) + С'01( </)(11 Лс/))ехр ։(кх. -о/)

у-1՜ Р(Ц,։(</)-€',|}(֊</))с։11 Ач/֊(/՛,„(</)’ СЛ,.,(֊</))Щ Ас/ схр /(Ах, -ш/) 
аЯ и

/Д’/-/"
^(^) = —^^}(£/)ехр/(Лх2֊с9/) (17)
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ЛJ (-d) = —--1 о, (-d) exp i (h-. ֊ co/)
4

В дальнейшем удобно выразить вектор U через скалярные потенциалы
П - / х

U = grad Ф' ' + rot (ц։!՛ х։) (18)

Для определения скалярных потенциалов получаются волновые 
уравнения

2/?։> 4 г?'1 - 1ЛФ(։> = р. Ф"’: ֊֊^ ՛ = р. /РН (19)
‘ 8д , ,А) । 8я 14

Как известно, в сверхпроводниках значения магнитных полей ограничены
определенными пределами, зависящими от материалов сверхпроводника. 
Здесь мы примем

з//Д

8/Т
«//. //֊ « 4пЕ

3(14Г)
(20)

1? силу принятого ограничения, в (19) нс будем учитывать 
соответствующие слагаемые. Решение уравнений (19) будем искать в виде

Ф1'1 ֊ ф' ’(т. )схр /(Ад. йМ):Ч'1'' =/ЛР[1';(л-,)ехр /(Ах.-лх) (21)

Подставляя (21) в (19), получим следующие обыкновенные диффсрен-
циалъные у равнения:

—А'Ч'2Ф\’’։ = 0: 
dx;

./■' ч/(՛}
±2ju֊^X'=0 (22)<Zr;

а՜ (I

а,

и) 
а = —

к
Из общих решений уравнений (22) выберем только те. 

соответствует уменьшение амплитуды при л՜., -* ±» . Точнее.
Ф!,"(.ч)= /11ехр(֊А\'։1л-1); Thi(t;) = В,ехр(-Лу„а)

= Л;ехр(<л,1.,х1): 'ViV’fa) = #?схр(Ал'.2л.)

которым

(23)

где (i = I. 2)-произвольные постоянные, подлежащие определению.

Удовлетворяя граничным условиям (8) с учетом (17.18), получим 
однородную алгебраическую систему уравнений относительно постоянных 
Л(, . Приравнял к нулю определитель этой системы, получим следующее

дисперсионное уравнение:
(л, p,ih ы)(я, p2cthw)+(fi. p,cth *</)(«. -fi.thW)-0 (24)

Здесь приняты обозначения
гт՝ Л/2

₽,=֊% ■ Рг=т֊22^ Д=д О - ^ )• А=(। - <)4лр,Ц| 4лр2а,2
^^ = (1 + ^)՜ ֊4к.д;г ^ = (l + <)2-4W2
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При /7։|, = О уравнение (23) разделится на два отдельных уравнения 

/?։ =0 и R, =0. совпадающими с уравнением для поверхностных волн 
Рэлея.

При кс! » 1 также имеем дна раздельных уравнения.
(/?,֊₽. )(/?,-₽>)= о (25)

Последнее уравнение также разделится на два отдельных уравнения, 
определяющие поверхностные волны в средах

/?։֊р( =0; Я,-р2 -0.
Гак как принято о|-раничсние. что р։«1. то в этом случае, хак 

показывает анализ, влияние малого магнитного поля несу шест вен но .
В случае тонкой трещины, когда кй < 1. влияние малого магнитного поля 

может быть существенным.
Подробно исследуем случай, когда материалы сред идентичны. В пом

случае имеем, что /?, = R . = R: |3
Из (24) получим следующее уравнение:
(R - /Ьапй Ы)(R - Дсо1Ь = 0

или ГХг)-/^)» 0,
гдеТ.ЩфЛ] ֊•’.|1։֊^,|1։֊4-<х.,|^Л^ »1=1.2 (26)

1 V а> \ \ (1>

а. - Д, 1апй к(1. а, = Д, соШ кс! . ~ . д = —
■Ьхра; к

Установим необходимое и достаточное условие существования 
поверхностной волны. Исследование проведем для уравнения 
А„,(г) - 0 (ш - I. 2) на основе метода, развитого в работе [8].

Функция Гт(з) в комплексной плоскости представляет собой 

многозначную функцию переменной г. С целью униформизации построим 
соответствующую поверхность Римана. Для этою проведем купюры между 
точками разветвления ± и,, ± ц . Разрезы проведем между точками + а1 

и-«,. а точки ±а соединим по действительной оси через бесконечно
удаленную точку. Исследование проведем на первом листе Римана, па 

котором выражения радикалов ^1-" Л?,՜ и при г - 0

положительны.
Проведем полуокружность в нижней полу плоское г и достаточно 

большого радиуса. Эта полуокружность с вещественной осью определяет 
замкнутую область, изучение которой является достаточным, так как в этой 
области на первом листе Римана имеем

1т(с>) <0. Ис >0
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Разлагая функцию /•'„(-) по степеням , для малых вещественных 

значений z имеем

^(г)=-2?|^֊±|<о
Будем двигаться вдоль вещественной оси справа налево и следить за 

изменением аргумента функции Л,,, (с).
При г > а( Е,„(с) = /\ (г) + /(?,00•

Так как P.(z) > 0 . а (?։(-) < ° • то в этом интервале * < arg Л,., (г) < О 

при z -> со вдоль действительной оси arg /'пг(д) —* 0.

Действительно.

Hm arg /•' (г) - Пт arc tg = Нт----- —— ' ' = О
-»/ гм- К՜ КГ

2- , + 4 .-!• J .-I
I а՜ I ул.՜ \ ü;

В интервале (</,.«.) имеем /•’„,(*)= М(֊)+'(?_•(-). где 

£Мф--4К-| G. Р:(֊)- 2֊4) "J1 

\'Ч V Ч «. • \ а1

В этом интервале имеем - л < arg /•՝„.(г) < 0,так как ().(д) < 0.

В интервале 0, ö, функция Fm(z) действительна и имеет влд {26). 

Допустим. 410
I'.("■) = ։-«..■ ф-а’/а; >0 (27)

Гак как в окрестности точки г = 0 /’„1(д)<0, то в этом интервале
лсйствительный корень обязательно существует. Пусть этот корень 
единственный. Тогда приращение аргумента в интервале (0, öj будет 

равняться к. При обходе точки “ = (1 оно изменится на -2л. так как 
функция Л?.(д) в точке z ~ 0 имеет порядок z2.

В интервале (-00, 0) в силу симметрии прираращение аргумента 

равняется - л. При z -» «= /'„(-) имеет порядок z и. следовательно, при

обходе по нижней полуокружности аргумент /;.„(^) принимает приращение 

+ 4я . Окончательно, полное приращение аргумента по замкнутому контуру 
равно я 2л л ь4те = 0.
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Так как функция Г,„(г) нс имеет полюсов. то это означает, что в нижней 

полуплоскост и функция не имеет корней.
Если допустим. что в интервале (0. а,) функция имеет больше одного 

корня, то число корней должно быть нечетным. Пусть /'„..(<) имеет в 

интервале (0, (2/’-ь I ) корней. Тогда, повторяли все предыдущие

рассуждения, для полною приращения аргумента функции получим 
-(2p + l)jc-2я-(2р + 1)л4 4л < 0.

Это противоречит тому, что функция /’„,,(֊) не имеет полюсов.

Таким образом, доказано, что при условии (27) в интервале (0. а, ) 

существует только один действительный корень, а в нижней полуплоскости 
/?„1 (г)корней не имеет.

Рассмотрим случай

\ f/.՛՜
Тогда приращение аргумента в интервале (</,. <) равняется л. В 

интервале (О. и ) или вовсе нет корней, или нх-четное число. Пусть в 

интервале (о. г? ) функция (г) нс имеет корней. Тогда полное приращение 

аргумента функции /''„.(г) при обходе но замкнутому контуру будет 

равняться -л.֊ 2л л 4 4л I). го есть в нижней полуплоскости тоже нет 
корней.

I lyei ь число корней 2/т I огда полное приращение api у метп а бу дет 
- л ֊ 2ил -2л- 2//л я + 4л-=-4гит <0

Это невозможно, гак как (д) не имеет полюсов.

Таким образом, условие J , (<: )><• ирсдстаияясг собой необходимое и 
достаточное условие существования единственного действительною корня 
в интервале (0. а. ).

Уравнение (26) имеет два корня, если /-.(ц)>0. /՛.(</,)> О. то есть.

если

i - Aihj \'1 “<< •'il՜

I ДстЬ kd ÿ'1
(28)

Так как |3(1 «I. «о первое условие (48) всегда выполняется и. 
следовательно, уравнение (26) всегда имеет одни корень. В случае гонкой 
тели ка < 1 в зависимости от значений интенсивности магнитною поля 
(тока) возможно су шест вование и второй поверхностной волны. При Ат/ » I 
первое и второе уравнения системы (28) практически совпадаю։ и в ном 
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случае мы имеем поверхностную волну, скорость которой совпадает со 
скоростью волны Рэлея.
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ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЫЮЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ

IB<|։nuli|il|iu М №4. 2005 Механика

УДК 539.3
ДИНАМИЧЕСКОЕ РАСПРОСТРЛ11ЕНИ Е

ПОЛУБЕСКОНЕЧНОЙ ТРЕЩИНЫ С ПОСТОЯННОЙ 
СКОРОСТЬЮ В ПЬЕЗОЭЛЕКТРИЧЕСКОМ ПРОСТРАНСТВЕ

Мелкумян А. С.

Ա U. UbipnnS|ui(i
Պիեգոէ|նկս>րսւկաԱ միջավայրում կիսասւնվերջ ճարի րփ(1ամ|ւկակաԱ 

պարածումր հաստատում արսպարյսւմբ
Ք-վակի1փպերբո|ակաէւ սոււոսմորուրյւսմր ուսումնասիրված Լ սփէպոէւեկսւրակաէւ ւփջավսւ|րամ 

էփսաահվերջ ճարի htuuuiuiinntti ւսրաւ|հւր|ամբ դինամիկական -.ււարածման խւպիրր ՝1.իմևր-Հւա(.ֆի 
մերովփ կիոաոմամբ խնւփրր [ածված է փակ ձևով: (հսում1ւսւսի|ւփսծ 1.ե [ւսրոաէւե|ւ|> I. 1.(էւկւո|>ակսւև էրււ/սվւ 
ինդոէկւ|]ւաք|ւ իետեևս|ւվարւսւ(1 <|ործւսկիւ|ևևրի կսփւվածար]Ու<յԱե[ւր ճտքի տարածսւոճ uipuiqnipjniG{ii| 1> 
էփկտրամ 1փաւ{փկսւկսւև կտպի գործակցիդ; 11պասուսվսւծ I. որ Երբ ճարի տարաճման սւրսպէււրրււււր 
и գտա մ է Րլւուսւոէփ1ւ-(1 ալյաԼի մակերև1ււ|թւս|ին ափրի տարածման արագաթյաէկԼ րսրւււսճևրի 
|iliinbliuiiQnipjiuti ւ|ործա1լխ|[1 ձգտում I. գրուի Ցայգ I. արված Սաև Լ[եկսւրամէփււսԱիկս1ւկա1ւ կապի 
գործակգի կարևոր աւր|ևգուրյրււևր մևխսւԱիկակաև է.6երւ|իսւև էյևկտրակաևի փպ սակերաւ1ւաւ վրա 
Ր-ևրվաս եէւ թվային ուււււա1աաիրուր]ուսեեր

Л. Տ. Mclkuiriviin
|)յ nainiv propapatinn of a svml-inllnitc crack with txinManl 

speed in pitziH'ki tric medium
In i|W№i-Iiy]>i*ibi>li՛ ..|ijj;oxinnilli>n Ihc problem <d Т.п.nine prajintjaii'iii ՛։ н m։iih twluulr 

crack with consl.uii speed in piezwtr.clnc nK'diinn u. mvt'sdq.ilcd Xdnpling tin- Wii-шт Hopf 
incllb'iJ Ilie problem is ■.nlvcsl tn closed k>iin I • jxnidcm t'S uf Ihc dyn.ihiii sin.՛-» mlessbily kn k>i 
■mil Ilie dynamic electric (IfeptaCCriK'iit udvnsll. tn՛ I'll Ф craik |llo|MI|dll(>n Sjw'ed .trill Oli 
e|e< tiniiK'th.iii։r.d couplino < <h'IIici< ;i( are invt՝stit[.jl<-d il ь p:<»v։՝d ih>։| when the t rack 
piopagniwm speed lends ki the Bieustelri imly.iyev xurlace wave .-.peed, the dyn.iinu ч!ггю 
idterisdy lactor tends Io zero The miporlanl imp.։< I ot Ilie ek-clrunie« hnirkol conphnij cootln ieni 
on the Ir.uislm,notion ul inisli.tnic.il • ա՚ր՚ր, to е|е< triad ni-- is <d՝-o shown Niirueri< .d analysis is 
presented

В КВд.ППЧШ1?рО1ЛПЧ«ч КОМ 11рибЛ»«СНЦ11 ИС< лед<>1шц.| յ<Լ.\Ա՚ր.ն \1Ч1<|М11Чесю։м 
p.K.lljKk I p.lllii'llllfl .՚11՚ձ'?0՚՛ h-illv‘llll.'ll Г|1'.'1||111П.1 Г !1<ւ- 1ЧМ111ИШ I. к։? I JOCII.io В ,11.1'30 lAf'I I pH4fl ЮМ 
иросграистве. Применением метила Нипёра-Хопф.. рошен.» е jaMMiy-o.n .|и.|»ме
Изучены залнеимаггн ко.м|н||шт1чгпч1 ւրււ՚ւ՝ւ՝ււ՛ пиноли н.трчжскич и >лем[шчс<юш 
индукции OI СKtipocnt pit։:il|l0<?']p<UICHlHI 1|> !ЦИШ4 II QJ КОЗффиЦ)1е1ПО ..AIM J po iex.lllivieci- >11 
CM iit Докатит, tiv когда cKnpot и. рж 11|>и т[ынен1гя треицшы стремится к скорости 
распространения иояерхтк-пгон водны Влтсгейна-Гулпош», коэффициент iirnvm hi«i>j< hi 
млпряжений стреми п ч к нули I (иказано гакже нажип» влияние ко ирфицнеп i.։ 
■»лекзрэмеханцческой связи на ирсопра нтанне мехчииш ской энергии и элег.. грн՛-« > ՛, |о 
Приведены численные исследования

1. Задачи динамического распространения трещин tпредставляют 
особый интерес. Плоские и антиилоские задачи о распространении 
трещин в разных структурах, в том числе при наличии внешних полей, 
анизотропии и неоднородности, были рассмотрен».: в работах |1|-խ1 
данной работе рассматривается задача динамического распространения 
полубесконечной грешнны в пьезоэлектрическом пространстве с 
постоянной скоростью в квазигинерболическом прибл1ркении.

Рассмотрим пьезоэлектрическое пространство класса бппп 
гексагональной симметрии с осью симметрии кри< талла 07. в декартовой 
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системе координат OA'YZ . В пьезоэлектрическом пространстве имеется 
полубескопечная трещина, расположенная в полуплоскости 
у=0. Л‘<0, - X: < z < ^, которая в момент времени Х=0 начинает 
распространяться < постоянной скоростью v Причиной для начала 
распространения трещины могут служить как полны дифрагируемые 
вершиной трещины, гак и разные статические силовые воздействия.

Скорость распространения трещины будем считать меньшим скорости 
распространения поверхностной волны Блю<.тейна-1 уляева.

Воспользуемся квази гиперболическим приближением для антиплоской 
задачи пьезоэлектрического материале класса бшт, при котором имеем 
представления (7|

li =(0.0,м'(л\ у,/)) |1)

&
(2)

следующую систему уравнений:

<)‘И’ <՛! “IV Д-^-0
(3)

дх՛ су

сГ1//

с; ct՝

4^ о
l‘t|

дх՝ ду2 с; ct՜
а гакже соотношения

_ СИ’ су//• _֊֊ 4» »/ ____ 15)с С U • *15 -jох дх

=
֊ д»/

с‘։ (Ь)

=м
дх сх

)7)

=м
су оу

<8)

где
с' -л ' 1/\М'||Д ֊ скорость распространения акустическом волны,

с Л՜1 - //’-скорость распространения «лекгрической волны,

А с|։ /(лцСдд) - коэффициеш электромеханической связи при 

квази» иперболяческом приближении, 
да лес
С, = с՝/(с: с;). Си = си +(<';,/£,,), ■ С,։Г|-(1-С,)е;։/(с„г„)]

и введено функция
V/ (х. у, /) = (р (л\ у. /) ֊ ц,( ; ; и՛ (л\ у. /) (9)

|.<»н։рая рцфространяст известное обозначение Блюстейна на случай 
квази» иперболичегкого приближения
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Исходя из линейности задачи и считая, что соответствующей задача 
МЯ нераспространяющейся трещины уже решена имеем, что достаточно 
решить задачу динамического распространения трещины, на берегах 
которой в каждый момент времени I > 0 на открывшийся учас гок 
трещины у = (> хё(0,Уг] действуют заданные напряжения А(х), как 

показано на фиг. I.
Таким образом, задача « водится к решению уравнений (ЗНО со 

следующими граничными условиями:
(х, +0, /) = (т.. (х,-0,/) = - А (х) Н (х) // (г/ - х) при х < VI (10) 

и (х, +0,/) - и-(х, -0.1) - 0 при х > VI (III

/;у(х,4-0,/) = П (х,-0,/) (12)

^(х,+0,/) = ^(х,-0,/) |13|

где Н (/) —известная функция Хевисайда

А Г

՛ V
։ Мг) ' г

•0®0©о®-------՛------- -------------*--------- ►
® 0 0 0 0 0 £ у

Фиг. I

С целые работать с функциями, которые равны нумо в положительной 
или отрицательной полуосях {для того, чтобы в дальнейшем был применим 
метод Винера-Хопфа). и (3)-(13| сделаем замену переменной по закону

£ = Х-\1 (И)
в результате чего система уравнений |3|-|1| преобразуется к виду

Производя замену переменной по закону (14) в coin ношениях (5Ы9| и 
в условиях контакта (10)-(13|, после чего производя одностороннее 
преобразование Лапласа по времени и двухстороннее преобразование 
Лапласа по координате х согласно формулам

дс' ду' д£д! дг
1161

где введены функции
= и'(> + г/, yj) = и(х,у,/) (17)

-^(c±vi.yd) у/(х,у,/) (18)

л (՝,)=7|-1,х (19)

/\(г)= 71-',гл; 120)
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(2H

2zr; ՝
/■(<•₽)"/*/ (£.p)e^dx (23)

f'(£-p) = ~[. '' f'^ip)eft;ds 1241
2/П J՝" **

после некоторых упрощений будем ил։етъ следующую систему 
прсоора зова н н ых ура в i юн и й:

~4" ~ f)Z I< ~ (v)ц2! w՛ =0 (25)

<*Г

=о (26)

со следующими условиями контакта на плоскости у - 0:

«'(ц,।о,р)-и (с-о./?) = и.(ср) (2В|

Ф (C^p)-Ф (£• °-/?) -֊<?' (C/;) 129)

du
(30)

0՛ .-■4. .֊ 4»

где введена функция

Л(;)= Гл(и)е’“</н (32)

являющаяся преобразованием Лапласа функции Л (л ) представляющая 
напряжения, действующие на берегах распространяющейся трещины

Решая уравнения (25) - г'26), удовлетворяя условиям уходящей волны и 
пользуясь симметрией задачи, получаем

Sgn(У) Л(<)с (33)

ф (^,у\р) = sgn(у)в«)с’ “ (34)

где введены следующие ф>т1кции:

= v՛ V ’ 2v\’< ֊ h; (v)C |35)

? «(<) V'.՝\2v.v\" Л;'(|)г (36)
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Однозначная ветвь функции с/(сГ) определяется разрезами 1т..' -0.

1<С< >-------- и 1т<С 0, Иед՜ < и значением </(0)=л\
с, + V ' с, - V

Аналогично, однозначная ветвь функции е(ф) определяется

разрезами 1т£ (). 1<ец >—-— и 1т -0 Ие2’<------ -— и
сг + г с - V

значением е(0) = л (фиг. 2). При данных определениях выполняются 
условия

1371

1?е[<?(У)]>0

Из (35) и (36) также следует что

138։

40=0 < 2ь
да

2г

I ՛ < г՛
П01

Фиг. 2. Точки ветвления и разрезы в комплексной пли։ кости

Подставляя выражения (33). (34| в преоиразовчнные граничные 
условия (27)-(31), получаем выражения

= 1421
^11 2

а также следующее? уравнение Вйнерн-Хопфа |8|

У.1 07՛' 1 НЗ)
2 р\՝ V

где обозначено
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1
1«(<)

(44|

Для того, чтобы с помощью интегралов типа Коши факторизовать 
функцию (44). перейдем от функции Л'(с) к новой функции /(<С) 

согласно следующему равенству

9
/«) 145)

где

С.
\-к*

■-- г-г <С
■-< х;

(46»

представляет • обо»'։ скорость распространения поверхностной волны 
(■люстои на-Гуляева в । вазнгиперболичестом приближении

Важно отмстить что новая функция /(<Г) ” ^'ичме от (функции

в комплексной пл։ккогти |М ։ре.мми 1п1ц (».

1<с. <=
֊— 1 и 1(П^ и. КСце

♦ 1'
нулей нс

имее ।
I помощью интогрален» типа К» ши Г»1 фактор и <ируя функцию /(и), 

которая согласно |44| и (45) имеет вид

147»

получаем следующие выражения для /.(-') и / (•» )

/,(<;г) = схр [ апЗап А * (48)

/ (Г;у) = ехр 1 г .
-1., ..лсип <

Л 
(1гг

о »

(49|
ь -V) \։сг (с ту) (1<т

л \1{с. -՝) Хг) -°՜

где скорость распространения трещины г является параметром.
I 1з равенств 

функции А (и)
(45) (48» и |49) получаем следующую факторизацию

А'(<Г) = М<Н «) (50)

глс

М<) = (51)
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152)

Производя замену переменных интегрирования 
(49) по формулам

в выражениях |48) и

п Ч
СТ=а—и а = —— (53)

1-1'7 1+1'7
соответственно, после некоторых преобразований получаем следующие 
более простые выражения для / (<”; г) и /_ (^Л') :

, \ ' I Г . 1 ,։у!г-5՛] 1 <*'/
/.и;г) = ехр — агечап к \ ------ —г------- (54|

/_(С;у) = схр -
К

г/7/

Подставляя результат факторизации (50), 
уравнение Винера-Хопфа (43) и устраняя простой
уравнения, приходим к уравнению

- к-Ь К «р (0—-Р-

155)

(51)-(52). (54)-(55) в
полюс в правой части

Л (р/г) 1____________1_

ру (<֊г’,)Л\(г ’к

Л(/>/у) 1/1 1 V ^Л^Р)
(56)

из которого следует, что
и (Ср) Л(г'г) ГУ I - У'-Уч- 1_______________3________

!■■■ \l-rs, /. [у՜1) с,, /) -к;1> \ Г <֊г |К (£)<(<)

^ЛСр)
л(/>л՛) 1 ,

(53)

Подставляя (57| в (11|-(42). (33)-(31) и обращая двухстороннее 
преобразование Лапласа по 4 согласно формуле обращения (24;, получим

*(у)5&п(у) А(р/г) 1 ри՛,*

"с„[ь(֊к*ь,)4՝ р ы

е։. АА^п(у) Л(р՜*) 1 р _

-к^Ь/^у р 2т;--' .'-г'Л՜ «)<■• (2)

(59)

(60)

где введена функция

(61)
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После обращения преобразований Лапласа по времени в полученных 
выражениях (59| и (60) окончательно имеем

c44i'ô k:b,\/v 

A(v)Ç

[(.v vl,y,i fj;v)(hj (62)

44
(63)

где введены следующие функции:

S°nW
’Г

1 ГЛ .*4«

2/Ti ,гр

sgn(j)
?Я1 У»*

е' "dp (64)

q„(ç№)=l-;..,
Sgn(y)

2яч*

2/Т/ М'

՝£"(}') f- 

2лг/

■У:
v.-

t 
F(l)-f\(x)dx

165)

1661
о

В выражениях (64) и (65) I, -оператор обратного 

преобразования \апла< о по / определеннып выражением (22)

y/(.v.v./) = -

в №

2. Перейдем к исследованию коаффициенюв интенсивное т 

нлнряжоний и электрической индукции Ия полученных нрсдставлснин 

(59) и |6О| дч.ч функций и'(^у,р) и </>' />) после соотнетсгвующих

вычислений получаем следующее выражение для интенсипности 

напряжений:

('•՝’) = Т„(« ).<?(гО (67)

и следующее выражение лая ингенсивности электрической индукции:

Оз)=т֊тЧг /•;> (1^» 

где

; 1 ՛) (69)

VI -V*, /,11՛ I

66



-■ У.У,

1+Л;

5(Л) (1Х (71)

т

Обозначая отношение скоростей акустической я элек։рической волн и

пьезоэлектрике через р,

Р ֊С/С 1?2.1

после соответствующих вычти чений получаем, что

(73)

(7-1)

(75)

Далее из (72)- (75։ (54.1 — (55.1 и (69) —(70| приходим к заключению, что 

величины и определенные выше, завися։ о՛։ грех основных 

безразмерных величин дайной задачи

• отношение скорости распространения трещины к одному из 

скоростей распространения волн в пьезоэлектрическим

пространстве (то есть отношение скорости распространения 

трещины к скорости распространения акустической,

электрической или поверх постной волны).

• коэффициент электромеханичск кои связи,

• Отношение скоростей распространения двух волн и 

пьезоэлектрическом пространстве.

то есть
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(76)г.

F,.. = Г,. —лЛ1%. '■
Из (67), (68) и (76), (77) следует, что как интенсивность напряжений, 

так и интенсивность электрической индукции имеют следующую 

пруктуру. каждый из них является произведением двух функций, первая 

из которых зависит от скорости распространения трещины и от свойств 

пьезоэлектрика и не зависит от сил. действующих па берегах трещины п 

01 расстояния г/, пройденного вершиной трещины. а вторая функция, 

наоборбэ зависит только от расстояния VI, пройденного вершиной 

трещины, и от сил Л (л՜), действующих на берегах трещины.

Долее. из выражений (67)-(71) получаются следующие предельные 

равенства характеризующие интенсивность напряжении

lim Z-; (г) = Jf-гл; (78)

liin/-;(v)=l (79)
I -*|>

lim Frt(v)-0 (80)

и следующие- предельные равенства, характеризующие интенсивность

электрической индукции.

liinF„(v) = l (82)

.. . ,, 11 -с/ Iй- k. j+c?, (%)(%- (%֊),
• ”"U՜ ЛЫТЧХ 2'1 + *-։

Равенства (78) (81), представляющие слушай, когда коэффициент 

электромеханической связи стремится к нулю, и выражения (67), (68), 

восстанавливают результат, полученный ранее Костровым |.‘5| для 

динамического распространения трещины в чисто упругом толе.
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Равенства (79} и (82). полученные, когда ։ —> 0 представляют случай, 

когда трещина распространяется с бесконечно малой скоростью. В этом 

случае как вся задача, так и выражения коэффициентов интенсивности 

напряжений и электрической индукции намного упрощаются

Последние предельные равенства (80) и (83) показывают, что когда 

скорость распространения трещины приближается к скорости 

поверхностной волны Блюстейна-Гуляева, коэффициент интенсивности 

напряжений стремится к нулю, а коэффициент интенсивности 

электрической индукции имеет конечный предел, отличный от нуля. Это 

обстоятельство можно объяснить трансформацией акустической энергии 

в электрическую энергию.

Приведем теперь численные расчеты, показывающие зависимо« ти 

коэффициентов интенсивностей от отношений г/сл 11 01

коэффициента электромеханической связи к |фиг 3 фиг. 9)

Во время численных расчетов, следуя [.( |10] принималось

Фиг. 3
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Фиг. 7



Фиг. 8

к

Фиг. 9

11:։ графиков на фиг. 7 и фиг. 9 следует, что с увеличением 

коэффициента электромеханической связи А, функция

определяющая Коэффициент интенсивности напряжений, уменьшается, а 
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функция K։//S(vl), определяющая коэффициент интенсивности 

электрической индукции. увеличивается. Это обстоятельс гно указывает на 

то. что с увеличением коэффициента электромеханической связи 

увеличивается преобразование энергии из механической в 

электрическую. Заметим также. что когда кг, монотонно увеличиваясь, 

стремится к значению, при котором (A. )-У. из фиг. 7 и фиг. 9 

следует, что функция, определяющая интенсивность напряжений, 

монотонно уменьшаясь, стремится к нулю, а функция, определяющая 

интенсивность электрической индукции, монотонно увеличиваясь, 

стремится к некоторому конечному значению.

В предельном случае, когда скорость распространения электрической 

волны стремится к бесконечности, из приведенных здесь результатов 

получаются соответствующие результаты для квазистатической 

постановки задачи Частный квазистата чес кий случай исследованной 

здесь задачи был рассмотрен Ли и Матага в работе |11|. где имеются 

количественные и качественные противоречия с приведенными здесь 

результатами Доказательство того что результаты Ли и Матага [И] 

являются неправильными а также соответствующие правильные 

результаты, опубликованы я работе 112]
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ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ

UbJuiuliJiljui 58, N24. 2W5 Механика

УДК 531.36

связь к՛;- устойчивости С ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНОЙ 
УСТОЙЧИВОСТЬЮ

Аванян В.Т.. Аванян М. В.

»L.S. LLQiulijuili. U *L IJQinlijiiiti
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ИиппчФч t. пр ш) цдшфй huiuiuubn tu<|tfintind ЬшйшЦшрц)! utji|id|iui| tntdtftuli luujiiiiquininjilj К . Ijmjrn- 
tinipjniG|Hj hbinLntd t tiptu LpuiijnUbliuJitii| Ipupnbtupjnilip. |>) Lpfa iv ludutubou ii։:i<liul)uipq|i шр|и||нщ 
linömdti iuu|iüu|innu։[il| A \ l|tU|ntU I.. L qrijnipjnf.i itilifi iiiu|tdu|uinui|il| K\ l|ui|iilümp|iuü üuiu|։ü 
ptinpUty |l| iqiujiJwtilibpliti pun|ui[iiu|iiii| hbpd]iui|uitt ÖL. uiuiiii iujt| hii>üud|ui|iq|i uipHI։lul inidnulU tpu- 
upiGblit||w| Ipujnili h

V.T. Avanyan, M. V. Avanyaii
I he connection between the К л - stabililv and the exponential stability

liters’ wasconsidered the caiJncctK՝։՛. between ti e A - si Pnlity iiikI the cxpt'wnii i stability in this wotK 
Ilie։՛; were received. th,n u) the exponential scibili'.y nf the trivia! svlutioa ol the hnuit lt'.՝ningeiww- .mton.tntous 
system wllvwcd Irnm it •- asymptotic A ՛. stability b) the trivial snlutt.m u< the non-homogeneous system was

cx|>jnfotially stable, il the sulution of the nou-huinugciwoirs system was usymptotrc-it'v A sj.ihlc anil it it had 

ihe hcfmitjan forin. winch sitishc.l bi lite > .՝!:.*.ili<:r.% <■! the thcuicni nl the. iLSvmplatk A stabilitv

П [hlOOTT p.H - М.ЧрИК.п К 4 • ВЯ.11. •Ki’HOlientUtoAl.HOIt yCTrni'IIIBOCTtl Г К ‘.։ •.П1Ч1ЧИ1ПИ Tl.l.i 

ПолучйНо- ü| it՛ 4< If nrTiiwi mill A . у՛ iwiniitm՛՛ in грянИпЛЫПчч цошення лпнеинии 
■ Дооридний itKmilOMHUil t lirrVMIJ f.M'AyOI lie •кГПиНеПЦНЛЛг.Нан y< >iHI>IHHtn 11. <|| если 
rpUU:t<LM.IKXl решении՝ |1<М1՝КЛК1МПОН CIICYOMM til BMIIIuril’U'CMI K \ y<Kill'tIIKi֊ II I VH'.n՛ гку<ч 
эрм1ггова форма. удсжлстворЯ1С1иия у«>м>м1ям тоаремы по .к HsiimmrtiM s.osi 
Ад -yciylmiiBpcni. то тринналыпк՝ ix'itii'HHv mm <щи-мм i>;< цоненциальио у՛ п<И'г.ми>

Пусть тривиальное решение однородной линейном системы
i = A.v (I)

с постоянной матрицей .4 асимптотически А .’-устойчиво при ! > гх, 
тогда эта система экспоненциально устойчива, г е. каждое ее решение 
экспоненциально устойчи во

Действительно, как известно {3|. для асимптотической А'х- 
устойчивости и асимптотическом устойчивости по Ляпунову тривиального 
решения уравнения (1) необходимые и достаточные условия совпадают. 
Этим условием являйся отрицательноеп. всех действительных частей 
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характеристических корней матрицы .4. Но при этих условиях HI 
тривиальное решение уравнения I Г| экспоненциально устойчиво при 
/ -> +оо.

Таким образом при асимптотической А''./-устойчивое гл тривиального 

решения уравнения (I) существуют две положительные постоянные (? и 
р, не зависящие от выбора решения х(/ )=x(/:f0,л՜,,) х 0 этого уравнения 

и такие, что для любого решения х(/) х(/;/0.х|։) выполняется 

неравенство
ЮТ*(?|Jx(^SexP(- М' -А.)) 0 >'o) <2)

где начальный момент .'0 произволен.

А для любого другого решения с {/ ) линейной однородной системы (1) 

в силу гого, что разность х(/)-ц (/) также является решением этой 

системы, будет выполняться неравенство
|| 4)-<(<) || ^ (? 4,) ֊ 4«) |ехр(- р(/ - С)) (3)

Таким образом, получили, что если линейная однородная система (1) 

асимптотически Л'д'-устойчива го каждое ее решение экспоненциально 
устойчиво.

Для линейной системы с переменными коэффициентами из 
асимптотической устойчивости вс Ляпунов՝. се тривиального решения, 
вообще (оворя. не следует экспоненциальная устойчивость. Так как из 

А'/-устойчивости иевозмущенного процесса всегда следует ее ус
тойчивость по Ляпунову |3|. поэтому для линейной ihcipmu с 
переменными коэффициентами из «к и.мпготнчш кой К',/-устойчивости ее 
тривиального решения также вообще говоря, не следует ее 
экспоненциальная устойчивость.

11усть уравнение возмущенного процесса имеет вид
X .V(/.x). А’(/.0) = 0 (4)

где
x(/.x)eс£-°(з; х9?;) и з; ={« < t <*>} (s>

Рассмотрим теперь случай, когда для тривиальною решения 
неавтономной системы (4) одновременно имеет место и асимптотическая 

А 7-устойчивость, и экспоненциальная устойчивое i ь при ! —> '-г. .
Для этого докажем следующее утверждение при <4) 2 1 £ [Аг00)*

Теорема 1. Если в области |5) существует положительно опр«‘деленная 
эрмитова форма

Г(х)=(Вх.х) |6)

<՛ постоянно^ мсприней В. производная которой I (х) по времени в 

силу системы I Ц в обл«։։ ти (5| является отрицателыи» определенной эрми
товой формой 
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K(x)<-(AZv.x)-W-(a')<0. И* 0 (7)

с постоянной матрице»'։ Л/, го тривиальное решение системы (4) И •: 

невозмущенный процесс! одновременно и асимптотически К"-устойчиво, 
и экспоненциально устойчиво.

Доказательство. Пусть существует форма (6| со свойством (7) и 
w(/)a I на ро»00)- Тогда по лемме в |1| положительно определенную 

матрицу В представим в виде
в-к՜* к՝' (К=К}-К„)

где К, (/ = 1...... «)• столбцы матрицы К имеют одинаковую эрмитову

норму

‘Зр/Г* -«>0 1«)
При этом матрица G = а 1К принадлежит классу Кд - и х п-матриц 

над полем комплексных чисел а функция
К|(х)=(б-|л.С |х)=а2(к’|х,К ՛*)= <гГ(х) |9|

будет удовлетворять всем условиям георемы об асимптотической Кд-ус- 

тойчивости (I) (из а{1)-const. (y(Z)sJ следует «(/)/«(/„)-to(/)(O(/J|. 

По так как при из асимптотической А-устойчивое!и всегда

следует асимптотическая К"-устойчивость, то тривиальное решение 

системы (-1) асимптотически К '^-устойчиво при / —> +оо
При данных условиях экспоненциальную устойчивость при ! > +*• 

тривиального решения системы (4) доказал Красовский Н. Н |1) Не будет 
лишним, если мы это сделаем, используя при этом результаты получен
ные в |2]

Так как матрица М положительно определенная, то ио лемме |1|, 
аналогично формуле (8). будем иметь

7« '.^.«՜' -// П<>1
С учетом и |10) для собственных значении матриц В и М по 

формуле 11.13) в |2| будем иметь
и а ' ,(В\&па‘пГ2 (/ = !.......и) (II)

п '/У '2 *А пр 'т'22 (/»!.......п) (12)

где положи тельные числа mt и т, определяю гея по формуле |1 19) в [2| 
следующим образом:

п г
/?f. =(v/w|"-1. /н 1

Вейлу неравенств (И) и |12) соответственно имеем

п~‘‘а : !|х||" sV(a)s на 2т}՜՜ |'ра|" (131
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п 'р ||л|25-и'(л>иДЛ«;2 ||х|Г

С учетом (7) из неравенства (1-4) имеем

п 'Д :^2<-— *пР "»*22И’

Из (13) имеем неравенство
ж2/։՜’ а -2У(х) < ||л{2 £ па 2 к’(х)

в силу которого следует неравенство

֊ па 2 У(х)< х 4 £ - т{п 1 а 2У(х)

Учитывая это, из (15) получим

-----£----- 5֊^---- 7^
V п-а^р2

III)

И5|

(16)

(17)

Интегрируя неравенство (17), при I г/() будем иметь
Г(х(/))5Г(л(^))ехр[-7Г2а՜2 р 2т[ (г-/о)]

С учетом Последнего неравенства из (16) получаем
(д(г£ па2У(л-(/։,))схр[-п 2а 2 Р 2т2 (/-г0)] при I г/п 

или так как из (13| следует

И(х(г0))« па 2т;2 ||л'0:!՜ 

то можем записать
1|л-(/)||'£/г« Ъ«,- |л(г^схр[-/Г2а'2Д ■//։,•(;-/„)]

Откуда при имеем

1Н'Iй <֊> |;4п)к։хр[- р(/ /0)] (М

ца ‘ ,м|2 II / \н
'До () =------- , р= - —-֊. а — достаточно мала.

Ж| 2п~а~р~
Выполнение неравенства (18) означает эксионснциалг.ная усюй'швость 

|р>!виальпого решения системы |-1|.
Теорема доказана.
1.1КИМ образом, когди «?(/)&! на при выполнении условии. |6) и 

|7| гривиальпое решение неавтономной системы |4| |г е. невозмущенный 

процесс) одновременно и асимптотически Кд-устойчиво, и экспоненци
ально устойчиво при / —> тСС.

Следующая теорема показывает, когда из асимптотической Кд- 
усгоичивости тривиального решения неавтономной системы (4) следует ее 
экспоненциальная устойчивость.

Георема 2. Если в области (5) функция А’(/.х) обладает ограничен

ными частными производными по координатам вектора V, гривиальйое 
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решение уравнения (4'1 асимптотически -устойчиво при / > -֊оо и 

существует функция Ляпунова Р’(г.х), удовлетворяющая всем условиям 

теоремы об асимптотической К՝'-устойчивости [1], го тривиальное 
решение этого уравнения экспоненциально устойчиво при f —> +*х. -

Доказательство. Пусть условия теоремы выполнены т. с», в уравнении 
(4) функция А'(/,х) обладает ограниченным частным производным но 

координатам вектора х в области (5) и существует положительно 
определенная эрмитова форма

г(/,х)=(я(/Хх) (4)-с "(»Jg-'M) из, 

где
П '1 SpB • ’ (/)»(У 2 (/) £ < <*> на [/0. со )

полная производная которой ио времени /, составленная в силу 
уравнения (4), является отрицательно определенной эрмитовой формой r 
области (5)

֊—I =(я(/)х.л)+( grad V, Д') (20|
1 Д12.1)

В |2| при Г [/г(.г/>) Доказаны неравенства

п ՛1 w(l2Mi՜s'z(A'v)s n2 M” (211

|22i

Так как grdd i -2B(l ),v . то в силу (22) имеем

l| grad Г |< 2н c>2tn 21|x||. / e ) C23I

Поскольку из ограниченности частных производных функции 

по координатам вектора Д' в следует выполнение условия Хнппища

Г ,г(/..г)֊А-(/..г).< Лф-У.[. л-,>>е!)Г;

то при у = () с учетом А*(/,0)«0 имеем на

И-Ф А/?֊,|

Из неравенств (231 и (241 соответственно следует, что на (б?.эр) 

выполняются неравенства

-^<^-114 х,(/.х)<«Н 0-1,2,..,») (25)
сх, т'

Для первого слагаемого в правой части (20) имеем ни 

неравенство

(«(')) н: 2 (в(/ )՝■, X )< Лгои (/?(' )||х|Г 126)
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где Ят։п(Л(/)) и Ятах(-в(/)) —соответственно минимальные и 

максимальные характеристические корни матрицы /?(/) в точке 
/ ё |/0.оо) С учетом неравенства (25) и (26), из |20) в области (5) получаем 

неравенство
г0’л')(з.2.1) - ки>х (Я(/))+ (27)

Так как функция I (/.х) в области (5) удовлетворяет всем условиям 

теоремы об асимптотической К £ -устойчивости, а именно — функция 

(Лл')(3 2.1) отрицательно определенная то из (27) в области (5) следует 

неравенство

^О’Дил) --Ф1Г (0<С = СО1Ы ) (28)

т. е.

ИЛИ

+ /е [г0.=о) (29)

В силу неравенств (21) (23) и (28) тривиальное решение уравнения (4) 
(ненозмущенный процесс) экспоненциально устойчиво при / >+со, 
потому чю, как известно [ 1), если функция Л'(/..г) непрерывна по / и X, 

имеем непрерывные и ограниченные частные производные по 
координатам вектора X г> для гущес1вования функции !'(/..\), 

удовлетворяющей условиям (21), (23). (28). необходимо и достаточно, 
чтобы тривиальное решение уравнения (4) Гт о. яевозмушенный црбцесс) 
было экспоненциально устойчиво. Теорема доказана.

Заметим, что дуя выполнения неравенства (28) на [л.|.'Х՛) достаточно, 

чтобы на р0-,9р) выполнялось неравенство (29), т. е. все собственный 

значения .матрицы /?(/) были меньше некоторою отрицательного числа на 
р1Г х). т. е.

X /(#(/))< (с- + 2л4У,ри <1/ I (/ = 1,2,»..4?) (30|

11։ (30) следует, что на |/,֊։,«-) выполняется неравенство

ВрВ(() < н (с + 2л "гу(; т ' М) (31)

хотя из (31), вообще говоря, нс следует |30) Интегрируя неравенство (31) 
в пределах [/Г|./] (/ £ р0.®)). получим

(32) 
/_/11 ГН՜ )

1’аким образом, полумили, что если от асимптотической Кд- 
устойчивосчи тривиального решения уравнения (4) следует его 
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экспоненциальная устойчивость при / —> -Ко, то след матрицы и\1) 
функции Ляпунова этого уравнения на ро-00) удовлетворяет соотноше

нию (32). Этот факт можно считать свойством матрицы функции 
Ляпунова в данном случае

Затем неравенство (32) можем записать в форме

^рВ^-^рВМ , 2 2 2

ИЛИ

аг(/)-й>2(г0) /' 2пга>1Ъ I V т « 1’/
Г~‘о

Если функция й>(/) дифференцируема на р1(.со), ю по теореме Лаг

ранжа:

——֊ * - 2(0(1Х)(о (/,). г0 < ։х <։

‘-'о
с учетом которого имеем

2су(/։)л/ (/] )< -(с + 2н:т )

В силу произвольности интервала [/,։?/) на [/0.<я) имеем

л/(/)<- 1

М)
2^д/

нГ

Из неравенства 0 < <у(/) з й>и < ос на [/0,оо) имеем

2й?0 2(0(1)
откуда

_1_
2а(()

■' 2п^0 л/
<• +-----~М <-

/?Г

1
2®„

С учетом последнего неравенства можем записать

6?’(0<֊ 1

2^>
с 4- М <0 на руЛо) 

,н-
(33)

Из (33) следует, что положительная функция й>(/) на |/о,о՜-) монотонно 

убывает.
Таким образом, получили, что если из асмнмптотической -устойчи

вости невозмущенного процесса следует его экспоненциа.льная 
устойчивость, то положительная функция л>(/) убывает на [/у.1»), т.е. 

монотонное убывание функции й>(/) на необходимо, но не 
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достаточно, чтобы из асимптотической К\ -устойчивости невозущенного 
процесса следовала его экспоненциальная устойчивость
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МОДИФИЦИРОВАННЫЙ МЕТОД КОНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ ДЛЯ 

РЕШЕНИЯ ДВУМЕРНЫХ ЗАДАЧ ТЕОРИИ ПОТЕНЦИАЛА 
Барсегян В. В., Геворкян Г А.
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V V. Barscgyan, G. A. Gevorgyan
A Modified Finite-Element Method for Solving Two-Dimensional Poicniial 1 heory Pniblem*

A modified finite-element mellwd is proposed where two - dimensional potential tlwor. problems solutions 
are reduced to quadratic programming

ll|KMI.urdCIVH Модификация MCHVJU KullC'ItIMX X'lCMCHliin MClMpCXyiUllMlVll 1|Х>рЧ1>1, IIJMI KOlupuM 
pciocinin ,:нумсриых w.:a՝i icopiiii iioivmiOxia (.нилчкч к 1зда«шм мл;|рап1чн<чо npoi |мчм||ромш|я

С помощью вариационного исчисления задачи теории потенциала 
сводятся к следующей задаче(3| гребуется найти неизвестную функцию 
Ф. для которой взятый по всей области двойной интеграл

принимает минимальное значение при условии, что Ф удовлетворяет 
граничным условиям рассматриваемой частой задачи. . //։ и ֊ 
известные функции от л՜ и г.

Фиг.1
Рассмотрим двр1ериую область, которая разделена на 

е Л' = {1.2,.... 71} конечных элементов прямоугольной формы. Узловые
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значения функции Ф для л-ого конечного элемента (фиг. 1) зададим 
вектором </։ = . Значения функции Ф элемента
аппроксимируем следующим многочленом четвертого порядка, 
содержащим 12 неизвестных параметров: 

52
ф '(х,у)-^;ф,(х,>) и։

Тогда, при £ = л*/я, мя функции Эрмита ф,(х,у) имеем

Ф№ч>- 1-з?-^-з? + 2? +з?ц+з%? +2п՛ -2§’л֊2?ч' 
ф№п) - ь(-§п2 +^'лч'я&п5-^п-^-2п2 +2£т +п' -?п՛;
у; (^]) - а( $ - - 2^ + 2§*п+V ֊ £ п)

ШМ)2 +?)]֊2)]’ -3^ ֊3^14-2^)’ +2^11

у; » ь( -п■’ + п։ ') о)

ФД^1]) = а(^1-2^ Т| <£՝п)
Ч»:(£,»]? = -с1] + 3£ п + 3’§г|’ - 2сЧ] - 2£|]’; Ух (£,»]) - а(-^ 'п + £ '»]) 

у;(£,1]) - 3?-’ + ^>1 ֊ 2£’ ֊ з^п? + 2суч+2^1’ - з^?п 

ф;/^П)-^^Ч“2?Ч՜ +£п'); У.№п)-я(Ч‘ +£; +^՝п-?'ч)

схр՝ аФ
Компоненты вектора /, - (Ф . — .----- ) внутри 5-ого элемента

дх ду
соответс гвенно определятся формулой (2) и формулами

ОФУл-.у) <дУ,(л-,у; йФ’(х.у) £ лйУ((х,у) 
1л՜ (4)

1к>дставляя значения Ф՝(л՜.у) из выражения |3| в (I), функцию /' 
представим в виде

I 11 Л Л

где

*0

15)

г А, дф/лф,՝ , йф; йф;
ЗД дх их ■ ду ду (Ыу (6)

а Ь
г; - Дй(х,у)Ф('л</>՛ 

о о
(7)

(8) 

соотношений (3) и принимая /? . 11 за постоянные

Обозначим

тогда, с учетом
величины внутри элемента, исходя из (6) для ненулевых значений 
компонентов этех матриц, имеем
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£՛ = Р =Р =£• ֊« л77 лг/ к։о,ю -
105 а

^31 *11.1 ~ *ч - **4 =~7Г,^ ' 
л О

г, г, _ г, _ г. _ 11 Ь' г, _ г, 46 Ь
■<1 ~ -КчЛ - *?« “ от ' •' - 7ле~210 а 105 и

г, -Г' -Р -Р I А- Р -*• 17 Ь
• лм ~ Кы ~ ~ Кп.4 ~ ,п "• К7\ ~ Кю,4 ~ 77Т “60 105 а

*п ~ *1м - ~77°Ь • 
7?

•, _ г, 17 Ь 
? ш = 105 а

^лг “ кщ.о - “ ^12.4 -Л 1)1
420 а

*41 *41 ~ *)и/, ~ *12.?
13 ь}

420 а

*12,1 ~ *М - *111.1 = 11 ь:
210 а

• *22 ~*54 = *ля ~ *11.11
7

- — аЬ
45

*ю - *п < = ——аЬ; 
■ “ н>՝ 180

а — - - 1
*',и^ = *'

* и ~ *м

Ч ~ *К' - *11.10 - ~ '~6

-к' -к‘ - 1 ь'
1‘и-^ =--^аЬ’ ~ ПЛ 105 а

Г -к' 
140 а ’

1 ь'а-֊л- ֊-2.Я 
“ 140 а ’ *9} ~ *12 л

105 а

*72 ~ *1П,5 ~ *10.1, = *Ц ? = ’ь *11 = *44 = *7? " *10.111 ~
46 и

60 105 Ь
11 а} г ~ 1(1'

*21 " *51 ~ *11! • ” *1! •
210 Ь ' 105 Ь

*.Ч = *0) ~ *И1.у “ *}2.ю
1

*42 *Я? *11.10
11

= — а:к.
50 4 210 Ь

т. 17 а г а:
71 105 Ь ՛ *>1 ~ *'< = *114 = *ю • = ---' ' 420 Ь

*91 ~ *12.1 -՛"֊-՛’^ -№“: к
‘ 105 Ь

*11.1 - *М “ *72 = к,„ < -
»V 1 а*

105 Ь
к и. и ~

к՝-к' = I а
Ю 140 Ь *:։.: *& ~ - *12.1: — аЬ

14(1 Ь 45

*<< = в *уг - *12.7 -■ в.’ к(11 = к,, ч аЬ;

^/2,» “ ~ к7, в к.6 = к.^ ■ к!: 4 - ~՝7՝Аа՝
45 ()О

Обозначим через
......1\У

к‘ • к‘ - -^~-

105 Ь

(‘Л
вектор уалоных нагрузок и иркнимля О и ։пм гоянную величину внутри 
элемента, исходя из |7}, имеем
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г
। a b । a b a h । a b j 
’6’6՛ ’6’6’ 6’~6՝ ’~6’6j

С учетом введенных обозначений |8j и |9J функцию (5) представим в 
виде

(Ю)

Учитывая, что рассматриваемая двумерная область представлена в 
виде совокупное ч и П конечных элементов прямоугольной формы, для 
функционала (1) имеем

X = Е X՛ = Е ‘ )’ k,q, - (q')’ Р' 1 НИ
1-1 т-։1^ J

Пусть п-общее число узлов всей облает, </ = —вектор

узловых функций. Р = (/*,Ру/У - вектор внутренних распределен

ных нагрузок, связанных с заданной функцией Q. А՜ - ||А, [ - матрица 

жесткости до։ всей области. Тогда, как следует из соотношения 111)

х = ф'к</֊/г •г
Как известно |3|, функция Ф‘. сдаваемая формулой (2), обеспечивает 

непрерывность функции Ф. но не обеспечивав'! совместность наклона 
нормали вдоль границы разделов элементов. Для обеспечения 
непрерывности на границах разделов элементов вводом дополнительные 
точки, на которых будет задано условие непрерывности. Возьмем эти 
точки в центре сторон конечных элементов. Тогда условия непрерывности 
в смежном сечении вдоль границы разделов 5-го и (5 + 1)-го конечных 
элементов задаются соочношениями

<?Ф а 
--(-./>) 
дх 2

֊(֊.0) 
c.v 2

/;Ф* z 5ФМ
----- (</.-) - 
ел 2 Л; соф (121

гФ 6
—(“•У"
ох 2 сх 2

<5Ф՝ ,а . ч сФ
оу 2 су

ч., (13)

Используя формулы (4), найдем в центрах сторон смежных сечений 
вдоль границы разделов .$՛ го и (5+1) го конечных элементов 

йФ(л\ у) дФ(х, у)
значения -------- . ----------—— и, подставляя их в условие непрерывности

ас ду
|Г2) (13) для смежных сечений //.параллельных осям л* и г (фиг. 2 и 
3), получим, чю условия непрерывности (12) тождественно 
удовлетворяются. Условия (13) примут вид



Обозначим через т и т соответственно. количество смежных 
сечений. параллельных осям х и у. Перепишем эти условия 
непрерывности в виде системы уравнений, и мое՝:

Нд = 0 (14)
где Н -матрица порядка т х Зп т = т - т .

Таким образом, сформулированная с помощью вариационного 
исчисления задача об определении минимального значения функционала 
(1) с учетом граничных условий сводится к следующей задаче 
квадратичного 11 ро гра м м и ро вания:

(15)rnin j-e/' Я Р\ ՛ граничные условия

Введем обозначения
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Ч՛, + К'М + КМ +....++ - -г,
ч֊;*к'м + км+...+км^+к;';..,,«.2+X.- 
®* + к՝М + к‘М +... + + к'Л-.Х + К'^,ч: = -г, (16)

л 3 . 17 < 1п-2) 1 _
7»| ’ !Зп-1 Пг։ £Зп-1

найдем произведение узловых перемещений. Подставив их в выражение 
НО), определим

Х = -2(ч‘Ьч + г,к)-ч’Р (17)

где £>=|с7,.| -диагональная матрица порядка 3/1 / - единичная матрица 

порядка 3/1-1. г = (грг2..... :

К;:1> = -К^ЕМ ={12.....Зи}; С = -К„./€{2,3,...,Зп}

= -к<՛ *• м = {1.2.....Зл-1},

1 е {/■.....3/1}. / с {г +1......3/1}

Л = К? ֊X(А-՛;՛)г ֊ ие Л?}: - £(К.՛,М 

°=Ы=

Пусть векторы-столоны

—диагональная матрица порядка

порядка 6п I

6п 1, тогда
Ь
О

о 
/

выражение 117) примет вид

7 -Л 1)Х -С՛ X
2

Обозначим через Л = (Л.,Л,,,,..Д1Л ,) матрицу коэффициентов 

системы уравнений 1141 и (16), где А, = {а. ■ Тогда,

взамен задачи (15), для определения искомого вектора X получаем 
следующую задачу квадратичного программирования:

пмп{( ՛ А -г - ИХ /IX = 0 . граничные условия} (18)

Алгоритм решения задачи (18| приведен в [2|.
В качестве примера рассмотрим задачу кручения стержня с 

прямоугольным поперечным сечением. Стержень состоит из четырех 
различных материалов, для которых 6’։=6՝, С7-= 1.5С. (>- = 2(/. 

6*4=36’, Рассмотрим случай. при котором значения величин

С, =8, с2 =10 и /?, =6, /ц = 4 Для решения задачи используем сетку 
9x5, как это поюзано, на фиг. 4.
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Фиг. 4
Учитывая, что функция напряжения Ф(л\у) и ее производные на 

границе области принимают нулевые значения, граничные условия 
принимают вид

с*Ф <?Ф
Ф(/.()) = 0. Ф(7.5) 0 —(Л0) = 0. —(ЛО) О 

дх дг
сф с՝Ф
— (Л5) 0 — (Л5) = 0. /е {1.2.... 9}
дх ду

<?ф г?ф
Ф(0,/) = 0. Ф(9./)-0, —(0,0 = 0. —(0,/) 0 

дх ду
оф .. 5Ф л
— (9.0 = 0. —(9.0 = 0. /€{1.2.... 5}
дх ду

Из остальных (ненулевых) узловых значений функции напряжения 
Ф(л*.>’) и ее производных составим искомый вектор

I А4-* (74^ ’ • "+*
Ф = (Ф(|.|)_(Л1). —(1.|)„.„ф(8.|). —(8.1) 

дх су ох
<уф сФ 6-Ф
—(8.1).....Ф(8.5),—(8.5).—(8.5))'
ду дх 0՛

порядка 96. в соответствии с которым сформируем матрицу жесткости л 
и вектор Р для всей области (они имеют порядок 96). Используя 
формулы (14) и (15). составим матрицу Н порядка 76x96.

Для формирования матриц К и 7/, а также вектора Р написана 
программа на языке C + + . С использованием этой программы 
вычислены узловые значения функции напряжения Ф(х. у) и ее 
производные как без учета, так и с учетом условий непрерывности (14). 
Результаты вычисления приведены в таблице.
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Таблица
УЗЛО- 
ВЫе 

точки

Г.<՛ । учета условий нсп|1ерывиоста С учетом условий непрерывности

-Сф 
от

1 аФ 

от ал

/ аФ
— Ф 
ОТ

1 аФ 1 аФ

б;.о ду(7£1 ду от ал

(1.1) 5.47138 •1.07288 1.53547 5.39658 ■0.0014618 -О 00349697
1(2.1) 8.45944 -2 988.51 1.93878 Я 19551 •0.00578593 •0.00219558

(3.0 10.3409 -1 35945 •0.0488687 9.83763 -0.0082692 -0.00147366
14.11 12.1714 -3.71379 1.30935 11,5018 -0.00297101 -0.00130549
15.11 14.8915 -3.89793 0.518999 14.1383 0.00571915 -0 00057849
(6. н 15.1935 -1 0365 П 350644 14.4425 0.0121126 0.000384003
Р.П 13.4942 -3 38453 -1.27966 12.9212 0 0131587 0.00182721
|Я, 1) 9.15736 -1.8583 -2.04921 8.96637 0.00842532 0.00334576
11 21 8.56299 0.192798 2.06399 8.29507 ■0.02094.31 •0.00646522
12.21 12.4095 0824383 1.57654 11.761 -0.0410703 0.00-152899
1X2) 15.4306 -0.611287 1.51656 14.411 -0.0547577 -0.0032087
(4.2) 181188 1.04225 1.93676 16 8288 ■0.0563389 ֊0.00189062
(5.2) 21 7314 -0.907023 0.856662 20.16X5 •0.0492724 0 ГХ)| 14435
16 2) 22.0555 -0.906719 •0 5936 20.5169 •0.0380523 0.00450134
17.21 19 1384 -0.592981 -2 15786 17.9633 -0.0253794 0.00752448
16.21 12.1624 -0.0937138 •3.19364 11.7178 0.0126001 0,0081816
(1.3) 8.1(5861 0.380364 2 21983 7.94828 •0.068224 ■0.0108953
(2.4 1X1455 0.6608 1.72053 11 5848 •0.128795 -0.0127.538
13.3) 15.2051 0.780233 1.36031 14.341 Я ■0.171569 •0.01377.33
143) 17.9444 0.838222 1.57201 16.7248 •0.188656 •0.0138354
IV.1I 21 3571 1 02112 0.699133 19.8845 -0 181831 -0.00965259
!-. <1 21.5712 I 1)662 -0.689929 20 164 -0.155245 •О.ОП346038
։7.з) 18.5577 0 929735 -2.28301 17 5117 -0.112927 0.00357048
(«.31 11 6033 0.572016 -3.60309 11 2342 -О.П59421П 0,00783021
(1.4) 565366 0 53424 1.4493 5.60782 -0.0873083 0.00894384
(2.11 9.27194 1.06486 1.31035 9,03.533 -0 164215 •0,0115512
13.1) 11 7022 1 >.4853 1.12701 11.2920 -0.219215 •0.0130801
11.11 13.«',К,Ц 1 44458 2 1106 13.2062 -04243649 0 0136087
IV И 16 4Й2 1 67264 0.842973 15.7245 -D.237f.72 0.010119
1М1 16.6152 1.7108 0.384169 15921 •0 20401? -0.00530582
(7.4| 14 3336 1.4348 •1.4590.1 13 8345 -0 15О1Ю 0.00012946
(«■41 __ 400453 0825803 -2. »5552 8,94821 •01>79?Ы.1. И 0037 Г. _

Сопоставляя соответствующие значения. приведенные в таблице с 
учетом условии непрерывности и без ее учета, заметим что различие 
■значении функции напряжения не превышает 10 процентов, а различие в

аФ(х,у) йФ(л. V)
значениях касательных напряжений (------- -—

дх ду
несопоставимо. Следовательно. определение значений касательных 
напряжений без учета условий непрерывности приводит к неверному 
результату

Известно! 1| что при С/У. -6’26՛, = 0 функция Ф(х.у) является 

аналитической но всей области, и напряжения не имеют особенностей. 

Вышеприведенный пример расчета относится к этому случаю. В 
дальнейшем в других работах нами будет рассмотрен случай
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