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Նրկայնսւկան սահքի խնդիր կամայական երկարությամբ ե քիթթով յաոավէթսյին ճար պարունակող 
puiqiuqpjuk[ սեպի համար տարբեր եզրային պայմանների աոկայությամր

Աշխատանրր նվիրված է. երկայնական սահքի պայմաններում տեղափոխությունների Լ լարումների 
զայտի որո;մանր րաղադրյա| մարմնում, որր կազմված է երկու աոաձգական անվեր? սեպերիգ ե միացման 
զծի վրա պարունակում է շաոավղայիե ճար' արտաքին եզրագծերի վրա դրված երեք տիպի պայմանների 
աոկայությամր: Ասդ որում, արտաքին մակերեայրիզ ճաքի գազարի գտնված հեոավորությունիգ կախված, 
ստագված ինտեգրալ հավասարումների ւուծոմների կաոոպտմր ե հետազոտությունը սպառում է ճաքի 
դիրքի ե երկարության բոլոր հնարավոր դեպքերր: 11րո?ված են միազմաե գագաթի շրջակայքի յարվածա- 
դեֆորմագիոն վիճակք բնութագրող ասիմպտոտիկական բանածները և համապատասխան եզակիության 
գործակիցները:

O.B.Aghafaryan, G.Yu.Tamanyan
On the probkи։ of toagiludioal »bear of compound wedfic with the radial crack of unrestricted length under 

the different boundary conditions
In the article the problem of longitudinal shear of two wedges made from different materials that have arbitrary 

angles is considered. On the base of received solution arc determined both, the behavior of stress field and the 
coefficients of stress concentration in depend on the values of external loads, wedges angles urrd boundary 
conditions.

Стигм поемшена определению в условиях актиплиской деформации полей перемещений и 
напряжений в составном клике. который содержит на общей линии соединения радиальную 
трещину произвольной длины и расположения при различных граничных условиях В 
зввисимосгм от расстояния вершины трещины от внешней поверхности исследование и 
решение полученных интегральных уравнений исчерпывает всевозможные положения 
трещины. Выведены асимптотические выражения напряженно—деформированного 
состояния в окрестности вершины соединения клиньев.

В настоящей статье рассматривается задача продольного сдвига о 
двух клиньях, изготовленных из различных материалов и имеющих 
произвольные углы раствора. Предполагается, что на общей грани 
составного клина содержится трещина произвольного расположения и 
длины. На внешних гранях принимаются три вида граничных условий: 
первый, когда обе грани свободны, второй, когда обе грани жестко 
защемлены, и третий, когда одна грань свободна, а вторая жестко 
защемлена Для всех этих случаев внешние касательные нагрузки 
приложены к берегам трещины, которые равны по величине и 
противоположны по направлению. Задача решается при помощи 
интегрального преобразования- Медлина и соответствующих интегральных 
уравнений. На основе полученного решения определяются как поведение 
поля напряжений, то есть показатель особенности напряжений в 
окрестностях угловой точки и в концах трещины, так и коэффициенты 
концентрации напряжений в зависимости от величин внешних нагрузок, 
углов раствора и граничных условий.

Из решенных краевых задач для составных тел отметим [1—4]. 
Необходимо подчеркнуть, что в случае приближения трещины к внешней 
поверхности решение соответствующего класса задач сталкивается с 
преодолением значительных математических трудностей (5).

1. Выберем цилиндрическую систему координат (г,ф, z). начало 

3



которой находится на вершине соединения клиньев, а ось (02) 
направлена вдоль оси составного тела Тогда, по определению продольного 
сдвига, из компонент вектора перемещений не равны нулю лишь 
компоненты перемещения - УУк(г,ф)(к = 1,2) для первого и второго 
клиньев соответственно, поэтому уравнение равновесия и условие 
совместности принимают вид:

1ду(4)—2-+±—-I*--±У1«-+1£_.о (1.1)
дг г гду г дг г д<р г

Эти уравнения необходимо решить со следующими граничными 
условиями: для первого случая

г*։(г,^,)-0;г<?(г,а2)-0 при (0£г<оо) (1.2)

которые заменяются условиями ) - 0;1Г2(г,а2) - 0, или
^(г,—СГ[) - О; т^(г»а2)"0 для второго и третьего случаев 

соответственно, ак - углы растворов клиньев. На общей грани имеем 
условия непрерывности составляющих напряжений и перемещений:

^(г,0)-^(г,0) _

(1)/ _(2)/ "Р*1 г € \а՝Ь)

На берегах трещины заданы внешние нагрузки т0(г), то есть 

т’!’(г.0)=т£’(г,0)=т։(г} ге(а,Ь)

(1.3)

(1.4)
где а и Ь —координаты концов трещины.

Будем рассматривать первую граничную задачу, а для остальных 
задач приведем лишь окончательные результаты. Имея целью охватить 
случай произвольного расположения трещины на осн (0,2), мысленно 
отделим клинья друг от друга, обозначив неизвестные касательные 
напряжения на интервалах (0,а ) и (/>,«>) через Т,(г) и Т2(г) 
соответственно. Тогда построение решения первой краевой задачи для 
каждого клина при помощи интегрального преобразования Меллина [4] 
дает для неизвестных компонент перемещения следующие выражения:

.».ЕГГЧИ-'Г*),
2ти $5шал

х
■а « Ь
/х^Ум +^х2(։У<1< +^ха(1У<11 г-’<к

(1-5)

о л

здесь г — мнимая единица. Исходя из поведения поля напряжений в 
окрестности соединения и на бесконечности следует, что (с) находится в 
интервале (-1 + 5 < с < 0; 5 > 0).

Используя условие равенства перемещений: 17, (г,0) = №2 (г,0) при 
г 6՜ (а,Ь) приходим к уравнению относительно неизвестных касательных 
напряжений т։(г) и т2(г). С целью преобразования полученного 
уравнения в удобную форму, преобразуем первое условие (1.3) 
следующим образом: продифференцируем его по г и введем неизвестную

4



функцию ф(г) следующим образом:

чЯ-ч™ -<?,(>•)-4'Ф։(г): г<=(а,Ь) 

0 : ге(а,Ь)' (1.6)

в։т®(г,0)-0,^,0)-0/7, Ф1(г)
Тогда, применяя преобразование Молли на к граничной задаче (1.1) — 

(1.6) и после обратного преобразования, получим для Т4(г) следующие 
выражения:

(1.7)

где

а 
/ Г\

. 8Ьа։у5Ьа2у8т 1п- >х/у
К&,г) = —---- Г—7----------—-----т

X. п(Л, + 1/72г о$Ь(а։ +а,)^ + 125Ь(а1 -а2)

• /6-. , к2 =------- ; О.,О,—модули сдвигов материалов.
/ и2 1 + £։

Подставляя (1.7) в уравнение равенства перемещений.

(1.8)

после
некоторых преобразований получим следующее уравнение относительно 
неизвестной функции

Дк,1(е,г)+х1։(5>г)}Р1(^-/1(г)
в

где

Ф)-/«&')/ Лп(а'/°?1 Л.кЧ<М>1п(а2$Дг

(1.9)

с!я

(1-Ю)

/, (г) - -к (/>7 -аг>гу *
< Л $(со$(а։ -а2>-со5(а, + а2» 1г/

При выводе уравнения (1.9) существенно было использовано условие 
уравновешенности внешних нагрузок. Заметим, что если (а) достаточно 
велико, а (в) достаточно мало, то из условия (1.4) для определения <р, 
получим следующее сингулярное интегральное уравнение первого рода:

/^|(^'')ф|(5И-г0(г) (1.11)
а

где вид К։(£,г) дан в (1.8).

В общем случае, когда а —> 0 не следует, что скачок перемещения в 
точке, соответствующей началу координат, принимает конечное 
ненулевое значение, подобно выходящей трещине. В действительности, 
исходя из непрерывного характера скачка перемещения, он принимает 
нулевое значение и соответствует тому случаю, когда на вершине клиньев 
действует сосредоточенная нагрузка. Этот случай является промежуточ - 
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ным между случаем, имеющим место при малых значениях параметра А 
и случаем, соответствующим наперед выходящему на внешнюю 
поверхность конца трещины, решение которого осуществляется иным 
путем [8|, поскольку в этом случае метод интегральных преобразований 
не применим. Поэтому, необходимо подчеркнуть. что в рассматриваемом 
случае предельный переход (а -» 0 ) невозможен, в то время как в (1.9) он 
очевиден. Таким образом, указанные два класса задач исчерпывают 
всевозможные положения трещины. Уравнение (1.9) решается с 
использованием метода Ньютона-Канторовича, а (1.11) -с помощью 
выделения сингулярной части ядра и последующим применением метода 
ортогональных многочленов Чебышева.

С этой целью, проведя интегрирование по частям, с учетом условия 
ф(а) = ф(А)-0, которые всегда достигнуты соответствующим выбором 
знаков перед слагаемыми в выражении введенной функции, получим

Г<р(г)г’Л = —
*2

После подстановки, принимая С = 0. имея значение интеграла |5]

Г11Е^СО5(уу)(/у - - 1п 1Ь
О У 4Л

Окончательно уравнение (1.11) запишется в виде

где

я
Г2Л + /?(/,г) Гф'(/)Ж-Гг(г)

Л(/,г)-Х1(0(г,О + К։(2>(гтг)

(1.12)

(1-13)

У________ 5Ь(д,у)$Ь(д3>>) £\
Д1 + у2 5Ь(а։ +а,)у + Л1$Ь(а։֊а2)у у г)

уЛу (1.14)

К(2)Л л______7 1 5Ь(а^)5Ь(а2>>)$т(1пуу)^
лг(1 + А) + / $Ь(сх։ +а2)у + Л1$Ь(а, -а2)у

<*2
а,+а2+ А։(а։-а2)

При помощи замены переменных :

֊(ас° + Ьс°)/2, х-гс*-(аСо + Ув)/2 (1.15)

интегральное уравнение приводится к симметричному интервалу (- с, с).
то есть

где

тМ'"л(1 + А-).'
|х-4| + /г'^л) (1.16)Ф,(^-т։(х)
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ф|(£)= — Й + <0*՜’ <₽(£(')) ■ Т1М- -62(х + а)* г т(г(х))
ТС

Л,Й.։).ОЯ С„-я/2Л
Разлагая искомое решение в ряд по собственным функциям 

сингулярного уравнения (1.10):

н используя свойства ортогональных полиномов Чебышева первого рода, 
приходим к следующей бесконечной системе алгебраических уравнений 
относительно неизвестных Хп:

(1.18)

где

к'™х. - В« (W-1.2-)

При этом, условие /фО)*-0՛ с учетом того, что скачок компонентов

перемещения в концах трещины равен нулю, приводит к нулевому 
значению коэффициента Х,г

Квазиполная регулярность бесконечной системы доказывается 
аналогично [6. 7|. Решая последнюю систему и имея <р(/), коэффициенты 
интенсивностей касательных напряжений, возникающих вне трещины, на 
ее продолжении определяются по выражениям:

К{1\\(а)=^2п Пт л/г-о — -Г~, К։2и(/?)=72я Пт -УЬ-г 
՛—ч дг дг

Далее для определения асимигогики компонент перемещения и 
напряжения в окрестности точки соединения, после использования 
обратного преобразования Медлина, теоремы о вычетах, леммы Жордана, 
получим:

(г,ф)г-., (г, ф) ֊ k!;;g.
Сф

(г> ф) в к ш 6’* Л (г> фк'J| ‘1 
где

G,cos(at+фХ
----- =------- г----при-сцсфсО

, sin(a։sj
^И»ф)֊С ( \

G, cos\a, + (pjs , _
---------------- г-— при 0 < ф < а, 

sin(a2sj

(1.19)

(1.20)
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/z(») _
ЛШ “

sin(a։s։)sin(a25։)^։(r\’՛^

(G, + G2X«։ + a2)cos(a, + a2)s։ + (G, -G2Xa, -a2)cos(a։ -a2>,
5։ — первый отрицательный корень уравнения;

Д։(.у) = (А| +|)5։п(а։ +а2)г + (Л։ -1)5т(а։ -а2)$ - О
Отметим, что последнее уравнение совпадает с уравнением, 

полученным в работе (2). где рассматривается задача о кручении 
составного призматического стержня Эти задачи в асимптотическом 
смысле эквивалентны (8). Приведем окончательные асимптотические 
выражения компонентов перемещения и напряжения второй и третьей 
задач в окрестности вершины соединения клиньев. Для второй задачи они 
имеют вид:

^>(г,ф)-К<”Г։(г,ф>-, х!1Чг.ф)-К“>С.^^г- ‘
8ф (1.21)

где
G, cos(a, + ф)$։ 

р/ л sin(a,s,)
G, cos(a2 + ф)у, 

sin(a,s։)

при - а։ <ф<0

при 0 < ф < а2

*
2 s in (а 2^։) а»(а, 5։) Гфл (f )г *'Л 

к (2) ________________________________2_____________________
(С. +G3Xa։ 4-a2)s։n(a, +a2)sl+(G։ -G2Xa։-a2)cos(a,-a:)s։

л՛! - первый отрицательный корень уравнения:
(к1 +1)$1п(а։ +а2)$ + (*, -|)5։п(а։ -а2)у - 0.
А для третьей задачи

дф (1.22)
^(^ф)-№>^/='3(г>фУ-’։

где

РКг.ф)-

G;cos(a,+ф)д, 
sin(a,j,)

G,cos(a, +ф)?, 
sin(a,s,)

при -a։ <ф<0

при 0<ф<а2

6

JZ ( ՝) _ ____________________
’(G^^Xa^a,

ZsinfajyJcosta.sJ^JrX^J/ 
<

)sin(a, +a5)i, +(G, -GjXa,- a2)cos(a,

$i — первый отрицательный корень уравнения:
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(Л։ + l)cos(a։ +<x,)j + (£։ -l)cos(a, -a,)s - 0 (1.23)
В обоих случаях неизвестная функция (t) определяется или из 

соответствующих сингулярных уравнений, или из уравнений типа 
уравнения (1.9). Окончательный вид бесконечных алгебраических систем, 
а также коэффициентов интенсивностей в концах трещины, для этих 
случаев не очень отличаются от соответствующих выражений для первой 
задачи. Вопросы, связанные с явлением мллонапряженности для этих 
случаев, изучены в (9). где в частности, для третьего случая получено, что 
если (7։ <G2, то каковы бы ни были значения а, и а2 <а։ + а2 < п/2), 
всегда можно выбрать такое значение параметра GjG2 , что в вершине 
соединения клиньев напряжения бесконечно увеличиваются. Такое 
явление для первой и второй краевой задачи не имеет места. Это 
означает, »сто прочность составного тела можно повысить, если численное 
значение модуля сдвига клина с защемленной гранью выбрать достаточно 
большим по сравнению с численным значением модуля второго клина. 
Проведя числейиый анализ полученных основных механических величин, 
можно определить количественное взаимоотношение коэффициентов 
интенсивностей и показателя особенностей для различных серий 
физических и геометрических величин и на их основе сделать 
практические важные выводы для прочностных свойств составного тела.
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Սնխանիկա 58, №3, 2005 Механика

УДК 539.3
ОБ ОДНОЙ МОДИФИКАЦИИ МЕТОДА КОНЕЧНЫХ 

ЭЛЕМЕНТОВ ДЛЯ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ КРУЧЕНИЯ СТЕРЖНЯ 
С ПРЯМОУГОЛЬНЫМ ПОПЕРЕЧНЫМ СЕЧЕНИЕМ 

Баблоян А.А., Барсегян В.В., Геворкян Г.А., Манусаджян В.Р.

Ա. Հ. Ршрртдшб, Վ Վ. Ոարսհղյան, Գ. Ա. Գ-ևորզյան, Վ Jk Սանոաաջյան

(1հղղանկյուն կտրվածքով ձողերի ոլորման խնդիրների լուծման վերջավոր տարրերի մեթոդի մի 
ձևափոխության մասին

Առաջարկվում է վերջավոր տարրերի մեթոդի ձևափոխված տարբերակ, որում ուղղանկյուն 
կտրվածքով ձողերի ոլորման խնդիրների լուծումը հանվեցվում է քաոակուսային Օրավրավորմաս 
խնդիրների:

А. H. BribUyan,V. V. Bar-scgyin. G. A. Gevorgyan, V. R. Manasajyan
A Modified b"r*al Ekments Method of Solving the Torsion of Ban։ with Rectangular Section

A modified final elements melhod is suggested where the problems of solving the torsion of ban with 
rectangular section arc reduced to quadratic programming ones.

Предлагается модификация метода конечных элементов, при котором решения задач 
кручения стержня с прямоугольным поперечным сечением сводятся к задачам 
квадратичного программирования.

С помощью вариационного исчисления задача кручения 
призматических стержней сводится к следующей задаче [3]: требуется 
найти функцию напряжения Ф, для которой взятый по всей облаете 
двойной интеграл

х=Й1Фг^Ф։|-20фЬ 111՛'*' 2 ОХ Сг оу
принимает минимальное значение, при условии, что Ф удовлетворяет 
граничным условиям рассматриваемой частной задачи. Здесь, <7(х,у) — 
модуль сдвига, 0 - угол закручивания на единицу длины стержня.

Решение задачи кручения составного стержня с прямоугольным 
поперечным сечением решим с помощью элементов четырехугольной 
формы, составленной из двух треугольников.

Рассмотрим двумерную область, которая разделена на
5 €/V = {1,2,..., и} конечных элементов четырехугольной формы с узлами

(фиг. 1). Узловые значения функции Ф для 5 —ого конечного 
элемента зададим вектором Ф’ = (Ф',Ф^,Ф^,Ф*)Г •

с
Обозначим через X величину функции (1) для 5 — ого элемента. 

Произведя интегрирование, выражение (1) перепишем в виде

Х'=֊(Ф’)гй'Ф’+(Ф’)гР, (21

10



/> =(I 2 2 1)г (4)

Очевидно. что для функции |1) имеет место
Х-^Х’-£(|(фУ 15)

Исходя из принципа минимума потенциальной энергии системы |4|, 
для определения искомых векторов Ф՝,5€ {1,2,.... п} получим следующую 
задачу квадратичного программирования:

ПШ1 У(^(Ф’),А'Ф +(Ф')' ^,)| условие совместности,

краевые условия (б)

Для определения касательных напряжений в треутхэльниках ут и 1тк 
соответственно имеем

т,л" -я'^ф՛3՛. т— -«:■*. <г‘)г -н’"ф՛“ р)
где

я-*=|° Чн-=р° 0 Ч (Я)

и« -хо °1 и 0 “ло -хо|

фм- -(Ф;,ФрФ^)г. ф^ -(ф;,ф;,ф;)г

11



Составим условия совместности в смежном сечении вдоль границы 
разделов 5-ого и (5 + 1) -ого конечных элементов. В зависимости от 
относительных размеров (длины границ разделов конечных элементы 
одинаковые или разные) смежных конечных элементов они пишутся в 
двух разных формах:

ф; = ф;*1 (9)

ф'=Ля «ли/, = ф;“ но)
Здесь, через Ф’и Ф*՜՛ обозначены соответствующие значения 

функции Фх и Ф'+1 г-ого узла. Для точек, не являющихся узловыми, 
значения или определяются по формулам определения значения 
функции Ф внутри элемента|3| .

Обозначим через Ф = (Ф1։Ф2>...,Фя)г вектор узловых функций, где 

п- общее число узлов всей области. Тогда, если в /-ом узле сходятся 
узловые точки г элементов. то между узловыми значениями элементов и 
компонентами вектора Ф имеются следующие связи:

Ф^=Ф,, yeг։/e^ = {l,2,...,zյ} (И)
Принимая во внимание эти связи, легко увидеть, что все условия 

совместности (9) автоматически выполняются, а условие (10) перепишется 
в виде

/4 = ФР= (12)

где через п обозначено количество тех узлов, в которых не все 
сходящиеся элементы имеют узловые точки. Условия (10) с учетом 
формул для определения значения функции Ф внутри элемента (3) 
перепишем в виде системы уравнений

/7Ф = 0 (13)
где Н —матрица порядка Яхи.

Пусть Р = Ря)'—вектор внутренних распределенных нагрузок,

связанных с заданной функцией 0. И = матрица (3) для всей 
области. Тогда, с учетом соотношений (5) и условий (13) 
перепишется в виде

тп։п^— Ф7ЛФ + Ф' Р| ЙФ = 0, краевые условия •

•
Введем обозначения

Ф, + л£><х>։ + л<«Ф, +...+Сф. = -ф», ■ 

ф։+л£’Фз+-+Сф, = -ф^

задача (6)

(14)

(15)

Ф„ 1 =“Ф2п-1л-։ л <л-1
в которых

Л<0> = Л,„/ еМ = Д2 =Л,„/ е {2,3,...,п}
=лу-,։ -СХ՜”-'՜ 6 м=о>2 е ('■.■•л}./« +1- 
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Поступая аналогично работе |2]. задачу (14) представим в виде

пйп{С? X + — XтОХ | .4% = 0, граничные условия}
2

(П)

Здесь Ф-(ФяИ,Фя>2
Ф\
Ф

— векторы -

столбцы порядка 2л-1; О -диагональная матрица

и С
О

порядка 2л-1; £> диагональная матрица порядка л , где

(18)

/-единичная матрица порядка Л-1; А »= (А։, А,,...։ А2я_։)-матрица 
коэффициентов системы уравнений - (15) и (13), где

Рассмотрим задачу кручения стержня с прямоугольным поперечным 
сечением. Стержень состоит из четырех различных материалов. для 
которых (7։ -(7, (72 -1,5<7, <7-, =2(7, (74 =3(7. Рассмотрим случай, при 

котором значения величин а = 7, Ь -10 и Л, + /ц-10. Для решения 
задачи используем сетку 10x16. как это показано на фиг. 2.

Учитывая, что функция напряжений Ф(х,у) на границе области 
принимает нулевое значение, граничные условия принимают вид

Ф(х,0) = 0, Ф(хД0) = 0, /е{1,2,...,17};
Ф(О,0 = О. Ф(17,х) = 0. хе {1,2,...,9}.
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Из остальных (ненулевых) узловых значений функции напряжения 
Ф(х, у) составим искомый вектор

Ф = (Ф(1,1),Ф(2,1)։..„Ф(16,1),Ф(1,2),Ф(2,2)„..,Ф(16,2)>..„
(19)

Ф(1,9),Ф(2,9),...,Ф(16,9))Г
порядка 144, в соответствии с которым, используя формулы (4). (5) и (6), 
сформируем матрицу жесткости /։ и вектор Р для всей области (они 
имеют порядок 144).

Для формирования матрицы жесткости Л и вектора Р. а также для 
проведения вычислений на языке C+ + написана программа. Используя 
эту программу, вычислены узловые значения функции напряжения (19), а 
также значение жесткостей, задаваемых формулой

16 9
УУф(м)

с = —------------- (20)
^(а+ЬХ^+Л^)

в зависимости от соотношения величин и /ц.
В табл. 1 приведено значение величин (20), для п =198.

Таблица 1
Л1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

10 9 8 7 6 5 4 3 2 1

с 0,0598 0,0646 0,0789 0,0994 0,1170 0,119Т 0,1042 0,0789 0,0562 0,0431

Отметим, что приведенные в табл.1 значенияС на 5—10% меньше 
полученных по методу (1).

Как следует из табл. 1, значение жесткости С принимает наибольшее 
значение, если горизонтальная контактная линия (фиг. 2.) проходит в 
непосредсгвенной близости от середины поперечного сечения.

Исходя из соотношений (8), находим касательные напряжения в 
треугольниках. Осреднив два напряжения в треугольниках и отнеся их к 
центру тяжести четырехугольников, получим улучшенное поле 
напряжения. В табл. 2 и 3 приведены полученные таким путем значения 
касательных напряжения для случая - 5,Л2 = 5.

Таблица 2 (значение касательного напряжения )

|1.619 1.602 | .243 1.018 0553 р.?33 5.671 1.054 0.599 0.221 -0.13 ֊0.49 Г0А5 -1.24 -1.88 г-2.12 -3.01
к.874 4.396 5Л97 2.995 2.515 2142 1.894 2.924 1.721 0.642 -0.40 -1.4$ -2֊$3 ֊3.67 -4.92 ֊6.39 -8.33
7.855 5.768 | 5.751 1.852 4.07 5.425 ^2.946 1.422 2.717 1.03 -0.67 -2.39 -4.16 -5.99 —7.95 -19.1 ֊116

1’10.42 ».087 7.787 р.59 5.480 4.541 4.00 5.643 5.09$ 1.43 ֊0.01 -3.29 ֊5.71 45.19 -10.8 -115 ֊113
11.44 10.05 5.671 ^7.328 Ь.01в 4.7»$ 5.284 7251 к.413 1.689 -1.0 -3.68 “6.4 -9.17 -110 -14.9 к 17.7

110.19 5.977 7.753 6.545 5.338 4.056 2.424 5.939 4.083 1.550 -олз ֊13 -$.74 —8.21 -16.7 ֊113 ֊15.7
р. 129 7.114 | 3.125 6.171 4.254 р.за։ 1652 [4.824 3.071 1.193 -0.7 -2.6 -4Д2 -6.48 ֊0.48 [40.5 ֊11«
р.овв 5.226 4.461 5.764 3.125 2.563 2.137 5.475 2.184 0.844 -ол։ -1.88 -127 -4.70 -6.1« *7.8 -9ЛЗ
В.902 ?.242 | 2.731 2.297 1.919 1.607 1.390 2.219 1.344 0.513 г 9.3! ֊1.14 -1.99 ֊186 -3.80 -4Л7 ֊6.2
1.377_ 1.100 ».922 0.774 0.849 ).$$ 5.495 0.787 1.461 0.174 •֊0.19 -0.38 Н0.67 -0.941 -1.29 -1.07 -122
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Таблица 3(значение касательного напряжения Ту-,/00)

1.619 4.84 7.685 9.947 11.81 13.41 14.81 16.54 18.19 19.01 19.01 18.48 7.13 15.04 1113 8.237 3.011

1.636 4.465 6.769 8.837 10.6 1109 13.31 14.68 16.02 16.74 16.81 16.19 4.89 1187 10.1 6.573 2.306

1.345 3.867 >.087 8.029 9.673 11.03 1113 13.32 14.47 15.13 15.19 14.6 13.35 11.43 В.847 5.644 1.948

1.223 3.57 $.685 7.518 3 031 10.21 11.27 113? 13.41 14.13 14.23 13.68 12.49 10.66 3.21 5.21 1.791

0.20 0.55 0.79 1.0 1.25 1.74 3.35 3.55 2.27 2.01 1.94 1.87 •1.77 1.6 1.36 0.98 0.37

1.05 3.04 4.78 6.2? 7.49 8.34 8.23 9.2 11.1 11.8 11.9 г 11.5 10.6 9.1 7.13 4.63 1.63

1.01 194 4.69 6.2 •7.44 8.35 8.9 9.82 11.0 11.7 11.8 11.3 10.4 8.87 6.86 4.38 1.51

1.04 3.03 4.84 6.4 7.7 8.73 9.52 10.5 •11.5 111 111 ■11.7 10.7 9.1 17.08 ■4.52 1.56

1.15 3.32 5.23 6.86 8.24 9.3? 10.3 11.3 •12.4 13.0 13.0 116 -11.5 9.9 •7.79 5.01 1.77

|.за 3.86 5.89 7.59 9.01 10.2 • 11.3 115 13.8 ■14.4 14.5 14.0 13.0 11.3 9.08 6.11 -122 |
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ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК .АРМЕНИИ

Մեխանիկա 58. N?3. 2005 Механика

УДК 539.3
ДИФРАКЦИЯ СДВИГОВОЙ ПЛОСКОЙ ВОЛНЫ в 

ПЬЕЗОЭЛЕКТРИЧЕСКОМ ПРОСТРАНСТВЕ НА КРАЯХ 
ПАРАЛЛЕЛЬНЫХ ПОЛУБЕСКОНЕЧНЫХ 

МЕТАЛЛИЧЕСКИХ СЛОЕВ
Григорян Э. X., Мелкумян А С.

Է. Խ. Գըիդորյան. Ա. Ս. ՄելքումյաԱ
Սահքայիե հարը ալիքի դիֆրակցիան պիեցէՎլեկտրիկ տարածությունում 

դոպահեո կիսաաեվնր? մետաղական շերտերի եզրերից
Դիտարկվում. I սահրային հարը ալիքի դիֆրակցիայի խնդիրը փոքր հաստության կիսաաեվևրց 

մետաղական զոպահեո շերտեր (էլեկտրոդներ) պարունակող պիեզոէլեկտըիկ տարածությունում: Խնդիրը 
բերվում է անալիտիկ ֆունկցիաների տ bump յա և (հիմանի խնդրի ֆունկցիոնալ հավասարումների 
լուծմանը Խնդրի լուծումը ստացված է փակ տեսքով 1հսամԱասիրված են դաշտի ֆիզիկական 
մեծությունների ասիմպտոտիկ վարքերը էլեկտրոդների զազաթների շրջավայրերում. Ստացվել են 
ասիմպտոտիկ բանաձևեր տեղափոխության '» էլեկտրական պոտենցիալի համար էլեկտրոդների միթև 
hbnnt տիրույթներում; Ցույց է տրված, որ ալիքային դաշտը բաղկացած է սիմետրիկ և հակասիմետրիկ 
խնդիրների դաշտերի ղամարից, որոնցից յուրաքանչյուրը պարունակում է դեպի կիսաանվեր? 
ալիքատարի ներսր տարածվող լոկալիզացված ալիք Մանրամասն nip յամր ուսումնասիրված է այդ 
ափիների ինշպևս գոյության հարցը, այնպես էլ նրանց տարածման արագությունների կախվածությունը 
էլէւկտրոդնեըի միթե եդած հեոավորաթյուէփց ե էլեկտրամեխանիկական կապի զործակցից; Սերված Ы 
թվային հաշվարկներ:

£ Kh. Gngocyu. A. Տ. Mdkumyan
Diffraction of shear plane wave in jnexoekaric media on the edges of parallel ce mi ֊in finite metallic strips

A problem of diffraction of shear plane wave in piezoeleanc media containing parallel scmi-infinite tbin 
metallic strips (electrodes) ts considered. Tbc problem is reduced to solving functional equations of Riemann's 
problem of the theory of analytic funaiont A dosed form solution of the problem is obtained. Asymptotic 
behaviors of physical quantities in the neighborhoods of electrodes' tips are investigated. Asymptotic formulas for 
displacement and electric potential are obtained in the far field between the electrodes. It is shown that the 
waveficid consists of the sum of symmetric and inti-symmetric problems* wavefields, each of which contains a 
localized wave, which propagates into the semi-infinitc waveguide. Both the questions of existence of these waves 
and the dependence of tbeir wav«speeds on the distance between the electrodes and cn the electromechanical 
coupling coefficient are investigated in details. Numerical calculations art presented

Рассматривается задача о дифракции сдвиговой плоской долмы в пьезоэлектрическом 
пространстве, содержащем параллельные полубесконечмые металлические слои малой 
толщины (электроды). Задача сводится к решению функциональных уравнений задачи 
Римане теории аналитических функций. Решение задачи получено в замкнутом виде. 
Исследованы асимптотические повеления физических величин а окрестностях вершин 
электродов- Получены асимптотические формулы для перемещения и электрического 
потенциала о дальней зоне между электродами Показано, что волновое поле состоит из 
суммы волновых полей симметричной и антисимметричной задач, каждая из которых 
содержит локализованную волну, распространяющуюся во внутрь полубесконечного 
волновода Детально изучены как вопрос существования этих волн. так и зависимость их 
скоростей распространения от расстояния между электродами и от коэффициента 
электромеханической связи Приведены численные расчеты

1. Пусть из бесконечности распространяются сдвиговые плоские 
волны Utle '**. Фое где
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ТТ _ -1(кхса!.&0-<куьтвс) ,». _ ^15 Д,)
и 0 — С • 1 и — С

и пьезоэлектрическом пространстве 
масса бтт гексагональной сим­
метрии, причем, ось 07 совпадает 
с осью симметрии кристалла, 
содержащей параллельные ме — 
таллические слои бесконечно малой 
толщины (фиг. 1). Задача заклю­
чается в определении волнового 
поля и в изучении волн, лока­
лизованных между электродами.

В амплитудах задача сводится к 
решению уравнений (1]

дс + л2и-о (1)

п
ЬФ = ~^к2и (2)

со следующими контактными условиями на линии у = а

ФЫ>^ =ф(^4^ =л(х). =^(*^)|^.о

=-*"«■ (*)•
и со следующими контактными условиями на линии у = -а

=ф(х-4„.-<=я. {*) ■ у(х-з')|р։.„„=£/(х^)|^.о

- °у (х’У)\г.'.<,=(*) •

где /\(х) = 0.(х) = О при х<0, а £_(х) = Л. (х) =0 при х>0, 

. ' & Э2 .. .
Д = —г + —С/ —амплитуда перемещении точек пространства, Ф —

Эх՜ ду‘
ди дФ

амплитуда электрического потенциала, ст -------амплитуда
ду ду

,х ди -ЭФ - 
тангенциальных напряжений, /9 « с15 - — £]} —---- амплитуда

ду ду
компоненты вектора электрической индукции, см — упругая постоянная, 
е,5-пьезоэлектрический модуль. —диэлектрическая проницаемость, 

к = (о/с — волновое число, с = 4°!р — скорость распространения упру­
гой волны в пьезоэлектрике, 6 = + е’^/б'ц , со - частота колебаний.

Для решения поставленной задачи введем функции
иг(х. у) = и (х, - о; (х, у), (р(х. у) = Ф(х, у) ֊ Фо (х, у) (3)
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Очевидно, что функции И'(х,у). <р{х,у) удовлетворяют уравнениям 
(1) —(2), но они уже должны удовлетворять и условиям уходящей волям. 
Применив к уравнениям (1) —(2) преобразование Фурье, в силу выше­
сказанного будем иметь

где /2(сг)= о՜2а '<р(а,у) - 
функций <р(х,у)

(5)

преобразования Фурье

/(о՜)“ , со< а <оо.

Определим то решение уравнения (4). которое стремится к нулю при 
|.У| 00. когда |<г| > к , а при |сг| < к представляет уходящую волну. Такое
решение имеет вид

уг(<7, 7) = й(а, >’) ֊ 2я^(<т ֊ к со50о) =

у > а

ЛДа)е-н’х'-“^СДа)ек’Хх>“), -а < у < а (6)

С(<7)ек’Ху'՞’, у <-а

где под /(ст) = 7сг2 - к2 понимается та ветвь этой функции, для которой

имеет место условие V(Т՞՜ - V —> |а| при |сг| -* ос,

у] ст2 - к2 = -1у[к2-С?~. В таком случае действительная ось будет 
обходить точку <7 - -к сверху, а точку <7 « к снизу (2]. Под 5(<т) 
понимается известная функция Дирака.

Теперь из (5) (р определится в виде

у?(<7, >') = Ф(<7, у^-^-е՜^^0՝՝ 2,т£(<7 -£со5 0п) = 
£н .

=^-м>(а. >>)+•
В(а)ев|, у>а

^о(сг)* ? °1 + Оц (сг)ео||,'‘о), -а<у <а

Р(<7)е!"“'+в>, у <—и
Р)

Из (6) —(7) с использованием контактных условий, после применения к 
ним преобразования Фурье, будем иметь

*15 П-\и) е-Ло}и

Ж Г (<5՜)26 /(<?}
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г(лл. ^(а) + 8_(а)е-л”>2‘‘ ■ е„ я„г.
(Ь26 /(а) ■СЛ°’-2С Х(а)

ам-».и.^я-и д.м-ад,№ 
РМ=.^м^».м ОдМ=.^)е№ ,.,

Подставляя Л(сг), ЛДсг), Л?(ст). £0(сг), С(о՜), С0(сг), О(^сг) и 

£)Дсг) в (6)~(7) и используя условия контакта при у = ±а, получим 
следующие краевые задачи Римана теории аналитических функций: 

<И;*-- *(<г) (9)

4=-^(ы.ва)б{а-*«^Л)-р՛^֊^ (Ю) 
И/ 2|сг| £֊п 2

где - со < а < со,

(И)

(12)

7(<т) = у(А<т)/А = л/сг-1. Ь = ак (13)

а Ае =е,5/^։|С е(0,1) -коэффициент электромеханической связи.
Для решения краевых задач (9) и (10) сначала необходимо 

факторизовать функции М(<т) и Л7(сг), данные выражениями (11) и

14.е-^)а> 
'7<<7)

1  е-^и' 

ч(<^)

Л/(сг) = |

1_е+1«_*։։|а|Ж=2

(12) . С этой целью, исследуя функции Л/(ст) и ?/(сг) на действительной 
прямой, приходим к следующей лемме:

Лемма. При любом значении коэффициента электромеханической 
связи ке е (0,1) справедливы следующие утверждения:

а) при любом - И > 0 существует одно и только одно значение' 
Оп.е^ОиО.-к»), такое, что имеет место равенство М(ао,) = О. 

Значение ст «= <тОу является простым нулем функции М(сг) и 

сгОд >• сг0 = (1 - А/) . Значение определяется из уравнения

где функция /дДсг) является монотонно 
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возрастающей на полупрямой (Тб[1,+оо) а также /^(сг)бС[1, + оо), 

Л<(1) = 0, Дт/„(ст) = 1.

б) только и только при h>ho(ke), где значение ha >0 определяется 

единственным образом из уравнения /(А) ^(1-е“2А )/(2А) = А2 

(отметим, что функция / (А) монотонно убывает на полупрямой 

h € [О,-ко), Нгп/(А) = 1, Пт /(А) = 0, /(A)g C[0,-t-oo)j существует 

такое значение <70e e(0,l)U(l,+co), что имеет место равенство

Это значение сг e <TOd определяется единственным образом,

является простым , нулем функции Л’(сг) и 1 <<тОы <ст0 =(1 -к* ) '2

, ( ч 7(<т)(1-е-2А) 2
Значение сг0о определяется из уравнения /,Дсг)г----—- --------- — =кк,

сг(1-е"*°2А)

где функция /ы (сг) является монотонно возрастающей на полупрямой 

сге(1,+оо) а также Д (<т) е С(1,-ко), Нт /А. (сг) = (1 ֊е’2А)/(2А), 

Пт/Дег)»].

Фиг. 2. График функции /л. (о՜) при разных значениях величины А

Информация о монотонности функций /АД<7), (сг) и /(А) в 
соответствующих промежутках, приведенная в лемме, играет важную 
роль при численных расчетах и существенно упрощает нахождение
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численных значений величин а01[, <70а и Ав. На фиг. 2 и 3 приведены

Фиг. 3. График функции /м (ст) при разных значениях величины А

Исходя из результатов леммы и пользуясь четностью функций Л/(ст) 

и #(<т). имеем: д\я удовлетворения условию уходящей волны 

действительная ось при любом А должна обходить точку ст - -СТ0< 

сверху, а точку а - ст0? снизу, а при А > Иа ) действительная ось,

кроме того, должна еще обходить точку ст — сверху, а точку (У « СГОа 
снизу.

Так как при С7 —> ±оо имеем
М(<г)-»(1֊*,2)/2. 1п 2(1-*2)“л/(<т) = О(<г՜2)

то функции М (о՜) и можно факторизовать с
интегралов типа Коши или с применения прямых и 
преобразований Фурье [3] —15). В результате имеем

М(а) = М. (а)Л/. (а), = (а)Ы_ (а)

(14)

помощью 
обратных

(15)

где функции Л/+(а), УДа) регулярны при 1та>0 и там не имеют 

нулей, а функции Л/ (сг), (а) ре1улярны при 1ша<0 и там не
имеют нулей.

21



Подставляя выражения (15) в функциональные уравнения (9), (10) н 
решая их с рассуждениями, изложенными в [4| —|5), где используются 
прямое и обратное преобразования Фурье обобщенных функций, а также 
тождество (6)

2лч 6( а - к cos 0л) =--------- ----------------------- ---------- (16)
a-Acos0o֊/O a -£cos0n+K)

в результате получаем следующие выражения для перемещений U(x,y) 

и для потенциала электрического поля Ф(х,>'):

и(х,у)=и։,(х,у)А-
е,, г y/J^Q е՜*"* а„ е^-А+е֊^-А
AG я £ (ст-cos0o)7(cr) М_(а) 2

С с-

2
da

Ф(х,^)=^4/(х,д<)-^֊(
е\ ։ 4 я՜ ֊«

лАг-Юе՜*” Г а0

(cr֊cos0o)|o-| М_ (ст) 2

2

r>i*w ՛
--------- da (18)

где сделаны следующие обозначения:
2еи 7е05+/0 а ■ о\ я 7СО53)+/0 • (и • а\ 

а^~ТП---------------------------------------------------- ТТ-5։п(Й51П^). (19)
Л<(СО5 0О) £„ ЛГДсО5^0)

Как в выражении (17), так и в (18) первое слагаемое подынтегрального 
выражения (с коэффициентом а0/Л/_(<т)) представляет решение 
симметричной части задачи, а второе слагаемое подынтегрального 
выражения (с коэффициентом Д/У_(а)) представляет решение 
антисимметричной части задачи.

В случае бесконечного слоя функциональные уравнения (9) и (10) 
примут следующий вид:

М\ 7 " = 2^~cos(h7sin^0)^(a-^cos^0) (19)
< к) 2|crj л. ՝ ' ՝ '

Л^( 7՜I = -2я7 —sin (fca sin )<?(<т - Л cos ) (20)
\к) 2|сг| £■,!

откуда
-/ \ г/ \ . е.. , л W3(kasmOQ} ։ .
g (а) + h (а) = 4л ֊^֊ к cos 0Q ----- ----- ----- 5(а-к^0<^

M(cos0o)

^(<т) ֊ Л (а) = ֊4^i cos֊ Л cos) 
^(cos(9։>)

следовательно.
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U^y) = U„(X,y)+'^^

Sin C7q

<cos(/։sin0o) +

A/(cos0o) 2

sin(ftsin0j е'”в(*^ 1еМ*)Ф™1

#(cos0o) 2i
^-ibcosS, (21)

cos(/isin0o)
Ф(х,Н = —l/(x, у)-— «п 7 «|Д M(cos0a) 2

_£*Н*1Ы \

#(СО50О) 21 }
следовательно, в случае наличия бесконечных электрических 
плоская сдвиговая волна локализованную волну не возмущает.

(22)

слоев

2. Перейдем к анализу полученного решения. Из выражений (17) —(18) 
следует, что напряжение (Уд. ограничено в . окрестностях ребер 
полубесконечных электрических слоев, а величины 80г, D0 и Ев в 

(23)

(24)

(25)

окрестности ребер слоев у = д,х<0 и у = -о,Л‘<0 имеют следующие 
асимптотические поведения:

Я, = ֊-sin- + 0(1) 
4 Y 7ГГ L

в- 2 U

D =£ц.^А. Д ^sin£ + 0(j)

где г и в являются локальными полярными координатами с полюсом в 
точке х = О,у = ±а (г = ^х2 + (у Т d)\cos0 = x/r ,sin 0 = (у Т a)/r j. В 

полученных выражениях верхний знак соответствует верхнему 
электрическому слою, а нижний знак соответствует нижнему электроду.

Применяя метод Лайтхилла (7) .к выражениям (17) —(18), можно 
получить следующие асимптотические поведения решений в слое |>>| < а: 

при кх 4-со

i/(x,^) = Uv (х,у) - ^-֊--------- . .-г֊- + ) (26)
V 7 uV 7 2G(l + cos0o)K(֊l) Ълкх V 7 / ՝

p
Ф(х, y) = _ll(7(x,y) +

*11
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+ —=—— 
2<Я СО50о 2л

(кх) 1 \п(кх) +0

1+е- { г+о
2 >/2л ке 1- со8#0՝ '

^•И֊<М)1 + е-2л
-^֊аяМ^0((к\х\) ),

£ а, собЬ [<тОл/у] (сг0,) 
^(сгО1-соз0о)^ М'(аОл)

СО5Ь[СО5^] о 
° Л/. (СО5 0О) . °

(27)

при кх -00 
и(х,у) = ио(х,у) +

*15

26

е^^соз^-юГ 
'Ч51П0а

соз[Лу 51П £?0] $т[Ау$1п0о]
Л/. (сО50о) 0 (сО50о)

4=0

е-*Нд<0

+

7^՜ е*’’* К(д-0,)со5Ь[7(ст0 )*/] +
(</[Л/(5)7 («)]/*)[ _

>/о՜ е՜^-1* Н.М 

0 <7Оа֊со50„
Л>Л

е1’1* ейа„ 

2у[гг <ХК0„
СО5(^)(^|х|)՜’"

Ф(х,^) = ^/(х,у)֊ 
*11

00*0

00=0

։_____
2у/со5 0О + /0

$1пЬЦсо5^0|Лу] 

ЛЦсо$0о)

I ДбшЬ^Ау] ЛЦао,) 
2(<*0«-СО5б’„)Д7 ^'(CT0^)

е-^ ^. А>А
<2 . + б((А|х|)՜^) (29)

Как видно из полученных асимптотических выражений, в слое 1ура 
между электродами в отрицательном направлении оси X 
распространяются две волны, соответствующие симметричной и 
антисимметричной частям решения задачи. Обозначим их скорости через 
ст=сд(Л,^) (симметричная часть) и са = сс (И,кг) (антисимметричная
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часть). Проводя соответствующий анализ зависимостей Сх и са от 

величин Ь = ак>О и е(0,1), получаем следующие

результаты, где через обозначена скорость локализованной волны в 
случае наличия одного электрода [5], а С ■- (й/к — скорость распростране­
ния падающей волны:
• Волна симметричной части задачи, распространяющаяся со скоростью
с,, всегда присутствует и cs < .

• При любом фиксированном Аее(0,1) существует такое число 

А,՞“" >0, что с,(Л) монотонно убывает в интервале Л € (0,ЛГ ) ՛ 

достигает своего минимума при h - А,՜11՞, монотонно возрастает в 

интервале h € ( А”ш, со ) и lim сх ( h ) = 1 iт С, ( h ) = Clix. Значение h """ и 

соответствующее значение минимальной скорости с™я определяются 
выражениями h''"' = (о՜77(ст)) ln (1/Ær ), c™n=c/(7t где а является 
единственным корнем уравнения
/7(<т)-Ас2(7 + (7((т)֊<т)е=0 в интервале <те(1,+оо).

• lim А,ти (А)-оо

• Отношение с™п (ке)/С{ос(ке) монотонно убывает в интервале 

А,е(о,1). При этом нижняя i-рань отношения 

Гг//пс = »ц<*(м/мм] является единственным положительным 

корнем уравнения е՜1, ' =х՜ -1 и численно приблизительно равна 0.884.
• При любом фиксированном А,б(0,1) волна со скоростью са 

присутствует только и только при Л>Ао(Ае), где ha является 

единственным положительным корнем уравнения 1 - е՜՜'1 = к ‘ 2А .

Волновая скорость СО(И) монотонно убывает в интервале Ае(Аи, оо) и

-(А) = С' (А) = ^ ■ так что <С. < с. _ 

• При любом фиксированном А>0 волновая скорость 

монотонно убывает в интервале Аге(0,1) и limct(Ae) = c, 

limc,p,) = 0.
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При любом фиксированном /г > О

присутствует только и только при к}

волна со скоростью с

1-е՜2* _
2Л

. Волновая скорость

Са (А,) монотонно убывает в интервале ^.1
2Л

и* е

|™„с.(Л,) = с. Птс,(Л,) = 0.

2А

Точные грани, между которыми отношения и Са!скк могут
изменяться независимо от пьезоэлектрического материала и независимо 
от расстояния между электродами, являются соответственно и

где величина г։.1ос была введена выше и г։;1а. -0.884.

• При любых ^е(0,1) к А > 0 имеет место следующая цепь 

неравенств: с™ (А,) < сг (Ь,к<) < (кв) < са (к,к,) < с. где са(к,кв) 

присутствует только при И > Иа (Аг).

На фиг. 4 представлена зависимость сз/с от А при разных значениях 

ке, где видно, что см/с имеет минимум в некоторой точке Л”1".

На фиг. 5 представлена кривая зависимости величины от ке, где 

еще раз подтверждается, что Л"’ш (£«)”* 00 при кс -*0.

На фиг. 6 представлены кривые отношений С™ (к,)/С и в 

зависимости от коэффициента электромеханической связи ке, а также
заштрихованы области изменения отношений С^И^к^/с и С^^к^/с.

к, =0.9

А, =0.95

0.2

0.5 1 *1*5* Т"՞ 2 * *2*Г 3 Л

Фиг. 4. Зависимость сз/с от А при разных значениях ке

26



Фиг. 6. Области изменения волновых скоростей

Фиксируя любое значение коэффициента электромеханической связи, 
исследуем поведение точек с, (^к^/с и са(И,кс)/с в зависимости от Л 

(фиг. 6). Как следует из вышеприведенного анализа, точка с\ (И,ке)/с при 

/։->0 стремится к кривой с^к^/с. При увеличении значения Л от 

нуля до бесконечности точка с,(И,ке)/с сначала опускается от кривой 
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С^к^/с К кривой с™(к()/с, достигает ее при Л = Л™“. после чего 

опять поднимается к кривой CllK.(kf )/с и стремится к ней при А—> со. 

Точка же Ca(h*ke)/c появляется только при h > ha . При h~* ha +0 

она стремится к единице, а при увеличении h от ha до бесконечности 
точка Ca(hjcc)/c только опускается и стремится к кривой Clw.(kt)fc при 

h—>со. Тем самым, точки сж(ЛДе)/с и ca(h,ke)[c при разных 

значениях kf и h полностью заполняют соответствующие 
заштрихованные области на фиг. 6.
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ՀԱՅԱՍՏԱՆԻ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԶԳԱՅԻՆ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԴԻՐ ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИԱէփոսնիկա 58, №3, 2005 МеханикаУДК 539.1
РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ СОУДАРЕНИЯ УПРУГИХ ПРЯМЫХ 

УГЛОВ, ОГРАНИЧЕННЫХ ПОЛУПЛОСКОСТЬЮ ИЗ 
ДРУГОГО МАТЕРИАЛА, ПУТЕМ ЭФФЕКТИВНОГО 

РЕШЕНИЯ СИСТЕМЫ ВИНЕРА-ХОПФА

Мартиросян А. Н.
U. Ն- Մարտիրոսյաք»

ЦД ճյուրնյփ՚յ րսւղկացած աօաձղակաէր կիսահարրարյ*ւ66երով սահմանափակված ուղիղ անկյունների րախճան խնղրի լուծուձքէ Վիճեր Հոպ>ի համակարգի էֆֆծկէոիվ լուծմաէ» ճանապարհովՆերկա աշխատանքում րերված I այլ աոաձղակաճ հաստասսսնեերով կիսահարրուրյաս ստորիս Ճա1|եր1.այրի երկւաևքով սահմանափակված աօաձղակա(> ուղիղ աճկյուճնհրի րախմաԱ վհրսւրերյալ խսղրի [ուծոէէ1[ւ Տրվում է Վիներ - Հոպֆի հավասարրոէԱյհրի համակարգի էֆֆեկտիվ (ածումը I, էւակսպարմ իետեղրւպ ձևավտխարյաս միջոցով լուծումը րերվում է Սմիոսով Սորոլևի տեսյւի՜
A.N. МвгИпмуап

Thr idution of problem of հոր* c< direct elastic coob bounded by KalfpUne from another material hy the 
efTrcthe mrthwi of Wiener Hopf

In prêtait papa the locution of problem of impact cf direct angle* bcuivkd *։th halfplanen of other elastic 
conrtamh nutenab n done The dfrxtive loIj’.kxi of Wiena-Hopf ryaUrr. ukI icversion of integral txanilormant* 
Ui lain cf Saumov-Sobo'.ev u carried out

В ■лстоащсА patkire дляо решглже задач« соуда}я-амм уоругжх прямых углов 
огрсвжчйжвых вдоль жмжие* ооверхяоетж полу пасх: костью с другпми упругими 
□остомвиммя Дастся эффектжввос решемве системы Вжжеро-XoDqbi в обращение- 
иитегральиых трансформант в форме Смиряема Соболева.Задача о соударении углов при наличии свободной границы методом Смирнова-Соболева решена в |1|. Соударение углов и полуполос при наличии жидкости, граничащей с ними, изучено в (2.3J.Задачи соударения тел с преградой решались в |4|, а при наличии опоры методом Винера-Хопфа и обращения интегральных преобразо­ваний с приведением решения к форме Смирнова-Соболева решения получены в (5J. Решение ряда смешанных граничных задач теории упругости дано в [б-10].Рассматривается задача соударения упругих прямых углов с одинако­выми упругими модулями, снизу ограниченных упругой полуплоскостью ил другого материала, причем на части границы их раздела имеются жесткие опоры. Выберем ось х по нижней границе углов, начало координат 0 на границе опоры. X < 0, у = 0 есть заданная полу- бесконечная опора До соударения принимается, что прямые углы с кользят по нижней полуплоскости поэтому ее можно считан, неподвиж­ной После соударения в одномерном случае между волнами перемещение равно нулю, поэтому после соуда|юния в двухмерном случае между волнами перемещение равно его возмущенному значению U. Вместе с тем. в одномерном случае между волнами нормальное напряжение равно
К —° И {at - Ix']), х' = X + Լ I ճ 0. где ± И - скорость тел до 
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соударения, Н(() -единичная функция, поэтому полное нормальное 
_ _ .. ди(.напряжение в двумерной области между волнами равно и +л—-. 

дхПосле соударения между волнами верхняя и нижняя полуплоскости сцеплены. Граничные условия можно записать в виде (у = 0).
а»- “°։>уг „дУ 2дУ ^ди0}

К------+ а— + К—- =р.V дх ду дх; ։
1\ ,-------- Г- С1. -----1 & 8у

.2(дУ ди}О =ро -----+------ = РАк зх Ф ,1 1 А —

дх &У >
~ а1ху

и = иу,У =
оИ + а(/=^ + ^ = 0У = Г|=о
дх ду ду дх

х <0

х>0 (1.1)

V, 1}у, У, Ух - 0(-^х2 + ) (условие на ребре)где К = а2 -2Ь2, а, Ь и р — скорости продольных и поперечных волн и плотность, и + «0, V — компоненты смещения вдоль оси х,у в углах.
и0 — решение одномерной задачи о соударении полуплоскостей, индекс 1 относится к нижней полуплоскости, и у, У} —компоненты перемещения в нижней полуплоскости.Решение уравнений теории упругости при нулевых начальных условиях для I/, И, I/. ,Уу и граничных условиях (1.1) ищется в виде преобразований Лапласа по времени / и Фурье по х. Для преобразований Лапласа можно записать

У,Й = ^ |л„В„ехр(<ах+гул>-)г/а (1.2)

(Л. К, = £ С„, Л), ехр(;ах + ^,у)Оа. 
Iгде согласно уравнениям движения

(ог-6;)аг^ (о,2֊?)аР,

где 5 =/СО —параметр преобразования Лапласа.Вводя еще функции от а, аналитические в верхней и нижней полуплоскости
1 0<!•(«) = —{(а)г֊0Ьу)|,։Ое-'5'Л

2 71 „ 1
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%(а)=а^1>-ос՜՛^

’/'(а) = ֊Р^^ = ^|и|у.ое-Л

можно из (1.1), учитывая что преобразования для —имеют вид [5| 
дх

§ = е>_0

дх 2ща - о / а/в
(1.4)где две черточки обозначают преобразования Лапласа по I и Фурье ио х, получить уравнения

^3֊ - 2Ь2!аАг + К ֊ 24,’гх։
а дх р ч а ,

Рб!(2/гЛ +^)=-с; = Рд’[ ард +^-С։ 

Уг к Рз 7я,+л, -с, -с, = сг, 4 л, А = к-=^с, -£-с։

а у2 а (32®: о֊2где Х = ֊т֊2а • 
оРешая полученные системы уравнения относительно А],А2,СиС2. можно получить систему Винера-Хопфа

а

К дй0 _ Я
-^82֊— РГ1 у; & ру;

(1-6)
Систему уравнений (1.6) можно записать в матричной форме задачиГильберта 113.11)

где Ф* = Я4к РУ|\
Ф‘ =(7Ф՜ +£

(х-2г,Гз)^-֊(х,֊2№)֊^-Г,® ₽1® -П,

(1.7)
( о

г - (*)’ г
Л2 , 4^2 50
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«,= (Р.Р։ +«’) Р 7,Уг+аа
Р|/®։Р, у,®2»

у,. Л(а) = 4а2?|у:+х2

'Ь*К(а) , <УрЛ(а) 
у,®: рР,®2

Л,(а) = 4а2Р։Р, 4-х2Решение задачи (1.7), ограниченное на бесконечности, дано в |13| ввиде
ф(ол ЖгСПОЖ 

2и £ С-а (1.8)
где матриц-функции Х(а) удовлетворяют однородным уравнениям

X' (а) = С(а)Х-(а), 6(а) = X* (а)(,Г(а))’Как показано в (13|, уравнение для ^(а) можно записать системы Фредгольма
С֊агде у(ос) есть асимптотическое поведение %(<*) при а —>=с.Уравнение (1.10) с учетом (1.7| имеет вид

(1.9)в виде
(1.10)

Х(а) =

< 'сн
-Е

|ЧК)
1 аг- 1С21

с22} и к)
(С-а)

(111.)

где Е — единичная матрица,
4ак, = /?,(ако(£)- ?,(<*)£, (О/(^)

Фкп=л(«)?։(С)-л(«)й(С)
^(«ки = -&(а)/(аЫО+£о(а)#Д0/(С) <”2>

</(“кг = -£|(а)/(а)£,(0+гп(«)&К)

</(а) = ^;(а)^։,(а)֊^2(а)/(а)

Обозначим еще Х'(а.)-
*и ^12

<х2։ х22
(1.13)

-Ии (а) -ИнС“) 
Л (а) Уи(“).

Факторизация матрицы С'(а) для больших а, для которыхр։; -/а, У12 «/а. т.е. для случая рациональных коэффициентов, дана в(131 и имеет вид О = X' (а)(%-(а)) 1 . где можно считать а ~ со
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(114)
%(oc)=G-'(a)

՝2Ъг\аг -2b2)
+ 2b2(a2 -2b2)la2 Jпри этом в (1.11) y(a)«X"(a), которая дается формулой (1.14).Тогда (1.7) и (1.13) дают

I РУГ > 1

2ти- .илл(<ж-а
(1.15)

4(0 =
К ди о△у։* дх

При a ~ со получится (1.16)
р

I Г=1фдА 2» дПереходя к обратным преобразованиям .Лапласа и Фурье, получим при ^ = 0, х<0 (12) 
pdt 2я/Д, { J«2w (1.17)

где заменены через цсо . a-через аса. Вычисляя интеграл по 5 в формуле (1.17) и затем интеграл по а, можно получить решения в форме Смирнова-Соболева. 33



Из формул (1.5), (1.16) можно получить выражение длякоэффициентов Ап,Сп в виде
А ֊ ‘а* I А - 2Ьг^-У՜ , п- 

’ о’у, р й’у, ’ 2 со2 <а2р ’

С - % , ^“х^՜ с 2А12“р2(Л՜ . 'А „
й 0, р, й2р, 

= Яе | 
5' Р я 1где понимается конечная часть интеграла. Поскольку при а «со, у (а)« %՜ (а) = 6՜’(а), которая дается формулой (1.14), то (1.11) дает систему уравнений Фредгольма

Уп(5)1 Л. =-[£Д11 п.19)

со р։(О

^(C.-t/xY-x)
(1.18)

2™ L С - Ct
у (т 1 М+зд.Ю-л.К), 

<֊а

А a i ia* J

уи(ô) —L [смУ՝г^+с^^~У.^)с^ = (: 

2я/Д Ç-а I.
_1_
Аа,2

Разрешимость системы (1.19) показана в (13). При этом интегралы понимаются и смысле главного значения. Поскольку X' (а) = С(а).¥՜ (а). имеет место соотношениеГхн _(Ко У}\ (1.20)
Iх« х22) 1^./ 8г АУ 21 Ух)откуда для произвольных С, по известным из (1.19] найдутся хйК), т. е. уже можно из (1.18) найти а^. в замкнутом виде. Поведение напряжения при х—>-0 имеет вид од>. = 0(|х| ՛ 2), что соответствует поставленному условию на ребре.
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ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ

ЦЪ|ши(фЦш 58. №3. 2005 Механика

УДК 539.3
ВЫНУЖДЕННЫЕ КОЛЕБАНИЯ ДВУХСЛОЙНОЙ ОРТОТРОПНОЙ 

ПЛАСТИНКИ ПРИ КУЛОПОВОМ ТРЕНИИ МЕЖДУ слоями
Агаловян Л. А., Погосян А. М.

L U. UquqmJjwG. < V. ^nqnujwü
bply bptn орртлрпщ ишф um{tu|txpu^tu<i utwinuilinidbpp /Lpu>bp)i ЦпцпЬ|и<& ;ф4шй iun^ui|n։p|u։li 

rjbuqptnd

l!u|iihipnnin)>M dbpnqnil (т0Ци»0 t oppninjinuf ишф иифирщшфии uuuuiiuUindUbp|> ։|bpu»pfi|ijui[ 
uinutdqiulpuUnippuli inbumpjiuU bnuivunfi fulir^pp. tpp /Lpmbpp iJpyL tpn Цпцпй;ш11 ;t(tntd
НргуЦтд t pupnidülpp J»b(jqnpp L mtquiijuijunipjuiU <|titpnnp{l piui)mqpp;üLpfi iuu|idujuinui|ilpuO, 
ЦишшцЦшд I bu^lpuiqpnU црпуЬы iu(ibwiui dWnipjruLULpp npn;L[m Ьим1шр; UuiuMjt|mO t |ubiip|i 
plirfhuHinip uiufidiqtnninpl^wlfuiL prötinip. duiuUoi^np rpuuft |и1лфрЬЬрр hunkup ииничфид LU фшЦ 
[niftnttlUbp. I.^QuiÖ LU nLqnUuiUuf։ uic-uyiuq durii uquijduikbbpp

1- A. Achaloryaa, II. M. Poghatyan
The Forced Vibration։ •< Two-layer» Orthotropic Plot« al Coulomb Frictio« Between Uy er»

Tbc ih/cc-ditncrBtiojMl dynamic problem of the elasticity theory on forced vibration of oithotropic plate al 
coulomb friction between layers <s salved by Ле «sympaotic method The wymptoEic* of »Ire.« tenwr and 
displacement vector components ut found The value* determinauoa of Ле iterative proce» for sought is built. 
ГЪе common asymptotic solution of the problem a found. Ihc closed solution for particular type of problems is 
found The resonance arising cooditions are esublshed

Аснмгпотнчссхнм истодом рсилма трсхмерки дишми-ссиа иддчз теории упругости о вынужденных 
колебание* двухслойной орготролиеЛ пластин» при гу.юноюм трении между слогми Найдены 
кммггтагихи дла компонентов тенэор» нлзркжениЯ и вс*-торе перемещена։, построен итерационный 
процесс для определен« истомы* величин НаА«ено общее асимптотическое решение задачи, длл 
частого тнги задач получено мыогутое ре-щенне УстгпОЛ-'еяи условна аознмкноеенял резонанса

1. Для определения и анализа напряженно-деформированных состояний 
тонких тел (балки, стержни, пластины, оболочки) в последние десятилетия 
широко используется асимптотический метод решения сингулярно­
возмущенных дифференциальных уравнений. Асимптотическим методом 
статические краевые задачи изотропных и анизотропных тонких тел 
рассмотрены в [1.2]. Для решения нсклассических краевых задач, когда на 
лицевых поверхностях тонкого тела заданы вектор перемещения или 
смешанные краевые условия, этот метод оказался особенно аффективным [3- 
6]. Асимптотический метод эффективен нс только для определения решения 
вышеупомянутых задач, но и для решения динамических задач, в частности, 
для определения решений о собственных и вынужденных колебаниях 
однослойных и двухслойных балок и пластин [7-9].

В работе рассматривается задача о вынужденных колебаниях 
двухслойной ортотропной пластинки
D-((x.j’.z): (x.y)eDp, ~h2 szih,. h = max(/i,.Aj)«/j при кулоно- 

вом трении между слоями (фиг. I).
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Фиг.1
где £>э - плоскость между слоями, I - характерный тангенциальный размер 
пластинки.

Требуется определить решение системы динамических уравнений задачи 
теории упругости для ортотропного тела:

при следующих граничных условиях:

+5а' д2ик

йг дг Л д1!

3<т4Л дак д\*

дх 5у А дг2

а< да1.. д2^

дх дг А а/2
ди1 ди* 

ь---- =
дх

дык ди

ду дх дг

^-=а1Х+«+а.*Х

+ а!,<< (1.1)
ЧУ

~Т՜ “ + +

“//(-Л2)-“”Й,т1)ехрОО/) (ы,р,»у)> <=֊,7=у при2 = -/т, (1.2)

и‘( М"у/( М = *'( М"0 ПРИ 2"/։1 (13)
или

при 2ш/։1 О-4)
где И- частота вынуждающего воздействия.
На поверхности контакта г = 0 заданы условия неполного контакта между 
слоями:

\у‘ ( 2 = 0) - м>" ( 2 = 0)

С<,(г-0)-о"(2-0)

<(г = 0)-« г-0)- Ш г = 0)

о'„( г = 0) - о" ( г - 0) - /Х( 2 “ °)
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Для этого класса задач граничными условиями на боковой поверхности 
обусловлено появление динамического пограничного слоя. Эти условия нс 
влияют на решение внутренней задачи [8], поэтому их конкретизировать не 
будем.

2. Решение системы уравнений (1.1) при граничных и контактных 
условиях (1.2)-( 1.5) будем искать н виде:
(и‘,1'А,и/) = (и*,и*,и* )схр(/ЙГ)

^(^У»2^)" Од(х,у,х)схр(|Й0 а,/? = х,у,г; у,А =1,2,3

к =1,11 (2.1)
Затем перейдем к безразмерным координатам и безразмерным компонентам 
вектора перемещения:

г X у г х Л
*=7' п I’ ^7’ с=7
\ . «5 , (22)
(У* =Г£ Г* = —, = -£-

/ / I
Подставив (2.1) в преобразованные уравнения (1.1), получим следующую 
сингулярно-возмущенную малым параметром е = А/1 систему:

^■ + ^ + в՜1 +Е-гр։£2.гУ‘ =0, (1,2,3;</.У,И<)
ст] дС,

+ а^и+(5,п;и,Г;1,2)

_։ 4 । 44 4 4
е ֊—= опа||+а,։а„+а„оТ1 

«э
(2-3)

к * аг* * *
-Т~ + е + =
д\¥

+ Е

й: ■֊ /гй2, к = 1,11
Эту систему будем решать асимптотическим методом. Решение будем искать 
л пиле [2.9]:
< -е-'-'о!* ”, и։ (иу^) ,т = ол, к =1,11 (2.4)

Здесь и в дальнейшем обозначение 5 = 0,^ означает, что по немому 
(повторяющемуся) индексу л происходит суммирование в пределах [0, #].

Подставив (2.4) в (2.3). получим рекуррентную систему для определения 
а^Л|, У'^‘\

Решив эту систему, получим:
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о’4'” = ֊

ст<4-”= —
” а*

дУс°-п Э£/“'-п

ас/“-” аи'։и՝”1
ад ъ J

а; ап J
о(*3) = — 

аи
(М) _ А . ди'*՛'-" дУ'*՛”"

(2.5)

а аи'<,л> а ди'*՜" . ау<м*п
1՝ V 'пХ м» * •*

(4.0 
°М

•՛՛ . аа։м’° .4

где

4։ А ’

4 .
А։ А ’

А ■ о։։о։годя + 2апа։>аг,

а։:а^ -°г 
А 

д.\дх» -<А 
А

4‘ =°..дп-Ц.
А

<* = апа՛' ~ а''а-' 
А (2-6)

“ап

Функции [7“'”, V10’, 1У<1з> определяются из следующих уравнений:
а։у(М)
—-+<р4П.1/^’ =

а-'и'“’’՜11
___ ___ а,

ЯМ*-*» ачу“’՜”
■ _ ...-----а.

ап
ал? ”

(2-7)

а։и։о” , а1у։о” к = 1,11

Решениями уравнений (2.7^являются:
1/։М) (^л.^) (28)

где величины с индексом “О"- решения однородных, а с индексом “ г ” - 
частные решения неоднородных уравнений (2.7).

Решениями однородных уравнений являются:

Уп‘։” -С:1-’>а,п)5։по;ОХ + С!>-”(^п)со5о!ОХ (2-9)

^^-сго(^п)улв;рх+с10>(^п)со5о:ах

ад м а— +
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следовательно,

У<м։ »С;‘’։>®>т])япа;йЛ + СГ’։)Й,-п)со8а5йХ + К<4-։)(^т]Х) (2-Ю) 

= с;‘'Х^п)51П афх + С<*‘։)Й,1])со5а!йХ + И^&пХ)

3. Удовлетворим граничным и контактным условиям. После 
удовлетворения условиям (1.2), (1.3), (1.5), получим три алгебраические 
системы относительно неизвестных функций С/4л), к = 1,11, / = 1, 2, ..., 6. 

С։‘''’(£,т1)։тО1'ЙХ, +с;'-’Й,п)со5й1'йХ, - -У,՛' ”« Ч.) 

<''-^,П)51па"ЙХ! + С;''-1>(§,т1)со5а |',йХ1-У’',>-У:''и>К--?2)

= й,։Г’К =0)-А,','”К =0) (3.1)
У У

п- &։,л>^т՝) -п)=/ь^ =о)-ь:1-<к=о)

СГ՛1«՜.?) - - И'/"֊"« =0) - - 0)

с;'-’«,7>пв;а.<, ^с^х^со^а.^ = ^,՝'-хс о
У4рАС;'■•՛«, 7) - Г!) = 6"'-’« =0) -/>;;■՛« = 0) (3.2)

֊С"'"К,,;)51паА.<, +С'""(г,7)со5а,"й.<. ~ И'՜”1 -IV1"-"« .-£)

С!'"«л)з1па!й«, +СГ«Л)с05а!Щ', --V,՛'"« -£,)

-с!""«,7)51о«"й<+С1"'’«л)со5а;'й4; - г-"1-к'"->1«=֊<։)

й.

Й. =*"'"«=о)-й;։'"«=о) (з.з)

где

^-т=у, И'-<«>=^_։ 5-0, (У.У.И')

1 Гэу՛՛-" аи'1'-"] 1(։„ 1 гаг1*՛’ аи'“>|,1-г[—:—1—--------1, />•’ = —(—։— +------------

..... .. .. 3^-""
I, — А..------------А.,.--------------/1,. ■

‘ дг/
Решив систему (3.1)-(3.3) и подставив значения С։Мд> в (2.10), получим:

(3.4)
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X 
cosa'Q.Ç,

Մր֊’)(^=^)0ՕտՀԶՀ

ZC’K =0)֊Հ,'յ)(հ =0) + ՀՀՀԶ. Çfen) I*
(3.5)

X

^” =----- rcr-'(^n)sina:n.(Ç֊Ç,)- Հ<'->(;=Հ,)օօՏՍ:ԶՀ]-4.ր *>(^ոՀ.)
ՇՕՏՀԶՀ, լ

1Г։М = ՋՏԽՀզՀՀ-^-^'ՂՀ=ՍօօտՀԶՀ +^<'-’(?,ՈՀ) 
շօտ^ԶՀԼՀ,

Ս'°'" =--- Ն^[Հ""&ո)տ1ո ՀՈ. (Ü+ÇJ +
cos a, ԶՀ3 լ

+(y-<->_i/;»->(Ç=_Ç։))Cosfll"Q.Ç] + £/,’"”K.n.ô

ր«"=—l— [cr’fen)sin«;n.(^ç!)+
ՕՕՏՀԶՀ,լ (3.6)

+ (у-Й _ у.«,>({- = _ £ ^օօտՀԶՀ] +

",1"՜'։ =------ 4>sin °" Զ՛ (Տ + C : ) +
COSÛ, ԶՀ. լ

+(и'-"1 ֊հ՛՞՛՛հ։; —լ))սօտՀզ.?]+1Հ(""(5, ո, ç)
где
I1,’’ = [-(^.""’K =0)֊ Հ" ‘Ղհ = 0))ւ-օտՀԶՀ, -Հ՚"’(; = ç,)]x 

xT^n. ՕՕՏՀԶՀ,+[(fc«”(Ç=0) ֊ծ;:՛"«; =0))sin ս՞ԶՀ! -
=_ Q) 7հ^Զ. ] cos ՀԶ.հ,

ձյ = s/4"P,A «>տօ"ԶՀ։ sin Հա;, + 74'Р, л sin Հ'ռՀ: £ՕտՀԶՀ,
1 Г’^ G7՜

c1l'"l(ç,n)=^ Հձ;:-։(հ=0)-«;;-’4հ=0).+ՀՀՍ;Զ.^֊ U
42. 7 V Pt

«,7)ծէ(ր« = 0)4-ձ1 (3.7)

Հ'”(Հ. t) = 4֊ J֊ (Հ*»"’« =°) ՜ ձ»՝։« =°»+Лл/ՀՀ V
Տ2. y pt
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=֊֊,F  ̂(֊C"(<=o)+“«=o))+J-^Ц-с;'-՛«.??) 
п. У pu У P„au

<Т>(£Л)=.^-
Л,

'Kp՛ =q)+/>;;-՝« =q)
՝ (-’")=a:^՜ V^a

Решения (3.5),(3.6) будут конечными, если
cosa‘Q< *0, / = 1,2,3 /=1,2 k~I,H

‘ ' (3.8)
Л, *0

Условия (3.8) будут выполнены, если Q не является частотой 
собственных колебаний [9], в противном случае будет возникать резонанс. 
Формулы (2.Y), (2.5), (2.10), (3.5)43.7) позволяют определить все компоненты 
тензора напряжений и вектора перемещения с заранее заданной 
асимптотической точностью.

4. Рассмотрим частный случай, пусть
u*-const, V՜-const, w -const (4.1)

При s = 0 будем иметь

______ 1
coso'Q.^, A,

cosajQ.f, sin a'Q. (f-£)

Гм>=_/cosa;Q<,sina;tX«-<,) (4.2)
A,cosa;Q.<,

A,

lytllW _ 1
cos<Q.<2 '

. -w "',f'ylA:՝A'"a'^^c0Sa'>n.t;tsin_a,"n. «■+<,)+£/-<">cosa,"n,<

у <«.<•) 1 x
cosa"Q.<j

(4-3)
cos^Q.^sin<Q.(<+<г)ч cos<Q.<
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_____ v
cosa"Q.£j

x Л '"'/^•■cosafoC, sina”n.(£ + ;,) + »'•'“>cosaJ'Q.C 
A,

Из (2.5) при 5 = 0 учитывая, что 0՞ = 0 при /п<0, для компонентов 
тензора напряжений получим:

1 аг/'*-'1’С’=о, о՛,՛/՝1 -^֊г-

aw“։0> aw1*3”_(*.<•> _ _ X' ow „<».”> _ _ Ji rlL-----°՛՛ - Л՝ Л a; ’

i аи(*0) п(*.о) _ _L£____
” °“ (4-4)

a” a;

Несложно убедиться, что при s > 0
(/<I’’>,V'<*",),W<*',> - 0, (4.5)

о;;”-о, а = /,//, G j = 1,2,з
поэтому приближению s-О соотвсгству<ет точное решение: 
величины первого слоя —

«’ =-------- 1------k,ZX4Xp,ACos<W, sin a'й.(£֊<,)Схр(О)
cosfljQ.^ А,

V' = - Л W cos«1П4,Sinа'։Я.«- 4,)ехр(։О/)
Д, cosa։u.£։

»' =-W ^^П,япД;я.«-<,)ехр(ЮУ)

А,
<=0 '

= (С_^)ехр(о) (4.6)
ЛД,а„ cosatQ.^։

о = » со5а;ял,соза;я.(^-<,)ехр(0)
hau^ cos а,£2.^,

< = А,^ W у/^а;а: cosо,п {с _ )ехр(/й/)
АД,

а, w cos^Q, )схр(О)
ЛД,

<=-Д| W cosaiQ.fc-^JexpGQ/)
ЙД, 

величины второго слоя —
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и" =-------'--------
cos а, Զ.հ2

и- հՀհհհ^զ.
А,

cosՀԶ.^sina"Զ.(ц + ^г) + м շօտՀ'ԶՀ схр(О)

I
շօտՀԶՀ, *

И1՜ /ճ' 4" а" О Զ
՜.--------- 1 1 '—-cosa;n,Ç,sinû"Q.(Ç+Ç)+v՜ cosa"Q.Ç схр(Ю/)

ձ։

J
cos Հ'ԶՀ2

— œs Հ^-Տւ տ*ո ՀQ (C + հէ ) + и'cos Հ‘Q-հ

<Հ -О (4.7)

о" ՀԶ-
Պ' ՜ձՀօօտՀԶՀ.

»•՜Հ^ՀՀՀբ,^
ձ։

շօտՀԶՀ, օօտՀ'Զ.(հ + հ2) + «*տտ«Հ'ԶՀ expO’Q/)

X

<Հ
ՀԶ.

ր- /յՀշօտՀԶ. 

ք »■ 7Հ,ՀՀր,է 

ձ’

_ է„ a”Q.W

С:

— շօտՀԶՀ։շօտՀ,'Զ. (Ç + Ç;) + v'sin Հ՚^հ exp(/Q/)

՜՝ /:œs«''Q.Çj

a" = Հ' Հ'Զ*' 
''։հ«)տՀԶՀշ

ол _ Հ! Հ&.*'՜ 
Л' Aœsa"QX։

—-oo$ՀԶՀ։ օօտՀ՜Զ. (ц -гÇ,) +sinՀ՚^Հհ exp(rQz)

ՎՕՃե—Լ cos cos Հ՚՜Զ. (Հ + Ç2 ) + տւ՜ո cxp(iQt)
Дл » •
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Из полученного точного решения (4.6), (4.7) следует любопытный факт
все величины первого слоя нс зависят от и', V , т.е. при наличии кулонова 
трения между слоями, сообщаемые второму слою тангенциальные 
перемещения нс влияют на напряженно-деформированное состояние первого 
слоя. Отметим, что если между слоями имеется полный контакт, т.е. 
равенство на поверхности контакта всех компонентов вектора перемещения и 
напряжений а^, оп, напряженно-деформированные состояния обоих 

слоев зависят от и՜, V , к' [9]. Установленный выше факт можно 
использовать в расчетах фундаментов-оснований сооружений 
сейсмостойкого строительства при учете сейсмического воздействия.

Выясним характер напряженно-деформированного состояния в ключевых 
сечениях двухслойного пакета и проведем сравнительный анализ. Согласно 
(2.1), (4.6) при ՝£ = имеем:

<(С)=֊#,
cosajQ.^, 
cosa։'Q.^։

cosa'Q.^, 
cosc/JQ.^,

(4.8)

h h ֊ w °-:V44iP/Pw
*> =--------- —-----------

Из (4.8) следует, что при определенных значениях физико-механических и 
геометрических параметров слоев (сова.'О.^ =0, со5я'О.£։ -0, А, =0) 

на верхнем сечении могут возникнуть достаточно большие касательные и 
нормальные напряжения, которые могут привести к разрушению (отрыву).

Напряжения и перемещения на поверхности контакта (Г = 0 слоев 

таковы:
- 0) - ֊/A cose^QX,, a',,('C, - 0) - -f.b, cosfl'Q.?,

- 0)- -b,cosajQX,. u'(< = 0) = cosa^l^.tga.'Q.^,

< « = 0) = f,b^auP„ cos

«:K = 0) = 6jp„/4'. sina;«.^,, b, = »-Я.Т4Х/Д։ (4.9)

=0)=-Z6։7^cos«;ri.<,tg<a^+—‘4^
cos«։ ь2,£г

= 0) = ֊/,bj  ̂cosa.'n.<,tga;'n.<։ +— V՜

Из (4.9) следует, что на поверхности контакта касательные напряжения 
сравнительно малы за исключением резонансных значений частоты, 
соответствующих А։»0, тогда доминирующую роль будут играть
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нормальное перемещение и нормальное напряжение. Для значений частоты 
внешнего воздействия, близких к резонансным, соответствующим 

«= О, =0, 2=1,2, доминирующую роль играют 

тангенциальные перемещения.
При неполном контакте, естественно, тангенциальные перемещения не 

равны. Приведем значения относительного смещения слоев: 
иЖ-о)-«,’й-о)-

=/А «»s а; о.;, ( T^pTtg«,' o-ç,+)--------
' ' COSa/Щ,

= /Д cosa,'n.C, (>/<P«։gaT։.Ç, + )--------
՝ ' cosfljQ.Çj

которое может оказаться существенным вблизи резонансных значений 
частоты О внешнего воздействия.

Напряжения при £ - имеют значения:

cos^Q.Ç, 
cosafO.^

°п(Ч։)=֊/Л
cosq'Q.Ç, 
cosa^Q.^

(4.11)

°."։(֊ç։)=֊z*.

и , г .. , COS42.0,С։ Г2. I .ц . Игх г<>(4,)=֊*, ■ +—^P„W tgafn.^
cos а, О.^2 h

Из (4.11) следует, что значения напряжений под вектором перемещения 
(и՜, и՜, w՜), сообщаемого поверхности Q , существенно зависят также 

от физико-механических и геометрических характеристик первого слоя.

The authors express their gratitude to INTAS, grant Ref. NO; 03-51-5547, 
which made this investigation possible,

ЛИТЕРАТУРА

1. Гольденвейзер А. Л. Теория упругих тонких оболочек. М.: Наука, 1976. 
510с.

2. Агаловян Л. А. Асимптотическая теория анизотропных пластин и 
оболочек. М.: Наука, 1997.414 с.

46



3 Лгаловян Л. А. О структуре решения одною класса плоских задач теории 
упругости анизотропного тела. //Межвуз. сб.: Механика. Изд-во ЕГУ. 
1982. Вып.2. С. 7-12.

4. Агаловян Л. А. К определению напряженно-деформированного состояния 
двухслойной полосы и о справедливости гипотезы Винклера. // В сб.: 
ХШ Всесюзн. конф, по теории пластин и оболочек. Часть первая. Таллин. 
1983. С. 13-18.

5. Агаловян Л. А., Геворкян Р. С. Неклассическис краевые задачи пластин с 
общей анизотропией. // В сб.: Тр. IV симпозиума по механике 
конструкций из композиционных материалов. Новосибирск: Наука, 1984. 
С. 105-110.

6. Лгаловян Л. А., Адамян С. X. О напряженно-деформированном состоянии 
двухслойной полосы-прямоугольника с переменными упругими характе­
ристиками. //Изв. АН Арм. ССР. Механика. 1986. Т. 39. №5. С. 3-15.

7. Агаловян Л. А., Саркисян Л. С. О собственных колебаниях двухслойной 
ортотропной полосы. //Труды XVIII международной конференции по 
теории оболочек и пластин. Р. Ф. Саратов. 1997. Том 1. С.30-38.

8. Лгаловян М. Л. О решении пограничного слоя в задаче на собственные 
колебания полосы. И В сб. конф.: Современные вопросы оптимального 
управления, прочности и устойчивости систем. Ереван. Изд-во ЕГУ. 1997. 
С.132-135.

9. Лгаловян Л. А. Об одном классе задач о вынужденных колебаниях 
анизотропных пластин. И Проблемы механики тонких деформируемых 
тел. Ереван. Изд-во Гитутюн НАН РА, 2002. С. 9-19.

Институт механики Поступила в редакцию
НАН Армении 14.12.2004

47
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PROPAGATION CHARACTER OF PLANE VOLUME WAVES 
IN ELASTIC MAGNETOSTRICTIVE MEDIA

G.Y. Baghdasaryan, V.G. Garakov, Z.N. Danoyan, MA. Mikilyan

ХАРАКТЕР РАСПРОСТРАНЕНИЯ ПЛОСКИХ ОБЪЕМНЫХ ВОЛН 
В УПРУГИХ МАГНИСТОСТРИКЦИОННЫХ СРЕДАХ

Г.Е.Багласарян, В.Г.Гаракос, З.Н.Даноян, МА^Микилян

Исследован характер распространения плоских объемных волн а диэлсктрн*юской 
могнистострнкиионной среде в присутствии постоянного магнитною поля Исследования были проведены 
на основе линейных дифференциальных уравнений к соответствующих условий, описывающие поведение 
возбуждений в. магнитострикционных средах, взаимодействующие с магнитными полями Покаоио. что 
имеются три типа волн, которые могут распространяться в малопострикцнониой среде ккэипродольная 
малжтострикиионно связанная, квазнпоперечндя магнитострикцнонно связанная к поперечная 
несвязанная Более того, несвязанная та полна, в которой материальные частицы среды колеблется 
перпендикулярно той поверхности, которая формируется направлениями данною магнитного поля и 
распространения волны Поведение вышеупомянутых волн иссюдо&ано и зависимости как от 
интенсивности магнитного поля, тая и от орнентацкн магнитного поля относительно плоскости 
распространения волны

Գ.եյ։արյդասաբյաս, Վ.Գ.Գ-արակով, Ջ-Ն 'kuitinjuili, Ս՜.1ԼՄիկիսանՀարթ ծավալային ալիքների տարածման վարքը առաձգական մագնիսաստրիկցիոն միջավայրերումՀետագոտված է ղիկեկտրիկ մագնիսաստրիկցիոն միջավայրում ծավալային հարթ ալիքների տարածման բնույթը մագնիսական ղաչտի աոկայությամբ; Հետազոտությունները կատարված են մագնիսական դաշտերի հետ փոխազդեցության մեջ գտնվող մագնիսաստրիկցիոն միջավայրերի գրգռումների վարքը նկարագրող դիֆերենցիալ հավասարումների 1ւ համապատասխան պայմանների հիման վրա: Ցայգ Ւ. տրված, որ գոյություն ունեն երեք տիպ]: ափրներ, որոնք կարող են տարածվել մագէփսաստրիկգիռե միջավայրում քվագիերկայնակաև մագնիօաստրիկգիոնապես կապակցված, թվագիրնղլա|Սակաէւ մագեիսաստրիկգիոնապես կապակցված և րնւրայնական յկասյակցված: Ավելին, կապակցված յ1 այն սղիքը. որում միջավայրի մասնիկները տատանվում են այն հարթությանը ուղղահայաց, որր կազմվում Լ տրված մագնիսական ղաջտի և ալիքի տարածման ուղղություններով: Վերը նջված ալիքների վարքը հետազոտված I կախված ինչպես մագնիսական գայտի ինտենսիվո։թ|ունիգ, այնպես էլ ափքճերի տարածման հարթության նկատմամբ մագնիսական ղաջտի ուղղվածությունից:
The character of propagation of plane volume waves in clastic dielectric 

magnetostrictive media in the presence of constant magnetic field is investigated. 
Investigations have been done on the basis of linear differential equations and conditions 
describing the perturbation behavior in clastic magnetostrictive media interacting with 
magnetic fields. It is shown that there arc three types of waves that can be propagated in the 
clastic magnetostrictive media: quasilongitudinal magnetosirictionally coupled,- 
quasitransversal magnctustriclionally. coupled and transversal uncoupled. Moreover, 
uncoupled is that wave in which the material panicles of the medium arc vibrated 
perpendicular to the plane which is formed by the direction of given magnetic field and 
wave propagation. Behavior of the above-mentioned waves is investigated depending on 
both the intensity of magnetic field, as well as magnetic field’s orientation with respect to 
the plane of wave propagation.

I. Introduction
Currently there arc many works where several problems of propagation of 

clcctromagncloclastic waves in solids are investigated. They arc mainly devoted to the 
wave processes in conductive non-ferromagnetic media and in dielectric media with 
piezoelectric or ferromagnetic (with linear characteristic of magnetization) properties. 
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ihcrc arc some works devoted to the issues of existence and propagation of waves in 
magnetoactive media in dependence on intensity of magnetic field and properties of the 
medium. The works (10,11) are devoted to the investigation of surface magnetoelastic 
waves with thermal relaxations, and in the work [9] the issues of existence of shear surface 
waves in magnetostrictive half-space (Blustcin-Guliaev type wave) arc studied. The issues 
of interaction between magnetic and acoustic waves in magncloactive media arc 
investigated in works [ 1,6]. The issues of existence and propagation of shear surface waves 
in piezomagneuc media are studied in (3]. In the works [4] the issues of reflection of shear 
magnetoelastic waves in magnctoactive media. It is discovered that when the volume wave 
falls on the edge of division between magncloactive half-space and vacuum the 
qualitatively new vibrations (accompanying surface magnctoclastic vibrations) accompany 
the usual reflection process, which are conditioned exclusively by the magnetostrictive 
property of the medium. In the work (2) the linearized equations and boundary conditions 
arc derived characterizing the behavior of small disturbances in non-conductive 
magnetoactive elastic media using non-linear equations and boundary conditions of the 
theory of magnetoelasticity of ferromagnetic bodies [1,2,5,6,8.13] and using the 
linearization technique [2,7,8]. Here on the basis of addressed in [3] linear boundary value 
problems by, solving two-dimensional problems of wave dynamics, the character of 
propagation of plane volume waves depending on the magnetostrictive properties of the 
medium and its interaction with magnetic field is studied.

2. Basic equations and boundary conditions
Ixt an elastic dielectric media with the ordered magnetic structure is placed in an 

external stationary magnetic field, which in absence of a ferromagnetic body is 

characterized by the vector of intensity 770 and vector of a magnetic induction

Bn - |1OZ/O (//0 =4æ-10"H/A2 is the magnetic constant). The surroundings of the 

body arc considered as vacuum.
The paper [2] is devoted to issues of mathematical modeling of disturbed motion of 

considered magneloclastic medium in the presence of an external magnetic field. In that 
paper, using the basic postulates of nonlinear theory of magneioclaslicity of ferromagnetic 
bodies [1,2,5,6,8,13] and the theory of small disturbances, via linearization technique 
[2,7,8] the following linear equations and surface conditions describing the behavior of 
small disturbances in the noted magneioactive deformable media arc obtained:

equation in internal area

oôA,
+ Po'”

dH'l 

' àx, -Po
d2uk 

dr

rot/i - 0, divfc - 0,

-= ^ —+
(2-0

du,
*, =g„t-^- + Aumt

where Sa disturbances of components of the tensor of magnetoelastic stresses; are 

components of the tensor of stresses in unexcited shape; Uk are the disturbances of the 

vector of clastic displacements u" of unexcited state; hk, nik and bk are components of 

vectors h, m and b , which are disturbances according to the intensity //°, 
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magnetization A/" and magnetic induction B՝ of unexcited magnetic field, Xt are 

Cartesian coordinates;
equations in external area

ratAw -O,՜ divft"’-0, b'՛*-^/։1'' (2.2)

index ’c* here and further means belonging to the external area;
boundary conditions on the surface 50 of unexcited body:

c , o „0 r,(<) . 1 t,n , T T° 1 ^U՛ m(i
s<k+ sh„ nk - |_G/ ~ J rh + J nk

_ m J

(2-3)

where and T'^ are Maxwell stress tensors of unexcited shape for a body and 

medium respectively (see (2.9)), n[ arc components of the external unit vector Ho to the 

surface So, E^ is the Livi-Civita’s tensor.

tu-bkHf +h,H’-nobjl"ii

t<? -Hok'W*’ +W -Sa//0*'1*՛*’]
In the equations (2.1) the following notations are used.

cljU+MXW’(5»6A + W» +wJ+

^B^b^M^b^b^M^ (2J)

e^-B^M^A^M^b^M")

- b„m°+
where CljU, A*' and BifU arc tensors of elastic constants, magnetic permeability and 

magnetostrictive constants, respectively.
For magnctoelastic bodies which in the non-magnetization shape are isotropic with 

respect both magnetic and clastic properties, the following equations arc [2,12,13];
c<a/ -Àôvôu+M(6aô^ +ô։/8,J Av

1 / \ (26)
Bykt = e2^ti^U + - (fl ~e2№ik^ )I + ô։/ôyt )

where X and g are Lame constants; X *s the magnetic permeability; and t’2 are 

magnetostrictive constants of the medium.
It is necessary to add to the equations (2.2) the conditions of attenuation of 

disturbances of magnetic quantities on infinity.
When considering the linearized equation and expressions (2.1) - (2.5) it is noticed, 

that into the coefficients of these expressions the quantities with superscript "0՞ are 
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included, which in turn also non-linear and should be linearized. Details of the specified 
process of linearization arc investigated in the work [8]. Here (in "he work (2]) the 
simplified variant is applied based on identifications of geometry of an initial body in a 
non-excitcd stale. By this assumption it is accepted, that a) the magnetic field of the 
unexcited shape coincides with a magnetic field of a non-dcfocmable body and b) stresses 
»nd deformations of the unexcited shape can be defined from the solution of the following 
Uatic problem of the theory of elasticity’:

equations of equilibrium

dxk dxa

dxt 2

conditions on a surface of a non-dcformable body

(2-7)

where

tf'1 = o; [/?•]’
(2.9)

Included in (2.7) - (2.9) characteristics of the non-disturbed magnetic field, according 
lo the accepted assumption are defined from the following problem of magnetostatics for a 
r»oo-dcformablc body:

equations magnetostatics in the internal area
rot/7°-0, divB°-0

H»’-XaAf(0
(2.10)

equations in the external area
rotW01”-0, divK^'-O

(2ii)
-0, B'-PtH*”

conditions on the surface
(b’-B*”)^ -0, (tf’-H0<”)xnI,-0 (2.12)

and condition on infinity
H“՝” - for X,- + xj +X,’ — « (2-13)

Thus, the issues of investigation of behavior of disturbances of magnctoclastic 
quantities of some shape is reduced to֊thc consequently solution of the following three 
tasks:

I. Definition of the characteristics of a magnetic field of a non-dcformablc body on the 
basis of equations (2.10) - (2.13);

2. Definition of magncioclastic quantities of the unexcited shape on the basis of 
equations (2.7) - (2.9) with the use of the solution of the first task;

3. Investigation of behavior of magnetodastic disturbances on the basis of equations 
(21) - (2.6) with the use of the solutions of first two tasks.

On the basis of the formulated above boundary value problems and results of works 
[3,4] we'll consider the propagation character as volume as well as surface plane waves 
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depending on magnetostrictive properties of the medium and on the magnctoclaslic 
interactions.

3. Propagation Character of Volume Plane Waves
Let us consider the propagation of a plane magncioelastic wave in a boundless 

magnetostrictive dielectric medium assuming that the perturbations depend on one of the 

Cartesian coordinates only, say X։ and the time /. We choose the orthogonal system 

XpX-j.X, in such a way, that the coordinate plane (x,,X2) coincides with the plane 

formed by the direction of the given magnetic field H and the direction n of the 

propagation of lite plane wave (the axis OXj is parallel to the vector n . Then in this 

coordinate system the external magnetic field will have the form Ho - (Hol,//ra,O), 

where HQl « const.

Taking into account the above-slated from (2.1)-(2.6)wc have the following equations 
relative to thc.components of the displacement vector u(«p«2,uA) and the vector of the 

induced magnetic field h (/^, , which describe perturbed state of the medium under

consideration in the case of one-dimensional motions have the form:

a2։/, a։u, 
0,2 " p<l d>2

where

d2U2 d2u2

d2U. d2U.
°” -p0 dt2

(3.1)

. rr j »»
(%e, + 3)Hm — + (x«2 +1) Hn —- 

dx։ dx.

/^-0

(3.2)

«h -X + 2h + |10x2 x2q2 + "o2 +

«22 -H + HvX2 ■ Y#oi +

£

(3.3)
flB = P + HoX2(Y#o2։+|*2tt£ 

\

«u - HoX2 *i "(xe2 +1)֊—~(xe2 +3)
X K

"01*02
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2
- UoX e։ -

1
Y=r*՜

a2

X

, e.-e 
a «1 + X~----- ;

2
From (3.1) follows that the displacement Uy ։$ defined independently of tt։,u2 in ihc 

boundless medium and the corresponding transversal waves arc magnctostnctionally 
unbounded since they don't bring to the rise of induced magnetic field, as it is shown from 
(3.2).

Let
U, -u® exp [/(Ax, -to/)] (;-l,23) (3.4)

be the solution of (3.1), which corresponds to the propagation of the plane bulk 
mugnctoclwnic wave with the frequency (0 and wave number k .

Substituting (3.4) into the (3.1) we get a linear system of homogeneous algebraic 
equations with respect to the amplitudes u®. Applying the condition of existence of non­

trivial solution for the mentioned system, we get the formulas. which define the velocities 

C of the propagation of magnctostrictionally bounded waves;

2=fuJ^22_M.։ i.U (3.5)
2Po

_2 - °»
5 ’ Po

The following notation is introduced in (3-5)
9, ֊(֊l)Wfai + 4flua2.r 0-7)

Given equations and obtained relations easily imply that if the medium is non- 
ferromagnctic % = 0 or the external magnetic field is absent (Hi ■= 0) then 

C,‘ «(X + 2p)/p0. Cj -c; = U/p0 2^d the results are coincided with the famous 

results for the pure elastic plane waves. The analysis of the characteristic equation 
depending on the orientation of given magnetic field shows, that

a) If the magnetic field is parallel or perpendicular to the direction of propagation 

(H || n or IIIn , where n - is the direction of propagation of the plane wave) then all 

three waves are propagated independently;

b) In the ease of Hln one of these waves with the velocity C։ is pure longitudinal 
and the other (wo waves arc pure transversal and propagated with different velocities 

(C7 ** f J •

c) In the case of II || H the velocities of transversal waves coincide (c2 - Cy) (as in 

the ease of pure clastic plane waves), pure longitudinal magnetoclastic wave with the 

velocity C։ and a pure transversal wave with the velocity C2 are propagated in the media 
and the propagation velocities depend on the value of magnetic field induction

In other eases (in the sense of direction of magnetic field) in the magnctostrictionally 
coupled waves the vector of displacement u is not perpendicular or parallel to the direction 
of propagation of waves.
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However taking into consideration that for the basic magnetostrictive materials 
՝fe\ B2 /g0|l « I (where the Bf is the induction saturation), we observe that the 

deflection of u from the direction n in the ease of wave with the velocity c։ and the 

deflection of Ü from the plain of front for in the case of wave with the velocity C2 

nonsignificant. For this reason the first wave can be called quasi-longitudinal and the 
second one - quasi-transvcrsal.

Thus it is shown that there are three types of plane magnctoclaslic waves which can be 
propagated in the magnetostrictive elastic medium: quasi-longitudinal magnetostrictionally 
coupled, quasi-transvcrsal magnetostrictionally coupled and transversal uncoupled.

Numerical Results. In previous point we have investigated the influence of interaction 
between magnetic field and magnetostrictive media. In particular it was shown that the 
anisotropy caused by magnetic field can qualitatively change the character of wave field in 
magnetostrictive media. Here numerical calculations arc made for certain materials with the 
purpose of revealing the quantitative influence of magnetic field on velocities of plane 
waves propagation. For calculations Ferrit F-107 and FerroNickel NiFe20i arc chosen. For 
these materials the physical and mechanical constants arc taken from the monograph [12] 
and they arc: 
For Ferrite F-107 -

p0 = 5.26 * 10՜' kg I meter3 ; X = 1.02 * 10" Newton ! meter2 ;

p = 0.66* 1011 Newton I meter2 ; p, = 30; e,=42.2; e2=-22.1.
For FerroNickel NiFe2O3 -

p0 =7.1*10’kg!meter'; X = Newton! meter2;

p = O.55*IO11 Newton!meter2; ^=32; e} =124.2; e2 = -62.1.
The results for the Ferrite F-107 arc brought in fig. I and for the FerroNickel NiFe/)3 - in 
fig. 2. In the figure

Fig. I

Dependence of velocity of volume waves on magnetic induction for the Ferrite F-107

the dependence of c( I cOl on magnetic field induction are brought, when

Bal=~B0, B2=^-B„. Here c„ / = 1,2,3 
- are velocities of propagation of
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magnetoelastic plane waves, which arc defined from the formula 
r 0.1+0,, + ?. . , - 2 au , > X + 2u , .

ct = —- ------ —------- , i = 1,2; Cj = ——: and c,r =-----------  is the propagation velocity
2Po Po Po

J 1 JI
of longitudinal plane wave; = c0J = — arc the propagation velocities of transversal 

Po
plane waves in the absence of magnetic Geld.

Dependence of velocity of volume waves on magnetic induction for the FerroNickel F-107

From these figures it is easy to draw conclusions that;
J. With respect of magnetic Geld the velocity of transversal wave is more sensitive;
2. Depending on magnetic field value the velocity of longitudinal wave increases and the 

velocity of transversal wave decreases;
3. As it was shown in previous point the magnetic field influence is more essential for the 

materials having higher magnetostrictive constants.

4. Conclusions
A number of results and conclusions related to the character of propagation of volume 
plane waves in clastic dielectric magnetostrictive media in presence of constant magnetic 
field were made. It was show n that:

• there are three types of plane magnetoelastic volume waves, which can be 
' propagated in the magnetostrictive clastic mediumr quasi-longiludinal 

magnctoslrictionally coupled, quasi-trans versa I magnetostrictionally coupled and 
transversal uncoupled;

• with respect to the magnetic field the velocity of transversal wave is more 
sensitive; depending on the magnitude of magnetic field Hie velocity of 
longitudinal wave increases and the velocity of transversal wave decreases.

55



References

1. Л.I. Aghiezer, V.G. Baryakhtar, S.V. Peletinski, Spin Waves. Moscow, Nauka, 1967, - 
368p (in Russian).

2. G.Y.Baghdasaryan. Mathematical Modeling of Excitement Behavior in 
Magnetostrictive media, in Math. Methods and Phys.-Meeh. Fields, 1998. vol.41, №3. 
pp. 70-75 (in Russian).

3. G.E. Baghdasaryan. Z.N. Danoyan, and V.G. Garakov, Shear Surface Magnetoclastic 
Waves in Anisotropic Piczomagnctic Half-Space.- Proceeding of the II SU Symposium 
"Strength and Technological Products Made Of Composite Materials". Yerevan, 1984. 
Vol. 1, pp.92-96.

4. G.E. Baghdasaryan, Z.N. Danoyan, and LA. Sanoyan, The Reflection of Shear 
Magncloclastic Waves From the Free edge of Piezomagnctic Half-Space.- Proc. Sei. 
Publ., Mechanics, Pub. House YSU. 1986. 5, pp/102-109. (in Russian)

5. W.F. Brown, Magncloclastic Interactions, Springer-Verlag, New York, 1966, -155p.

6. G-A.Mauglu, Continuum Mechanics of Electromagnetic Solids. Elsevier Science 
Publishers B.V., 1988. -560p.

7. V.V. Novojilov, The Basis of Non-linear Theory of Elasticity, Moscow, Gostcchizdat, 
1948, 212p (in Russian).

8. Y-H Pao, C.-S. Yeh, A Linear Theory foe Soft Ferromagnetic Elastic Solids, Int. J. 
Eng. Sei., 11, 1973, №4. pp.415-436.

9. J.P. Parekh, Magnctoclastic surface wave in ferrites, Electronics Letters, vol.5, 
№14, 1969. pp.322-323.

10. Y.Shindo. S. Tomita, Thermoclasuc Raylegh Waves With Thermal Relaxation in the 
Magnetic Field Normal to the Surface. Bull. Acad. Pol. Sei., Ser. Sei. Tcchn., 1979, 27, 
№1. pp.9-15.

11. Y.Shindo, S. Tomita Rayiegh Waves in Magnctoclastic Solids With Thermal 
Relaxations. Ini. J. Eng. Sei., 1979, 17, №2, pp.227-232.

12. LN. Sirldn, Piezomagnetic Ceramics, Leningrad. Energy, 1980, 205p (in Russian).

13. K.B. Vlasov, Some Issues of the Theory of Elastic Ferromagnetic 
(Magm Restrictive) Media. Proc. Acad. Sei. USSR, Ser. Phys. 1957, vol.21, 
№8, pp.1140-1148.

Institute of Mechanics NAS Armenia Received

Ycrcvan State University 20.01.2005

56



ՀԱՅԱՍՏԱՆԻ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԶԳԱՅԻՆ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ
ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ

Մեխանիկա 58, №3, 2005 Механика
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ИЗГИБ И СВОБОДНЫЕ КОЛЕБАНИЯ БЕСКОНЕЧНОЙ ПОЛОСЫ 
ПЕРЕМЕННОЙ ТОЛЩИНЫ

Григорян Э. Ф.
Գրիգորյան Հ.Ֆ.

Փոփոխական հաստության անվերջ ջեբտի ծորոմը և սպատ տատանումները
Ներկա աշխատանքում դիտարկվում ե(1 փոփոխական հաստության անիզոտրոպ քարակ սալերի մի 

քամի ելքային խնդիրներ: Խնդրի լուծման համար օզտսպորՕվոմ է փոքր պարամետրի մերոդր: 
Արդւամքերն ավելի պարդ տեսք են ստանում, երթ անվերջ շերտի համար հաստությանը փոխվում է 

А(у) ■ h^' 4 օրենքով: Խնդրի լուծումը տրվում է փոքր պարամետրի աստիճանների շարքի տեսքով:

Grigoryan II. F.
The bending and free vibrations of »trip-plale wilb variable thickness

Some boundary problems for anisotropic thin plates with variable thickness are considered in this work. The 
results ne becoming simpler when the bending and free vibrations of strip-plate with vanable thickness is changed 

Kcwding this fl(y} “ bw. The method of small parameter is offered for the solution. The recurrent

syneimof differential integrable equations are built.

D настоящей роботе рассматриваются некоторые краевые задачи для анизотропных 
тонких пластин переменкой толщины Подобные задачи мсслгдрмни в [1.2.5]. Для решения 
млдчи предлагается метод молото параметра. Решение представлено в виде ряда но степеням 
малого параметра.

§1 . Основные дифференциальные уравнения и необходимые 
выражения.

Пусть имеем анизотропную пластинку переменной толщины, 
зависящих от двух переменных х и у Рассмотрим изгиб тонкой упругой 
ортотропной пластинки под действием поперечной нагрузки
Обозначим через Л = Л(х,у) толщину пластинки, а через IV(х, у) прогиб 
срединной плоскости. Тогда дифференциальное уравнение изгиба

Предположим, что толщина пластинки меняется по закону 
Л(х,у) = /^ехр |(ах-ру) (1.2)

где Ла, а и Р — постоянные.
Тогда для выражения жесткости будем иметь

(1.3)
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Подставляя (1.3) в (1.1) и переходя к новым переменным 
X —х/ЬуУ = у /Ь. получим

/фг]+ = 9е-6(аГ-В1') (1.4)

где

(1.5,
1 1 Ь " дХ К ՛ и’дХ2дУг дУ*

Ь дл

+ ±[(а2Д", + р2О“)— + 4сф Д — +(а25° +
Ь2 ' 21 ИХ2 № дХдУ У ' 221 дУ2

Приведем граничные условия для двух случаев: 
а) край защемлен

)У = 0. ^ = 0 
дп

б) край оперт
IV-0, Мя-=0

(1.6)

(1.7)

(1.8)
§2 . Изгиб бесконечной полосы-пластнны переменной толщины
Теперь рассмотрим изгиб неоднородной бесконечной ортотропной 

полосы-пластины (6/а«1) под действием изгибающей нагрузки

(] - - соп$1.
Тогда дифференциальное уравнение (1.4) примет следующий вид:

4Л\¥ 
+ 260

</У4
с!՝\У 
~сГУ՝

+ Ь^2~ = ^֊е^ 
4У2

(2.1)

при граничных условиях

IV-------0, когда Г=0;1. (2.2)
с!У

Решение уравнения (2.1) будет таким:
IV -С1+С2У + С,е^+С4Уе’‘^+^^-[(32Ь2У2+4рЪУ + б] (2.3)

/X постоянные С( можно найти при помощи граничных условий (2.2).

• 23:Ь: + 9^ - * ֊ рУ ♦ 9) + Зрф) -

р V + 40/>) ֊ 2$Ь)*(₽)(*■** - 0 12 41

:Ь: +9՝|-е-’А^> +|ръ։+9кзк(р)
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я.
ЙР4

֊1/)'

Следовательно, из (2.3) при помощи (2.4) для прогиба бесконечной
полосы находим

(Г = -Л-[-

X (р,)' + е՜

^•+|р.։+9кзк(р.)х

-2р. К(0.)(е *-1)х

х(Уе'*‘г ֊у)+^(р;г2 + 4р,У + б) ] 

(Р.=Р*)

В частности, когда имеем однородную полосу

(2.5)

(Р = 0), раскрывая

неопределенность по Лопиталю, находим

24б2°2

Вычисляем значения ^(р.) 

обозначение /?{р.) = —.
и 7 ^(0) 

функции /?(р.) и графики.

и ^(о) в точках

Ниже в табл.

Г =0,2; 0,5; 0,8. Введем

1 приводятся значения

Вычисления показывают, что функция И7 (У) принимает свое

наибольшее значение при У ~ 0,5374 (когда р. =-1) и

т“Ч^г0’0043>
Этот факт показывает эффект переменной толщины. Ниже 

приводится график функции И'дУ) (фиг. 2).

Таблица 1

0 0.1 -0,5 -1

0.3 5.451 5,602 6.443 7.955

0.5 1 1.041 1,208 1,642

0.8 0.081 0.089 0,092 0,125
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§3. Свободные колебания бесконечной полосы переменной толщины

Рассмотрим задачу о свободных колебаниях бесконечной полосы 
переменной толщины. Тогда уравнение задачи будет 

<1*И'
+ 20

(Гм 
&

со*р
(3.1)е 3 Я = О

где
Ру

= Чу)=Ф’ ■
0) — частота собственных колебаний, р — плотность материала.
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Введем малый параметр 
д = рр, (0<5<1) (3.2)

Тогда, с учетом (3.2) получим следующее дифференциальное 
Ярарнение:

—֊ + 8:₽;2 V к„Ь" - о (з.з)<// “ <// н ауг & "
где

Представим решение уравнения (3.3) W и со; в виде ряда по 
степеням Ô

И'-И' +ÔIV.+ÔX+ —
, (3.5)

щ.2 - Q։1 + ÔQ։ + ô?Q2 +....
Подставляя эти значения в (3.3) и приравнивая коэффициенты при 

одинаковых степейиях ô , получим систему рекуррентных уравнений

—(3.6) 
«У

? d3W
=-_—l + IVn(Q„«, + Й,Д,) (3.7)

dy P, dy1

dy pj dy p։ dy
+ОД +Q,/?Ü)

֊֊-йЛяЛ,= 
ày

2 </Х-։ i dzw„
р։ dy' PJ dy2

Q,/?54 (3.9)

При заданных граничных условиях эти уравнения решаются с учетом 
разрешимости неоднородных уравнений, определяются последующие 
приближеш«։ выражений собственных функций и собственных значений.

Пусть бесконечная полоса оперта по длинным сторонам, тогда 
граничные условия будут

n '-^’Ои dy1 • -0

Решение уравнения (3.6) представим в виде

И1՜,.. = Ап sin X v V Л Л *

13.10)

(3.11)

Очевидно, что (3.11) удовлетворяет граничным условиям

n d~W^0:6 “° И dy2 = 0
0J>

(3.12)
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Подставляя (3.11) в (3.6). для получим 
/■ 4

И„(и) = (3.13)
V о у 

Теперь приступим к нахождению первого приближения. С этой целью 
подставляем значения и в уравнение (3.7).

13141
^||х-ид“0 и ֊—/ -0 (3.15)

Тогда для
„ О,(л)=^-^ (3.16)

А для IV՜, находим

2 
3

Общее решение уравнения (3.17) представим в виде 
и'^+й' (3.18)

где является частным решением неоднородного уравнения (3.17), а 

—общим решением однородного уравнения.

֊-^-Х>]=ЛД2Л3Д«С05М 
ЧУ

ХХ’уыпХ.у + й^тХ^) (3.17)

А р?։ 17 Х у2 Х Ьу\ . . .

4 13 3

-С։ с11кду+ С2 + Сгсо5Х„у

(3.19)

(3.20)

В (3.20) не представлен С$1пХпу, потому что он уже представлен в

Теперь перейдем к определению С։(/ = 1,2,3), учитывая граничные

условия (3.15).
Окончательно получим

1 ( и. НГ-сЪХД . . . ) Х.у* ХяЬу\ .
тг- сЬМ + ^—Ч-г\—зНХ.у-созХ.у +- СО5Х„У-
ЗЛД $пЛ.Ь ) .4^ 3 3 у

-у81пллу )

Подставляя (3.21) в уравнение (3.8) и поступая аналогично,
£2։(н). д\я ^22(л), получим

^2(«)вР;:хЛ
'4-1У-сЬХ^), И , ьг _ 183 к

ОЬбКХ.Ь 216 ” 72 '

(3.21)

как для

(3.22)
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Если довольствоваться первыми тремя приближениями, то значения 
собственных частот свободных колебаний определяются формулой

юи™Й|Ж*8+^6։] (3.23>
I Ь ) 3 (х,)4

Подставляя (3.22) в уравнение (3.8). находим 
№2 = сЬХяу + С2 8Ь + С3 со$Хлу +

+ ал’ 1 / 2 I V (-1)Л“сЬ\Л
— I- у + Ъу 1 $Ь л„ у + -—----- —сЬ кя у +36՝ '1 п 5ЬХЯЬ я I

х!
288

х>

144

95 Х>\ 2

288 288/ 36
\ну ♦

' 19

432
V 
18

107 й2(п) Ь Ь \ \ .
96\ 40 96Х„ 24/1

(3.24)

где

72Х2
2(-1У-сЬХД + 23

$ЬХЯЬ 12

-^-(ЧуС^С.сЬу 

$Ь Хя6

(3.25)

С /Аг[ 2(-1)'-<*У , гзу 
’ 72Х; $11 12

А теперь приведем значения П։0,Й։1,Й։2, если малый параметр 8 
равен 0.01; 0.05; 0.1

Таблица 2

\р.
5 \

р, = -1 Р,= ֊2

£2!с Ои+6О||+6% Цо □1П4д«(1

0,01 1,201 1,1889 1,1886 1,201 1,1949 1,1948

0.05 1.201 1.1409 1.1344 1.201 1.1709 1.1693

0.1 1.201 1.081 1.0553 1.201 1.141 1.1345

Из табл. 2 видно, что 0)? уменьшается от 5.1% до 12.1%, если в 
выражении (3.5) взять три члена ряда.

Теперь, пусть направления анизотропии и ОТ) не совпадают с 
направлением ох и оу, а система ^т)7 получена из системы хуг путем 
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поворота вокруг оси 2 ла угол ф. Тогда и связаны между собой 
формулами [11. (3).

Подставляя эти формулы в (3.23), можно получить изменение частоты 
в завнсмости от угла поворота ф -

Введем обозначение
/?(ф. р.) = = — $)п<ф + 2—$т?фСО8*ф + со84<р1 1 + —1(3.26)

<«)2(0,0) ,£2 /Л У \ Ъ)

Предположим, что материал пластины — стеклотексолит КАСТ-В со 
следующими упругими постоянными:

Е| =1.23-10՜ кг/см3. Е2=2.15-10$ кг/см2

С = 0.207-10’ кг/см2, и, = 0.11, и2=0.19

тогда Я(фД) = (0.418т4ф + 0.075т2фСО52ф + СО84ф^1+^^ (3.27)

В табл. 3 приводятся значения функции Л(ф,р.) и график (фиг. 3).

Таблица 3
Ф 

р./Г\ 0° 15° 30° 45° 60° 75° 90°

0 1 0.896 0.601 0.368 0.306 0.370 0.41
-0.2 0.8 0.716 0.480 0.295 0.244 0.296 0.328

-0.5 0.5 0.448 0.300 
6

0.184 
4 0.153 0.185

9 0.205

-0.8 0.2 0.179 0.120 0.073 0.612 0.074 0.082

Фиг. 3

-1
՛ -2
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ДВА ТИПА ЗАДАЧ ПРОЧНОСТИ ДЛЯ НЕОДНОРОДНОЙ 

ВЯЗКОУПРУГОЙ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ И 
ПЛАСТИНКИ 
Мовсисян Л.А.

ԼԳՍոփփսյաս
Աոաձգամածոպիկ անհամասէա զլանային թաղանթի Լ սափ համար երկու տիպի ամրության խնդիրներ

(Ասումնասիրվոդ օրեկսւնևրի նյութը ենթադրվում է աոաձդամածոպիկ և անհամասեո ըստ 
բարձրության: Աոաջին տիպի խնդիրը անվերջ պանի հասար կոնտակտային խնդիրն է: Ստացված է 
կոնտակտի .'ափի կախվածության արտահայտությունը ուժից և երկրաչափական չափերից ակնթարթային 
է երկաթատեվ ժամանակների համար

Երկրորդ տիպի խնդիրը' միաչափ սափ ծոման խնդիրն է' ստանալ տված կետում տրված ճկվացքը 
արտաքին բեւփ միեիմա| արմերի դեպքում:

L֊AXo>3isy»n
Two Type Solid Probkжи for VUeoelulk NoahoDOgcxoas Cylindrical Stadl uxl Hale

The contact problems arc considered of infinite cylindrical shell and of optimal bending (minimal load) for 
plate. The material of objects are assumed to be viscoelastic and iwnhomogeneous along thickness.

Рассматриваются некоторые ладачи для вязкоупругой цилиндрической оболочки я 
пластинки Предполагается нсодиородиость физических свойств материала объекта по 
высоте. В задаче оптимального изгиба пластинки неоднородность осреднена.

1.Пусть имеется тонкостенная система, материал которой обладает 
неоднородностью по толщине. Причем изменяются как упругие, так и 
вязкие свойства. Это может быть как естественным, так и связанным с 
термочувствительностью материала, который находится в температурном 
поле. Вязкоупругость предполагается типа Максвелла—Томпсона, а 
температурное поле —стационарное. Так как д\я тонкостенных систем для 
расчетных величин довольствуются линейным приближением по 
нормальной координате, то относительно вязкоупругих характеристик 
также принимается линейное приближение:

£(z)-£0(l + 28-V £„ = £|+£\ 8 = £' ՜£;- (1.1)
\ h) 2 Ex + E2

а в наследственной связи

Как обычно, принимается, что коэффициент Пуассона при этом не 
меняется по толщине.

При сделанных предположениях двумерные вязкоупругие 
соотношения будут иметь вид
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здесь

7] = Л(|-Г;)(е,+уег)+/,(1-Г:)(к,+УК,)

-/г(1-г:)(«|+у';։) + Л(1-Г0(';1+УКг) 

Тп - 0.5 (1 - V) [/, (1 - г; )е12 +12 (1 - г; ) к,։ ]

(1.3)

£։й , Е„Лг , , ЕД՝

Г/м - уа0Г(1 + Ь*кд([ _ т) / 
о А

Г’и - уа^е'^'^исН 
о

1,2

(1.4)

Л(/-т) = ^-[1֊ош0(1-т)] 
°п

Двумерные соотношения (1.3) приведены для будущих исследований, 
а здесь будем изучать лишь одномерные задачи.

2. Сначала рассмотрим контактную задачу для бесконечной 
цилиндрической оболочки открытого профиля, свобо,\но опертой на 
кромках, аналог задач (1-3). для среды типа (1.3). Сосредоточенная сила 
передается через симметрично расположенный жесткий штамп. 
Необходимые уравнения задачи следующие:

дТ

00
/Л

ж „ п ам ,։ж,
+ Т + Ка - 0, ----- =

30 30
(2.1)

Принято отсутствие касательных напряжении под штампом, а д - 
неизвестное нормальное давление.

Т
/

£ ֊ Г.՛ Е +

М = /,[к - Г\’(к + л(/ - т))е] 

0.5(1 -у)/,(1-Г;>

1 дч И’ л 1 Эи՛ 1 0ф
£ =-------------- , р = ш +-------- , к -- ------—

R 30 R лае R д&

(2.2)

(2.3)

В (2.2) в отличие от (1.3) упругая часть от неоднородности не 
приведена только ради краткости, к тому же, как известно [4]. например, 
при не очень высоких температурах считается, что изменяются только 
коэффициенты вязкости. Принимая начало координат на линии 
симметрии, граничные условия будут

<1
У = V =---- = 0 при 0 = 0

00
Т ֊ М = и> = 0 при 0 « 0] (2.4)
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При заданной сосредоточенной силе Р неизвестными, подлежащими 
определению, являются нормальное давление ц и неизвестная зона 
контакта 0о.

Решение (2.1) после удовлетворения кинематическим условиям (2.4) 
дается 

о
Т •= С, собВ - R(0 - ф)<йр

о
= -CjSinO- Яр7СО5(0-ф)Лф

а
М - RC, cos0- R2J*<ysin (О — ф)с/ф 

о

(25)

R °и
С, =—֊֊fasin(0,-ф)«/ф 

cos 0, J
Подвергая (2.3), (2.4) и (2.5) преобразованию Лапласа по времени, получим

к =------- =-----------
r ао /,д

<>

12R/ z чч а։
—(р + а0(а-у))+-։֊уа0

Л а0

х(с։ cos0 - Л?)p/sin(8 -ф)б/ф 
о

р — параметр преобразования, а

(2.6)

Р х

Д - (/> + (а -у)а„У{р + сш0)! ֊֊(а^р)1
1 X

Изменение кривизны под штампом определяется
А_]

R Й02 " R,

R, — кривизна штампа.
Учитывая (2.1) —(2.3), (2.6). окончательно для определения

R2
предположении —— » 1 получим 

Л
2(1+у)_р±^е+ 

р + а(Да֊у)

Я в

(р + ад0)ч12Я

A h2

(I<• \ R
(р + а0(а-у)) CcosO-Г(2$1п(О-ф)б/ф -1------

о R.

(2.7)

(28)

здесь введены обозначения

е = с = с,-
При решении интегрального уравнения (2.8) приходится подвергать 

его еще преобразованию Лапласа но 0. Дело в том что параметр р 
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будет входить в изображающую функцию таким сложным образом, что 
делает это невозможным для обратного преобразования. Но, как известно 
[4], часто не интересен процесс ползучести, а интересен конечный 
результат —в конце концов, что получится для бесконечного момента 
времени (р = 0). Поэтому (2.8) будем изучать только как для мгновенного 

случая (р —> со), так и для окончательного процесса (/? = 0). Тогда 

уравнение при V = 0 будет иметь вид
о

О, +ц:Ссо50-д:^25Н1(б-(р)с/ф - А (2.9)
о

Случай ( «) фактически соответствует тому, чтобы с самого начала
взя ть осрсдненные значения для вязких характеристик я, - 0.

Кстати, если с самого начала учесть упругую неоднородность, то для 
определения ц уравнение сохраняет вид (2.9), только теперь

2 (/Л -Л2)
Решением уравнения (2.9) будет

е-4+ А5ЬоО)-а2СсЬа0 (2.10)

Неизвестный контактный интервал 90(/) определяется из условия 

равновесия штампа - равнодействующее контактного да вления равно 
действующей силе Р

_ р »о
/>=£--2|2со5б^0

г' ,211) 
с = —^р25т(е,-оМ

Совместное решение системы (2.11) мет зависимость 7>(Оо) (из-за 

громоздкости полученных формул они не приводятся). Числовой пример 
произведен для следующих параметров:

е,=р у-0.5а, а-25; 30, Я / Я, - 0.25; 0.5

Ниже приводится таблица зависимости Р от 0 . В первом столбце 

приведены значения 6(| в градусах, а в остальных столбцах Р для 

достижения данного значения 0О. Хотя в таблице 0О приведены в 
градусах, естественно, для формул (2.11) они переведены на радианы. В 
каждой клетке в первых строках помещены решения мгновенной задачи, 
с во вторых—длительной.
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Из таблицы можно заключить (помимо ожидаемых выводов), что хотя 
длительный модуль в два раза меньше мгновенного (у - 0.5а). это 
соотношение не сохраняется для действующих сил в то же время 
линейная связь почти сохраняется.

Таблица
25 30

0.25 0.5 0.25 0.5

1 0.0112

0.0079

0.0150
0.0113

0.0063
0.0047

0.0075
0.0057

2 0.0566
0.0378

0.0872

0.0581

0.0283
0.0189

0.0459
0.0291

3 0.1537
0.1024

0.2482
0.1711

0.0795
0.0512

0.1241
0.0856

4 0.3421
0.2253

0.5663
0.3727

0.1753
0.1169

0.2905
0.1936

5 0.6447
0.4386

1.1155
0.7437

0.3223
0.2193

0.5702
0.3718

б 1.1416

0.7680

2.1008

1.4005
0.5812
0.3944

1.0715

0.7003

7 1.9034
1.2690

3.7652

2.5101
0.9517
0.6345

1.9182
1.2551

8 3.1639
2.1259

6.5695
4.3796

1.6068
1.0878

3.3447

2.1898

9 5.0599
3.3989

11.4925
7.7290

2.5684
1.7379

5.7462
3.9656

10 8.1026
5.3622

19.9157
13.1637

4.0513
2.7521

10.1281
6.7521

3. Здесь рассматривается предыдущая задача в предположении, что 
сосредоточенная сила /?(/) передается непосредственно без штампа, 
условия прежние. Задача эта приводится скорее всего для того, чтобы 
показать, с какими громоздкими выкладками приходится сталкиваться 
при обратном преобразовании. Здесь нет смысла учета сдвига. 
Удовлетворяя кинематическим условиям, получим
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T = ֊(sin в - tgO, cose), M -RT 

p
N = ~(cos6+ tg 6, sin 0)

Вот выражение преобразованного прогиба:

w =- Z(p)(sin0- tgOjeosO -0 + 0,)/*
2

= (p + aoj 

и, наконец, его окончательный вид:

w = (sin О - ig 0, cos 9 - е + е,) {Р (/) + Г?(t)[ae’“','-’>{cos Р,(( ֊ т)+
л А о

(р + (а ֊ т)й0)(р + <“о)+ Р 
kZK

֊sin р, (Г - т)} + се-в’('՜0 {chp, (/ - т) + ֊-shp2 (/ - т)} J di}
Pl Рз

2d = a/j()(t-6)

2c = (6֊eY1֊ 2b - -aan(e + 5)

“1 "““о -|(£ + W|). 

«֊=“« +|(£-Т«о)>

֊Eaoa-i(s + va„)J 
4

₽г -еа0а + ^(уа„-։)2 
4

(3.3)

bl =- + |(« + W1). A=- + ^(y“o-£)
a 2 a 2

к а1^ 2 ки
6 - —----- , е = ака.у

12Я
В случае пластинки (Л -> со) формулы упрощаются. Если па концах 

условия такие, как (2.4). то
Т-0, = Л/=-|(х-/) (3.4)

Прогиб определится 

и/0w(x,/) = (3.5)27Д 2 6 з]

где lV(l) есть выражение в фигурных скобках (3.3) при 6 = 0.
4. Интересна еще задача оптимального изгиба для вязкоупругой 

пластинки. Такая задача для упругого материала рассмотрена в (6). По 
вышеприведенным соображениям эту задачу будем изучать для 
осредненного случая (а( = 0). Тогда уравнение изгиба пластин будет
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OX
Если предположим, что нагрузка действует в некотором интервале 

[a'i Х2 ]. то решение (4.1) запишется

I
w(x,t) - Ф(х,г) + уа(^е'<““(‘'т)ф(хл)^т (4.2)

о

ф=
Л‘ '* (4.3)

л
Первое слагаемое в (4.3)—частное решение от нагрузки g(xj) и 

одинаковое д\я всех случаев граничных условий, а второе соответствует 
решению однородной части и различное для каждого случая граничных 
условий.

Вопрос оптимального изгиба ставится обычным образом —в какой-то 
точке (х0) пластинки (или в ряде) получить данный прогиб в данный 

момент (/։), т.е.
#Л

% = 4^<'o)"*U>/o) + YaoJe’”,>('"")*(-։o>r)'/T (4.4)
О

при определенном критерии качества, например,

J - |*J’Cfdxdt - min (4.5)
Ох,

Такую постановку можно рассматривать как изопериметрическую 
задачу и если составить функцию

F-Q^^iQe'^-'^.x)

«(»».»)-
их + и2, х0 * х, (4.6)

Ц2, х„>х,

где X множитель Лагранжа, то из условия экстремума функционала 
находим

2(2 + , х) - 0 (4.7)
которое на основании (4.4) дает

Х = -^, Г-ув„ 1-—(1-е՜2“*“'“)
Г " 2а՝ ՛

и, следовательно, оптимальная нагрузка будет
С = %Г-'е-“"('"-'Мл„,х) 

(4-8)

(4.9)
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между прочим, наверное, практический интерес представляет и обратная 
задача - имеется начальный прогиб и оптимальным образом устранить его. 
Фактически, полученная формула отвечает и на этот вопрос.

Приведенные в таблице данные получены Г.Г.Нерсисяном. за что 
приношу благодарность.
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ՀԱՅԱՍՏԱՆԻ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԶԳԱՅԻՆ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ
ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ

Մեխանիկա 58, №3, 2005 Механика

УДК 539.3: 537.22Ջ.1
ВЛИЯНИЕ ТИПА ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЙ НА ПОВЕДЕНИЕ 

НАПРЯЖЕНИЙ В ОКРЕСТНОСТИ УГЛОВОЙ ТОЧКИ 
ТОНКОГО ПЬЕЗОЭЛЕКТРИЧЕСКОГО КЛИНА 

Нерсисяп Г.Г., Саргсян А.М.
Գ.Գ.Ներսիսյան, Ա.Մ Սարդս յան

Սարակ պիեզաէ|եկտրիկ սեպի անկյունային կետի շրջակայքում լարումների վրա 
էպրային պայմանների սփպի սպդեցոէբյաՕ մասին

էհսումնասիրվսւՕ է էլլեկւորաաոաձդական դաշտի րնրորսպրխների ((արումներ, էլեկտրական դաշտի 
լարվաձոէթյոէճ) վարքը պիեցաէւեկտրիկ սեպի անկյունային կետի շրջակայքում տարրեր էլեկտրական 
եզրային պայմանների դեպքում: Սեպի եզրերին տրված են նաև աոաձցական տեղափոխությունները:

Ցույց է տթված, որ էլեկտրական խաոը եզրային պայմանները փոքրացնում են սեպի բացվածքի 
անկյան սահմանային արժեքը, որի դեպքում էլեկտրաաոաձցական դաշտի քնուրսպրխները դաոնում են 
վերջավոր.

G.G.Nernisynn, A.M.Sargsy«n
The Influence of Type of Boundary Condition on the Behaviour of Stresses in Neighbourhood of 

Angular Point of Thin Piezoelectric Wedge
The beh«viour of the clcctro-cUsue field chiracteristics (stresses and electric-field strength) in the vicinity of 

the angular point of the thin piezoelectric wedge under various electric boundary conditions is studied. On the 
wedge boundaries clastic displacements are given aS well

Il is established that only the mixed electric boundary condition diminish the values of the limit angle of the 
wedge opening, undet which the characteristics of the electroelasiic field become finite.

Изучено поведение характеристик злектроупругого поля (напряжения н напряженность 
•лсктрического поля) а окрестности угловой точки тонкого пьезоэлектрического клина при 
различных электрических граничных условиях На границах клика заданы также упругие 
перемещения.

Установлено, что смешанные электрические граничные условия уменьшают значения 
предельного угла раствора клина, при котором характеристики злектроупругого поля 
становятся конечными

Исследование особенностей напряжений в окрестности угловой точки 
пьезоэлектрического тела имеет важное прикладное значение при 
проектировании и изготовлении многих элементов пьезоэлектромной 
техники, в частности, пьезотрансформаторов 11. 2|.

В работах [3. 4, 5) исследовано поведение связанного злектроупругого 
поля в окрестности угловой точки тонкого однородного пьезоэлектричес­
кого клина, на границах которого (0 = 0 и 0 ■ 0։, 0. < 2п) заданы: а) 
распределение зарядов, б) потенциал электрического поля, в) на одной 
границе задан электрический потенциал, а на другой — распределение 
зарядов. Во всех случаях на границах пьезоклина заданы механические 
усилия. Было установлено, что смешанные электрические граничные 
условия (случай 3) уменыпают предельный угол раствора 
пьезоэлектрического клина, при котором характеристики злектроупругого 
поля (напряжения, компоненты вектора электрической индукции) 
становятся конечными. Для первых двух граничных условий предельный 
угол 0^ » Я н совпадает с таковым однородного анизотропного клина в 
упругой задаче (6).
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В данной работе принимается, что на границах пьезоклина заданы 
упругие перемещения и те же электрические граничные условия.

Постановка задачи такова: тонкий пьезоэлектрический клин в каждой 
точке имеет плоскость материальной симметрии, параллельную его 
срединной плоскости. Электрические и механические внешние 
воздействия распределены симметрично относительно срединной 
плоскости и незначительно изменяются по толщине. Как и в обычной 
теории упругости, в условиях тонкого тела исследуются средние по 
толщине значения электроунругих величин. Начало декартовой х,у, z и 
полярной г,0,2 систем координат находится в угловой точке срединной 
плоскости клина, ось z направлена нормально к этой плоскости.

При отсутствии объемных сил и электрических зарядов функции 
упругих напряжений F(x,y) и электрической индукции ^(х.у) 
удовлетворяют дифференциальным уравнениям 17. 8)

4nL4F(x, у) -£,Ф(х, у) - 0, £,F(x, у) + £2Ф(х, у) - О ( 1 )
механическим

u(x,y) = v(x,y) = 0 при 0 = 0 и 6 - 0։ (2>
и электрическим граничным условиям, заданным в одном из видов:

Ч»(х,>-)1м - 0 (3)
'0-0;

V(x,^)lo-ü -0 (4)
'0-0,

■ *W)L - - 0 (5)

Предполагается, что на бесконечности характеристики электроуп- 
ругого поля стремятся к нулю.

В (1|-(5) и(х,у) и у(х,у)- упругие перемещения, V(x,y) - потен­
циал электрического поля

, д' , д' . д' . д' д'
* 22 &* “дх’ду 12 № дх'ду2 16 дхду " ду'

о* д*
= -gn Т-Г + (й12 + g» ) тут- - (&, + ) -угу + g,, <6»

ох ох оу охоу оу

, д2 . д2 д2
i։ = nJÎ&î-2n,l5x^ + n„^։

где $и,----- коэффициенты упругости при постоянной электрической

индукции, Т)22,----- коэффициенты диэлектрической восприимчивости

при постоянных механических напряжениях, gZ2,----- пьезоэлектри­

ческие модули.
Из следует, что при отсутствии пьезоэлектрического эффекта 

(gw -0) краевые задачи (1)-(5) распадаются на две независимые группы 

задач: упругую задачу для анизотропного клина L4F(x,y) = 0 с гранич- 
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нымм условиями (2) и электростатические задачи для того же 
анизотропною клина £2Ф(х,у)»0 с граничными условиями (3), (4) или 
(5). Упругая задача легко решается изложенным в [3-61 методом, а 
решения электрических задач получаются из [7] как частный случай.

Напряжения и компоненты вектора электрической индукции 
выражаются через функции и 'Р(х.у)

дгР д2Р д2Р п &¥ „ сП
а,=^т> а>=—• О։=—, О =-—

ду ах дхду ду ՛ дх
Как и в работах [3-5|, представляя решение (1) в виде

^(х,у) - ^[Л.(х + + ]

Ф(х,у)-У[Л//(И.)(х + И/у)х+В//(Р/Хх + МХ]

(7)

18)

где А,, В) — неизвестные постоянные, Л — произвольный параметр и, 
учитывая уравнения состояния и условие потенциальности 
электрического поля [8,9], для осредненных характеристик электрического 
поля получаем

“(*> у) - (X+1)^ [л,Л/, (х + ц,.у)х + В,л7, (х + ц,у)х ]

Й*> у) - (X +1)£ [л։И. (х + р.( у)х + В)№\ (х + цлу)х ] (9)

Г(х, у) - (X +1)$ [л,т, (х + ц ,у)х + В, т, (х + ц д)х ] 

где
м, - М1) -МЪ +«11 -//«.1И, -?г1)/4я

К I - + *а1Ъ՛ - /, (8,г ֊ )/4я )

т! = 8пН՜ ֊ 8„Н, + «и + //(П„Н; -П,։)

Л - Лн>)--/,(ц?)Д(нУ). 0'-12); А = 4я/ч(ц։)//,(ц,)
МрЛ^р/й,,/; -сопряженные по отношению и /) ком­

плексные чисм». постоянные характеризуют поворот и жесткое
сме։цение пластинки в срединной плоскости, Уо — нулевой уровень 

электростатического поля, ц, и - корни алгебрического уравнения

4Ч(а)/2(^) + (?(а) = 0 (10)
причем, как показано в работах |9. 10], они не могут быть 
действительными.

В дальнейшем принимается, что корни уравнения (10)
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м, =ау+/\, ь>а (> = 1,2.3)

простые и не являются одновременно корнями /д(|л)-0, (к =4,3,2). 
Полиномы /А(ц) получаются из Л* заменой дк/дх* на единицу, а 

д1 /ду* — на ц;.

Удовлетворяя граничным условиям (2)-(5). для определения 2?у 
получим однородные системы линейных алгебрических уравнений. Из 
условий существования нетривиальных решений этих систем будем иметь 
следующие уравнения относительно параметра А. = а + /£:
для задачи (1). (3)

м, Мг Л/, л/2 Му м.
3 3 Л^1

Д(”(Х) =
М2а2 М2а2 М.а3

-0 (И)
Ы2аг ^.a. II XX Л'А

Г, /г п Л

/,а, 1га2 7|01 7:“: Лг3
для задач (1). (4)

М. м2 л7, мг м. м.

3
М.а, М,а. М.а. М.а. М.а.

Д(4>(Х) = 2 2 11 2 2 -0 П2)
Ы2а2 /7,а, ^га2 ^'.а.

т2 т. тэ т.

т2а2 т,и} т2а2 туау т.а.
для задачи (1). (5)

м, М2 М2 Му М.

АГ, ^2 м1 X

л/. а. М.а, М.а. М^ау М ,а, Муа3
Д‘”(Х) = 1 . 2 х Л Л -0 (13)

Д',?, Ы2а7

т, гп. т2 т, т,

/\а\ /1а1 /,а, /л
где

а, = с‘։1п'''|Ч'[со8(01пг, +аф/) + /$1’п(р1пг + ас₽;)]

а, с"’",'*(<ч’,[со5(Р1пг1 -аф/) + /81п(₽1пг/ + аср.)]

г и у. -модуль и аргумент обобщенных комплексных переменных
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-со.чб, ч֊ц/51пе։> 0<чр?<2л, (/-1,2,3).
Общее решение (1}, удовлетворяющее граничным условиям (2)-(5) и 

конкретным условиям на замыкающей части контура угловой области, 
после перехода к полярной- системе координат (х = гсО5 0, У = Г51П0)
представляется в виде

У Л” У Л* '[С, СО5(7._ + !)<₽,. + 8Ш(\, +1)ф,.]

(14)

Ф " ««М;. + Е, «п М,.]

где СрОрЕ. и К1 - действительные постоянные, гу. и ср;. — модуль и 
аргумент обобщенных комплексных переменных

2;. -СО80 + Цу51П0, 0<ф/։ <ф.
Первую сумму в (14) необходимо распространить на все корни 

трансцендентного уравнения (11), имеющие положительные 
действительные части.

Из (7) и (14) следует, что характеристики электроупругого поля 
(напряжения и напряженность электрического поля) затухают вблизи 
угловой точки клина (г —> 0), если действительные часта первых корней 
ИеХ’*։>1 (к -3,4,5). Если Кек1,*1 < 1, характеристики 
электроупругого поля неограниченно возрастают при Г —> 0. В случае 
ИсХ.^ -1 эти характеристики в окрестности вершины клина конечны и 
вообще отличны от нуля.

Вынося за знак определителей (И|-(13) общий множитель /3 из 

пятого столбца и из шестого и переходя к пределу —> 0, вместо 
уравнений (10)-(13) будем иметь

/4(ц)2г(ц) = 0 (Ю)

Д«(Х)-Д^(Х)Д<ф)-0, (и-3,4,5) (11՛)
где

м; м'г м; м՝2

* —! *

” М,а, Мгаг М,а, Мга2 

Ы'га2 К;а, Я'гаг

М‘_ +5.,, ЛГ -$,,11’ +$22р II* р 16» р >2' р ։2* р 26* р 22

Ми р — сопряженные по отношению М р и комплексные 

числа. 11^ и Цр- корни уравнения /4(|Л) = 0, (/? = !, 2):
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1 1

*3 *3

ПпНэ - П.2

*3

ПиШ -п,2 
а,

Ц, и |1, ֊корнн уравнения /2(ц)=0.
Следовательно, при отсутствии пьезоэффекта уравнения (11)-(13) 

распадаются на два независимых уравнения А>1ф (X) = 0 и А1,"1 (к) = 0.
К такому же результату можно придти, если в решении (8) принимать

4.=а7Л. в^в’,/},.
Как и в работах [3|-|5|. и здесь, после раскрытия определителей 6-ого 

порядка, можно получить аналитический вид уравнений (11)-(13), Однако, 
учитывая, что при решении подобных задач для кусочно-однородного 
клина (что намечается в дальнейшем) получаются определителя 12-го или 
более высокого порядка, был разработан алгоритм численного 
определения X из(И)-(13).

Дело в том. что при использовании имеющихся в компьютерах стан­
дартных программ для вычисления промежуточных значений детер­
минантов Да)(Х). возникает ситуация, когда аргумент произведения 
комплексных чисел выходит из интервала (—ТС, тс) (вложенного в 
компьютер), что приводит к потере выбранной ветви. Разработанный 
алгоритм избавлен от подобных недостатков.

Заметим прежде всего, что, независимо от электроупругих свойств 
материала клина, Х = ] является корнем уравнений (] 1)-(13) при 6։ - П н 
8։ -2п, а Х = 05 — только при 8, =2л. В этом легко убедиться, если 
учесть, что в этих случаях а, =а =-1 и. поэтому некоторые строки 
каждого детерминанта из (!!)-(13) совпадают.

С целью выяснения влияния граничных условий на поведение харак­
теристик связанного электроупругого поля в окрестности угловой точки 
клина был проведен численный анализ по разработанному алгоритму. На 
компьютере, после определения положительных действительных корней 
уравнений (11)-(13), определяется нулевая линия мнимой части Д<*'(Х), и 
по ходу вычислений на этой линии определяется ноль действительной 
части, если такая точка в области поиска существует.

На фнг.1 и 2 представлены некоторые результаты численного расчета 
зависимости Х։ от угла раствора клина, изготовленного из бифталата 
калия (фиг.)) или бифталата рубили» (фиг. 2) )9|; при граничных условиях 
(2) и (3) — кривые 3. при (2) и (4) - кривые 4. при (2) и (5) — кривые 5. 
Там же, для сравнений. приведены соответствующие кривые при 
отсутствии пьезоэффекта (кривые I — для чисто упругой задачи, кривые 
3, 4. 5 - для электростатической задачи с граничными условиями (3). (4) 
и (5) соответственно).
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Фиг. 2

Из приведенных кривых следует, что в случае граничных условий (2) 
и (3) или (2) и (4) предельный угол раствора пьезоклина 0пр, при котором 
окрестность угловой точки переходит из малонапряженного состояния 
(^|<^пр) в концентрационное ($| > ®ор), равняется Л. А при 
смешанных граничных условиях (5), при тех же механических граничных 
условиях (2), предельный угол уменьшается, что было обнаружено также в 
работе |5). В последнем случае, как и в работе |5], ИеХ.։ стремится к 0.25 
при 9։ —> 2 л.

Отметим, что плоские задачи электроупрутости для клиновидных тел 
при неоднородных граничных условиях успешно решаются с помощью 
интегрального преобразования Мелина комплексной функции 
/(х + цу)|11|.
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Մեխանիկա 56, №3, 2005 Механика

УДК 539.1
ЧИСЛЕННЫЙ РАСЧЕТ УДАРНЫХ ВОЛН В ЗАДАЧЕ 

ПРОНИКАНИЯ ДАВЛЕНИЯ В УПРУГУЮ СРЕДУ И
НЕСТАЦИОНАРНОЙ ДИФРАКЦИИ ВОЛНЫ НА КРАЮ 
ЭКРАНА В КВАДРАТИЧНО-КУБИЧНОЙ НЕЛИНЕЙНОЙ

УПРУГОЙ СРЕДЕ

Багдоев А Г., Погосян С.М., Сафарян Ю. С.

Ա. Գ. РшодЫ*. Ս.Մ.Պողոսյան, But. Ս. Սաֆարյաս
Քսաակուսա-խորասարդային առաձգական ո; գծային միջավայրրոմ հարվածային աէիքէւևքփ 

հա;վարկոս!ր առաձգական միջավայր ննրթափանգոգ ճն;ման խնդրում Լ էկրանի ծայրում ոյ 
ստացիոճար էփֆրակգիայի ժամանակ

Քարոսկուսա-խորանարգային առաձգական ո_> գծային միջսւվայրում րփտարկվում Է հարվածային 
lutfipübpji հաշվարկումը տարածվող և կետային ափյխերի յոյափմաս կետի շրջա1րսյքում: '^ւտարկվոէմ Է 
ոյ գծային հավասարրոմնխփ ճշգրիտ մասնավոր լուծամներր ե գույգ Է արվում հարվածային ալիքն երին 
բավարարոգ պայմանների հավաստիությունր;

A.G. Bngdocv, S„M.Pog«y*n , Yu. Տ. Safaryan
СакЫлйоо of tbock waves in problem of pressure penetration In etaetk media and in aoa-itatfoury 

diffraction problem of wave on edge of serene in quadratic cubic noo-linear eiaslk media

The non-linear diffraction problem of determination of solutior« of »hon waves equations in vicinity of 
tangency point of arbitrary propojpited wave with point wave is solved for elastic media with quadratic cubic non­
linearity.

Рассматривается расчет ударных волн в окрестности точки касания распространяющейся 
и точечной волны в квадратично-кубично нелинейной среде. Использовано точное частное 
решение нелинейных уравнений. Условия на ударных водках удовлетворены с большой 
точностью.

1. Рассматривается плоская задача дифракции продольной упругой волны 
АВ (фиг. 1) около края О полубесконечного непрозрачного экрана в 
среде, описываемой уравнениями пятиконстантной (квадратичная 
нелинейность) и девятиконстантной (квадратичная кубичная 
нелинейность) теории упругости. Также решена задача проникания 
давления в упругую среду. В случае квадратичной кубичной нелинейной 
среды нормальная скорость волны записывается в виде (1)

ся-Су + с^ + сДц2 (1)
Су — нормальная скорость линейной” волны, и — возмущенная скорость 

частиц за волной. Можно получить коэффициенты и квадратичной 
и кубичной упругой среды. Согласно девятиконстантной теории для 
квадратичной кубичной упругой среды внутренняя энергия будет (2|

У = +|*Հ +4«Ä»k + ßuX + ~-Հ + 
du j э V**/

+æ,«„ + æ2“i“a + W»“A՝ + ®.Հ
где тензор деформации
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у.
1 ди duk дие ди

=------ -+■—֊ + —-—£
2^ дхк дх, дх1 дхк

13)

но повторяющимся индексам проводится суммирование. Записывая (2), (3) 
для одномерной по нормали к волне задачи, используя формулу для 
нормальной компоненты тензора напряжений Лагранжа

ди ди, да„
" - -и уравнение движения р-----—--------, учитывая, что на

д( дхди, 
дх

ди, I ди,
волне ------- ------------. можно получить соотношение (1), где

дх с„ д(
2 X + 2ц _ I Г _ 3 . ։ _ _

с0 =--------- , 6■> =------- -| Зц 4— X + Л + ЗВ + С .
р ‘ 2рс0 V 2 )

с Зс2 2 Гц X А + ЗВ + С
бз =-т52+— ֊ + ֊ +------ ֊------ + х,+<Ег+ж3+ж4 |4)

2 рсД4 8 2 )
2. На фиг. 1 АВ есть распространяющаяся волна, в момент t = О 

занимающая положение OAQi ВВ' есть точечная волна, произведенная 
краем О экрана в момент / = О'. Волйа А В В' получается и при проника­
нии давления в среду. В линейном случае 62 = 0, 53 = 0 уравнения 
теории упругости описываются линейной гиперболической системой с 
переменными коэффициентами, и в окрестности точки В касания 
распространяющейся волны АВ с точечной волной ВВ' (фиг. 1) в случае 
типичной скачкообразной начальной волны ОЛ^, за которой дается 

начальное условие и = а0. и использованием теории Кирхгофа, согласно 
которой при определении решения в окрестности точки В нужно
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интегрировать по освещенной части начальной волны (1.3], линейное 
решение 111 имеет вид

«„=4^==^^^, г<0
я-Д։~*2 0-0о

и„= /(9_, г>0 (5)

здесь г,в — лучевые координаты для неоднородной среды.
х = const дает фронты точечных волн, 0 = const дает 

соответствующие лучи, к, есть кривизна обращенной точечной волны EF 
фиг. 1 с центром в данной точке М(х,у), kt есть кривизна (9/\, в точке 

О. A(t) есть лучевое решение (3] на волне ВВ'. умноженное на а՝.

г - 0, 0 - 0« есть координаты точки В в линейной задаче. (5) дает также 
решение задачи о проникании давления в жидкую или упругую среду |3|.

Справедливость теории Кирхгофа для задачи о проникании давления в 
жидкую иля упругую среду показана прямым решением граничной задачи 
методом Адамара, причем в окрестности точки В решение совпало с 
решением эквивалентной задачи о начальных условиях, где 
юггегрирование проводилось по освещенной часта начальной волны. 
Решение (5) совпадает также в частном случае однородной среды с 
известными решениями задач о дифракции плоских акустических и 
упругих волн на клине, частным случаем которых является задача о 
дифракции на полубесконечном плоском экране ]4,5|.

3. В нелинейной задаче, записывая с помощью |1) нелинейные 
упрощенные уравнения коротких волн вблизи В [1] и вводя функции

А Лц = ■■■== ■ у = . IIгУ, где v -трансверсальная компонента
Л՜ ^2

скорости частиц, аналогично случаю квадратичной нелинейности |!,3], 
можно найти точное частное решение указанных уравнений, 
сращиваемое вдали от В с линейным решением (5) в виде

х =---———— tg2ji% + [5, . А- — [idt + Гб3 ———dl + С, (с)

6 - 9(. 0 - 0։. и
v= Г՜“ <6)

£2)Cj с,
- sin [171 „ .

где с։ есть значение Со в точке О, С = . ■ =, С ։ (с)-произвольная
л/^1 “*2

функция.
Можно показать, что АВВ’ будет ударной волной в случае 5,а" > 0. 

В случае 82а" < 0 волна АВВ' будет непрерывной волной ( на которой 
и = 0), при этом, как показано в аналогичной по математической 
постановке задаче обтекания верха треугольного крыла (6,7] 
сверхзвуковым потоком газа, имеется висячая ударная волна ВК фиг. 1, 
позади которой можно снова взять решение (6). а впереди нее решение 
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имеет место в виде семейства характеристик, на каждой из которых 
р = const, и может быть записано в виде 11} р » //р v ■ v,,

(0֊0О)2 j’fM2 , f <М
—------а —------------- dt + а .2=2(к,-кг)с} п}„к,-к, liy[k^ dt,

(А։-А'?)с։
(?)

В случае однородной среды и плоской волны АВ с0 = ср к2 =0,

к^ = —. и решения (6} упрощаются и в предположении д,а° >0, 5^ > 0. 
с./

после замен величин
-7=^- = у, у = а'\ 0-0о = 7М>,> U = Y^ x = 62v/5, v = j8/y/v' 
Л -ki

дают решение позади КВ В՛

5 = —Xtg2pn + р +—sin 2рл + В sin2 цл+ -— 
2 2л о,

•(р՜ + —psin2pn-^sin2 рл Insinрл), v' = —tgpn-py
Л л л

где В-постоянная. Уравнение ударной волны ВВ՛
^=J25_g_2^
dy у 3

куда следует подставить <5 из (9). причем получается
ytg?pi-£

d>'~ z + ^r
6:

(8)

(9)

ПО)

(И)

у (бия 2
где % =------ —- л +1 + cos 2ря» Г ~ 2р + 2рсоз2ря - - sin 2рл In sin рл.

cos ‘ рл л
„ 1 2 2 i • 25з"/ ( 2 2 Ц . — 2*2 ։ • \ I 1 01
Q = - у tg рл + р + — s։n2pn + —— -р s։n2pn----- ^-sin рл1п5шрл

У п §2 V3 л л‘ )
(11) решается при начальном условии в точке В касания нелинейных волн
АВнВК 

1131
V 3 д2 д2

Кроме того, следует посчитать функцию Ж, представлающую безразмер­
ную касательную к ударной волне ВВ՛ скорость частицы

Ю = - /£ця-ру-ц£ (14)
л

причем на ВВ' должно быть Щ « О

85



Расчеты уравнения (11). (12) при условиях (13) при значениях 
53у/82 = 0;1/2 показали, что наилучшее удовлетворение условия аг = О 
получается при 5 = 0. что и учтено в формулах (10)-(14). Результаты 
расчетов приведены на фиг. 2. где кривые 1,2 дают 3,4 дают ге(у) 
для указанных 53у/82 соответственно. аг(д/) мало на всей волне ВВ'. 

таким образом, частное решение (6) позволяет в случае 5у > 0 
удовлетворить условию ас = 0 с большой точностью, что для задачи 
газовой динамики в квадратично нелинейной среде показано в (6].

В случае упругой среды согласно (4) б2 < 0 (9) и при б3 > 0,д° > 0, 
как было сказано, имеется висячая ударная волна ВК фиг. 1. Этот случай 
также осуществляется в случае электромагнитных ударных волн в 
сегнетоэлектрике (1]. (10).

Фиг.2 (8,7/6, = 0; 8,у/8, = 1/2)

Полагая при бу < 0

-7--- -=Д!>> У = и = -уц, У=-у</
(15)

ОД = т = -82у/5
-подставляя (15) в (6). можно показать, что (9) снова имеет место позади 

ВК, только в нем следует заменить

Ьзпцмг-> 1п$т|ц|л

а (7) дает впереди ВР фиг. I

=-У^ ^=ТТ՜ 2уб3

(16)

(17)
8, 2
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Впереди участка РК ударной волны вместо (17) имеет место р = -1.
Уравнение висячей ударной волны ВК имеет вид

dy \ 3 &2
. , , xd5v _Vj =_(p_A) 

dy
(18)

Знаки + выбираются в ходе расчета.
Уравнение (18) с учетом исправленного по (16) решения (9) будет: 

ф_ у#3рс + £ 

dy Х + М/у 
где поскольку впереди ударной волны GK р = -1,

? ? 1 • П 4-у tg ЦЛ + Ц + — 5։п2цл + 1-
V- '

1 -ц2 + —-֊ + —sin2^--^-sin2 pjtlnsin[p|n'l
| 62 \3 3 3 л л у

Начальные условия для (19) будут в точке В следующими: 
у = 0, р = 0, 5 = 0 (20)

В соответствующей задаче обтекания верха крыла |1], где среда 
квадратично нелинейная, показано, что вблизи точки В ударная волна ВК 
вырождается в характеристику BG фиг. 1, уравнение которой получается из 
(18), где следует выбрать нижний знак и полагать р-р՝. Учитывая (17), 

dS С7 2 
интегрируя уравнение характеристики ----= IZ(d - р +------р ) , с учетом

V 62
(20) можно получить на BF фиг. 1

О>У>У„ * = “> A-ZA՛ <21>

где ft дается (17). В случае - 0 имеет место на ВР Ру --у2. На

участке FG характеристики, где Ру - -1, интегрируя

— = 72(S + l + 6,Y/62) с начальными условиями в точке F

у, = /2
•можно получить на характеристике FG фиг. 1 -

У1 >У >У2, Hi 6 + 1 + 6,у/52 -(у֊2у։)2/2 (22)

где у » у2 есть точка зарождения ударной волны СК фиг. 1. В уравнении 
(19) выбирается верхний знак перед (՛. а в точке С у2 = 2у։, в которой 
положено Ру = -1 и интегрируется (19) с этим начальным условием.
Далее решение проводится до точки у, < у2. в которой меняется знак в 

(19) перед на нижний и решение проводится до точки У“3уг
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—♦—0.2 —о

Фиг.З (д/у/6, - 0; 0,2)

Значения у2л выбраны так. чтобы С было вещественно и |//| с 1. 
Рассчитано также на СК
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зе = ^֊ - ц|у - у + + О (23)

которое должно быть мало вдоль ударной волны.
Результаты расчетов для 6?у/д2 = 0; 1/5 приведены на фиг. 3. При 

этом ЕС (у) порядка 10՜3, то есть мало. Таким образом, для квадратично 
кубичной нелинейной среды, как упругой, так и электромагнитной, 
посчитаны ударные волны ВВ' к ВК с помощью частного решения (9). 
(16) с почти что точным удовлетворением условий на ударных волнах. 
Решение с интегральным удовлетворением условия на ВК Ее = 0 для 
квадратично нелинейной среды дано в [11].
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ՀԱՅԱՍՏԱՆԻ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԶԳԱՅԻՆ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ
ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ

Մնխաճիկւս 58, N?3, 2005 Механика
УДК 519.95

ОБ ОПТИМАЛЬНОМ УПРАВЛЕНИИ КОЛЕБАТЕЛЬНЫХ 
ДВИЖЕНИЙ ЗАМКНУТОЙ КРУГОВОЙ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ 

ОБОЛОЧКИ В КОНФЛИКТНЫХ СИТУАЦИЯХ 
Габриелян М.С., Мазманян Л.А.

Մ.Ս.Գաբրիևլյա<ւ, 1_.1ԼՍագմանյա(]

Փակ յթջանայիճ գլանային թաղանթի տատանողական շարժման սւգտիմա| 
ղեկավարման մասին հակամետ իրավիճակներում

'l-իտարկված է փակ շրջանային գլանային թաղանթի գծային տատանումների օպտիմալ ղեկավարման 
խնդիրը. երր նրա վրա ազդում են բաշխված հակամետ աժեր: Խնդիրը լուծված է Ֆուրյեի եղանակով և 
բերված է երկրորդ կարգի ղիֆերենգիալ հավասարումներով բնութագրվող խաղային խնդրի! 
Խաղացողների օպտիմալ ղեկավարող ազդեցությունները որոշված են Լբստրեմալ նշանառության 
եղանակով: Ցույց է տրված, որ եթե աոաջին խաղացողի ռեսուրսները ավեյի շատ են, քան երկրորդ 
խաղագողինը ե ազդող աժերը պատկանամ են Լշ ղասին, ապա լուծվում է թաղանթի տատանումների 

մսւրման խնդիրը- Աշխատանքի վերջում բերված Լ թվային օրինակ.

МЛ Gabriel)an. LA. Maxnuayan
On (be Optimal Control Cor The Elaslk Plate"» Vibrations io the Conflict Situations

The problem of an optimal control for the dosed circular cylindrical shell's linear vibrations, when the 
distributive disposed forces influence on it. The problem is solved by the method of Fourie and it is brought 
to the differential game, which is described by the infinitesimal differential equations of the second order. The 
extremal strategics are constructed by the extreme targeting method It is shown that if the resources of the first 
player are more than the resources of the second player and the influencing forces belong to class L;, then 
the problem of damping of shell's vibrations в solved. In the end of the snide a numerical example is given.

Исследуется .ладлча об оптимальном управлении линейных колебаний замкнутой круговой 
цилиндрической оболочки при помощи протипоборсгаующих сил, приложенных к 
поверхностям оболочки. Задача решается методом Фурье н приводится к игровой задаче для 
бесконечной линейной системы дифференциальных уравнении второго порядка. С помощью 
метода экстремального прицеливания определяются оптимальные управляющие силы. 
Указываются условия, при которых действующие силы, принадлежащие классу Լշ, гасят 
колебательное движение оболочки, если ресурсы первого игрока больше, чем второго. В 
конце статьи приведен численный пример.

է. Рассматриваются линейные колебания шарнирно опертой 
замкнутой круговой цилиндрической оболочки при малых прогибах. 
Оболочка однослойная, изготовленная из однородного изотропного 
материала. Для круговой цилиндрической оболочки наименьший радиус 
кривизны совпадает с радиусом поперечного сечения. Цилиндрическая 
оболочка имеет срединную поверхность пулевой кривизны 
(*, =0, к, = !/£■) (П1.-С. 12). .

Пусть Լ —длина оболочки, R —радиус кривизны срединной 
поверхности, հ - постоянная толщина, р—плотность оболочки (p = y/g. 
где у-удельный вес материала, g-ускорение силы тяжести). Выберем 
координатные линии х и у таким образом, чтобы они совпадали с линиями 
кривизны срединной поверхности вдоль образующей и дуги 
соответственно. Координату z будем отсчитывать вдоль нормали к 
поверхности, считая z направленной к центру кривизны. Обозначим 
перемещения точек срединной поверхности ио направлениям х, у, z через 
и, v, w соответственно.
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Пусть на поверхности оболочки на множестве положительной меры 
действуют две распределенные перпендикулярные силы: Г{(х,у,։) и

под действием которых оболочка будет колебаться. Обозначим 
нормальные перемещения срединной поверхности оболочки через 
*(*> У’*)՛

Дифференциальные уравнения линейных колебаний оболочки будут 
((И. С. 103)

ру<и- 1 а'ф , г 31”- н.п
Л R дх2 % дг А Л

„4- Е 3^ /1?ф =---------- (1-2)
R дх2

где О — цилиндрическая жесткость оболочки О - ЕА’/12(1-р2), Н՜ 

коэффициент Пуассона, Е — модуль упругости материала при растяжении 
(сжатии). ф(-)—функция напряжения срединной поверхности, а

Пусть граничные условия замкнутой круговой цилиндрической 
оболочки удовлетворяют следующим условиям шарнирного опирания со 
свободными смещениями в продольном направлении и при отсутствии 
смещения в дуговом ((1), с. ПО):

w - 0, v - 0, Л/, - О, N։ - 0 при х = 0, x = L (1.3) 

где изгибающий момент у = ^[) I V а нормальное усилие
' х: д у2)

Пусть начальные условия будут
'*(х,^0) = ^(х,.у), д^х!.У՝.1). -у(х,.у) (1-4)

где <р(х,у) и ^(х,^) —начальный прогиб и начальная скорость 
срединной поверхности соответственно.

Условия (1.3) шарнирного опирания будут удовлетворены, если 
прогиб представить в виде

1 v՝ г i \ ■ ткх v'v՛' /• / \ пУ /.гw =тЕЛо(')։"’-7-+ЕЕЛ_(Ф|П-^с05-7 I’.st 

рассматривая при этом t как параметр. Для определения w(x,y,t) 

достаточно определить функции т - число полуволн вдоль
оболочки, п - число полных волн по окружности.

Подставляя (1.5) в (1.2) и интегрируя, получим
тгя2 . тхх лу (1.6) ---------------г sin----- cos— 

т1*2 nj_
L։ + Rz

М«| /Мл Ъ л я=|
Z*
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. mnx ny
s։n------ cos —

L R
Так как в области [0,£.]х[0, 2л՜/?] система функций

(т -1,2,..., п = 0,1,2,...) ортогональная и полная, то функции Г։(х,у,/),

F2 (x,yj), <р(х,у) к у/(х,у) можно разложить в ряд Фурье:

_ > ч 1 Л _ м . тхх v1 V5 - / \ ■ т7ГХ пУF> (х՛ = и.о (г )sm ֊— + Е Е (')s։n ~Г cos "Г

/ \ 1 \՜՝—- / \ • тхх •с՜՝\—՝_ / \ . тхх пу— + EZ^Vi^-T՜005-^ 
Z L и»! Я=|

, , 1 Д . тхх ■£-՝ А . тях пу
ф\х՝у) “ ö E^s։n ~г+ Е Е ^s։n—c<>s -t- 

Ьиа/ Ь та/ях/ '*
/ X 1 V- • тхх Л . тях пу^(х’-и)=чЕ^.05‘п— + XE^sjn~r-cosT <L7) 

֊ L та/ я./ L К
где

]F\x,y,t)^֊^r^dxdy

- L 2гЛ
J F^x.yjym^—cos^dxdy 

L^K' L к
о t. 2 «A‘

=------ f [ ^(x.^Jsin-^^cos—dxdy
LkR ] J V 1 L R

- t2 rÄ
f (^ = l,2,...;n = 0,l,...)

Подставляя (1.5). (1.6). (1.7) в уравнение (1.1). после несложных 
преобразований, получим

Г Dg (k'n2 + m2K2R:)' । Eg m*n*R2 /~ (') + /Д (')
[yä ' L*R4 Y (£2л2+т2л2Я2)’ h h <18>

֊ -fr5՜- 4r7*(')" °’ ’1’2'- n “ °4’2’-)
уЛ2 fh2

От (1.8) перейдем к следующим безразмерным обыкновенным 
дифференциальным уравнениям второго порядка, описывающим 
линейные колебания замкнутой круговой цилиндрической оболочки:

Л <19>

ГАе ^(0 = ^.«-=у^“-(0-՝'«=^_(,).
при следующих начальных условиях:

Квадрат частоты собственных колебаний оболочки при малых 
прогибах имеет вид:
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„> т-м ։110|
* /Л С R* у (ь2п2 +т2л2Я3)2

Предположим, что силы ?](х,у,/) и ^2(х,у,/) принадлежат классу

Ь2 и удовлетворяют условиям (2)
I ЬгА
III?; (•'•>'•')] <^у 
о О

I. 1<я ,
I / |/Лх.>0] <Ми

.0 о
равномерно по I е [<9,7՝].

1/,

»-/л-О

(1.11)

Здесь Р,(2,Т — заданные положительные числа.
Рассмотрим следующую игровую ситуацию:
Пусть первый игрок, распоряжающийся управлениями

Цт_ 0 “1,2,..., Я = 0,1,2,...). стремится минимизировать значение

величины
у +£.<<>)]

л-0
при самом упорном сопротивлении

второго игрока, распоряжающегося управляющими воздействиями 
[т « 1,2,...,п = 0,1,2,...), а второй игрок в свою очередь стремится

максимизировать значение величины при самом

упорном сопротивлении со стороны первого игрока. Величину 
<9 (0<19<7') определим ниже. Динамика игры определяется 
бесконечной системой дифференциальных уравнений (1.9). Используем 
метод экстремального прицеливания ([2], (3) с. 149).

Составим гипотетическое рассогласование. Так как собственные числа 
А (т - 1.2.....Л = 0,1,2....) положительны, то вводя следующие
обозначения:

систему дифференциальных уравнений (1.9) можем записать в виде

{т,п)-ъ1й блок фундаментальной матрицы однородной части системы 
(1.13) будет:

^ОвХ(/-т) $1пДГ(г-г) ' 

со5Дй'-т),
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Гипотетическое рассогласование для сформулированной игровой 
задачи будет [2]

I. ™ах ЕЁ (1.15}

Подставляя значения 2„„[7'.г] в (1.15) и учитывая, что области

* О2 строго выпуклые, а минимизирующиеся и

максимизирующиеся функции линейные, то есть минимум и максимум 
достигаются на границах, будем иметь

тах

т
+ С т։п

где

\1"а

/•

I \ \ Ы*

(1т +

(1.16)

= г

- г

Используя метод неопределенных коэффициентов Лагранжа, для 
(о)и У„п получим

ДЛг - 0+- г)]
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Подставляя значения Ы^(т) и из (1.17) в (1.16), получим

. . шах R у [/«’«_ ♦ а,Л- (Р - е)х

Определение: Задача для системы (1.13) назовем регулярным, если 
она регулярна для любых конечных тУп из (1.13).

(1.18)

При условии Р>(2 выражение в фигурных скобках в формуле 

(1.18) является вогнутой функцией по переменным и

(г - 1,2,..., / = 0,1,2,...). следовательно, максимум в (1.18) при любых 

^’(') достигается на единственном векторе 

(/п - 1,2,..., п - 0,1,2,...), т.е. при любых начальных 

значениях игровая ситуация регулярна |2). Компоненты вектора /"
определяются из следующих уравнений:

+у + О֊*’

ь , , 0֊рГ^со^(Г-г)|»^(7-֊т)А

' |^4еГз'1пД;(Г-г)+Й)’со^(Г-Г))21Л

»о

(р = 1,2,... ;к = 0,1,2,...) (1.19)

Заметим, что I, ((), (г)>г5Г) - ограниченная величина, так 

как ряды, участвующие в выражениях (1.18). сходятся, следовательно, 
оптимальные управляющие воздействия, определяемые формулой (1.17) 
равномерно по те [О.Г] , составляют сходящиеся квадратом ряды (2|. Для 

определения момента 3 в каждой ситуации нужно найти наименьший 
корень уравнения:

^|£(<։)('”{г™('-Уг™(,')Ь)“£(0)('.,- .-9) (1.201

2. В этом разделе исследуем случай, когда оболочка совершает 
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колебания с образованием четырех волн вдоль каждой стороны 
(т = 3, п - 3).

Так как к

(ш = 1,2,3: Л = 0,1.2,3) трудно представить в аналитической форме, то 
задачу решим численно.

Для численною примера возьмем оболочку из стали, которая 
имеет следующие значения параметров: £=3м, /?=2м, /1 = 0,001.4. 
р = 7,8 103 кг/м3. £=200/77а= 2 • Ю11 н/м2, // = 0,3. Р=8, 0=2. 1 = 0. 
Пусть начальный прогиб и начальная скорость срединной поверхности 
есть

<р(х,у) = —— х? + —— V 
' ' 100 200՜ (2-1)

Вычисляя квадрат частоты собственных колебаний оболочки при
.малых прогибах из ( 1.8) для т = 3, п - 3.

4 =<4=641026. 

Д, = % = 68832. 
Л, =гу.\ =425114.

Л,, = гу;, = 609768, 
Учитывая эти

Л,, = <Ц2, =425107, 

Ао=<в» -=641030, 
Л, = й£ =280059,

=а£ =528531.
значения, с помощью

получим

42 =й£ =175369

= гу‘, = 573766
Л,0 = й£= 641049

Лн =^} =425141
программы «Mathematica 5.0» и

«Microsoft Excel» численным методом вычислены

(/Л = 1,2,3; п = 0,1,2,3). а следовательно, вычислены гипотетическое рас­
согласование из (1.18) и оптимальные управляющие воздействия из 
(1-17).

Ниже представлены зависимости Е° {7', 0,3000) (фиг.1),

и,3 {г,0,150) (фиг.2), /)3{г,0.150) (фиг. 3).

£0

Фиг. 1

3000
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Фиг. 4

Из фиг. 4 видно, что и3} и У°3 имеют противоборствующее влияние 
в том же интервале времени. Остальные оптимальные управляющие 
воздействия ияот { г, 0,150}, у®д {г,0,150} (т — 1,2,3; п = 0,1,2,3} имеют 

тот же характер, что и {г,0,150} (фиг.2) и У^{т,0,150} (фиг. 3).

Возьмем теперь Р <@, Р=2, <2 = 8, .Аналогично получим следующий 
график для гипотетического рассогласования (фиг. 5):
Из фиг. 1-5 следует, что когда ресурсы перво։« и։рока больше, чем 
второго (Р > <2), го задача всегда решается н пользу первого игрока, т.е. 

первый игрок, распоряжающийся управлением (т 1.2.3: п = 0,1,2,3). 
гасит колебательное движение оболочки при самом упорном 
сопротивлении со стороны второго игрока \'°тп (т = 1,2,3; п = 0,1,2,3).
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О 500 100 150
Фиг.5

Авторы выражают глубокую благодарность проф. В.Ц. Гнуни за ценные 
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ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ

Մևխսւսիկա 58, №3, 2005 Механика

УДК 629.7.052
МИНИМАКСНЫЕ АЛГОРИТМЫ КОРРЕКЦИИ ИНЕРЦИАЛЬНЫХ 

НАВИГАЦИОННЫХ СИСТЕМ ПО ИНФОРМАЦИИ О ВЫСОТЕ ПРИ 
НАЛИЧИИ НЕМОДЕЛИРУЕМЫХ УСКОРЕНИЙ 

Мартиросян С. Р.
Ս. Ռ. Ս՜արտիրոսյան

Իեէրգիա) նավիգագիոն համակարգերի պարամետրերի գնահատման խնդրի մասին յմոդէդագվոդ 
արագացումների առկայության դեպքում

‘1իտարկված է դինամիկ համակարգերի ֆագային վիճակի մինիմաքսայիճ գնահատման խնդիր՜ 
յմոդելագվոդ արագացումների առկայության դեպքում: Ստացված են օպտիմալագման բավարար 
պայմանները անալիտիկ եղանակով: (ձոաթարկված է այդպիսի խնդիրների լուծման ալգորիթմ, որի 
ոխությամբ գտնված Լ իներգիսղ նավիգսպիոն համակարգերի պարամետրերի մինիմաքսային 
գնահատականներ ր

Տ. R. Martirosyan
.Minimax algorithms of correction of inertial navigation systems under 

die Information on height at presence unmodclkd acceleration
Estimation problem is crxisideied for the case in wich stochastic description of disturbances տ the system and 

the random measurement errors is not available, but only a bound of them is known. Il is being cast into parameter 
estimation problem under uncertain conditions. One way of solution of such problems is suggested by the 
methods of guaranteed (minimax) estimation theory. Hence the methods of optimal guaranteed parameter 
estimation theory are used for solving problems connected with spacecraft and aircraft guidame and control such 
as the trajectory correction problem or the problem on evaluation of motion parameters of means of 
measurements, in this paper the additional analysis of this problem has allowed to formulate analytical criteria of 
an optimality, bused on construction generalized Chebyshevs polynoms. The algorithm of the solution of such 
problems is suggested convenient for analytical investigations of linear dynamic systems and estimators. The new 
algorithm is tested on » problem of correction inertial navigation system under the information on height al 
presense unmodctled distuibances. The optimum moments of measurements are found and aprioristic estimations 
of accuracy of determination of parameters of the navigation system are received.

Задачи минимаксного оценивания с нсмоделируемыми ускорениями рассматривалась и 
работах [1-4]. В предлагаемой статье дополнительный анализ этой проблемы позволил 
сформулировать аналитические критерии Оптимальности. Предложен аналитический алгоритм 
решения таких задач, основанный на построении обобщенных чебышевских полиномов. 
Алгоритм опробован на задаче коррекции инерциальной навигационной системы по 
информации о высоте при наличии нсмодслируемых ускорений. Найдены оптимальные 
моменты измерений и получены априорные оценки точности определения параметров 
навга-ационмой системы.

1. Постановка задачи. Пусть изменение состояния системы х(/) на 
интервале времени / е [о. 7'] описывается системой линейных 
дифференциальных уравнений

'^-A(r)x + B(r)<,re[0,T] (171)
at

где x(/)€2?m; A(t)ER‘,4M , />’(f)E- кусочно-непрерывные матричные 

функции; fz(f)G/?r- вектор немоделируемых ускорений, компоненты 
которого являются кусочно-непрерывными функциями на [0,7’].
Предполагается, что выполнено ограничение

||«(/)|s/(<),f6[o.r] (1.2) 
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где /(/)-заданная неотрицательная кусочно-непрерывная функция; - 

евклидова норма вектора.
Пусть на интервале времени [0,Т] проводятся измерения

г(0-Ягх(/) + р(<).'е[0,г] (13)
где известная кусочно-непрерывная вектор-функция; .?(/) -
измеренное значение; р(/) - ошибка измерений; д(/), р(/)бЛ՛ .

Будем предполагать, что ошибка измерений р(/) удовлетворяет
ограничению

|р(П|2а(/),։е[0,Г] (1.4)

где сг(/) - заданная неотрицательная функция на [0,Т].
Предполагается также, что система (1.1), (1.3) при и(/)»0, /?(/)■ О 

вполне наблюдаема.
Требуется построить оценку параметра

/-«Ч (15)

а € R” - заданный вектор, х0 - х(0);

на классе линейных оценок I параметра /, определяемых в виде
т

/ -уф(/)г(г)^ (1.6)
0

где

(1-7)

Ф„ (Г)-кусочно-непрерывная функция; Ф/։ / = 1,2,..., п -числа (п- 
пронз вольно).

Функцию Ф(Г) будем называть оцениватслсм.

Ошибка оценки / ֊ /, очевидно, задается выражением 
т т т

1-1= (/Ф(г)ЛУ1^-ат)хо + /Ф(1)/1т(1)з(1)Л-<-/Ф(1)р(г^1 (1.8)

X(/) матрица фундаментальной системы решений (1.1):

0 
где

0 0

Л(/)-Хг(Г)Я(/) (1.9)

ХО-х-'ожо (1.։о)
т 

(1.11) 
0

— Х(0)-Е. (1.12)
<11

Ею- т -мерная единичная матрица.

ИХ)



Из соотношения (1.8), очевидно, следует, что 11 -I1зависит от р(т), «(/) 
и Ф(/):

|/-/|=Р(Ф(0,«(0,р(0) (113)

Гарантированное значение ошибки оценки 1-1
Д^(Ф(0) = гаах Я(Ф(/)Х0»р(')) (1.14)

зависит только от выбранного оценивателя Ф(0.
Для того, чтобы величина £>^(Ф(/)) была бы конечной, необходимо 

выполнение условия несмещенности оценивателя Ф(г):

Р(Ф(/),0,0) = 0 для любых х0 еЯ" (1-15)
Если Ф(/) удовлетворяет условию (1.15), то будем это отмечать Ф е .

Из соотношения (1.8) следует, что требование несмещенности оценивателя 
(1.15) приводит к условию

т
^Ф(/)й(/^ - а (1.16)
О ' ■

Тогда соотношение (1.8) можно написать в виде 
т т

1-1 - ГФ(<)р(()л + ]-ф(олг(Оя(ол (1.17)
о о

Естественно среди всех алгоритмов оценивания Ф(/) 6 Л’ найти такой, 
при котором величина П^,(Ф(г)) минимальна.

Стремление минимизировать (Ф(0) в рассматриваемой постановке 
порождает следующую минимаксную задачу [3]:

min max £)(Ф(г),к(г),р(0) (1-18)Фел' и.р
Подсчитаем гарантированное значение ошибки оценки (1.14).
Согласно (1.17) и (1.4) 

г г
7(Ф,о) = тах Р(Ф(г),ц(т),р(г)) = Л Ф(г) | + ^(t)/ir(t)g(t)dt(1.19)

Р 0 0
Тогда, в соответствии с (1.3), при любом гарантированное
значение ошибки оценки (1.14) будет

Г - Г
/*(Ф)-тахУ(Ф,«)Ф(г)| o(t)dt + J^(t)} max} hr(t)g(t)[dt (1.20)

оо

Нетрудно для каждого /е[0,Т] получить оценку сверху для функции 
|Лг(0^(0| в следующем виде [3]: тах | йг(т)#(/) | -С^О), Ге[0,Г].

В самом деле, так как согласно (1.11)

лг('Ж0-р7 (r)6(s>(j)|*  
о

(1.21)
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то, очевидно, тах | И1 (/)#(/) | достигается при
У(5)ЬГ(5)Л(/)

■||ьг«Л(ОН

Тем самым
с^(')-)1|ьг(^М11^)*  П-23)

О
Отсюда следует при любом Ф(/)G^ оценка сверху функционала 

У(Ф,ц) (1.19):

ДФ.«) ։ 7-(Ф) -/(О(0 + С„(г))| Ф(г) | Л (1.24)
О

Отметим, что если ։ нс фиксировано, то верно лишь неравенство 
|Лг(0«(')кС„„(0 на [О,Г].

Задача определения
ггнпУ(Ф) ։ (1.25)

при условии несмещенности (1-16) сводится к следующей задаче 
вариационного исчисления. Необходимо определить оцениватель Ф(г) € 
из условий

г ]'(°(') + с~('))1ф(')|л (1.26)
О
г
JФ(/)Л(0Л - а (1.27)
Û

Задача (1.26), (1.27) может быть эффективно решена снмплекс-методом 
[3,4]. Аналитическое решение этой задачи можно получить путем сведения ее 
к задаче построения обобщенного чебышевского полинома [7].

Таким образом, путем сведения задачи (1.26), (1.27) к задаче линейного 
программирования, легко решаемой симплекс-методо.м, или к задаче 
построения обобщенного чебышевского полинома, нетрудно получить 
оценки сверху для искомого функционала 1(Ф,ц) (1-19) и определить 
программу измерений, минимизирующую эти оценки. При этом программа 
измерений, минимизирующая функционал У’(Ф,ц) (1.25), будет содержать 
не более чем т измерений, где1 т ֊’размерность пространства состояний 
системы, т. с. столько же, сколько в проблеме при отсутствии 
немоделируемых ускорений [3].

Однако следует подчеркнуть, что решение задачи (1.26), (1.27) не обязано 
совпадать с решением исходной проблемы (1.18), хотя в некоторых случаях 
такое совпадение возможно.

Рассматриваемую минимаксную задачу (1.18) можно сводить к 
дифференциальной игре с терминальным функционалом
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т
У - пнп тах^(|ф(г)[а(О + Ф(*)Л т (Оя(О)Л (1 •28)

о
подробный анализ которой проведен в работе (3]. Сформулированы 
достаточные условия, включающие все необходимые, которые гарантируют 
выполнение неравенств седловой точки

У(Ф,и) £ У(Ф,и) =։ У (Ф,и) (1.29)

где и и Ф - решение задачи (1.28).
Пусть Ф’ - решение задачи (1.25), а Ф° - решение задачи

гтпУ°(Ф) (1.30)

в которой не учитываются немодслируемые ускорения и(!) = 0, I е [0,7'].
Справедливы неравенства [3]:

У(Ф*)  * У.(Ф’) * У(Ф) * У°(Ф°) (1.31)

где Ф - минимизирующий оцениватель минимаксной задачи (1.28): У.(Ф) - 
решение задачи (1.28) при фиксированном оценивателе Ф(г) с Л':

У.(Ф) - тахУ(Ф,ы) (1.32)ш
Если величина 

достаточно мала, то точное решение минимаксной задачи (1.28) не может 
существенно уменьшить гарантированную ошибку оценки [3].

2. Сведение проблемы к задаче построения обобщенного 
чебышевского полинома. Нетрудно получить при умеренной размерности 
т системы аналитическое решение задачи (1.26), (1.27), сводя се к задаче 
построения обобщенного чебышевского полинома. Для этого сформулируем 
некоторые результаты теории задач математического программирования 
указанного вида [5,6] и воспользуемся алгоритмом решения этих задач, 
предложенным в [7].

Можно упростить запись задачи (1.26), (1.27) в предположении
а(/)>֊0, у(г)хО, ։ е[0,Г] (2.1)

если обозначить
Ф'(0 = Ф(/)Э(0 (2.2)

<“>

9(0 = а(/Х1 + а(0) (2-4)

а(() = (2.5)

Замечания. 2.1. Можно считать, что а(/)>-0, ?(/)>-0, или 
°(0 + С«« (0 0 • / 6 [0,Т], иначе из условия o(f) + (t) « 0 на 
некоторых подмножествах /,'с{0,7’] в соответствии с (1.2), (1.4) имеем 
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а(г) = 0, Спид (т) - 0. А тогда, н(Г) = 0 , р(/) = 0 на Г - [г',Г], в силу чего 
решение рассматриваемой минимаксной задачи, как задачи восстановления 
компонент вектора состояний системы будет иметь вид

/ -вгХо - агу,^г(<)Н(0"Г(')-*'(»)Л]- 1 ],Хг0)Я(02(г)А> I £[։■,։■] 
Г

2. 2. Заведомое отсутствие немодслируемых ускорений на некоторых 
подмножествах 1Ус2{0,Г] просто описывается условием у(/) = 0, или, в 
соответствии с (1.23), (г) - 0.

2. 3. Можно считать, что заданный нолевой вектор а = (1,0,...,О)7 . Иначе, 

если в-(в1,в1,...,в11,...,вя)г и аг и 0, то с помощью замены

Л(/)-СЛ'(0» а =Са (2.6)
где 

/0 <։ 0

а«Л-1 ~а1 0

с- о

~ат

в задаче (1.26), (127) пара векторов Л'(/), а (а1,а2,...,аг,...,ая)' 
заменится парой

Л(:)е/?*, а - (1Д...,0)г е /г (2.7)
Итак, будем считать, что 

3(0 >0, ге(0,Т] (2.8)

Замена Ф(0, Л(г), а, соответственно, на Ф*(0»  ^(0> в 
соотношениях (1.26), (1.27) приводит к записи 

г

7՛’й?Гф(()'Л (2-9)о
г
^Ф(/)Л(0Ж=а (2.10)
о

где а - (1,0,...,0)7 Е Я'* . Здесь знаки волны и штриха опущены.
Сформулируем двойственную к (2.9), (2.10) задачу:

на множестве векторов У6/?т найти вектор, максимизирующий 
функционал [5-7]
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Yra------*max  (2.11)

при условии
|УгА(/)|$1, t е[0,Т] (2.12)

h(t)ERn-заданный вектор, а = (1,0,....О/ ER".

Пусть У ° в (у!',—, Хн У - решение задачи (2.11), (2.12), а1<т

-такие моменты времени, в которых |УГЛ(Г;)|-1, j -1,...,/.

Рассмотрим систему алгебраических уравнений
ЛГФ = а (2.13)

N -(А(Г։),...,Л(б))еЯ”Л Ф -(Ф„...,Ф,)Г ER՛
Справедливы утверждения [5-7]: система (2.13) совместна;

/
Ф°(0 - £ф։/(/-Г,)-рсшение задачи математического программирования 

(2.9), (2.10); оптимальные значения функционалов обеих задач совпадают,

т. е. j] Ф°(/)| Ж - Уога . 
о

Таким образом, найдя решение двойственной задачи (2.11), (2.12), 
получим решение задачи математического программирования (2.9), (2.10).

Сведем двойственную задачу к задаче построения обобщенного 
чебышевского полинома

L- min maxi 5(f) I (214)

где 5(f) - обобщенный полином, определяемый выражением
5(/) - Л,(0 + ZjA։(r)+... + z.A.(/) (2.15)

i = - компоненты вектора A(t)G/?*;  zp j= - числа.
Показано [5.6], что если решение двойственной задачи (2.11), (2.12)

У ° « (у”,—, у" У существует, то существует также и решение задачи 
построения обобщенного чебышевского полинома (2.14), достигающегося на 
наборе {z.}, j = 2,..., т ; при этом L > 0 и

/’-Г'.у’-Г'г". j = (2.16)

Справедливо и обратное утверждение: если решение задачи (2.15) 
достигается на наборе {zy}, / = 2»...,т и Л>0, то существует решение 
двойственной задачи (2.11), (2.12) и выполняется (2.16).

Для решения задачи математического программирования (2.9), (2.10) 
предлагается следующий алгоритм, удобный для аналитического 
исследования [7].

I. Строится обобщенный чебышевский полином (2.14); пусть в моменты 
времени , 1<т значения обобщенного чебышевского полинома 

равны + L, т.е. полином принимает при этих значениях t., i = 1,...,/, I < т 
наибольшие по абсолютной величине значения.
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2. Решается система алгебраических уравнений (2.13); 
пусть Ф° » (Ф{’,...,Ф”)Г - решение (2.13).

3. Строигся решение задачи математического программирования (2.9), 
(2.10) в виде

Ф»(0-^Ф°£(г-(,),/<« (2.

и определяется минимальное значение функционала (2.9)

/• - ]|ф<)(г)|бЛ=£|ф;|. /<т (2.18)
о /-։

Отметим, что
г

/• - Цф“(/)р/- Уога-£՜’ (2.19)
О

Моменты времени 1<т называются оптимальными моментами
измерений.

В работе [7] сформулированы и ’доказаны достаточные условия 
оптимальности, единственности решения задачи построения обобщенного 
чебышевского полинома (2.14), которые позволяют находить обобщенный 
чебышевский полином, лишь установив существование полинома с нужными 
свойствами; а, следовательно, решение задачи (2.9), (2.10)-в аналитической 
форме.

Сформулируем и докажем утверждение, позволяющее определить 
условие, при котором оптимальные моменты измерений одни и те же, как в 
задаче (2.9), (2.10) при наличии немоделируемых ускорений (/(г) * 0), так и 
в задаче (2.9), (2.10), в которой они не учитываются (у(?) = 0) •

Рассмотрим обобщенные полиномы

5(0У МИО (2-20)

У(0 -*>'(')  + £“Л(0 (2-20

в которых и., } = числа; /1'(1)6Я", й(/)ЕЯя- диффе­

ренцируемые на [0,Г] вектор-функции:
*(0
•9(0 

в предположении
.9(/) >֊ 0, /е[0,Т]

Справедливо следующее
Утверждение 2.1. Пусть иа} €/?’, у = 2,.,.,/л таковы, что

^°(0-М0+У^(0.'е[0,Т]

А'(0 (2.22)

(2.23)

(2-24)
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-обобщенный чебышевский полином, достигающий наибольших по 
абсолютной величине значений в точках

0./,-Т (2.25)

Тогда среди обобщенных полиномов вида $(?) ■= А,(г) + У 2^(1) полином

5°(о-ед+^Х(г) (2.26)

удовлетворяющий условиям
$°(О - ֊$“(/,) -... = (-1)"-'5°(Т)

(2.27)
Л <к

является обобщенным чебышевским полиномом.
Доказательство. В соответствии с леммой о достаточных условиях 

оптимальности обобщенного полинома [7] из условия оптимальности и°(г) 

имеем, что уравнение для любых ; = 2,..., т

имеет не более (т-2) корней внутри отрезка [0,7]. Л тогда, согласно 

(2.22), (2.23) уравнение ^а'Л’(г)»0 для любых / = 2,...,/и,
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* 0 > также имеет не более (т-2) корней внутри-отрезка [0,7]. 

Следовательно, при выполнении условий (2.26), (2.27) полином 5°(/) 
является обобщенным чебышевским полиномом. Утверждение доказано. 
Утверждение позволяет найти решение задачи математического 
программирования (2.9), (2.10) при наличии немодслируемых ускорений 
(/(/)* 0) в аналитической форме, имея решение задачи (2.9), (2.10), в 
которой немоделируемые ускорения не учитываются (/(/) = 0). А также 
сформулированы критерии, при которых оптимальные моменты измерений 
обеих задач совпадают.

3. Задача коррекции инерциальной навигационной системы по 
информации о высоте при наличии немоделируемых ускорений. Пусть 
объект, на борту которого установлена инерциальная навигационная система, 
движется по траекториям, близким к ортодромии. Коррекция инерциальной 
навигационной системы с помощью дополнительной информации различной 
природы является основным источником повышения точности ее 
функционирования.

Особое положение в инерциальной навигации занимает информация о 
высоте. Она используется практически во всех инерциальных навигационных 
системах, применяемых в авиации и судовождении. В бортовой вычислитель 
навигационной системы она вводится либо априорно, либо поставляется 
высотомерами.



В зависимости от рода корректируемых инерциальных навигационных 
систем информация о высоте в совокупности с инерциальной информацией 
используется либо для однозначного определения местоположения объекта, 
либо только для формирования модельного силового поля, отличного по 
своей структуре от поля тяготения Земли. Примером модельных уравнений 
одной из таких систем, в которых информация о высоте используется только 
для формирования модельного поля тяготения, служат молельные уравнения 
трехкомпонентной навигационной системы. В результате динамические 
свойства системы улучшаются, а именно: динамические уравнения ошибок 
приобретают свойства неасимптотичссхой устойчивости [8].

Рассмотрим задачу коррекции вертикального канала трехкомпонентной 
инерциальной навигационной системы с азимутально свободной ориентацией 
приборного трехгранника, установленной на борту летательного аппарата, 
движущегося по траекториям, близким к ортодромии.

Пусть помимо инерциальной информации в качестве дополнительной 
привлекается .информация о высоте, поставляемая высотометром на фоне 
помехи измерений.

Уравнения динамических ошибок корректируемой по информации о 
высоте инерциальной навигационной системы, записанные в безразмерном 
времени и в безразмерных переменных в предположении, что характерные 
значения наблюдаемых переменных имеют один и тот же порядок, в 
нгпервалах времени коррекции [0,7՜] описываются соотношениями (8)

У. “ Уз. Л - "У| + у5 , у3 - о (3.1)

2(/)-у,(0 + р(').'е[0։Т] (3.2)

где ( ) = —; /֊безразмерное время; у։-приведенная ошибка в определении 
Ж

высоты; у2-ошибка в определении скорости в вертикальном направлении; 
у3֊постоянная приведенная погрешность вертикального ньютонометра; 
д(/)-немоделируемое ускорение; д(/) -непосредственно измеряемая 
величина: р(/) - ошибка измерений.

Будем считать, что 7<яг/2; реальные интервалы коррекции 
удовлетворяют этому условию (в размерном времени я/2 соответствует 
приблизительно 20 мин.).

Предполагается, что
_ |«(Г)| = Л. 7*0,  / е[0.Г] (33)

|Х')|*а.  а>0. /6(0,7] (3.4)

где у и а-заданные постоянные.
Задача коррекции инерциальной навигационной системы при помощи 

дополнительной информации неинерциальной природы, в частности, по 
информации о высоте, состоит в построении значений фазовых переменных 
системы (3.1) в конечный момсгп времени коррекции / = 7 по измерениям 
(3.2).
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Будем строить линейные несмещенные оценки фазовых переменных 
системы (3.1) в момент времени Г = Т: у։(Г), у2(Г), У3(Т).

Проведем преобразование независимой переменной в соотношениях 
(3.1)-(3.4): 1 = Т-ту ге[О,Т], ге[0,Т].
Тогда соотношения (3.1Н3.4) перепишутся в виде

х(г) = Ах(Г) + Л«'(0 (3-5)
г(т)-Ягх(г) + /7'(г), те[0,7’] (3-6)
|И'(/)|5!у,|р'(0>о-,г6[0>Г] (3.7)

> ՝ '
Представим измерения (3.6) в виде

где хДН-у/О / = 1ДЗ;

(0 -1 0\

А- 1 0 ֊1 ; Л-(0Д0)г;Я-(1,0,0)г (3.8)

0 0 0(

г(г) = //т(г)Х(г)хо+]-Нг(г)Х(г)Х'(5)В(5)«Ш^ + Р'(г) 
О

или
х(г)-Лг(гХх„+8(т)) + р'(г) (3.9)

где Х(г) - матрица фундаментальной системы решений системы (3.5):

(соьт -$1пт 1-0081՝

Х(г)- &ПГ СО8Г - Я1П г (3.10)

(0 0 1

Л(т) - Хг(т)Я(г) «(соз(г), -51п(г), 1-С05(т))г (З.П)

Ь(г) - X՜1 (г)В(г) «(§։п(т), со5(г), 0)г (3.12)

#(г) =^Ь(з)иХ$)4у=^(5т(г), соб(г), 0)ги(з)4$ (3.13)
о о

Подставляя (3.11), (3.12) в соотношения (1.22), (1.23) и учитывая, что / -
постоянная величина (3.3), получаем

$1п($ - г) 
|зт(5-г)|

(3.14)«(«) = Г

С««(г) “те [О,Г], 5 е[0,Т], $<г, 7’<тг/2 
о

или
С^Ю-гЦ-собг), ге[0,Т], Т<х/2 (3.15)

Итак, требуется построить несмещенную оценку компонент вектора 
Хо = х(0), или параметров
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/ = 1,23 (3.16)
а, = (1, О, О)г; а2 = (0,1, О)г, а3 - (О, 0,1)г (3.17)

по измерениям (3.9) на классе линейных оценок вида (1.6).
В соответствии с (2.2), (2.3), (3.11), (3.16), (3.17) задача математического 

программирования (2.9), (2.10). соответствующая оцениванию параметров 
/։ « х։ (0), 12 - х2(0), /3 - х3 (0), соответственно, эквивалентна задаче (2.9), 

(2.10) с парами: а, = (1, 0, 0)г, А/г) = А'(г); а2 = (0,1, О)7, А2(г) = Л'(т); 

а3 - (0, 0,1)г, А, (г) = А'(г), где

А'(г) = 0и(т)(со8(г), -5т(т), 1- со5(г))г (3.18)
а

«9(т) = сг(1 + а(1 - cos(r)), а = — (3.19)
о՜

в соответствии с (2.4), (2.5), (3.4), (3.5), (3.15). Ясно, что ։9(г)^0, ге[0,Т].
Согласно замечанию 2.3 указанные задачи можно сводить к задаче (2.9), 

(2.10)с а =(1, 0, 0)г ис

Aj (г) = i9'‘(r)(cos(r), -sin(r), l-cos(r))r

А2 (г) - i9’։(r)(-sin(r), cos(r), 1- cos(r))r (3.20)

Аз (г) = «9՜1 (r)(l - cos(r), - sin(r), cos(r))r
соответственно. Тогда, согласно п.2, задача оценивания параметров 
/։eXj(O), /2-х2(0), /,= х3 (0) сводится к задаче построения
соответствующих обобщенных чебышевских полиномов, а именно:

L։ =minmax|5։(r,a)| (3.21)

5, (г, а) = а'1 (1 + а(1 - cos г))՜1 (cos г - z} 2 sin г + z, 3 (1 - cos г)) (3.22)

L2 = m i n max| S2 (r, a) | (3.23)

S2(r,a) - cr՜1 (1 + a(l -cosr))՜1 (֊sinг + z22 cosr + z23(1 ֊cost)) (3.24)

L3 =minmaxj$3(r,a)| (3.25)

S3(r,tf) - o՛՜1 (1 + a(l - cosr))՜1 (1-cosr - z3 2 sin r + z3 3(1 - cos r)) (3.26)

Отсюда, очевидно, следует, что при отсутствии немодслируемых ускорений, 
т.е. при у = 0, или согласно (5.19) при а = 0

sf(r,0)-a4(r)./=i,23 (з.27)
где Ц(г), / = 1,2,3 - соответствующие обобщенные полиномы в задаче 

оценивания параметров /։ = х, (0), Z2-x2(O), /3-Х3(0)при отсутствии 
немоделируемых ускорений.

Сначала исследуем полином

ПО



U2(r) - cr՜'(-sin г + м2 2 cosr+ w23(l-cost)) (3.28)

соответствующий оцениванию 12 - х2(0) при / = ().
С помощью геометрических построений и несложных аналитических 

исследований легко показать, что среди обобщенных полиномов вида (3.28) 
обобщенный чебышевский полином определяется выражением

U2 (г) - a՜1 (-sin г + м2 2 cost + и2 3(1 - cost)) (3.29)

<2=^tg7;^=3ctg7
максимальное по абсолютной величине значение

“ ^87°՜'- Т֊ */ 2 <3»)
достигает в точках

г1=0,г2=֊.г։-Г (331)
Ж. 

оптимальных моментов измерений.
Легко показать, что согласно утверждению 2.1, в силу условия 3(т)>0, 

г €[0,7՜], обобщенный чебышевский полином, соответствующий 

оцениванию /2 = х,(0) при у 0, достигает максимального ио абсолютной 
величине значения в тех же самых точках (3.31), что и полином (3.29), и 
определяется выражением

5?(т,а) - ст՜* (1 + а(1-cost))՜'(-sin г + z22 cost + z?3(l- cost)) (3.32)

Q (2sin(T / 2) - sin T) + q(sin(T / 2/1 - cos T) - 3sin 1(1 - cos(T / 2)))
Z1 " 2(1 + aXl + a(l - cos(7՜ / 2))X1 - cos T)

„ (2sin(r / 2) + sin 7՜) 4- a(sin(7- / 2X1 - cos Г) + si n 7'(1 - cos(r /2)))
Z’J 2(l + aXl + a(l-cos(772))Xl֊cos7")

максимальное по абсолютной величине значение равно
=-------- 2sin(772)-sinT-------- a.։

‘ 2(1 - cos + «(1 ֊ cos(r / 2)))
Непосредственной проверкой можно убедиться, что полиномы (3.29) к 

(3.32) удовлетворяют условиям основной леммы об оптимальности 
обобщенных полиномов [7].

Так как уравнения . вида a, sin г + a2(l - cost) - 0 и 
a, sin г + аг cost -0 при любых a։, а2, таких, что at7 + a2 и0 имеют 
внутри отрезка [0?Г] только один корень, то согласно следствию к основной 
лемме [7] оптимальные моменты измерений при оценивании всех параметров 
(3.16) определяются равенствами (3.31) как при наличии иемоделируемых 
ускорений, гак и при их отсутствии.

Весовые коэффициенты соответствующих алгоритмов оценивания 
подсчитываются из условия несмещенности (2.10) или определяются из 
соотношения (2.13):
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#ф; - а,, / =W
или

(3.34)

где а։ определяются выражениями (3.17).

Подсчитаем матрицу NE.RM. Подставляя (3.18), (3.31) в (2.13),

получаем
f 

i cos(I/2) cosT
l + a(l-cos(772)) l + a(l-cosT)

Л/ - n -sin(772) -sinT
♦ rv

l+a(l-cos(r/2)) l + a(l-cosT)
a)

n l-cos(772) 1-cosT

k l+a(l-cos(T/2)) l + a^-cosT);

(3.35)

откуда, очевидно, следует, что
, sinT-2sin(T/2) Л _

det Л/ =------------------------------------------------- о 0 для всех 7 е (0,-1(l+a(l֊cosT)Xl+a(1~cos(T/2))) 2J
Следовательно, задача оценивания параметров (3.16) системы имеет 
единственное решение. Обращая матрицу (3.35) и подставляя в (3.34), 
получаем весовые коэффициенты минимаксных алгоритмов оценивания 
параметров системы (3.1) у{(Г) - х.(0), /=1ДЗ:

фй -Фй=0; ф;.э-°
ф. (1 - cosy / 2))(1+ a(l-COST-)) о

24 sinT-2sin(772)

(1 - cosT)(l + а(1 - cosy / 2)))
w sinT-2sin(T/2)

ф. (cos! ֊ cos(7՜ / 2)) g
м sinT-2siny/2)

ф. = -5т(Г/2Х1 + а(1-со5Г))о ф. _ 5{пТ(1 + а(1-со5у/2)))а
3,1 5тТ-֊25й։у/2) ’ ” 5тТ-25ш(Т/2)

ф;,= а. ■3,3 51пГ-281П(Г/2)
Оптимальные гарантированные (минимаксные) среднеквадратические 

значения ошибок оценок параметров у, (Г), у2(Т), у,(Т) в соответствии с 
(2.17) равны, соответственно, величинам

= <т(1+ cz(l-cosr))
2(1 - cosT)(l + a(l ֊ cos(I / 2))) J — О

2sin(T/2)֊sin7’
(3.36)
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j. _ 2sin(T/2) + sinT + a(sinT(l-cos(T/2)) + sin(T/2)(l-cos7')) 
2sin(T /2)-sin Г

Оптимальные гарантированные оценки параметров у։(Т), у2(Г), 

у3(Т), определяемые задачей (2.9), (2.10) при наличии немоделнруемых 
ускорений и обозначаемые дополнительной звездочкой, имеют вид

Х(г)֊ф’։ z(O

У'г(Т) - Ф;.,2(0) + Ф1։г(Т/2) + ф-1э ЦТ) (3.37)

ь(П - ф;,цо)+ф;2х(т/2)+ф;л z(r)
Оценки (3.37), очевидно, могут быть легко реализуемы. Подставляя 

значение а=0 в соотношения (3.36), (337), получаем оценки и точности 
оценивания параметров у}(Т), у2(Т), у3(Г), определяемые задачей (2.9), 
(2.10) при отсутствии немоделнруемых ускорений.
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