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ВЛАДИМИР САРКИСОВИЧ САРКИСЯН 
(К 70-летию со дня рождения)

25-ого июня 2005г. исполнилось 70 лег академику НАН РА, 
заслуженному деятелю науки РА, доктору физико-математических наук, 
профессору, декану факультета механики Ереванского Государственного 
Университета Владимиру Саркисовичу Саркисяну.

Владимир Саркисович Саркисян родился 25-ого июня 1935 года в 
городе Джульфе Нахичевппа, в семье железнодорожника, которая в 1938 
году переехала и Ереван. В 1957 году он успешно окончил отделение 
механики физико-математического факультета Ереванского государствен­
ного университета и был назначен ассистентом кафедры механики. В 
1959 году он поступил в аспирантуру ЕГУ и в 1962 году в Москве защитил 
кандидатскую, а в 1972 году в Казани—докторскую диссертацию. В 1961- 
1978 гг. В.С.Саркисян работал старшим преподавателем, доцентом, 
профессором. С 1978г. В.С.Сар'кисян — заведующий кафедрой механики 
сплошной среды ЕГУ. В 1986 году был избран членом-корреспондентом 
НАН РЛ, а в 1996 году — академиком НАН РА.

Профессор В.С.Саркисян —известный специалист՛ в области механики 
сплошной среды. Широка область его научных исследований. Научные 
исследования В.С.Саркисяна относятся к ряду современных проблем 
механики анизотропных и неоднородных тел —прочности конструкций 
из композиционных материалов, оптимальному проектированию формы и 
материала конструкций (стержни, пластинки, оболочки), оптимальному 
контролю колебаний, устойчивости неоднородных анизотропных пластин 
и оболочек, теорий колебаний, изгиба, термоупругости и удара, 
динамическим проблемам анизотропных неоднородных сред, контактным



задачам упругих тел с упругими накладками, граничным задачам теории 
упругости с различными криволинейными анизотропиями, когда края 
области не совпадают с осями анизотропии, задачам теории ползучести и 
пластичности и другим вопросам. Для решения многих задач теории 
упругости анизотропных, неоднородных тел существенную роль имеют 
предложенные, развитые и обобщенные им методы физических и геомет­
рических малых параметров, приближенный эффективный метод, 
построенный на основе интегро-Хифференциальных уравнений и приме­
нениях функционального анализа, новая модификация метода разделения 
переменных, полученная для решения нестационарных задач математи­
ческой физики и другие методы. Профессор В.С.Саркисян создал 
научную школу теории упругости неоднородных анизотропных тел. Под 
его непосредственным руководством защищено свыше 50 кандидатских и 
докторских диссертаций ученые из нашей страны и зарубежья.

Основные результаты В.С.Саркисяна в области механики неоднород­
ных, анизотропных тел опубликованы в 7 монографиях, свыше 300 
научных статьях и 12 учебных пособиях.

Основные научно-исследовательские результаты академика 
B.C.Саркисяна многократно докладывались и были представлены на 
конгрессах, конференциях, семинарах и симпозиумах, как в бывших 
странах СССР, так и в Германии, Болгарии, Румынии, Китае, Чехии, 
Словакии, Венгрии, Польше, Сирии, Египте, Франции, Бельгии, США, 
Австралии, Англии и т.д.

Профессор В.С.Саркисян —опытный организатор науки и высшего 
образования. Он долгие годы руководил кафедрой механики сплошной 
среды, с 1957 года читает лекции в Ереванском государственном 
университете, читал лекции в университетах Братиславы, Праги, 
Будапешта, Варшавы, Берлина, Ростока и т.д.

В.С.Саркисян многократно был одним из организаторов как 
Всесоюзных, так и Международных конференций по механике 
деформируемого твердого тела и прикладной математики, был 
председателем, сопредседателем, членом Организационных Комитетов этих 
конференций.

В 1981 году ему было присуждено звание заслуженного деятеля науки, 
в 1999 году он награжден медалью имени Ананиа Ширакаци, золотой 
медалью имени Яна Каменского Братиславского университета и медалью 
университета Мансури Египта. Около 30 лет В.С.Саркисян руководил 
Специализированным Советом по присуждению степени кандидата 
физико-математических наук по специальности "Механика деформи­
руемого твердого тела” при ЕГУ. Он является редактором межвузовского 
журнала «Механика», членом редколлегии журналов «Научные труды 
ЕГУ», «Механика» НАН РА.

Велико его участие в научной жизни бывшего СССР. Профессор 
В.С.Саркисян был членом Научно-государственного Совета СССР 
«Конструкционная прочность и разрушение» по науке и технике, членом 
Президиума научно-методической комиссии по теоретической механике
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Министерства Высшего образования СССР, председателем Закавказского 
региона той же комиссии.

В 1988-1990 гг. профессор В.С.Саркисян был первым деканом - 
основоположником факультета механики, 1990-1992 гг.— проректором 
ЕГУ по научным вопросам, 1993-1994 гг.— и.о. академика-секретаря 
отделения информатики и технических наук и членом Президиума НАН 
РА, а в 1994 году — заместителем председателя Проблемного Совета 
математики и механики НАН РА, с 1996 года—декан факультета механики 
ЕГУ.

Научная деятельность В.С.Саркисяна получила международное приз­
нание. Он избран почетным членом товарищества механиков Академии 
Наук Словакии, членом Национального Комитета теоретической и прик­
ладной механики АН России, членом Международного товарищества 
сотрудничества математики и механики, членом Инженерной Академии 
РА, председателем Национального Комитета теоретической и прикладной 
механики Армении и т.д.

Профессор В.С.Саркисян пользуется большим уважением среди своих 
коллег.

(Из статьи академиков НАН РА Ф.Т.Саркисяпа. С.А.Амбарцумяна. 
Ю.Г.Шукуряна, профессора М.В.Белубекяпа. опубликованной в 
газете'Толос Армении’' за N“68 от 28 пюпя 2005г.)

Редколлегия журнала Известия НАН Армении «Механика» 
поздравляет академика В.С.Саркисяна с юбилеем, желает успехов и 
плодотворной научной деятельности во благо развития науки Армении.
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САМВЕЛ ОГАНЕСОВИЧ САРКИСЯН 
(К 60-летию со дня рождения)

Доктор физико-математических наук, профессор, заведующий кафед­
рой "Математического анализа и дифференциальных уравнений" Гюм- 
рийского педагогического института им.М.Налбандяна С.О.Саркисян 
родился 5 декабря 1944 г. в г.Ленинакане (ныне Гюмри). В 1967 г. с 
отличием окончил Ленинаканский филиал Ереванского политехнического 
института, 1970-1973 гг.— аспирант Ереванского государственного универ­
ситета и в 1974 г. защитил кандидатскую, а в 1987 г .—докторскую 
диссертацию. С 1989 г.— профессор. В 1967-1994 гг. работал ассистентом, 
доцентом, профессором Гюмрийского филиала Государственного инже­
нерного университета Армении. 1994-1998гг. —ректор Гюмрийского госу­
дарственного педагогического института им.Налбандяна, а с 1995 г . -  
зав.кафедрой "Математического анализа и дифференциальных 
уравнений".

Научные исследования охватывают вопросы решения контактных 
задач теории пластин и оболочек, построения двумерной теории 
магнитоупругости тонких оболочек и пластин, построения асимптоти­
ческой теории микрополярных тонких стержней, пластин и оболочек. 
Автор монографии "Общая двумерная теория магнитоупругости тонких 
оболочек” (Изд. НАН РА. 1992г. 260с.) и многочисленных научных статей. 
Под его руководством защищены несколько кандидатских диссертаций.

Саркисян С.О. — член Специализированного Совета по защитам 
докторских диссертаций по специальности "Механика деформируемого 
твердого тела”, член Национального Комитета по теоретической и 
прикладной механике Армении.

Редакция журнала "Известия НАН Армении. Механика" сердечно 
поздравляет Саркисяна С. О. с 60-лотним юбилеем и желает ему доброго 
здоровья и дальнейших творческих успехов.
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БЕЛУБЕКЯН МЕАС ВАГАРШАКОВИЧ 

(К 70-летию со дня рождения)

Дорогой Меле Вагаршакович!
Редакции журнала Известия НАН Армении "Механика" сердечно 

поздравляет Вас со славным юбилеем — 70-летием со дня рождения и 45- 

летием научно-педагогической деятельности.
Профессор М.В.Белубекян родился 8 мая 1935г. в г.Ереване. В 1958 г. 

окончил физико-математический факультет Ереванского государственного 
Университета, а в 1904 г. —аспирантуру Ленинградского политехнического 
института.

В лице Вас приветствуем умелого педагога, талантливого ученого, 

преданного патриота и гражданина своей страны. Многие годы являетесь 

членом редколлегии нашего журнала и своим принципиальным 

отношением и своей заботливостью по отношению к коллегам, в
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особенности, молодым, Вы снискали уважение авторов нашего журнала. 
Действующий в Институте механики НАН РА научный семинар 
«Волновые процессы», руководителем которого являетесь Вы получил 
широкое признание и играет огромную роль в подготовке молодых 
научных кадров. За долгие годы работы в Институте механики НАН РА. 
Вы объединили вокруг себя большую группу молодых ученых. Под Вашим 
непосредственным руководством защищено около двадцати кандидатских 
и докторских диссертаций. Подготовленные Вами высококвалифицирован­
ные ученые-механики преподают и работают в научных учреждениях и 
ВУЗах Армении. Вы внесли огромный вклад в развитие механики. Ваши 
научные исследования посвящены современным проблемам механики 
сплошной среды и получили широкое признание в научных кругах. Вы 
являетесь одним из основателей теории магн'итоупругости тонкостенных 
тел, предложили и развили теорию токонесущих пластин и оболочек, 
разработали и создали эффективные методы в области распространения 
волн в электропроводящих и пьэзоэлектрических средах. Ваши работы и 
полученные результаты способствовали признанию армянской школы 
механики.

Ваши более сотни научных статей и монографии послужили основой 
для успешного развития новых направлений механики в Армении.

Вы являетесь членом Национальных Комитетов по теоретической и 
прикладной механике Армении и России.

Дорогой Меле Вагаршакович, в этот торжественный день желаем Вам 
крепкого здоровья, долгих лет жизни и новых творческих достижений.
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УДК 539.3

ВОЛНЫ ТИПА РЭЛЕЯ В СИСТЕМЕ ТОНКИЙ СЛОЙ -
ПОЛУПРОСТРАНСТВО

Белубекян М.В.

Մ.Վ Ոելուրեկյան
ՌՆԼնյի տիպի ալիքները շերտ կիսատարածություն համակարգում

Ուսումնասիրված ես տեղայնացված առաձգական ալիքների տարածածը. երբ շերտի և 
կյււոսսւարածության միջև տրված են տարրեր տիպի եզրային պայմաններ: Ստացված են պարզեցված 
ղիսպերսիոն հավասարումները: Որոշված են տեղայնացված ալիքների գոյության պայմանները

M.V. Bdubekyan

Raylelj>h Type Wave» In thr Layer-Ilalf-ipacc System

It s pjppcscd thal elastic layer is ihm The concctnes of ihc assumptions of Kirchhoff՜ platc tbeorey far 'J'.c 
liyer ՛.՝. ecccpUd Two cascs of boundary conditions (fall cotUaiX nr.d xmooth conlact) arc considcred.

fhe dispersion cquations are derived. The Kondition« of surface waves existens are determined

Распространение ноиерхностных волп типа Рэлея d системе слой — полупространство 
било исследовано многими авторами.

Обзор ранних работ в этой области приводится в [1]. Из последних работ следует 
отметить [2-3). в которых рассмотрена задача о вынужденных колебаниях полосы, 
соединенной с полуплоскостью, где для обеих областей предполагается разная анизотропия.

В настоящей работе слон принимается тонким и для него считается применимым 
допущения теории пластин Кирхгофа. Получены дисперсионные уравнения задачи при 
различных контактных условиях между слоем и полупространством.I. Рассматривается задача плоской деформации для полупространства, контактирующего стойким слоем (фиг.1)

Принимается
Հ1’ = u"1 (x.z.r), Հ'> = w(l) (x.z.Z), Հ” =0 (< = 1,2) (l.1)Уравнения движения полупространства z > 0 в перемещениях имеют вид |4|

сг̂ ит
(дит dwm} 

------ р-------  
Հ дх dz }

ԺՆ(2>
д/2
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с,2 Ам'*2*
а/2> 
—+-------

дх дг )

аУ2>
дРКак обычно, система уравнений (1.2) при помощи преобразования и<г> = Зф + 5ч/։И,<2) = ар_^И 

дх дг дг дх

(1-2)
(1.3)приводится к уравнениям

с2 Аф = с,2Аф = ֊-
‘ д(2 ' аг2

(1.4)При этом для используемых в дальнейшем напряжений получаются следующие выражения:
(2) 1 д2ф а - \д2ф 32ф

дх дг дхдг

ст(2) =
а2ф а2ф а2ф

дхдг дг‘ дх2

(1.5)
где А.,ц — коэффициенты Ляме для материала полупространства г > 0 .Для покрывающего полупространство тонкого слоя (~Л<?<0) принимаются допущения теории пластин Кирхгофа (с учетом независи­мости от координаты у)

ОТаП) = °п
(1-6)

Е, (17,
1֊у?

Ь г дх2] "-71

(18)С учетом условий на свободной границе слоя г = -И ^> = 0, а™=0 уравнения колебания слоя принимают вид
^5-+с^,(0) = р,л
ох

а։И| р,й2 а2«-,

֊ + а»(°) = Р|А 
отЗдесь

аг2 2 д12дх 
а2», ал/, _ р,и2 а2и, р^ д^} 
'1Р՜’ & 1 -՜ 2 а/2 з дхд/2

(1-9)
^.т^с^+к^-, рст<>нл/,=-/с§֊а§- (1.10)

1 дх дх ' от от
о
|сг‘|։><& = ^,С =

~п
Е,Л ЕУ

1-у? 2(1-V2)
Е}И

3(1-V2)
(1.11)

4;-^

После пренебрежения в уравнениях (1.9) членами р,А2 д\ р;/?2 Э2и'| р^3 д3\У[ 
։ 2 а/2 ’ 2 а/2 ’ з дхд։2что соответствует точности теории пластин Кирхгофа и подстановки (1.10), получаются следующие уравнения колебания слоя в перемещениях:10



2. Пусть слой и полупространство жестко скреплены. Тогда на контакт­ной границе 2 = 0 должны выполняться условия непрерывности перемещений и напряжений

сх{ дх сх ) дг

д№ . д2м.' + ст'зз (0) = Р.А д/1' (1121

4^ + д^ + „1=0

&( дх дх2 '

С учетом (2.1) система уравнений (1.12) приводится к граничным условиям для уравнений (1.2) или (1.4) при 2 = 0
а}1’ = м-<‘> = а<'}> = а<р, а<',> = а«’ (2.1)

планарных и изгнбных колебаний) без членов взаимодействия, т.е. без членов уравнения (2.2) с множителем К.Общие решения уравнений (1.4), удовлетворяющие условиям затухания

ге2ит т ,д2ит

дх* дх2 ' а1 53в !5| плоского для слоя принимаются известные уравнения обобщенного напряженного состояния и изгиба пластины (уравнения

имеют вид Птф = 0, Нт\|/ = 0 (2.3)
: -•>*

С учетом (1.3) и (1.4), значения функций, входящих в систему уравнений (2.2) при 2 = 0. определяются следующим образом:

где Ф = Ае~кр,: ехр/(со/ ֊ кх), ф = Ве'к^: ехр/(со/ ֊ кх) (2.4)
р2 = 0<р<1о2 о с: (2-5)Т| = 7ГГ- 9 = -Т

к с( се

м(2) (0) = -к(1А + р2В) ехр/(о/ ֊ кх)н»(2) (0) = -к(р}А - /В) ехр/((о/ - кх)(0) = М^2 К2 “ п)Л “ 2/р:В]ехр/(со/ - кх)°з։ (0) = [(2<М + (2 “ Л)^]ехр/(со/ - кх)

(2.6)
Подстановка (2.6) в граничные условия (2.2) приводит к системе ал­гебраических уравнений относи только произвольных постоянных А и Л.



2 - - i2 - т| - fip^\kh - ak -lr + - ak'h' p, । Л, -3 J

( 2 \- /1 2р2 - рт]АЛ - ар2к 7?2 + — ак 7/’ 1^ = 0 (2.7)
I [2р} 4- (2а + 0т|)АЛ + 2^2 ++12 - т) + (2а 4- рт])/;?АЛ + 7г ]# - 0Здесь приняты обозначения а = —, р = ^ (2.8)

(1^,)|л рРавенство нулю детерминанта системы (2.7) дает уравнение, определяющее фазовую скорость поверхностной волны типа Рэлея. Здесь это уравнение приводится с точностью к2 И2 « 1
/?(п) = (2 ֊ п)2 - ֊ [(2а + Рп)р5 ֊ Рп/л]г|М = 0 (2-9)Для получения более точного уравнения необходимо применить теорию, учитывающую поперечные сдвиги и инерцию вращения |б).Уравнение (2.9) имеет корень Г) = 0. которому соответствует тривиальное решение, что нетрудно проверить. Исключая корень т) = 0, аналогично тому, как это сделано в |7|, уравнение (2.9) приведем к видуЛ (П) = Л ֊ 4(1 ֊ Q)p2 (А + р2) 1 ֊ [(2а + Рп)р2 ֊ РПР։ № = 0 (270)Уравнения (2.9) и (2.10) при kh = 0 совпадают с вариантами классическою уравнения Рэлея.Из свойств функции /<(л)/< (0) = ֊2(1 - 0) ֊ 2akh < 0, (1) = 1 + ₽ > 0/?’(!]) >0 при0<Т)<1 (2.11)следует, что уравнение (2.10) имеет один и только один действительный корень. Поверхностная волна при наличии тонкого слоя, в отличие от волны Рэлея, является дисперсной.3. Рассматривается система тонкий слой полупространство в случае, когда на контактной границе z = 0 имеют место условия скользящего контакта

о'» = О, = 0, и-, = а"’ = а® (3.1)С учетом (3.1) система уравнений (1.12) граничным условиям при z = 0: приводится к следующим
сд2),՝+кС'^ + А

д'щ
дх3

+ р։А

дг 
а2и/(2) 

дг
= <#

(3.2)а\/2) {
^5՜ = Р'Л = 0

Используя выражения (2.6) и представление
= А” exp/(со/—Ах) (3.3)

12



для произвольных постоянных А.В,Е получим систему однородных алгебраических уравнений
1а.к'ИрхА + аА:ЛВ-(2а-рл)Г = ОЛ֊/(2р:֊х (3.4)2 Л-РМ + ֊аА։Л։ \B-iaMfE = 0 
2/р/ + (2֊П)В = 0Равенство нулю детерминанта системы (3 4) дает искомое дисперсион­ное уравнение, которое с точностью Л * Л* « I имеет вид/ф]) = (2 ֊ П)*' - + Рдп’М = 0 (3.5)Уравнение (3.5) исключением корня тривиального решении »] = 0 приводится к нидуЯ,(п) ■ Ч - 4(1 - 0)р,(д + р,)՜' +рр,П*Л = о (3.6)Уравнение (3.6) в промежутке 0 < г, < 1 имеет единственный действительный корень, что следует из следующих свойств функции

я,(о) = ֊2(1-е)<о, «,(!) = 1+р7нё*>>, л,'(ч) >о (з?)4. Пусть, наконец, на границе 2 = 0 между слоем и полупространством заданы условия Павье (условия антискользящего контакта)°и = = °» и։ = м<2)» ам = ая5 Н ПВ этом случае система уравнений (12) приводится к граничным условиям:
гд2и,‘- (2) с‘и: (1)сх их С1

3^ит ,д2и։ л
О—— + К---- —+ р.Л----- Л = 0

дх" дх сгПодстановка в (4.2) выражений из (2.6) и представлениеи՜։ = 6ехр/(ог- кх)

следующим
(4.2)
(4.3)приведет к однородной системе алгебраических уравнений относительно произвольных постоянных А, В,С/[2/?1 +(2а-рл)^]Я4 [2-т)4-(2а~Рг))рД'Л]^ + /а^ЛгС/ = 0

(2֊Т1)А-Ир.,В = 0 (4.4)
акИА - 1ар2кИВ ֊ к

о \Рт) ֊-аА'/г = 0Дисперсионное уравнение, согласно (4.4). с точностью к'И՜ « I будет иметь вид 13



я Си) = (2 - п)։ - 4р>Рг - (2а ֊ рп) Ргг\к/1 = 0 (4.5)Другой вариант уравнения (4.5) получается исключением корня г) = О
Л, (и) = Г) - 4(1 ֊ 0)Д(/>, + р2У՝ -(2а - рт})Ргк/1 = 0 (4.6)Также и в предыдущих случаях показывается, что уравнение (4.6) имеет в промежутке 0 < т| < I один и только один действительный корень.5. В рассмотренных вариантах граничных условий получены дисперсионные уравнения, в которых члены с множителями к'И2 и кЧг пренебрежены в согласии с точностью теории Кирхгофа. Следовательно, и система уравнений (1.12) содержит члены, влиянием которых можно пренебречь.Они имеют такой же порядок, что и моменты инерции вращения и поперечные сдвиги. Анализ систем уравнений (2.7), (3.4) и (4.4) показывает, какими членами можно пренебречь.В случае граничных условий жесткого контакта между слоем и полупространством (4.1) система уравнений (1.12) должна быть вменена следующей системой для более простой модели:д2«. сп/Лч , Л. т,« , д2^.с-т֊г + ап’(О) = РД—У՜. Си (0) = Р,Л-77Т- ։5 ’>

ох с։ сиВ случае статической задачи стрингера с растягивающей нагрузкой система (5.1) совпадает с моделью работы |8|.Таким же образом, когда на границе слоя и полупространства заданы условия скользящего контакта (3.1), уравнения (1.12) приводятся к упрощенному виду:
д3^

с—֊ + К
дх*

д\ ,,, а2^= Р1^.о"<«=РЛ1?г (5.2)Соответствующие уравнения для варианта граничных условий I (авье
имеют вид с-т/ + °м'(0) = Р1Л^Г» + Р1л—г = ° (3.3)

ох дг дх дгВели при решении задач пунктов 2-4, вместо уравнений (1.12) взять за основу для каждого варианта свои упрощенные системы уравнений (5.1)- (5.3), то соответствующие дисперсионные уравнения будут либо (2.9). либо (3.5), либо (4.5).Следует отметить, что уравнения (1.12) получаются в общем случае в рамках теории пластин Кирхгофа. Однако, для конкретных вариантов условии контакта оказывается возможным делать дополнительные упрощения.6. Как видно из дисперсионных уравнений, фазовые скорости поверхностных волн, в отличие от классической волны Рэлея, зависят от относительной длины волны (кИ).Численные результаты показывают, что фазовые скорости также существенно зависят от упругих характеристик слоя аир.В табл 1 в качестве примера приведены значения безразмерной характеристики квадрата фазовой скорости (т|) в зависимости от кИ для 
14



случая скользящего контакта, т.е. для уравнения (3.5). Численные расчеты проведены при 0 = 0,25 (v = 1/3) и £ = 2 Таблица
kh 0 0,1 0,2 0.3
П 0.8696 0,8203 0.7687 0,7184По результатам таблицы можно сделать вывод, что наличие тонкого покрытия приводит к значительному увеличению степени локализации волны в окрестности контакта. ЛИТЕРАТУРА1 Chattarjec S.N. Propogation of Rayleigh Waves in a Layer Lying over a Heterogeneous Half Space.// Pure and Applied Geophysics. 1971 V. 86. №3. P 69-79.2 . Белоконь A.B.. Ремизов М.Ю Гармонические колебания упругой изотропной полосы, жестко связанной с анизотропной полупло­скостью. Современные проблемы механики сплошной среды. // Труды V Межд. конф. Ростов-на Дону. 12-14 окт.1999. Ростов-на Дону. Изд. СКНЦ ВШ. 2000. Т. 2. С. 31-37. '3 Белоконь А.В., Ремизов М.Ю. Гармонические колебания в системе: анизотропная полоса-полуплоскость при жестком и скользящем соединении сред. И Изв. Вузов Северо-Кавказкий регион. Естсств. науки. 2002. № 3. С. 120-121.4. Новацкий В. Теория упругости. М.: Мир. 1975. 872 с.5. Tiersten H.F Elastic Surface Waves Guided by Thin Filins. // Journal of Applied Physics. 1969. Vol. 40. №2. P 770-789.6 Амбарцумян C.A. Теория анизотропных пластин, (Прочность, устойчивость и колебания). М.: Наука. 1987. 360 с.7 Белубекян М.В. Поверхностные волны в упругих средах И В сб.: "Проблемы механики деформируемого твердого тела." Ереван: Изд. НАН Армении 1997. С. 79-96.8. Муки Р.. Стернберг Э. Передача нагрузки от растягиваемого попереч­ного стержня к полубесконечной упругой пластинке. И ПМ. Тр. Амер общ. инж-механикоп. 1968. С. Е. Т.35. Ne4. С. 124-135.Институт механики НАН Армении Посту пила в редакцию21 12.2004
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ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ

Սնխսւսիկա 58, №2, 2005 Механика

УДК 539.3

КОНТАКТНАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ УПРУГОЙ ПЛАСТИНЫ. УСИЛЕННОЙ 
ДВУМЯ ПАРАЛЛЕЛЬНЫМИ ПОЛУБЕСКОНЕЧНЫМИ СТРИНГЕРАМИ 

Григорян Э.Х.. Саркисян К.С.

Լ'.Խ Դրիգորյան, Կ.Ս. Սարդսյան
Կոնտակտային խնդիր երկու ղագաեեո, էլիսաանվերջ ստբինդերնեյտվ ուժեղացված 

աօամդական սափ համար

Աշխատանքում էլխոարկփոմ է անվերջ համասեո սափ խնդիրս, որթ ուժեղացված է երկու դուդահես 
կխւաանվերջ աոաձդակաՕ աորինդերնԵրով: Սայր դեֆորմացվում է ստրինդերների հայերին ազդող աժերի 
ազդեցության տակ. ււրոՍբ ուղղված են ստրինդերներով: Ֆարիեյի ձևափոխության օգնությամբ խնդիրը 
հանգեցվում է անալիտիկ ֆունկցիաների տեսության Ռիմանի եզրային խնդրի լուծմանը: Ստացված են 
կոնտակտային տանգենցիալ լարումները և ստրինգերներոլմ նորմալ լարումները: Այղ լարումների համար 
ստացված են ասիմպտոտական բանաձևեր, որոնք բնութագրում հն լարումների վարքը ուժերի ազդման 
կետերի շրջակայքում է. նրանցից հեոու կետերում:

E.Kh. Grigoryan, K.S. Sargsynn
The Contact problem Гог Elastic Plate Strengthened by Two Parallel Half Infinite Stringers

In this work a problem for infinite homogeneous plate strengthened by two parallel half-infinite elastic stringer; 
is considered. The plate is deformed by the forces applied to the ends of stringers and directed along the stringers. 
By means of Fourie’s transformation the problem is reduced to the solution of Reimann's problem of analytic 
functions theory. Contact tangential stresses and normal stresses are defined Fer these stresses asymptotic 
formulas characterizing the behavior of these stresses around and far from the points of the strength application arc 
obtained

В работе рассматривается задача для бесконечной однородной пластины ус илепной 
двумя параллельными полубескодечнимя стрингерами. Пластина деформируется под 
действием сил, приложенных к концам стрингеров и направленных вдоль стрингеров. С 
помощью иреобразопавпя Фурье задача сводятся к решению задачи Рпмавл теории 
аналитических функций. Определены контактпыо тацгипцнальнне напряжения и 
нормальные напряжения действующие в стрингерах. Для этих напряжений получены 
асимптотически*- формулы, характеризующие поведение >тпх напряжений вблизи и вдалеке 
от точек приложений сил.

1. Пусть бесконечная однородная пластина малой постоянной 
толщины Н усилена двумя параллельными полубесконечными стринге­
рами. находящимися на расстоянии 2а и деформируется под действием 
сосредоточенных сил, приложенных к концам стрингеров и направленных 
вдоль стрингеров.

В исследуемой задаче относительно стрингеров принимается модель 
контакта по линии, т.с. предполагается, что тангенциальные контактные 
усилия сосредоточены вдоль средней линии контактного участка, а для 
упругой однородной пластины справедлива модель обобщенного плоского 
напряженного состояния. Задача заключается в определении контактных 
тангенциальных напряжений и нормальных напряжений в стрингерах.

В силу вышесказанного дифференциальное уравнение равновесия 
стрингера при у-а запишется в виде

(х,а) Р(х,а) _ /
—pV֊—FT2 = 0 (-°°<*<օ) ՕՈ

rfr՜ lyrr,
при условии
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с1иг _ R
0 2)

где Г* — площадь поперечного сечения, стрингера. —модуль упругости 

стрингера, Р(х, а)-контактные тангенциальные усилия,
м/х, а)-перемещения точек стрингера при./ = а

Чтобы написать уравнение (11) с условием (1 2) одним уравнением 
для всех X (-оо<х<ос). введем функцию

(/;(х) = 0(-х)м,(х.а) |13)

где 0(х)-функция Хевисайд«։.

Тогда, учитывая уравнение (1.1) и условие (1.2), для (/։ (х) будем 
иметь

Ь * = 7^Нх)--^гб(*)-“,(0-а)5'(х) 1' 4
где Р (х)=0(-х)Р(х,«). 5(х)-функция Дирака. 5'(х)-производная 

функции б(х).
Применив к уравнению (1 4) интегральное преобразование Фурье н 

смысле теории обобщенных функций, получим

-а!^.(а) = 44՜՜ тА^ + 'ои.(0-а) 1151
где

»С
Ф’(а)= | ф(х)е,с։сйг

[ Ф(х)= ~ |ф(о)е՜

Далее отдельно рассмотрим четную задачу, когда силы действующие 
на концах стрингеров, одинаковы по направлению и величине (/? = /?,. 
Р(х,0)=Р(х-в)=/»(х)) и нечетную задачу, когда действующие на 
концах стрингеров силы имеют одинаковую величину. но 
противоположны по направлению՛ (/? = /?,. Р(х,а) = -Р(х,-а)=Р,(х))

Рассмотрим четную задачу. В эТом случае имеем |1|
Ц (о,а) = 0՜ (с. а)+Ц* (о. а) - (1.6)

(Х‘+Зц)_________(У +ц)
4ц(х’+2ц)Я|а| 2ц(к' + 2ц)Н а

ад
и,-(х,а) = е(х)и,(х,й) 

1/|(х,а) = 0(֊х)и|(х,а)

X* + Зц 
4ц(х" +2ц)//|а| (а)



. _ 2Хц 
л —------- ,

Х+ц
X и р.-постоянные Ламе, м։(х, а)-перемещения точек

пластины при у - а.
Имеет место условие контакта 

(- оо<с<х) (1.8|

Сопоставлением формул (1.5), (1.6), (1.8), для определения Рх (о), 

(а) получим следующее функциональное уравнение:

^1(ст)/Г(а) = ^Г(сг)- (-֊оо<а<<ю) (1.9)

где
G,։(o)=77?l +ог7ЕдГД*(о,а)-/а7Ел^м։(0) (1.10)

/С, (а) = 7' + 2|а|е՜ '’!3ch|o|a - каа2е'2[С ° 

г_4|л(Г+2И) Н А = 2^ц) 

X* + 3р E,F, X+3р
Задача свелась к решению задачи Римана в теории аналитических 

функций (2|. Для решения функционального уравнения (1.9) 
факторизируем Л\(о), представив ее в виде

Г։(а)=Х,*(а)^-(а) _ (1.12)

где К,' (а) регулярна, не имеет нулей при 1та>0, а К՜(а) регулярна, 
не имеет нулей при 1mа < 0 (а = а+/т).

Функции ТС,՜ (а) стремятся к единице при |а|->оо в своих областях 

регулярности.
Здесь

К՜/ (о) = (а + /0)з ехр[/' (а)+ Г/ (а)]

К'(р)= (о-/О)? ехр[/-(а)+?; (о)] (1.13)

где 
• /. * о

/ (а)= Ц.14)
ft л

<ю ։ О

О -ю
а функции /(х) и /^(х) равны

Имея в виду (1.12), функциональное уравнение (1.9) можно записать в
виде
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Д(а) = /^’(а) (1.16)
где

Л1’(а) = ^,-(а)/’(а)

г+ / \ С/ (о)К д(с)=й) (1’7’
Дальнейший ход рассуждений проводится, как в работе |3|. Применив 

к (1.16) обратное преобразование Фурье, получим

А*(0=Д(») ։։։в)
В таком случае [4,5] будем иметь

^(х)=Д’(х) = £а,8(‘)(х) (1.19)
4=0

где6<<>> = б(х),֊5(‘1(х) (4=1,2,...)- производные функции б(х)

Далее, применив к (1.19) преобразование Фурье. будем иметь

Д*(®)=Д(а)=2«Л-')‘®‘ О -20»
4=0

Имея в виду, что подынтегральное выражение при экспоненте имеет 
порядок -а| при |о; ֊> оо, то функция /(х) = О(1п х|) при |х|-> 0. Тогда

/' (а) = О [(а + /О) ' 1п(а + /О)
7՜ (а) = О [(и ֊/0)11п(а֊/0)] при |а|—>оо (1.21)

Так как подынтегральное выражение при /^(х) абсолютно 
интегрируема, то функция /^(х)—непрерывная функция, следовательно,

она в точке х = 0 принимает конечное значение. Следовательно, 
Л1‘(^)=о[(с + /0) !]. Р\ (а)= о[(а-/0) 1 ] при |о|—>«>

Из вышесказанного следует, что

А'|’(а)=О (о +/О): , Х։'(о) = 0 (а֊/0)з

Далее, как известно [6,71

то отсюда следует

Г\ (сг) = О (о-/О)՜!

при ;о'՛ ->ос

при |а| —> со

(1.22)

(1.23)

(1.24)

(1.25)

Так как и։(0,4г) = мд(о), то (7/ (а, а) при —>со имеет порядок

Шд(0)(о + /0) Следовательно, Ц (а) = О(1) при |а| —>со. Тогда из (1.20) 

следует, что ак =0 (Л = 1,2,...). Таким образом, для искомой величины 

(с) получим
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/>'(о) = —~гехр[-/' (а)- /-Г(а)] (1.26)
(а - / О):

Таким образом, для искомых контактных напряжений получим:

(Г-27, 
(а֊/0)

Постоянная л0 в дальнейшем будем определять из условия
о
|/’0<* = 7’-(о) = Я1 (1.28,

В дальнейшем будет показано, что

а^=1\4Те 4 (1.29)

Интересно отметить, что при а —> 0 мя Р (х) получается решение 

задачи одного стрингера с двойной жесткостью, так как при а —> О 
получается

Т (о) = «1 '4 ехр [- /, (а)]

где

А(а)= /,(х)=-Т Jinfl
™d<5

Это говорит о том. что при приближении спрингеров их жесткость как 
бы увеличивается.

2. Теперь приступим к определению асимптотических формул для
(х) и г/, (х) (нормальные напряжения в стрингерах) при х —> -0 и 

х —> -со. Сначала определим асимптотическую формулу при х—> -со.
Для этого заметим что

= 1 Т 1п а~'° +______ !____________ L
7и Г2-(а-/0)2 ° Т + 2(7Ч(а-/0)) 2(q-/0)

Рассмотрим разложение f (а) при а| —> 0 .

(2-1)

а-/О а՜’ а -/О с/, 
+ — In-------- + —т In

о-/О

7'Т

-֊(а ֊Юр (2-2)

Интегрируй (2.2), для f (а) получим

-г-( \ 1 . U-/0 /я 7_/ хf ^) = -֊^֊—֊ + f (о) (2.3)
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где
о Г, а-/0 

-----  1п----------  
пП\ Т ՝

о <Г а’

о֊/0 1
Т 3

2Г 47՜’ 67” К '' 1
Здесь было использовано представление

1п Д = М" (о) + М՝ (о)

(2 4)

где

ЙГ(а)=--1п
2

о -/О /л Г7</ \ I, О + /0 /7Г—, М (о)=—1п-------- + —
4 4 2 Т 4 (25)

Т
Имея в виду (2.3), выражение для Я’(о) можно записать в виде

У4
4т 2

(2.6)

После громоздких вычислений получено асимптотическое разложение

где

1п2а(о-/0)֊\|/(1)
ТС//

171
~2 (27)

хе՜21"՛ I 1 S-kVs2 _2Г", 
֊ 1п 1 +------------- е 2Т

1+5
(2.8)

Г = аТ; \|/֊ известная функция пси.
При получении разложения (2.7) были использованы формулы

1 7 52яе~2՜^ 

2я/_45-(о-/0)
Л = —— 2У is2{n-m}c2m 'e-շмds-a2ni7lл■2a(52nx 

2^[

|1п[л՝-(а֊/0)](? - [|п[.\՝ + (а-/0)]е 2л<^з

ко
л =1,2,,.. (2.9)

| »> |..|г»"г։л1а Г
------- [ —у--------г ds = — 1п 2а(а - /0) - + — 

2шД5֊(о-/0) п/[ К 7 2.

_°Е?|пр-(с-/оУ]е-„ф
та՛; 52

1 /
----- ^-7-------- \ds = 
2ш .^-(с-Ю)

52{п-т>+1а2'я’3е’2а1с/5

X

о

о

-2а2՞՜' 1п(а-/0)-а2” ։/я + 2ао2’’ 1 х
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11п[х - (ст -/0)]е :"б7л՝ +11п[$ + (ст - /0)]е '~’^у 
\о о >

л? = 2,3,4,...

О [ст31п(ст —/О)]1п2а(ст —/О) — ц/(1) + —
2

Причем, при ??=1 имеем

2тг/ (ст -/О) 71/

при |ст|->0 (2.10}

Подставляя выражения /(ст). Л (°) из I2-4) и I2-7) в I26)՛ получим
л

(211)

где

/.’ (о) = 1 ֊ —— 1п(ст - /0) - В------ у 1п2 (ст - /О) -
1 Л ' л/7 1 ' пТ 2я?Т2 К 7

—у-т-В1п(с-<0)—^֊В2 
тет1 ՛ 2^тг

/,՝(с) =——1п(а-/0)——Л,-— ? .
2 к ’ тиТ ’ тиТ 1 2 п27”

(212)

ст* Г л՜2(гл, + й)1п(а-/0)- — + А^И 
. 2

1п?(ст -/О)-

1 —
)ТГ

А. = 1п 2а-ч/(1) + ~ + Л։; В = -1п 7 - 1 + ~

Учитывая условия (1.28) и (2.11). постоянная определяется в виде 
(1.29).

Применив к (2 11) обратное преобразование Фурье, с учетом свойств 
интеграла Фурье, будем иметь

р, м=к со+4՜ (*)]+°^г՜ )■ Х֊>֊ЭО (2.13)

где
/г«=֊֊№ ֊4? И՜3 [г(з)-2-21п|х|т] 

Я/ 71 /
I- (х) = 4и2 —4 И՜3 Г ЗГ'(3)- 41п ֊ - 21пНГ ֊ 44/(1)+44-2 

к/ я՜/ ла
(2.14)

11ри определении /,’ (х) и Д (х) были использованы <|)ормулы

֊'Л
— Г (а - /0)У -°х<1с = - е. 2 5Ш”Х г(х+1) X՜1-1 (2.15)

2Я 1 71



4՜ (о ֊ /0)х = (а - /0)л 1п (а - /О) (2.1 б)
стл

где

О при х>О

|х| при х < О

Пользуясь формулой
| * 

9>(х)=у {/?(«)<* (2’7)
.» -а, 

определим поведение нормальных напряжений в стрингерах при х —>—.00, 
для которых получим

<7. (*) = ֊$' М+72~ (х)]+ О (х֊31п|х| Т) (2.18)

Л
где

К'- <'(х)=-^-^тЬ'(1)-|пИ7']4 (2>9)

Д (х) = —Д-—Ду ц/(1)-21п-И--21п1х|7, + 2Я|+— Д- 
пТх п*Т2[ 47 2а 11 1 2_|х2

Приступим к получению асимптотической формулы для /’(х) при 

X —> —0. /\ья этого, как известно из свойств интегрального 
преобразования Фурье, надо определить асимптотическую формулу 
/, (о) при |о| —>сс. {\хя этого запишем 1\ (о) в виде

Л (°) = Г'^Д|7гГ 1 -7՜(о)+1/՜’(о)-Л՜(а) +

+ ։(а)+7_(<’)Л"(о)+--

Используя формулу (2.1), для / (а) будем иметь

7(а) = — (а֊/0) 1 1п(а-70)-1п Г+1 + — Т֊^Г
+ о[(а-70)՜’ 1п(а-/0)], |а|->оо

Используя формулу (1.15), для Л (о) будем иметь 

в" Л/ (о) = Д֊(а - /О)՜1 + О [(а - /О) ’ ] 

(2.2!)

(2 22)

где

23



V։
П, =-[|п 1 + 

Я л
ст-Ласт2 _2<м 
-------------е (2.23)ск>,

о
Подставляя выражения /’(ст) и Л',՜(с) из (2.21) и (222) в (2.20), получим

Р} (<з)= Рул/7'е 4 [ш(ст) 4-м. (ст)]+О (ст-/0)'51п2(ст-/о) (2.24)

где
I 7’ 3 7'2 5

т՜ (а) = (а - /0)"5 + — (ст - /О) 5 [)п (ст - /О) + Л'] + — (о ֊ /О)՜г ֊ 
тс/ 4

Т2

2тс2
(ст - /0) з [1п2 (с - /О) + 2ЛГ 1п (ст - /О) + .V2 ] (2.25)

т;(а) = -5.(о-/о)՜2 (сг-/0)’.2 -^^(ст-Д))'г[|п(ст-/О)+ Лг]
I 2 я

Ж = 1-1пГ + /тс/2
Применив к (2-24) обратное преобразование Фурье, 

поведение Л(х) при х —>-О

(*) = [ч (х)+ тг (*)1+ 0 14’
ТС

получим

(2.26)

где

При определении формул (2.27) были использованы формулы (2.15) и
(2.16). Пользуясь формулой

= + <2'28> 
т.;

определим асимптотическую формулу для интенсивности нормальных 
напряжений стрингера при х ->-0

^М=~!^^[ЛК(Х)+^(Х)]+^ |х|2\ хч՜0 (2-29)

где
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В формулах (2.19) и (2.30) функции /, (х) и гоДх) соответствуют 

асимптотическим формулам для интенсивности нормальных напряжений 
одного стрингера при х—>—со и х —>-О соответственно полученных в 
работе (7).

3. Рассмотрим нечетную задачу
R = , Р(х, а) = ~Р(х,-а) - Л (х), ц(х>а) = с/, (х, а)

В этом случае имеем 111
иг (о, и) = и(о, а) + (о, я) =

= р-(о{ -^Ьо|о| + ае (3.1)

2 К +2ц)//‘|о| 1 1 2ц(Х +2цр7

Поступая аналогично, как и в четной задаче, для определения Л (с) 

получим следующее функциональное уравнение:
Х:(а)Р2(а)=ёг-(с) (12)

где
С2’(о)= ПС (3.3)

£/а)= Г + 2|а|8Ьа|а)е‘л1‘’ +^о2е’“'л (3.4)

Поступая аналогично, как и в четной задаче, разрешив уравнение (3.2) 
для искомых контактных напряжений, получим:

где
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Д"(а) = 1п 1-
|а|-Ааа2

(3.6)

а /’(а) определяется из формул (1.14). (1.15). Нетрудно заметить, что при 

а —> О Д(х) = Л,8(х). которое говорит о том, что при приближении 

стрингеров напряжения как бы сосредоточиваются в окрестности точки 
х = 0, иначе говоря при приближении стрингеров их жесткость как бы 
уменьшается. Для получения асимптотической формулы для (*) ИРИ 

х —>-х, определим Д (а) при |с№ —> 0.

Будем иметь
Д՜ (а) = Д [1 + Да + Да2 + Да’ + Да3 1п 2а(а ֊ /О) + Да" 1п 2а(а ֊ /0)]-ь

+ 0|а4] (3.7)

где

д + о
Тти

4«-^+1)Г (0_1п2аГ_ 

'1 ‘л՜

Л + 2 3(А֊2) 85
22՝ ' \6аТг + 432а2 V (38)

, Г. к Г я2-я .2Т-, 
+ 1п 1 +------------- е

1+5

5

коэффициенты Д (/ = 1,2,3)-постоянные величины,

(3.9)

зависящие от

упругих характеристик пластины и расстояния стрингеров а 

Тогда для Д"(х) при х —> -оо получим:

х
у, 

■|х|՜4------ у(1)+А-1п2«7’-
7л ‘

7л
к + 2 3(А֊2) 85

2Т \6аТ2 432а՝Т

(3.10)
Используя формулу (2.18), д\я 72(-^) получим 

( . 4а2 (к + 1)
-------л ГД

х-|х| Ц/(1)+ А -1п 2аТ-
к+ 2 3(А-2) 85

2Т 16а7’2 432а2Т’_
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+ о(|г|՜5) (З.и)
Асимптотические формулы для Л'(х) и (?2(х) при х —> -0 идентичны 

асимптотическим формулам для четной задачи при х —> -0 с одной лишь 

разницей, что вместо /?։ в формулах (2.29) и (2.30) фигурирует 

коэффициент 79,. который равен
I Г1п скз (3.121

[ Г + а
Из полученных результатов можно получить решение задачи, когда 

при у = а по направлению х действует сила РЪ[х). а при у =-а - сила

В этом случае контактные напряжения равны 

р-(х,а) = /’-(х)+Д֊(х), Л, + Д=Р. 

Р(х,-а)=/’(х)-/>-(х). ^֊^=6.
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ՀԱՅԱՍՏԱՆԻ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԶԳԱՅԻՆ ԱԿԱԴԵՍԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ
Մեխանիկա 58, №2, 2005 МеханикаУДК 539.3

ДИФРАКЦИЯ НЕСТАЦИОНАРНЫХ ВОЛН В 
11ЬЕЗОЭЛЕКТРИКЕ, ВОЗМУЩЕННЫХ СИЛОЙ, 

ДЕЙСТВУЮЩЕЙ НА БЕРЕГУ ТРЕЩИНЫ ПРИ НАЛИЧИИ И 
ОТСУТСТВИИ ЭЛЕКТРОДА

Мелкумян А. С.

Ա. Ս, Սնլքումյան
ՊիեզոԼլեկտրիկում ճաքի ափին ազդող ուժի դրդօած ոչ ստացիոնար ալիքների ղիֆրակցիան 

էլեկտրոդի սակայության և րացակայաթյան դեպքերում

Դիտարկվում I կիսաանվերջ ճար պարունակող бпип դասի պիեզոԼլեկտրական տարածություն՛ ճարի 
հւււրթություսամ հողակցված անվերջ բարակ էլեկտրոդի սակսւյւոթյան և բացակայության դեպքերում 
ճարի ափերից մեկի վրա ազդող ժամանակից կախված փոփոխական կենտրոնացված ոս'ի դրզսած 
սահքի ոչ ստացիոնար սւլիրներր հասնելով ճաքի դադարին ենթարկվում են դիֆրակցիայխ Խնդիրը 
դիտարկված է պիեզոէլեկտրիկ տարածությունում րփւպիհիպերթոլիկ դրվածքով, որի դեպքում ինչպես 
էլեկտրական այնպես էլ ակուՍտիկական ափրները անեն տարածման վերջավոր արագության 
11ւսումնասիրւորյ:ոնէւերը կատարվել են Վիներ - Հոպֆի ե Կանյար դե Հափի մեթոդների կիրաոմամր: 
Ինչպես կեկտրողի աոկտյության, այնպես էլ նրա բացակայության դեպքերում ուսումնասիրված է 
ամբողջական էլէւկտրսւաոաձզակաս ալիքային դաշտի կաոուցվածքը և նրա զարգացումը ժամանակի 
ընթացքում: Սանրամսանութամր հետազոտված են ժամանակից կախված էլեկտրական դաշտի 
ինդուկցիայի և մեխանիկական լարումների ինտենսիվությունների գործակիցները ճաքի դադարում. 
Բերված են թվային հաշվարկներ-

A. S. Melkomyan
Diffraction of nonstiitlonary waves generated by м force applied on a face of м crack In piezoelectric 

medium bi the cases of presence and absence of an electrode

A piezoelectric medium of the class 6mm is considered, which contains a semi-infmitc crack, in the cases of 
presence and absence of an infinitesimal thin grounded electrode in the plane of the crack. The shear Waves, 
perturbed by the concentrated force, which is varying in time and is applied on one face of the crack, approaching 
the crack lip dilfract The problem is considered tn the quasihyperbolic approximation, so that both electrical and 
acoustical waves have a finite speed of propagation. The investigation is carried cut by the means of Wiener 
Hopf and Cagniard - de Hoop methods The structure of the coupled clcctroclastic waveficld and its development 
in time arc investigated in the cases of presence and absence of the electrode. The dynamic stress intensity factor 
and dynamic electric displacement intensity factor arc investigated in details. Numerical calculations arc 
presented

Рассматривается пьезоэлектрическое пространство класса 6mm. содержащее 
цолубес ко вечную трещину и случаях наличия в отсутствия бесконечно топкого заземленного 
электрода в плоскости трещины. Воллы сдвига, возмущенные сосредоточениой силой, 
■швисящей от времени н действующей па одном берегу трещины, достигая вершины 
трещины, дифрагируют. Задача рассмотрена в квазнгинерболяческой постановке, при 
которой как электрические, так и акустические волны имеют конечную скорость 
распространения. Исследования проведены с применением методов Внвера-Хопфа н Каняра 
-де Хупл. Исследована структура взаимосвязанного электроупругаго полно во га поля и ее 
развитие во времени Как в случае наличия электрода, так и в случае его отсутствия 
Детально изучены яитеисивностп электрической индукции и механических напряжений при 
вершине трещины в зависимости от времени. Приведены численные расчеты.1. Задачи распространения и дифракции волн в сплошных средах с: упругими, электроупругими и .магнитоупругими свойствами представляют 28



особый интерес. Ряд таких исследований как в стационарной, гак и в нестационарной постановках были проведены в работах |1J-|1O].Имеется пьезоэлектрическое пространство класса 6mm гексагональной симметрии, содержащее полубесконечную трещину. Введем декартовую координатную систему OXYZ с осью OZ. совпадающей с осью симметрии кристалла и с полуплоскостью у = 0, .г < - оо < z < оо.совпадающей с трещиной. Один берег трещины является свободным от напряжений, а на другой берег действует сосредоточенная сила, зависящая от времени: = -W+a)/(')֊ о= 0 ”>где х <0. Р = const . «>0. а /(/) является заданной функцией, такой, что /(/) = 0 при / <0. До воздействия данной силы пьезоэлектрическое пространство находилось в состоянии покоя.Рассмотрим задачу при двух вариантах электрическою контакта на поверхности >-' = 0 (фиг. 1):а) имеется тонкий заземленный электрод в плоскости 'трещины, то есть ^(х,+0,/) = (р(х,-0,/) = 0, Vx е (--ОО,«)Ь) электрод отсутствует, то есть<z>(x, +0,/) = <р(х,֊0,/) Z)v(x,-rO,r) =(х.-О,/) Vx e (-oo,oc)
(2)
(3)

Фиг. 1. Постановка задачи а) при наличии электрода (слева) и Ь) при отсутствии электрода (справа)

“ У-P6(x+u)/(r) i---- a----------- i *
Волны, возмущенные сосредоточенной силой, будут сдвиговыми а обоих случаях, так что для векторов перемещения и и напряженности электрического поля Е будем иметьи = (0,0,Цх,>',/)), Е = (-<£>,(х,у,/),֊^(х,у,(),0) (4)Волновые процессы в пьезоэлектрике будем рассматривать в квазигипербол и ческой постановке |9|. |1()|, при которой имеем следующую систему уравнений:

д2^ д2м 1 д2п л д2у/ 1 д2у/ _—- + —;-----֊—~ —0< —ст- + —т-------г—- = ° Ь5)
дхл ду‘ с՜ дР дх‘ ду~ с2 дРа также соотношения= ^.х + = ^у + ех^у (6)
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где введена следующая функция:
e С 

w(x՝y, t) = p(x՝y, /)-Ji-Z-w(x,։y> /) (8)£j|а также обозначено = см + е‘5 /г,,. с, = S՜1 ֊ 1/. С՝л=Л| = ^С^./р ' / = С( /{С( - ) • ^44 - с44 [1 “(1 /)(ei5 '/c44^1|)j՛
= e\^Pf /(^11^44 ) •Введем также одностороннее преобразование Лапласа по времени и двухстороннее преобразование Лапласа по координате х согласно формулам/՛ (х֊р)=Г/(*.о е ^>’ fp՛)=Р-уу м е^р (9)/’(«■-Р) = С/‘(х-/’) е'*Л. /'^Р) = ֊֊УУ'(^Р)Решение задачи при обоих вариантах электрического контакта будем искать в виде суммы симметричного и антисимметричного задач. В результате будем иметь 4 граничные задачи, при которых решается система (5) со следующими четырьмя разными условиями на плоскости > = 0:I) симметричная задача варианта а:(x,±0j) = T0.5PJ(x + a)/(r), х <0<p(x,+0,r) = <р(х,-0,/) = 0, Ух G ("Ос,оо)2) антисимметричная задача варианта а:

оу; (x,±0j) = -0.5Р£(х + я)/(/),х <0<р(х,+0,г) = <p(x,-0j) = 0, Ух 6 (-со, ос)3) симметричная задача варианта Ь:
<jy: (х,±О,/) = +О.57^(х + а)/(г), х < О<р(х,+(),/) = ^(х,-0,/), Vxs (-00,ос) (12)
Dy (х,+0,/) = £), (х,-0,/), Vx G (-00,оо)4) антисимметричная задача варианта Ь:a>T(x,±0,/) = -0.5PJ(x + a)/(r),x<0(р(х,+О,г) = 0>(x,-O,f), Ух е (֊оо,ос)Ч (х,-Н),/) = D., (х,-0,/), Ух 6 (֊а>,х)Отметим, что во всех случаях 1)-4) условиеК(х>+О,0 = ^(х,֊О,/)^>о>v(x,+0,r) = H'(x,֊0,/)

(13)
(И)
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также должно быть удовлетворено,2 Перейдем к решению задач 1)-4), сформулированных в предыдущем пункте. Симметричные задачи 1) и 3) решаются с использованием преобразований Лапласа (9) без применения метода Винсра-Хопфа.Решение симметричной задачи в случае наличия электрода (варианта) имеет вид
•л««

Г(р) к...» (15)
г;, гл ''.-о«)֊։;.«) (1С>)С1а решение симметричной задачи в случае отсутствия электрода (варишп Ь) имеет вид

^»։(*>лр)= Р С Г /'(/>) р-
2смС/+к2,[\-Сг} 2т а(0

Ч'^ь^РУ- '"л.1 С/) «ч; Р Г(р) С/+А’(1֊С/ф„23« 2т
- --------7֊------- ^<(18) 

40Здесь и далее введены следующие обозначения: ~С' ■а(о) = з\ с разрезами = 0, |Ке^|>5,|, с(£’) = >Д/՜ -%՜ . а(о) = 5г с разрезами {1т< = 0, |Кеф.5,}.Как следует из выражений (15)-(18), волны, возмущенные симметрично действующими силами, не дифрагируют от вершины трещины как в случае наличия электрода (вариант а), так и в случае его отсутствия (вариант Ь).Применяя метод Каняра-де Хула |11|, |12| к выражениям (15)-(18), получаем волновые фронты В случае наличия электрода (вариант а) получаются следующие 4 волновые зоны, показанные на фиг. 2 (отметим что среди них нет зон дифрагированных волн):1. Зона возмущенной акустической волны2. Зона возмущенной электрической волны3. Зона головной волны

Фиг. 2. Волновые фронты симметричной задачи варианта а) 31



В случае отсутствия электрода (вариант Ъ) получаются следующие 3 волновые зоны, показанные на фиг. 3 (отметим, что среди них нет зон дифрагированных волн):I. Зона возмущенной акустической волны2. Зона возмущенной электрической волны3. 11евозмущенная зона

Фиг. 3. Волновые фронты симметричной задачи варианта Ь)Заметим, что в случае отсутствия электрода в отличие от случая его наличия в волновом поле отсутствует՛ головная волна. Заметим также, что при с։/с, -> 0 имеем С, —>1. так что согласно (18) (х, у,р) —> 0.Следовательно, в к ваз и стати песком приближении в симметричной части варианта Ь) возмущенная электрическая волна отсутствуетПерейдем теперь к решению антисимметричных задач 2) и 4). Как будет показано ниже, решения антисимметричных задач для случаев наличия заземленного электрода (вариант а) и его отсутствия (вариант I)) совпадают. Это обстоятельство объясняется тем, что антисимметричные силы действующие на берегах трещины, даже в случае отсутствия заземленного электрода создают такое волновое поле, ч то удовлетворяется условие #>(х,-ьО,г) = ^(х,-0)/) = 0, Ухе (-со,со).
Решение антисимметричной задачи, общей для вариантов а) и Ь)Рассмотрим антисимметричную задачу в случае отсутствия электрода, то есть задачу 4). Имеем пьезоэлектрическое пространство с полубесконечной трещиной. на берегах которого действуют антисимметрично расположенные силы:(х, 4-0,/) = (х, -0,/) = -()д(х + а)/(/). х < 0.где <2 = Р/2.Задача заключается в решении уравнений (5) со следующими условиями на поверхности у = 0 :
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°,֊. (а+0,/) =ст„ (х>= -<?£(* + <։)/(') +<т. (*•') м,(х,+О,/)-^(х,-О,/) = Л_ (х,/) (19) ^(х,+О,/) = <р(х,֊О,/)I Ру(х,+О,/) = ПДх,֊О,0
где Л (х,/) = 0 при х>0. ст. (х,/) = 0 при х<0.Как в уравнениях (5), так и в условиях (19), производя одностороннее преобразование Лапласа по времени и двухстороннее преобразование Лапласа по координате х. будем иметь

А2 (О«'՜ = °. 4^ - А2 (<)^՞ =о да)
оу суи

Г ՛ ъ (с +о. р)=(с р)
Г ^(С-о,р)=^(С+о>р)с«^(<.+о.р)+«15^«.+о,р)=-е/“(р)еХ<’+с (с?) 1 I (С+о. р) - «'■ (С -о, р) = и. (Ср)

V (С +о, Р) - ч>'«, ֊°, р) = -сг —й! (С р) *11Решая уравнение (20) и удовлетворяя условиям контакта, получим следующие выражения для И** и у/*:
= Г21)Ь ^(СЛР) = -58п(>)С/^֊л:(Ср)е^М (22)2£,Ц а также уравнение Винера-Хопфа |13|:=֊2/- +<7,- ^,р) (23)где обозначено . . г а(О֊А;е(ИВД-п: .,«)Факторизируя функцию Л(£՞) с применением интегралов типа Коши |14|. получим А«) = «')/?_«') (25)где У 4՜ (О = (^) <2(5’ 33



1± «) = ехр 1 г' ,2— агОап к՜
2 -2 ֊Л\5 с/а (27)

л’^б ~ 1-А4 (28)После подстановки (25) в (23) получим функциональное уравнение 
£г(р)ека , <(<»/>) 

л. (07^7 * (0777х (29)
для решения которого функция £)(£*,р)-е^а/(/?. (4՜)7Л\ + ) должна быть представлена в виде суммы плюс и минус функций:

О «, р) = е*‘ / (л.«) 7^7?) = Р. (<,/>) + Р. (4>) 1301Пользуясь интегралами типа Коши [14]. получаем следующие выражения для и £>_(£՜,/?):Р. (<Г./>) = -рп>
/>Хв

1 е-^ди

R (?/ +/0)^ - и -70 (31)

В֊Ы-Р^й^-п-ЫИспользуя (24)-(28), (30)-(32) и решая уравнение (23) методом Винера-Хопфа |13|, получим
л'«.р)_ в /'(/О Д֊«.р)

2 ЗД1-*,’) р R
(33)

£(<./>) =(У'(р)Д (О) «ДО XX? (34)Подставляя (33) в (21)-(22), обращая двухстороннее преобразованиеЛапласа но координате х и используя выражения (31)-(32), получим
(?5ёпу /\р) г<о«-^е

Д1-^. 2Л-/ я«)а(^-)
<2^у /•(/>)с«(1֊*.2) 2^' R Ь

* ( \ ^15^/

^Н

Q^y /Лр) +
2^' ■’л՜'՝’ л«)а(<)

е\^г /’(р) г<«-‘А Х-Р)е Р՝‘՝(>>՝ <! ՝ *1, ;Д1֊*2) 2^' л.«)Х7? (36)

< Х>,р) = т
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где добавлен индекс "ап для того, чтобы подчеркнуть, что полученные решения соответствуют антисимметричной задаче.Первое слагаемое как выражения (35). так и выражения (36), представляет волны, возмущенные сосредоточенными силами, и не содержит явления дифракции. Второе слагаемое как в (35), так и в (36). представляет дифрагированные волны и проявляется через время ах( после начала действия сил. то есть начиная с того момента, когда электрическая волна возмущенная силами доходит до края трещины.Применяя метод Каняра-де Хупл |11), |12| к выражениям (35Н36). получаем волновые фронты. Первые слагаемые выражений (35) и (36) определяют следующие волновые зоны (фиг. 4):1. Зона возмущенной акустической полны2. Зона возмущенной электрической полны3. Зона головной волны4. Невозмущенная зона

Вторые слагаемые выражений (35) и (36) определяют дифрагированные волны Соответствующие волновые зоны показаны на фиг 5.1. Зона возмущенной акустической волны2. Зона возмущенной электрической волны3. Зона головной волны 35



4. Нсвозмущениая зонаИз (35)-(36) и из условий контакта (19) следует, что выражения (35)- (36) удовлетворяют не только условиям (13). но и условиям (11) Следовательно, (35)-(36) является решением антисимметричной задачи не только в случае отсутствия, но и в случае наличия заземленного электрода (вариант а). Тем самым доказано, что антисимметричные задачи вариантов а) и Ь) совпадают.Суммируя решения симметричных задач обоих вариантов а) и Ь). данные выражениями (15)-(16) и (17)-(18), вместе с решением общей антисимметричной задачи (35)-(3б), получаемрешение задачи при наличии электрода (вариант а)“'(») = ^.) б.Ь') + ’•'„(х.Л') (37) 
(*>>•') = (Х<У’։) + V" ^У’1)и решение задачи при отсутствии электрода (вариант Ь)Чм (*.*') = %<») (Х’У’>)+Ч» (38) 

Ч'м(х’У֊1) = 1%ад(хл>')+ (х,у.‘)Волновые фронты задачи при наличии электрода (вариант а) до момента времени ау( показаны на фиг. 6. После момента времени а.Ч( к волновым фронтам фиг 6 добавляются волновые фронты, показанные на фиг. 5.

Фиг. б.Волновые фронты задачи при отсутствии электрода (вариант Ь) до момента времени ах( показаны на фиг. 7. После момента лу, к волновым фронтам фиг. 7 добавляются волновые фронты, показанные на (риг. 5.Заметим, что как показано на <риг. 6. при наличии заземленного электрода до момента времени лу,, когда начинает проявляться явление дифракции, волны распространяются только в верхнем пьезоэлектрическом полупространстве. Это объясняется тем, что сила действует только на одном берегу трещины, а заземленный электрод не дает электрическим волнам пройти через трещину. В случае же отсутствия электрода (фиг. 7) несмотря на то, что сила действует только на верхнем берегу трещины, возмущенные там электрические волны, беспрепятственно проходят через трещину и в силу пьезоэффекта возмущают в нижнем полупространстве как электрические, так и акустические волны.
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3. Перейдем теперь к изучению интенсивностей механических напряжений и электрической индукции при вершине трещины в зависимости от времени. Пользуясь выражениями (15)-(18), (35)-(36) и (37)- (38). после небольших расчетов получаем
ХД')=^*С(Ф да

л сД։-*;)где
„, . '2 о Г1 .1(т+10)-ь\а Н ([-л.а)К"(/) = 1т  ------------ ---------Д—:----- 1 аг (40)У™ [[(г + /0)֊^։, / [(г + <0)а ']Д7;10)-/_ представляет интенсивность механических напряжений в случае /(/) = #(/) (//(/) -функция Хевисайда), а знак * означает свертку.Из выражений (39)-(40), полученных для электр о упруго го тела, легко получается следующее выражение механических напряжений для чисто упругого тела:

I х;“'(г)=е^/(/-5,а) (41)
которое при /(/) = #(/) было получено ранее в работе (8).Так как согласно выражениям (39) функция К" (/), представляющаяинтенсивность механических напряжений в случае / (/) = Н (/), играет важнейшую роль при определении /ГД/) и (/) при любом /(/), то возникает необходимость в подробном изучении функции (/)Заметим, что функция/ \ 1 х/2 - 3,а7 тут “ /----- - Н2)присугсгвующая в подынтегральном выражении (40) удовлетворяет
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условию • где черточка означает комплексноесопряжение, и имею следующий конечный разрез в комплексной плоскости (г): Пт г = О.Иег Е [ л’га,тах(л\л,г) (. Следовательно, при/>ллд интегрирование в (40) проходит по всей верхней части разреза, так что, пользуясь условием #(2,/) = £■(£./), можно интеграл (40) преобразовать в интеграл по замкнутому контуру в комплексной плоскости и пользоваться теорией вычетов. Производя соответствующие расчеты, получаем следующее выражение для К” (/) :

+Н (г - лла) — =[я(/֊^)֊н(
График безразмерной величины в зависимости отГл՜/ а՜1 при разных значениях электромеханической связи к< приведен на фиг. 8:Из (39) следует, что при /(/) = Н (/) для интенсивности электрической индукции при вершине трещины будем иметь выражениеИ4)
График безразмерной величины у[й Q (*) с зависимости от

(х,'а՜' при разных значениях А. приведен на фиг. 9:При расчетах, следуя □ |9|, принималось .?,/$, = 10 ".Исходя из выражений (39)-(40), (43) и из графиков на фиг. 8 и 9. можно сделать следующие выводы:• £^(/) = 0. ££(/) = 0 до момента времени ({=$,а, когдаэлектрическая волна, возмущенная сосредоточенной силой, доходит до вершины трещины• начиная с момента времени I, = х(а и до момента /л = . когда довершины доходит акустическая волна, возмущенная сосредоточенной силой, кривые функций К՛^ (/) и (/) медленно идут вниз (момен­ту времени /, = 5// соответствует линия Г/(л5։) = 1 на фиг. 8 и 9)
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начиная с момента времени /։ = $ла и до момента 1^е =хь^а, когда до вершины доходит поверхностная волна, возмущенная сосредоточенной силой, функции К,а' (/) и быстро меняясь, стремятся к -со,имея сингулярность порядка / г։/215^67-/1 (моменту времени 
1^, = соответствуют вертикальные асимптоты, показанные на фиг.8 и 9)
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• после момента времени то есть после того, какповерхностная волна доходит до вершины трещины, функции К՞ (/) и принимают постоянные значения, равные соответствующимстатическим значениям• из (39) и из вышеприведенного анализа свойств функций (/) и
(г) вытекает, что если функция является непрерывнойпри всех значениях / (включая точку I -0), то интенсивности КД/) и являются непрерывными функциями. Если жеявляется кусочно-непрерывной с точками конечных скачков 1։ >0 для функции /(*). то обе функции Ка(/) и £0(,) будут иметьсингулярность порядка + /,—/) в моментах времени, когдаповерхностная волна, обусловленная скачком /(/). дойдет до вершинытрещины• если начиная с какого-то момента времени /0 функция /(/) становится постоянной: /(/■)- Л то начиная с момента времени

= 1Л + .$Ьхеа интенсивности Ка (/) и (/) примут постоянные
'■ \ I 2значения соответствующей статической задачи: Кс (/) = )-----

ая

,:-(')=легТС'£Отмстим также, что если на берегу трещины действует не сосредоточенная сила, а сила, распределенная на участке трещины [х0,х1] с интенсивностью распределения <?(*). 'го интенсивности механических напряжений и электрической индукции при вершине трещины примут следующий вид:
х’(/)= Г1՛х)9(х)а. Г',/г0(/.х)<?(х)л <«)следовательно, используя анализ функций интенсивностей при сосредоточенной силе. проведенной выше, можно сделать соответствующие выводы для случая распределенной силы.Производя предельный переход, при котором скорость электрической волны стремится к бесконечности, из результатов данной работы можно получить соответствующие результаты для случая квазистатической подстановки задачи. Частный антисимметричный случай этой задачи в квазистатическом приближении был рассмотрен։ Ингом и Вангом в работе (15). Отметим, что результаты, опубликованные недавно в |15|, находятся в строгих количественных и качественных противоречиях с результатами. 40
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ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ
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УДК 539.3
ХАРАКТЕР НАПРЯЖЕННОГО СОСТОЯНИЯ ВБЛИЗИ 

УГЛОВОЙ ТОЧКИ ЛИНИИ РАЗДЕЛА ОБЛАСТЕЙ ПОПЕРЕЧ­
НОГО СЕЧЕНИЯ СОСТАВНОГО ПРЯМОЛИНЕЙНО­

АНИЗОТРОПНОГО ПРИЗМАТИЧЕСКОГО ТЕЛА
Саргсян А.М.

Ա.Մ.Սարգսյան
Լարվածայիճ վիճակի pfinijpp ոսլղագծային-աճիզոտրոպ պրիզմաձև մւսրմճի ըսղլայսակաէ՜։ 

կարփսծքի տիրություէւնԵրի բաժանճան զծի անկյուճային կետի շրջակայքում

Ուսումնասիրած Լ լարումնհրի վարքը հրկայՕակէսԾ սահքի պայամաճՏհրուճ գւոնվող րաղադրյալ 
ոս!կա<}ծս։յ|։6֊սւ6իզոտրոպ պրխլմաձե մարմնի մխյյցման մակերեույրի աճկյոէճույիճ կետի շրջսւկայքում:

Ցույց է տրփսծ, որ, ի տսւրբերուրյուճ բաղաղրյալ իգուորոպ պրիզմւսձև մարմնի, րադաղրյալ 
անիզոտրոս| մարմնի միացման մւսկնրէւույթի անկյունէսյին կետի շրջակայքը կարոկ Է է]ւ(ւՆւ սան 
թերլաիված

zV.M.Sargsyan
Character of Stresses to the Angular Point of the Separation Line of the Area of the Cross-section 

of a Compound Straight-fonvard Anisotropic Body

The behaviour of stresses in the vicinity of the angular point of the contact surface of the compound straight­
forward anisotropic prismatic body in the state of a longitudinal shear

It is shown that unlike the compound isotropic prismatic body, in the compound straight-forward anisotropic 
body the vicinity of the angular point of the separation surface may also be low strained

Исследуется поведение напряжений в окрестЕости угловой точки поверхности контакта 
составного пря.молниейпо-апнаотрошцого призматического тела, находящегося в состоянии 
продольного сдвига. Показано, что. в отличие от составного изотропного призматического 
тела, в составном прямолинейна анизотропном теле окрестность угловой точки поверхности 
раздела может Otxrt. также малояапряженной.

Поведение напряжений в окрестности края поверхности контакта 
составного изотропного или анизотропного (цилиндрического или пря­
молинейного) призматического тела, находящегося в состоянии кручения 
или продольного сдвига, изучено в работах [1-4].

Исследованы также особенности напряжений около угловой точки 
линии раздела (точка О на фиг.1) составного изотропного и цилиндри­
чески анизотропного тела [1, 5|. В [1| установлено, что напряжения при 
г ֊> 0 бесконечно возрастают (имеют особенность) при всех значениях 
угла 9,, (0 <6 < 2я) кроме 6, =Я. А в |5| показано, что характеристики 
стационарных физических полей (в частности, напряжения при кручении 
или продольном сдвиге) вблизи угловой точки могут стремиться к нулю, 
иметь особенность или конечные значения.

В данной работе эти вопросы изучены для кусочно-однородного 
прямолинейно-анизотропного призматического тела, находящегося в сос­
тоянии продольного сдвига.

Пусть D' и D* - два клина, жестко соединенных вдоль боковых 
поверхностей. Введем декартовы х, у и полярные г, 9 координаты, как 
показаны на фиг.1.
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При отсутствии массовых сил компоненты напряжений и 

выражаются через функции напряжений \77(х,у) формулами |3] 

(П , Ч(у>Л ,</> _ дч&'У) ...
" ду ’ * дх

Функция напряжений в соответствующих облаетх поперечного

Фиг. 1

сечении удовлетворяет уравнению |3|
ао>54 2а</>^ +а"82'*‘ ֊0
““ йх’ йшу + ” <?и2 12»

7 = 1,О<0<01; 7 = 2, -(2^-0,) <0 <0; 0։+02<2к, 0;<2л 
и условиям сопряжения на линии разрыва свойств материалов (7=0 и 
Г = ГСО80р у = Г81П 0։)

% =^2» “У = (3)
В уравнении (2) а^\ ֊ упругие постоянные, отнесенные к

выбранной системе координат.
Представляя решение уравнения (2) в виде [3,41

V, (х, У) = Я;(х + ц,уУ + В, (х + й;у)х (4|

где А}.В, - неизвестные постоянные, X — произвольный параметр, 
Ж цу = сгу +«, =аУ։(/а» +'7а2>ам)а« ,А»’ (5)

В:=а/_/х/’ >0՛ о=1>2)
н используя уравнения состояний, а также условие совместности 
деформаций, для перемещения и.1' получим

= А,т (х + ц уУ 4- 8 й (х + Ц уУ + С 
1/1 7 (6)

= «»Ну - «Й\ = «Я И/ - «1(;
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Как и в работе [9], числа ц, будем называть комплексными 
параметрами данной проблемы.

В связи с этим, заметим, что величина а^а^-а1̂ . входящая в 
мнимую часть комплексного параметра ц։ или Ц2. является инвариантой 
для тел с общей анизотропией, те. эта величина не меняется при 
повороте координатной системы вокруг общей оси z. В известных 
монографиях по теории упругости анизотропных тел |7. 8, 9| этот 
инвариант, а также инварианты + а:5 и Аа.^а^-а^ нигде не 
фигурируют. Более того, оказалось, что указанные в работе [9J 
инварианты 1։, 12. 13 и 1ч для ортотропного тела являются инвариантами 
для тел с общей анизотропией. В этом легко убедиться, если учесть, что в 
формуле преобразования упругой постоянной а12 перед последним 
членом стоит знак минус |7, 9|.

Для анизотропной пластинки, имеющей в каждой точке одну 
плоскость упругой симметрии, инвариан ты 1։ и 12 приведены в |7, 9].

Удовлетворяя контактным условиям (3), для определения /4,,/Л 
получим однородную систему линейных алгебраических уравнений. Из 
условия существования нетривиального решения этой системы вытекает 
следующее уравнение относительно X:

0+х)2 <2 rj I 2 J (х+1)г I 2 J 

где
1атат - а12>! ____________________________

X -,44 ” г = J(cosO, + 0, sin 0,)2 +(т sin 9,)г
(8)

= arg(cosO։ + ц, sin 0,), (р2 = arg(cosO։ + sin 0,) 0 < <р, < 2п

Из представления (1) и (4) видно, что напряжения и т1^ неогра­
ниченно возрастают при приближении к угловой точке линии раздела, 
если положительная действительная часть первого корня уравнения (8) 
меньше единицы (0 < ReXt < 1). Если ReX։ > 1, то напряжения убывают 
до нуля при г—>0. В случае ReX։=l напряжения в угловой точке 
конечны и вообше отличны от нуля.

Отметим прежде всего, что из (7) легко получить соответствующее 
уравнение для кусочно-однородного изотропного клина [1|. полагая 
«« =“« > «« =°

Не накладывая ограничения на упругие деформативные 
характеристики материалов соединенных тел, рассмотрим частный случай 
0. =71. Из обозначений (8) следует г. = 1, ф; = я, и из (7) получим 

X, = ]. т.е. на гладких внутренних частях поверхности контакта 
составного анизотропного тела напряжения не могут иметь особенности.

В случае 0, = я/2 имеем ф։ = argp, (0 < argj-ц < я). <p2=argp2
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(л < arg|x, <2те), r; = Jo/ + т/ . Если г, =г2. т.е. а®/а™ = а™ /а™ . 

из (7) будем иметь

SÎn2 î₽L^kMlsin 
2 J (х + 1)г

? Ф| -Ф2
2

(9)2

Построив графики обеих частей уравнения (9) в зависимости от к, 
замечаем, что первое пересечение этих кривых происходит при X > 1. 
если

(X^<sin/9^Vsin/9c^La։ (1(»
(х+1): I 2 )! I 2 J

Следовательно, условие (10) обеспечивает малонапряженность вблизи
угловой точки линии раздела.

В частности, если материал одного из соединенных клиньев являемся
изотропным, а второй - стеклопластиком Б |6), вырезанным под углом
а = к/4 по отношению к направлению армировки
(Оу =а55 = 25.05-10 6см’/кг. а4$ - -3.75-10՜" см2/кг), из (5) и (8) имеем 
Ф, = я/2»о, =0, т։ = 1, ф2 = 1.45л, г2 =1, а2 =-0.1497, т2 =0.9887. 
Тогда из (10) следует, что при условии (х -1)2/(х+1)? < 0.0062 
напряжения всегда стремятся к нулю при приближении к угловой точке 
О Например, первый кореш, уравнения (9) при = 0.002 находится в 
интервале 1.011 < Х։ <1.012,

Когда соединенные материалы таковы, что у = 1 ■ т.е.

I «>-eS>։ =«-«£’’ <>П
уравнение (7) упрощается, и для определения Х։ получим простую 
формулу

_ 2к(ф, + ф,) 27tlnr,/r,
(ф։+ф2) 4-(1пг2/г1)- (ф, +Ф2)‘ +(1пг2/г։)‘

Условию (11) легко удовлетворить, когда анизотропный материал 
соединен с соответствующим изотропным материалом.

Особенно простой частый случай условия (11) имеет место, когда 
составляющий кусочно-однородного клина получены из одного и того же 
ан изотропного тела, вырезанного под разными углами по отношению к
заданному направлению. Для таких материалов величина 
инвариантна по отношению к преобразованию координат. Здесь приведен 
не претендующий на полноту перечень соединенных пар, указывающий 
лишь на практическую возможность допущений (11).

Из (12) непосредственно следует, что окрестность угловой точки О 
может быть малонапряженной, если

я֊yjn1 -(In г,/л,)1 <(ф, + ф2)< к + Jn2 -(lnr,/rt)2

т.е. когда 0.0432 < 23.141 и (р։ + ф2 < 2тт. Последнее условие
имеет место, в частости, когда arg|i։ < argp2 и argp2 < ф2 < argp,.
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На фиг 2а и 26 приведены кривые зависимости КеА.։ от угла 0, (в 
рад.) для девяти различных комбинаций соединенных пар.

Фиг. 2а

Фиг. 26
Кривые 1. 2 и 3 на фиг. 2а построены для случая, когда одна 

составляющая кусочно-однородного тела является изотропным мате­
риалом (ц. = /). а вторая — стеклопластиком Б |б|, соответственно 
вырезанным под углами а = 71/4, а = тс/6. (Х = тг/12 и имеющим, 
следовательно, комплексные параметры р, = 0.1497 4-/0.9882, 
р2 =-0.1206 4-/0.9199 и р2 = -0.0656 4-/ 0.8753 . Для четвертой кривой 
р2 = 0.06564-/0.8753.

Приведенные на фиг. 26 кривые 1, 2 и 3 соответствуют случаю, когда 
обе части составного клина изготовлены из стеклопластика Б. 
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вырезанного под разными углами по отношению к армировке (для кривой 
1֊ сг. = п/4 и а = п/6; для кривой 2- а = ~/4 и а = я/12; для кривой 
3- а = п/6 и а = 7с/12). Кривые 4 и 5 построены для составного клина 
из анизотропного материала (ц2 = 0 0656+/0.8753) и сгеклопласгика Б. 
вырезанного под углами а = я/4 и а = я/6 соответственно.

Вышеприведенный анализ и численные расчеты (кривые на фиг 2а и 
26) показывают, что в отличие от кусочно-однородного изотропного 
Клина, в составном прямолинейно-анизотропном клин«* окрестность 
угловой точки линии раздела может быть малонапряженной.

Отметим, что двумерные краевые задачи теории упругости для клино- 
видных прямолинейно-анизотропных тел (однородных или кусочно-одно­
родных) при различных ненулевых граничных условиях можно успешно 
решить с помощью интегрального преобразования Медлина аналитиче­
ской функции /(х + цу) |10|.
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ՀԱՅԱՍՏԱՆԻ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԶԳԱՅԻՆ ԱԿԱԴԵՍԻԱՑԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИՍէխաճիկսւ 58, Na2, 2005 МеханикаУДК 539.3СОБСТВЕННЫЕ КОЛЕБАНИЯ ОРТОТРОПНЫХ ПЛАСТИН ПРИ НАЛИЧИИ ВЯЗКОГО СОПРОТИВЛЕНИЯАгаловян Л. А., Азатян Г. Л.
Լ. U Աղւսլովյան, Գ. L. ԱգատյանՕրրոտրոպ սալերի սեփական տատանումները մածուցիկ դիմադրության աօկւսյությաճ դեպքումԱսիմպստտիկ մեթոդով լուծված I օրթոտրոպ սալ]։ սեփական տատանումների վերաբերյալ • աոաձգակաՕության տեսության եոսդափ դինամիկական խնդիրը, երբ սալամ առկա Լ մածուցիկ դիմադրություն: Սափ դիմային մակերևույթներից մեկը կոշտ ամրակցված է, իսկ մյուսը՛ ագատ Լ: Որոշված են լարումների թենգորի և տեղափոխության վեկտորի բաղադրիչների ասիմպտոտհկաները. սեփական տատանումների հաճախություններն ու տատանման ձևերը: Ապացուցված Լ, որ օրթոտրոպ սալում կարոդ են առաջանալ երեք տիպի սեփական տատանումներ երկուսը տււհթային և մեկը երկայնական: Որոշված են տատանումերի' մածուցիկ դիմադրությունով պայմանավորված մարման բնութագրիչները:L.A. Aghnlovyan, G.L. Azutyxn

The free vibrations of orthotropic plates at the presence of viscous resistance

By means of asymptotic method a three-dimensional dynamic problem is solved for the elasticity theory related to free vibrations of orthotropic plates at presence of viscous resistance. The bottom side f a plate is rigidly fastened, and top one is free. Asymptotics lor the components of the tensor of stress and vector of displacement are found The kinds of free vibrations are established. Is proved, tliat in the orthotropic plate there can be free vibrations of three types two shear and one longitudinal ones. The values of frequencies and term of free vibrations, and also parameters of vibrations damping, caused by viscous resistance are determined
Ac и митотическим методом решено трехмерная динамическая задача теории упругости <> собстпенных колебаниях ортотропных пластин при наличия вязкого сопротивления. Ннжвяя грань пластинки жестко защемлено, л верхняя — свободна. Найдены аси.мптотвки для компонентов тензора напряжений и вектора перемещения. Установлены виды собственных колебаний. Доказано, что в ортотропной пластине мснут возникнуть собственные колебании трех типов: два сдвиговых я одно продольное. Определены значения частот и формы собственных колебаний, а также обусловленные вязким сопротивлением параметры затухания колебании.1. Для определения и анализа напряженно-деформированных сос­тояний тонких тел (балки, стержни, пластины, оболочки) в последние десятилетия широко используется асимптотический метод решения сингулярно возмущенных дифференциальных уравнений. Статические краевые задачи изотропных и анизотропных тонких тел асимптотическим методом рассмотрены в [1,2]. Метод оказался особенно эффективным для решения неклассических с точки зрения теории пластин и оболочек краевых задач. Была найдена принципиально новая асимптотика для компонентов тензора напряжений и вектора перемещения, которая позво­лила найти решения новых классов статических и динамических краевых задач [2-8]. Некоторые классы задач о собственных и вынужденных колебаниях полос-балок и пластин рассмотрены в [9-11]. Обзор работ ио использованию асимптотического метода для определения напряженно- деформированных состояний тонких тел при статических и динамических воздействиях содержится в [12].
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В работе рассматривается задача о собственных колебаниях ортотроп­ной пластинки £) = {(х,>’,2): (х։у)е£>0, |г| <Л, Л«/} при наличии вязкого сопротивления.Предполагается, что нижняя гран!, пластинки жестко защемлена, а верхняя свободна (фиг 1).

1)п -срединная поверхность пластинки, а /—ее та н ген ц и а льн ы й ра з м ер.Имеем следующие граничные условия:а,.. = <з՝,. = о„ =0 при г = /? ** л* •• * 
и - V = и՛ = 0 при г = -Л

характерный
(1-1)(12)Условия на боковой поверхности конкретизировать не будем, поскольку, как показано в [13}, они для этого класса задач непосредственно не влияют на значения частот собственных колебаний Ими обусловлены собственные колебания в зоне пограничного слоя.Требуется определить частоты собственных колебаний пластинки и собственные функции соответствующие граничным условиям (1.1).(1.2). Для этого необходимо найти ненулевые решения системы динамических уравнений пространственной задачи теории упругости для ортотропного тела:

Зх ду дг ’
ди д2и 
а՜ (х,>՛, г; и, V, и») (1-3)

С7/

ду 
ду

ди ду
— + —<*> —՝ 00 л /ду их
дм ди
— +— -а«аг. 
сЬс дг - “

ды ду
— +т֊ = ^о

дгпри граничных условиях (1.1),(1.2), где К = ~к}¥ - вязкое сопротивление.Решение системы уравнений (1.3) будем искать в виде:(х, у, г, 1) = а}к(х. у, 2) ехр(сог)(м,гзу) = (//,г,^)ехр(<о/) а,р = х։֊у,2; /А = 1,2,3 (1.4) 
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где со — искомая частота собственных колебаний. Подставив (1.4) н уравнения (1.3), получим:
СХУП СХУ.А СХУ.ч . 1 1 л—— + ——+——-^мса-рсо у = 0 (м,р,зг;х,^,г,1,2,3)
дх ду дг

ди Эу— ֊ а о 4-а^Озз + <Азазз- ■^“ = а12аи +а22а22 +аиазздх дх
<Эи՛— - аваи +а2з^22 +«33а3з 
02

ди ду дм си дм ду— + ֊- = а6ба։2, _+-_- = а$5ап, _+_.вд а (1.5)
ду дх ох дг ду дгПерейдем к безразмерным координатам и безразмерным компонентам вектора перемещения:

£ = */1, Т]֊у11, < = г/Л ,

и=й)1, У = у/1, Я = »11В результате получим следующую сингулярно возмущенную малым 
И параметром систему:

+е՜՝ ֊ 2Ке го>.и -е-2а>Ю = 0 ({/, И, Д 1,2,3)
д£ дг) д£

ди ди дУ
— -а։1а։1 +а12аа +а|3ам» +

дУ д№ ди
— = апа„+аг^22+а2.р„, —4-8 — = зд, (1.7)
ОТ] бЛ,

д№ д№ дУ
е — = «-.з^и+а2зО22 4-а33а33> — 4-е — = «ма„

ос дг\ ОС,

ш.։=рЛ:<о7; 2К=^

>/РЭту сингулярно возмущенную систему будем решать асимптотическим методом. Решение будем искан, в виде:
аА=е'1"°Л)№’Т1^)’

({/, и, и")=е (и^\у^\уу(3)\ < 1 в»ю. =84й)._,, 5 = 0,5:где обозначение 5 = 0,5 означает, что по немому (повторяющемуся)индексу 5 происходит суммирование в пределах [0,Подставив (1.8) в (1.7), применив правило Коши умножения рядов, для определения коэффициентов разложения (1.8) получим систему:
50



до'1" /Ь_^_+£5з_+151__2/с(о. {/‘-»-с и™ =о
$п д£

г('->-Си('-’ = о /« = 0,5 
опАп°ч> Лг?'” Лг/'’-^ + ^- + ^-֊2К(о. Г"’-С П{‘ =0 

ац а;С„ =(0.я_п(0я, /2 = 0,/7?
&7^•’։,

«։։Оц + «12О22 + «13^3,
аи(1-1) <»>

= «12^1
О)

~ «22^22 + «23°ваг'*”^“ = «>з°и (1.9)и> и»за22 + «зз°зз
ас/0” агС։-։)

+ ~а^՝
аи'0՜0 дим «>--------- +------- = ««°’к • 

д£ ()(1'' = 0 при 5<О.
аИ^'՜0 дуЫ
~Ч_ - + -^- = ^23

В (1.9) формулам: все величины можно выразил» через £/<*) р^*> дет՝) по
°п’=-Аз д№1։} ։ еи<‘-" л аг0՜”

+ л, —I-------- А,------------
22 “ ап

дИ՜“’ А ди^} 
------ 41—^—

ак°՜”

О) Я А ^Ч) Аазз =4|-^----- А23—ч;------- 4з—4— (1.10)
а,:<•։ -

12----------
«66

1 Г б^'՜11 ЗГ(" ”'
ст(г) 
°13

1 [дим д»'1-"

ая

■О)_ 1 ^(1) д^(ж՜0
:՜ _ <Х ап

вде

- ДЧ°2; а'Л А — аг1агз а23 а _ «II«33 «в
Д’22 А ’ п Д

_ «)3«23 _ «и«23 «12«13 Д _ а21а\3 ' «12«23Д ’ ” Д’ Д (1.11)
Ел ~ «Л«22«33 + 2«։2«|3«23 “ «22«)3 ~«п«23 —«33«12Для определения же С7(’),Г'':,1/(5), подставив значения о1’՜ в первые три уравнения (1.9), получим следующие уравнения:
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оС
ЯМЫ ____
-—֊а^Кй).՞ + Сп)У^ = 1^\ т = 0,5

ОСя2гуо>4, ֊тг ֊ (2^.„ + си )^֊՞’ = 1^, 
ос

(1.12)где

Очевидно, что ՝ = И'՛^ = = 0.

ОО) _ _ о уг_______ п
• ՛ -ак

/;</> =֊£21--------ам
апа; м

дги(,'1}
=Л}.—------ + А

■аа!;֊՛’ . до!;-՛’՜

ап

дгу(^ Где;;՜ ։> ՛
5п

(1.13)

2. Чтобы определить значения частот, рассмотрим уравнения (1.12) при 5 = 0.
лЧ/<о) пгУ<0>—^(2К<о, + <){Г> =0, ֊—֊^(2^ +<)И =0 (2.1)

Л2И/«>Я։;֊—֊-(2^+и;)^=о
ос,Решениями уравнений (2.1) являются:^то=4!'’(1.П)сЬ7а„(2АГ<о,+а;)< + ^’)Й.п)5Ь7аи(2К<^+й>;)С (2-2) >*"’ = Л"и П) сЬ >,. (2 + <<) (; + В«’ (§, П) зЬ ^а.. (2Ко, + <) ? (2.3)Г” - л<։)(г.,п)ск У^՜11 +<^+в^^,^^Ке>-‘+т;*՛с (2-41V Л, У А,Используя (2 2), удовлетворив условиям (1.1),(1.2) относительно Ох7> и и (0) 1 '5итучитывая, что о,3 ՛-------------- . получим систему однородныхалгебраических уравнений относительно функций ЛУ՜1, /?£՛ Из условия существования ненулевого решения этой системы вытекаетсЬ 2^а„(2Ка.о +о’0) = 0 или +со^) = ~(2п +1)? п е (2.5)

откуда следует (0.0„ - — К ± №---------- (2« + 1)' , пе.№ (2-6)V 16а»Рассмотрим следующие возможные варианты:
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имеем
К°) ГАе О<0։ <! (27)
К

б) <0°"։ = ~ Г7р ' ГАе 1 < 0? < 2Из (1.4), (2.7) следует, что собственные колебания затухают без явного колебания, как
ехр(-^ел схр(-^е’°

П.К<-£=(2,, + 1) 
будем иметь

Затухание собственных колебаний будет колебательным
(2-В)

Учитывая, что — = 6|3 достаточно большое число, на практике вариант II будет встречаться часто. Поэтому этот случай рассмотрим более подробно.Итак, определили некоторый класс значений частот собственных колебаний пластинки, которые будем обозначать индексом "1". С учетом (1.7) имеем:
ПЕ М

Из (2.2). (2.5) (26) имеем
К. Д'" = в? л 7ая(2К®„ +ОПодставив (2.10) в (2.2), получим

иу=с (л 7^2^: .+“"՜ > +<к ■

+<к) =или с учетом (2.5)
Йй> = £2?(4л)8։п(1+О֊(2и + 1). где

4

(2-9)
(2.10)

(2.И)
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Точно так же удовлетворив остальным условиям (1.1),(1.2), получим новые значения частот о”)Л.Если = то оно не будет удовлетворять условиям разрешимости существования ненулевых решений систем алгебраических уравнений, соответствующих (1.1),(1.2),(2.3) и (2.4), откуда следует, что эти системы будут иметь нулевые решения:
= и;®1 = о (2.12)_ иТочно так же. если со*о =со.Ся, то:

У^ = И^=О (213)А при =
^’=^>=0 (2.14)Итак, мы имеем три типа собственных колебаний:

1. Колебания с частотами (О7«я

и следующими собственными функциями и компонентами тензора напряжений:
^>=^'(Сп)з1п(1 + О^(2« + 1)

4
и?=о, ит = о, а;г,=о. а£։=о, <^։=о, <;,=о

С, = К, и) ֊А֊ (2«+1) МО + О 7 (2» +1)]
4а„ 4

Л К2. Колебания с частотами СО = —т=г “ Лл/р (2п + 1) -1

и следующими собственными функциями и напряжений:
г«’=вГ’й,п)5։п[(1+О^(2п+1)]

4
Г/,01=0 = О п<(>) — О а(0) =0 ст<0)<Ли _ и» “»В и> °П II II иЭЭ II

(2.15)

компонентами тензора

=о. =о. о::՛»=«

= £>Г'(Сп)7^-(2« + 1)со։[(1 +;)^(2г։ + 1)] 
4а„ 4

(2 16)
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3. Колебания с частотами (2п +1)

следующими собственными функциями и компонентами тензора напряжении:
И'.“: = о^^п)8Ь[(1+О^(2»+1)], У“ =0, к՛« =0

<’ш = -ТОпЭД, 7<2«+1) СО8[(1+;)֊(2и+1)] 
4 4

=-О">е.П)Д>7(2п + 1)со5[(1 + О^(2г> + 1)] (2.17)
4 4

<Я’И = й.п)Д, -(2п +1) СО5[(1 + О֊(2П +1)] 
4 4

о(0) -о о(0> _0 а<0) =0
МПП1 М» °1МП °2ЭШ и3.0 приближениях я £ 1. Рассмотрим уравнения (1.12) при 5=1.Сперва рассмотрим первое уравнение (1.12) при со^,, = ©!Пч:

&Ц"'
■т֊-֊а„(2№>; +<)У"’-г^ь', = С, <3 ’>

Решение (7;՛? представим в виде ряда по собственным функциям нулевого приближения, которые составляют ортогональную систему на интервале -)<£<!
и®) =Уь„„и^ \и.1)И * П ТП ГП » ՝ •т=1Это решение удовлетворяет граничным условиям (1.1), (1.2), соответ­ствующим и и . Подставив (3.2) в (3.1), с учетом (2.1) получим:

Хм.. - Հ. >+< - < ]у-.’=2о» +«.)+с <з-з>Умножив (3.3) на (7^? и проинтегрировав по հ на отрезке [-1. 1], учитывая ортогональность функций получим:
-®С]=2М*<+«)5-+/ջ֊ |з-4> где — символ Кронекера, а

(3.5)
При к = п из (3.4) будем иметь:
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п(В 
(О' =——

а при к Т- П: ь =__________________________________________
«и[2^«։ -<.)+<-<]Из(1.10), (1,13) и (2.12) следует. ^> = 0Следовательно, 
Ьпк = 0 к * псо!1я =0 п е МДля определения Ьпп нормируем С7Я (14,15)

(3.6)
(3.7)
(3.8)
(3.9)(3.10)

Йг ![^)+Еадх=1՛гле <з”>откуда получим:
(0МЧ=<> (3.12)

-։ Подставив Г.^1՝ в (3.12), используя (3.2), будем иметь:
^=0 (3.13)Итак, имеем:

£/?|’=0. <„=0. «6 м 13.14)Теперь рассмотрим приближение ч = 2. Первое уравнение (1.12) при ^•0« = <‘Д?„ имеет вид:
дгП1”
------а„(2Ка‘ +<л‘ ){/"’-2а..(К<й‘ + в>' а1 = (3.15)Решение с нова ищем в виде:

= (з։с>1. га-|Повторив те же действия, получим:
а։։с.,[2АТ«>',| -а'Д] = 2а։5(К®;։֊ +®^<а'п֊)б1й +/<2, (3.17)тде

Из (3.17) следует
оС2)

(г)1 =-------- т——------ г при к = п (3.19)
- 2вв(^+<)

56



о(2)
с =___________________

Е " а„[2^(<-и: ) *-<<Из (1.13) имеем
при к У п (3.20)

ч Э։И7<,) 
п<2) _ и Г ЭаГ.’, <4?, 1 (3.21)И|(1> определяется из третьего уравнения (1.12) определяются из(1 10) при 5 = 1 и со.Ол =С)!Оп, удовлетворив соответствующим граничным условиям (1.1), (1.2) относительно И7. Определитель вытекающей алгебраической системы будет отличным от нуля, следовательно, И7/" определится однозначно.В итоге по формулам (3.19), (3.20) определятся й)^Л и Спк. Дляопределения Сгг поступим так же, как в случае Ьпп. в результате получим: спп=0 (3.22)Значения 1/'^ и со’.^ отличны от нуля.Следовательно, имеем:

(3.23)
Аналогичным образом рассматриваются случаи со.0п = со?0л и со.0л = .В итоге будем иметь: = 0, < = 0» К™ * 0, < # 0 (3.24)

= 0, « “ = 0, * о, * 0 (3.25)Из полученных результатов следует, что начальное приближение дает достаточно точные значения для частот и форм собственных колебаний. Поэтому, значения частот для исходного приближения назовем главными и в практических приложениях можно ограничиться этими значениями.ЛИТЕРАТУРА1. Гольденвейзер А. Л. Теория упругих тонких оболочек. М.: Наука. 1976. 510 с.2 Агаловян Л. А. Асимптотическая теория анизотропных пластин и оболочек. М.: Наука.Физматлит. 1997. 414 с.3. Агаловян Л. А. О структуре решения одного класса плоских задач теории упругости анизотропного тела. // Межвуз. сб.: Механика. Изд-во ЕГУ. 1982. Вып. 2. С. 7-12.4. Агаловян Л А. К определению напряженно-деформированного состояния двухслойной полосы и о справедливости гипотезы 
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ՀԱՅԱՍՏԱՆհ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԶԳԱՅԻՆ ԱԿԱԴԵՍԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ

Սնխանիկա - 58, №2, 2005 Механика

УДК 539.3
К ЗАДАЧЕ ЦИЛИНДРИЧЕСКОГО ИЗГИБА ПЛАСТИНКИ С 

УЧЕТОМ ПОПЕРЕЧНОГО СДВИГА
Багдасарян З.Р.

Զ.Ռ. Բաղդասարյան
Սալի գլանային ծռման խնդիրր րնդւայնական սահքերի հաշվասմամր

Կնևւ.-Հ.ւ։1:ւ.ւյվսյծ աժերի ազդեցության տակ հեծանի, կամ սափ ծռման խնդիրներում կարևոր 
նշանակություն ունի ընդլայնական սահքերի հաշվառումը :

Հավ₽սւրձամր»ճի ճշգրտված տեսության հիման փոս դիտարկվում 1. սափ գլանային ծռման խնդիրը, 
fcF? այն Խպակապորեն ամրակցված Լ երկու հանդիպակաց եզրերով և երբ սափ մի եզրը ազատ է, իսկ 
Spuirn կոշտ ամրակցված Երկու դեպքերում Ա սալի վրա ազդում են հավասարաչափ րաշխված նորմալ

Սահմանային անցման շնորհիվ, երր ընդհանուր քեոնսււ|որփսՕությ:ւէճը մնում Լ հաստատուն, իսկ րեոի 
կիրսաման սփրույրր ձգտամ է զրոյի' ստացփոմ է կենտրոնացված թեռի խնդրի լուծումը

Հաշված է սալի ճկվածքի մեծագույն արժեքը և ցույց է արված, որ լւնդ|այնական սահքերի հաշվառումը 
|երոււ; է Շկվտծքի մծացմանը:

Z.R.Baghdasaryan
On die Problem of Cylindrical Bending of Plate with the Regard of Transversal Shear

The accounting of transversal shear is of ver.՛ important in the problems where plate or beam is bending under 
M-.n. f wncentric forces.

In the paper the cylindrical bending of a plate is considered by means both of specified theory of high range- the • 
theory of'Ambartsumyan S [ 11 and specified theory of first range- the theory of Ratsner- Hanky- Mindhn (2j.

The twvi boundary problems are considered, when the normal distributed transversal loads arc applied
I'uur.g io lite fund, when general load is stayed constant, and loading domain is vanished, the solution of for 

coventrated force is attained.
The pUle maximal displacement is calculated and it is shown that transversal shear accounting brings to 

wax of displacement

Учет поперечных сдвигов имеет важное значение в тех задачах, в которых пластинки или 
Салю» югнбаегся иод действием сосредоточенных сил.

В настоящей работе на основе уточненной теории высокого порядка-теории Амбарцумяна 
Й^)[I] и ни основе уточненной теории первого порядка -теории Рейснера-Генки-Миндиина по 
Ввдшпу Васильева (В) [2| рассматривается цилиндрический изгиб изотропной пластинки в 

случи*, когда пластинка шарнирно закреплена по двум противоположным краям и в случае, 
когда один край пластинки жестко защемлен, а другой свободен В обоих случаях на 

.пластинку действуют нормально распределенные поперечные нагрузки.
С помощью предельного перехода, когда общая нагрузка остается постоянной, а область 

Нагружения стремится к нулю, получается решение задачи сосредоточенной силы
Вычислен максимальный прогиб пластинки и показан, ‘по учет поперечных сдвигов 

Приводит х увеличению прогиба

1 Рассматривается пластинка толщиной 2/7 и длиной dL которая 
шарнирно закреплена по двум краям.

Прямоугольная система координат выбирается так, как показано на 
(фнг.1) и предполагается, что на поверхности пластинки по следующему 
закону
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при
а-1

</(*) = < <7о при

2
а-1 а + 1
------ £х<-------

при

2
а +/

(О < I < а)

(Чо = соп$0

О

О
2

2

действует равномерно распределенная поперечная нагрузка (фиг.1)
Считается, что перемещения точек пластинки не зависят от координаты 

у , то есть рассматривается одномерная задача

Фиг. 1
Сначала поставленная задача решается по теории (А).
Перемещения точек пластинки имеют вид [3]

щ =м֊2“ + ~^(г)ф, (1.1)
ах Ст

где
Г г2 г(2)=г1-й (1.2)

и -перемещение по направлению оси абсцисс, Н'-прогиб пластинки, Сз- 
модуль сдвига, а функции ф и V не зависят от координаты г.

Уравнения изгиба пластинки имеют вид
4Л diff

3 <1х
16/?՜ d2<$ 4Л

с!х 15(1֊у)<&2 3

где

3(1-у2)

Граничные условия шарнирного закрепления следующие [3] 
„ d:\v 4 с/со л

н-0, —--------------- = 0 при х=0 и х= а
дх2 5Ст (к

(1-4)

(1.5)
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Решив систему (13) при граничных условиях (1.5) . для прогиба 
пластинки получим

= у֊ [(* - ')’ ((а - -
67) а*о О

а а

--/(«- о5 <7(0^ + «\[ (« - -
а о о

12^2
1-1/

12/Л2х ;, к ... 
-—— ](а-0?(0<* (1.6)

О

где 7 = 2/5.
Если же згу задачу исследовать на основе теории (В), то в выражении 

прогиба (1.6) следует поставить у - 1 / 3
Если учесть, что прогиб пластинки достигает своего максимального 

значения при х = и! 2 . получится

При / > 0 и </,,/ -> Р (Р=соп$\) получится случай сосредоточенной силы

_ <7о«' / , /’ I2 24?*-՝ ( /

487) 8а3 2а2 (1-и)а2^ 2а) и •')

и из формулы (1.7) для максимального прогиба получится 

Ра' ) । 24/Уг 
48/э[ + (1-^)а:

В случае ! = а тах и՛ имеет вид

тах и՛ =
; 96у/?2

384 |_ 5(1 -у)а2

(I 8)

(1-9)

тах ш -

что совпадает с решением, приведенным в (11 при у = 2 / 5 .

Если в формулах (1.7)-(1 9) пренебречь отношением Ь'/а~, получатся 
соответствующие значения прогиба, полученные по теории Кирхгофа [4]

а а-I / > Ч
Вычислив значения напряжений а(| при х = — и х = —(2 = Л).

Из формул (1.10) и (1.11) видно, что в случае сосредоточенной силы
(/—>0 и —> Р) напряжение ст:1 неограниченно возрастает, т.с.

получается

. Здпа/ , / 8/?*՝ ,л.
” 8Л2 2а ' 15(1 -у)а!

_| , 39оа/Г / 8Л: 1

’"•“Г 8/г _ а 15(1-у)<^
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напряжение <т1։ существенно зависит от Л если учитывается поперечный 
сдвиг.

По теории (В) для напряжения имеется

п I = “Ц 8Л2 8Л:
(1.12)

а

откуда видно, что по этой теории напряжение а1։ нс зависит от поперечного 
сдвига.

„ а а-1
далее, по оосим теориям, как при х - — . так и при X = — для 

2 2
момента М\ получаются одинаковые выражения

Ч|.
Очевидно, момент .-V/, не зависит от учета поперечного сдвига.

(1.13)

2 Теперь предполагается, что один край пластинки жестко защемлен, а 
другой свободен. Координатная система остается без изменения и 
предполагается, что на поверхности пластинки по следующему закону:

О при 0 < х < а -I

</0 при а -1 < х < а

действует равномерно распределенная поперечная нагрузка (фиг. 2)

=

Фиг. 2

Согласно постановке задачи нужно решить систему (1.3) при граничных 
условиях

йЛг 4
И'=(), — - —- <р = 0 при х=0

с/х 50

с/Лг 4 с/ср
—■:--------- — = 0. <р = 0 прих=ас/х2 56 с/х И (2.1)

Сделав вышесказанное, для прогиба пластинки получим
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6у/12

1֊у
2х^0/- 

о
(2.2)

где. как и прежде, у = 2 / 5 по теории (А) и у = 1 / 3 по теории (В)

Если учесть, что в рассмотренном случае прогиб пластинки достигает 
своего максимума при х=а, то получится

тах и' = -֊■— 
3/3

3/_ Р_
4а 4 8а? (2.3)

При /—> О и 7С,/ —> Р (Р=СОП51) получится случай сосредоточенной силы 

и из формулы (2.3) для максимального прогиба получится

Ра3 
шах =------

3£)

бу/г

(1^х
(2.4)

В случае / = а для максимального прогиба получится

Ч^ 
тах и՛ = —— 

8Р

8уЛ
(2 5)

(1-у>2

что также совпадает с результатом, приведенным в [ 1 ] при / = 2/5

Если в формулах (2.3)-(2.5) пренебречь отношением Ь‘1а՜, получатся 
соответствующие значения прогиба, полученные по теории Кирхгофа [4]

Вычислив значения напряжений о։։ при х=0 и х=а -! (г=А). получается

_ 3?оа/
2Л2

_ 3</О/2 4Л2

х=в՜1 4А2 15(1-и)/2
(26)

Здесь, как и выше, если принять у ~1/3,то получим значение прогиба по 

теории (В)

По теории (В) для напряжения аи получается

, з^д/
1х--о 2Л2 4Л2 (2.7)

Далее, по теориям (А) и (В) для момента М։ при х=0 и х = а -1 получается

Ч|
= -^(2а-/), 41 чХ

2
(2-8)
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Как видно, и в рассмотренном случае момент нс зависит от учета 
поперечного сдвига.

По обеим теориям для перерезывающей силы на краю защемления 
пластинки получаются одинаковые выражения

ЛМ„,= <М (2-9)

3. Рассматривается трансверсально-изотропная пластинка толщиной 27? н 
длиной а, которая шарнирно закреплена по двум краям.

Нагрузив пластинку, как и в первой задаче (фиг. 1), для перемещений ее 
точек по теории (А) будем иметь

сЫ՛ 1 . . ._ ..
м, = и-г — +—£(г)(р, и3=п (3.1)

ах 6
где С? -модуль сдвига для плоскостей, нормальных к плоскости изотропии.

В результате, для искомых величин получаются те же формулы, что в 
пункте I. заменив в этих формулах у = 26/ 56'.
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ЗАДАЧА ДЛЯ КУСОЧНО-ОДНОРОДНОЙ 
БЕСКОНЕЧНОЙ ПЛАСТИНЫ. УСИЛЕННОЙ ДВУМЯ

ПОЛУБЕСКОНЕЧНЫМИ СТРИНГЕРАМИ
Багдасарян Р.А.

IkU. Բաղդասարյան
երկու կիսաանվհրշ վերադչրներով ուժեղացված կտոր ւս» կտոր համասես անվերջ սալի իւէւղիրր

Աշխս«ՈԱ»Օքպ® դիտարկված I. երկու միատեսակ կիսւսանվերջ վերադիրներով ուժեղացված, երկու 
կիսսա՚յվէրջ սալերից կազմված կապ։ աս կտոր համասես անվերջ սայի խնդիրը, րՍղ որամ վերսպիրնևրր 
ւլ4ւ1։փւ-.մ ես (դարերի բաժանման զծին ղուղահեռ ուղղի վրա: Սալք դեֆորմացվում I անվերջ հետո 
կետերում 1|իրաւ:ված և նյարերի բաժանման կծին ղուղսւհեո մղող լարումների ազդեցության տակ:

հ՚սղիրԴ քերվում է վերադիրների ծայրերը միացնող հատվածին սրաոկաճււղ տպի կետերի 
դքփւյւմսյ.|իսւհե|>ի նկատմամբ ստացված սինզոդյար ինտեդրսէլ հավասարման լուծմանը: հր հերթին, 
աոսւյվւսծ ինաեդյւալ հավասարման լուծումը բերվում I րվազիլիովին սեղողյար ղծային հանրահաշվական 
•#»խտսլ41ւմ(յե|փ հսւմակարւ|ի (ածմանը:

Ասացված է նաե ասիմպտոսվւկ բսժհսձև անվերջ հեււա կետերում կոնտակտային լարումների 
որոՀոոԱ հսւոսյր

R. A. Bagdasaryan
Problem for Pkcc-hoinogencous Infinite Plate Reinforced by Two Semi-infinite Stringers

la the paper the |krob|cm ri considered lor piece-homogeneous infinite plate from two scmi-inlinitc plates. The 
Мяи-inlinitc plate г» strengthened by two same semi-infinite suingers lying on one line parallel to I ine of material 
rpanliat.

1Ы քևէ։ it deformed under action of tensile stresses applied on infinity parallel to line of material separation
Пи pedbinn it reduced to the solution of singular integral equation with respect to plates point deformation in 

thrinkr. j! of «ringer edges Heiciifter the solution of singular integral equation is reduced to the solution of 
quuKiguhr infinite simultaneous linear algebraic equations

МВсвутрСойс fomuila is also obtained for contact stresses in infinite points.

H работе рассматривается тадача дли кусочно-однородной бескоиечной пластины, 
состоящей вз ЛЛух иилубесхицевных пластая, усаленной двумя одинаковыми полубеско- 
печными стрингерами, находящимися на одной прямой, параллельной линии раздела 
М.ГГЕр«.1Л0П

Пклггипа деформируется под действием растягивающих напряжений, крилижеыимх на 
ДКхонечиостж и па|мллолы1ых линий раздела материалов.

dtyVnit сводится к решению сингулярного интегральной уравнения <>i шх ительно 
^ftUpmniHu г ■ К!к илаегшш в промежутке между копцами гтриитеров. Далее решение 
смсулярпого иптегралыгого уравнения сводится к решению квазивполш- регулярной 

гакхогечипй системе лнпенных алгебраических уравнений
llow-ieii.i также асимптотическая формула для определения контактных напряжений з 

Се» х-жг.чп-.։ уда.и’нных точках.Пусть бесконечная кусочно-однородная плас։ина, состоящая и?, двух пп\убесконе»гных пластин с различными упругими постоянными, усилена ■дцр1Я одинаковыми полубесконечными стрингерами, находящимися на одпои прямой, параллельной линии раздела материалов пластины (фиг.1).Ось абсцисс совпадает с линией раздела материалов- С/гришеры находятся на расстоянии b от оси абсцисс и на расстоянии а-от оси ординат.
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Пластина деформируется под действием растягивающих напряжений Ол = р , приложенных на бесконечности |х| —> оо при _у>0, а при у < О - иод действием напряжений кр. где
к = =ц X* + 2ц։ X’ + р Е

Еу _ Е^х Е _ Е1-V3’ Ц=2(1 + у)’ Ц|“2(1 + У,)
ЕХ,У и Е,,У։—модули упругости и коэффициенты Пуассона пластины

Здесь, как и в [1], относительно стрингеров принимается модель контакта ио линии, т.е. предполагается, что тангенциальные контактные усилия сосредоточены вдоль средней линии контактных участков, а для упругой кусочно-однородной бесконечной пластины справедлива модель обобщенного плоского напряженного состояния.Задача заключается в определении контактных напряжений, действующих на контактных участках между стрингерами и пластиной.Поставленная .задача решается методом, изложенным в |2], где рассматривается аналогичная задача для упругой однородной полуплоскости.В силу вышеуказанного, уравнения равновесия элемента стрингеров запишутся в следующем виде: 
(12и, __ т(х) 
'с/х2

при |х| > а (I)при граничных условиях при |х| —> ООЖ, = 0,
<1х Е

(2)
где и /•[ -соответственно модуль упругости и площадь поперечного сечения стрингеров, т(х) = с1 • д(х\ <7—ширина стрингеров, ^(х)—кон­тактные касательные напряжения под стрингерами, а //д(х) —гори­зонтальные перемещения точек стрингеров.Отмстим, что т(х) удовлетворяет условию
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гт • с•» а (3)Чтобы уравнения (1) и граничные условия (2) записать с помощью одного уравнения на оси Ох( зэ<х<оо), введем функциюи,(х) = 0(-х-Л)^М+0(х-а)^
с1х с/хгде

где

0(х) —функция Хевисайда.Учитывая (1) и (2). для и,.(х) получим^,(х) I / \ / \
—^■ = -ггхМ> (-^<^<^) ах Е։1\г, (х) = [е(- х ֊ а) + е(х - а)]т(х).С другой стороны, для перемещения точек пластины имеем |3]

(4)
И)
(ж.Х> “= А11Л'1ппп յ,

_+Л֊֊^<—+Л (х-х) + (у + *)
+ А4 1п (у-ьу X* + 2ц 5^'"и
у(п(х,у)= — ({ааг«8 7СА < , д . Д ^(х-хХу + й)

у + ь г(х-х)’+(у+*)։ ’|(х-х)г + (у+/>)2(х-л)(у֊б) 4(х֊х)2+(у-й): (Ь)

• у(у-Ь)
1/ \2 (

О < у < оо; Ь > 0),1 +с Ь(у-Ь)

(7)
'**5М*-

и

I
1

I й(г-5)
2 / \2 /

У|2)(х,у) = ֊֊ [ О, ага8—֊■ + й. 
пь 1 у-Ь (В)

(*-•՝) +1у֊*) К
—гг.--------\кру
4м> Ш(- оо < X < оо; - ос < у < 0; Ь > 0)где И — толщина пластины, и՝‘\х,у) и V՛ (х,у)-перемещения точек пластины при у > 0; и " (х,^), и У1‘\х>>՛)--перемещения точек пластины при у < 0.Для коэффициентов из (5) —(8) имеем 67



А = М;(^1 +3ц,)|(х՜ +2цУ т|1: |-ц?(г +3ц)[2ц2 +(х՛, 4-ц,)(х՛ 4-Зц)]

4ц(Х’ + 2ц |ц, (х՛ + Зц)+ ц(Х* + ц)][ц(Х', + Зц,)+ ц֊ (х) + ц,)] 

л_ (Н1~Ц)(>-‘+н)(х'+3|1) А Х'+Зц
4ц(Х' + 2ц)[ц,(Х։ +Зц)+ц(Х 4-ц)] ’ 4 4ц (Х՜ 4- 2ц)

л = О*-ц,)(у +м): А = У 4-Ц
2ц(х՜ 4-2ц)[ц,(х՜ + Зц)+ц(Х’ 4֊ц)]՜ ’ 4ц(х’ + 2ц)

В Н3(х.,|+Зц,)-ц^(х,4-Зц)
2[ц,(х՜ +Зц)+ц(Х’ +м)][ц(х', +ЗцДх; 4-Ц,)]

в (н-^Ху+н&'+зн)
4ц(Х՛ +2ц)||1|\х" 4-Зц)+ц(Х" 4-ц)]

В- (^~/)(Х* +.и)2, В -
ц(х։ 4-2ц)[ц,(Х֊ 4-Зц)+ц(х‘ + ц)] ’ 4 4ц(Х' + 2ц)

с = - и(х՛ н-гЛх՛1 н Зц,)+ц,(х՛, 4-гцДх՜ + зц)
г)ц (х; +зц,)+ ц, (х; + ц, )][ц, (х4+зц)+ц(х; +ц,)]

__ ___ А-_ _ ____ ^“1 '' ^1
г[ц,(х՜ +зц)4-ц(х֊+ц)]’ ՛՛ г^+зц^+ц^х; 4-ц,)]

р - г, Н1ЧУ+зц)-цг(х;+3ц,)
2[ц(х։, +3ц,)4-ц,(х՜, 4-ц,)][ц|(х՜ 4-Зц)+ц(х՜ 4-ц)]

п - ___________ л
2[ц,(х֊ 4-Зц)+ц(Х։ 4-ц)]’

Из (5) определим ------- — -—~
дх

к, +И,

г?/"'(х,Л)
дх

+ 2Л‘Л3

= (Дх)-гв(х) = -Ц-1 л, 7Ш .
4 

X

где

’ (х-л’У +4Л* „,5 л х-5+ 86* Л 2 т-------------

(9)

X - 5 +

и(х) = [0(- х а)+б(х -п)] 
дх= [0(*+а)" 0(* ֊ <։)]“■-֊֊ 

ихУчи тывая также условия контакта{/։(х) = {/(х), (-оо<х<оо) (10168



и применив к (4). (9) и (11)) преобразование Фурье , получим /а{/>(о)=-’_ т,(о)
Ц' (а)+?(»)= '(аХ (о). U. (а)=£7(а)где г(а) = — [л4 sgn <7 + (A sgn о 4- 2ЬАг<з + Ь2Ар2 sgn :в|с 

при этом /(а)= \f(x)eicxdx, /(х) =— f/(a)e’1C։t/aI ' 2^ iСопоставлением формул (11) и (12) получим функциональное уравнение:
- i \ Л /Qg((Wv. II Аа А +|а| +где ^(о) = Н + 2Лс:ст: ч Л2с3|о|3 )е> 2Ь°1

следующее

Применив к (13) обратное преобразование Фурье и имея теорему о свертке, получим(х) = A jа(х - Л’)—ds, (֊ оо < X < ooj
где Л(х) = — f------ -----—r-r e ~,axdv

2^А+\о\^(р)Из (14) при |x| < и следует
I к(х - д)----- 'ds = О

ci/' '(x,b) / чОпределив---- - ------- из (16), для искомой Т(х) получим
СХ

(И)
(12)

(13)

ввиду
(14)
(15)
(16)

(17)Таким образом задача свелась к решению интегрального уравнения (16). До того, как перейти к решению уравнения (16), приступим к исследованию ядра этого уравнения. Заметим, что к(х) можно представить в виде /г(х)=А1(х)֊А,(х)
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, ( \ 1 f/oe ■" /х 17 /ш/(а)е ltwгде Ar։(x) = -- - cfc, к Ax)-— 7------ r <-------r-rit/a2л { A + |o| - 2 л Дл +Н)Й+|аН/(а)]Так как при |о| -> оо имеет место разложение
*|(а)=-стт ='sgnCT - —+<4ч + о^1 ’) 

Л + |о| о а|о|то в силу свойств интегралов Фурье, при |х| -> 0 будем иметь
кл (х)= ~ -—sgn х + R{x)где Я(х) = о(х1п|х|) при |х| —> 0. (18|

(19)
(20)

ввиду
(21)

Далее, нетрудно видеть, что
Таким образом. ,\м\ функции /с(х) получимА'(х) = ———8£П х + Л. (х) лх 2где Я,(х) /?(х)-Л2(х) и /?, (х) = о(х!п|х|) при |х|->0.Итак, после замены переменных д = а! и х = ау в (16) и имея вышесказанное, получим- / = Л՜ | ^п(» -лМДй + а | R. («О - /)]<₽(/ р/, |>| < 1
71-։ 1 у -12 -։где А’ = аА, <р(/) = —

& мУчитывая, что <р(/) четная функция решение полученного сингулярного интегрального уравнения ищем в виде
<р(0=«п/’,(с) (22>где — постоянная, подлежащая определении»,

^)=-7=r+-7iTi;*Ä(') да!՛ 
71֊/2(/) = cos(ä arccos/), к = 0,1,2,..........многочлены Чебышева первого рода.Подставляя выражение (р(/) из (22) в (21) и пользуясь соотношением1 г ?;(/>?/ _ О,Аг=О,

п А։-у)у1\-Г- 1с..,(уи = 1,2,.,, /\ sin(A arccos/) . । >
<(') = —7-------4, к = },2--------- - р <1)sin (arccos/)
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где (Д-Д/)-многочлены Чебышева второго рода, известным способом |4| получим следующую квазивполие регулярную бесконечную систему линейных алгебраических уравнений относительно коэффициентов Л.։ и = |,2._:
тс к

где Сз. = ֊)Г

2<1-/2

71-/’

Фг. и2„_2(у)у1\-уЧу +

(23)
(24)
(25)
(25)

4՜^ ^ = 1,2,...

После определения Ь2п, п = 1,2,... можно получить представлениянапряжения т(ау) < выделенными особенностями в точках у ~ ±1 [2|Хчу)=~"7-0-’)
а. (27)где

,.«=.!&* *ц-х>
уХ-1

+4՜ I ^8п(' - +- ')в-т=<* к 
2 I VI-/2

Ы>!

Постоянная определяется из условия (3) и имеет вид
«о=—- р

ЕаИ^ Р(у}с1у I

(28)

(29)
Теперь приступим к определению асимптотической формулы для т(х) при х| х .Имея ввиду разложение т. (а) при |а| —> О

т։(а) = ——/Ъ + а/о|о( + л,/а3 +а3ю’1а| + а4/о* +о(а6)где «1=—А-(1+с1)8-(о)
А Л4

+ П

1

ч 2՝1\^

.1 2л/1^7

гСу)^7^
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_Mo) 
А

,2{ п л \ 4/)Ъ (с3 + 2с՝, ֊4с2) + —— 
А А

4'(о) = «w». [g(o)] = ֊ (ь2 + 2)4
а, и Л4-некоторые постоянные, в силу свойств интеграла Фурье имеем

2а. 24а.—г+—Гтис тис
-0(х՜’) |х|->оо
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УДК 539.3
ОПРЕДЕЛЯЮЩИЕ УРАВНЕНИЯ И ГРАНИЧНЫЕ УСЛОВИЯ 

ПРИКЛАДНОЙ-ДВУМЕРНОЙ ТЕОРИИ МИКРОПОЛЯРНЫХ УПРУГИХ
ТОНКИХ КРУГОВЫХ ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ ОБОЛОЧЕК

Никогосяк Г. С.

Դ. (ԼՆիկողոսյան
Սիկրււպոլյար առաձգական րարակ գլան ական թաղանթի կիրառական ֊Երկ; ափ տեսության որոշիչ 

հավասարումները և եզրային պայմանները

Լ1չիոսսւանրւււմ ստացված են միւըւոպոլյար առաձգական րարակ գլսւնական թաղանթի կիրառական- 
երկչափ տեսության որոշիչ հավասարումները ե եզրային պայմանները: Ոաումնասիրությունները տարված 
են անկախ պտույտներով առաձգականության ոչ սիմետրիկ տեսության հիման վրա:
Ստացված են նաե միկրոպոԼյար առաձգական րարակ փակ գլանական թաղանթի ատսնցթասիմետրիկ 
ծռման և ոլորման ղեֆորմացիաներին վերաբերող կիրառական տեսության որոշիչ հավասարումները ե 
եզրային պայմանները:

G.S. Nlk<>gusynn
Defining equations and boundary conditions of applied two dimensional theory' of micropolar elastic thin 

circular cylindrical shells

In present work the defining equations and boundary conditions of applied two-dimensional theory of 
nuCTopolar elastic thin cylindrical shells arc obtained. The examinations arc made on tile basis of asymmetrical 
theory of elasticity with the indqxmdcnt fields of displacements and rotations. The defining equations and 
boundary conditions of the applied two-dimensional theory ol micropolar elastic thin closed cylindrical shells arc 
obtained in case <if axisymmetric deformation of bending and torsion

В работе получены определяющие уравнения и граничные условия прикладной-двумерной теории 
мнкрополярных упругих тонких цилиндрических оболочек Исследования велнс|. на основе 
Нссиммсгричкой теории уируюсгн с независимыми Полями перемещений и .вращений
Получены определяющие уравнения к граничные условия прНкллдней-двумерной теории микрополярных 
упругих тонких замкнутых цилиндрических оболочек при осесимметричной деформации кянбл и 
кручей ня.

В работе [ I ] на основе метода гипотез при реализации симбиоза обшей 
несимметричной теории упругости и основных положений общеизвестной 
уточненной теории оболочек и пластин (2,3] создана прикладная-двумерная теория 
микропо.шрных упругих тонких оболочек и пластин.

В работе |4] на основе метода разложения по толщине построена прикладная- 
двумерная теория оболочек при несимметричной теории упругости со стесненным 
вращением (НТУ со СВ).

В работе |5] на основе метода гипотез построена прикладная-двумерная теория 
тонких пластин при несимметричной теории упругости с независимыми полями 
перемещений и вращений (НТУ с НППВ).

В работе [6] разработан асимптотический подход, на основе которого построена 
общая прикладная-двумерная теория Nt икрополярных упругих тонких пластин, когда 
имеется трехмерная НТУ с НППВ. Построена теория погранслоя по НТУ с НППВ 
Изучены структура и свойства микрополярных погранслосв. Построены функции 
типа погранслоев. В виде функциональных рядов построены общие решения 
погранслонных задач Изучена задача сращивания асимптотических разложений 
внутренней задачи (прикладной-двумерной теории) и погранслонных задач 
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Получены граничные условия прикладной-двумерной теории микрополярных тонких 
пластин и граничные условия погранслойкых задач.

В работе [7| построена общая прикладная-двумерная теория микрополярных 
тонких оболочек, когда в основе имеем НТУ с НПЛВ.

Для приложений круговые цилиндрические оболочки занимают особое 
положение, поэтому необходимо отдельное изложение теории микрополярных 
цилиндрических оболочек.

В лишней работе на основе общей прикладной-двумерной теории микрополярных 
тонких оболочек [7] получены разрешающие уравнения и граничные условия 
микрополярных тонких круговых цилиндрических оболочек по НТУ с Н11ПВ

1. Разрешающие уравнения и граничные условия микрополярных 
цилиндрических оболочек но НТУ е НППВ. Рассмотрим круговую 
цилиндрическую оболочку, изготовленную из микрополярного упругого изотропного 
материала Пусть г радиус дуги поперечного круга. Примем [3]. что сс։ и а2 
являются ортогональными координатами, совпадающими с линиями главной 
кривизны срединной поверхности, т.е. с прямолинейными образующими 
(а2 = const) и с направляющими дугами (а, = const) цилиндрической 

срединной поверхности. Положение какой-либо точки AY срединной поверхности 
определим безразмерными координатами с, и 9 . из которых представляет собой 
величину, пропорциональную расстоянию до точки М вдоль образующих, а 9 
величину, пропорциональную расстоянию до той же точки М по дуге поперечного 
круга За коэффициент пропорциональности примем радиус г Таким образом.

а։ =г£ , а2 = г -О (1.1)

Для коэффициентов первой квадратичной формы и главных радиусов кривизны 
координатной поверхности будем иметь.

Л| = Л, = г , = со , R2 = г (1.2)

Из общих уравнений и соотношений прикладной-двумерной теории оболочек по 
НТУ с НППВ, приведенной в работе [?] , исходя из (1.1) и (12), для круговых 

цилиндрических оболочек получим: 

уравнения равновесия:

^L+^L-r )=0

+«2')-Ц;-<?2)=о

СА-, (л?

(1.3)

+ г. (дг _ дг ) - г • (т’ + mJ )- h • (т'} - ) = О
7Х \ £4 \ 1 I/ \ I • /
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соотношения упругости:

т 2ЕЬ ( > V/? / + \

5, = 2Л Г(ц - а) Г, +(ц - а) Г V = -2Л • Г„+• Н։,
V ) ц + а ц + а

(14)

/ ֊2Л.4у (у + Р). р . 1 Р . й (.«’
2г + р Г 2(у + р)ХИ Г1 \41 > 41 . 1

2у + р ' ’ 3'

Д,=2А-| (у + е).ху+(у֊£)х/| , £.3 = ֊2Л —
I ) У + е У+е

геометрические соотношения.

Г = ֊■ 
г

^1
Г։։=-- 

г
г"1 1

' 7>=-7 ¥
Г -1 

г
ст/, 
—+п,, 
/X 3 г

^-п3
30 5

1 
у2=֊7

(
• — + //, 

-
Г»=у, +п, , г55 =У2 »

1 
£„= — 11 г

8П, 1 Г 
х„= — “ г <

^-О։ ч| 1 Ж,
■ %։з=-----) ■ г

II
**• 

X о£}։
<99 ’

- 
1111

-1 
«- 

1 II Г-»

^Ь.+п
где следует учесть

(< -9г )+77
1

(< -т, )+у- т’ + т՜ )

(1

Здесь (м։, и2, и*), (О., О2,0. ) ֊ соответственно, компоненты вектор«

перемещения и независимого вектора поворота точек срединной поверхности 
цилиндрической оболочки; Г։|։ 521-тангенциальные усилия.

;^в> ^23՜ перерезывающие усилия. Лн, Ь21, Д|2, Ь2(, £|3, Д23 - усредненные 
по толщине оболочки моменты (происходящих от соответствующих моментных 
напряжений) в сечениях оболочки. Ги. Г,,, Г|?, Г21, Г;3, Г;з - компоненты тензора 

деформации. Xu.X22.X12. Х21,Хв.Хи -компоненты тензора изгиба-кручения в



точках срединной поверхности оболочки; (с/,՜. (/'2, , (т։\ , ^3՜)-

•заданные внешние усилия и моменты на лицевых поверхностях оболочки
Подставляя значения компонент тензора деформаций Гп , Г22........ из

(1.5) в (1.4). учитывая также (1.б), получим выражения для внутренних сил и 
моментов через компоненты перемещений и независимых вращений:

Т =-•1 II 
г

2ЕИ
1-у2

ди, (ди՝ А
—։֊ + у-; —-֊и-

_ < ао ; ֊֊(^)

Т =- ‘ ->т —
Г

2ЕИ
1-у2

(ди՝ А ди,
—- - И' + V---- кX ае ) д^ ֊֊^

г
•2Л- (н + а)-^ + (

7 а* ՝
ц-а)-~ + г-2а-П, 

го

(I 7)

5,, = --2Л (ц + а)-^- + (|л-а) ^—г-2а-О.

^։ = --2Л 4ца д* г»------г £2,
И-а (г / 

4---------
-1 л /+т •&Г +^ГЛ

г 11-га “у! ц + а ^2 2

=֊-211-
4ца С д—̂ + и՝ + г (<7՝ “ Чг )

Г ц ь а \,50 ) ц +а 2

Ь ~ 1 • 2/1- »у(7 + р) »О. + ₽ п У р
2у + 0 [ 3^ 2(г+ ₽) 1 «5 ’1 -ч п V з ”'3 )2у + р

, =1.2А.±М -а. ), Р до, -А.-₽ — •(гп-. -т՝
г 2у + Р ) 2(т + Р) 2у + р ' л

= --2Л- 
Г

/ \ , ■. с;Г2։(7-)֊- ЧТ-)—

/ - 1 2Л- 4уЕ сП, ! у-е/.։3 г/т
у • 8 7 + Е

^2 ■ Vм! ,п\ Г • Vй! +/”| Л

£а=1.2Л.
Г У +8 ч го՜

г-е г (,„♦ ------------- \т, 
у + е 2 ' 1

Подставляя значения внутренних сил и моментов из (1.7) в уравнения 

равновесия (1.3), получим следующую разрешающую систему дифференциальных 
уравнений равновесия в перемещениях и независимых вращениях для микропо- 
лярных круговых цилиндрических оболочек (когда в основе имеем НТУ с Н111Ш)
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3« + *1=0

•*,«, + ^,иг + 2%и- + + + Х6<1, + Х2 = 0
+ ^и, + + д;о( + ^5П. + + Х3=0

^»։ + ^и' + + ,5>;п, + .^а. + г4 = о
Д>++ ^5пг + + х5 = о

<,«, + ^м, + +л£Д + + ^а3 + х, = о

« % (/,;.: 1.2,....6) представляют собой следующие дифференциальные 

операторы:

ь д' (|-у 1 — V2 д2 , 1-у՜ 4иа Г д' д'
2 Е ; сб2 Е ц + а 1^2 сЮ-^

1-у2^ д1 д2 1-у՜ 4ца
^\ -2 Е /аёу+аё7 Ё“‘ц + а

+ Р (У1с) д2 2у + р 4ца :
| 4у(у + р) ае2 4у(у + р) ц + а

1г ?У + Р / \ д: _5՝ 2у + р 4ца 2 _4у£ ՝
'4Т(у + р) и + бЛг^+50г-47(У + р)\ц + а՜'' +7 + е,

2у + Р 4у& 
4у(у + ₽) 7 + е

2У + Р 
4у(у + Р) •4а-Г

1 + у 1-V2 х д2
а"~Ё~/агд) ’

9 =2,=С]_к£.Лн“\А

Е ц + а) св

= ֊[—Д-+ 2т+Р (у_е)1_£_
Г 12(г + Р) 4у(у + р) 9 с^сб

У =9 - р д Г 2у Р 4у£ > с
2(у + р) ' 65 к 4у(у + р) у + Е^! 66

(1.9)

Е
‘2а'г"^ ’ =~ 2У-"Р о - Г՜

4у(у+р) а г
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от _ 1-у; 4ца д, _ 2у+Р 4ца _ 
£ ц + а ’ 42 4у(у + ₽) ц + а

£,։=—— 2аг — , %, =
•4 Е 3=

2у+Р 2аг.А 
4у(у + Р) оЕ,

1-у2 4ца г д _ 2у + р 4ца д
Е ц + а 60 4у(у + р) ц + а 66

у -?-у2

Е ц + а

2у + Р 4ца г д 
' 4у(у + р) ц + а <Х

6

а X) (1 = 1,2,...,б) выражаются через внешние нагрузки и моменты по формулам 

V 1-^ г‘ / . \ 1 —V3 г / \ у(1 + у) г д / .'՜՜ Е 2И ~Ч" ' Е ' 2^' ~Ч‘' Е 25С՝

V г* ( . \ 1-у2 г 2ц / , \ у(1 + у) г д ( , \

^, =֊—-к +?;)-^^-(?;-«,)-• Е 2Л ™ ’7 Е 2 ' ’ ' 7

1—V2 ц-ос г д (/ , \ И ( , у'! 1-у: ц-а г 6 / , _\
----- 7--------------Т-— \Ч\ +^| /----- 7------------ -Ч:Е ц + а 2 ехД' -•< г ) Е ц + а 2 60

v _ 2у + р г2 2у + Р гХ'՜՜֊4у(у + р) 2А т՛ +'"’)-4у(у + р)'2 (т֊ -т'>- (н

’ .:2(т;-и,)+421 “
4у(у + р) 2 (V ՛ 4у(у + Р) ц + а № Чг}

2у + |3 г1 ( 2у+р г 2у I д_Х'-՜ 4у(у + ₽)՝ и ՛к 1" 4у(у+р)՛ 2 ՛77՛к 'т'֊ >՜

|3 г д ( . \ 2у + Р а г ([ . л И I,
4у(у + р) 2 сО ’7 4у(у + р) ц + а I ‘ 7 г Х‘ V

х‘ =-^77)4^ 2^-2^-^-

2у + Р у-Е Г д |՛{ . .\ И <
(??»! ֊/?»! )+—•(/?»! +?М, Я

2у+В у-г. г д ( ,
4?(у + Р) У + е 2 5^1 4у(у+р) у + Е 2 60

Отметим, что дифференциальные операторы уравнений системы (1.8) обладают 

полной симметрией. Согласно (1.9) 5|2 = 2^1.= 2^]. 2^ = 2^2 : - 5^
■■^46 ~ -^4 • ^$6 = ^5 » 3 ^16 н > ^24 и • ^6 и ^2 • -^34 и

^43 ’ <$35 И ^53 отличаются друт от друга только постоянными множителями, 
зависящими от упругих констант материала оболочки
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Таким образом, система уравнений (1.3)-(1.6) или (1.8) (уравнения в 
перемещениях и независимых поворотах) с учетом (1.9), (1.10) представляет собой 
разрешающую систему уравнений прикладной-двумерной теории микрополярных 
тонких круговых цилиндрических оболочек, когда в основе имеем НТУ с НППВ

К полученной разрешающей системе уравнений (1.8)-(1.10) (которая имеет 
двенадцатым порядок) следует присоединить соответствующие граничные условия, 
которые получены в работе [7] и имеют таков вид:

А а
1 «,«„ , $1։ = Р^“з

-к -А

* *

А. <1Н>
л -а
А А

«,=а„ =-(^‘*‘5 . Дз
-а •А

где р' (1 = 1,2, з), /п*(/ = 1,2,з) представляют собой компоненты заданных 

внешних усилий и моментов в граничных поперечных к срединной поверхности 
сечениях цилиндрической оболочки.

После решения указанных систем разрешающих уравнений, все расчетные 
величины (силовые и моментные напряжения, перемещения и повороты в области 
трехмерной оболочки) определяются по соответствующим формулам.

2. Разрешающие уравнения и граничные условия осесимметричной 
деформации мнкрополярной замкнутой круговой цилиндрической оболочки по 
НТУ с НППВ. Пусть микрополярная изотропная замкнутая круговая 
цилиндрическая оболочка нагружена осесимметричным образом. В этом случае 
ввиду полной симметрии оболочка будет деформироваться осесимметрично. Тогда 
все искомые расчетные величины оболочки будут функциями лишь одной 
переменной £ , т.е. они нс будут зависеть от угловой координаты 0.
Тогда общие уравнения равновесия, соотношения упругости и геометрические 
соотношения круговой цилиндрической оболочки разделяются на две отдельные 
системы (первая из которых представляет изгиб, а вторая-кручение цилиндрической 
оболочки) и приобретают следующий вид

Для задачи изгиба: 

уравнения равновесия

+7.)-л(?|' -?с)=о

-б/3֊) = 0 
"С,

(2.1)

“-^23 -А'։з)֊г(м2՜ + /п,)֊И\т'2 -т2)=0

соотношения упругости

_ 2ЕИ
'П-у3
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4ца Н-а
^з =֊2Л--------- г„+-------- N,l

ц + а ц + а
=2л [(г + е) х1,+(у-с) хг1>| , = -2й-— х:,+ — 3

к ) У + £ у + Е

(2.2)

геометрические соотношения

Г -1А 
11 г ’

I Ж, 
Х =------ ---  >'л Г С%>

г =-- * 22 г

х2,=0

1 «Ун- ~
у =---------- , I ‘ = у +Г2,Г| Г 13 1 2

п, 
ха=—

(2.3)

где следует учесть

(2.4)

Разрешающая система уравнений для задачи изгиба в пере,мешениях и 
независимых поворотах, согласно (?. 1)-(2.4), можем записать следующим образом:

2^1и| 4-^^+ Х} =0

^1м1 + 2^ и* + 2£5П2 + X. - 0

2^ + 2^, + А\ = 0

(2.5)

где

г,=4. ^=^=^-֊.<=1֊^^-4 
13 Е ц + а

1 - у՜ 4ца с! _ 2у4֊Р 4на с!
Е ц + а 4 4у(у4-р) ц + а сГ^

(2.6)

2У + Р . г\ 2У*Р Г 4ца 2
4у(у + р) ՛ 4у(у + р) чц + а

4уе 
у + Е

2у 4՜ Р Г
4у(у + р) 2Л

2у + Р г 2у / . х—--------------------ь?7 -т
4у(у + р) 2 у + Е х
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4у(? + р) ц + а < -<71 +<7՜

Для задачи кручения 
уравнения равновесия

+9г)-Л (<Л ֊<?2’)=0

— - + г • - /723)- г • (/л՜ 4- т՜ )֊ Л • (/?/(' - т՜) = О (2.8)

+ ^- ֊ г • (5։2 - 52։) - г •
^^3

+ т3) 4- Л • (тя -֊™,) = О

соотношения упругости

5, =2Л- (ц + а) Г,;+(ц-а) Г, лга = _2Л.±^.Га+^ 
ц + а * р + а

4 = 2/,.Му + Р) 
2? + Р

Х„—т~—>-х„ I----- ----- Л-бя-Т -т,
г 2(г+р)Ал; 2у+р к (2.9)

Л,,=-2Л-
4уе 
у+ е

’Х|3 +
у ч-е ■

геометр։неские соотношения

Г1: = г $'+П” г’>=-п” Ь=-7՛ Гзз=Г3֊П,

। (/о, а3 1 ж,
Ап г лг. г

где следует учесть

-?2).

На основании (2.8)֊(2.11) разрешающая система уравнений для задачи 
можем представить в перемещениях и независимых поворотах.

^2и2 ь ^4О։ 4-2^О3 4- X, = О 

(2 10)

(2.Н)

кручения

(2-12)4-^,0, 4-^0֊+ХД =0

^.//,4-^0, 4- ^О; 4- X, = О

где на этот раз
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1-v 1 —v՜ d'՝ 1-v2 4ца
4 2 E } dz,՝ E ц + а

1 ֊ v5 
E

4ца ֊ 2У*Р 4ца
ц + а ' 4у(у + р) ц + а

2У + Р , d
4у(у+Р) <Л, (213)

XT rf; 2у+Р 4ца_а у _ _ Р d
44 dlj։ 4у(у + р) ц + а ’ 46 64 2(y + pj di,

dK
2у + Р 4ус d: 

4у(у + Р) у + €
2Y + P 

4у(у + р)
4а г2

V '~v'‘ г' I ■

.£1 (<+<) 
4у(у + Р) 2Л ' 1

р г d ( .
4у(у + р) 2 dC

j I - у г 2ц
Е 2 ц + а

2? + Р £ С-
4у(у + Р) 2 '7<: ’

>-)+ 2Г±Р
4у(у + Р) Ц-а

(2.14)

•(?;-я,)а

? 2у + Р r: / . \ I г
л ь —------ 7-------г------ \т. +тх I —z------- г —

4у(у + Р) 2А 2(у + р) 2

2у + Р у-crc/f/. .\ h ( .
----- 7------г--------------- bn. -т J+ —.|/?л +т.4у(у+р) У+е 2 ՛ г v ' ՛

Обшие граничные условия (1.11) тоже распадаются на две отдельные группы и к 
полученным разрешающим системам уравнении (2.1)-(2.4) (илн к (2.5)-(2 7)) и 

(2 8)-(2Н) (или к (2.12)-(2.14)) следует присоединить, соответственно, 
следующие граничные условия

ь । *
= J Р’^У . I a,™,, =-fp։'^>

-h -h

h

i-г. I а,-«,. =

(2 15)

«>"а։о

(2 16)

A

-A
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Граничная задача (2 1)-(2.4). (2.15) (или (2.5)-(2.7), (2.15)) определяет изгиб, 

а (2.8)֊ (2.11), (2.16) (или (2.12)՝ (2.14), (2.1 б))- кручение осесимметричной 
деформации микрополярных замкнутых круговых цилиндрических оболочек по 
общей теории НТУ.

Таким образом, при заданных граничных условиях, решая систему линейных 
уравнений (2.5)-(2.7) или (2.12)-(2.14), можем определить искомые функции 
перемещений и независимых вращений (соответственно для задачи изгиба и 
кручения), с помощью которых, посредством определенных формул, можем найти 
расчетные силовые и моментные напряжения, внутренние усилия и моменты, 
перемещения и независимые повороты в трехмерной области оболочки.
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ՀԱՅԱՍՏԱՆԻ ԳԻՏՈհԹՅՈՒՆՆԵՐԽ ԱԶԳԱՑհՆ ԱԿԱԴԵՍԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ

Մեխանիկա 58. №2. 2005 Механика

УДК 593.3
МИКРОПОЛЯРНАЯ ТЕОРИЯ ТОНКИХ СТЕРЖНЕЙ.

ПЛАСТИН И ОБОЛОЧЕК
Саркисян С. О.

Ս.Հ. Սարցսյան
Բարակ ձողերի, սալերի և թաղանթների միկյապոլյար տեսություն

Աշխատանքում, որն ակնարկային րնույթի է., արկում է միկրոպպյար (մոմենտային, ոչ սիմետրիկ) 
առաձգականության տեսության ներկա ձեոթրերումների նկարագիրը, հատկապես աոակել 
հանգամանորեն կանգ առնելով միկրոպոլյար բարակ ձողերի, սալերի և թաղանթների կիրառական 
միաչափ և երկշափ տեսությունների կառուցման ե այս խնդիրներում ասիմպտոտիկ նետողի զարգացման 
հարցերի վրա: Ակնարկի ամփոփումով հեղինակի տեսանկյանից նշվում են միկրոպոլյար բարակ ձողերի, 
սողերի ե թաղանթների տեսությունների հետագա զարգացման որոշ ազգություններ:

Տ. H. Sargsyan
Mlcropolur Theory of Thin Burs, Plates and Shells

This paper, which is of a survey character, reflects the latest achievements in the Micropolar (Momontal, 
Asymmetrical) Theory of elasticity, particularly, aiming at problems of constructing Applied One-dimensional and 
Two-dimensional Theories of Micropolar Thin Bars, Plates and Shells, and also at the development cl' the 
asymptotic method in these problems

In the conclusion of U» survey, there arc brought out several directions of farther development ol the 
Micropolar Theory of Bars. Plates and Shells

В работе обзорного характера дано описание достижений й микрополярной (моментной 
несиммсгричной) теории упругости, более обстоятельно останавливаясь на вопросах 
построения приктадиных-олномерных и двумерных теорий микрополярных тонких стержней, 
пластин и оболочек и развития асимптотического метода в этих задачах.

В заключении обзора, с точки зрения автора, констатируются некоторые н.чправления 
дальнейше։ о развития микрополярных теорий стержней, пластин и оболочек

I. Введение. Важной гипотезой, служащей для механического описания 
действия внутренних сил в деформируемом твердом теле, является принцип 
напряжений Коши, устанавливающий эквивалентность действия всех внутренних 
сил, приложенных к элементарной площадке, действию только их главного вектора, 
приложенной к центру площадки, при этом, пренебрегая действиями их главного 
момента относительно указанной точки Это предположение отвергнуто в 
разработанной в начале XX века братьями Косссра системе механики сплошной 
среды [96] (отметим, что идея учета главною момента внутренних сил возникла еще 
в работе [111]). Деформация такой среды описывается нс только вектором 
перемещения и . но также вектором поворота со. при этом, в среде, между ее 
частицами, помимо обычного центрального воздействия осуществляется еще и 
вращательное, и следовательно, возникают не только силовые напряжения, но и 
моментные напряжения, образующие несимметричные тензоры. Твердую среду, 
моделируемую таким образом, называют средой Косссра, а за теорией закрепились 
названия моментной, микрополярной или несимметричной теории упругости.

Понятно, что в среде Косссра то, »по называется бесконечно малым объемом, 
представляет собой нс как материальную точку, а как более сложный объект 
(имеющий микроструктуру), обладающий помимо поступательных, также 
ротационными степенями свободы, содержащий весьма большое число 
элементарных частиц, а передаваемое через площадку усилие следует трактовать как 
суммарный эффект взаимодействия этих частиц Таким образом, при структурно- 
феноменологическом подходе несимметричная теория упругости является 
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Штемэтнчс-сиои моделью для описания напряженно-деформированного состояния 
ВЩС) тел с микроструктурой.

Наиболее остро интерес к всестороннему изучению континуума Коссера 
привился в 5(1-х, 60-х и 70-х годах прошлого века. Он обусловлен, в нервно очередь, 
чримсненнем поликристаляических структур, зернистых металлов, высокомоле- 
оиршх полимеров и широким внедрением композиционных материалов

Современный вывод уравнении этой теории я ее обоснование приведены в 
pfom | Г.50.61,62,64.69.72.74,94.97,104 и др.].

Км отмечается в монографии [57], нет ничего логически недопустимого в том 
ш. по крайней мере, в местах резкой изменяемости напряженного состояния (в 
01рсстн?:ги вершин трещин, отверстий и выточек) влияние моментов может 
Мгшкя сравнимым с влиянием сил.

Несимметричная теория упругости является базовой моделью при изучении 
юлновьгх процессов в твердых телах с микроструктурой [40].

Однако большинство точных решений [27.47.50,61,62,66,74,75 и др ] получено с 
•.^пользованием упрощения, часто называемого «стесненным вращением» или 
Жеадоупрутой средой Коссера, при котором постулируется зависимость вектора 
Дудения от вектора перемещения

- 1 _ со = — го tu
2

Эгот вариант моментной теории упругости как-то понижает ее полноту, так как 
|69.74] число физических констант для изотропного упругого тела сокращается с 
пксти до четырех

Рад авторов [17.64,69.70,94.97.104 и др] посвятил свои работы отысканию 
точных решений задач в полной постановке моментной теории, несмотря на 
Значительные трудности при разрешении получающихся дифференциальных 
урапиениг՛. Найдена концентрация напряжений вблизи кругового отверстия [55.7(1], 
идачз о равновесии полупространства [104], о сдвиге бесконечного плоского слоя 

;|Я,ИМ|, кручешш кольца [51] и др. Получен ряд новых аналитических к численных 
ранении несимметричной теории упругости [51.54] и из этих решений выделены и 
Проанализированы параметры (моменты, силы, перемещения, повороты). 

Котадикаюшиеся на моментные эффекты. С целые расширения круга решаемых задач 
разработан также алгоритм метода конечных элементов для решения двумерных 
ад։ч несимметричной теории упругости.

Отметим, что наиболее эффективные приложения .моментной теории упругости 
СПЮемтсх к задачам расчета упруго на пряжен кого состояния вблизи острых вершин 
Тр6|ШШ [.’7,64 И др. ]

Как известно, на пути практических приложений мометгтной теории упругости 
встречаются определенные трудности, связанные с экспериментальным опредс- 
лемки для конкретных материалов традиционных и дополнительных упругих 
постоянных Скудность информации о материальных констант сред с 

роофостру стурой является одним из основных факторов, сдерживающих изучение 
модели несимметричной теории упругости. Если до недавнего времени 

ркугствовзлн достаточно убедительные экспериментальные исследования по 
определению упругих характеристик, входящих в основные соотношения теории 
упругости с несимметричным тензором напряжений, то в настоящее время имеется 
значительное продвижение в этой области.

(Измерения констант упругости на основе статических эксперименгов 
Производились в работах [50,51 и др.]. В работе [51] в качестве экспериментально 
реализуемой схемы по деформированию материала была выбрана задача Кирша о 
рк-пженин бесконечной пластины, ослабленной круговым отверстием, 
аналитическое решение которой в рамках несимметричной теории упругости 
приведено в работе [55]. Анализ аналитического решения позволил определить 
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макропараметры, которые откликаются на моментные свойства материала и которые 
конструктивно экспериментально измеряемы.

Необходимо отмстить, что более точными все-таки являются динамические 
эксперименты, особенно ультразвуковые. Наблюдаемая экспериментально дисперсия 
ультразвука позволяет вычислить модули упругости континуума Коссера 140.99]. 
Заметим, что для успешного развития акустических методов измерения необходимо 
изучение особенностей распространения упругих волн в средах сложной структуры, 
которым посвящены работы [99 и др.].

Интерес к изучению механического поведения твердых тел с микроструктурой в 
настоящее время очень велик. Проблема состоит в определении макроскопических 
свойств конструкционных материалов, в том числе и поликристаллических металлов 
с микроскопических позиций, умение воспроизводить заданные макроскопические 
свойства методами регулирования микроструктуры. В этой проблематике научно- 
технического прогресса определенное место имеют задачи несимметричной теории 
упругости

Отметим, что в настоящее время установлена принципиальная возможность 
конструктивного моделирования и технологической воспроизводимости твердых 
деформируемых сред косссратовского типа [23].

Можно сказать, что содержание монографии братьев Коссера теснейшим 
образом связано с развитием современной механики сплошной среды, его роль 
значительно глубже, чем это считалось почти до недавнего времени. Как отмечается 
в работе |45]. содержание монографии Е. и Ф. Коссера представляет собой, по 
существу, обширную программу новых направлений развития теории деформации в 
твердых телах.

Вопрос о построении несимметричной теории упругости остро ставится также в 
задачах, где учитываются не только массовые силы, но и массовые пары сил. С 
такого рода объемным распределением моментов приходится сталкиваться, как 
указывается в работе [41]. при решении задач для некоторых классов материалов, 
обладающих электромагнитными свойствами. Это, главным образом,ферромагнетики 
[19,36].

Теория среды Коссера занимает промежуточное положение между классической 
теорией упругости и физикой твердого тела Прогресс в микро- и нанотехнологии 
при создании новых материалов (нанокомпозитов) и изучении напряженно- 
деформированного состояния в телах из этих материалов, в свою очередь, 
способствовали актуальности исследований и прогресса несимметричной теории 
упругости [44,53]

Как отмечается в работе [7], естественно, приобретает актуальность и проблема 
построения теорий мнкрополярных упругих тонких стержней, пластин и оболочек.

На основе теории несимметричной упругости со стесненным вращением, мето­
дом гипотез, в работах [31,92 и др.] построены математические модели тонких стерж­
ней. пластин и оболочек (см также обзор [49]). В работах [42,48] на основе 
концепции поверхностен Коссера построены прикладные-двумерные теории пластин 
и оболочек.

В монографии [7], методом гипотез, при реализации некоего симбиоза обшей 
несимметричной теории упругости и основных положений общеизвестной 
уточненной теории оболочек и пластин [6.7] построена прикладная-двумерная теория 
мнкрополярных пластин и оболочек, которая открывала пути к эффективному 
решению конкретных задач прочности, колебания и устойчивости пластин и 
оболочек с учетом моментных напряжений.

В работе [63] на основе метода гипотез построена теория мнкрополярных 
упругих тонких цилиндрических оболочек

В силу тою. что если в соответствующих уравнениях классической теории 
упругости или несимметричной теории упругости для тонких трехмерных тел 
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перейти к безразмерным координатам (и безразмерному времени в случае 
динамических задач), то система преобразованных уравнений будет содержать 
малый параметр н для решения подобных систем естественно использовать 
асимптотические методы. Так как системы получаемых уравнений являются 
(^Нгулярно-возмущеннымн. следовательно, указанная проблематика относится к 
категории проблем с пограничным слоем.

Отметим, ՝по регулярные асимптотические методы в теории упругих тонких 
анизотропных пластин и оболочек развиты в работе [76].

В задачах, принадлежащих к типу задач пограничного слоя, решение может быть 
разбито на части, соответствующие разным областям. В результате, трудности, 
возникающие при построении решения в каждой отдельной области, будут обычно 
намного меньше, чем при получении строгого решения, пригодного во всей области 
(если последнее возможно). С другой стороны, если получено точное решение 
сингулярно-возмущенной граничной задачи, то трудно будет разобраться с таким 
решением, выраженным сложной математической формулой. Асимптотический 
метод может извлечь из такой формулы асимптотическую структуру этого решения.

Асимптотические методы в задачах с пограничным слоем в теории тонких 
пластин и оболочек по классической теории упругости развиты в работах [1- 
4,21,29,30,32'35,88,89,98,100,102 и др.]; в электромагнитной механике теории 
пластин и оболочек-в работах (10.73,77,88]; в термоупругости тонких пластин и 
оболочек-в работах [43,60]. Асимптотический метод оказался весьма эффективным 
также для решения неклассичсских краевых задач тонких стержней, (счастии и 
оболочек [1-4].

В данной статье дастся обзор работ автора и его учеников, посвященных 
построению асимптотической теории микрополярных стержней, пластин и оболочек 
на основе уравнений двух вариантов несимметричной теории упругости. В этих 
работах построен внутренний итерационный процесс, изучены микрополярные 
погранслои. изучена проблема их сращивания с внутренней задачей На результатах 
внутреннего итерационного процесса построена общая прикладная теория 
микрополярных упругих тонких стержней, пластин и оболочек.

2. Микрополярная теория упругих гонких пластин, оболочек и стержней
Асимптотический метод в несимметричной теории упругости с независимыми 

полями перемещений и вращений (НТУ с НППВ) для тонких пластин впервые был 
применен в работе [38] дтя получения двумерных уравнений в перемещениях и 
независимых вращениях.

Проблема состоит в том, чтобы использовать асимптотический метод и 
построить общую теорию микрополярных стержней, пластин и оболочек на основе 
НТУ с НЛПВ, а также на основе НТУ с СВ (стесненным вращением).

В работах [78՝81,107] разработай асимптотический подход и, в результате, в 
случае статической задачи построена общая асимптотическая теория микрополярных 
пластин на основе НТУ с НППВ. Посгросн внутренний итерационный процесс, 
введены осреднснные по толщине пластинки усилия, моменты и гипермоменты по 
НТУ с НППВ. Получены двумерные уравнения в области срединной плоскости 
пластинки для любого асимптотического приближения. На основе исходного 
приближения внутреннего итерационного процесса построена общая прикладная* 
двумерная теория (дчя задачи изгиба и обобщенного плоского напряженного 
состояния) микрополярных упругих тонких пластин на основе НТУ с НППВ. 
Построена теория погранслоя пластинки. Доказано существование четырех типов 
погранслоев (силовой-плоский и антиплоский. момснтный-плоский и антиплоский) 
Доказываются некоторые важные свойства погранслойных решений, играющих 
важную роль при сращивании асимптотических разложений внутренней задачи 
(прикладной-двумерной теории) и погранслойных задач. Строятся функции типа 
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погранслосв и доказывается их обобщенная ортогональность (83]. В виде рядов (с 
неопределенными коэффицентами) представляются общие решения каждого из 
указанных типов погранслосв. Получены те трансцендентные уравнения, с корнями 
которых связываются погранслойные функции. При большом наборе граничных 
условий МТУ с НППВ на боковой поверхности пластинки изучается задача 
сращивания внутреннего итерационного процесса и погранслоев. В результате этого 
исследования получены граничные условия на контуре области срединной плоскости 
пластинки «для общей прикладной-двумериой теории микрополярных пластин. Таким 
образом, общая прикладная-двумерная теория микрополярных пластин на основе 
НТУ с НППВ отделяется как самостоятельная граничная задача. На основе 
вариационного принципа НТУ с НППВ получен вариационный принцип для общей 
прикладной-двумериой теории микрополярных пластин. Отдельные граничные 
условия получены также для указанных выше погранслойных задач На основе 
вариационного подхода для определения произволов погранслойных задач получены 
алгебраические линейные системы уравнений.

Асимптотический подход развивается также для построения обшей 
асимптотической теории микрополярных пластин на основе НТУ с СВ. Построена 
прикладная-двумерная теория микрополярных пластин на основе НТУ с СВ. 
Показано, что при определенных характеристиках новых упругих констант 
материала пластинки эти же результаты можно получить, исходя из НТУ с НППВ. 
Построены и изучены погранслойные задачи по НТУ с СВ. Изучена задача 
сращивания и получены граничные условия приклалной-двумерной теории и 
погранслойных задач. Обосновывается прикладная-двумерная теория 
микрополярных пластин [31.92]. построенной на основе метода гипотез.

В работе [108] развивается асимптотический подход работ [78-81.107] для 
изучения динамических задач микрополярных пластин на основе НТУ с НППВ. 13 
работах [12,15], продолжая исследования в этом направлении, построена общая 
прикладная-двумерная динамическая теория микрополярных пластин. Построены и 
изучены квазисгатнческие пограислои. На основе сращивания асимптотических 
разложений получены граничные и начальные условия дтя обшей прикладной- 
двумериой динамической теории микрополярных пластин Получен принцип 
Гамильтона для обшей прикладной-двумериой теории микрополярных пластин

Построена общая прикладная-двумерная динамичсскиая теория микрополярных 
пластин на основе НТУ с СВ.

В работах [13.16] изучаются изгибныс собственные колебания прямоугольных и 
круглых микрополярных пластин,

В работах [109] построена асимптотическая теория термоупругости 
.микрополярных тонких пластин.

В работах [67.103] асимптотическим методом изучена статическая граничная 
задача НТУ с НППВ в гонкой трехмерной области оболочки. Построен внутренний 
итерационный процесс и теория погранслоя дтя тонких оболочек на основе НТУ с 
НППВ Построена общая прикладная-двумерная теория микрополярных оболочек. 
Изучены структура и свойства погранслоя по НТУ с НППВ для тонкой оболочки 
Изучена задача сращивания и полущены отдельные граничные условия прикладной- 
двумериой теории и погранслойных задач микрополярных оболочек.

В рабою [68] построена общая прикладная-двумерная теория микрополярных 
тонких оболочек на основе НТУ с СВ. Изучены погранслои по НТУ с СВ Изучена 
задача сращивания внутренней задачи и погранслойных задач, в результате которого 
полущены граничные условия прикладной-двумериой теории микрополярных 
оболочек и погранслойных задач.

На основе результатов работ [67,68] построена общая теория микрополярных 
круговых цилиндрических оболочек.
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В работах [65,82] асимптотически» подход развивается для изучения краевых 
задач микрополярного упругого прямоугольника как на основе НТУ с НППВ, так и 
на основе НТУ с СВ. Построена прикладная-одномерная теория мнкрополярных 
стержней. Построен вариационный принцип прикладной-одно.мерной теории 
мнкрополярных стержней. Построена теория мнкрополярных погранслоев для 
тонкого прямоугольника, изучены структура и свойства погранслойных задач. 
Построены функции типа погранслоя. Доказаны свойства их обобщенной 
ортогональности. Построены общие решения погранслойных задач в виде рядов 
Вариационным способом определение произволов погранслоев сведено к решению 
систем алгебраических линейных уравнений Изучена задача сращивания 
прикладной одномерной теории и погранслойных задач, определены 
соответствующие граничные условия

В работе [16] построена прикладная-одномерная динамическая теория 
мнкрополярных стержней как на основе ПТУ с НППВ, так и на основе НТУ с СВ В 
работе |14] изучена задача о распространении волн в бесконечной микрополярной 
полосе по НТУ с НППВ в точной постановке и доказана, что в случае длинных волн 
результаты по точной и прикладной теориям совпадают. В работах [13,15] изучается 
задача о свободных изгибных колебаниях микро полярных стержней Численные 
результаты обнаруживают эффекты микрополярности на частоты собственных 
колебаний стержней

В работе [26] асимптотическим методом изучается термоупругая задача 
микрополярного упругого тонкого прямоугольника.

3. Заключение. В заключение обзора попытаемся систематизировать затрону­
тые выше проблемы, разработка которых на наш взгляд, имеет существенное 
значение.

-Построена общая прикладная-двумерная теория мнкрополярных пластин и 
оболочек и прикладная-одномерная теория мнкрополярных стержней на основе НТУ 
с НППВ и НТУ с СВ.

-Построена общая прикладная-двумерная динамическая теория мнкрополярных 
пластин и прикладная-одномерная динамическая теория микрополоярных стержней 
на основе НТУ с 11ППВ и НТУ с СВ.

-Построена общая прикладная-двумерная теория термоупругости 
мнкрополярных пластин и прикладная-одномерная теория термоупругостн 
мнкрополярных стержней

-Изучена задача погранслоя для мнкрополярных пластин, оболочек и стержней, 
изучены структура и свойства мнкрополярных погранслоев. построены их общие 
решения.

-Изучена задача сращивания внутреннего итерационного процесса (прикладной 
теории) и погранслойных задач по НТУ с Н! 111В и НТУ с СВ. выявлены граничные 
условия прикладной теории в случае мнкрополярных пластин, оболочек и стержней

Актуальными задачами в данной области, на наш взгляд, являются:
построение прикладной-двумерной динамической теории и теории 

термоупругости для мнкрополярных тонких оболочек:
- построение прикладной-двумерной теории магнктоупругости и магнитотермо- 

упругости мнкрополярных гонких оболочек и пластин;
- решение класса задач о концентрации напряжений вокруг отверстий в 

мнкрополярных пластинах к оболочках;
- решение класса задач о свободных и вынужденных колебаниях и другие 

динамические задачи для мнкрополярных пластин и оболочек;
- изучение задач устойчивости мнкрополярных пластин и оболочек;
- развитие численных и вариационных методов решения талач прочности, 

колебания и устойчивости мнкрополярных пластин и оболочек;
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-и, главное, найти приложения разработанной микрополярной теории пластик, 
оболочек и стержней в современной области микро- и нано.механики.
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СИММЕТРИЗАЦИЯ СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ БЕССТОЛК­
НОВИТЕЛЬНОЙ ПЛАЗМЫ В ПРИБЛИЖЕНИИ ЧГЛ 

Минасян М.М.

|Մ.Մ. Սինասյան|ՉԳԼ մոտավորությամբ թախումներից զուրկ պլազմայի հավասարումների համակարգի բերումը սիմետրիկ տեսրիԱշխատանքում երկաւփարսաւ մոտավորությամբ (Չու-Գոլդրերզեր-Լոոցի inbuntpjntü) իդեալական, բախումներից զարկ պլազմայի հավասարումների համակարգը րևրվև| Լ սիմետրիկ տեսքի: Օգտագործվել 1 Ֆրխյրիխ-Լարսի մեթոդը Արտածվել են այդ համակարգի հիպերբպիկության պայմանները: Քննարկվել է ձևափոխությունների երկարության հարցերը՛ կապված ևեմանղլփ ձևափոխության հետ՛ Որոշվել են համապատասխան լազրանժիանճերը ե արտածփզ նրանց ոաացիկւոթյան բավարար պայմանները: Քննարկվել են վիճակի հավասարումները ե էնթրոպիայի պահպանման օրեերրjM.M. MtnassianjThe symmetrization of the ChGLsystcm for j collisionless plasma
The system of equations m douhly adiabatic approximation (theory of Chew -Goldberger-Low) is hroujÿit to symmetrical .appearance Ihe method of symmetrization of Fridnes-I-ax is applied The conditions of system hypcrholicity are received. Duality of transformations in the theory of Legendre transformations ate discussed The responding lagrangians arc constructed and sufficient conditions of then camber are deduced. Adiabatic equations of condition and entropy conservation law arc discussed

В рибите- система уравнении бесстолкновительной идеальной цлазмы в двоккпиднабатнчегком приближении (теория Чу-('ольДбергера-Лоу) приедена к симметрическому виду Примешен метод самметрвзацнв Фридрих с а Лакса. Получены условия гиперболичности системы. Обсуждена двойственность преобразовании и свете теории преобразовании Лежапд|м. Построены соответствующие лагранжианы и выпедёны достаточные условен их выпуклости. Обсуждены «диабатические уравнения состояний и чихоп сохранения .•нтропии.1. Одножидкостныс МГД уравнения правильно описывают свойства невязкой идеально проводящей квазинейтральной плазмы в магнитном поле, если столкновения в плазме достаточно часты, чтобы поддерживать ее изотропность. Если же магнитное поле достаточно сильно, а стол­кновения достаточно редки, предположение об изотропности не выпол­няется и свойства плазмы вдоль и поперек магнитного поля оказываются различными. Чу, Гольдбергер и Лоу |1| вывели полную систему для описания бесстолкновительной плазмы путем разложения уравнения Власова по степеням МН . Эта система уравнений, обычно называемая теорией ЧГЛ (или дважды адиабатической теорией), имеет вид |2|/?Р П (Э------+р7.у = 0, — =------ 1-уЛ7£)/ /3/ д/

(Н .7к + /77.у = 0
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P^-H,(Vx//)x// +V;P = O 
Симметричный тензор напряжений Р имеет вид К. Л = рЬч^^Н,Н ;

(1.1)
(1.2)W Pj »Рц—независимые давления, действующие соответственно Перпендикулярно и параллельно магнитным силовым линиям (остальные обозначения общепринятые).Дополнительно к системе (1.1) имеются два уравнения состояния (более строго: одно адиабатическое уравнение состояния и один адиабатический инвариант сохранения магнитного момента и частице):

Рп2 Pl—- const ֊ const (1.3).р’ pHСистему можно представить в виде законов сохранения массы, чнннтной индукции и импульса^Р+^М = о 
dl дх}^-+—(//,v'-//'v,)=0

81 дх'у 1 ՝'у/ (1.4)
ci дх}

f‘ =vH,H‘-\vJi28‘, р=Р^!-2; Н 7.Система (1.4) переходит в систему МГД, если формально принять р - p,t однако с различными уравнениями состояния и внутренней энергииСледствием из системы ЧГЛ является закон сохранения полной энергии
дЕ dSJ п— +------= 0
di dxJ

E = ^pv: pH2 +pU = -pv2 +^цгЯ2 ~pU

Sf =v;£ + (p5;-7?p
(15)

0 = 4. и - + Ел.р 2р' р 2рБудем рассматривать систему (1.4) как основную для 7-мерного вектора и - {р,//1։Л/2,//рур V,, V,}. В силу адиабатических законов (1.3) будем считазъ ри и /?, заданными функциями от р и Н. Л»<։|иреренциалы которых связаны соотношениями 97



(16)dptl - dp -—)jLdH, dp. = —dp + —dH
pH pH'2. Будем симмётризировать систему (1.4) по методу Фридрихса-Лакса |3.4|. Симметрические системы позволяют наиболее? естественным образом поставить корректную задачу Кении и получить достаточные условия гиперболичности системы. Кроме того, симметрические системы позволяют без больших вычислительных затрат применить методы редукции системы к уравнениям типа КДВ, ЗХ. КП и т.д. |5,б|.Суть метода ФЛ заключается в следующем: системы МСС, как правило, являются следствием из некоторых законов сохранения:

ад , 5g: _ 0
. dt ax'”
Ра = (т=1,2,3) (2.1)
g: = е:(«,(<x = i.2....n )Величины Ра называются "сохраняемыми величинами", a 2ц—их потоками. Важным свойством законов сохранений является то. что они могут порождать новые законы сохранения. Для этого необходимо, чтобы существовали интегрирующие множители va(w։,и?}.,ип) такие, чтобы линейные дифференциальные формы v^dP^ и \dQ* стали полными дифференциалами:

vadPa = da vadQ*=da" (2.2)Тогда следует дополнительный закон сохранения:
По терминологии Фридрихса (О называется "выведенной" (derived) величиной, а уравнение (2.2) - "выведенным'’ уравнением сохранения. Будем счи та ть, что выполняется условие52сй(и)- vo5՜Ра (w)> О (2.4)
Доказывается, что в силу принятых предположений система (2.1) записывается в виде симметричной /-гиперболической системы с корректно поставленной задачей Коши

и^+Л”А=0 (2.5|
д։ дхтГиперболичность означает, что собственные числа X. матрицы по отношению к матрице А" ,\м\ любого ненулевого вектора £ вещественны, а соответствующие им левые собственные векторы составляют базис в соответствующем векторном пространстве. Для нелинейных систем гиперболичность может определяться только на98



множестве решений- Достаточным условием гиперболичности системы |2.4| являются симметричность матриц А и А՛ при положительной определенности первой.Применительно к идеальным системам МСС. как правило, следствием япмется уравнение сохранения энергии т.е. одно из уравнений типа 12’21 является уравнение сохранения энергии. Тогда следует
V с5

ал Зв (2.6)V
Записав систему (2.1) в виде

ди. до: ди, ---------------------4.--------------------------= и 
ди, д! ди, дх"и умножив слева на "симмстризирующую" невырожденную 

1/Л/' получим систему (2 4) с симметричными матрицами
Л“=(<) Л'=(<)

. _ ,.«( / дч° дРа

* ди'ди1 \ди‘ди ' ) ди' ди՝

ди'ди* ч ди'ди * I ди* ди'

(2.7)матрицу

(2.8)
Положительная определенность матрицы А следует и.» (1.7).Можно симметризацию провести и по иному Этим методом часто пользуется С К. Годунов |7.8| и др. (9) Этот метод двойственней к методу ФА в смысле преобразования Лежандра. Действительно, из теории преобразований Лежандра следует существование обратных к (19) преобразовании

дУ* в? сЬ՞ 
дга

(2.9)ценных функциями Лагранжа1 = РУ֊Е, (2.Ю)С использованием (1.11) систему (1.4) можно переписать в виде 
д ( дк > д ( дГ л 
д1 \ дч՞ ; дх " дча )или а’л аг’ д2г л---------- ---------+----------- --------- = о 

д\,аду^ д/ дчадчс сх"

(2.П)
(2.12)

которая является симметрической. При этом порождающие функции £ и99



Е выпуклы одновременно и это обеспечивает определенность матрицы
Таким образом, оба метода идентичны, однако выведенные симметрические системы разные: если система (2.4) записана для исходных полевых функций и, то система (2.11) записана для «новых» функций V. В данной работе предпочтение дается методу ФА, исходя именно из этого обстоятельства.Легко проверить, что£=р+-ц№, £'" = ч'(рЗ;-^") 2 (2131Без знака тильды эти соотношения совпадают со случаем МГД.В работе (10) приведен еще один вариант симметризации системы ЧГЛ для вектора

Р,֊Рн 
2Нг

Ру +Рн\2 / (214)Однако в этом случае некоторые физические аспекты теряют свою прозрачность.3. Переходим к симметризации системы ЧГЛ. Из законов сохранения (1.3) следует
Ра = {р,Я,,рУ,}. а = 1,...,7

= {рут, ут Н ргут ^р^-Т,т } (3.1)Теперь выберем вектор
Vе < 0 + ,цЯ։>у, ►р 2 13.2)I Нетрудно проверить, что

уа?а=б/Е уа^=(Д>' (3.3)где Е и 8՜ имеют представления (1.5). Вычислив по формулам (2.8). для матриц А' =(яу), А'" = (л՞) в блочном виде получим выражения

где
А0

ЗРл Р:б\
р

б,
рл 0,

бг, 0, Д-Л՞ (3-4)
> о.

Роц/ +
а , б

но

Р Р
100



Н = (и. -|Х + щ(л) = ^^2. „ =Р1~3.£« „ ^Рп-Рг 
Н Н ■ * № ՛ Из №Условие положительной определен пости матрицы Л„ неравенствамИ = — „ 2Р" + И, > 0 • ^,Н2р„ - Р՝. +Ьрир± > о пРешив эту систему неравенств, получим

(3.5)сводится к
(3.6|
(3.7)--------- —-------- -  < 

6р + 3ц~ Ри < Р1+ И Л 2При нарушении условий (3.7) в системе возникает неустойчивость, известная в физике плазмы как «шланговая неустойчивость» |2).Нетрудно проверить, что условия (3.7) обеспечивают и выпуклости» полной энергии.Симметричную систему в окончательном виде представим в виде
зР„н։ оР ^н, он (Р

Ъ7+—-дГЧТ5' —R՜0 *3-8’
Р~- + Ь. 7р ֊ Ц, ^-(л.?)р + +£>/ р р ՝ 7 Н* 13.9)+ ц0ЯхУхЯ-ц2я(1;, ?;//)= ОН^-^ + (Ц1 + М;1я)^-+ц„ЯУ.у-Ц(я.>-н։/7(1и ?;у)=0 <3.101 р О! 1)1„ _Р1-3Л1 „ _4Рп“Р1И1՜ /С ’ Цз՜ ՝Н'-4. Рассмотрим внутреннюю энергию |л0 = ц+ц1+р2

С/(р,/У) = ^+^֊ (4.11Р 2рВ силу уравнений (1.3) внутренняя энергия в адиабатическом приближении является функцией не только плотности, как это имеет место в газовой динамике и магнитогазодинамике, но и величины магнитной индукции.Вычислив дифференциал энергии, получим
с1и=^-с1р+Р1 -ри ан (4.2)р pHИз этого соотношения следуют уравнения состояния

2 ди .. ди
Ри = Р —> /Л = Рн — |4 3)
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Можно изначально постулировать внутреннюю энергию в виде (4.1) и уравнения состояния в виде (4.3). Тогда уравнения (1.3) будут следствиями из постулированных.Как было отмечено выше, из имеющих законов сохранения можно вывести дополнительные законы сохранения. Одним из таких законов является закон сохранения энтропии (при отсутствии ударных волн)орз* дряу}

В этом случае, согласно принципу равноприсутствия, энтропию следует ввести во всех уравнениях состояния и во внутреннюю энергию.Следуя Р.В. Половину (111, в качестве энтропии можно выбрать величину 5 = ||n£Æ. (4.5)2 ргде к —постоянная Больцмана. ЛИТЕРАТУРА1 Chew G.F., Goldberger M.L., Low F.E. The Boltzinan eqation and the one- fluid hydromagnetic égalions in the absence of particle collissions. Proc. Roy. Soc.. A 236. 112,1956.2. 11. Кролл, Л. Трайвелпис.Основы физики плазмы. .М.: Мир. 1975.3. Fridrics К.О., Lax P.D. Systems of conservation eqation with a convex extension. Proc. Nai. Acad. Sei. USA 68, 1971, pp. 1668-1688.4. Lax P.D. Hyperbolic systems of conservation laws. II, Comm. Pure Appl. Math. 10. 1957. pp.537-566.5. Багдоев AT. Распространение волн в сплошных средах. Ереван.; Изд АН Арм. ССР 1984.6. Минасян М М Приближенные уравнения нелинейных волн в неод­нородных движущихся средах с учетом диссипации и дисперсии // Уч. записки ЕрГУ. 3. 1978. С.46-5'2.7. Годунов С.К. Элементы механики сплошной среды. М.: Наука. 1978.8. Годунов С.К. Симметрическая форма уравнений магнитной гидроди­намики. // Численные методы МСС 3. 1972. 1. С.26-34.9. Кондауров В.И. О законах сохранения и симметризация уравнений нелинейной теории те.рмоупругости. // Докл. АН СССР. 1981. Т. 256. 4. С.819-823.10. Минасян М..М. Распространение слабых возмущений в бесстолкно­вительной плазме. //Уч. записки ЕрГУ, 2, 1975. С.28-38.И. Половин Р.В. Выступление на 2-ом совещании по тоор. и прикл. МГД./ Сб.: "Вопросы МГД и динамики плазмы". Рига, 1962.Ереванский госунивсрситет Поступила в редакцию25.01.2005
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