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ԴնֆօիէևսցիաՈերի աբազաթյաճ նկատմամր կգայէսճ ոչ «|ծային աոաձւյամաՕւափկ սյու|փ«յ 

ււ(սրտրաստված սայի պարամնտրական սւատա6ում1ւհ|տ

Աշիււաոանբոճ աոումւոսէփյւվան է ւլեխյոԽւցիաննլփ աբագաբյան նկատմամբ գդսւյաՀւ ոչ «յծային 
աւոսձղամւսծւււցիկ նյութից պատրաստված ուդւրսնկյուն տպի ւտորսւմետլոսկան սւսոոս։սումսև|ւ|ւ 1հււ|էւ|փ 
<|օւաււկսւ(1 ւոեա։։բյս։ն շբջաՕակՏէւբաճ. հէսփւոսկննրի էբպմից ատոսսպրված պ կնային աոաձդամածու՚յիկ 
մորփփ հիման վրա սսւացվեյ եՈ սափ ծոման դխէաճիկական հավսաարամճկբբ, հրբ սալի վրա սսյւլում 1 
ւաւսւ1։ւյբայիէ1 պարբերական ում՛ Կիրսավհյ է ԲուբճոփԳալյորկինի մնրողր Լ1աացվևլ ևն <ւււաոահում1ւ1>րի 
ամպփաաղր (յկաբոպրալ ոչ կնային հավատսյաւմր Ոաամսասիրվել I սողի կայւս1։ոԱ»յւււ1ւր <լ|խաւ|որ 
պսւ|սււմէաւբակահ ոնկււնանսի ?րբակայբոսՒ
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РаштеШс \ЧЬга։1«ги оГ а РЫг т><1с <4 МопМасаг V4S<<<USUC $։га1п-ги(с $сшШхс МнигЫЬ

В работ«- {мгсматрмлакгтсл ид|>аметржч«хм ж^збуждлемыс влгабмые колебании при 
МоугольиоЯ пластинки иэготовлодвоА ич ечигаеапо-жичкоуцругоп. материала. чуш-пш 
тельного к скорости деформации при активном нагружсиин. В рамкдх классический теория 
илаггап и на отпоре модели иелннейко-иэкоуирутаго тела предложенного авторами выве­
даю уравнение ичгпбных колебаний аласпшкя при д“й<твнв осевого нмриодячсского ус в 
лиа Применена процедура Бубиова-Гачерхжна. Выведено аеллнейное уравнение для ампли­
туды колебаний Исследована неустойчивость в окрестности главного параметрического 
резонапса. выявлены некоторые ‘нестандартные' отобенностн резонансной кривой

Рассмотрим задачу о поперечных колебаниях пластинки, изготов­
ленной из нелинейно-вязкоупругого материала, чувствительного к скоро­
сти деформации в стадии активного нагружения. Одномерная модель 
такого тела предложена в работах авторов [1,2|. В работе |3| дано 
трехмерное обобщение модели, а в работах (4,51 на основе термомеханики 
и вариационных принципов обоснована эта модель. Показано, что модель 
с достаточной точностью описывает особенности динамического 
поведения ряда полимерных материалов путем сравнения следствий из 
модели с данными известных одномерных испытаний.

Одномерная модель 
а = а,(е)11 + ^(е/а)] (!)

где О, ֊ квазистатнческос напряжение. € -скорость деформации и функ­
ция - мера отклонения динамического нагружения от квазисгатиче- 
екого, хорошо ойисываст главные особенности ряда полимеров (поли гон, 
винипласт и др.), причем не все из этих особенностей вписываются в 
известные модели вязкоупругого тела. Важными свойстиами, 
выявленными моделью, являются динамический гистерезис и рассеяние 
механической энергии, свойство запаздывания деформации, харак։»‘рн։>с 
для наследственного тела < сингулярным ядром ползучести.
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Трехмерная модель описывается уравнениями
+2С(1+л|/(ё, /а)Хе4 -еД /з) (2)

2г,. =«„,+«,„

где -производная по времени от интенсивности деформаций. 

Считается, что \|/= 0 при ё, <0, т.е. для разгрузки принимается модель 
линейно-упругого восстановления.

Из (2) следует параллельность девиаторов напряжений и деформаций.
а также существование "единой" динамической 
нести напряжений интенсивности деформаций 
последней

а, = 2б(1 + \|/(е; /а))
В работе |3) показано, что при колебаниях 

главных частот можно принять
/а)»(4;/а/ к<\

Представляя прогиб пластинки в форме
м-(х,;>։։) = А(/)ф(х>>)

получим
2 V՛'՜

2а

зависимости интенсив- 
и скорости изменения

(3)
пластинки в диапазоне

Н)

(6|

с:фУ гФгФ ГЭ’фТ / с2Ф------ --------------------- 1. ------ -}-3 ------
&2 I дх2 ду2 . ду2 (

к

2 ^Яггу
,\ля изгибающих и крутящего моментов получаются

1 У гл С‘м’ 
=-[) -----г +

дх~

3\|/, ГЗИ2Р

к 4-3 8а՜ СХ' дхду
(7)

Л/7 = -Р
а’и՛ Зу։ ^З/гГ2

А-тЗ

Н = -Р(1 -V
32и՛

8а2

Зу, (ЗЛ2Г2 У 2

дхау А + 3 8а2

0 ОХ-

с2п 

дх

(«>

(9)

С2 И’ .. 52м*

л =
у2 ~у4* 1) _ 4у-у2-1 _ Е!г
3(1-у) °՜ 3(1֊у) ’ ‘12^

где Е,V — упругие константы при \|/ = 0.
Пусть пластинка нагружена осевой периодической силой,

действую щей вдоль оси х. Для прогиба пластинки имеем уравнение
д2М

дх2
82Н

дхду
гп+----- 7- + ЛР0 соб р{

ду'

С 2 И’

ах2
1 Л- рЛ —7- = 0 

ОГ
(10)

Для шарнирно опертого по всему контуру пластинки, приняв
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O(x,/)=sin— sin— ֊ xe[O;tz] yefo.Z)] (11)
ah

и применив метод Галерки на, получим уравнение для амплитуды 
колебаний в окрестности главного параметрического резонанса к 
безразмерной форме

/’W+/(tX1 + :'-cos2t)+a/(t) + y|/'(t)|':/(t)w(//')= О I12) 
где

т = Ио'.
и \ i irfA - DI a՛ W/М=л »;=— — + — L

ph h- .՛ 2 2 P« со.-,

12
'Dlh՜

% a ab
я:(А’ + 3)(р + 2 + р’:)

U[41(M-i-p1)֊r2^]+2(l֊vV:}

к п *72
11 [(ц -1 + ц՜1 )sin ’ £sin n + 3cos2^cos* rj] sin2 sin
n о

J, = j j [(p -1 + ja )sin2 4 sin q - 3 cos2 £ cos2 ц] cos2 c, cos2 r|t/^c/r) 

0 0
f n ь у

M = — 
\m aJ

В уравнении (12) H(г)-функция Хевисайда. 5-частотная 
расстройка.

Порождающее решение в первом приближении имеет вид
/ (т) = a sin т + b cos т = /1 sin (т+(р) (14)

<p = arctg(/>/tf)
Подставив (14) в уравнение (12), получим

-sin т| — + sa j+cosil —sb |ey//(sin 2(t+(p))Jx i|cos(t+<|>)| sin(r 4-<p) + 
k 2 J k 2 J

V/ . _ Kb n
+ —sin 3т + — cos^x = 0 (15)

2 2
Умножив (15| поочередно на sini и COS՜ и проинтегрировав 

полученные уравнения в промежутке [<р;<р-г 2к], получим уравнения для 

определения параметров разветвления а и b:
7w(s + )J2)֊у/С (al. -bl. = О)

7гЛ(л-֊Х/2)-у.4*(а/2 + 6/]) (16)

где
л ,'2 2

/,(Л)= 2j cos 1 т sin 2 idx , 1. (k) = 2 | cos * ՛՛ т sin it/т =
0

Учитывая формулы |7]
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Гс05м 1 хеке = 2и’:5[и/2,ц/2]. В(х,у) =
£ г(х+^)

где В(х.у) — Бэта-функция. Г(х)-Гамма-функция, получим

2»Г = [—]
/,(*) = 7-------- ч /2 \

(* + 2)Г(* + 1)
Фиг.1 представляет графики функций /,(Л) и /.(А)

(П)

Фиг.1

Условие существования нетривиальною решения системы приводи՜։ к 
ампли судному соотношению

i^(/։=+/2o-2^+^4=o (1Я)
7Г тс 4

Записав решение (18) в виде

(р = / //) (191
- 1+р- r

видно, что нетривиальное решение существует в диапазоне

--^/i+p՜’ <fs֊i/։+PJ (ЭД

частотной расстройки
Опорные значения частотной расстройки (при.4 = 0) равны -Х/2 и 

Х/2. Уравнение "скелетной" кривой (точек, равноудаленных от ветвей 
резонансной кривой на уровнях А = const) (фиг.2)

—A‘=s (21)
п

Максимум амплитуды достигается на этой кривой при д = Х/2р.
Из системы (16) для (разовой расстройки (? полупим

arete ~ . у = —А* (22)
4>'-д + Х/2 я
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откуда следует, что монотонно меняется вдоль резонансной кривой в 
промежутке [0;л/2] двигаясь слева направо со значением л/4 в точке

Для ширины резонансной области получим

* л в 4чг‘Л:՝/՜
Дф = Х(Оо,1-------- у (23)

\ л* я
откуда видно, что опорная ширина области (при А = 0) пропорциональна 
глубине модуляции к и не зависит от нелинейности у. Отметим, что 
перечисленные свойства резонансной кривой характерны п«зр<»метриче­
ским колебаниям с нелинейным демпфированием и с нелинейной 
восстанавливающей силой Для сравнения приведем пример 
дифференциального уравнения колебаний с указанными механизмами [6]

и + и(1 + X соз 2т)+ ли + ум2 й - ки3 = 0 (24)
Резонансная кривая для этого уравнения получается к виде

-кА1 (1+рЧ-2л|-М:и?-— = 0, р = -М (25)
<4 ) у ' 1Ч4 ; 4 ч Зк)

и полностью совпадаете уравнением (18) с заменой уА'/. /тс на 34.4“/4. 
Сравнение показывает что динамическое перенапряжение в модели 
вязкоупругого тола играет одновременно роль нелинейного демпфи­
рования и нелинейной консервативной силы. Резонансная кривая в 
плоскости (ЗкА2/4, 5) также имеет вид. показанный на фиг.2, однако в 
плоскости (Ал՜) эти кривые качественно отличаются в следующем: если 
для уравнения (25) резонансная кривая в опорных точках имеет 
вертикальные касательные, то для уравнения (18) из-за значения к < 1 
резонансная кривая касается оси частот.

В качестве примера построим резонансную кривую для винипласта, 
дм! которого имеем |1,2|

а = 50сек у = 0.25, д/Л'/р = 2.27 • 1(Г м/с, к = 0.25
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Примем
/?// = 0.01, т = // = !, a-b = !y Л? =Х*4тг/.)//:
Резонансные кривые для трех значений глубины модуляций показаны 

на фиг.З: X = 0.04; 0.045; 0.05
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О СОБСТВЕННЫХ КОЛЕБА11ИЯХ ПЛАСТИНОК 
ОСЛАБЛЕННЫХ ТРЕЩИНОЙ

Егиазарян Т А

Տ.Հ. Եդիսպարյան
ճաքով րուլացված աւդի սեփական տատանումների մասին

Աշխատանքում քննարկվում I ճարի ազդեցությանը սափ սեփական տատանումների 
|ւաճախակա(յու}<յան վրա: Դիտարկված են սափ երկու հանդիպակաց կողերը հոցակապորեն կամ կոշտ 
ամրացման ղեւդրերը: Կատարված է խնդրի վերըսծաքյան կախված տոփ նհրսում ճարի երկարությունից 
և դիրքից:

Yeghiazaryan Г.Н.
On oun vibrations of plate impaired by crack

В работе Осуждается вопрос о влиянии трещины на частоты собственных колебании 
пластинки. Рассмотрены случаи шарнирного и жесткого закрепления двух противоположных 
сторон пластинки. 1 Доведен анализ задачи, и зависимости от длины и расположения трещины 
внутри пластинки

1. Пусть н прямоугольной пластинке размерами a, b, h, модулем 
упругости Е. коэффициентом Пуассона v. плотностью .материала /л имеется 
трещина размерами а0 е[0;а]. Ь. расположенная на расстоянии hoep);O՝5h] от 
срединной плоскости (фиг. Г)

В рассмотренном случае жесткость на изгиб пластинки представится в 
виде [1.2]

= Г). при -е [-0.50 +а).-а) 
а

D(x) = - D. = &2D при -е(-а;0) 
а

(1.1)

/Л = £> • при -€(0;0.5(1-а)1
а

где
9



О ЕЙ3/12(1- V-). $ -■ 1-Зр~20, р֊!1 ,Не [0,0.5], а -а/а( [0,1] (1.2)

Пусть 
контакта

на кромках пластинки у=0. у֊Ь заданы условия скользящего

= (1.3)
ду сх

где и՛ и'(х.уд)-прогиб пластинки, ^.—обобщенное поперечное усилие, 7’։з- 

поперечнос усилие, Л/1: -крутящий момент.
При условиях (1.3) изгиб пластинки происходит по цилиндрической 

поверхности н=и(х7) и уравнение колебаний пластинки представится в виде

д4֊ + рЛ/4£^т֊ = 0 (» = 1.2,3) х = - (1.4)
ах сг а

Причем в точках х = 0, х = -а должны быть удовлетворены условия 
сопряжения решений

5-=^-. МЙ’=Л/<”, Г<‘’=Г<» (х = ֊а) (1.5) 

ах сбг
И', =>•’2, — = ^г, т" = Г,?’ (Х = О) (1.6)

сх ох
Так как трещина симметрично расположена по длине пластинки, то 

можно отдельно рассматривать симметричные и антисимметричные 
колебания, при этом в первом случае (симметричные колебания) в центре 
пластинки имеются условия

§ = 0,^ = 0, (х = -0.5а) (1.7)

ох сх
а во втором случае (антисимметричные колебания)

V, (х) = О, —— = 0, (х = ֊0.5а) (1.8)
сх՜

2. Ниже рассматриваются два варианта закрепления краев пластинки:
шарнирное

м'.(х) = 0,
^1 = 0 

сх'
при х = 0.5(1-а) (2.1)

М'5(х) = 0,
^ = 0

сх՜
при х =-0.5(1 +а) (2.2)

жесткое
^. = 0

сх Л

2^ = 0 

сх3
при х = 0.5(1 -а) (2-3)

^1 = 0, 

а

^=0

сх3
при х = ֊0.5(1 +а) (2.4)
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Уравнение собственных колебаний
Д^-+рЙа4^4- = 0, (/ = 1,2,3), х = — (2.5)

дх дГ а
подстановкой И’Дх,/) = /(х)е’!'' приводится к уравнению 

О,/1У(х)-рЬа^2/(х) = 0, (/ = 1,2,3) (2.6)

где со искомая частота собственных колебаний пластинки.
Рассмотрим симметричные колебания шарнирно опертой по двум 

противоположным сторонам пластинки. В этом случае 

/'1'(?)-тг«>7(30 = 0 при хе[-0,5а;0]
5 (2.7)

//(х)-ю7։(х) = 0 при хе[0;0,5(1-а)]

При условиях симметрии в точке х = -0.5а, сопряжения решений в 
точке х = 0 и шарнирного закрепления в точке х = 0.5(1 - а)

j\'(x) = 0,/*։(х) = 0 при х = -0,5а

/,(?) = Л(х), Z'(x) = /;(?).S7,'(x) = /2’(x) 57’1(П=Л’(Х)
при х = 0, (2.8)

Л(х) = 0,Л'(х) = 0 при х = 0.5(1 -а)
которые получаются из (1.6),(1,7),(2.2).

Решения (2.7) имеют вид
, , Хх , Хх Хх . Хх
f, (х) = а. сп + a,sh —= + а cos-f= + а. sin -j=71 1 Vs ’ Vs Vs Vs (2.9)

f2 (x) = b. chXx + Z>2shXv + h. cosax + b4 sin Xx

где X4 =а4<э?рЛ//).
Из условий (2.8) для определения восьми постоянных получается 

следующая однородная система алгебрических уравнений:

. Хх . Хх . Хх Хх 
ash—= -a,ch—sin—т=-а- cos֊t= = О

2у5 * 2^5 27б Vs

. Хх , Хх Хх Хх 
ash—=-a,ch—p^ + a, sin—т= + п4cos-t= = О

2л/б 2^ 2^8 Уб

a +a -b. - b = 0, a, +a. - 4db. - \]§bA = 0

6a։ - 5a3 - b{ + Z>3 = 0, 5a, - 6a4 ֊ b2 +hA = 0

hch------ X + 6,sh-------- X + b՝ cos------- X + />4 sin------- X = 0
2 '2 2 2

A,ch ֊—— X + 6,sh -——X-b^ cos-——X-A4 sin -—--X - 0
1 2 2 2 3 2 2

(2.10)
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Условие существования ненулевого решения системы (2 10) приводит к 
определению корней трансцендентного уравнения

4 а/. ал . . 1-а. 1-а. /rf,
-th—■== tg——-4clh ketg A - vb I8 2Jg S 2^8 2 S 2 I

I ’ (tsi?scih 
o} 2 Vo

(i-q)l 
2 (2.H)

. а/. ։ (l-a)X4) rrf. ГГл, аХ . (1-а)л 4 аХ , (l-a)Z'i-th^ctg-r-J+51՜ kJ (th^cth—_ tg^ctg—J=°
Корни этого уравнения определяют нечетные по номеру частоты 

собственных колебаний

10՜ )Ст 

\ ph а
(/№ 1,3,5,..,.)

В частном случае, когда а֊0 или 6=1 (£=0), т.е. в случае отсутствия 
трещины

. Го тгп:
Кт -тп. о = I-------- -—

" т \ рЛ Г

В случае антисимметршшых колебаний, взамен первых двух уравнений 
системы (2 10) из условий (1.8) получаются уравнения

. Ха , Ха Ха . Ха А
п.сп —■== - а,зп —= + ск соэ—т= - а. ып —= = 0

2-Уб ' 2л/8 2^8 2^8

,Ха .Ха .Ха Ха
а.сп —= -а,8П —= + ск бш —т= + а. соз—= = 0 

2л/§ * 2л/6 2л/б

В случае симметричных колебаний жестко закрепленной по краям 
.г֊-0.5(1 +а) и х =0.5(1-а) пластинки, взамен последних двух 

уравнений системы (2.10). из условий (2.3), (2 4) получаются уравнения

fc.ch-—— k+Z>,sh -—— Х + 5, cos-——).+h. sin -——1=0 
2-2’22 (2 13)

«. t 1“ал . ,1-tt- . 1-a, , ■ l-a. ,,o.ch л + o,$h л-о, cos к-b. sin ?. = ։> 
1 2 2 ’2 4 2

В случае же антисимметричных колебаний жестко закрепленной по краям 
х --0.5(1 +а) и х = 0.5(1-а) пластинки, в системе (2.10) взамен первых 

двух уравнений необходимо взять два уравнения (2.12), а взамен последних 
двух-два уравнения (2.13).

Расчеты по определению приведенных значений первых двух частот 
(симметричных и антисимметричных) собственных колебаний

й.=а\^©_=)?., (m = l,2) (214)
гл 1՛ т т • х. - /

для двух вариантов граншшых условий приводятся в таблицах 1-4

12



Таблица 1
Шарнирно закрепленная пластинка (симметричные колебания)

0.1 0.2 0.3 0.4 05 06 07 0.8 0.9

0.1 9.53 9 23 8 99 8.79 8 65 8 55 8.48 845 8.43

0.2 9.07 8.47 8.02 7.68 7.45 7.29 7.19 7.14 7 12

0 3 8.53 7.66 7 06 6.65 6 38 620 6.08 6 03 6.01

0.4 802 698 6 32 5 89 5 60 541 5.30 5 25 5 23

0.5 7.81 670 6.03 5.59 5.31 5.12 5.01 4.96 4 94

Таблица 2
Шарнирно закрепленная пластинка (антисимметричные колебания)

0.1 02 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

0.1 39 43 39 13 38 43 37 40 36.25 35 20 34 42 33 95 33 76

0 2 39.36 38.61 36 97 34.77 32.58 30 78 29 53 28 ХО 28 51

0.3 39.26 37.90 35 14 31 82 28.87 2666 25.20 24 39 24 06

0.4 39.15 37.15 33.35 29.24 25.92 23 52 22.08 21 26 20.94

0.5 39.10 3679 32 55 28.18 24 76 22 40 20 91 20.10 19 79

Таблица 3
Жестко закрепленная пластинка (симметричные колебания)

Таблица 4

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

0.1 21 82 21.40 21.15 21.03 21.01 21 00 20.89 20.59 20.01

0.2 21.12 20.33 19 93 1978 19.77 19 71 1941 18.71 17.58

0.3 20.32 19.30 18.85 18.74 18.73 18.55 17.95 16.83 15.31

0.4 19.63 18.55 18.10 18.03 1799 17 65 16.75 15.32 13 59

0.5 19 35 18.20 1782 17.77 17.71 1728 16.26 14.72 12.94

Жестко закрепленная пластинка (антисимметричные колебания)

0.1 0 2 03 0.4 0.5 0.6 0,7 0.8 09
0.1 61 56 60 90 59.55 57 92 56.58 55 89 55 74 55.64 54 82

0.2 61 40 59 79 56 74 53 52 51 30 50 37 50 27 49 88 48 (14

03 61 18 58.30 53 38 48.98 46 43 45 62 45 55 44.64 41 ХЗ

0.4 60.93 56.73 50.31 45.33 42.86 42 271 42 13 4063 37 17

0.5 60 80 56.00 49 00 43 89 41 52 41 04 40 82 39 06 35 39
13



Следует отметить, что при а=0 или р~0. т.е. при отсутствии трещины. 
<о;=~՜, со2=4л7' для случая шарнирно закрепления и ё)։=2.69я’. 

О2 = 6.25л՜ для случая жесткого закрепления.
Из приведнных таблиц видно уменьшение частот при увеличении 

относительной длины трещины и расстояния трещины от лицевой плоскости 
пластинки Случай а = 0.5, р = 0.5 соответствует трещине, расположенной в 
срединной плоскости пластинки.

В заключение отмстим, что расчеты приведенных значений частот 
собственных колебаний (2.14) были проведены двумя способами: 
определением корней соответствующих трансцендентных уравнений и 
определением собственных значений матриц (8x8) для соответствующих 
условий закрепления в случаях симметричных и антисимметричных 
колебаний.
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ՀԱՅԱՍՏԱՆԻ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԶԳԱՅԻՆ ԱԿԱԴԵՍԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ

Սնխանիկա 58, №1. 2005 МЕХАНИКА

УДК 539.3
ОБ АСИМПТОТИЧЕСКОЙ ТЕОРИИ МИКРОПОЛЯРНЫХ

УПРУГИХ ТОНКИХ ОБОЛОЧЕК
Никогосян Г.С., Саркисян С О

Գ.Ս. Նիկոդոսյան, Ս.Հ. Սարղսյան
Սիկրոպպյար սաասգական քարակ թաղանթի ասիմպտյւտիկ տեսոտյան մասին

Դիտարկվում I եռաչափ բարակ թաղանթի տիրույթում առաձգականության ոչ սիմետրիկ տեսության 
(երբ տեղափոխությունները և պտույտները իրարից անփոխ են) ստատիկական խնդրի ընդհանուր 
հավասարումները համապատասխան եզրային պայմաններով՛ 1’սիմսրուոոիկ մեթոդի կիրաոմամր 
կառուցվում Լ ներքին ասիմւղստտիկական վերլուծությունը և սահմանային շերտերը: Ցույց է արվում, որ 
սահմանային շերտերը չորսն են՜ ուժային (հարթ և հակահայւթ) և մոմենտային (հարթ և հակահարթ); 
ՈՒսումնասիրվամ է ներքին և սահմանային շերտի տիպի խնդիրների համակցումը, բափսրաոելու համար 
թաղանթի կողմնային մակերևույթի վրա առաձգականության ոչ սիմետրիկ տեսության եռաչափ եզրային 
պայմաններին: Այս ուսումնասիրման արդյունքում ներքին ասիւՏպտոտիկ վերլուծության ճամար ստացվեյ 
են առանձին եզրային պայմաններ, սահմանային շերտերի համար նույնպես սսւացվել են աոանձին 
եզրային պայմաններ:

Ասիմպաաոիկ մերողի հենքի վրա կառուցված Լ միկրոպպյար աոաձզական բարակ թաղանթի 
կիրառական ընդհանուր երկչափ տեսությանը:

G.S. Nikugosyun. S.H. Sarkisyan
Oil Asymptotic Theory of Micropolar Elastic Thin Shells

В трехмерной тонкой области оболочки рассматриваются общие уравнения к соопплегпуюшие 
граничные условия стятнческой задачи несимметричной теории упругости (когда перемешаны и 
вращения независимы прут от друга). Методом асимптотического интегрирования построен внутренний 
итерационный процесс н погранс .тон. Показывается сущесгнованис- четырех типов погранслосв си топыс 
(плоское н антнплоскос) и моментные (плоское и шгпшлоскос). Изучается гадачп сращивания внутренней 
задачи н пограяслосв дяя удовлетворения трехмерных граничных условий ксснмметрмчной теории 
упругости на боковой поверхности оболочки. В peiy.Ti.T3Tc этою исследования получены Отдельные 
граничные условия для внутреннего итерационного процесса и для пограничных слоев

На основе асимптотическою метода построена общая прикладная двумерная теория микрополярных 
оболочек.

1. Несимметричная (моментная, микрополярвая) теория упругости впервые 
построена в работе []|. согласно которой каждая материальная точка континуума 
наделяется свойствами твердого тела путем учета вращательных степеней свободы

Современное состояние несимметричной теории упругости изложено в работах 
[2-41. Проблемы приложения теории несимметричной упругости в конкретных 
областях механики деформируемого тела рассмотрены в рабо тах [5-8]

Несимметричная теория упругости является феноменологической моделью, 
отражающую полное внутреннее взаимодействие частиц тел, имеющих 
микроструктуру [9-10].

Актуальным является проблема построения микрополярной теории упругих 
тонких балок и стержней, пластин и оболочек [11-14].

В работе [llj методом гипотез реализован симбиоз обшей несимметричной 
теории упругости и основных положении общеизвестной уточненной теории 
оболочек и пластин [15.16]. построена теория микрополярных упругих гонких 
оболочек и пластин, которая открывала существенные возможности для решения 
прикладных проблем прочности, колебания и устойчивости микрополярных тонких 
оболочек и пластин.

.Актуальным является проблема построения общей теории микрополярных 
упругих тонких балок и стержней, пластин и оболочек на основе асимптотического 
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метода. При построении общей теории тонких балок и стержней, пластин и оболочек 
по классической теории упругости асимптотические методы развиты в работах [17֊ 
23]. В работе [21] (см также об.зорн, ст. [24] ) была найдена новая асимптотика для 
построения общей теории упругих тонких балок и стержней. пластин и оболочек при 
иеклассичсских краевых условиях, которая позволила найти решения новых классов 
статических и динамических проблем тонких тел.

В работах [25,26] на основе асимптотического метода построена общая теория 
статической задачи тонких пластин на основе несимметричной теории упругости с 
независимыми полями перемещений и вращений. Построен внутренний итерацион­
ный процесс и погранслой. Показано существование четырех типов погранслосв- 
силовых (плоского н ангиплоского) и моментных (плоского и антиплоского). 
Изучены свойства погранслойных решений, доказаны формулы обобщенной ортого­
нальности. Изучено взаимодействие внутренней задачи и логранслоев с целью удов­
летворения трехмерных граничных условий на боковой цилиндрической поверхности 
пластинки по несимметричной теории упругости, в результате которого трехмерные 
граничные условия расщепляются между внутренней задачей и задачами погран- 
слосв. На основе исходного приближения асимптотической теории построена общая 
прикладная-двумерная теория статической задачи тонких пластин по несиммет­
ричной теории упругости с независимыми полями перемещений и вращений.

В работе [27] построена общая асимптотическая теория микрополярных упругих 
гонких балок и стержней В работе [28] построена общая прикладная-двумерная 
динамическая теория микрополярных тонких пластин.

Будем рассматривать оболочку постоянной толщины 21) как трехмерное упру­
гое тело. Дифференциальные уравнения несимметричной теории упругости с незави­
симыми полями перемещений и вращений (НТУ с НППВ) будут иметь вид [4]:

Уравнения равновесия
7;О*=0, ?Х+е!*Л«=0 О-1)

Соотношения упругости

=(ц+а)у^+(ц-а)у!,+Хуа-8,/ 

=(у+Е>;г+(г-е>,+Р-ха-5,
Г еомстричсские соотношения

Ъ = (|,7 = 1,2,3) (1.3)

где С ՛, Ц" — соответственно контравэриантные компоненты силового и моментного 
тензоров напряжений: й - вектор перемещения; ф - вектор независимого поворота: 
у . у. „ -соответственно ковариантные компоненты тензора деформации и тензора 

изгиба-кручения. к, и, а, р, у, б - упругие константы материала оболочки
Далее отнесем оболочку к триортогональной системе координат а,(/ = 1,2,3), 

принятой в теории оболочек [18].
К определяющим уравнениям НТУ с НППВ (1.1)-(1.3) присоединю։ 

соответствующие граничные условия Для граничных условий на лицевых 
поверхностях оболочки примем граничные условия первой граничной задачи НТУ с 
НИ! 1В, которые можем записать так.

= +</.’ Дз ПРИ 0 = 1,2.3) 04)
Граничные условия на боковой поверхности оболочки (который представляет 

собой замкнутый торец) могут быть граничными условиями первой, второй или 
смешанной граничной задачи НТУ с НППВ: для определенности примем граничные 
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условия первой граничной задачи
ОЛ=А. ЦЛ=»»Г при а,=а,0 (1.5)

Займемся теперь построением внутреннего итерационного процесса 
поставленной краевой задачи НТУ с НППВ.

Введем новые независимые переменные, положив [18]:
а3 = /6ГЧ (/=1,2) (1.6)

где R -некоторый характерный радиус кривизны срединной поверхности, 
р, / - целые числа, удовлетворяющие неравенствам

I >р^0.
а /.-большой постоянный параметр, определяемый формулой

Л = /?■%' (1.7)

Сделаем также следующие замены искомых величин (далее будем считать, что 
индексы /, у принимают значения 1.2):

Г,=/-^-И3 (01 = • О)| , со. = х; 2р • ц

Ъ; ~ > *зз ~ ‘ *зз >

где с ֊ 0 при 2р<1 и с = 2р-1 при 2р>1, Т„ -несимметричный тензор

силовых напряжений [18]. Уу - аналогичный тензор для моментных напряжений. 

Кроме того, введем формулы;

՛՛ R

R 
7±1. 
R '•/7,

£=—■!., 
R
Х* • 

6 =-----е1 •
’ R ‘

К=—‘К , 
R

• 
х, =------ х. ,

1 R

г- X'

R

0,=

л! •
— Ф
R

}1-р

/?
где

£ = /6
*22

*2
К=1<-

У22

(19)

- 1 м
Л =--------- — 4---------------

Д <%։ ДА сЬ.։
• 1 RX՜! дА}

■Т 4----------- — Н----------  —-
15 А2 А,А2 да2

23

з р а ч и л и ъ

£, =֊------ »
' R

Ф =

ч =

V

Д R,
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; 1 дт. ЮСР дА (. ♦ \ 1 Эт7 № дА, Л *
4 №,, 44 да, I 4 44 *Д

4 44 да, 1 *' А, 4 '

•_±А+^.^.г+х^.А.4
4 <%, 44 да, R,

(1.10)

• 1 Зу., ЯГ' 34, • 1 К ЮС дА .
Ф =--------11 +-----------֊-У։,+--------- ֊+----------- “‘V

4 ае, 4А Л ^2 4А да?

4 % 44 да,
. \±Л+^1.
" ^4 44 Ч

• 1 д(й ЮС ЗА, • ' 1 Зах ..с R •и,=—.—•֊------------ г..ю 0=------- 2—V---- т
4 %, 44 да, 1 '4 <% 4

• 1 6®, ЮСР дА, • .с_2р R •
4 А,А, да, R,

Тогда, имея в виду (1.8)֊(1.10). вместо исходной системы уравнений НТУ с 
!-1ППВ (1.1)-(1.3) будем иметь:

х’о-'-'.!.;։ _х-։.£+л-+^Ь1=о
а, ' дс, а, R, сС,

^Х.К+^.+К1 ֊.^к_(_1у .х-';Д•(= 0 (1.П) 
а, дС, а, R, а, < )

- Кс • К+Ф+ + К'R ■ а, -Тр 4' • а. -т., = 0

. 1 а Х' + 2р' .1 X . 1 Xг .=----- 4.------ -—:—--е----------- -------- г -е -к-------- ------- -г-т„
R ", 4ц'-(Х' + ц') R 4ц'-(Х+ц') ' а, 2-(Х+ц) 12)

Л- (к-+2И') 43 +х^-'-֊՜—■ х' л,, +х2/,-'-с • - • х' -тй 
с’С "։"2 аг а\

= (-1)' ■Х’'Я®,+Х‘:՜' — (ц' + а')4,+Хс՛ — (ц'֊а')-т13 
а! а>

1«



1 а 1
^=т-’—---------- ;

я ц -на

at . ц'-а' .
~Г—,^Г՜-- -----7‘т*ц +а 1 и +а

j_ S м'+а* ’ _ 1
Ту՜ R а, 4р' а՛ ' R 4ц'а' 2а

®з

. _ 1 д, 2/+ß՛ . I ß' . 1 ß' , -
""Я а, 4Y'.(y' + ß') ՛ R 4< (/ + ₽') ' «, 2 (7'+ß') ” ( ՛ '

= _R_^, + ß,).• %։H-< Ä. ß-.< ■ -■ ß'vn
cC a}a2 at a}

cxo. .«_• R / , ,\ • л€_| R / t ,\ • Ra. 1
V = X — (y +e)%,+^ —(y -e)vß , «,=1 + —-<
cC а. а? R,

1 a I • у'֊е' . . 1 а. y' + s' . 1 у'-е' •
^-R-i-^՜^' ՝

Наша цель теперь будет заключаться в том. чтобы приближенно свести 
трехмерные (с независимыми переменными ^2, Q уравнения НГУ с Hl II1В 
(1.11).(1.12) к двумерным (с независимыми переменными if-, gz) уравнениям Дтя 
этого, в частности, необходимо избавиться в (1.11). (1.12) от ди(|н|)сренцнрования по 
С. Эту операцию будем выполнять так, чтобы в коэффициентах получаемых 
уравнений был явно виден характер их зависимости от параметра />. и переменной

В результате, на уровне асимптотической точности 0(Х,՜-՜ *j получим:

т, =v, (Ш+гчА&Л).

V, =v3

ид.л;)+г-ч<(чи ■ »,Д(^Лг)+^'-С-»,(^Л2)

ЫМ2)+^'-‘<Жс2), e,=ö,fel.E,J)+x1'-'-e< ё,(е։Лх)013)

WSiЛ:) + AT' C-tnfe.X») . V„=v„fe,X։) + УfeiX2)

. v,=v„fe..^)+^<4fe.X2)

i3,43/fe42)+^x-T3.fe!x!),v,,Afe.x2)+^'-'x-vS1felx3) 
SiAfe.xj+y^UnU, vXXxxj+^-'-x-v.ife.X:)

19



к = А§։Л։)+ь2'՜'՜' • С ՛ А;։Л). Ф = Й,лг)+•Ф(^.Л1) (> ։з)

Ь։Л(с1л2)+Сь։(^Л:)+3-2"с<24(5.Л:)
^Л(^>^)+<А,^Л2)+^-;г-уз։(^лг)

Здесь, основные функции, зависящие от с,, и . представляют собой 

И,(£։Лг). И (^,£,), 0)((4։Л2) и ©3(^,^2); остальные величины будут 

определяться через указанные функции по соответствующим формулам. Для 
получения формул для искомых величии поставленной задачи следует (1.13) 
подставить в выражения (1.8).

Отметим, что на уровне асимптотической точности о(Х՜’ ‘) подчеркнутые 

члены пренебрегаются.
Специфические свойства внутреннего итерационного процесса для трехмерного 

тонкого упругого тела оболочки состоят в том, что полученная в асимптотических 
приближениях система уравнений НГУ с НППВ. как убедились, допускает 
интегрирование по переменной £, и в описании внутреннего напряженно- 

деформированного состояния остается выяснить роль переменных 
задающих положение точки на срединной поверхности оболочки. С этой точки 
зрения целесообразно введение вместо силовых и моментных напряжений статически 
им эквивалентные усилия и моменты [11, 25. 2]. которые можем представить 
следующими формулами:

Т„ = /(1 + а3/Я,)-аЛа։ , = ](1 + а3/Я3)а,с/а3

-ь -*
•п Ь

М5,- = ֊|(1+а3/Я^-(У3,<Лх3 > ^3/=-/(1 + азЛ;)'уз//аз |з>] 

֊я -л
Л п

Д, = .(О+ая/Л^-у^а, , = |(1+а3/Л,)-у„</а3

-л ■ -л
Используем также понятия перемещений и поворотов точек срединной 

поверхности оболочки:
Ц | ;=0 » м’ = "К;с=о > Ф =<о»|с=о » =~®з |^=о

На основе построенной асимптотики, для поставленной краевой задачи (1.1)֊ 
(1 5), на уровне асимптотической точности о(%2?՜՜՜՛) приходим к следующей 

разрешающей системе двумерных уравнений:
Уравнения равновесия
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Ь+2к+_1_. А
А,А2 да}

4

+ 1+——(;/Г+о;)+Л| —+ -1֊ (с/՜. -</;) = 0
I ад, У (.Я, R, Г (1.14)

±.^+_1_.^.(£։_л,)+±.^+_2_.££.(1 +£.)_А1+
Л, да, Л,Л, са.: А} са} А,А} да} R,

( 2 \ / \
+ (֊!)' (л\, -А^з)- 14—— (#< +/».")֊Л — 4— (/»,՛ - т\ )=0
- 7 К I R,)

^1» , ^22 ।___1

л,
. А(А£1л)+2_

А՝А2 |_с&: ‘ да2
(4^) ֊(^֊£,)+

4 14
1г

R. R,

Соотношения упругости

1>2Ь-
X' + 2|Г 

4ц' (Х'+ц’)
г“’Т^-г*Уа֊775^^՜93՜)

ч Л +2|Л у 2’\Л, 4-ц)

-м 4Д77Я »■Ь* (|,,: -՜1

= 2Л-
7*4 б'

4/-8
/ ֊ е'4у'-е'’Х4

7 4-8 У 48

Г„=

Геометрические соотношения

_!_..^_!_._й£.г _л . =_!_ £9՛
Д да, А,А1 да։ 1 R, ՝ *"' А. са,

1 си, 1 а֊1—.—{-----------------------+
Я( дс^ А,А. да.

(-1У^. Х.;=֊ 
л,

Г,3
I <ти՛

Л, да. R, Н-1У-Ч” %□=

I дА, Я,
+----------- ։--П,------

44 a^յ R,

__ 1 г. 
да., А. А да. 

Г I ՛ 
<4 За, + Л,)

(1.16)

Здесь следует учесть, что

М 4 —
R

(1.17)

21



Система уравнений (1.14)-(1.17) представляет собой разрешающую систему 
уравнений прикладной-двумерной теории микрополярных упругих тонких оболочек 
на уровне асимптотического приближения о(Х‘-г՜2').

Отметим,что к разрешающей системе уравнений прикладной-двумерной теории 
микрополярных упругих тоник оболочек .можем прийти также на уровне 
асимптотической точности о(х;' ') Эта система опять представляет систему 

(1.14) (1 17). где следует пренебречь подчеркнутыми членами. При этом 
подчеркнутыми членами следует пренебречь также в формулах (113).

После решения основной разрешающей системы уравнений (1.14) (1.17) все 
расчетные величины трехмерной задачи (1.1)֊ (1.5) будут определяться по 
соответствующим формулам.

2 Обратимся к изучению краевых упругих явлений и будем снова исходить из 
уравнений трехмерной теории НТУ с НППВ (1 1) - (1.3)

Будем считать. что край оболочки. вблизи которого надо исследовать напряженное 
состояние. задается уравнением а։ = (210. и введем замену независимых 
переменных по формулам [18]:

= а2=ЯГ'£2, а3 = /?ГЧ (2.1)
где величины /?, X, /, р имеют тот же смысл, что и в (1.6)

Будем считать, что в краевом напряженно-деформированном состоянии 
искомые величины нс меняют своего асимптотического поведения при 
дифференцировании по С

Так же, как и в предыдущем пункте, введем несимметричные силовые 
напряжения [18] и аналогичным образом введем несимметричные моментные 
напряжения . при этом, при изучении погранслойной задачи букву т заменяем па 
букву Р, а У-на 0

Кроме того, преобразуем компоненты перемещений и вращений по формулам:
IV = Ь ՝ V, . и, = й ' И, (й = 1,2). П„ = й՜' ■ со„ (« = 1.2.3) (2.2)
После подстановки (2.1).(2.2) в (1.1)֊ (1 3). уравнения НТУ с НППВ можем 

представить в виде четырех групп уравнений, которые при отбрасывании величин 
порядка Х? можем записать гак:

Группа А

4о
7֊~-[(и’+а')'^+(и'-а')-^]=0

-[(ц'+а')Р։1 +(ц'-а')-^]=0 , -[(|1'+а') Я}+(ц’֊а’)-^2]=°(23)

^֊-[(н’+а')-Ри+(ц'-а')Лз1=0

Группа В

1 сО}2 . сОг 
Ао ՛ 5с‘+ а;

= 0 ’ ֊֊ ^-Кг'+е') Й:+(Г֊е,) &] = <) 
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-[(г'+8')-02|+(/-е')-йй]=О , -[(■/+е') еа+(г'-е') С»] = О (2.4) 

֊ [(?'+4 & + (/ “4 &] = 0

Группа С
±.^г+^-0 ±.^+^к-0 

4 аг, ас ’ д0 аг, х,

[(2м'+1') • /?,+х' • (ра + р„ )]=о <2.5)

^֊[(2ц 4-Х').Рзз + Г.(^11+Л2)]=0 , -[(2цЧ^.Л24-Г-(^+Л3)]-0 

7-,1^-“[(н' + а')-^]з+(н'-а')'^31]=0, -^--[(н'+ «')•?я+(н'-а')-Л.Л=° 
лю

Группа В
2_Ж+^ = О ±°01Г+®»=0

4» 4, аг, а;
^•^֊[(2/+4а,+₽'■(&+&)]=о (г.«»

4«
^֊[(2у'+₽,)-а,+р'(й,+&)1=о>֊[(2/+р')&+р’(е„+&)]=«

֊-^֊[(/+е')а5+(/֊4а,]=о 
Ао

֊ К/+4 а1+(у’-е')Й։]=О сч
Величины 5 = (РП,Л։,Л.,,Л2,^) и Н = , (Э։>. (Э31 . Ц. П,)
удовлетворяют соответственно однородным двумерным уравнениям (2.3) и 
(2.6)-так называемой [25. 26] силовой к моментной антмплоских задач 
несимметричной теории упругости. Их исходные решения обозначим 
соответственно 6'(л) = 5°(а) и Н(а) = Н' (а). Величины
^=(4,.^. Аз.л։.У1.»') « я=(аз.ег1.е2з.езз.ог)
удовлетворяют соответственно однородным двумерным уравнениям (2 5) и (2.4)- 
гак называемой [25,26] силовой и моментной плоской задачи несимметричной 

теории упругости. Их исходные решения обозначим соответственно к(Ь)- 1?(Ь) и 

(Ь} Основываясь на этом, будем называть решения типа (а) и (ь) 
силовым и моментным антиплоским и плоским решениями уравнений 
несимметричной теории упругости соответственно [25, 26].

Описанное исходное приближение можно уточнять методом итерации и. 
помимо главных, строить следующее приближение для напряжений (силовых и 
момешпых), перемещений и поворотов. Тогда получим: 

а -решения
5(а)=5°(а)+??՛4 • 5’(а), Ца) = 0 + //4 • Л1 (л) (2.7)
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Н{а)=Н<’(а)+1'-‘ Н'(а) , Я(а) = 0 + X'՜'• Л!(а)

Ь -решения
£(*)=£’(>)+ЛГ‘•£’(*), 5(Л)=0 + ЗЛ'-5'(А) (2.8)

К(*)=Я°(Л)+Х'֊' Я'(д), Н(Л) = О+ЗЛ' Н‘(Ь)
Отмстим, »по нас будут интересовать только такие решения уравнений НТУ с 

НППВ (2.3Н2 6) типа (а) и (Л) , которые на лицевых поверхностях удовлетворяют 
однородным граничным условиях։ и. кроме того, затухают при удалении от края 
а, =<Х|0. Такие решения будем называть [25,26] силовым «носким погранслосм. 

силовым акпшлоски.м погранслосм и моментным плоским погранслосм. момешным 
аигиплоским погранслосм.

Замел им, что как и в случае пластин [25 2б], п отличие от классической теории 
упру։ ости (где проявляются два погранслоя-снловой плоский и силовой антиплоский 
погранслои), по теории НТУ с НППВ проявляются четыре типа погранслосв. Это 
один из существенных проявлений теории НТУ с НППВ

На основании уравнений силового и моментного погранслосв получим, «по их 
решения удовлетворяют следующим важным равенствам

[.МО) 2ц'Г г г • (*)рл К рА ^=°
-| -Н -։ -I

Г ь (0) I . V г Ь (0)/и- I ։,.Х = 0 (2.9)

ьД=о
г « (0) 2у'В' г »(0) I г * (о)1-^=0- [а- ^ = °

г л (°) I ( ч г 4 (°) Iрт I |ьх=о

-т -։
Равенства (2.9) назовем условиями затухания. Очевидно. ։по они необходимы 

для тоге, ’ггобы существовали затухающие решения типа (д) и (Ь), а следовательно, 
и для тою. чтобы существовали ситовой аипптлоскнй н плоский и моментный 

актиплоскин и плоский погранслои.

3 В дальнейшем будем исходить из предположения, ‘гто напряженное состояние 
трехмерного тела оболочки по НТУ с НППВ составляется из внутреннего 
напряженного состояния и погранслосв:

4НДС),и1н = (НДС),„+ХГ (НДС^+Х.° (НДС)5Р (3.1) 

где числа г, 0 назовем показателями интенсивности плоского и антиплоского 
погранслосв. которые пока произвольны. Погранслои, как уже говорилось, 
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локализуются вблизи бокового края оболочки, а под внутренним понимается 
напряженное состояние, не обладающее свойством затухания, и захватывающее, 
вообще говоря, всю область тела оболочки,

Отметим. что внутреннее напряженное состояние и погранслои в совокупности 
содержат достаточно произволен для выполнения трехмерных граничных условий 
(1 5) на боковой поверхности оболочки

Для того, чтобы осуществить сращивание внутренней задачи и погранслосв по 
НТУ с НППВ. следует подставить (3.1) в граничные условия (1.5) При этом, 

показатели гиб будем выбирать так. чтобы получился удобный итерационный 
процесс для выполнения граничных условий (1.5)

Единственно приемлемые значения г и 0 в случае нагруженного края
оболочки на уровне асимптотичсской точности 0(л՜р՜

г -р-с у 0 = р-с
определяются гак:

С учетом (3.2), в результате подсгановки (3.1) в условия (1.5), 
граничные условия в следующем виде:

ь)

(3.2) 

получим

ьо
гп+Г'.Л1+Х?'-г'- Л,+Р„

с! г>1

Рп + Рп

= У'|1+—
Г)Ч ^2 7

А;

а О

ЬО

/\, + Я,5
7? А ./м |

а О а I Ь I

ч,+^' е|1+^-=՛- о,|+е„

г.о
у1։+Г-е12+^г'- ен+еп

= АГ'[1+—г';
* -)

( 1)
1+т, 

я. ■

□ I Ъ I

Ь 1зО
у.+Х’^’О О +0

“13 *43 ^13
1 + — К1 С ■.•т' к ч

(здесь принимаются обозначения р* = V е • р', пГ - Х; ֊ • т, (/ = 1,2,3)),

Ограничиваясь соответствующей асимптотической точностью и используя 
условия затухания (2.9), получим, что граничные условия трехмерной теории МТУ с 
НППВ (1.5) расщепляются между внутренней задачей (прикладной-двумерной 
теории оболочек) и погранслойнымн задачами.

Для прикладной-двумерной теории микрополярных оболочек (определяющая 
система уравнений (1.14)-( 1.17)), получим граничные условия следующего вида

II

Я

«,=«« = , 51: |
-л

и
= \р\^

-л
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л
«,=«,. =-/р//аз+7

-л
(3.4)

-Л-г.

•ь
где

О при р = О
'1->2> р->?м, 
^'-►у', а' -> е',при р>0

Граничные условия кавдого из четырех типов пограяслоев буду։ выражаться так:

Для задачи (2.3)

ч о ] 1
РП ^=й-֊ /ДХ-Х'-' Ф:

Для задачи (2.4)

1 -1
Для задачи (2.5)

60 1г .
Л։ ?1=в = А

2 ֊1
ь0 11 I / \ |л, и=к-у|лЧ-с-т,։и)|ь.

Для задачи (2,б)

110 - 1 !• >6ц > = ,”1 ֊֊■рХ-Х՜'-՝։', 

2 -I

(3-5)

(3-6)

(3.7)

(3.8)

V» = «Э՞ -1 •)“X - С • Лз) | 5,=о
2 -։

где
[О при 2р>1 (/ = 1,2)

Ф, = < , I
рЛ<Л,и,Л:) 1^ при 2р<1, т-»у)

Применяемый асимптотический метод позволил построить прикладную- 
двумерную теорию тонких оболочек на основе НТУ с НППВ (уравнения (I 14)-(1 17) 
и граничный условия (3.4)) и изучить краевое напряженное состояние (по 
уравнениям (2.3)-(2.6) и граничным условиям (3.5)֊(3.8)).
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4 Оказывается, что если будем ставить ограничения на некоторые упругие 
константы материала оболочки, то для поставленной краевой задачи (1.1)—(1.5) 
будет применима так называемая, обобщенная классическая асимптотика (т. с. 
силовая часть и перемещения будут иметь асимптотику классического случая 118], 
моментные напряжения и повороты будут иметь соответствующую асимптотику).

Заранее отметим, что в этом случае приходим к теории микрололяриых 
оболочек со стесненным вращением.

В трехмерных уравнениях (1.1)-(1.3) перейдем к безразмерным величинам:

а.
R

=------
9 ЯЕЕ

( \
• 1 + — -Ц.

Я,- 1

?,=֊?. (/ = 1,2,3)
А

у' = Е2-Е-/, р' = Е2Е-₽', ё' = /?<Е-е' . 0=1-2)

ц' = Е-ц' , а' = Е-а' , Х' = Е-1' ;

и выполним замену независимых переменных 
замены искомых величин:

\=Х'-^,

т,3=Х''-т(з, V,, =Х^'-у,з 

г35 = Xе • Тзз, чя = Х1”՜'՜՞ ■ Уэз , 

^=Х'-'К,. га, =Х'*'-‘-а>.

^ = Х'-С-Йз, га3 = Х'-йз

(1.6). Сделаем также следующие

(/ = 1,2, 7 = 1.2)

(/ = 1.2). [1*-3]

(/ = 1.2)

(42)

Кроме того, введем формулы:

А
X'՜'

R

R '

ь=--ь, 
R
X ■

е;- —.
' R ’

л2р-?-с .

к=------к
R

^р~й • 
^.=-у

Ф = ------Ф
R

ч=------чR

у1р^1-с в 
х, = ---------х

՝ R '

27



где Л, , Е, , е,, , Л", Ф. Л1։, Xе,, 6, определяются по фор­
мулам (1.10).

Ставим следующие ограничения на упругие константы материала оболочки: 

у' = Хг'-7', Р’ = Х:'-р', ё' = л:М’

где ведечины у', р', £ считаются величинами порядка X’".
Тогда, имея в виду (4. 1>—(4.3), вместо исходной системы уравнении НТУ со 

НППВ (1.1 Н1 3) будем иметь:

11+^Ь.+а'--^Ь-=о , ֊х-сл.+х2р-'-'.Д+^=о
а, ' сС а, R, К,

а.2'-'- 1 -к,+^-+к՛—(-1)<АЛ л,՝!=о (4.4) 
а, сС, а, R, а, к 5' ,3)
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На уровне асимптотической точности 0(// ) из систем (4.4), (4.5) часть 

величин можно получить интегрированием по переменной С . в результате получим
• .о И I • о

(4.6)

®.=®.(^Л։)> х. = х.(^,Л:). «. =п.(4,Л) • V, =у,(5„§:)
=Г,(5>Л,)+^С-1,(5,5։) Л ^иН'Чё.и)

Г, =т„(^Л:)+Хг,'^ т„(^Л:), I, =«.Й,Л:)
Ж Д = £Й,Л:) + Хг' Ч ЛМ։)

Здесь основные функции, зависящие от и представляют собой

Н СыЛ:) и 0*1 Л;)« остальные величины будут определяться мере» указанные 

функции по соответствующим формулам
Остальная часть величии выражаются через вышеотмеченные величины и через 

величину У дтя определения которой приходим к дифференциальному уравнению 

(относительно координаты С,) с соответствующими граничными условиями при

С = ±։.:

После решения граничной задачи (4.7) и определенна г?.:

^,Л;) при а'=0

о 
при й'*0

(4.8)

при этом

■ Е_ 1 7'Ьт'^)
“ ?’+Р’

для остальных величин получим.
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й5^3(5и52)+<^?4(&Л։)+^«2(5,л2л)
в, =е, (5, л2)+V"-'-' < .0,(5, л3)+ё, й.л, с)

а,4(£,Л3)+^ -С А(5,Л2)+Х։н-с -Ц^.Х)
^Лл)+ч,М2,с) > ^,=^(5,л2)^.а,л2,<;)

Ъ,=Ки.Л2)+?-г։1(5,Лг)+Хг^<=4з,Й1Л2)+Х2р’'-'-%Х<1Л5Л)

Отмстим, что относительно величин У31 тоже приходим к отдельным 

дифференциальным уравнениям (относительно координата ) с соответствующими 
граничными условиями при £ = ±1 :

с2 \'з, 4 у' ё
=г-з

;„=хГх.ё,+ 
у +ё

+(-!)'• 2(ц'+Й
а;

1 с? ,<• • 
--------- Тц + т 
А

У + 8

у?,| =+т;
|ч"±1

(4.10)

После решения уравнений (4.10) 

определяются по следующим формулам:
остальные величины (связанные с уз,)

vIЗ=-Гլ-■e 
у +£ у31 .

о 
43=*« Кс-к-‘)С’’-'-с-Г \с1С (4 11)

и

Далее, переходим к следующим осредненным по толщине оболочки силовым и 
моментным характеристикам (11. 25. 26] 

ь ь
т.. = ](>+а>/К,)-°„<*Хз . = ](1 +а3//г7) с,/а,

-Л -ь

6„ =^(1+а5/Л3).а,։ а3с/а3 ,Н, = |(1 + а5/й,.).а,; а,Л, 
-Я -Л 
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л'з, = -|(1 + “з/Л;)-а3,«/а5 ,

-Л
* г

4 = /(>+«з/4)՛М“5.

4з =/О+’ЧМХ'+аз/^М'“։
-к

л
^3, =-/(|+аз/^)-И3|^а։

-Л

/,,, = |(1+а3/Я,)-ц,/сх,

-Л

3^/

Используя понятия перемещений и поворотов точек срединной поверхности 
оболочки, на уровне асимптотической точности о(Х№) переходим к следующей 

разрешающей системе двумерных уравнений:
Уравнения равновесия

1 дТ„
Д са, А,А} да,

—■ с5-+ -1 •—■ к+4, У (?; +?; )= о

А, да, А,А, да, к [

1 5(0,,֊^.), 1
Д ах, ДД СлХ, .а,

-ТТ‘^- ((«>г-А1)+и4|+4։))-Мз+[лк + "'з)] = °
Слд^

1 д(&п+1ъ)

Л да, * л.

1 $4 ((г՝ . I \ (С Г Й 1 ^(^12 А։)

- ТТ ■ ((я=>+ 4з)+("■= - 4)) - +[>’ - Чг)++ «՛.)]=0
Л. Гл!..

^-(Л^з)-^-(4^з) +к + ?з) = О

да. оа2
(4 12)

Соотношения упругости 

+ 2|Г ՝ — л’ ..
4цг-(ХЧ/)\

С — — — Ь3. 1 . к —3 4ц' (Х'+ц') I, —-----К
Х'+2ц' ‘

5„=2Л —
՝‘ 4ц'

Н =-Л3.—
“ 3 4ц'

■ к,+к, +

£" = 2Л'2/х„֊2(у₽+р,) 4=2А՛

и4к ՛ 
. 1ь(л^), 

Г у' + е' 
Т^-7-Х/ ^4у-8

'<։з

^7 
4у 8

(4 13)

А 4Л

2
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Я.

1/-(ггчзу) ( ։^ 
а /+₽' ' ’

(здесь Лп га часть £.?3, которая обусловлена величиной У33 (б,:, . £)).

Геометрические соотношения
... 1 си, 1 гЛ и՛1 =-------- *- +------------*֊ и------ .

Л, да, 44 «х R,

г 1 дм. 1 24,
9 4 да, 44 да,

1 да, I дл_ п а,
4 да, А,А} са , ՝ R,

4 са, А,А} (хх;

К =1.^_3_.А.р
; 4 Д

1 да. 1 г?4 л
х = ^_.П1 (4.14)

Л, са, А,А1 са,

Р(=1. ,
4 да. 4

п,=(-։Гр7

,Л 1 Г 1 си> 1 сЦ I п/. I <?Л, 
2 ^4 да։ 44 ^2 4 да, 44 '}

После решения основной разрешающей системы уравнении (4 12)-(4 14).
остальные искомые величины будут определяться по соответствующим формулам.

Уравнения (4 12)-(4 14) представляют собой уравнения разрешающей системы 
двумерных уравнении прикладной двумерной теории мнкрополярных упругих 
тонких оболочек, когда вращения выражаются через перемещения

Отметим. что при а—>ч֊х (а —> 0) уравнения (4.12Н-* 141 полностью 

переходят к разрешающей системе уравнений мнкрополярных оболочек, когда в 
основу будем принимать трехмерную теорию несимметричной упругости со 
стесненным вращением (зтз часть работы будет опубликована отдельно)

5 Обратимся к изучению краевых упругих явлении и будем снова исходить из 
уравнеюш трех-мерной теории НТУ с НППВ (1 ГН 13).

Будем считать, »по край оболочки, вблизи которого надо исследовать 
напряженное состояние, опять задастся уравнением а;=а.1О. и введем замену 
независимых переменных по формулам (2.1).

В трехмерных уравнениях (1.1Н1-3) перейдем к безразмерным величинам (4.1) 
и выполним следующие замены искомых величин:

\ = . У, = Х4 0„ , 0,=«, (/ = ։, 2. 3; 7 = 1, 2, 3)

и, = х ц , и'=т!-у, (>=1,2)

Кроме того, на упругие константы материала оболочки у . Р£ ставим такие 
же ограниченна как и в предыдущем пункте

После этого, уравнения НТУ с НППВ можем представить в виде двух групп 
уравнений, которые при отбрасывании величин порядка V можем записать так: 
Группа А 
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। еи. -2ц'[/>2+л.]=о, п3-1.—• I IX «.:□ ' л 4 •*»)*
2 4с <*>՝

Группа В

4„ К
= о, □_.^!2.+^к+(рз1_р|.) = о

֊-•^֊^о. -[(2Д'+Х').рй+*'■(/;, +?„)]=о (5.2)
Ао ^ч

■֊ • К2?'+*')л + *' ■ + 4)] = о,
До <£»

^-К2Ц'+Х')-/’» + Х'-(^+М=0
съ

+ф - 2Ц' (^։+/’„)= о, ֊[(?' + £')■&+ (?' - ?')• &՛]= 0
Ло °ь։

V՜ - [(?' + £')• 232 +(?'֊?')' 21= ] = 0. - [(?' + ?')՛ 2а + (?' - ?’)■ 2й ] = 0
°Ч

у- ֊ [(у' + е')- 21: + (? ֊ е ')• а, ] = О

п _1 [Ж _1_
2 2’|_а; _4оЧ, а'И,֊Л,]=О

Величины А = (Р„, А,, р*, рУ2. и2, е„, ег։, &, а,, а,, л,, Л,)
удовлетворяют однородным двумерным уравнениям (5.1), так называемой 
смешанной силовой-момснтной антиплоской задачи несимметричной теории 
упругости. Их исходные решения обозначим ,4(а) = Я"(сг). А величины 

В = (.Рн . Ргг ■ Р» , Р^ , а,. ■ и7. Ой. 021,2а , & , П2) удовлсп.0- 

ряют однородным двум^ны.м уравнениям (5 2), так называемой смешанной силовой 
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-моментной плоской задачи несимметричной теории упругости. Их исходные 
решения обозначим в(ь)=в°(ь).

Описанное исходное приближение можно уто։шять методом итерации и. 
помимо главных, строить следующие приближения для напряжений, перемещений и 
поворотов Тогда получим:

(1 -решения
.!(',) ~ Л‘(а). В(а)=0 + Ху-' В1(а) (5.3)

b -решения
В(Ь}=В*(ь)+кГ>.в^ A(b)=O+Xr-‘A՝(h) (5.4)

Отметим, что нас будут интересовать только такие решения уравнений НТУ с 
НППВ (5.1Н5.2) типа {а) и (Ь), которые на лицевых поверхностях удовлетворяют 
однородных։ граничных։ условиям и. кроме того, затухают при удалении от кр<։я 

= а\о • Такие решения будем называть смешанным силовым-хгоментны.м плоским 
погранслоем и силовым-моменгны.м антиплоским погранслосм.

lia основании уравнений плоского и антиплоского погранслоев получим что их 
решения удовлетворяют следующим важным равенства?.։:

4,-0^ = О

s(oi 

Br,

(55)

Равенства (5.5) назовем условиями -затухающ Очевидно, что они необходимы 
для того, чтобы существовали затухающие решения липа (а) и (А). а

,„Л = о

следовательно, и для того, чтобы существовали антиплоский и плоский пограяслои.

6. Будем исходить из предположения, что напряженное состояние трехмерного 
тела оболочки по НТУ с НППВ составляется из внутреннего напряженного состояния 
и погранслоев:

(НДС)П0ЛИ = (НДС)вн +ХГ .(НДС)^р +Хй (НДСЙр (6.1) 

где числа г, 0 показатели интенсивности плоского и антиплоского погранслоев.
которые пока произвольны

Величины г и 0 должны быть подобраны таким образом, чтобы стало 
возможных։ удовлетворение трехмерных граничных условий НТУ с НППВ на 
боковой поверхности оболочки:

'V», =А 0 = 1, 2, з)

&֊ (,=1>2)
при а, = а10 (6.2)

Единственно приемлемые значения г и 0 
оболочки определяются так:

в случае нагруженного края
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г-2р֊с, Ъ = 2р-С (6.3)
С учетом (6.3), в результате подстановки (6.1) в условия (6.2), получим 

граничные условия в следующем виде:

?,1+Х2^-
ъ о
Л,+^՜2'՜'- Л.+Л. К ֊. г = 1, 2Л

а ՛.. Ь ,

ъ 1

ъ о а! Ъ 1

^Чз + Лз + ^'- Лз+Лз
R |+Ах--; .д- 

к - У
(6.4)

'։=1.2՝
(«, =сс,„)

(здесь принимаются обозначения р' = \'՜՛ с р՛, т' = ):р-1~с -т՛ (/ = |։ 2) ։

р;=Лр-д).

Здесь, ограничиваясь асимптотической точностью ()(Х; ') и используя 

условия затухания (5.5), получим, что граничные условия трехмерной теории НТУ с 
НППВ (6.2) расщепляются между внутренней задачей (прикладной-двумерной 
теории оболочек) и погранслойными задачами

Для прикладной-двумерной теории оболочек получим граничные условия 
следующего вида:

5 
а1ж<х10 = ] 

-А
Л

Л 
«1=«10 = I 

֊Л

«|=«։с

? . I д= 1 А+Т~
-Л А

֊(а. •//֊/?< ) 

2 2

«|аа10
Га (6.5)

А

-Л

Граничные условия каждого из двух типов погранслоев будут выражаться гак
Л о

Рп

50

Ри

?1=-з = л-֊ ]р.Ч-С-

О при 2р > /

<г0

ьо

Х=.Р. при 2р </
(6.6)

^-0

2 Iо =
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Ч -i /
(6.7)

aO 
a, 4,=o='"i ֊Vi։ îj = O

Применяемый асимптотический метод позволил построить прикладную-двумер­
ную теорию микрополярных тонких оболочек со стесненным вращением (уравнения 
(4.12)-(4.14) и граничные условия (6.5)) и изучить краевое напряженное состояние 
(по уравнениям (5.1), (5.2) и соответствующим граничным условиям (6.7). (6.6)).
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ՀԱՅԱՍՏԱՆԻ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԶԳԱՅԻՆ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ
ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ

Մեխանիկա 58, Ns I,2005 Механика.]

УДК 539.3
ДИФРАКЦИЯ ПЛОСКОЙ СДВИГОВОЙ ВОЛНЫ НА ПОЛУБЕСКО- 
ПЕЧНОЙ ТРЕЩИНЕ В ПЬЕЗОЭЛЕКТРИЧЕСКОМ ПРОСТРАНСТВЕ

Григорян Э.Х.. Джилавян С.А.
Է.Խ Գրխլորյաս, Ս.Հ. ОДшфшб

Պիհցոէ լհկտրական տարածուրյանում սահքային հարթ ալիքի դիֆրակցիաէւ կիսաանվերք ճաքի փւա
ԱյփոււսւաՈքամ ւլիսսսրկկոէմ է uifjQbpynippiljJiy կիսաանվերք ճաքի փա բ&կնաւ սահքի հաքյ> ալիքի 

։յիֆրս։կ<յիւոՍ սլիևցոկեկտրակաւյ տարածէս pjmfimd: Խճղիրյւ րհրվամ է Վինևր Հոփֆի ֆուՈկյյխ։<Խ| 
հավասարճաՈ լուծման Սսաոյփսծ հհ ահէրւո|տ|սո:րյաԱ. լարման. կևկտրական րրսշաի ս|ոսւհԱ<յիա)ի և 
իհդուկւյիայի ւխկսւորի քաղադրի} ի puijjunuUibpp Ա|ի.։^ոէլհկարիկ միքսո|այրամ Ստացված Ы1 
ւսսիմս|սսաւակահ ршОшЛЫф լարման, ինդուկցիայի վեկտորի քաղաղրխի հաճար ճաքի ղադարի 
յրշակայրաճ, հեօավոր gnuvud տրված են ւոէպափոխարյաՕ ասիմսրաոոաէրսՕ սերկայւսւյումԱերլւ: ttnijgl 
տրված մակերևութային է|ևէրորաաոաձղակաս ալիքի աօկայրորյունր

F-Kh. Grijuryun. S.H. Jlhvyan
Dinractiii» of a Flan Shear W»u on S«ni Infinite Crack In a Piezoelectric Space

В роботе |мп:< Mirrpcuo днф|>а«.цкя сдаягожоЛ омккоА eovtu. плдпю-щои ut боскои'чностн 
ни полубос конечную трещину а пьезо эмктрячесЖОМ щюстранстасг -Мд.1ч.г сводится к 
рошению фуп» пиопольиого уроапопия Вниор.»-Хоп4*». Полу-чсни рлсирлддонни 
(1промоир*шш напряжение попчщиллл и состаалиющеа искторо анлухцвв здехтрнчосхого 
1ЮЛЯ п п)«зпэлехтрв’<вской среде Получены .»г.и.м1гтотическяс формули дли кпприженнн и 
составляющей вектора иидукцпп электрического поля п окр-^-тности иеришпи трещнии. и 
дольней зоне даны огимнтитимескне П[м-д1тави-нич аервмощешая Показано пллНЧМй 
поверхностной электраупрутой волни.

1. Р«н < мочрим пьезоэлектрическое пространство - пьезоэлектрик 
класса бшш гексагональной симметрии, отнесенное к декартовой системе 
координа т Oxyz, когда среда имеет полубесконечную трещину в 

плоскости Oxz при х<0 |фиг. I). Пусть из бесконечности, под углом 0о 

к плоскости трещины (О<0, <~/2), распространяется плоская полна 
сдвига со следующими значениями амплитудных составляющих 
перемещения и электрического потенциала, соответственно:
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Отметим, что учитывается гармоническая зависимость от времени 
всех составляющих электроупругого поля - временной множитель с՜1“՜'. 
/- параметр времени, (0-частота колебаний. Здесь к = ®/ с -волновое 
число, с = ^1 си(1 + ж)/р —скорость распространения сдвиговой электроу- 

«рутой волны, ав = 6^/с^бц—коэффициент электромеханической связи

пьезоэлектрика, с„. еп, е55-упругая. диэлектрическая и пьезоэлектри­
ческая постоянные пьезоэлектрического пространства, соответственно, а 
р - плотность.

Пьезоэлектрическая среда находится в условиях антинлоской 
деформации. Для определения амплитуд перемещения и электрического 
потенциала имеем следующую систему уравнений |1|:

д2№ о2 и՛ 
~дх2±'ду2 

а2Ф а2Ф

+ к2^> = 0,

дх2 ду2
4-А2^.» = 0

(1.2)

Па берегах трещины д\я напряжения о... имеем условие

дм дФ _
°>-.-=с44+ при ^ = ±0-х<0 О-3)

ду ду
о для электрического потенциала и составляющей вектора электрической 
индукции -

ф^֊^ = Ф(АД^;А(^>')и,0 = Л(х>>)|уг.о. (1.4|

где !)Лх,у) = е„------ 8,, — .
а у ду

Введем функции

Ф(х,.у) = Ф(х,^)֊Ф.с(х,у)
(1.5)

Тогда для напряжения . получим формулу

՝~у: = С44
дм сФ си со 
— + е..----- = с., — та, —
ду ду ду ду (1.6)

-/Лсд(1 + 8)8ш0оечЬ<в։М^

а для определения функций //(х,>) ф(х>։у) из (1.2) получим следующую 
сястему уравнений:

о'и с‘и . 2 .
—- + —- + к и = О 

ду՛

с:ф С:ф , 2 
дх1՛ ду1 ' -^-» = 0

Введем функции д' (х) = д (х)0 (х), \|/ (х) = ф (х) 0 (- х)

(1.7)
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ау.(х,О) = ^’(х) (18)

|/(г, + О)-«(х,֊О) = \|/ (х) (1.9)

т.е. с/'(х)--напряжение при у = 0, а \у’(х) представляет разницу 
перемещений на у = ±0, 0(х) - известная функция Хевисайда.

Применяя интегральное преобразование Фурье по переменной х к 
уравнениям (1.7). получим

(Ри /2 »2ч- л
—г-(о* -А’“)м = О

,1 - <И0)
с/ ф 2__ . ■> „
-------сгф+А՜ --и = О 

Е„

где /7(о,>’) = | и(х,у)е,плс1х: ф(о,^) = | у(х,у)е,ахс1 х 
—«О -00

Из (1.8). (1.9) имея в виду (1.6). применив преобразование Фурье, 
получим следующие условия:

с*
<?'(о) = с\.— + с?։5 —• - 2я//гс\4(1 + аг)8тО.л5(с-Агсо80о) (1.111

дУ у-и дУ >.=о

ц/ (а) = ц (о,+0)-м (о,-0) (1.12)
6(а) - функция Дирака.

Чтобы выполнялись условия уходящей волны, принимается, что 

у(о) = у а -к՜ ->’а| при |с|-»оо. и ^(Г-к՜ =-1\к2 -о' . Для 

выбора такой ветви двузначной функции у (а) следует провесчи в 
комплексной плоскости а-с + /х разрезы до бесконечности от точки
с» = к в верхней полуплоскости и от точки о = -к к нижней 
полуплоскости. т.е. действительная ось обходит точки ветвления: 
сверху, а к —снизу (2). Тогда принимая во внимание условия

-к

֊/?/ с/и с/ф _с/ф 
с!у А у А՛ А ^у 1у- -0 - )=֊0 ' ух «О

Ф(о,+0) = ф(о,-0)

ограниченное и представляющее уходящую волну решение системы (I 10) 
имеет вид

(1-13)
- Аеуу при у < О

Ае при>։>0
к (а.>)

при г < О

при у > О

В силу (1.12) очевидно, ч то

(1.14)
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Л(а) = ֊у (о) (115)

Из условия (1.11) получим уравнение относительно Л (а) и </*(о) 
с^Л(а)((1 + а0^а:-*3-ф|)+Г(о)+ (1 )6

+ 2я/£с44(1+ге)5т0о -6(а-ксоз^ ,) = О
Прежде чем приступить к решению уравнения (1.16). рассмотрим 

интересный частный случай, когда пьезоэлектрическая среда имеет 
бесконечную трещину - трещина занимает всю плоскость Охг. Тогда 
следует в уравнении принять 7'(<з) = 0 (т.е. а։,. =0 при у-0.

-х<х<х) и определяя Я(о) = 2тсЛ06(сг-AcosOJ, 
где

и Ж
sin Оо -/------ cos0o

1 + <с
Из (1.13), (1.14). применяя обратное преобразование, имея в виду (1.1). 
|1.5). получим решение этой частой задачи. Так. для амплитуды 
перемещения получим

при у>0

w(x,y) = (l-AQ)e-'l,x‘°^-iyM6'‘ при у<0 (1.18)
на берегах трещины

И'(х,^) = (1±Д,)е при ^ = ±0.
Волновое поле при у > 0 состоит из падающей волны и отраженной а 

при >'<0 -только из проходящей волны, обусловленной пьезоэффектом. 
Как и следовало ожидать, в случае <е = 0 (отсутствие пьезоэффекта) 
при>>0 = „ри у < о w = o

Для амплитуды электрического потенциала получим 
при у>0

ф (х, >։) = £11 L-iky** + vsme.

Т”- «п
при у < 0

g15 ^-ikxoMQt-kyooiGt 

е։։

(1.19)

Ф(м)=(1-Ч)֊^ 
£ц

-ikx«»93-ik vsinC\

4։
на берегах трещины у = ±0 Ф(х) = — е "՝с<хм>, 

Ец
Волновое поле для электрического потенциала при у>0 состоит из 

падающей и отраженной волн, при р<0-из проходящей. Наличие 
локализованной волны (последние члены в выражениях (1.19)) 
обусловлено падающей волной и особенностями уравнений 
электростатики.
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2. Вернемся к решению поставленной задачи о полубесконёчной 
трещине. Уравнение (1.16) можно свести к функциональному уравнению 
Винера-Хопфа относительно \|7 (а) и д*(а)

yV (о) 70։-А2 Г(а)+?'(а)+

+ 2 я i к (1 + ж) sin 0П6 (а - к cos90) = О 

— ay огде £(<?) = !+«-■. 1 |-
X՛:с2-к2

здесь К (о) -> 1 при | а | -> ас.

12.11

Функция J а2 - к՜ К (а) = (1 4-жд'сг -к' -ж|а имеет нули, только

если ст = ±О(։, где

, 1 + ж ,
-к , —= >к 

х/1 + 2<е
(2.3)

Действительная ось обходит точку а = -ая сверху, а а = o,t снизу, 
тем самым обеспечивая условие уходящей волны.

Для решения функционального уравнения (2.1), факторизуем 

функцию х О" к2 К (о) представив ее в виде

7 сг ֊к‘ К (а) = у1<з+к К՝ (а)ч/ о ֊к К՜(о)

т.е. Г(а) = ^*(а) К՜(о) (2.4)

где функция К " (а) регулярна и но имеет нулей при Ima >0, а К (а) 
регулярна и не имеет нулей при Ima<0, a = a + /T. Здесь

к.
K (a) = exp(F-(a)). F’(a)= J F(x)el(o*w>։tafx

О
_ о
Х'"(а) = ехр(л (a)), ?’(а)= jA(x)e ’ Wx (2.5)

F(x)=— Пп{К(а))е "’Wa-— fln|l+®--ДМ= 
’ 2*1 I va2-*2 ■e,axdc

При | a ՛ ->oo ln(/C (a))=O(0-J). значит A(x) - непрерывная функция

и при х = 0 имеет конечное значение, и следовательно, --------
о±/0

при о|—>сс ^*(а), К (а) стремятся к единице при а в своих 

областях регулярноети.
Вычислив К (а) методом контурного интегрирования, рассматривая 

при этом комплексную плоскость с разрезами, показанными на фиг 2. 
Замыкая контур интегрирования в верхней полуплоскости, с помощью 
леммы Жордана, получим 
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(2.6)*4°)=* (֊о)
Надо иметь в виду, что ------- !------- =----------7 715 (у ֊ о).

5 - (о - / 0) л՝ - а

Здесь и в дальнейшем аналитическое продолжение функции о| в 
комплексной плоскости представляется в виде

а при Иеа>0
-а при Иеа<0

12.7)

Приступим теперь к решению функционального уравнения (2.1). Имея 
в виду (2.4), а также что

2я75(ст-Л со$60) =------------------------------------------------
с-Лсо80в-/0 ст-£со50л + /О

/(х)6(х) = /(0)6(х)
уравнение (2.1) сводится к уравнению

г?-, ч ___... . I------гр_. . 2/2^О + «)зт0о/2
м (о) = и/ (а) Л а - к К (о) + —--------------------------------------------

/С’(ЛсО8бп) (О-АсО80о ֊/0)
__ (2.8)

2^2А (14-ж)8ш0о/2___________ 2<(ст) =м., >

К' (ксо$(Э0)•(о-£со$е0 +70) с^у!'<з + кК' (о)

Методика решения уравнения (2.8) та же. что и в (3|. Применив к (2.8) 
обратное преобразование Фурье, получим М' (х) = М (х) ( - & < х <оо), 
которое может иметь место только, если

М'(х) = М-(.г) = Х'",8(‘>(х)
*--0
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где 8'*’(х) ֊ к -ая производная функции Дирака (4. 5].
Теперь уже, применив обобщенное преобразование Фурье, получим

Л/’(о) = Л/*(о) = ^ (19)

к=0
Так как напряжение </(х) = о(х. :) при х->+0, л ц/ (х) = 0 при 

х=0, ц7 (а) = о((а-/0) :) и ?*(а) = 0((о+/‘0)"։ 2) при С

учетом того, что К (о)->1 при а ->х, из (2.8). (2.9) следует, что 

т* =0 {к = 0,1,, .,/;), те.

М‘(а) = М~(а) = 0 (210)
Таким образом, из (28) ввиду (210) получим решения
пт , 2л/2Л(1 + аЕ)япе0/2 I

I (П) —------- =----------------------- —т====---------------------------~------
К' (к со$80) уо ֊ к (а - к созб0 - / 0) • К (а) 

л ______ _ |гп)
Г/՝ (с)՜ V2 + к К՝ (о)

Л”(*соз9л) о֊Асо50о+/О
Следовательно, решение поставленной сдачи, те выражения 

амплитуд перемещения и потенциала электрического поля, имея в виду 
(1.1), (1.5), (1.13), (114). а также (1.15), представляется в виде

м-(х.у) = « ±Т ?Л(о)е ^‘՝՜ е^а (114

2я յ

Ф(х,Я = ^֊е ±Jk_ р(а)/е^-‘։ (113)

при у > 0 или у < 0, соответственно.
Здесь

4/ ч j2l(l+aj)sme0/2 J
А (а) = - ------------------------------------------ ։------------- ------- (114)

A'’(*cos90) 4 о-к (o֊A'cos80-iO)K (а)

Тогда выражения индукции D2(x,y) и напряжения О1;(х,>՛) 
продетаВЛ.ЧЮ1С.Я в виде

А(*..>’) = -~ J а:Л(а)е ~ ‘е "‘do (215)

M' с
= с«0 + ------- -D2(x,y) (116)

е„
Провидя в комплексной плоскости разрезы по линиям k-ix. k + tx 

и IX (0<т<оо) обходя точки o = AcosG0 и о = оч снизу, а с = -Оя 
сверху и замыкая контур интегрирования в верхней полуплоскости, для 
амплитуды перемещения на берегах трещины (Х<0, >'=±0) из (212) 
получим
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L w(jr,±O) = e-“-w։ee±Д<*։<“в’±e 4 ’= j /(т)-е°с/т±

12.17)<1
±|/։(т).в”։/т ± Д.е՜”*’

0 
где

J _ a=(l*g)i KJp,)sine.,.'2 y2*(o.+*) |2 |fj|

1 + 2® К ‘ (k cosGj k cosO- ֊

//11(1+®): sin 0a/2

■ИЙ; 7tK’tfcos0J
_ (219)

K'(k + /т)-(2Л+/т)-%/ т
(2Asin:0o/2 + /t) (x:k՝՝ - т(1 + 2x)(2kt - t) J

ML. g(l + a)V5c-sin0o/2 _________£‘(/т)-«Д+/т т________

nK" (k cos0o) (k cos0f, - /r)((l + ®)2Л: + V(1 + 2ae))

Из (217) следует, что волновое ноле на берегах трещины ( кладываеп я 
из порций падающей и отраженной на верхнем ( у = +0) или проходящей 
на нижнем (у = -0) берегах трещины, соответственно. и дифрагирован­
ной объемной сдвиговой волн, а также из неволновой части и 
поверхностной волны. Наличие последних двух волн и проходящей волны 
обусловлено пьезоэффектом - характерным свойством пьезоэлектри­
ческой среды В случае ж = 0 (изотропное пространства) решение 
совпадает с приведенным в |2| решением.

На берегах трещины из (2 15) получим следующее выражение мн 
индукции;

Р,(х,0) = -e}՝kcos904,e ’0i 4՛ -^5овЛве ‘ - -е.5е u х
(2.20)

х J fl(*)’(* +'dт- Cts(14’a)/- J f.(t)7a-’+V e’՝1 dr, x < 0

a ® o
Как видно из (2.20). волновое поле состоит как и л поверхностных волн 

грозными волновыми числами - AcosG.., <5„, к, так и из ненолновой 
части.

Асимптота чески е предсгаю.енич амплитуд перемещения и 
индукции при X —> -ос имеют вид

.[bh]
W’(x,±0) = (l±41)e ,*<“,’’‘ tA,c"’■‘±с ‘ х

45



A(x,O) = -e։5*cos6o4e-’txws0J-e^As'*՞'-e„ke{i x

iih!2(\*x):K'(k) h_ yj 2(1 + ®) nsin0o/2
2®? sin 0O 12 • К ’ (к cos 0O) cos 0O • К ’ (к cos0o)

Здесь было учтено, что К 1 (0) = 1 + аг.

Проводя в комплексной плоскости разрезы по линиям А + /т. -ix

(0 < х <оо), обходя точку cr = Acos0n снизу и замыкая контур

интегрирования в нижней полуплоскости, для амплитуды индукции Г)2 на 
У - 0 при х>0 из (2.15) получим

(х,0) = ■1^-- 2---- -
■к К (A'cosOJ 

и следующую асимптотику

хе ™dx
т=-------------------- =---------(2.23)
jk + ix (ix-r kcosQ. )K (—/т)

Л(х,0) = е15А
ib

(лкх)2
(2.2-1)

Как видно, Z)2(x,0) при х>0 состоит только из неволновой части.
Из (2.20) и (2.23) получим следующие асимптотические представления

для составляющей вектора индукции около вершины трещины 
D2(x,O) = -e15(Acos0o4j+o^n) + o(|xf * ) при х->-0

Р±(ху0) = -^к ՛° ' Ж)--Ш 6°7 2 + О (1) при х֊>+0 
K\kcose.)y[nkx

Как следует из (2.13) Ф(х, 0) = .

Из (2.11) очевидно, что о.,.(х.0) = </ (х) = 0 при х<0, а при

а v։ (х. 0) = ------- 2— х
2л^’(^СО50о)

7 (< (Г - к ‘ (® +1) - ж о1 L '° ՝ Jo 

(2 25)

.г >0

(2.26)

х
, yj о - к• (ст - к cos 0О + /0) К (ст)

Проводя в комплексной плоскости (а = а + /Т) разрезы по линиям 
-к ix, k + ix и ix (0<т<оо), замыкая контур интегрирования в 

нижней полуплоскости, обходя точку о - к COS0O сверху, получим
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Mx,0) = ^^*)c«sinV2x 

k/C'^cosG,)

f e''(\ + x)yl(k-vix)'-k'e'^dx

I j 2k+ ix(ix + 2ksm2Q„/2)K(-k-ix)
(2.27)

+1 "1^1 / ГТеа С/Х\Г-1 ч -'0+»)*<?„ ЯП 9,е՜'*'™6“
*7 А+/т (/А со$0о-х)К (֊/т)/

Волновое поле состоит из порций объемной сдвиговой волны и 
неволновой части, а также падающей волны.

Асимптотика для напряжения (^..(х.О) при х->+0 имеет вид

К' (Arcos00) • пкх
(2.28)

3. Пользуясь подходом, изложенным в |б, 7|, найдем распределение 
перемещения в пьезоэлектрической среде (принимая r = rcos0 
>' = rsinG).

В случае 0 < 0 < 7Г / 2. принимая

Х = осо§0-/51пО^ ст-А\ о(Х)- Хсозв-няп0^՛ X2 ֊к‘ (3.1) 

полагая, что при выборе однозначной ветви сх -к՛ разрезы в 

комплексной плоскости (а = X + / т) проведены по линиям к + / т, ֊ к - / г 
(О <•[<<£>), и контур интегрирования замыкается в нижней 
полуплоскости, обходя точки X = Асоз(0-0О), X = А со$(0-О.) снизу, где

X = Acos(0±0o) нули функции a(X)-AcosG0, с помощью леммы
Жордана получим

>г(г,0) = е‘'*/'ел<е’9о)
(3.2)

х(л(о)-^сг -Аг + .4(a2)Vo' -А2 )</т

где а = -А - / т, (а) = а cos0 ֊i sin 0у а2 - А2 .
Волновое поле состоит из падающей волны и дифрагированной объемной 
сдвиговой волны.

В случае тг/2 <G < я принимается

X = ֊ocos0+/sinG<cr-А՜ , a(X) = -XcosO-/sinOy'X՜՝-А: (3.3)

Теперь уже проведем разрезы в комплексной плоскости (а ~ Х-Ь/Т) не 
только по линиям А-г/т, -А-/Т, но и полинии Asin 0т/т для функции 
|о . Контур интегрирования замыкается в верхней полуплоскости. При 

тг/2<0<Я-0о o(X)-Acos011 не имеет нулей, но при я-0(><0<71 
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X = -к cos(0 -гО,.) является единственным нулем этой функции, и контур 

интегрирования обходит эту точку снизу. Функция А(<у) имеет простой 
полюс в точке
X = -Х„ - -ап cos0 + 7՜sin 0</о^ -к ‘ . если только Re(-X.„ A՜sin 0) > О,

т.е. в случае тс-arctg-^ <0 < я. Для амплитуды перемещения получим 
Л

w(r,0) = Н'о(г,0)*лве 1,4

X-к2 + ?1(с,) -k2\h-—)51П9,112 x (3.4)
' it К (Acos90)

t г_____________ e "K2(<j)(ct + Aja^/o-kdx

a ^(Asm0 + /-): ֊k2 (g-Acos0o)(Q + 2$)(q: -А2)- ar A՜՜) 

где а-к f/t. o1(a) = ֊acos0+jsin 9 Va2 -к2 .

^,(r,0) = e”ircfts(6-eo> при я/2 <0 < тс֊0O

yro(r,0) = c>-,4rw(o °o) + 4.e при я-0о <0<я (3.5)

Отметим, что cr = «i
a при Reo > к sin 0

-с при Rea < к sin 0
Волновое поле состоит из падающей волны, отраженной волны (если

X- 0о<0<я), поверхностной волны (при я-arete— <0 < П), 
- к

Дифрагированной объемной волны а также волны, обусловленной 
пьезоэффектом и распространяющейся от поверхности трещины в среду. 
Таким образом, обнаружена обусловленная пьезоэффектом 
поверхностная волна в пьезоэлектрической среде с полубесконечной 
трещиной при наличии падающей электроупругой волны. Однако, в 
случае бесконечной трещины, как следует из (1.18) поверхностная волна 
нс возникает при данной постановке задачи.

В случае 0=п-0о точка Х-к является и простым полюсом 
подынтегральной функции и точкой ветвления. В этом случае функцию
перемещения можно представить в виде

и'(гЛ-0о) = е:^СО52&։
J(o)7cr2 - А2

7х2-а2 2(Х-А)
(3.6)

х

2
Как следует^ ՝ решения (2.12), в случае 

подынтегральную функцию следует заменить на 
>• < 0. т.е. - л < 0 < 0.
-.-4(a) a 0 на ֊ 0. и

возникающая проходящая волна (при - Я <9.<-К+9г, | обусловлена 
пьезоэффектом.
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При больших значениях г (дальние от вершины трещины юны) 
получим следующие асимптотические представления амплитуды 
перемещения при г к —> х ;

Мг.9) = и';(л0) - Ае г ՛՛

при -я<0<-я/2 (0*0о-тс)

в/0) I +0^кг).-•)] 

к )
где и-։(ге) = (1֊4)е-^гс“(а-е“> при -к<0<9о֊я

м-1(г.0) = е-'1^°’) при 0гж0<я/2

уфх Ор /2 1 + ж

со$0 + со50о К‘ (к со&&^)К (-А-СО50)

# ______2ж(1~ж)Б1п0$т0/2-К ( к сов0) • /бш 0 / 2
со80 (со80+со80о) (аг + (1 + 2 ге) $ш2 0) К' (к соб 0,,)

(3.71

при 0 - 0О ֊ R

։^о,1 смО£,*1-^-*тОй I / \
»'(г) = (1֊43/2)ейг -Лпе Нж >+е։Аг(?((гА-)՜1'*)

при-я/2<0<я/2

м (г,0) = е ,кгса^й-^ +е^кг‘- -֊ В(0) ’«)

при 0 = я-0о
I -л 4 ։,ят са։&п>г ֊—япб,. . / \

н'(г) = е1*гсм20»+^^+4е 1+и ^е>1сг0((1‘к)]2)

(3.8)

13.9)

(3.10)

при я/2 <0 < гг: (0 я- 0.)

м'(г.0)= ^о(г.0) + Апе՝!Г՜'՝՞ +е /у(0)^=

|3.11|
+е‘*г«тб «.(0)4՜

лкг

где для И (г,0) имеют место формулы (3.5)

Асимптотическое представление индукции
- К/ 2 <0 <к/ 2 имеет вид

П:(г,0) = е։/'. , Аг->-х
V {г^кгу ;

а в случае я/2 <0 < л или -я<0 <֊я/2

Д(г,0) при

(3.12)
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P,(r,e) = -e,^cos0։e.e _

X

(3.13) 
.e'*r։in;ûix

e- a 
(я*г)։/г

O((kr)s‘') +eKk /7>cos2G 
ч (nkr)2

<X>

Асимптотические представления составляющей Dü вектора индукции 

и напряжения СОг вблизи вершины трещины имеют вид

А = -в15г(9)(^'՛) 1: +0(1). а0. =֊<:„£ (0)(яЛ г)՜ |;2+0(1) г-»0

g (6)=
<4V2(l + æ)e,,M 

/C(Âcos0o)
. О, 9

S1I1 ֊ -cos —
2 2

(3.14)
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ՀԱՅԱՄՏԱՆԻ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԶԳԱՅԻՆ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИԼՈփւանիկա 58, №1, 2005 Механика
УДК 539.3

ДИФРАКЦИЯ АКУСТИЧЕСКОЙ И ЭЛЕКТРИЧЕСКОЙ 
НЕСТАЦИОНАРНЫХ ВОЛН В ПЬЕЗОЭЛЕКТРИЧЕСКОМ
ПРОСТРАНСТВЕ НА ПОЛУБЕСКО11ЕЧНОЙ ТРЕЩИНЕ 

Мелкумян А. С.

U. Ս. ՍելթամյաճՊիհզոԷլեկտրական տարածությունում ոչ ստացիոնար ակասաիկական և էլեկտրական Աղիքների դիֆրակցիան կիսաանվերջ ճարի վրաԴիտարկվում է ուղղագծային ֆրոնտով էլեկտրական և սահքային ակուսաիկակաե ոչ ստացիոնար Աղիքների ղիֆրակցիան լարումներից աղատ էլիաւոոնվհրջ ճաք պարունակող ւղիեղոէլեկտրիկ տարածությունում: Ի տարբերություն պիեղոէլեկտրիկ տարածությունում դինամիկ դրվածքով կատարված թսպմաաիվ հետւոտոոաթյունների, որտեղ դիտարկվում են ստացիոնար խնդիրներ, այստեղ հեաաղոտուքյուննէդւը կատարված են ոչ ստացիոնար դրվածքով Խնդիրը հետազոտված է Լապլասի ձԱախվսությունների. ինչպես նաև Վիներ-Հոպֆի և Կանյար • դե Հափի մերողների կիրաոմամր- Մանրամասնությամբ ուսումնասիրված I. ամբողջական 1լևկտրսոսոաձգական դաշտի կաոուցվածքը և նրա րր.ւդկս1ւյ:!:ցիչ մասերի ւիոխղասափւրվածությաս կախվածարյունր ընկնող սդիթի բնույթից և անկման անկյանից Ստացված են ժամանակից կախված էէեկտրական դաշտի ինդուկցիայի և մեխանիկական ւյււոումճհրի ինտենսիվությունների գործակիցները ճաքի դադարում՜ Բերված են թվային հսւյվարկներ:A. Տ. MclkmnyanDili faction ol uonstatiouaiy acoustic and electric waves in piezoelectric media on a semi-infinite crackРассматривается задача о дифракции электрической и сдвиговой акустической нестационарных волн с прямолинейным фронтом в пьезоэлектрическом пространстве от края полубес конечной трещины, свободной от напряжений. R отличие от многих К'-, шдоыннй дпвамнчсскнх задач в пьезоэлектрическом пространстве, где рассматриваются стационарные задачи здесь исследования проведены в нестационарной постановке Задача исследована с помощью преобразований Лапласа, а также применением методов Вппера- ХопЦи и Капяра-де Хуна. Детально и »учена зависимость строения взаимосвязанного электроупругого поля и взаимного расположения его составных частей от вида падающей волны п от ее угла падения. Получены выражения интенсивностей электрической индукции и механических напряжений при вершине трещины и зависимости от времени. Приведены численные расчеты.I Имеется пьезоэлектрическое пространство класса 6mm |"ксагональной симметрии, содержащей полубесконечную трещину, свободной от напряжений. Введем декартовую координатную систему 
OXYZ с осью OZ, совпадающей с осью симметрии кристалла и с полуплоскостью у - 0, л՜ > 0,-ос< z < со, совпадающей с трещиной Рассматривая антиплоские механические и плоские элек трические волны в пьезоэлектрике, будем иметьи = (0,0, w(x, у, /)), Ё = (- ф,(х, /), ֊ фД Z /), О) (1)Введем обозначения / en, ct = st -1/ Հտոբ0 ,
=/ = Ղ/(с? )’ Շ44 = ՜ 0 ՜/լ-к2п)1՛

Հ =ՀտՂ/(£ոԳյ) и функцию
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Л 0 = <р(*, У ,1)- —м?(*, у,/) (2)енВ нестационарном приближении |1| будем иметь следующую систему гиперболических уравнений:г2и՛ г‘и֊ 1 с м՛ _ с?2Ш д2\У I с2ш л___+ ------ -_=0< -------֊ + —------- - -7֊ = 0
дх՜ ду՝ с; дг дх' ду‘ с; дга также следующие соотношения:+е„Vл. о„ = с^у +е,5\у>у (4)^=е»։(М7к,-ад'.х. ^=е|։(1-С/)и’.>.-е||ч/х (5)Как видно из (1| —(5). при нестационарной постановке, задачи в пьезоэлектрике распространяются как акустические и'(х. у./). гак и электрические \|/(х, у, /) волны с конечными скоростями с, и с{ соответственно.В пьезоэлектрике классаполубесконечной распространяются трещиной бтт (фиг.акустическаяэлектрическая полны с прямолинейным фронтоми՛' '(х, у./)- и*0С(/ - л, [хсояа+>'ып а]) (б) ф'1 '(.г,>՛,/) = ш06’(/ - 5,[хсо5а + уяпа])(7) где а - угол паден и я. 6’ (/) = | ^(т)б/т. Фиг I Фрот надпющсВ кодим и пожбссжжешан 1рсин։нл^(т) —заданная функция, такая, что #(т)=0 при т<0.Для решения задачи разделим пространство па две части? верхняя

{у >0) и нижняя (у<0), удовлетворяя условия контактаах(х, + 0, /) = ст Дх, ֊ 0, г) = ст_(х, /), 1)у(х. +0,/) = £у(х, - 0, /) (8)

сП и

и(х, + 0, {)- м (х, -0, /)=Л. (х, /), <р(х, + 0, / )= ф(х, -0,/) (9)где О (х,/) = 0 при х>0, Л, (х,/) = 0 при х<0 и введем новые неизвестные функции м (х, >՛,/) и ф" (хг֊у./) по формулам|у(х, у, /)= н" '(х,>•, /)+ щ'*'(х, у, /) (10)
у\ /) = ц/՛' ’(х, у, /) + ’(х. Г) (11)Подставляя (2) (4|-(7) (Ю)-|11) в волновые уравнения (3) и условия контакта (8)-(9) и производя одностороннее преобразование Лапласа по времени, а также двухстороннее преобразование Лапласа по координате х. согласно формулам

Г (*. р) = £ /(-V. Ое ,ГЛ, /(х, /)=-1֊ р " 7(х, р) е^(1р 2)/*(<;,/>)=(Т^'(х,р)е /’(х,р) = ֊֊[ р)е^^2п /получим следующую систему обыкновенных дифференциальных уравнений:52



К. ^_pV(qF'=o -=o
qy qy«■՛ преобразованными условиями контактаME • wj/fe, + 0, р) = (s. - 0, р)И w(։),(g, + 0, р)-w(< >’(<;, -0, р) = У (с, р)

t- v%,+o,pMi;)V(>./’)*№+0, /,)- - 0, р)=- ^-c>:(q. р)епI Li ֊ о, р)+е,5Ч<(у ՛(<;> - °- р)= •<’ (с. р)+

. s' (р)Г֊ ’V., sin а о 4V7 sin а+ Км -t е15
р [_ с + л; cosa q + s( cos а

(13)
Ц4)(15)(16)(17)
(18)

Здесь и далее введены следующие обозначения: £/(<;) - ^’л;'-с՜ ,a(0)=tf4 с разрезами Im<; = 0, |Rec| >\, s:f - д2 , а(о)=д, сра срезами 1т ; = 0,.1<е > .ч,, а такжеV (х,/)= о.(х,/)֊с4.и:;/(х.0,/^(֊х)-е15\|/^(х,о։/)//(-х) (19)Решая систему (13)-(18), получим следующие выражения для и" и
■Г '1 * (с;, у, р)= е'(20)
В' (211ен -.» также уравнение Винера-Хопфа (2|֊ (1 - к;]р(^1(г)!1-^ р-՝1- рс^ = 5՜(<;, р)+

•/ 7Г ■ • 1 1221
, ё (р) 7 »ляпа ж.ляпа 

р (; + л, со$а £+5, сова где; га 1-^ «к)Факторизируя функцию Л’(^) с применением интегралов типа Коши |3). получим Я(;)=Д,(;)Я.(1;) (241где
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«.(?)=

51ос ~

(25)
\-к

(26)Используя факторизацию (24)-(26) и Винера-Хопфа |2|, полупим решая уравнение (22) методом
£(<;> р)=

у'(р) 2(1-*,2 У՛ 1 5‘п(«/г)!
ргс„ Л,(«Д/։՜ + <; ^+5։со։а /<(-.у։со8а) (27)

б/о

1________________ е|5ц/^ бш а_________
<; + лу соза R (- л՝г соза)^ 4- х, сова

$•(<; р)- е>од«!Йп((х)(1____________ 7<
р д + у, соз а R (- л; соб а)х'2л\ соз(а / 2)

। едо^па 1___________с 4-соза /<(-$, соз а\/.у, +5, соза ;
(28)

Подставляя (27) в (20)-(21) и обращая двухстороннее преобразование Лапласа по координате .г, получим^(х, у, р) = - *П ^(р) (х, у, р) (29)1-А, р

ч/'>-(х, у> р) = яп(а)^) £04 р) (30>®нс« 1-*. Ргде .V. Р) = ^л)’(х, у, р) + И:1։)‘(х,у, р) =1 р-н е֊*Ь»М*; , (31)/< со$а)-/2 со$(а/2) ՝” (; + \ соза)^^)^, +<;,е„ > р- е-Л*>*Ц/с^44 R (- 5г со§а)^л; 4^ соза 2я / 4- х( соза)Л 4-е и Т(1 >’(х, у, р) = ^’(х, х, рУ Ч'И*, Ь Р) =_ ___________ _________________________ 1 р-** е-Я«кУ1-«4й-
R_ (- д։ соза)72 соз(а/ 2) 2я / -Ь՜** (д 4- 5, соза)/?. (д\^՝, +;;______________<|/0.у,_______________ 1_ е-Я‘(^Ь*]^
R (- х( соБа^'л; +5, соза 2^ / ^"|Ж1 (с 4- х( соБа)/?. + д
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Отметим, что при е15 —> 0 полученные выражения переходят в соответствующие выражения для случая чисто упругого тела, приведенные в [4|.2. Теперь перейдем к обращению одностороннего интегрального преобразования Лапласа по времени в (29)-(32) методом Каняра - де Хупа |4|. В отдельности рассмотрим три случая: а} случай падения акустической волны (то есть * 0, \1/о = 0) при а < агссо$(.^/$т), б) случай падения акустической волны (то есть н'о 0, \р0 = 0) при а > агссо 5(^/5,) и в) случай падения электрической волны (то есть = 0, \|/0 £0).а) случай падения акустической волны при а < агссо$(^?/^) Для обращения одностороннего преобразования Лапласа в выражениях (29)-(32) методом Каняра-де Хупа перейдем к координатам гиб по формулам х = гсоз9, |_у| = г зт 0, 0е[0,л] и введем следующие функции:I ;'(г0,/) = ֊(֊/со5О±/-А//г-5;г; вшб), ге[д/,+со) (33)
I = + -г ап о). /е[/ЙГ,л;г] (34)

'6клг1 <35)/б[дгг,+со) (36)г где
И. Н '« = »„(г6)=м+\֊՝՝,-*; И <371При этом будем иметь

_±, ^(г е-')) _ «к,(пе,/)) (38(
» ф2 -з2г '

| (39)
ф~-5-{ГФункции (ЗЗ)-(Зб) представляют параметрические выражения контуров интегрирования Каняра-де Хупа |4,5]. которые вместе с разрезами, точками ветвления и полюсами показаны на фиг. 2. Переходя от контуров интегрирования, параллельных мнимой оси к контуруГ; - Г +Г^+Г* в (31) и к контуру г; +г; в (32) и при этом учитывая вклады от полюсов и совершая замену переменной по формулам (33|-(36). После небольших преобразований получим

*(х>у,/)=-М'о й’(/ - л;[х сояа + |у|его а]) г1՜^ (40)



где

1ДС

Фиг, 2. Контур интегрирования Каняра-де Хугеа в случае падающей акустической волны8т(а)$^(у)(1 -к;)'Я-72Л. ( л\ соба)соз(а / 2)
Не

֊ 1т
//(г-у)

(?;(')+•’.со։аХ(?;0)) у.2-.«у

сова
141)

'1' - £б(/ - тХ|/^(х. >•. т)Л (42)
лМХ -Г

х

и

R (-^„соза) г-ц 1-к.

х1Яе_________ *(£(')) #('-у)
п _ (< 0+Л соэаХ 0 0\/л» + С ('). 7'՜ “ л՜'г!Картина волновых фронтов, соответствующая данному (43)случаю иполученная из анализа выражений (40) —(43). показана на фиг. 3, где проявляются следующие 7 зон:1. Зон.։ падающей волны2. Зона дифрагированной акустической волны3 Зона отраженной акустической волны4. Зона пройденной акупмческой волны5. Зона дифрагированной электрической волны6 Зонапюловной волны7 Ново смущенная юна
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Фиг. 3. Электроакустическое волновое поле в случае падающей акустической волны при а < arccos(֊v?/5J
б) случай падения акуст ической волны при сх > агссо$(\/\ )Производя вычисления, проходя путем, изложенным в пункте а), получим, что в данном случае
^>(х,у.г) = а1)/7(а _9) +М; /ц-5дсо5а) (44|+ £с(/-тМ’(х,лЩггде дается формулой (41), иуи(х )= Sg^GH.е!; \֊к;х И (arccos^» ' cos а)- ö)+ |где дается формулой (43).

5лх cos а + л cos а )] )Я(-л; cosa) X

(45)
Картина волновых фронтов. соответствующая данному случаю и полученная из анализа выражений (44) —(45), показана на фиг. 4, где прочнл’нотся следующие 9 зон:1 Зона падающей волны2. Зона дифрагированной акустической волны3. Зона отраженной акустической волны4. Зона пройденной акустической волны5. Зона дифрагированной электрической волныб. Зона головной волны7. Зона отраженной электрической волны8 Зона пройденной электрической волны9. Невозмущенная зона
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Фиг 4 Электроакустическое волновое* поле в случае падающей акустической волны при а > агссоз(.9,Л.)в) случаи падения электрической волныВзаимное расположение контуров интегрирования, разрезов, точек ветвления и полюсов для данного случая показано на фи< 5. Производя расчеты, аналогичные тем которые проведены в пунктах и) и б), получим, что в данном случае З1п(а)з^р)б(/ - [*5, соза + соза)])1 1-Л3 Л(“5Г со$а)а(з7 соза)х Н (агссозрДсоза]- в)+ £ 6'(/ - т^’(х, у, т)Л где г Л- §т(а)з8п^)е351 - к. К (֊ з( созад/5, + з, соза
1 1 п V5. -^(о ^^-у) 1П1 1 11Лч к(чХ0+-^ со5а)Я. (;;(/)) 1Я.(с(Ж

/ \ ------------ П \аГССОа<5аД')+.У/Соза л-/гг2-/2

(46)

147)и Ч'’’;(Х,>’,Г)=Ч/О5Л: з!п(а)8еп(>) с(/ - 5, [хсоза+[у|яп а])?/(ц _0)+1 - к} Я(- з; соза)а(^ соза) (48)где уД2 зш(а)з8п(у)
- R (- соза)%/л\ +лг соза
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_________________ *(<(')) Яр-у).(<(')+•։, сова)«.(?;0)Х'5, +<(/) -^;г2
(49)

Фиг. 5. Контур интегрирования Каняра-де Хупп в случае падающей электрической волны

Фи։ 6. Электроакустическое волновое поле в случае падающей электрической волныКартина волновых фронтов, соответствующая данному случаю и полученная из анализа выражений (4б)-(49), показана на фиг. 6, где проявляются следующие 9 зон1. Зона падающей волны2. Зона дифрагированной акустической волны3. Зона отраженной акустической волны4. Зона пройденной акустической волны5. Зона дифрагированной электрической волны 59



6. Зона головной волны7. Зона отраженной электрической волны8. Зон«։ пройденной электрической волны9 Невозмущенная зона3. Перейдем к дальнейшему анализу полученных решений. Для случая падающей акустической волны обозначим:_ амплитуда отраженной акустической волныамплитуда падающей акустической волныамплитуда отраженной электрической волны =-------------------------------- -------------------------------амплитуда падающей акустической волныа для случая падающей электрической волны обозначим: д,й _ амплитуда отраженной акустической волныамплитуда падающей электрической волныамплитуда отраженной электрической волныамплитуда падающей электрической волныИз (40)-(49) следует:при а < агссо$(.^/$,) I $т~а 1 ~-со§:ая“(ал,$,/$.)=-при а > агссо$(\ /л\) шп а эт а + к; - сое2 а
\-к< ~С03՜ а

1с СV еппри любом аг,<{ , . \ $та *егяпа + Л*5/-со82а= --------- у—р---- 5-----------1-к, shcsf -со$ а

(50)
(51)
(52)
(53)
(51)А/ к, Яг'(а,А;,5г/л\)

Заметим, что при еь —> 0 из (50) —(54) получ«»ем. чтоА“ ••> 0. А? —> 0. А* —> 0 то есть получаем результат для случая изотропного тела.На основании решений (29)-(32) получаются следующие выражения для интенсивностей напряжений и электрической индукции:(а, I) = 11гп ^2п|гст>т(л\0, /) == -[(?««'։ Д)+ («15 % АГ У.’ («Л,. Ь /։,)] { ֊֊О где60



ГА«’

2 51п(сх/2)
$։п(а)\ л со$а^л։л/‘ + со$а

ог0/ , . 12 яп(а/2)(аЛлД) = Г-7У*7=’7-ГА-----
51п(а) ___________э$ак/$л/ +со$а

(эб)
(57)

р<))

(Г>0|

и

На фиг. 7-10 показаны фафики функции /\ (а,А,,л;/л,), ^« (а^’г«л՜//^)՛(а.£։.5г/л'։) ։|РИ разных значениях коэффициента электромеханической связи к4.При расчетах, следуя Ь |1|. принималось 5,/л։=0 0001 Из полученных графиков следует, что при падающей акустической полно с увеличением коэффициента электромеханической связи интенсивность напряжений уменьшается, а и । пеней в н осп. электрической индукции увеличивается, то есть чем больше л\ тем больше энергии переходит от еского поля к электрическому.

Фиг 7. График функции Л в зависимости от угла падения волны при разных значениях коэффициент »лехтромеханической связи 61



Фиг. 8. График функции Л ' в зависимое™ от угла падения волны при разных значениях коэффициента электромеханической связи

Фиг. 9. График функции в зависимое™ от угла падения волны при разных значениях коэффициента электромеханической связиКак следует из фиг. 3, 4 и фиг. 6, а также из выражений (50)-(54), падающая электрическая волна всегда создает отраженные как акустическую, гак и электрическую волны, а падающая акустическая волна при а < агссоэС^/л՜,) создает только отраженную акустическую волну, а при а > агссоз^/л;) создает как отраженную акустическую волну, гак и отраженную электрическую волну.Если —>0, то в фиг. 3 электрическая волна будетраспространяться,с бесконечно большой скоростью и создаст фон, то есть неволновую часть, а фронт головной волны станет параллельным трещине. При этом головная волна проявится как неволновая часть в направлении трещины с конечной скоростью распространения в62



направлении, перпендикулярном трещине Таким образом, полученные здесь результаты при предельном переходе /х3 —> 0 переходят в соответствующие результаты работы |6| и дают более детальное объяснение строению волнового поля, полученного в |6).

Фиг 10. График функции в зависимости от угла падения волны при разных значениях коэффициента электромеханической связи
ЛИТЕРАТУРА1. Li S. The Electromagneto-a cou Stic Surface Wave In A Piezoelectric Medium The Bleustein-Gulyaev Mode. //Journal ol Applied Physics, 1996. N 80(9). pp. 5264-5269.2 Нобл Б. Метод Винера-Хопфа. M.: Изд. иностранной литературы, 196'2. 280 с.3. Гахов Ф. Д. Краевые задачи. М.: Гос. изд. физ.-мат. литературы. 1963. 640 с.4. Achenbach J.D. Wave Propagation in Elastic Solids. North-Holland Pub., 1984. pp. 425.5. Miklowitz J. The theory of elastic waves and waveguides. North-Holland Pub., 1978. pp. 618.ri E Kh Grigoryan, A. S. Melkumyan On wave diffraction in a piezoelectric medium containing a semi-infinite electrode. //Proceedings of the International Seminar "Days on Diffraction 2004", 2004. pp. 99-109Ереванский госуниверситет Поступила в редакцию6.12.2004
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О ПРИМЕНЕНИИ ВЕКТОР-ФУНКЦИИ ЛЯПУНОВА В 
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„да 
Լյապունովի վնկստր-ֆանկցիայի կիրայոսթյունլւ Л , -կայունության խնդիրներում

Աշխատանքում ուսումնասիրվում է բարդ համակարգի К& կայունությունր 1յապունովի վնկ- 
ստրֆանկցիայի կիրաոաթյամբ. նրբ հնթահամակստզՍյփ վախկապակցփսծ նն դծայնորհն Ստացված I 
ամրոդջււվին ւափմպտոտիկ К • կայունության համար բավարար պայման:

V.T. Avanyan. M.V. Avanyan
FX Й»An application ol Lyapunov's method in Л. л - stability problems

В работе рассматривается X.° устойчивость сложных систем с применением вектор- 
фунхцви Ляпунова когда подсистемы связаны мшейно Получено достаточное условие ДЛЯ 

асимптотической К “ -устойчивости п целом.

Пусть уравнение возмущенного процесса имеет следующий вид:
■X, =А',(х1,/) + Р,«„ =

\и!=ЪУчУ։ ""
I 7=1

где функция Х։(х.,/) непрерывна по х, и /, имеет непрерывные и 

ограниченные частные производные по координатам вектора х,
Հ * \

.¥։(0,/)=0. х։-/;(-мерный вектор У?/, = п
Ն=ւ ;

у։ -векторы с размер­

ностями с/|( матрицы /z,?, Л,, Я.-постоянные, соответствен но с размер­

ностями Матрица F = (/',.)՝ полностью 

характери ։ует взаимосвязь отдельных подсистем.
Очевидно, уравнения подсистем (1.1) можно переписать в форме 

А-
*, = Х(\,')+Е^л.с։; с„=о (' = ։,-Л) (1.2) 

/”1
Предположим, для каждого равнения

г, = ХХх„1) (X, (0,0=0) .Л) |1.3)
найдена ф ун к ция Ля пун ова

Т1(х(,/) = (Д(/)х„х,) (й,(П = 671’(00,-|(о) (1.4)

удовлетворяющая условиям
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J<(r„O<-cJ!r/f*, (c, >0) (15)

UgradCh

Как известно |1| при вышеизложенных предположениях 
осительно функции А'Дх,,/), для существования функции (1.1), 
влпТВоряющей условиям (1.5), необходимо и достаточно, чтобы 

тривиальное решение подсистемы (1 3) было экспоненциально устойчиво, 
т <։. чтобы существовали две положительные постоянные [) и (7 такие, 
что для любого решения подсистемы (1.3) было справедливо при всех 
II, неравенство

В дальнейшем будем предполагать. что для каждой подсистемы вида 
(1.3) условия (1.6), а следовательно, и (1 5), справедливы И «веггно, ч то 
если для любого решения подсистемы (1 3) выполняется (1.6), то <-г<» 

тривиальное решение асимптотически К - устойчиво в целом т <■ 

существует матрица С(/)б А: такая, что для любого достаточно малою 

р>0 числа любое возмущение л։(г) = .г ,х ). начальное значение 
которого удовлетворяет условию

(0,-1(/о)<.6,՝(/,)х,°)<р: |17|

Мя всех / £ /0 удовлетворяет условию
ИЦ (с,-'(/)х,(/);С,-1(0хХ։))^Р: <18)

л все возмущения удовлетворяют условию \
Нт х։(г;/о,х®)=0 (1.9)

От (1.7) и (1.8) следует |2|. что облает։, допустимых возмущений Х,(/) 
определяется определенно положительной эрмитовой формой (1.4), 
которая определена в некоторой области

{/е[/0.®).(!х,|б9^} (1.1«)

причем

®(0^ ®о Idct G (I) > Ш > 0 на [г . оо) (111)

Полная производная по / формы (1 4| и силу подсистемы (I 2) будет

Г K(x1,O=(^(r)x։,x.)+(gradJ;.A'i) + | gradr.Уcl]xj (1 12)
» \ J

Для первого слагаемого (1.12) в области (1.10) имеем
X№))M’s(A(/)x,,x,)sX«(e(/))Jx,||: (113)
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где ^ ^аП(^(0) и -наименьшее и наибольшее

характеристические числа матрицы B(t) в точке /.
Так как gradP' = 2Д(/)х. то на [/0,<х>) имеем

|;grad ^|| < 2|| Д (/)||| х, || < 2п, о ||х, || (1.11

Из существования непрерывного и ограниченного частного 
производного функции А'Дх,/) по координатам вектора х, следует 

выполнение условий Липшица для А'Дх^/) в области (1.10):

^,(х„0֊^(х,',г)||<Ч||х,-х,'||

Откуда, с учетом X, (0, Г) = 0, получаем j X, (х,, /) || < М, || х, ||.

Так как для координат векторов Xt и gradP’ имеем

(^(х,/))^и,(х„/)Ц<,ч||х.||. [8J^֊\

k ^Xi )j mi
то в области (1 10) получаем

/W.

grddV,^cijXj
к

о

С учетом (1.13) и (1.15) из (1.12), в области (1.10), будем иметь

1<(х։,/)<- с,-
тг

Откуда следует, что при

-^-с 
2п;а);

(1.15)

(11б|

(1.П)

функция Vt будет определенно отрицательной в (1.10) и
( о „2 „ 2 АК(х, ,/)2֊е;.р4։ с;=с,—-ФИМ М
к т1 )

Таким образом, получили, что для подсистемы (1.2) существует 
определенно положительная эрмитово форма (1.4), удовлетворяющая всем
условиям теоремы об асимптотической К'д - устойчивости |3] 

В силу неравенства

п о; т
на [/ .со) выполняется первое неравенство из (1.5). Так как неравенства 
(1.5) выполняйся во всех точках 91"' то подсистема (1.2) асимптотически 
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Л';'-устойчива в целом. Докажем что при этом полная система (1.2) 
асимптотически К® - устойчива в целом

Составим следующую блочно-диагональную матрицу:
50=Ша8{Д(1),...,Д(О) ( В(Г) = б-“(0О՜՛«

О(<);=<иа8{О|(0,...,СД/)}) (1.19)

Она эрмитова и а) .ёе1б(/)|>м, ...тк - т > 0, б) столбцы Си)(Г) 

матрицы СОД имеют одинаковую эрмитовую норм}': |6';ОД =©(/). с) 

матрица /ОД определенно положительная и п \$рВ (/) = о*(/) на

Матрице В(/) соответствует положтелыю-онредсленная эрмитова 
форма

К(х,/)=£г,(х,.г) (1.20)

Нетрудно убедиться, что форма (1.20) в (1.10) удовлетворяет 
условиям
Б _±_||Х||=<К(Х.,)<^||Х||= 

7/(0 * II II п1- II II

||#аёИ|<2и® 2иГ2||х||
Из существования формы (1.20) для полной системы (1.2). 

удовлетворяющей неравенствам (1.21), следует асимптотическая 
устойчивосгь в целом его тривиального решения. Таким образом, 
доказана

Теорема. Если для подсистемы (1.3) существует определенно 
положительная эрмитова форма (1.4), удовлетворяющая в (1 10) условиям 
(1.5), а матрица С։) удовлетворяет неравенству (1.17). то тривиальное 

решение полной системы (1.2) асимптотически л д - устойчиво в целом
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ՀԱՅԱՍՏԱՆԻ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԶԳԱՅԻՆ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ

Սնիոսճիկա 58, №1, 2005 Механика

УДК 62-50
ОБ ОДНОЙ ЗАДАЧЕ ОПТИМАЛЬНОГО

ГАРАНТИРОВАННОГО УПРАВЛЕНИЯ МАНИПУЛЯТОРОМ 
ПРИ НЕПОЛНОЙ ИНФОРМАЦИИ

Айрапетян В.В., Гукасян А.А., Манукян А.А.

Վ.Վ Հայրապնտյան, Ա.Ա Ղուկասյան. Ա Ա. Մանուկյան
Մանիպուլյատորի ոչ լրիվ ինֆորմացիայով օպտիմալ երաշխավորված ղեկավարման մի խնդրի մասին

Նկարագրված է ոչ լրիվ ինֆորմացիայով սպսփմալ երաշխավորված ղեկավարման մի ալգորիթմ: 
եսրադրվամ է. որ նպատակային կետը կարոդ է գտնվե| ֆազային տարածության որևէ րաղմրււրյան մեշ. 
որի մասին ինֆորմւոցիաս՜ ւովրպ րսպմաթյան կամ մեկ այլ բազմության մեջ կետի գտնվեր։. ճշգրտփոմ I 
բազմության եզրի վրա, կամ մինչև Եզր հաււնելը Նշված ալգորիթմով ուսումնասիրված է երկօդակ 
մանիպոդյաստրի րոնիչի օպտիմալ Երաշխավորված ղեկավարման խնդիրը: Ստացված են սպսփւԽդ 
ղեկավարման ֆունկցիաները նպատակային դիրքի էտապ աո էտապ ճշգրտման դեպքերում:

V.V. llayrapetynn, А.Л. Ghukasyan, Д.А. Manukyan
One problem of optimal gunninteed control of Ute manipulator at the incomplete information

Описан один алгоритм шпимхтьного гзрднтнриилнног.э упрпления при неполной информации 
Предполагается, что целевая точка нахедкгся е некотором .множестве фазового пространства, информации 
о которой нахождение точки а данном или г» другом множссгас-уточнястся на границе множества нлндо 
дошижения гранита С помощью описанного алгоритма исследована задача mnxM.vn.Hon> 
гарантированного управления охвата двухзвепвого манипулятора. Получены отгптхилышс управляющие 
функции в случаях поэтапного уточнения местоположения целевой точки

1. Описание алгоритма управления. Исследуется задача гарантированного уп­
равления механической системы при неопределенности положения целевой точки в 
начале процесса управления. Предполагается, что начальное состояние системы зада­
но. а конечное состояние заранее неизвестно и уточняется в процессе движения [1].

Предполагается, что в начале движения системе управления известна нс сама 
целевая точка, а некоторое выпуклое, закрытое, ограниченное множество, в котором 
она может находиться

Поскольку положение целевой точки в пределах целевого множества 
произвольно, то необходимо использовать гарантированный метод управления При 
гаком подходе строится управление, называемое оптимально гарантирующим, 
рассчитывается соответствующий необходимы}! минимальный ресурс, который
обеспечивает достижение целевой точки вне зависимости от ее положения
пределах целевого множества |2-3|

При достижении заданного множества или до этого
информация о целевой точке.

получается дополнительная
Этой информацией является положение целевой точки

в этом множестве или новое множество, где может находиться целевая точка.
Поскольку на границе множества получается дополнительная информация о 

целевой точке, то из начальной точки необходимо двигаться оптимально в смысле 
критерия качества в ту точку целевого множества, достижение которой требует 
наименьшей затраты. Если целевая точка нс находится в заданном множестве, то 
точка получения информации берется как начальная точка и повторяется процесс 
построения управляющей функция и траектории движения для следующего целевого 
множества

Уравнение движения системы в фазовом пространстве представим в виде
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х = Е(х,и), х(/0)=х0, ие? (1.1)

Качество переходного процесса оценивается следующим функционалом: 
т

у = |ф(х»и)б// (1.2)

*0
где х - 2п -.мерный вектор состояния системы. Р-множество допустимых 
правлении, и -//-.мерный вектор управления; / -начальный момент времени, 

х фиксированное начальное состояние. [՝, Ф е С'
Предполагается, что целевые множества не имеют взаимных пересечении и 

находятся в пределах множества достижимости, которое представляет собой 
выпуклое. закрытое, ограниченное множество в /?'".

Предположим, что в начальный момент I известно некоторое множество (л . где 
может находиться целевая точка (х։ е О’։) и существует оптимальное управляющее 

воздействие, переводящее систему на множество 6’։ за время /։ . Ставится задача 

приведения системы нз начальной точки х, в произвольную точку г ЕС/, с 
минимизацией функционала

./0 = |ф(х,и>// (1.3)

Оптимальную фазовую траекторию и управляющую функцию представим в 
следующем виде.

х" =х"(х0/л1,Г0,/1,/1 и" =и"(х;)։2 (14)

а шачение функционала (1.3) будет

Л = пнп |Ф(х,и):// = [ф(х°(х1),2։70,/ц/|и°(х0,21,/0,Г1,/)).7/ (1.5)

'о
Посодьку система (1.1) автономна и Г . Ф е С". при следующих условиях

(2 ) выполняются какие-либо из следующих условий
(?) ^=^=/-„=0

(А) Ф, = О
оптимальную Управляющую функцию можно опреде.иггь из принципа максимума 
Н-5]

—։
Минимизируя (1.5) по I Е (г,

7,’ = тт | ф(х°(х08г։1ио{х0,х,,гг„?1.г)р/ = ттт։п] Ф(х,и)сА (1.6)

к ■ » е0> ” <п

получим дочку из (л1։ до которой можно дойти, используя наименьший ресурс.
Минимизирующий вектор обозначим через х! с компонентами ) 
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Подставляя в (1.4), получим оптимальное управляющее воздействие, которое 

приводит систему (1.1) на множество (7։ с наименьшими ресурсами, и 
соответствующую фазовую траекторию

и” =и0(х0,г!,/0,Г1։г), № =х"(х0.г!,/0։/1,/) (1.7)

Поскольку положение целевой точки в множестве С, произвольно, то в точке 1՝. 
система управления должна иметь ресурс, который позволил бы дойти до любой 
точки г, из множества начиная движение из точки Для системы (II) 

ставится задача оптимального приведения из точки г! в точку г, с минимизацией 
функционала

։։*е։
4՛ = |ф(х,и)<й (1.8)

и
где 0, - время пребывания на множестве . При задаче быстродействия 0, будет 
свободным.

Решение задачи представим в следующем виде:
и = иС (г!, г, х = х*՜ ,/։ (1.9)

Подставляя (1.9) в (1.8) и максимизируя по г։

7о'=тах ] ф(х (г^г, (г1,г,./։,0,,/))<// (1.10)

получим тот наименьший ресурс, который необходим для решения задачи 
оптимального гарантированного управления системы (1.1) в случае, если целевая 
точка находится на множестве Ст։. Соответствующая управляющая функция и 

траектория, переводящая систему из точки в целевую точку х։. получаются 

подставлением координаты х։ в (1 9) (фиг 1)
и = и (г1,х,,/1,0։,/)։ х = х (г1.,х,71,0!,/) (141)

Таким образом, начиная движение из точки X, в мометгг времени /0 СI 

управляющей функцией
и°(х'։,2!70,/1,/1 /е|/0,/1]

֊ \ Г- - 1 <1Ц)
111 (г^ХрбД,/) 4-0.]

можно гарантированно дойти до целевой точки х։ при се нахождении на множестве

С,. Значение функционала нс будет больше ./0 -У»՛ при любом положении точки 

хг
Если на траектории х'(х0,21,/с,/։,/) есть точка х։, в которой получается 

информация о;целевой точке х, в пределах множества 6։. то с помошыо принципа
—о /Л ~ \

максимума строится оптимальная траектория х (х։,х։./։,0г,/) и управляющая 
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функция и (х ։,х։, А, 0։,/), переводящая систему из точки х։ в точку х։ и дающая 
минимум функционалу (1.2) на интервале 4-0։ ].

‘А '1*0‘ '*+0< /_ _ \
</0‘=тш ]Ф(х,и)7/ = ] ф(хП(х։%х։,7։,©։>/),и■(хг,х։.Г1,е1,/))с/г (1 13)

где /,-время получения информации в точке х,. Очевидно, что в этом случае

|ф(х0(х0։2\Г0,?։,г)и0(х<>,21.,Г0,/։։/))^+<7о^/о + Л (114)

Если целевая точка нс находится на множестве 6,. в точке г\ или х։ задастся 

новое целевое множество 6,. В качестве начальной точки х берется г! или х։ и 

строятся соответствующие управляющая функция в траектория для (л>, повторяя 
рассуждения предыдущего этапа.

Допустим, система находится в точке хт ,, которая находится шш на границе 

множества С1П^. или на траектории, по которой система приближается к этому 

множеству. В этой точке получается информация о множестве С/п, где может 

находиться целевая точка х։ и существует оптимальное управляющее воздействие, 

переводящее систему на множество &т за время I т. Ставится задача приведения

>» —п։ • •системы (1 I) из точки хг1 ։ в произвольную точку г €ит с минимизацией 
функционала

Ь. -4-1=/ф(*>и)л <115)
U։

где -время получения информации.
Оптимальную управляющую функцию и фазовую траекторию представим в 

следующем виде:
х‘"=x‘n’։(xm_1,zM1/m-i J«,/) um 1 =un։ '(x^.pZ ՛,/«-!,/«,/) (1.16) 

а значение функционала будет

J«.i = min | ф(х,ц}// = | ф(х’"՜‘ixm_։,z

C-i
— ~՞1 z՜*Минимизируя J m-\ no z eC/m

i=min |ф(х(х|п_,л .t„ ։,f„,f)a0(xB։_։,z",fm.i,U։/))//= min min ]ф(х,и)е* 

։ ,ж՜*
получим точку in Gm. до которой можно дойти, используя наименьший ресурс

Оптимальное управляющее воздействие, приводящее систему на множество Gm 

с наименьшими ресурсами, и соответствующая фазовая траектория будут (фиг 1) 
x'n'=xm-5(xin 
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где z Г-минимизирующая точка из GM.

Обозначим через zm произвольную точку из множества Gm Требуется найти 

управляющую функцию, которая переводит систему из точки Z? в гонку 7.гп. 
.минимизируя функционал

М-гО.

^-!= (118)

где -время пребывания на множестве G„, При задаче быстродействия 

0т свободна.

Решая задачу (1 1), (1.18) с начальной точкой z'_" и конечной точкой zffl и 

максимизируя по z ,n

•'»-9и
7?, = max jo(x"-|(zr,zra,/„,0m4u" '(z?>zBi.,e„/))£Z/ = 

(к

= max min |ф(х.и)с//
»m=Gn ueP J

получим необходимый наименьший ресурс для решения задачи оптимального 
гарантировайного управления для системы (11), если целевая точка находятся в 
множестве Gm. Соответствующая управляющая функция и траектория, перс водящие 

систему из точки гГ в целевую точку х,. будут
“ »1-1 — ш-1/ - \ —ш-1 —ш֊1 / \
U =U (z. .Х,,/л>.0т,/), X =х ^z. ,x|t/m,0։n,/) (119)

Если информация о целевой точке получается до достижения границы Gtll. в 
точке хп։ траектории х": ,(xn։_I.z?,/»'-i-/'"^)- т0 Д-1^ системы (1.1) строится 

оптимальная траектория и управляющая функция
—л։-1 — »1 ) /ж а \ —лт-1 -т-1 /„ ~ \
X =Х (Xm,X.,L,$„,/). U =U (Хт»ХпАи,вт,0 0-20>\ т ’ I ’ пг ’ \ in ’ х ’ ’ “ ■ /

переводящие систему из точки х։п в целевую точку х։ и минимюнруюпше 
<|»ункшюнал (1 2) па интервале , / п + 0 ]

7--в_
J’.։ = min |ф(х,и)с// (1.21)

*а

где /,,։ -время получения информации в точке хт. В этом случае

|ф(։(х. +j”,<4,+Z > О 22)

й|
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Таким образом, начиная движение из точки Х1П_, в момент времени с

Фиг I

можно гарантированно долги до целевой точки х, при ее нахождении но множестве

2. Расчетная модель двухзвенного манипулятора и уравнении движения. 
Рассматривается двухзвенный антропоморфным манипулятор типичной конструкции 
(6]. состоящий из подвижной платформы и механической руки со охватом (фиг 2) 
Предполагается, ։гго рука представляет собой два абсолютно твердых тела (звена), 
соединенных шарниром О. Первое 5вено посредством шарнира С) связано с 

Фиг. 2

платформой, а на конце второго звена 
расположен схват с грузом. Шарниры 
О. О} идеальные, цилиндрические. 
Управление движением манипулятора 
осуществляется при помощи мектро- 
механических приводов, каждый из 
которых содержит линейный электро­
двигатель постоянного тока с незави­
симым возбуждением и редуктор.

Для описания движения 
манипулятора введем две 
прямоугольные системы координат 
(?х.х,х. и СЛг'х'х', с общим началомI & л I д Л
О и осью вращения платформы Ох

Система координат Ох,х5х. неподвижная. Ох[х'.х' жестко связана с платформой. 
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координатная плоскость Ох'.х^ совпадает с плоскостью руки манипулятора.

Введем обозначения а,- угол поворота системы координат Ох'х\х[ 

относительно Ох՝х:х.; (угол поворота платформы), а,-угол между первым звеном 

и осью Ох2 (угол поворота первого звена руки относительно основания), а, - угол 

между звеньями руки манипулятора. Ь = 00. - длина первого звена. А, = ОхОг - 

длина второго звена. / расстояние от оси шарнира О до центра масс первого 

звена. Л ֊ расстояние от осн шарнир;։ О. до центра масс второго звена.
Движение манипулятора в рамках принятой модели описывается системой 

уравнений Лагранжа второго рода
а эк дк гп „ ---------------=------- +й 
сП да, да, Ах,

(/ = 0.1.2) (2 1)

У равнения движений манипулятора получатся в следующем виде
^ап + /0(а,а.а) = а

ДД + Д2а, + /,(а,а.а) = й (2.2)
Л:։а։ * Л.а, + /.(а,а.а) = Й

С целью дальнейшего упрощения предполагаем. «по вращение манипулятора н 
целом относительно оси Ох. происходит независимо от остальных движений При 
этом уравнения (2.2) принимают вил

Аю^о ~ Со

Япа։ + 4:а, +/п(а,а,а) = Й (2.3)
А։а։ +Л,а2 + /22(а,а,а) = й

где Лу (/, / - 0,1,2) -постоянные коэффициенты, /и(а,а,сх) (/ - 1,2)-нелинейные 

члены соответствующих уравнений {6].
После перехода к безразмерным переменным

, I , пиТ? , ту.Т’ п
I = —; У =—(/ = 0,1.2)

Т. А Л
уравнения (2 3) принимают вид

аС="о
Д, .. Л (а. а, а)

----- ֊ = «:
А։ -4г

3. Применение алгоритма. Рассмотрим зала’П՜ управления манипулятором, 
движение которого описывается уравнениями (2.5) без нелинейных членов, а
а„ = соп51

а, + Ла.=и, 

а. +а: =м;

(3 I)

уравнение (3 1) напишем в следующем виде:
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а2 = у

и,֊Аи2 "1~«2 4 4 , 4
где п = -т-—, V = —-—~ ֊ управляющие функции. А = АХ2/ Ап

Введем следующие обозначения:
х, = ар х2 = а1։ х3 = а2> х4 = а2

Уравнения (3.2) в фазовом пространстве будут՜
х,=х2

X, -и
(3.3) 

х3=х4

Х4 = у
с начальным условием

х(О=х0 (3.4)

где {и. ь՛,-управляющие функции, х-фазовый вектор, х0-начальное состояние.

I, -начальный момент времени.
Функционал, характеризующий качество переходного процесса, представим в 

виде
т

У = |(м2(3.5) 

‘о
Требуется оптимально гарантированно привести схват манипулятора из заданной

начальной точки х0 в целевую точку՜ X
Допустим, что целевые множества имеют следующий вид:

и1? Ц={#(*1+4)*+*Ххз+а0 -1} <36)
где А,,Ь.,а},ау-постоянные величины и находятся в рабочем пространсгвс 
манипулятора. Целевые множества нс имеют взаимных пересечений и находятся в 
пределах множества достижимости.

Предположим, ’гго в момент /() известно множество 

^1=1 -1 (3.7)

с временем приведения /, . Ставится задача приведения системы из начальной точки

х , в произвольную точку г еС, с минимизацией функционала

Г1
= (3.8)

*’о
Применяя принцип максимума к системе (3.3). получим фазовую траекторию и 

оптимальную управляющую функцию, обеспечивающие минимум функционалу (3.8)
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(3.11)3 о = пип

-։
Минимизируя (3.11) по г е О,

0 = П11П 7 = пип пип 
Г «о.

(3.12)

получим точкуфз С/р имскмцую кратчайшее рэссгоянис от точки х0 в смысле

функционала (3.8). Минимизирующий вектор обозначим через г! с компонентами
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_ Ц Оо ~ А) 4- з(хм ~ *а ^У°2

3 + /^Л’(/| -/0У

д = - 0о ֊ А Г + бх^ + X/< (/, - г0/ (- З.го1 -г (/0 - /, )хо:,) 

б+2и;(б-/Д

,1 _ ^3^3 (А> ~ А У 4՜ 3(УМ * ~ А> )*04 )

' 3 + Х^(/| -/0У

д = - ЗЫл; (гс, ֊ /, )2 + 6х|Ц -г X />; (л ֊ /Д (֊ Зх0. + (г0 - ц )г..)

б 4-2%/>](?] ~ А>У

где л определяется из следующего уравнения:
Ню (^» * *У°- + ~ А> )*С12 У + 9/>3 (^з 4՜ Уоз + (л — А> X* У _ । (313)

(? 4- XЫ(А -/0) У р + х/>}(л -/0) У

Когда 6; - Ь2 = Ь'

с к։з4-яз: +М*о! +(А ֊^Ю+2«-!(^5+0՜. ֊А.кд)"- (.

1 4՜ (У01 4՜(/1 ~А>ХйУ 4֊(х03 +(/] -/0)х.^У
А - -уг—2ГУ-——————— (3.14)

ь%֊4
Подставляя г\ в (3.9), получим оптимальное управляющее воздействие, 

приводящее систему (3.3) на множество О’։ с наименьшими ресурсами, и 
соответствующую фазовую траекторию

Поскольку положение целевой точки на множестве С) произвольно, то в точке 

г' система управления должна иметь столько ресурса, который позволил бы дойти 

до любой точки г։ из множества начиная движение из точки г՝.. Для системы 

1,3.3) ставится следующая задача оптимального управления. Требуется найти 
управляющую функцию и0, которая переводит систему из точки г՝, в точку г։ 

минимизируя функционал

Г1‘Л . \
,7;= (3.15)

и
где 6, -время пребывания на множестве 6'.

Решая задачу (3.3). (3.15) по принципу максимума, найдем соответствующую 
управляющую функцию и траекторию, которые определяются из уравнений (3.9). где

х0 ->г!. г՝ -^2։, /0 ->/։, Л -> (/։ +9,)

Подставляя эти уравнения в (3.15) и максимизируя по г։
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И+6|
Jo = max min f (u2 + v2 )dt (3.16)

IjKGi U J 
n

получим тот наименьший ресурс, который необходим для решения задачи 
оптимального гарантированного управления системы (3.3), начиная движение из 
точки z! в случае, если целевая точка находится на множестве (д. 
Соответствующая управляющая функция и траектория, переводящие систему из 

1 т т
точки z. в целевую точку х , получаются подставлением координаты z։—> х

Таким образом, начиная движение из точки Хо в момент времени /0 с 

ресурсами ./0 4- Jo , с соответствующими управляющими функциями можно 

гарантированно дойти до целевой точки х при ее нахождении во множестве G}.

Если целевая точка не находится в множестве <7։, в точке z\ задается новое 

целевое множество G2;

(3.17)

в качестве начальной точки берется z'. и повторяются предыдущие рассуждения и 
вычисления.
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ИССЛЕДОВАНИЕ СОВМЕСТНОЙ РАБОТЫ АРМАТУРЫ И 
БЕТОНА ПОЛЯРИЗАЦИОННО-ОПТИЧЕСКИМ МЕТОДОМ 

Григорян Д. Г., Ширинян Р. А.

Դ. Հ. Գրիգորյան, Ռ. Ա. ՇիրինյանԱմրան ի և բետոնի համատեղ աշխատանքի ուսումնասիրումը րևեոա օպտիկական մեթոդովԴիտարկվում է ամրանի և բետոնի առաձգականության մոդուլների ազդեցությանը նրանց համատեղ աշիոօաանրի վրա Այդ նպատակով ամրանի և բետոնի աշխատանքը մոդելավորվել և ուսումնասիրվել 1. ք Ատս» օպտիկական մեթոդով: Բերված հն տարբեր մոդելներում իգոխրոմների նկարների օրինակներ. |il)>up> ,;սւ1, կոմպենսացմտն մեթոդով որոշված՛ կոնտակտի մակերևույթում գործող շոշափող լարումների րսւշ]ււփւ։ծ։ւ։րյէ1մւները' ըստ ներդրակի ամրակցման երկարության:
I). H. Grigoryan. R. Л. Shirinyan

Researching of the combined action of die rcinforchig steel and concrete 
by photo-elasticity method

Рй.с.чатрнвается илияпве модулей упругости арматуры и бетона на их совместную работу'. 
С ЭТОЙ целью работа арматуры и бетона была смоделирована н исследована 
солмрлзационно-оптпчсским методом. Приведены примеры картинок изохром ни разных 
моделях .1 также распределение действующих касательных напряжений на поверхности 
жшпйкта по длине заделки вкладышей, определенное методом компенсации.В основе применения железобетона в конструкциях лежит совместная работа бетона и арматуры, которая в действующих нормах |1| оценивается длиной зоны анкеровки обычной арматуры, равной:

( R ՝՝՛!
Ли = + Нк кь )

где - расчётное сопротивление арматуры для предельных состояний первой группы. — расчетное сопротивление бетона осевому сжатию д\я предельных состояний первой группы, с1—номинальный диаметр арматуры, (ол., в Хи!( - коэффициенты.Длина зоны передачи напряжении для напрягаемой арматуры определяется по аналогичной формуле. В обоих случаях длина зоны анкеровки зависит от прочности бетона И*. Достаточно ли этой характеристики для того, чтобы описать влияние свойств бетона на сцепление? На этот вопрос нельзя ответить однозначно. Для плотных бетонов естественного твердения при хорошо подобранном составе, обеспечивающем нормальную структуру и небольшую усадку, параметры сцепления удается связать с прочностью бетона. 11о если эти условия не выполнены, картина изменяется.Так. при изучении влияния пропаривания бетона на сцепление с арматурой, было обнаружено, что при равной кубиковой прочности, бетон, подвергшийся пропариванию, имеет лучшее сцепление, чем бетон нормального твердения |2|.
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При горизонтальном положении арматуры, когда слой бетона под ней превышает 8 12см, начинает заметно сказываться явление, которое условно называют "осадкой" бетона. Дело в том, что в результате явлений, происходящих в бетоне, под арматурой возникает слой бетона с недостаточной плотностью, а иногда даже зазор [3| Итак, мы вновь убеждаемся в недостаточности кубиковой прочности, как единственны։ характеристики свойств бетона для определения £ли.По формуле (1) прочность анкеровки прямо пропорциональна кубиковой прочности бетона, а повышение прочности бетона приводит к увеличению усадки, что. в основном, негативно влияет на сцепление арматуры с бетоном, в результате, когда мы увеличиваем прочносн, бетона, мина зоны анкеровки может не уменьшаться, а наоборот, увеличиваться [4|.Вышеуказанное обстоятельство относится как к тяжелым бетонам, гак и к легким. А для легких бетонов доказательства недостаточной и кубиковой прочности как единственной характеристики сцепления бетона с арматуруй более очевидны. Так как заполнители для их изготовления более разнообразны, т. е. в зависимости от заданных условий бетоны одной и той же прочности могут существенно отличаться по составу и иметь в связи с этим различные свойства. Если принят!., что при одинаковых условиях твердения и неизменном составе прочносн. тяжелого бетона возрастает практически в той же степени, что и прочность анкеровки, то для бетонов на пористых заполнителях подобная связь между прочностью бетона и его анкерующей способностью не характерна. Это можно объяснить следующим образом: в легких бетонах в отличие от тяжелых заполнители, имея относительно малую прочноегь, различным образом влияют на кубиковую прочноегь бетона и прочносн. анкеровки.В действующих в РА пособиях по проектированию обычных |5| И продн а пряженных |6| железобетонных конструкций мина £л|| д\я всех видов легких бетонов на естественных пористых заполнителях при одинаковой их прочности с тяжелым бетоном должна быть увеличена на 20%. Однако, теоретические и экспериментальные исследования |7|, |8| показывают, что при описании д\ииы зоны анкеровки кроме прочносн։ бетона и величины, участвующих в формуле (I). должно учитываться и значение модуля упругости бетона Еь. тем более, что в конструктивных легких бетонах |5|, [6| на местных заполнителях РА, при одинаковой прочности, модули упругости бетонов могут отличаться до 25% в зависимости от их плотности и вида заполнителя.В габл. 1 приведены значения модулей упругости тяжелых и легких бетонов в зависимости от их класса но прочности на сжатие. Таблица I 
-------------- ։Класс бетона Модуль упругости бетона ---------------------------- -

ег/еатяжелогоЕ^сЮЛ МПа легкогоЕлх10 3, МПаВ10 18.0 14.0 1.28В20 27.0 17.0 1.59В25 30.0 18.5 1.62
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Как видно из табл. 1, при одинаковой прочности, модули упругости тяжелых и легких бетонов в значительной мере различаются друг от Ч*\-та Естественно, что при таких условиях принятие единого коэффициента в формуле (11 неправильно.По результатам опытов, проведенных в этом направлении [9), после мячижения возраста, близкого к 28-дневному, прочносгь бетона увеличи­вается более медленно, чем уменьшается длина зоны анкеровки. Авторы объясняют это явление тем. что наличие пористых гранул заполнителей, чтраничивающих существенным образом кубиковую прочность, необяза­тельно должно ограничивать анкерующую способность бетона, так как гранулы пористого заполнителя оказываю։ непосредственное влияние на кубиковую прочность, являясь в момент достижения предельных деформаций и образования микротрещин очагами концентрации местных напряжений, а на прочность анкеровки пористый заполнитель оказывает косвенное влияние, поскольку он отделен от арматуры слоем цементно- пггечаного раствора.Учитывая данное обстоятельство, мы попытались выяснить влияние 01ио|пения модулей упругости арматуры и бетона на распределение касательных напряжений, образующихся на поверхности контакта арматуры и бетона. Учитывая сложное распределение напряжений и деформаций на поверхности контакта, они определялись поляризационно- оптическим методом, который обладает преимуществом по сравнению с механическими и оптическими тензометрами, так как он выявляет общую картину распределения напряжений, тогда как тензометры дают сведения лишь дуя отдельных точек. Эта особенность метода позволяет’ сравнительно легко исследовать поля напряжений для всех точек |Ю|.Для исследования совместной работы арматуры и бетона поляризационно-оптическим методом, в изготовляемых моделях в качестве оптически активного материала были выбраны пластины толщиной 5:5 мм. изготовленные из эпоксидной смолы марки ЭД-16 (фиг 1), модуль упругости которой 3100 МПа.

Пластина из Эпоксидной смолы Фиг. I.После изготовления вкладышей и пластин они приклеивались дру։ к другу клеем из эпоксидной смолы марки ЭД-20, затем образцы выдерживались трос՝ суток дуя затвердения клеяТак как в совместной работе арматуры и бетона нас интересовало влияние отношения модулей этих материалов на прочность анкеровки арматуры, мы в качестве вкладышей использовали стержни с разными механическими свойствами, при этом было необходимо, чтобы отношение модулей стержней и эпоксидного компаунда варьировалось в достаточно больших пределах. Для изготовления вкладышей были использованы следующие материалы: сталь, дюралюминий, стеклонолокн истые композиционные материалы и дерево, вырезанные по направлении волокон. Из стекловолокнистых композиционных материалов 



использовались стекловолокнит АГ-4С и стеклотекстолит марки СТЭФ. В качестве материала для деревянного стержня был использован дуб.В табл. 2 приведены значения модулей упругости использованных материалов, определенные нами но стандартной методике и их отношения к модулю упругости эпоксидного компаунда. Из табл. 2 видно, что отношение модулей упругости материалов для вкладышей к модулю упругости эпоксидного компаунда изменяется в больших пределах. Соотношение модулей упругости арматуры и тяжелого бетона естественного твердения изменяется в пределах 5... 10, а для легких бетонов—в пределах 9... 13. То есть, к совместной работе арматуры и бетона более близка работа моделей с вкладышами из стеклотекстолита марки СТЭФ и стекловолокнита АГ-4С.__________________________________________________________________________ Таблица 2
Материалы вкладышей Модуль упругости, МПа

Отношения модулей упругости вкладышей и эпоке, компаунда1 Столь 210000 67.72 Дюралюминий Д1б 70000 22.63 СТЭФ 27300 8.84 АГ-4С 22500 7.35 Дуб 12650 4.1Исследования напряжений поляризационно-оптическим методом были проведены в лаборатории фотоупругости Института механики ИЛИ РА. Определение напряжений в моделях было выполнено двумя методами: методом полос и методом компенсации. При определении напряжений методом полос с помощью интерференционных картин определяются оптическая разность хода лучей и направления главных напряжений по всему нолю модели. Исследование модели методом полос проведено на поляризационно-проекционной установке ППУ-7 |11|.На фиг. 2 приведены примеры картин изохром при использовании в моделях вкладышей из разных материалов. Эти картины подтверждают то мнение, что при больших значениях отношений модулей упругости вкладышей к модулю упругости пластины (67.7 и 22.6), в основном, работают внутренние концы вкладышей, т. е. усилия с вкладышей на пластину передаются главным образом через окончания, а в случаях, когда материалы, из которых изготовлены вкладыши, имеют более низкий модуль упругости, в частности дерево. АГ-4С или, СТЭФ. при которых отношение их модулей упругости к модулю упругости эпоксида составляет соответственно 4.1, 7.3 и 8.8. касательные напряжения концентрируются вблизи свободной поверхности, что характерно для совместной работы арматуры с бетоном.Исследование распределения контактных касательных напряжений проведено методом компенсации на координатно-синхронном поляриметре КСП-5 (111.Касательные напряжения определялись по формулеTxy = (gl 9°2-sin(2(p) (2)
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где о։ и о, —главные напряжения в наблюдаемой точке модели (о. > а2). ф-угол между осью X и главным напряжением о,.
а) б)

Ври1 ։')

Фиг 2 Картины изохром а) АГ-4С, б)дерево, в)сталь, г)дюралю.миний (Цифрами указаны порядок полос)
Разность главных напряжений определяется по закону фотоупругасги 5 = (а.֊о;)-Ссё (3)где о —оптическая разность хода, мкмС«—относительный оптический коэффициент напряжений, для эпоксида в наших опытах мы принимали Со = 45x107 см’/кг,

И-толщина пластины 5.5мм,На фиг. 3 приведены величины действующих касательных напряжений между пластиной и вкладышами из дерева, дюралюминия и стеклотекстолита СТЭФ, при нагрузке 24кгс, откуда видно, что параллельно увеличению отношения модулей упругости вкладыша и пластины, значение касательных напряжений уменьшается вблизи внешнего конца и увеличивается вблизи внутреннего конца вкладыша. Независимо от материала вкладыша максимальные значения касательных напряжений находятся на расстоянии 0.11. от края пластины.
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Полученные результаты позволяют установить зависимость величины мины зоны анкеровки от отношения модулей упругости вкладышей и пластины. На фиг. 4 приведена зависимость длины зоны анкеровки, необходимой для передачи 70% действующей нагрузки, от отношения модулей упругости вкладышей и пластины. Как видно из фиг. 4, длина зоны анкеровки зависит от соотношения модулей упругости применяемых материалов.
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