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Կոնտակտային խնդիր երկո։ անվերջ ստրինգերներով ուժեղացված

ШПШ ձգական սափ համար
Աշխատանքում դիտարկվում է անվերջ համասեռ սալի խնդիրը, որը ուժեղացված 1 երկու ղուդահեո 

անվերջ առաձգական սսւրինգերսերով: Աալր դեֆորվացվում է ստրիսդերների վրա ազդող ուժերի 
ազդեց արյան տակ, որոնք ուղղված ես ստյփնգերսերէւվ: Ֆարիեյի ձևափոխության օգնությամբ որոշված 
են կոնտակտային տանդեեզիսղ ւարւոմսևրր ե ստրինգերներում նորմալ թորումները Այդ լարանների 
համար ստացված ես ասիմպտոտական բանաձևեր, որոնր բնութագրում են լարումների վարքր ուժերի 
ազդման կետերի շրջակայքում և նրանցից հեոու կետերում

Grigoryan E.Kh., Sargsyan K.S.
The contact problem for clastic plate strengthened by two infinite stringers

В работе рассматривается задача для бесконечной однородной мластины. усиленной 
двумя бесконечными парамельными упругими стрингерами. Пластина деформируется под 
действием сил приложенных к стрингерам и направленных вдоль стрингеров. С помощью 
преобразования Фурье определены контактные тангенциальные напряжения и нормальные 
напряжения, действующие в стрингерах. Для этих напряжений получены асимптотические 
формулы. характеризующие поведение этих напряжений вблизи и вдалеке от точек, 
приложений сил

1. Пусть бесконечная однородная пластина малой постоянной 
толщины Н усилена двумя параллельными бесконечными стрингерами и 
деформируется под действием сосредоточенных сил, приложенных к 
стрингерам и направленных вдоль стрингеров.

В исследуемой задаче относительно стрингеров принимается модель 
контакта по линии, т.е. предполагается, что тангенциальные контактные 
усилия сосредоточены вдоль средней линии контактного участка, а для 
упругой однородной пластины справедлива модель обобщенного плоского 
напряженного состояния. Задача заключается в определении контактных 
тангенцилаьных напряжений и нормальных напряжений в стрингерах.

Задача для упругой пластины усиленной одних։ бес.конченым 
стрингером, рассматривалась в работах [1.2].

В рассматриваемом случае уравнения равновесия пластины запишутся 
в виде:

խ + 2|Հ)£ճ+(?; + ս)2ճ+Ա Ճճ + Х(х. у).о
‘ дх2 'дхду ' ду1

d2v Л- >. \#2v л. \ д2иU.----7 + (л + 2ц )-----  + (л + Լ1)-------= 0 (1.1)
дх՜ ՛ ду вхду

(- X < Д- < х; - х < у < х ) 
где
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X (*! У) = уу [Р (х;«)б (у - <г)+Р (х;-о) 6 (у + а)]

Р(х; а) = /л(х; а); Р(х՝-а) = Ьх(х;-а).

х(х:а)՝, т(х:-а)֊ контактные напряжения, Ь - ширина стрингеров,

. 2Хцл. с------- , \ и ц-упругие постоянные Ламе.
X + р

Учитывая модель контакта по линии, уравнение равновесия стрингера 
при у = а, когда на него действует сосредоточенная сила Лб(х), 

запишется в виде:

Р, - Р(х\а) + /?&(х) - 0 (1.2)
Ах 

при условии
X
р>(л)А=Л (1.2)
-X

где <у(х;«)-интенсивность нормальных напряжений стрингера, Е. = ИЬ- 

площадь поперечного сечения стрингера, 11 - толщина стрингера.
Отдельно рассмотрим четную задачу, когда силы, действующие на 

стрингеры, имеют одинаковые направления и величины 
(R = R, ;</(х;«) = </։ (х)) и нечетную задачу, когда действующие силы 

имеют противоположные направления (R = R,:ц(х:а) = <7:(х)).

Рассмотрим четную задачу. В этом случае Р(х;«)« Р(х’,-а) = Р{ (х), 

естественно и(х;а) = и(х;-а), следовательно

х (*» У) “ К>* - «) + б(у + а)] (1.3)
н

Применив к уравнениям (1.1) преобразование Фурье по переменной 
х и разрешив полученные уравнения относительно /7։(о;у) и У։(а;у) 

при у = и . получим:

-/ \ о/ \ Г (^*+3н) (^+Р) -2!о:аи. (а: а) = Р (а У —А-------- -- -------------т-.-------\— а в +
|У М |[4ц(а +2ц)Я|о| 2ц(Х +2ц)Н

К +3ц
4ц(>: -2|1)//|о|

7(а) = р(л-)е'“Л. /(х) = ֊ р(а)е-“йО.
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Уравнение равновесия стрингера (1.2) запишем в перемещениях, имея 

в виду, что (х) = .
ах

Е,Е, ЕхЕ, (1.5}

Применив к уравнению (1.5) преобразование Фурье, получим:

где £х - модуль упругости стрингера.

2_ / X /^(а) /?1
-ан,о) = ֊!-^-------— (1.6)

Далее имея в виду условие контакта 
м։(х;«)«мл(х) (֊ос<х<оо) 11.7)

ДЛЯ Р.(а) получим

Применив к уравнению (1.2) преобразование Фурье, для определения 
<7(0) получим:

где

— 77?р^-֊ (1'8)
Т + 2|О|е сп|0| а - као е

т 4ц(>.'+2и.) Н , г(х’+ц)
Т = -Ц--------—•------- : к = -А------ — (1.9)

А +3ц ГХЕХ \ + 3и

следовательно, с = 0 .
Таким образом, для ^(о) получим:

. _/ х Р(а) R
-ю<?,(о) = -~7Г <1.101

7\ Л
Отсюда

б/, (о) = —— - + сд(а)
1 аГ, Г5а

Так как г/, (л)-нечетная функция, то и д. (а) - нечетная функция,

_/ х г/?, каве"1"4-2sgn(Jt>՜՝’ ՜'ch|cu^
Гт оН Ф Ы 1 '*>!« 11111

7 +2|<з|(? сЬо\а-кас е

Окончательно для искомых величин 7^(д) и б/((х) получим:

х ТЕ. \ соъох(1о
R (х) = Г--------------------------------7֊— (1.12)

и *1,Т - 2ае-оисЬоа - као'е՜՜'^
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/?, р(Ат?ае՜20“ - 2е'олсЬоя) бн] ах 
лЁД Т 4-20^’оис1юй֊Ада?е՜2^ °

Интересно заметить, что при а —> 0 ,\\я Р (х) получим:

1К{ рСОБОХ
2я«| Т/2 + о с!а

из которого видно, что жесткость стрингеров удваивается. Это говорит о 
том, что при приближении стрингеров их жесткость как бы 
увеличивается

Приступим к получению асимптотической формулы ,\\я Р{(х)՝ когда

\х\ —» эс . Для этого заметим, что при |о| —* О

I \ Л I 2

2(1 + к^а'-Т1 +4(2-гк)аТ + 8

7՜՜’
(4/3 2к)а'Т՝՜ + (к2- У2к + п}а2Т +12(2 + к)а ■

7՜’
+ °Й) 11.13)

Тогда по известному свойству интеграла Фурье получим при х| ֊•» ос :

^֊■^[^к)а2Т2 + 4(2 + к)аТ +8] 
(ТхУ (Гх)

+ О(х՜6)

Здесь были использованы формулы [3]

/'’-‘[а2я]= (-1)Ч12я,(х), R = 0;1;2;... (1.15)

Я
11.14)

где Г| |-обобщенное преобразование Фурье, а Г՜1! (-обратное 

преобразование.
Для получения асимптотической формулы (] (х) при |х| —* », 

пользуясь формулой (1.2) и (1.2՜) выражение <?։(х) запишем в виде:

Л« X Г*

Далее имея в виду нечетность функции из формулы (1-16) с 

учетом (1.14) при х —* « получим:

/?, р’2 2Т 

я/-; тх (тх)-
[2(1+к)а2Т2 ±4(2-ук)аТ + г\ + 0(х 5) (1.17)
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Определим асимптотические формулы для Р,(х) и б/.(х) при |,г| —*■ 0. 

Для этого представим /’(х) в виде

(Ъ2 -5

{ (Г* + 5 + де՜2’
Г/?. * СОБ0.Г ,—- Г-------б/0
л Г + а

а (1.18)

Г* -Га
Заметим, что при а -* х из (1 18) получится решение задачи для 

одного стрингера (1.2]. который имеет вид 

ТЯ. 'собой , ГЯ.
—- Г-------- (/а - —*-
л •' Г + <1 л

Полу ч и м 11 редста вление

֊ - $|(хГ) я։п(хГ)- С1(хГ)соб(хГ)

О < х < х (1.19)
интеграла (1 19) и виде ряда, для чего 

разложим подынтегральное выражение в ряд при а -* х :

1 А/ г

Т + а О
Тогда в силу свойств интеграла Фурье будем иметь

где |3]

о՜2՞՜2

-4—-[ч’(2т + 1)-Ч>(1)+С - 1п|х| 
л(2/и)!

(1.21)

где С - неизвестная постоянная. подлежащая определению, 
41(2)-известная функция пси.

Для определения С интеграл (1.20) представим в виде

-соя ал- , I--------ао = аI
° • / п—Бшохап
Г

(1.22)

где

£хГ1п— я)п0л«/о - ц>(1)-1п(Гл)
•п т

Сопоставляя формулы (1.20) и (122) при |х(-*0, получим С-ф(1)

Таким образом, получим следующее:
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1 —-51(хТ) <т(хТ)- Сл(хТ)со$(хТ) = — [ф(1)- 1п(7х)] + —
2 л 2л

+
1 |Тх|2^՛
2 (2/72 +1)! ' (1.23)

где ряд сходится при любых .г.
Окончательно для ^(х) при |х| < а получим:

V (-1)'

т-

/ ч . х ЯТЫ
Д + Ц>(1)-1п(Тх)+—у-

,2т

л

Л

где

(1.24)

Л
(*? -5)?|-|)е г’ф-

+ $ + .\т -кх2е ')(/
(1.25)

Можно утверждать, что первый ряд в (1.24) сходится по крайней мере 

при |х| < а.

Для получения асимптотической формулы для д. (х). когда |х|—>0, 

воспользуемся следующим представлением |1.2), (1.2՜):

(126)

Подставляя выражение ^(х) из (1.24) для с/|(.г) при х| —* 0 получим:

1 +4р(2)֊1п(хТ)]+^И+ (1.27) 
пД (2т-2)! \а) 4

у(-1Г(ггГ”
,21 2Г(2т + 1)! -—^х

2. Рассмотрим нечетную задачу. В этом случае в уравнениях (1.1)

*(х;у)=“^[б(т-а)- б6' + а)1
(2.1)

где
Л(х) = /’(х;а)--Р(х;-«).

В рассматриваемом случае для и(о‘.а) получим (1.1):
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и (о; а) = Р2(о) л + Зи
и(х' + 2ц)//|о|

е“01о!5Ьа|а| '■ + Ц ае~2а՞' 
и(к* + 2ц)/7 (2.2)

Поступая аналогично, как и в четной задаче, для Л(о). <7г(о) в 

исследуемой задаче (R = К2;д(х:а) = (/;(х)) получим:

_  7՜/?
Рг (°)" , -и . Л .2 (2'31Т + 2|а|е 1 8па;а] + кас е

[R, касе՜՜“՞' + 2я§паг'|1:,'и5Ьа|о| .
Ч'- ° л Г + 2|о|е’|°!“5Ьа|о| + Ааа2е‘։'101 12 41

Таким образом, для искомых величин Р2 (л՜) и ф2(х) находим:

, ч 77?, * со$сх4с
- Я ^Т + 2|о|е-^ЬНа + ^02е-^

/?2 ’ 2е'оа$Ъао + касе՜2
—— Г-------------------------------;—;—81 п
л7-\ 'Т -!֊ 2ое"Ои8Ьаа + кас е

(2.6)

При «-*0 Р,(л) = 7?,б(х), т.е. жесткость стрингеров стремится к 

нулю. Значит, в случае нечетной задачи, при приближении стрингеров их 
жесткость как бы уменьшается.

Приступим к получению асимптотической формулы ^хя Л(х) при

|х| -» х . Для Р2 (о) имеем

Л(а)=7?2
1 _ (2 *(2 + к}-д2 

т т т2

+ О|;а|՜) , И՜*0

2(2 + 3£)д3] 4

3 Т

(2.7)

Тогда для Л(х) получим:

Рг(х)-Яг12о^+^27 + 0(х-6).

Используя формулу (1.16), для ^2(х) получим:

^и)--я;4<'?(иАЦ + о(|^"5).2 2 ятт; .? у՛ 1 7 И՜*00

(2-8)

(2-9)

Аналогичным образом получим формулы для и ЧЛХ) ПРИ

|х|<а.
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+ 4>(l)֊ln(Zx)+—i +

т +
(2-Ю)

л"(~) +х[ф(2)-/Л(хТ)]+^֊^+ (2.11)
£.(2т~2)\\а) 4

/<
—-sgnx 
2FV

где

•ЦТ՜’ + 5 - 5в'2' + к$2е՜2')(?” + л՛)

Из полученных результатов можно получить решение задачи, когда 
при у = а по направлению х действует сила Рб(х), а при у «= -а - сила 

(2&(х). В этом случае контактные напряжения равны

1>(х; а) = Р, (х) + Р2 (х): R, + R, = Р 
/’(х;-а)»/’(х)-Л(х); Л,-R,-С
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О ЛОГАРИФМИЧЕСКОЙ ОСОБЕННОСТИ 
НАПРЯЖЕНИЙ В АНТИПЛОСКОЙ ЗАДАЧЕ ТЕОРИИ 

УПРУГОСТИ ДДЯ КЛИНА
Саргсян А.М.

1ԼՄՍ արդս յան
Սեպի եամայ։ առաձգականության տեսության հակահարթ խնդրում լարումների լոգարիթմական 

եզակիության մասին

Աշխատանքում հետազոտված է սեպի համար աոաձգականաթյան տեսության հակահարթ 
խնդիրներում լարումների լոգարիթմական եզակիության առաջացման հնարավորության հարւյր կախված 
եզրային պայմանների տեսքից և սեպի անկյան թացվածքի մեծությունից

Ստացված են պայմաններ, որոնց դեպքում սեպի գագաթի շրջակայքէս U լարումներդ ունեն 
|ոզարիթմական եզակիություն

,K.M.Sargvian
On logarithmic MtigulanUc» of tlrotc* in an anüplanc prvbkm of elasticity theory for it edge

В работе исследуется »опрос о »оэможиосп։ пожалеют логарифмической особенности 
напряжений в лнтиплоскнх млачах теории упругости для клина н зависимости от вида 
граничных условий и величины утла раствора клина

Получены условия, при которых а окрестипстн вершины клина напряжения имеют 
логарифмическую особенности

Известно, что решение антиплоской задачи теории упругости для кли­
на стремится к бесконечности при некоторых значениях угла раствора 
клина. Такой факт в [1] назван парадоксом, для устранения которого было 
привлечено однородное решение. Этот же метод был успешно применен в 
(2] при решении аналогичных задач .для цилиндрически-анизотропного 
клина.

В этих и других работах [3, 4] показано, что напряжения в 
окрестности таких углов имеют логарифмическую особенность

В работе [5] установлено, что парадокс, как таковой, не существует и 
его появление связано с выбором метода решения задач.

В данной работе обсуждается вопрос о возможности появления 
логарифмической особенности напряжений в задачах теории упругости 
для однородного изотропного клина находящегося в состоянии 
продольного сдвига, в зависимости от граничных условий, вида внешних 
воздействий и величины угла раствора клина.

Антиплоская задача для клина занимающего в цилиндрических 
координатах область 0 £ г х , - 0. £ 0 0։. - х < 2 < х
формулируется в виде следующих трех граничных задач

э:ыг(г,о) 1 аиДг,е) 1 а\(г,е) ։
дг: г дг г՜ о»6: 

и0։(г/а)°. г<а. агО

и: (г, ± 0, ) - и ’ ((/> - г)/(Ь - а )1 a ճ г ճ b (2)
0. г > b
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Ти.(г. ±0,)
т0(г/а)3. г^а, Р>-1 

0, г > а
(3)

Ч(г.+ 0։)-
тп(г/а/, г*а, у >-1
О, г > а

г<а, у>-1 <4)

«.-(г,-01)= "о 

О,

((Ь->•)/(/?-я)), а*г*Ь 

г>Ь

где и.(г, 8) — перемещение 
напряжения

по направлению оси г, т& И Т

0)
6’Эм. { т Эм. 
------ -. т„(г, 8) = 6—- 
г об ‘ дг

и т,; заданные постоянные величины, (т —модуль сдвига материала
клина.

Применяя к интегральное преобразование Меллина, для
и.(г, 8) в случае граничных условий |2|-(4) получим соответственно

1 51п р(8: + 8) + р(8։ - 8) / г ՝
2 ш ֊ (р + а) $1 п 2 pH1 1,а /(р№> (5)

и<»(г>в) = _£г——
2яИ р(р + р + 1)С05рЭ)

(6)

1 $1п р(8։ - 8) 4- м^р/(р)‘С05 р(8. - 8)/ г
2да«| р(р + V +1)со5 2р0։ (7)

где путь интегрирования (Л) проходит правее мнимой оси комплексной
плоскости р, но левее ближащих особых точек 
функций в |5)-|7).

подынтегральн ы х

Ь-Ц р р + 1
Для исследования характера распределения

Г*■и՜^
напряжений в

окрестности вершины клина (г —* 0) дополним прямую (/>) влево
некоторым полукругом и применим теорему о вычетах.

Подынтегральные функции в (5)-(7) имеют только простые полюсы, 
если среди нулей их знаменателей нет совпадающих. Например, в (5) нули 
не совпадают, если при данном значении а угол раствора клина 
26։ * лЛ/а, (к =1.2...). Несовпадение нулей в (5)-(7) имеет место 
также и в тех случаях когда 0 < а < 1/2. ֊ 1 < |3 < -1/2, - 1 < у < -3/4 
при любом значении б։ из области 0< 26։ 5 2я. Во всех этих случаях в 
окрестное! и вершины клина поведение упругих перемещений и 
напряжений можно представить в виде
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. \/ \ А։,)
и<’>(г, й) = см(е) -I + £>1 (0)[ - 

\а) \а )

<։>(г,0)--------֊ +-------^֊ - (8
а \ я / а \а)

т<„ 0) ^(вуг?՜' , Д>(“)(6)/г\^1-1
°՜ ' (М . а / л <78 I а .

где
п = 2,3,4; и2 = «, и3 =₽ + 1, и4 = у +1; р{'} = р[?| = л/2Н։, р.‘4' = л/49։

с<2)(е) = 2и., 5тъ։20։ СО5У20 + 2и{ СО$У261 5Ш У,Э 
5ш2и26.

С<’>(0) _ *>^9, 

Ъ’з соя и,01
и\.2

1*н " 1(п
2

С<4)(8)
А',՜ 5ш-ц4(8| +В) + ц(;у4/(-у4)со8у4(81 -9)

О<2>(0)

О<4>(0) =

1’4 соз2у46։
2и,/(-р;:>)со5/>;:|0 о, 2А,,5шр11Э)9

20,(р‘2’--и,) ՝ л(р‘”-иэ)

к; 5т/?,(4)(0, 4-0)-И<оР1(41/(-р!4>)сО5р|('')(0| -0)

я(р‘4*-и»)

Из (8) видно, что и в случае граничных условий (2), когда на границах 
клина заданы значения упругих перемещений, напряжения, кроме 
обычной степенной особенности, имеют также независящую от угла 8, 
особенность г“՜1 при 0 < (X < 1. Причем, в отличие от граничных 
условий (3) и (4), в этой задаче обычная степенная особенность (г/«)р‘ 
исчезает при и» = -и^. Во всех задачах независящая от угла 0. 
особенность напряжений не появляется, если а > I, Р > 0, у > 0.

Заметим, что в случае граничных условий (4) в выражениях д\я 
напряжении дополнительно появляется слагаемое г • , где
р$4’ = 1.5я/26, |б].

В подынтегральных функциях (5)-(7), кроме простых полюсов р = -а 
и /? = -л^/281, р = -(Р+1) и р =-л(2А-1)/20,, р»-(У + 1) и 
р = -0.5л(2Л -1)/26։ появляются и полюсы второго порядка при 
некоторых значениях угла 6^ определяемых из условий

ш??/2е։ = а, я(2/« ֊ 1)/20, = р +1, 0.5я(2ж ֊ 1)/26։ =7 + 1 (9)
соответственно (т = 1.2,...).
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При выполнении условий (9). т.е при совпадении полюсов подынте­
гральных функций, для упругих перемещений и напряжений получим 
следующие формулы:

д;л,(е)-в'в‘(0)1п

* 1 + V. 1п (10)

(1А'лп)(в) гГ1-«

<10 <10
1п — 

а
(1В1п) (В) / г

№ «

где штрих нал суммой означает к * т.

а<:> (֊1)՞ д». 2*,֊(-1)՜ д|4, 2(֊1)’
20, ’ ՛ .1(2»!-1)’ * Л(2Л1֊1)

Р?֊^-(2А -։). рГ-^(24-1)
2о, 2п, 28|

^«■'(’0) • (20.1< + 2Вм,)со$~-/лсо8и,В-(20|м, + 2Вм;)К1П֊л:5т 1?2В+
2 2

/ (-V- )[2н, 5Ш
Л Л—/ЛСО5и,0 * 2и. СО5 —/ИБШ и,61
2 2 '

10
.4/' (В) = Всо$ и,В-------—----- $Ш и,0п 3 2л(2/и֊1) 3

'(В) = Л,’[Бтр4(01 + В) + (У, т 0)со5и4(В. + В)] +

+ «о ид(0) ֊0)8Й1и4(0։ -0) + (1-и4/ (-р4)֊
2В,

л 2Л-1
) сози4(0. -0)

В^2>(0) = 5]п-?нсо5и;6 - 2и cos‘-msm\.՝zB

В;-՝(0) = 5ти.е, в;4’ = .мп иДВ, + В)

в;2\в)=(-1У
(2/Л 8Ш р/‘В: СО8 р/'В - 2^/1 СО5 Р^2,0։ р^'0)/(~р{2))

20, (рР -Ь’2)

в;՝:(в) -(֊!)՛•
Збш р;3)е 

я(рГ’-и5)՝

в;4|(0)-(-!)'■՛ 2(*,-5трГ'(о,±о)^н„/>Г7(-рГ|)со&Р14|(е1 - о»

я(рГ -V.)
Как следует из НО) напряжения при г —* О имеют логарифмическую 

особенность, если V, =1 (л « 2,3,4). т е. когда
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а) а = 1, б) 3 = 0, в) у-0 (И)
а) а = 1. Из первого условия (9) следует, что логарифмическая 

особенность напряжений появляется только при двух значениях угла 
раствора клина: 20, = Л (когда т = 1I и 20, = 2л (Л1 = 2). В последнем 
случае, кроме логарифмической особенности, возникает и обычная 
степенная особенность г'. Поэтому, при н2=0։ а 20,-Л, исчезает 

логарифмическая особенность, а при 20, = 2л - степенная особенность. 

При м,-0 исчезает логарифмическая особенность для 20, = 2л 
Аналогичный результат был получен в работе [4] при изучении 
антиплоской задачи электроупругости для клина, на границах которого 
электростатический потенциал линейно зависит от г

В интервале 0.5 а < 1 (л < 20, < 2л, т = 1) возникает обычная 

степенная особенность г °՜1 (а = Л/20,) и особенность смешанного типа 

га-:1пг. При м2=0 исчезает второй тип особенности, а особенность 

г“՜1, представляющая собой обычную степенную особенность, в данном 
интервале изменения параметра а устранить невозможно.

Если а > 1, то возникшая обычная степенная особенность 
устраняется при и2 = 0 .

б) р = о. В этом случае логарифмическая особенность возникает 

только при 20, = я (ли = 1) и устранить ее невозможно.

Для произвольного значения р из интервала - 0.5 Р < 0 

(л < 20, < 2л, т = 1) ив этой задаче появляются особенности типа г и 

г' 1пг (р = л/20, - 1) которые также невозможно устранить.

При р > 0 имеет место обычная степенная особенность, когда 

л < 20, £ 2л.
в) у = 0. Здесь логарифмическая особенность появляется при 

20. = л/2 (щ =1) и 20, = Зл/2 (;« = 2). В последнем случае появляется 

и обычная степенная особенность г '.
В интервале -3/4^у<-1/4 (2л/3 < 20, £ 2л, т = 1). кроме 

особенности г и г 111 г (у = 0.5л/20, -1) возникает еще особенность 
1Дя/20։-1 г , что и следовало ожидать.

При -1/4 £ у < 0 в интервале л/2 < 20, < Зл/2 напряжения имеют 

особенности г ' и г'Чпг, а в интервале Зл/2 < 20, < 2л появляется 

дополнительное слагаемое типа г
15



Для у > 0 имеет место обычная степенная особенность.
Таким образом, в настоящей работе установлено, что напряжения в 

антиплоской задаче теории упругости изотропного клипа могут иметь 
разные типы особенностей:

1. Независящая от величины угла раствора однородного клина 
особенность г՜՝' (0<6<1),
2. Логарифмическая особенность 1п г,

3. Обычная степенная особенность г“ ,
4. Особенность смешанного типа г л 1пг .
Получены пределы изменения параметров а, |3 и у, при которых 

напряжения имеют те или иные типы особенностей.
В граничной задаче (1)-(2) имеется возможность для устранения 

особенностей последних трех типов.
Заметим, что такие же особенности напряжений возникают и в окре­

стности края поверхности контакта кусочно-однородного клина с той 
лишь разницей, что в данном случае при тех же внешних воздействиях в 
знаменате/хях подынтегральных выражений (5)-(7) совпадают нули 
/? + г՝л =0 (и = 2.3,4) и соответствующих трансцендентных уравнений

[6].
В заключение отметим следующее. Если в подынтегральном 

выражении (5) появляются полюсы третьего порядка, что может иметь 
место, например, при следующих граничных условиях:

и՜ (г/и)' 1п(г/а), г^а
0, г > а. а > 0 

поведение напряжений в окрестности угловой точки представляется н 
виде

т = [-4и(0) - 5,.(6)1пг/д + Си(6)1п՜ г/«](г/а)и '.

Аналогичная ситуация имеет место и для граничных условий (6) и (7).
Исходя из того, что частная производная бигармонической функции 

по параметру Л также есть бигармоническая функция, в работе 
|7] обсуждены вопросы о возможности появления особенности 
напряжений 1пг или 1п՜ г я плоской задаче теории упругости для 
однородного клина.

Так как уравнение |1| и аналогичные граничные условия имеют место 
и для других физичестих полей (тепловых, диффузионных, 
фильтрационных. электрических, магнитных и т.д.). то метод решения 
поставленных задач и основные выводы применимы и к этим нолям [6, 8].

и.(г,±0,)
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ՀԱՅԱՍՏԱՆԻ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԶԳԱՅԻՆ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ

Մեխաօրկա 57, №2, 2004 Механика

УДК 539.3
ЗАДАЧА ДИНАМИКИ ТОНКОЙ ПЛАСТИНКИ НА ОСНОВЕ 

НЕСИММЕТРИЧНОЙ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ
Атоян Л.А., Саркисян С.О.

Ա.Ա. ԼԼթոյան, Ս.Հ. Սարզսյան
Բարակ muß) դինամիկական խնդիրը առաձգականության ոչ սիմետրիկ տեսության հիման վրա

Դիտարկվում է բարակ սափ եռաչափ տիրույթում աոաձգականէււթյան ոչ սիմետրիկ ընդհանուր 
եռաչափ տեսության (երբ պտույտներս ագատ են) նախնական-եզրային խնդիրը: Խնդրի ուսումնասիրման 
համար որպես հիմթ ընւրււնելով ասիմպաոտիկ մեթոդը, կառուցվում է ներքին խնդրի (կիրաոական երկչափ 
տեսության) որոշիչ դիֆերենցիալ հավասարումների համակարգը, ինչպես նաև եզրային և նախնական 
պայմանները Սահմանային շերտը համարվում I րվազիստատիկ: Նույն խնդրի համար, որոշակի 
սահմանափակումներ դնելով սալի նյութի որոշ ֆիզիկական հաստատունների վրա (ասիմպաոտիկ 
իմաստով), ցույց Լ տրվում, որ սերթին խնդրի ասիմպտոսփկ վերլուծությունը այս դեպքում հանգեցնում է 
միկրոպոլյար բարակ սափ կիրաոական տեսության, երբ պտույտները արտահայտվում են 
տեղափոխություններով (կաշկանդված պտույտներ):

Աոանձին ուսումնասիրվում է նաև այն դեպքը, երթ բարակ սալի եուսչափ տիրույթում հենց սկզբից 
տրվում են առաձգականության ոչ սիմետրիկ (եռաչափ) տեսության երկրորդ տարբերակի (այսպես կոչված 
կաշկանդված պտույտներով տեսությաս) հավասարումները, նախնական և եզրային պայմանները:

A_A. Atoyan, S.II. Sargsyun
The Problem of the Thin Plate’s Dynamics on the basis of the Asymmetrical Thcory of EJasddty

В трехмерной области тонкой пластинки рассматриышгся начально-краевая задача обшей трехмерной 
несимметричной теория упругости (когда вращения свободны). Для изучения задачи как основу принимая 
асимптотический метод, построена определяющая система дифференциальных уравнений, а также 
граничные и начальные условия для внутренней задачи (для прикладной двумерной теории) Задача 
логрзкелох принимается как тзисгатичсская. Для этой же задачи, требуя определенные ограничения (в 
смысле асимптотики) от некоторых физических констант материала пластинки. доказывается, что 
асимптотическое разложение для внутренней задачи, для зтого случая, приведет к прикладной теории 
микрополхрных пластин, когда повороты выражаются через перемещения (стесненные повороты).
Отдельно изучается также гот случай, когда в тонкой трехмерной области пластинки, с самого начала, 
даны уравнения, граничные я начальные условия второго варианта трехмерной несимметричной теории 
упругости (так называемая геория со стесненным вращением).

1. Глубокое изучение и детальное математическое описание механики явления, 
связанное с внутренним взаимодействием частиц в упругих телах, особенно имею­
щих микроструктуру, привели к обобщению классической математической модели 
теории упругости и созданию несимметричной (моментной, микро-полярной) теории 
упругости, или иначе, континуума Коссера [1-7]. R настоящее время, накопленные 
экспериментальные факты свидетельствуют о высокой роли внутренней структуры 
материала в процессах, сопровождающих его деформирование. Особый интерес в 
этой области связан с появлением новой технологической возможности не только 
наблюдать и измерить элементы внутренней структуры твердых тел. но и оказывал» 
влияние на эту структуру, а в случае нанотехнологии и, создавать необходимые или 
требуемые структурные элементы на микроуровне. Выявление динамических 
эффектов в твердых телах с микроструктурой является весьма эффективным 
средством изучения структуры и свойств современных материалов, для разработки 
новых методов и средств измерения, контроля и диагностики. На основе'структурно- 
феноменологического подхода для изучения подобных динамических задач, а также 
задач о концентрации напряжений вокруг отверстий и трещин и.т.д. послужит 
математическая модель несимметричной теории упругости.
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Актуальна проблема построения таких математических моделей динамики 
микрополярных гонких стержней, пластин и оболочек [1], которые могли бы с 
достаточной математической строгостью адекватно отражать физическую сущность 
соответствующих трехмерных начально-граничных задач, и которые, были бы 
приемлемы для их вычислительной реализации.

Асимптотический метод является особенно естественным методом в теории 
тонких стержней, пластин и оболочек, так как последние представляют собой тонкое 
деформируемое тело и малый параметр (относительная толщина) в сущности входит 
в определение самого объекта исследования. Асимптотические методы по 
классической теории упругости для тонких стержней, пластин и оболочек развиты в 
работах [8-11].

В работе [12], для задачи статики, развивается асимптотический подход и на згой 
базе строится общая теория тонких пластин на основе несимметричной теории 
упругости с независимыми полями перемещений и вращений (НТУ с НППВ), 
Изучается внутренний итерационный процесс, результаты которого приводят к 
общей прикладной-двумерной теории микрополярных пластин. Строится теория 
погрансдоя по НТУ с НППВ. В отличие от классического случая, когда имеем 
плоский и антиплоский силовые яогранслои, доказывается существование четырех 
типов погранслоев (силовой и моментный плоский и антиплоский погранслои). 
Изучаются основные свойства указанных типов погранслоев. Строятся функции типа 
погрансдоя. Изучается задача сращивания двух асимптотических разложений (внут­
реннего итерационного процесса и погрансдоя), в результате которого трехмерные 
граничные условия несимметричной теории упругости, которые поставлены на боко­
вой цилиндрической поверхности пластинки, расщепляются между общей приклад­
ной-двумерной теорией пластин и погранслоями. В результате, общая прикладная- 
двумерная статическая теория микрополярных тонких пластин выделяется как 
отдельная краевая задача математической физики. Разделяются также краевые задачи 
всех четырех типов погранслоев. Имеются результаты построения общей статиче­
ской теории тонких пластин на основе НТУ со стесненным вращением (НТУ со СВ).

Рассмотрим изотропную пластинку постоянной толщины 2/г как трехмерное 
упругое тело. Отнесем оси , х, декартовой прямоугольной системы координат

= 1,2,3) к срединной плоскости пластинки, ось направим по вертикали вверх.
Будем исходить из основных уравнений пространственной динамической задачи 

НТУ с НППВ [2].
Уравнения движения

д'И: , сГО).

физические соотношения

= (и + + (н ֊ “)у,? +
Ц/, - (у + + (у՜«Ох» + РХ«А

либо в обратной форме
У/, - (и' + а')о;1. + (ц'-а')а(( + Х'ои5„ 

Х;< =(у' + е'\‘л +(у'-«'К 
геометрические соотношения 

где СТ., Ц;. компоненты силового и моментного тензоров напряжений, у;.. Х;-- 

комлоненты несимметричного тензора деформаций и тензора изгиба-кручения; й-
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вектор перемещенйя. <о-вектор независимого поворота точек тела-пластинки; 
X, II. СХ, |3, у, 8 или 7/. и'. СХ՜, р', у . Е упругие константы материала пластинки;

Э. символы Леви-Чввита; запятой в индексах обозначается дифференцирование по 

соответствующей независимой переменной. Индексы 1, / принимают значения 1,2,3.
На плоскостях х3 = ±/г пластинки считаются заданными силовые и моментные 

граничные условия
031 = Р; , ц3/ = т* при х3 = ±й, (/ = 1,2,3) (1.4)

где р'- ,т. (/= 1, 2,3)-компонснты внешних заданных усилий и моментов на 

лицевых плоскостях пластинки.
На боковой цилиндрической поверхности = в общем случае

считаем заданными граничные условия смешанного типа
Оц■», -Р., ,ИА՜", ='”•1 на 21 (‘>7 =1,2,3)
_____ V'֊5)
й = й,,о) = о), на 2-

где р.(/л,Дг =1, 2,3)-компоненты заданных внешних усилий и моментов;

и, . (0. заданные векторы перемещений и независимою поворота.
Будем считать, что заданы также начальные условия для вектора перемещения

ЭЙ и. вектора независимого поворота со. вектора поступательной скорости — и 
д1

„ / лвектора угловой скорости — для частиц тела при I =().
Э/

Решение поставленной начально-граничной задачи (1.1) (1.5) для пластинки 
складывается из суммы решений симметричной по X- и обратно-симметричной 

задач (в симметричной задаче четные по х3 величины будут

°н * °22>°зз > °13 » °2\ ’ Н13 > .и2з» Из։» Изг • и\»м2 ՝ шз ՛ нечетные-

03. ,а։3 , о32 >ОIVИн >Ме> -И’? »Мзр в обратно-симметричной
задаче-иаоборот).

Предполагается, что толщина пластинки мала по сравнению с характерным 
размером се а в срединной плоскости (2А « й , Ь = А/а « 1 -малый 
: еометричсский параметр).

Хотя исходные уравнения и граничные условия (1.1)-(1.5) НТУ с НПГГВ не 
содержат малого параметра 6 , при введении надлежащих масштабов для координат 
и во времени, эти уравнения принимают форму, в которой малый параметр будет 
стоять перед некоторыми производными.

Поэтому, метод, излагаемый в данной работе, применяемый к решению 
динамических задач микрополярной упругой тонкой пластинки, будет относиться к 
категория методов сингулярных возмущений [8-11]. Придерживаясь՛ основопола­
гающего принципа асимптотической теории интегрирования сингулярно-вырождаю- 
щихся систем дифференциальных уравнений, в основу рассуждений будет положено 
свойство напряжлано-дсформированного состояния (НДС) по НТУ, испытывающий 
динамическое воздействие, выражаемое структурной формулой

(НДС)полн~(НДС)вн-(НДС)кр. (1.6)
В этом равенстве нижними индексами отмечены по НТУ полное, внутреннее 

(проникающее) и краевое НДС пластинки. Здесь принято, что краевое НДС 
пластинки имеет квазистатический характер и. следовательно, оно возникает вблизи 
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боковой цилиндрической поверхности пластинки £ и быстро (экспоненциально) 
затухает при удалении от нее в глубь трехмерного тела тонкой пластинки. Что 
касается внутреннего НДС, то оно в каждом приближении будет описываться 
двумерными динамическими дифференциальными уравнениями (по переменным 
Х1 и х2 и времени /).

Концепция расчленения НДС тонкой пластинки по ПТУ на внутреннее (ВНДС) и 
краевое (КНДС) и факт коренного различия между их свойствами (как физического, 
так и математического характера) приведут к их раздельному исследованию. С этой 
точки зрения, основным предметом изучения будет вопрос о приближенных методах 
внутреннего расчета пластинки (определение ВНДС по НТУ) и краевого расчета 
(определение квазистатического КНДС по НТУ). Оба метода строятся на базе 
асимптотического (при малой относительной толщине пластинки) интегрирования 
трехмерных линейных уравнений (1.1)-(1.3) динамической задачи НТУ с учетом 
соответствующих граничных условий (1.4), (1.5) и начальных условий трехмерной 
НТУ с НППВ.

Таким образом, в трехмерных уравнениях НТУ с НППВ (I.])-(!.3) выполним 
замену независимых переменных

х1 = ас,, х, - «н, х3 = / = /от (1.7)

где г0=5ой/си.

Здесь ^-характерная скорость распространения упругих волн в бесконечном 
стержне (по классической теории упругости).

Величина (0 характеризует НДС по времени Перейдем также к безразмерным 
величинам

Р<Ф
7 

рЛ:
г X - В 
/. =--- г , и » --- ֊

Рсо Р^о

_ а 5֊ р _ у
а » — , Р = ֊— , У = —֊ , 

рс( рс(« рф

(1.Н) 
г

рФ"
и после замены независимых переменных по формулам (1.7). на место уравнений 
(1.1)—( 1.3) получим сингулярно-возмущенную систему дифференциальных 
уравнений с малым параметром 6 .

Решение внутренней задачи представим в виде асимптотического разложения

(1.9)

где любое из напряжений (силовых и моментных), перемещений и поворотов;
(] -натуральное число, которое различно для различных величин и которое 
определяется из условия получения непротиворечивой рекуррентной системы 
уравнений (после подстановки (1.7)-(1.9) в систему уравнений (1.1)-(1.3) и 
приравнивая в каждом уравнении к нулю коэффициенты при всех степенях д , 
начиная с самого низкого).

Таким образом, получим (здесь мы изложим только задачу изгиба):
для обратно-симметричной по X, задачи (изгиб пластинки по НТУ с НППВ):

<7 = 1 для а13 ,а31,0^ ,а32 .м3 ,ци ,ц33 ?ц12 ,|121,0), ,(й2

?-0для ап,а22,0^,аи>02։.,рп,|л31,!Л23,цзг-,М1, и2։а>3 (1-Ю)

0 = -1, А' = -2
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Специфические свойства внутреннего итерационного процесса для трехмерною 
тонкого тела пластинки состоят в следующем:

а) так как полученная в асимптотических приближениях система уравнений НТУ 
с НППВ допускает интегрирование по переменной £, го в результате получается, 
•гто ВНДС изменяется по толщине пластинки по довольно простому закону;

б) в описании ВНДС остается выяснить роль пространственных переменных 
(М/п). задающих положение точки на срединной плоскости пластинки.

С этой точки зрения целесообразно введение вместо силовых и моментных 
напряжений статически им эквивалентные усилия, моменты и гипермоменты.

Для задачи изгиба пластинки по НТУ (обратно-симметричная по Л'3 задача) 
этими понятиями будут [12]: усилия Nmn (тп: 13,3123,32), моменты 

1„(у =11,22,33,12,21). (ч=1122331221) и гипермоменты 

Л», (mn = 13,31,23,32)=

Л՜™ - jKA . ,Л„ - Ju^dx, (1.11)

-h -Л -Л -k
Основная разрешающая система уравнений для ВНДС по НТУ с НППВ для 

задачи изгиба на уровне исходного асимптотического приближения (s = О). т. с. 

основная разрешающая система уравнений прикладной-двумерной теории тонких 

пластин по НТУ с НППВ получается относительно величин: ,
/(«> /0) г(0| >(0) г (0) i 10} .(0 1,10} г, (0) 1,(0) р(0) pl.O) р(0) p(<J) тгЦО)

.1 • .2 ’ ’ .'i ’ *1) ' ■ 43 • Л = 2 * -I ՝ 1 13 ' * ’ * М ’ ■* 32 ’ м ’ <-/2 11

выражается так:
уравнения движения

diV0) а чу 0Jи.» и + ТС^֊=2Лр--------- 2 7
дх. dx: ар

aLx\ . v М_ =
э:о|у)

2/J----- 1— -2т
(1.12)

^1 dx. dt1

4 7 (у)TLl 4 _ л’,01 =
д2О^ 

2IJ----- 2---- 2р
дЛ\ ох. аг2

соотношения упругости
Л1'?’ = 2ft[(u + а)Г<"> + (и-а)г,1?’] (17,з)

= 2й[(ц + а)г^> + (ц - а)Г<;>] (2£з)

/J?- 2й[(2т+ ₽>,<?’+ ₽(*»+*(;’)] ( (ч-32-33) ) (

1 • • (круг.персст .индексов I
Z-W = 2й[(? + е)*’?’ + (у֊ £><?’] (122)

к которым следует присоединить полученные для 2V31H . .V^11 и выражения

■JV'^ = 2hX (1 - 2, % ֊* У), = 2hq (1.14)

геометрические соотношения

22



Г0).^ + О<»>
° дх. 2 дх2 ’

В (1.12) и (1.14) следует учесть также

(1-15)

х = р՝ ~ р՝‘ у = Р2 ~Р2 г = р* * Рз՜ 
. о 2 * 2х х (1.16)

/< + т.՜ т', л-т՜ т~ -т.
т = —--------р = —------------ а = —------------ -

2 2 2
Отметим, что величины Иг(о)(х1,Х2,/),0\'' (х,.х2,/),(92"(х1?х2./) представляют 

собой вертикальное перемещение и повороты вокруг осей х, и Х2 точек срединной 
плоскости пластинки.

Остальные величины:

X)?],К^. К^у\ 1р'. 1?^, 1з"\ 1^, Р',"1, СЗ,1' определяются после решения

основной разрешающей системы уравнений (1.12)-(1.15) по формулам: 
формулы типа физических соотношений

м՝< = + ГдЛ’5" где ” т՜2

< - V [(.и + «И1 + (и ֊ «Н1] (132)

— 4^0)^^) где Л(о)и2£„, (1^2>т_р)

3 у+г у+Е ’ 3
формулы типа геометрических соотношений

;.о(П}
=$;о) ֊ о?1. = |У?՛ - о;в). = —^֊ (1 -> 2). к՜;;1 - о

дх,
„(0) _«₽£._ой к(«| . т аю кМ = о.; 1, ^1 . ^±1 (, _2), _о (I..2)

дх. с*х, дх,
где

₽!">=А. Н + <\жг«» И֊а А/(о)' + О’01 , й“’ = — и +СЛ х (о) _ И__51 х -о,(0>Р։ 2(1 4иа 51 4ца ՝’ ■ 211 4ци 4ца

□(у)= 1 У + Р /(о) _ ; Р 6<о) . г(°>)
3 2А 7(3₽ + 27)£" 2Т(зР + 2#'
Компоненты вектора перемещения и вектора независимого поворота точек 

трехмерного тела-пластинки выражаются формулами:
и, = х/“’ (1 - 2) , и, = IV"”, Ц = о!°։(1 - 2) , «з = Л^э“1

а компоненты силового и моментного тензоров напряжений, компоненты 
несимметричного тензора деформаций и тензора изгиба-кручения будут 
определяться по выражениям:
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0.3 ֊ ^’(О, 1 - 2,2Хз), о„ = : 11,22,33,12,21)

= 11,22,33,12,21) , ц15-^/Й(о, 1-2,223)
211 2/1

Ъз = $ (1-3,1 - 2,2Г.з) , у, = х,к® (tj-.ii, 22,12,21), у55 - к<"> 

х^л։»’(у: 11,22,33,12,21) , Х„-х,1Й’(1-2), Х»,-1Й’(1-*2) 

Вблизи боковой поверхности пластинки возникает напряженное состояние 
погранслоя по НТУ с НППВ, которое в квазистатическом приближении резко 
затухает при удалении от нее в глубь тела трехмерной пластинки. Введение этого 
напряженного состояния по НТУ дает возможность удовлетворить граничным 
условиям на боковой поверхности, сформулированным в терминах трехмерной НТУ 
с НППВ, установить граничные условия внутренней задачи и определить 
напряженное состояние вблизи края.

Считаем. что боковая цилиндрическая поверхность пластинки представляв! 
собой замкнутый торец, и выбираем триортогональную систему координат 
Ц I/ = 1,2.3) так, чтобы она совмещалась с координатной поверхностью = а10.

Погранслой около края СЦ = (Х։о имеет большую изменяемость в направлении

СХ; и а3 , а в направлении СС2 и во времени имеет ту же изменяемость, что и 
внутреннее напряженное состояние.

В трехмерных уравнениях НТУ с НППВ (1.1)-(1.3) в новых ортогональных 
криволинейных координатах Ц (? = 123) вводим следующие замены:

а, - а,п = Л^, а2 = ап, а5 = Ли, (= гот (1.17)
и перейдем к безразмерным величинам (1.8). Кроме того, коэффициенты Ляме и 
геодезические кривизны координатных линий СХ։ и а2 криволинейной системы 

координат представим в виде рядов Тейлора вблизи значения (Х1 = «10.
Решение преобразованных таким образом уравнений НТУ с НППВ (1.1)-(1.3) 

представим в виде 
к

Я=У8,”Я|։> (1.18)
5-В

где /? любое из безразмерных силовых и моментных напряжений, линейных 
безразмерных перемещений и независимых поворотов. Так как силовые и моментные 
неоднородные условия (1.4). заданные на лицевых плоскостях пластинки '2 = ±1, 
были удовлетворены решением внутренней задачи, то решение (1.18) должно 
удовлетворять однородным граничным условиям на плоскостях 2 = ±1 :

= °32 “ а?з = 0 • Нм " И32 = Нзз = О ПРИ £"±1-
После подстановки (1.18) в преобразованную с помощью (1;17) систему 

уравнений НТУ с НППВ (1.1)-(1.3) и приравнивания коэффициентов при одинаковых 
степенях малого параметра 6 в правых и левых частях, начиная с ваинизшей, 
получим непротиворечивую систему рекуррентных уравнений относительно 7?՛' 
ссли

а. = У У 6*0^, й;! = У У Уц^ (у : 11.22,33,12,21,13,31,23,32)
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“՛=5”' 2 б'՝,։4)’ “՛-28՝ю^ *1։ 2> з)
где целое число г характеризует интенсивность погранслоя.

Полученную систему уравнений погранслоя по НТУ с ПППВ в асимптотическом 
приближении (5 = 0) можем представить в следующем виде:

+ . о, + - о, - (2М’ + Х’И> ♦ Х֊И> + о<’>)
о?։ оС. д1, дС,

а) О - (2И- ♦ Х'Н + г(а<;> ♦ с£>) - (2ц + Х’Н> * Х'Н’ + °<а>) (119)
С»ъ

— - (/ + а'И’ + (н - а'Н?’, - (и + а’И։ * (н - а'И?1
<«1

^+^.0>^+^.0,^.(2/ + ₽И;> + ₽^) + и«)
д։3 ас. д1} ди д1}

$ 0 - (2/ + ₽'И> + ₽'(ц»> + ц(”Л - (2у՛ + р'Х + 0'(и<?> + и£>) (1-20)

֊֊ - (у + е’М?’ + (?' ֊ Ег- - (?' + е'М?’ + (у' - Е'Х»И
% «Ъ

да{? до£՛ оу՛;՛ / , а <0) / , а (0)֊ + ֊^ = 0. -֊“(и +а)оУ + (и-аМ/ 
д!3 ог։

в) О - (и’ + а'Х՞,’ + Си ֊ а'И’. О - (ц’ + а')а(“» + (и' - а՛^’ 0-21)

д (о)
֊^--(ц' + а'Нз’ + Сц'-а’И’ 

ди

^ + ^ = 0,^-(/ + £^и(7'-^> 

д13 ди, <я։

Г) О = (/ + е'И> + (у' - ЕШ о - (А е'И’ + (?' - <‘-22>

При 5 = 0, уравнения систем (1.19)-(1.22) однородны, независимы и совпадают 
с соотвстсвуюшимн системами уравнений погранслоя статической задачи НТУ с 
НППВ для пластинки [12]. Таким образом, определение квазистатичсского 
погранслоя в динамической задаче НТУ с ПППВ также, как и в статике [12], 
распадается на решение силового (плоского и антиплоского) и. моментного (плоскою 
и антиплоского) задач для полуполосы. Причем для динамических процессов, для 
которых изменяемость по времени СО определяется по (1.10) (для задачи изгиба), все 
четыре задачи силового и моментного погранслоев (1.19)-(1.22), как отмстили, имеют 
квазистатический характер, г. е. инерционные члены, (как поступательного 
движения, так и вращательного движения частиц тела пластинки) вообще нс входят в 
уравнения ряда первых приближений, а в тех приближениях, в которых они 
проявляются, определяются через величины, известные из предыдущих 
приближений.
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Итак, проблему раздельного построения дифференциальных уравнений 
внутренней задачи и квазнстатичееких погранслосв в динамической теории пластин 
по НТУ с НППВ считаем решенной.

Таким образом, на основе структурной формулы (1.6). общее решение 
поставленной начально-краевой задачи НТУ с НППВ (1.1 )-(1.5) можем представить в 
виде

+6'*՛/? + димя (1.23)
где целые числа г и и характеризуют интенсивности соответственно для 
антнплоского и плоского погранслоев (по повторяшемуся индексу 5 следует 
подразумевать сложение от X « О до 5’ ■ 5 ). Величины г и ц должны быть 
подобраны таким образом, чтобы стало возможным удовлетворение трехмерных 
тряпичных условий НТУ с НППВ (1.5) на боковой цилиндрической поверхности 
пластинки.

Перейдем теперь к изучению проблемы разделения трехмерных граничных 
условий ПТУ с НППВ на V , в рамках этого исследования необходимо выяснить 
вопрос о том. какие граничные условия надо приписывать к внутренним и какие к 
погранслойным дифференциальным уравнениям НТУ с НППВ па каждом уровне 
асимптотического приближения

Чтобы осуществить задачу сращивания решения внутренней задачи с решениями 
всех четырех типов квазнстатичееких погранслоев. нам следует конкретизировать 
заданные на У трехмерные граничные условия НТУ с НППВ Для этого, далее 
рассмотрим случай, когда на всей боковой поверхности пластинки (а.=С£։0) 

заданы пространственные граничные условия первой граничной задачи НТУ с НППВ 

(2.-2.2: -0).
Таким образом , чтобы удовлетворить трехмерным граничным условиям (1.5) 

(при первой граничной задаче НТУ с НППВ). подставим туда (1.23) и приравним к 
нулю коэффициенты при соответствующих степенях 6. При удовлетворении 
указанных граничных условий получим непротиворечивый итерационный процесс, 
если, как и в статике [12]. Х = ц = -1 (для задачи изгиба пластинки по НТУ). 
Граничные условия в итерациях имеют такой же вид. как и в статике [12] Отсюда 
следует, что двумерным динамическим уравнениям внутренней. задачи по НТУ с
НППВ (при 5 = 0 । соответствуют те же граничные условия, что и в статике [12]:

V л » » J'pûfa,
>k

«I -nw

- Jm.’da, L{S 
֊»

“! * e|Ç>

*

-A

“ï - aJ0

(1.24)

Разрешающая система уравнений и граничные условия прикладной динамиче­
ской теории изгиба тонких пластин на основе НТУ с НППВ из себя будут 
представлять уравнения (1.1 !)•( 1.13) и граничные условия (1.24).

Начальные условия будут относиться к перемещениям, линейным скоростям, 
независимым поворотам и угловым скоростям точек срединной плоскости 
пластинки.

Отмстим, что дифференциальный оператор системы уравнений прикладной 
двумерной теории пластин на основе НТУ с НППВ (1 12)-(1.15) с математической 
точки зрения является гиперболическим

На основе системы уравнений (1.12)-(1.15) прикладной теории динамического 
изгиба микроиолярной тонкой пластинки (когда трехмерная теория представляет 
собой НТУ с НППВ» можем изучать различные задачи собственных и вынужденных 
колебаний пластинки и выявить соответствующие динамические эффекты.
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Особо хотим отмстить, что уравнения (1.12)-(1.15) прикладной теории 
микрополярных пластин (по НТУ с НППВ) весьма идентичны с уравнениями 
общеизвестной уточняющей теории пластин С.А. Амбарцумяна [13,141 и геории 
Миндлина-Рсйснера [14], только в данном случае сдвиги (угловые деформации) 
определяются по компонентам вектора независимого поворота точек пластинки. 
Важно на наш взгляд отметить и то. что для прикладной теории микрополярных 
пластин по НТУ с НППВ (1.12)-(1.15) имеются три граничные условия (1.24) на 
контуре области срединной плоскости пластинки.

2. При построении асимптотики (1.9), (1.10) для тонкой пластинки на основе 
НТУ с НППВ не бы.‘ш представлены какие-либо ограничения на материальные 
константы пластинки.

Оказывается, что если будем над новыми (в смысле микрополярности) 

безразмерными константами у', £ и |3' ставить некоторые ограничения 
следующего характера

у=6'2у', ё'= 6‘2е', р'-6'2р' (2.1)
(где безразмерные величины ’■/'. Е , [3 считаются величинами порядка 6''), то для 
начально-краевой задачи (!.!)-(1.5) НТУ с НППВ для тонкой пластинки будет 
применима классическая асимптотика [15] (точнее, для перемещений и силовых 
напряжений верна классическая асимптотика. а для компонентов вектора поворота и 
моментных напряжений получим соответствующую асимптотику).

Таким образом, преобразуя систему уравнений (1.1)-(1.3) НТУ с НППВ на основе 
(1.7) и (1.8) с учетом (2.1) и решение внутренней задачи представляя в виде 
асимптотического разложения (1.9) в случае задачи изгиба, получим следующую 
асимптотику:

ц - 3 для м3, со. , й)2

<? = 2 для ан ,о;2 ,0.2 ,021 , м1, и2 , со3

< <? = 1 для , 031 , 023 ? 032 ?Рц > И22 ’ М-зз » И12 »Ии (2.2)

<7 = 0 для ,ц]3 ,ц31 ,ц23 ,ц32

0 = ֊2 , к = -֊2
На основе асимптотики (2.2) из системы уравнений (!.!)-(1.3) (с учетом (1.7). 

(1.8), (1.9)) получим уравнения в асимптотических приближениях <6՜ ».
При 5 = 0 часть полученных уравнений можем интегрировать по Д, в 

результате, получим:
й<0) - >г(о)

_(о) —(<|) —(о) ~(о) $- —(о) •' —(о)и;' = с?ул". где у/ 1 - -----------; мг? = с-у;', где V,1 ՛ =----------
11 1 ' 2 ’ дт]

со«1’ = О1,01, где со«”-О?’, где Й?’-- —
’ дт] ‘ д?

а‘," = и-?)-1, где

= г-де

/0) = 4{л(Х4-ц)8у;0) 2а,и Эу*111

2ц + К де, 2Х + ц дт|
. _ 4й(к^й)д1<(>> । 2ХЦ ду1<1)) 

2ц + А дг] 2а + ц д§
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-(0) Чо) -(0) (-
И12 =41» где “V/+ М-те֊+ (?֊£.)֊—֊

дЕ 311
' ' (2.3)

йТ = ^\ где ^.(у + ?)^֊+(уЛ)^- 
ЗГ|

Как видно из представления (2.3), повороты (л),1'1 И О)!,1’' выражаются через 
производные от нормального к срединной плоскости пластинки перемещения 
й’!С"(^.Т],т). Это означает, что в данном случае имеем дело с проявлением 
характера НТУ со стесненным вращением и. что главное, это явление получили 
исходя из теории НТУ с НППВ.

На основе (2.3) можем утверждать, что некоторая часть определяющих задачу 
величин о;?', Ц։՝2’'\ ИзР) выражается через прогиб

пластинки ЙЛ Другая часть величин (аУ^-.П^4,1,ОД?• Ц22՝) 

выражается кроме этого и через величину Д,"1. для определения которой приходим к 
дифференциальному уравнению (относительно поперечной к срединной плоскости 
пластинки координате С ) с соответствующими граничными условиями при Ç = ±1 :

(3Ç- a Y’ + ₽'

щ’1 = ±пЦ
нзз Л <25)

5- «։
После решения граничной задачи (2.4), (2.5) и определения Ll^ ' :

-(0) ~ ChPt = Я* - ^5՜ п 4«

Изз = С1 где <7 =----- 7՜՜՜’ Р = (26)
chP 2 2ÿ + р

указанные выше величины определяются по формулам:

(о, _,ац<?1 _(0) 2?՛+? ôq‘“> ê ао’,,( р՛ _(0)
u>3 = а Ч֊> И,, - аД֊^----- ^Д J-----------------/=7֊нД«“'4у (у + р ) 4ÿ (ÿ + р I 2(7 + р ]

= 2yti^0> - -f ^i^՞1 - J'

4Ÿ'(?+ Pj 4y(ÿ' + ₽') 2(y՛ + p')

g«,! . 1 a2*1"՛ 1 ДЙ» g(0) > 1 a2iÿ(ll) , 1

2Ü' dSari 2 Æ’ 2; 2p' 2 dt,

G(°) 
u3l

ç, i d’ivtû)

2 I 2p 0,^Эг|' 2chP dT] ' 31

где =(o) 
’■31

!/<«<?> 1 d3iv(ll)
T —--- —-------------------—
йф2| dç 2û' dçch]2

U—L^(chP-l), 

,1 2chP an
X " A՜

2

^;=
1 аМ»\

2 I 3>i 2p' a^an J+
1 a^

2chF dè
(2.7)(ch/’Ç-l)+t^
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где т‘Ц'
2 ап 2ц д|2ат1) 2сЬР а? 2

Отметим, что относительно величии ц^1 и ц~? тоже приходим к отдельным 

дифференциальным уравнениям и граничным условиям (относительно координаты 
£):

1 , 1 , 
4а 4ц] д^2 у + е ՝՝ 2ц(3л + 2ц)'( Эл

эт^՝ 

^П ։

1 эо)? у-гаю’0՛ / 1 1 \а2й’)
2ц дц у + ё I. 4а 4ц )

РзУ

/1 , 1 ~1 ~ст«» 5 л(а*|(?> ।
^4а 4ц] Эи՛ у + е ‘ ■՝*■ 2ц(ЗХ + 2ц) Д дс,

1 аб-"1 уЛаоА01 /1,1 рМ”1
2ц у + ё Эт] I 4а 4ц I дг]Эи

(2.8)

(2.9)

После решения граничных задач (2.8) и (2.9) можем определить следующие 
величины:

п-«» _ -* о'») + 4^? э“з0) й(»» ֊ V - ։ Е(о) . 4??
Нзз ~ ~М-31 ~ ~—=~ЛГ^ » И-23 - ~ ~ И 32 ' ~ ~ .

у + Е у + Еда у + е у + е дт]
з<о)_ ^>)+а^+^У+£Й!.

13 31 а? ап а։

5(01 =(о) ап<»>
°23 °в ап ’ ае аг2

После перехода к размерным величинам и к усредненным по толщине пластинки 
силовым и моментным характеристикам, разрешающую систему уравнений 
микрополярной тонкой пластинки можем представить в следующем виде:

уравнения движения

Эх, дх2
= 2йр

а/2
-22

^ + ^ + ^)_^о) = 2Д/£^_2 гдо 0(о) = 1^ 

дх2 23 -ч • аг2 ах,
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(2.11)
И® д1^ 
—12- + —— +

^-2р. гл.0“. _а^_
Эх, Эх2 дг Эх,

уравнения физических соотношений
д2\у(а) а։1¥<0))
----- — * у----- — 1.

3 1-1Г дх^ дх: ; 3 1 + и 0x^X2 2

2 Е"’ ( дги-(о)
1
Г 31 3 1 + и дх}дхг31-«=[

Эх; Эх,՜ >

/(0> А1 £>7 - 4/г.՛---------+
—2— 2®’ . 1 = _2л(у + £)^ + 2А(7- .Эг1Уй>

дх.дх. 2у + Р с/х; Эх;

4).-4Ат^ + _Ц^> , £<֊ > = 2Л(у + £)^_2Л(о_
е)----- г—с1хЭх; 2? + Р Эх: л эх;

(2.12)

к которым следует присоединить полученные для Л^' ', Л'';՝? И £՛^' выражения

У§) = ^+Э^+2АУ 

дх. Эх2 Эл՛! ^х2 (2 23)

= М ? й 3^«
2а Л 2у + р

В (2.11)—(2.13) следует учесть также (1.15).
На основании систем уравнений (2.11)-(2.13) можем приходить к решению 

следующего разрешающего уравнения относительно перемещения Ж'‘"(л'рХ2):

2 ЕЕ
31-и2

=2й \Л?
Л2

а2иА0՛
-Р-тт՜ (Я

^(ах эу\
+27+2/? —+—

ф дт
(2.14)

I I
Аналогичным образом (как в пункте 1) изучая погранслойнос явление около 

боковой поверхности пластинки (имеем ввиду погранслой квазистатического 
характера), и далее, методом сращивания внутренней задачи и пш-ранслоя (для 
первой граничной ։адачи МТУ с НППВ) получим следующие граничные условия 
(которые необходимо присоединить к дифференциальному уравнению (2.14)):

А Л

‘^1." + \ Р\Хз&3 + [ ̂ '2^X3
-Л -А

А л к Л■^з’ + — (М12* - 4?) = ГРз^з + (— (.РЛ - т՛ К 

°Х2 -А -А °Х2

(2.15)

К уравнению (2.14) следует присоединить также начальные условия для 
1У(о1(х.,х.,/) и Э1У(п)(х.,х:д)/дг.

Рассмотрим теперь пластинку на основе ПТУ со стесненным вращением 
(псевдоконтинуума Коссера) [2,16] Будем исходить из основных уравнений 
пространственной динамической задачи МТУ со стесненным вращением (СВ) [2,16;: 

уравнения движения *

еСсо,
°Л./

а՜«,
= р---- 4

Эг
(2.16)
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соотношения упругости

+ »/()-2>*Г(/+^Л’ Н„ =(¥ + ։>„ +(¥-։>„ (217)

геометрические соотношения

у«-|(«и+“у). А(/-“/,!> Ч”|э,А/ <2-18)

К уравнениям будем присоединять 1-раничные условия на плоскостях с, = ±1; 
граничные условия на роковой цилиндрической поверхности пластинки и начальные 
условия .

В трехмерных уравнениях НТУ со СВ (2.16)-(2.18) перейдем к безразмерным 
величинам (1.8) и выполним замену независимых переменных (1.7). Решение 
внутренней задачи представим в виде асимптотического разложения (1.9). Далее, 
получим рекуррентную систему уравнений в асимптотических приближениях, если 
асимптотика поставленной задачи будет выражаться именно по (2.2).

При (5' = 0) из полученной системы часть величин можно получить 
интегрированием по переменной 'С, в результате получим:

и® - ЙДО

где р,10)--^ Л—(о) 
где ^> = - —

ш?» = й}01, где о{0) = —; где й'0) =
дп ’ - -

ЭЙ7(О>

й(и> 
ин где т(0) =

41

4ц(л + й) Эр}"1 2ХЦ Эр*0’

2ц + Х 2>. + й ап

где т<о) _
Х22 ~

4р(х + ц)эу*')| <

2ц -г л Эт|

2Хй ар}1'1

2Х+й а£

где

= _±1( I ^21’ V Т(°)
31 2 [ а* аг) I 31

°32 2 1 ас ап Тз2

<71|

где т՝;,4 = X + - П
Л

К ат'՛;1 
+ ——

ап2

где т?'' = Г + -|
Эт(0) \

_ 04 22

2| мт֊ 
‘■О

ап )

И? = где

_(0) чо) -(о) (= =лас20)
Из. =413 где + + (у֊е)—г-

<4 ан
Ц(о) = й(0) где й(0> - ??ай|(1>)- Ц{о) - й(0) где и(о) = 2 У
Иц - 41 » ГДС 41 ’ И22 “ <>22 , *дс «22 Х.։ (2.19)

й^-о, С)Г = О
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Отметим, что относительно величин и Ц՛;"1 тоже приходим к отдельным 

дифференциальным уравнениям и граничным условиям (относительно координаты 
'С):

1 аМ"1___ 5 , ^), I ао£>
4ц а^2 Ь* 2й(зх+2й) (ап ап 2ц ас.

1 аМ? 1 д(п| 2- ЛИ'.": 1 д°«
4п э£2 ? + ։ ~ 2й(з1+2|л) ( а? г а? 2ц а£ 

—(0) = ±т2

После решения систем уравнений (2.20) и (2.21) остальные величины (связанные 
с ц'?' и Цр') определятся (также как и в предыдущем случае) по формулам (2.10).

Переходя к размерным величинам к к интегральным характеристикам 
можем разрешающую систему уравнений представить в следующем виде:

(1-Н),

уравнения типа уравнений движения 
ЭЛГ^ (Г\У  ̂

+ = ----- 22
Эх, Эх, дГ

+ у<‘>> _ Л’<;։ = 2/Д - 2т.
дхг Эх, ‘ ■ д/'

^- + ^- + N^-.V}? = 2/Д - 2 р,

дх, дх2 51 ” Эг

уравнения типа физических соотношений

г = _2 + (р
3 1-1? эх. с/х, )1 *■ /

где (1։)
Эх,

ГДеО?) = _^ 

ЭХ|

2 ЕЬ' э2И-'(0)

3 1 + т/ Эх, Эх,

Л/Й)и 2 £7.2/а^|га2и--<°Ц м?) 2 еь' а^<°>
31 - V21 Эх2 Эх,2 р 3 1 + V Эх,Эх,

дх1дх2 <1х; С/Х,

(2.23)

. , Л2И/{0^
/.У , -4/г, -

Эх,Эх2

,(«) \агг(|)) ча2^“’
4 =2/1и +Е )— - 2Л (? - ։)-. — 

Эх: эх, .
к которым следует присоединить полученные для .У?,'1, У'у1 и выражения

ЛГИ. 2**И + ^!+2Ы(֊. //Н.^И + ^£+2Ау, £<,;> = о (2-2-։) 

Эх, Эх, ‘ Эх։ дх2
Отметим, что: в исходном (5 = 0) асимптотическом приближении внутреннего 

итерационного процесса из систем уравнений (2.22)-(2.24) и в данном случае гоже, 
приходим к разрешающему уравнению (2.14).
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Аналогичным образом, как и з предыдущем случае, изучая погранслой 
(квазистатичсский) около боковой поверхности пластинки и применяя метод 
сращивания асимптотических разложений, приходим к граничным условиям (2.15) 
(для первой граничной задачи НТУ со СВ).

Здесь следует заметить, что при а вес величины и уравнения 
микрополярнрй пластинки со СВ на основе НТУ с НПГ1В ((2.3>-(2Л5). принимая 
q ■ 0 ) будут совпадать с их аналогами по НТУ со СВ ((2.19)-(2-24)).

Отметим, что для статического случая уравнение (2.14) и граничные условия 
(2.15) совпадают со соответствующим уравнением и граничным условием, которые 
получены в работах 117,18], используя метод гипотез в НТУ' со СВ.
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ՀԱՅԱՍՏԱՆԻ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԶԳԱՅԻՆ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК -АРМЕНИИ

Մեխանիկա 57. №2. 2004 Механика

УДК 539.3
ЗАДАЧИ ЛОКАЛИЗОВАННОЙ НЕУСТОЙЧИВОСТИ 

ПЛАСТИНКИ СО СВОБОДНЫМ КРАЕМ 
Бсдубекян М. В.. Чип- Акопян Э. О.

И. Վ Օելաթեկյան. է. О Ձիւ֊Հակոթյաճ 
Աղատ եղրով սափ տեղայնացված անկայունության խնւփրներր

Հետազոտվում I հավասարաչափ սեղմված ուղղանկյուն առաձգական սափ ազատ եզրի .տքակայքամ 
տեղայնացված անկայանո։թյան խնղիրր Ստացված են տեղայնացված անկայունության առկայության 
պայմանները տարթեր տեսակի Եզրային պայմանների հաճար Այղ պայմանների հիման վրա կաաւսյված 
են աղյուսակներ, որոնք gmjg են տալիս կրիտիկական թևոի կախվածույտյունր սափ կողմերի 
հարաթերությունից և Պուասոնի գործակիցներից

M.V Hclubckjan, E.O. Chil-Akopyan 
1Ъс Problem* of the Iixntcd Instability of the Hale with Frtc Edge

Рассматривался вопрос неустойчивости равномерно сжатой упру i ой прямоугольной 
пластинки, лохдл ихмшпюй в окрестности кромки „Очень часто и механике рассматриваются 
краевые и начально-краевые сдачи ;ия неограниченных областей Между тем, ясно, что в 
реальности любая стнюшнал среда является ограниченной Реже, чем следовало бы, подчеркивают, 
что задачи для неограниченных сред могу; иметь фшичсскнн смысл лишь кик предельные, когда 
пел внешняя граница или се часть удаляется на бесконечность. Естественно встает вопрос, при каких 
условиях модель неограниченной среды достаточно хорошо описывает реальность (!].*’ 
Исследование данных ладач, в частности покажет, как далеко должна бы։ь расположена внешняя 
граница среды, чтобы ее влиянием можно было пренебречь и считать, что она уже „ушла на 
бесконечность" Задачи с подобного рола грдннчнычи условиями уже были рассмотрены, н том 
числе, а (2, 3). но нас интересует именно вопрос о пределе удаления внешней границы ( U —* х ).

1. Пусть прямоугольная пластинка [0 л 5 а. 0 у Ь, - Л г 5 Л] 

равномерно сжата по направлению Оу нагрузкой интенсивностью Ро .

По теории тонких пластин Кирхгофа [4] уравнение задачи устойчивости 
имеет вид;

Р;Д2И’ + Р0 ծ’и’

dv
0.D,

2FJP

3(1 ֊V2)
(1-1)

где -жесткость пластины, и՛ - прогиб. Е ֊ модуль Юнга, V - коэффициент 

Пуассона, Л - двухмерный опера тор Лапласа.

Принимаем, что кромки пластинки у = ()./> свободно оперты, т.с. граничные 
условия имеют вид:

“ IV
и»-О,—г-0 (1.2)

йЛ . ду*
Выпишем решения уравнения (1.1). удовлетворяющие условиям (1.2) в 

следующем виде
и՛ - И’я(л)я1пХ,у. ля - лл//> . п - 1,2,... (1.3)
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Подставляя (1.3) в (1.1), получим:

И'" -2к„Х" +Х/(1֊а/Х =0, а,!-Р0ЙХ,2 (1.4)

Далее необходимо искать решение уравнения (1.4) в виде 1УЛ = Аекск(, для 

чего составим характеристическое уравнение

кл -2к2 + 1-ая2 =0, к = ± а.г (1.5)

В данном случае нас интересуют решения, удовлетворяющие следующему 
условию:

ал < 1 (1.6)
Также принимаются следующие обозначения:

= 7^ + схл » ^2 ~ ~ ая (1-7)

Следовательно, корни уравнения (1.5) будут следующие:

<,=-Р։? к.=Р2,к<~-Р2 (1.8)
Здесь принято во внимание утверждение [3, с. 131].

„Заметим. что р есть число вещественное (р = -1), г.е.

ап > 1 ' (1-9)

В самом деле, если бы а,. £ ]. го величина критической сжимающей силы 

рассматриваемого случая равнялась бы Эйлеровой нагрузке или была бы меньше 
её. Между тем, как удерживание одной из продольных сторон пластинки 
наверное, увеличивает её жесткость, и следовательно, должно иметь место 
неравенство (1.9).” В настоящей статье, в отличие от утверждения цитаты (1.9). 
рассматривается противоположный случай (1.6). Обозначения цитаты из 
монографии Тимошенко соответствуют обозначениям (1,4), (1.7).

Интеграл уравнения (1.4) будет иметь следующий вид:

= С1сЬ(Х^х) + Сг«Ь(Х,Р1х) + С,сЬ(Х„/’х) + С.5Ь(Х,Р2х) (1.10)

2. Рассмотрим два варианта граничных условий:
Один из ненагруженных краев при х = а закреплен шарнирно, а второй при 

х = 0 свободен.
Граничные условия в данном случае будут следующие:

Прил = 0 И'/"֊(2-уХХ'-0 (2.1)

Прих = а И; = 0 0 (2.2)

Подставляя уравнение (1.10) в граничные условия (2.1), получим следующую 
систему уравнений:
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х = 0
С1(р|2-у)+С3(р2г֊у)-0

С2Р, (р2 + 2 - у) + С4 Р2 (р,2 + 2 - у) - О (2.3)

Используя условие (2.2). получим:

С} = -С2 • 1Ь(ХкР1а), С3 =- -С4 • 1Ь(ХлР,а) (2.4)

Подставляя 
уравнению:

(2.4) в (2.3) и решая систему, приходим к следующему

1Ь(Р;Ита/Ь) _ Р;(Р?-2 + у)-№2-V) 
Л(1\>та/Ь) ” Р(^2 -2 + у).(Р22֊у)

Используя обозначения (1.6), уравнение (2.5) можно преобразовать 
следующим образом:

1Ь(Р.С„) Р.(/*՜-у)2 () £ /та 

1Ь(^„) Р,(Р22֊у)г " Ь
(2-6)

Данная функция при 0<(Х<1 и согласно естественному условию 

О < V < 0.5 обладает следующими свойствами:

(2-у) 72 лг
Так как

91, (1 + у)-(3-у)
Ла, а..„ (1-у)2<ЛЧ„ (1-у)’

։Ь;„ <0 (2.8)

то отсюда следует, что для существования решения уравнения (2.6), 
удовлетворяющего условию (1.6), необходимо, чтобы было выполнено 

неравенство к՝ (!.£„ ) > 0, т.е.

V' г- г—
Р(?„,у) = ^֊—(2.9)

Примем следующее обозначение:

^2-1.-X, (2.10)

Исслелованцеуфункиии (2.9) показало, что функция имеет положительные

значения в зависимости от V и */֊1.
Результаты вычислений приведены в табл.1 и условием существования 

локализованной неустойчивости является неравенство: 
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Х1 >Х։. (2-11)
Таблица 1

V Х1- а/Ь
0.5 9 2,026
0.4 16 3,601
0.3 32,2 7.248
0.2 81 18,231
0.1 361 81,254

3. Один из ненагруженных краев при х~ а , жестко закреплен, а второй при 
х = 0 свободен.

Граничные условия при жестком закреплении будут следующими:

При х-0 = 0, И՜/" -(2-у)Х.Х' =0 0.1)

Прих-а и;=0,(^'=0 (3.2)

Подставляя уравнение (1.10) в граничные условия (3.1) и (3.2). получим 
следующую систему уравнении;
С,(^-у)+С,(лг-у)-0

СгР, (р; + 2 ֊ у)+ СЛ (р/ + 2 - у) = о (3 3)

С, с11(Х„/^) ч- С, 5Ь(ЛЛ/^) + С, сЬ(ХлР,а) + Сл $Ы\Р2а) = О
С\Р} зЬ(ХлР։а) + С:Р, сЬ(7^д) + С3Л 5Ь(/.„Ла) + Сл сЪР2(^пР2а) = О

Решая эту систему, после ряда преобразований приходим к следующему 
уравнению:

֊ 2/> • 8Ь(к„Р2а) ■ —Х1_
р^р2--у).(Р-

(3.4)

= 0

Приведем данное уравнение к следующему виду:

-2Л _ Л2(^2-у) + ^(^2-у) +
сЬ(клР,а)-сЬ().пР,а)՜ Р^-у) (Р'-у)

г , г 2 1 (3-5)
+ -у), -у) =0

(Рг֊у) (Р>г-у)
Далее переходим к исследованию уравнения (3.5). После ряда 

преобразований данное характеристическое уравнение приходит к виду:
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гг(а,)-2/’(Р,2 -у) (А3-у)сЬ[Х«У 
(Л '2/

- ад + V)2 Л(Х^а) + (3.6)

+ ^(р1+л)2сь(хад-сь(л,ли) = о

Разложив в ряд член сърад-Д)в]-1 
(Л ֊Л)2

выражения (3.6), получим

следующее:

13(а„).Р1(Р12-у)-(Р22֊у)Х,га2֊

-(Р,Рг^)25Ь(Х„Р,а)511(уа) + 
*2

^Р1(Р1+Л)2сЬ(л^Я)-сЬ(лпЛй) = 0

(3-7)

Функция £3(ал) обладает следующими свойствами:

Пт /.,(«„)■ (1-Л'): -Х/й2 -(1 + V)2-бЬ2(Х а)+ 4-сЬ2(Х.ля) > 0 (3.8) 
а,-»Л

Так как данная функция всегда положительна, то для существования 
локализованной неустойчивости необходимо, чтобы было выполнено следующее 
неравенство:

Нт£,(ал) = -՝(^Т-\,2 * 'вЬ(Х2) + 2л/2сЬ-(х2)< 0 (3.9)

Здесь принято следующее обозначение:

Л-А„-«ЯХ1 (ЗЛО)

Исследование функции (3.9) показало, что она имеет отрицательные 

значения в зависимости от V и , т.е. локализованная неустойчивость 

существует при /, > %2#.

Результаты расчетов приведены в табл.2.
Таблица 2

V Хз- а / Ъ

0.5 16 3,6
0.4 25 5.627 .
0.3 44,5 10
0.2 100 22,5
0.1 400 90

------------------------------------------- -----------------------------------
При а —» со уравнения (2.5) и (3.6) полностью совпадают с 

характеристическим уравнением задачи локализованной неустойчивости
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полубесконечной пластинки-полосы со свободным краем [5]. Аналогичные 
уравнения получаются также для задачи распространения локализованной у 
свободной кромки изгибной волны [6].

Из сравнения габл. 1 и 2 следует, что возможность локализованной устойчи­
вости для пластины с шарнирным краем X = а намного реальнее, чем с закреп­

ленным. Например, при V = 0.5 соотношение сторон а / Ь. при котором появ­
ляется локализованная неустойчивость, отличается приблизительно в восемь раз.

В случае, когда на краю х ° а заданы условия скользящего контакта: 

ди' л д3И> _
— = 0, —-»О, всегда (независимо от длины а ) существует решение, 
дх дх5

удовлетворяющее условию (1.6), т.е. критическая нагрузка меньше критической 
нагрузки, при которой происходит потеря устойчивости пластинки по форме 
цилиндрической поверхности. Тем более, критическая нагрузка будет 
удовлетворять условию (1.6) при условии свободного края х = а . независимо от 
размера а.
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Սնխւսճիկա 57, №2, 2004 Механика
УДК 539.3

К УСТОЙЧИВОСТИ МОМЕНТНОГО СОСТОЯНИЯ 
НЕОДНОРОДНОЙ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ 

Мовсисян Л.А.
Լ. U. Մովսիսյան

Ահհամասեո գլանային թաղանթի մռմենտային վիճակի կայունության մասին
Ըստ բարձրության ասհամաււեո գլանային թաղանթի համար մոմենտային վիճակի կայունության 

միաչափ հավասարումները բԼրվուս են նախնական վիճակի բոլոր ուժային մեծությունների հաշվառումով: 
Դիտարկված մի բասի խնղիրներում ցույց է տրվում անհամասհաոթյան և մոմենտայճության 
ազդեցությունը կրիտիկական պարամետրերի վրա:

l..A.Movsisyan
On the Stability ot Momentically State of Nonhoinogcneous Cylindrical Shell

Классические уравнения устойчивости оболочек выводятся в предположении, что 
начальное состояние пезмоментнос-. Даже и задачах с начально-моментным состоянием 
члены— моментного происхождения моменты и перерезывающие усилия обычно не 
учитываются. Для однородной пластинки система уравнений с учетом поперечных сдвигов 
получена в [1|

В настоящей работе приводятся уравнения устойчивости моментного состояния для 
неоднородной цилиндрической оболочки: неоднородность может быть как естественной, так 
и связана с изменением свойства материала, находящегося в температурном поле Целью 
является исследование влияния новых членов я неоднородности на значения критических 
параметров. Так как рассмотренные примеры одномерные то общие уравнения также 
записываются для этого случая (кольцо!.

1 .Линеаризованные уравнения устойчивости получим из трехмерных 
уравнений статики, записанных в полярных координатах [2] обычным 
образом, принимая гипотезу прямых нормалей, моментность начального 
состояния и сообщая ему возмущения. При сохранении основных членов 
они имеют вид 

dx
1—= о
R dx

֊ [—(м + лг£)+г" о
(1.1)

d.x dx dx dx2R

Нулевыми индексами 
состояния. Обозначения

обозначены 
обычные. В

величи 11 ы не возмущенного 
предположении того, что

неоднородность материала меняется только по высоте, соотношения 
упругости будут



2 .Рассмотрим устойчивость кольца под совместным равномерным 
внешним давлением д и сдвигающими усилиями 5 на внешнем и
внутреннем поверхностях. Тогда начальное состояние 
характеризоваться усилиями

Т° = -Я?, № = 5Л, М° = О
Уравнения устойчивости в перемещениях будут

будет

(2.1)

(2.2)

(, У2 1 . \/(Ег нА / т У2 1 _ \(Еы _ 5й У\ л
У,—-—Е — + — - -Л—г---- У? —г-Ед—------------г = 0“ R с!х R) I с1х R I с!х՜ (1х R (1х

Решение (2.2) будем искать в виде
. пх пх

V = ф։ 51П---- -г Ф2 СО5 —
R R

г пх . . пх
IV = /. СОЯ---- + Л 51П —

71 R 72 R

(2-3)

где п —целое число. Подставляя (2.3) в (2.2) из условия разрешимости 
однородной системы относительно ср։- и / получим (при пренебрежении

1 _ г Л .
—У2 по сравнению с У ।. см. чуть ниже — < 1) 

Надо заметить, что здесь

+
$2/г У;
ЛУ, = R2 ՛

Г. У. / _ -а] Е у
п2-11֊ г л +

Критическое сочетание . 5 и

1

(1
■

будет

У. 1 \
л?«р + -^-֊ = УЛ пг, R2՛

4 1—-- ^72 + ֊1

/1 = 2 вовсе

(2.4)

12.5)

не значит, что потеря
устойчивости происходит по двум волнам.

Пусть изменение £'(г) по толщине задано

£(г)-£[1 + ^,₽\ £ = ₽ = ֊֊^ 12.6)
\ п ) 2 Е, + Е2

(0*р*1), р = о— однородное тело.
Кстати, даже в общем случае изменение Е(г) естественнее его 

представления в линейной форме, что вполне соответствует принятию 
гипотезы прямых нормалей. Тогда

.2 .3
.1} = ЕЬ, У. =Ер—, У3 = Е — (2.7)
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тогда для предельных случаев

ЕН3
3 при 0 = 0

Ец + —֊֊ 5 л (2.8)
‘ ЕЕ 12/?՜ при Р-13

Из (2.8| получится известная формула для кольца при внешнем 
давлении |3|

ЕИ1
е,"‘ = 4Я’

3 . Для выяснения влияния неоднородности на значение критической 
силы рассмотрим обычную задачу устойчивости стержня при осевом 
ежа гии (г“ - -р);

—{т-р—)-0, ^(м- рн>) = 0 (3.1)
Ж:!, (Ь:) (1х-

или

<1\ , (Гы
с1х՝ <Ьс՝' р7г
<1\ , гУ՝и->
(1х:' 1 £1х4 ՛ р

(3.2)

Между прочим, так как здесь уравнение для стержня (пластинки) 
оболочечного типа (плоская задача и задача изгиба не распадаются), то 
тангенциальные граничные условия, т.е. условия относительно V или Т 
имеют существенное влияние на значения критической силы.

При условиях
гу = М = Т - 0 при X = 0 и л՜ = / (3.3)

решение (3.2) будем искать

и> = / $т лл, V = ср соя лх.
/

и для критически силы будем иметь

Р=2

(3.4)

(3.5)

Без последнего члена в первом уравнении (т.е. обычная постановка)

Р = д-^-к2 = А2 
г ■՛ и (3.6)

Вот значения критической силы по (2.7)
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Ркр

Причем значение

к*—■ по

пРи ₽ =0
■ 2 (3,7)

пРи Р“1

рхр при р = 1 из (3.5) получено при

сравнению с единицей. Таким образом, как и

следовало ожидать, членом Ге в первом уравнении (1.1) можно 
пренебречь, что и было сделано в п.2.

Теперь рассмотрим случай, когда вместо 7 =0 в (3.3) заданы V = 0.
Система последовательно интегрируется и после удовлетворения всем 

условиям для определения критической силы получим
Л + 6^ = о, 6 = 2Л (3.8)

Критическая сила, определяемая из (3.8), отлична от (3.7) и. к тому 
же, при р = 0 (6 -> х) известная 

2
13-91

т.е. при однородности не имеет значения, какие условия (7=0 или 
V = 0 ) ставятся на концах.

Интересно, что в задаче устойчивости стержня при сдвигающих 
усилиях = 5Л получаются критические усилия независимо от 
вышей ри веден н ы х у слов и й

^РЛ = Т^7 (ЗЮ)

Однако формы потери устойчивости различные.
4 .Рассмотрим задачи уже с начальным изгибающим моментом. Для 

начала рассмотрим устойчивость стержня, подвергавшегося чистому 
изгибу и осевому сжатию

Г=-Р, М“-М, (4.1)
Тогда из системы (1.1) при граничных условиях (3.3) для критической 

силы получим

Из формулы (4.2) видно, что. во-первых, нс имеет смысла постановка 
задачи устойчивости только при чистом изгибе [4] и. во-вторых, наличие
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начального .моменте играет как бы роль неоднородности и в данном 
случае уменьшает значение критической силы.

Однако имеет смысл изучить случай динамической устойчивости, т.е. 
когда изгибающий момент —периодическая функция времени

ЛГ'■ А/,+A/2cos€k (4.3)
В системе (1.1), добавляя инерционные члены и поискав решение по 

(3.4), но уже с переменными по г коэффициентами, получим

y^֊ + co'cp-w(l + 2pcos0/)/ = О 

d~ f-֊ + & f -«(1 + 2цcost)/)ф = О
(4.4)

Здесь
5 

со՜ = Q2 Js-
рЛ ’

4(м,+и 2р = 
рЛ

м2
рЛ ’

а =

Области главных параметрических колебаний находятся обычным
путем [3] и есть

Н = ±\'2 Q' + со' ± ^(Q; - аг У + 4л2(1 ± а)2 (4.5)

5. Еще пару слов о случае вязкоупругого тела. Если вязкоупругое тело 
находится в стационарном температурном поле и. начиная с некоторого 
значения температуры, свойства материала меняются |5,6] так. что верна 
температурно-временная аналогия, то определяющий закон записывается

£‘(z) е - ГJe-alf’rи = (5.1)
о

здесь г1—истинное время, -некоторая функция от температуры (б).
а последняя функция -только от координаты г. I ак как в теории 
оболочек перемещения и деформации берутся в линейном приближении 
по нормальной координате (4), то естественно что здесь функции ф(г) и 

-аб-г^г)6.՛ также следует разложить в ряды по г и довольствоваться
только линейными приближениями. Тогда вместо соотношения (1.2), 
сохраняя только главные члены, будем иметь

Т = + ./.к -ra(,J*b0{j։£ + [j2 +Г,(г -t)]k}Jt
о

г
Л/ = J2£ + - Гд0 ГЬп{./,к + [j, - Г. (г -т)]еМг

о
здесь

(5.2)
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г,(/ -г)- ^[1 -аоа(г -т)]. = г֊“''֊*', 

12
□ Яо и а, — первых два коэффициента ряда 1р(г) по г .

В вопросах устойчивости наследственно-упругих систем расчетные 
величины —мгновенная и длительная критическая силы. Так вот что 
интересно, но не неожиданно, хотя в (5.2) под интегралом помимо 
экспоненциального члена есть и член, явно зависящий от времени, 
однако, длительная критическая сила и для неоднородного тела будет 
мгновенной, умноженной на коэффициент, т.с. в окончательных 
выражениях мгновенные модули упругости нужно заменить на 
длительные. В частности для стержня при осевом сжатии наряду с 
мгновенной критической силой имеем длительную по

/ Г \ тг2ЛА\ т! л 1 \ ЛР% ( а)?՜ (33)
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ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ

Մեխանիկա 57, №2, 2004 Механика

УДК 539.3
О СДВИГОВЫХ КОЛЕБАНИЯХ ПЬЕЗОЭЛЕКТРИЧЕСКОГО
ПОЛУПРОСТРАНСТВА, НА ГРАНИЧНОЙ ПОВЕРХНОСТИ

КОТОРОГО ПРИКРЕПЛЕН УПРУГИЙ СЛОЙ, СОСТОЯЩИЙ ИЗ 
ДВУХ ПОЛУБЕСКОНЕЧНЫХ ДИЭЛЕКТРИЧЕСКИХ ЧАСТЕЙ

Саркисян К.Г.
Կ.Հ. Սարգսյւսն

Խնդիր պիեգոէլեկտրիկ կիսատարածության սահքային տատանումների վերաբերյալ, երթ նրա եզրային 
մակերևույթին ամրացված է առաձգական շերտ բաղկացած երկու կիսանվերջ ղիէլեկտրիկներից

Աշխատանքում ուսումնասիրված են առաձգական պիեղոէլևկտրիկ կիսատարածության (6mm ղասի 
հերսագոնսղ սիմետրիայի պիեզոէլեկտրիկ) սահթային կայունացած տատանումները, երբ նրա եզրային 
մակերևույթին ամրացված է փոքր հաստությամբ առաձգական շերտ' բաղկացած երկու կիսանվեր? 
ղիէլեկտրիկներից: Սիրավայրի տատանումները առաջանում են դիէլեկտրիկ շերտի եզրային մակերևույթի 
վրա կիրառված տատանման գծային աղբյուրի հետևանքով. Օգտվելով Ֆուրյեի ինտեգրալ 
ձևափոխության մեթոդից խնդիրը հանգում է անալիտիկ ֆունկցիաների տեսության .Դիմանհ խնղրին:

Ստացված են էլեկտրական դաշտի ինդուկցիայի և շոշափող լարման համար ասիմպտոտական 
բանաձևեր դիէլեկտրիկների բաժանման գծի տեղամասում և կոնտակտի տեղամասի անվերջ հեռու 
կետերում, որոնցից հետևում I. որ էլեկտրական դաշտի ինդուկցիան կոնտակտի տեղամասում, 
ղիէլեկտրիկների բաժանման գծի վրա ունի վերջավոր թռիչք, իսկ շոշափող լարումները պարունակում են 
խզվող գումարելի՛ պայմանավորված դիէլեկտրիկ թափանցեւիության տարբեր գործակիցներով:

K.H. Sargsyan
On the Shear Vibrations of Piezoelectric Half-Space on the Boundary Surface of which a Dielectric Elastic 

I-ayer Consisting of two Semi-infinite Dielectrics is Fixed

В работе рассматривается задача о сдвиговых установившихся колебаниях пьезоэлектрического 
полупространства (пьезоэлектрик класса 6mm 1ексагональной симметрии), на граничной поверхности 
которого прикреплен диэлектрический слой малой толшнны, состоящий из двух полубесколечных 
диэлектрических частей. Колебания среды возбуждаются с помощью линейного источник?, колебаний, 
приложенного на поверхности диэлектрического слоя. Используя метод интегрального преобразования 
Фурье, задачи сводится к решению задачи Римана в теории аналитических функций

Получены асимптотические формулы для индукции электрического поля и контактных напряжений а 
окрестности чинки раздела диэлектриков я в далеких точках участка контакта, из которых следует, что 
индукция электрического поля на контактном участке, яд линии раздела диэлектриков имеет конечный 
скачок, а контактные напряжения содержат разрывное слагаемое, обусловленное разностью 
коэффициентов диэлектрических .-гронипасмосгей

Рассмотрим сдвиговые колебания пьезоэлектрического полупространства, на 
граничной поверхности которого прикреплен бесконечный диэлектрический слой 
малой толщины (k?h « 1), состоящий из двух подубесконечных частей с разными 
коэффициентами диэлектрической проницаемости, причем коэффициент 
диэлектрической проницаемости при %, > 0 ֊ Е։, а при х։ <0 - Е2. 
Пьезоэлектрическое полупространство и диэлектрический слой подвергаются 
установившемуся колебанию под действием линейного источника Pô(x. )e-,w, 

приложенного на. граничной поверхности X, = -h диэлектрического слоя, где 
ô(x ) функция Дирака, Ц) частота колебаний, f - параметр времени. Считается, 

что граничная поверхность диэлектрика металлизирована. Задача заключается в 
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определении индукции электрического поля на контактном участке 
диэлектрического слоя и пьезоэлектрического полупространства.

Предполагаем, что упругая среда отнесена к прямоугольной декартовой 
координатной системе . Плоскость х2 = 0 является граничной
поверхностью между пьезоэлектрическим полупространством и диэлектрическим 
слоем. Ось Ох2 направлена в глубь пьезоэлектрического полупространства. Ось

Ох* совпадает с осью пьезоэлектрика класса 6шт гексагональной симметрии.
Обозначим упругие перемещения пьезоэлектрического полупространства и 

диэлектрического слоя М.(1>(ХрХ2,/), и'/\х^*х2.1) , а электрические потенциалы 

фР^рХр/), ф!2’(ХрХ,,/), соответственно. Упругие перемещения и электриче­
ские потенциалы ищем в виде: 
и?)(х},х2,1) = и{}\ху,х2)е-^, н!2)(ХрХ-,/) = и(2)(ХрХ2>-^
ф^.^О-ф^х,,*,)* ф‘г>(х,,х2,г) = фи(х,,х2)е-“

Тогда поставленная задача в амплитудах сводится к граничной задаче 11 ]: 

Дп‘'1' + А'12и11! =0, Дфи =-֊—А2«'՜'. -« <Х, < », 0<Х2<х 
£1!

+ ֊х<ъ <“
дх{ пв.

Условия контакта на х2 = 0 имеют вид:

^44 — 
дх, х2-п

Эф(0 

Эх,

Эм(|)

Эх,

(1)

(2)

(3)

= и

дф(|)

Эх, 2 *5-0
- £

х. ֊0

где т(х։) - контактное напряжение.

ли/2)
П‘(х1,О).е(х1)Р(хрО), О (хрО) = 0(-х)/)(хрО), р(хрО)=-е1-^-

дх2 х:-о

при х։ >0, £)(хр()) = — при X. <0. /)(хрХ,)-индукция электриче-

ского поля на контактном участке, А = Э՜ / Эх.՜ + д' / Эх,“, 

С2 о Си /рр к' = аг /с: (1 + %2), %՜ = /С^Ер - коэффициент электромехани­

ческой связи. £|5- пьезоэлектрическое постоянное, Еи и ЕрЕ2 коэффициенты 

диэлектрической проницаемости пьезоэлектрика и диэлектрика соответственно, р. - 

плотность пьезоэлектрика, с՛^ коэффициент упругости пьезоэлектрика, 
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cj = G21 p2, k2 = си' /c2, G2 и p2 соответственно модуль сдвига и плотность 
материала диэлектрического слоя.
В силу малости толщины диэлектрического слоя считается, что D(ixï,x2) ио 

толщине слоя не изменяется, т.е. р(х, . х2 ) = dU,o). тогда в силу ф'՜' =0* Хч ““ Л
для ф1 ’ ՛ (х։, Х2 ) будем иметь:

Ф12>(х1;х2)= - — D' (л'рО)-—D'(xl,0) |(х, +h\ - х < х, < х
£1 £2 )

(4)

Для решения уравнений (1), (2). (4) с контактными условиями (3) применим

интегральное преобразование Фурье Ср (о)“ J* <p(x)g dx, —х < <j < со .

Получим граничную задачу:

- (<Г - - О. - огф<° - ֊ • к֊ • й<”
dx: dx, Е..

Условия контакта на Х2 = 0 :

ф(2> (a;ü) = - — £)’ (o;ü) - — D ~ (и;0) 
е։ г2

(5)

ф(1)| = Ф(2,|
1х:-0 1х2-|

Выше имелось в виду, что контур вдоль действительной оси обходит точку 
С5 = —к2 сверху, а точку СТ = к2 - снизу.

Решая эту граничную задачу' и удовлетворяя условиям уходящей волны, получим 
функциональное уравнение:

После этого, имея в виду функциональные уравнения (7). для контактных 
напряжений, упругого перемещения и электрического потенциала в пьезоэлектрике 
получим:
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хЧН-(£| ^nWO-x'M0՜+ -к:)
С44

-PCjjEj/C^E,
-(1֊Е։/е5)Л (1*х: \Jo:-kr +^(а: ~к;) D’(o,0)

^44

ХЧН”(С» +C:։^(1 + X:M°*՝ * 7%2 “*:)
. •Нг е ՛ 11

+ +e„A|o|)tx:(l-e,/e:>io|ö'(o’0)

Х!е,|а| -(е, + е,,Л|с4(1 + х՝ \jo: - к; ♦ (<г - к;)

и

е^к;Х1 (9)

Ф:”(о,х?)-

Дня удовлетворения условий уходящей волны однозначная ветвь функции 
yjo1 - к‘ выбрана таким образом, чтобы Jo2 - к[ iüj при |о| —■ х и

у]о" - А,՜ - -^к! -о՛. При этом контур вдоль действительной оси обходит гонку 

ветвления 0 - -A'j сверху, а точку CJ - к.- снизу |2]

^/£J^1+xO,(E1+E:iAH)7^^(''^i|l-։; КИ0’՜*։) 0 (°՛0)ИЕ—-----  '>1-------- ------- (’<»
Х։։,|о|- (t, + е„Л|о|) (1 „ х:У<г -к; + (о2 - *’)

С44
Таким образом, задача свелась к решению задачи Римана теории аналитической 

функции относительно D (о.О) и Г) ' (о,0) [(?)]

Для решения уравнения, (7) перепишем в виде
Е — _ — Ре —-J-K(a)D’(a,0)-rD-(a,0)^--------- ^S(a) (11)
Ч С44

где К (о) -> 1 при ;0: -* X

Х2Е2|о|֊(г2 + Е„А[о|) (1 + ՝/: \у]а: -к: (сг: - к;)

ед---------------------- с֊------------------------------
хЧП-(е1 + £ПЛ1°1) (*+ х: V°՜-^ + —(а2 -*7)

Cxi

5(a)-

Для решения уравнения (11) факторизуем функцию К(о), представив ее в виде 
(3|. ед-К-(а)-К (а), где К ՛ (а) регулярна и нс имеет нулей при lmU>0. 

К (а) регулярна и нс имеет нулей при 1шСС<0 (а-О + гО),
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К ' (а) = exp L ‘ (0), К (а)« ехр/. (а), 

о ,
г(о)-fLMe'^dx,

-X

о

Затем, уравнения (11) перепишем в следующем виде:

е‘а՝^

^/С-(а)О-(а,0)+^^ = -^.й-(а)֊^Л(о) 

Е2 К (о) С„ С44

гле/г(а)+Я(о)=Я(о)--£^. R (о)֊ fR(x,)e""" dx, 
К W -J

О . +х
, я(х,)- — р(а)е'0л'йО

После чего будем иметь:

«~(<0- ֊—«'(о)֊ П - Г'(о) (12)
$2 ^44 с>44 V-*)

Дальнейшие рассуждения приводятся, как в [4]. Применив к (12) обратное 
преобразование Фурье, получим /?’(х,) = 7" (х. ), где И (х,)=0 при х, >0,

F (х,) = 0 при X, < 0, следовательно, [5-6]. F-(x,) = F ֊(*,)= go.Rx,)

('), где 8(°Ч) = г>М->6(‘Ч) - производные б(х.) (к =1,...??). Применив 

интегральное преобразование Фурье к (*), получим

Так как 1 - /С(о) при |о| —* х имеет порядок |сг| 1 , то в силу свойств интеграла 

Фурье следует, что А(х։) имеет порядок 1п|х,| при |х։ | -* 0. поскольку 

F )=---- In Xj| -г const, где F-обобщенное преобразование Фурье. /•' ‘ -

Л
г - -г- Т^( \ z7ln(a + ։(0\

ооратное преооразование Фурье. Тогда L (01 = О' -------------- и
а + )

L (о) = 01 - I при 'Oj х . Отсюда легко видеть, что К' (о) —> 1, когда
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кг-* оо . Далее гак как ф'(о;0) =----- (<л;0), ф'(о;0) =------------£)"(сг,0)и
е։ е2

поскольку Ф(^) имеет конечное значение в точке = 0, следовательно:

Р’(сг,0) = (^—/г(о;0)֊0^] при|о|֊-х.

Поскольку /?(о) - абсолютно интегрируемая функция, то /?(л'3) - непрерывная

функция, следовательно. R' (б) = /<(0)/ 2, R (О) = /?(())/ 2 .

я-(о)-о[-1
Ыо-гО

I, Я~(а)-о( . 1 .
I ՝ 1։(а+։0)

Из вышесказанного следует, что Т7 (с) и Я * (о) стремятся к нулю при |Су| 

Отсюда следует, что а. = 0 (к = 0,...п) , т,е. Г ’ (а) = R ■(о) а и, 

Из этого следует, что О ~ (о.О) и О (о,0) определятся в виде:

д-(О։0)-֊^֊4-П’ о-(о,0)--^я-(ст)-к-(о) 
СдА К (а) Сд.

где R' (о)/К ՛ (о) и R'(с)-К (а) можно представить в следующем виде:

(13)

е»|о|- хЧМЧ̂ +Е„Л!о|^1-Х2к|'ог֊^ ^(ог-к;) Л‘(о)-А.''(о)

Л|сг;) (1 + X՜ к֊°‘ - к? С2/1

Е

Е

ЕзМ- Х%!°МЕ2+®П' - к ■ х (о2 - к;)] I/? - (о),.՛ К (о) 

Сд.

хЧН-МмН) (1+х՜к՛«*~к- * £*(о’-

Далее приступим к исследованию знаменателей R (а)/ К’(о) и R՜ (о)-К'(о).

'а2
С

(14)

Х2е2|а|-(е,+ е,г
си

Исследуем первое выражение из уравнения (14). Легко видеть, что при А, >к 
2

(&2- —) и при любых значениях/ /.(к.)>0, /}(к.)<0. Кроме того,

—- < 0 при а > к. и при любых значениях /. Из этого следует, что в интервале 
до
к]<О<к2 функция /До) имеет единственный нуль О = (Т1. Из-за четности 

функции /До) следует, что С = -0. в интервале -к2 <О<—к. , также является 
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нулем этой функции. Аналогично можно покатать, что /, (а) в интервале 

к} <0<к: имеет единственный нуль а • О2, а в интервале -к:<0<-к}- 

0 = -0,. Чтобы удовлетворялись условия уходящей волны, контур вдоль 

действительной оси должен обходить точки О = -0։, О « -а. сверху, а точки 

О ■ О,, о я О: -снизу. Из вышесказанного следует, что существуют 
злектроупругис поверхностные волны Ляна, которые распространяются со 

„ о) _ шскоростья.ми С.. -—, С . соответственно по положительным и 
а, а:

отрицательным направлениям оси X,.
Далее, применив к уравнению (J3) обратное преобразование Фурье, для

I) (х, .0) и D ' (х։ ,0) получим следующие представления

2л Л(°) ։>

/Г(х։,0)--^ 

с«

2_ 'г( чН-Мо)Й (о)/К-(о)_ в, \
2л Д /.(<’) o + a,f

Ре

(1 А \ (1 - . V - , В \
Поскольку — " /~\------------ и —\О)։К (0)----------- -— -абсолютно

с!о К [о) 0-о:1 о+о1/
интегрируемые функции, то после интегрирования по частям, можно убедиться, что 
имеют .место следующие асимптотические формулы:

D ֊ (х, ,0) - + о(х.՜11 х. - -«

I)' (х. ,0) = ֊- I - ofx.՜1). Xj -> +»
Cj.

(15)

о>-
X:a,;te,.(VE: -1/е.)

•«•(aJ-K-fa,)
А.

Л (oi
lc-o

Я. “

__ 7.4 -l/E;k: . /y(֊a;)

(l-a./Hn/E,)E1 К “ (- a,)
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— , х /?(0) /1п(а-Ю)\ . .
Далее .так как 7) (п) =----- -—— ‘?-------- г 4- (л-------------- при кт. —> ос и

4 ’ с^е, 2/(а-Ю) 0-/0 ) 1

п./ \ ^15 я(о) Л/1п(а+Ю)\ I I
и (п)=---------- :------- -------------Г + ()\-------------------пр» 01—> ос, ТО В силу СВОЙСТВс„ 2/(а + ։0) 0 + Ю ) 1 1
интеграла Фурье получим:

р(л-, ,о) - Ре^°^ [ Ь. е(_ )+е(Х1) 1 + о(Х] 1п|Х։ |) (16)

2си £, )
при |х,|-»0.

Отсюда следует, что /3(^,0) имеет конечный скачок на линии раздела

(Х1 = 0) диэлектрика.
Поступая как выше, можно получить асимптотические формулы для т(х։).

4*.) ° - | + - ^-^(-хЛ + ^-Ь-^х,) + О(1)(П)

1 и՜*0
Асимптотические формулы для т(х,) при |х,' —» я получим в виде:

т(х,) = 1Е՝еЮ{Ч + о(х1՜1) при х. -► +х (18)

т(х։) =/£2е՜*0* +о(х1՜1) при х, ֊♦ -»

где

Автор выражает глубокую благодарность профессору Э.Х. Григоряну за 
постановку задачи и ценные советы.
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УДК 539.3
ЗАДАЧИ О ФЛАТТЕРЕ ВЯЗКОУПРУГИХ ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ 

ОБОЛОЧЕК. ОБТЕКАЕМЫХ СВЕРХЗВУКОВЫМ ПОТОКОМ ГАЗА 
Худаяров Б. А.

Բ. Ц. Խուդայարով
Գազի գերձայնային հոսանքով շրշհոսվող առաձզամածուցիկ զլանային 

թաղանթների ֆլատերի խնդիրներ
Դիտարկված են ղազի գերձայնային հոսանքով շրջհոսվող առաձգսէմածուցիկ զլանային թաղանթների 

ֆլւստերի խնդիրները: Բուրնով-Գալերկինի մեթռղով խնդիրները քերված ես սովորական ինտեզրո- 
դիֆերենցիալ հավասարումների, որոնց լուծումները գտնված են թվային մեթոդով: Որոշված են եռաշերտ 
թաղանթների ֆլատերի կրիտիկական արագությունները:

BA.Khudayarov
Problem of Hutter of Viscoelastic Cylindrical Shells in Supersonic Hou of Gas

Исследуются задачи о флаттере вязкоупругих цилиндрических трехслойных 
оболочек, обтекаемых потоком газа. При помощи метода Бубнова - Галсркина задачи 
сведены к исследованию системы обыкновенных яктсгро-диффсрснциальных уравнений 
(ИДУ) Решение ИДУ находится численным методом, основанным на использовании 
квадратурных формул. На основе этого метода разработан алгор1ггм численного решения 
задачи. Определены критические скорости флаттера трехслойных оболочек

Рассмотрим вязкоупругую трехслойную цилиндрическую круговую 
оболочку несимметричной структуры, состоящую из двух наружных слоев и 
с жестким заполнителем. Оболочка длиной £ при нулевом угле атаки 
обтекается потоком газа с большой сверхзвуковой скоростью V՜, 
направленной вдоль образующих.

Нелинейные уравнения движения вязкоупругих трехслойных 
цилиндрических оболочек выпишем в виде:

Д(1 - /?■)(! - 0Л2р;'У։)У4х - ^^[(1 - А’РЛДхГ (1) 
ох ду

. а-’Ф а2+ 2-------------
ЛгЭу 'дхду

-А^^2)х]-^^[(1-й2р;'У3)х]- i а;Ф
R дх2

VM> = £(!-/?>

Здесь Z(x,y.z) функция перемещений, связанная с прогибом
VV(х.у, z) соотношением [1.2]:

IV=(i-h%-V)Z

где V2 = д1 /дх2 + д՝ / ду2.
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Величины £>, 0. р3 характеризуют соответственно цилиндрическую 
жесткость трехслойного пакета, изгибную жесткость несущих слоев и 
жесткость заполнителя на сдвиг; А-толщина пакета; А’-интегральный 

оператор с ядром релаксации /?(/): Л‘ср(О=^'/?(г-т)ф(тХг; Ф(х,у,/)- 

функция напряжений.
Поперечная н’агрузка ц(х,у,1) складывается из сил инерции, сил 

аэродинамического демпфирования и аэродинамического давления

д(х,у։1>-Ь—-В — + Ьр (2)

Аэродинамическое давление Др в случае одностороннего обтекания 
имеет вид [3]:

. ЭИ' 
Др = -Кря Л/ —+ 

дх

2

(3)
4

где й-удельная масса трехслойного пакета; В «= К рх /V1 ; X- 

показатель политропы газа; рх и К. -соответственно давление и скорость 

звука в невозмущенном потоке: М = V/Р’х-число Маха для 
невозмущенного потока.

Будем искать приближенное решение системы (I) в виде
.V л/= 22 Х„Л‘)^(х,У)

«Ч т-1
л՜ л/ (4)

ф(х,у,о-У 2ф„Л'Ж„(*->') 
л-1 /л«1

где функции <ргл (х, у). фЛ„.(х.у) подобраны так, чтобы каждый член суммы 
(4) удовлетворял граничным условиям на кромках оболочки, а 
Хпт(0» Ф^ (0-неизвестные функции, подлежащие определению.

Подставляя (4) в уравнение (1) и применяя к этому уравнению метод 
Бубнова - Галеркина, получим систему интегро-дифференциальных 
уравнений относительно коэффициентов (4). Введя следующие безразмерные 
параметры

х у_ К IV А
£’ Я’ Д А ’ Ух

и сохраняя прежние обозначения, систему ИДУ сводим к уравнению 
относительно угт :
... .V .V М

4 Хн++(1 - в' )с*х*/ - К У Лл+V? 2 2а ь^ХнжХь -
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п 1 Т) л М~^У + ^Г(, У У^н.ы^-Я’Эх».^-
2^Р1 4% 2я А Р| 4%

_ Я м
-т-Ь- У У«№«,/>Х™(1-Л')Х„Хл =0 (5)

4Я Л я.Т7-1 тлд-1
Здесь Лц, Вц> См, Ей Вил , Ку^г, Рмпп»г, «Ишт^ рь 

V»=а?р.л Я\М ‘ /£) - безразмерные параметры.
Интегрирование системы (5) при ядре Колтунова-Ржаницына 

(л(г)=А-ехр(-|Зг)-Г՜1, 0<а<1) проводилось численным методом, 

предложенным в работах [4. 5]. Результаты вычислений представлены в 
таблице.

В качестве критерия, определяющего критическую скорость V. 
принимаем условие, что при этих скоростях амплитуда колебаний изменяется 
по гармоническому закону. При V > И.кр происходит колебательное 
движение и интенсивно нарастающими амплитудами, которое может 
привести конструкцию к разрушению. В случае У< У.^ , амплитуда 
колебаний затухает {6].

Из таблицы видно, что увеличение коэффициента вязкости А приводит к 
уменьшению критической скорости флаттера на 54%. При А=0 и Я=0,1 
скорость флаттера соответственно равна 83 и 38,3.

Таблица
Л а 1* К1 А 0 V-«,
0 

0,001 
0,01 
0,1

0,25 0.05 0,2 10 0,05

83 
81,5 
55 

38,3

0,1
од
0,4
0,7

0,05 0,2 10 0,05
30,5
42
47

0,1 0,25
0,01 
0,1 0,2 10 0,05 38,5

38,1

од 0.25 0,05

0,01 
0,04 
0,08 
0,3

1 0,05

172 
146,3 
133,9 

122,95

0,1 0.25 0,05 0.2
4
6
8

0,05
132,2
91,3 
59

од 0,25 0,05 0,2 1

0,01 
0,05 
0,08 
од 
0,2

115
124,2 

130,95
135,3
156,4

С увеличением реологического параметра а критическая скорость 
флаттера возрастает. Рост критической скорости более сильно заметен при 
значениях а=0,7 в отличие от значения а=0.1. Разница между ними 
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составляет 54,1%. Для критической скорости флаттера влияние 
реологического параметра |3 незаметно.

Изучено влияние параметра (кх = /гД՜ !Ь ) на критическую 
скоростью У.,,, флаттера. Расчеты были проведены при ^=0,01; 0.04; 0,08 и 
0.3. Полученные результаты показывают, что с уменьшением жесткости 
заполнителя на сдвиг (ростом коэффициента к;) критическая скорость 
флаттера трехслойной оболочки уменьшается.

Как показали вычисления, если увеличим параметр /.. то критическая 
скорость флаттера существенно уменьшается. Это объясняется гем. что по 
поверхности оболочки аэродинамические нагрузки увеличиваются с ростом 
параметра X из-за увеличения длины оболочки £.

Изучено влияние параметра 0, характеризующее изгибную жесткость 
несущих слоев. Увеличение параметра О благоприятно влияет на флаггерные 
характеристики.

В заключение отметим, что вязкоупругие свойства материала 
уменьшают критическую скорость флаттера трехслойных оболочечных 
конструкций. Увеличение жесткости заполнителя на сдвиг и изгибную 
жесткость несущих слоев приводит к возрастанию критической скорости.
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УДК 62-50
ОПТИМИЗАЦИЯ УПРАВЛЕНИЯ ЗАХВАТОМ ЦЕЛЕВОГО 

ОБЪЕКТА РОБОТОМ-МАНИПУЛЯТОРОМ ПРИ НЕПОЛНОЙ
ИНФОРМАЦИИ

Аветисян В.В., Барсегян А.Р.

Վ.Վ. Ավեսփսյան, Բարսեղյան Ա.Ռ.
Ոչ լրիվ ինֆորմացիայի պայմաններռւմ ռոբոտ մանիպուլյատորի կողմից նպատակային օբյեկտը 

բռնելու ղեկավարման օպտիմիղսպիան
Դիտարկվում են ռոբոտ մանիպուլյատորի կողմից նախապես անհայտ կոորդինատներով նպատակա­

յին անշարժ օբյեկտը բռնելու ղեկավարման երկու միատիպ եղանակներ: հ տարբերություն [2-4)-ի 
նպատակային օբյեկտը փնտրելու ղեկավարման փուլը ուղեկցվում օբյեկտին մանիպուլյատորի բռնիչի 
միաժամանակյա մոտեցմամբ. Մանիպուլյատորի աշխատանքային գոսաւ երկրաչափական պարամետրե­
րի հարթության մեջ կառուցված դիագրամների օգնությամբ լուծվում է կառուցված ղեկավարումներից այն 
ղեկավարման ընտրության խնդիրը. որի դեպքում նպատակային օբյեկտը բռնելու երաշխավորված 
ժամանակը նվազագույնն է:

V.V. Avetisyan, A.R. Barscghyan
The optimizalion us conlrol in catching of goal objecl by robot-marùpulator undcr the 

incomplet information

Рассматривают! диа однотипных способа управления захватом роботом манипулятором 
неподвижного целевого объекта с заранее неизвестными координатами В отличие от |2-1| 
этап управляемого поиска целевого объекта сопровождается с одновременным приб­
лижением схната манипулятора с: последним. При помощи диаграмм, построенных на 
плоскости геометрических параметров рабочей зоны манипулятора, решается задача выбора 
управления из двух построенных, при котором захват целевого объекта осуществляется за 
минимальное гарантированное время.

Пусть имеется грехзвенный манипулятор, работающий в декартовой 
системе координат, т.е. манипулятор, звенья которого перемещаются друг

Фиг. I

относительно друга в трех взаимно-перпендикулярных направлениях (фиг.
1). Управление движением рассматриваемого манипулятора осуще­
ствляется с помощью электроприводов, состоящих из электродвигателей
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постоянного тока с независимым возбуждением и редукторов Пусть 
имеют место следующие допущения (1): а) редукторы приводов обладают 
большими передаточными числами; б) электромагнитные постоянные 
времени и характерные времена выхода электродвигателей на 
стационарный режим вращения намного меньше времени рабочей 
операции манипулятора.

При таких предположениях управление движением схвата 
манипулятора по каждой координате х. - кинематическое, 

а уравнения движения имеют следующий простой вид:
|^| 5 Ь\■„ / = 1,2,3 (1.1)

Здесь - управляющее напряжение /' - го электродвигателя, I/ — 

заданные постоянные, к, - константа (параметр электродвигателя), р. — 
размерное (обратное размерности мины) передаточное отношение, связу­
ющее угловую скорость якоря / —го электродвигателя и линейную ско­
рость соответствующего звена (о = р։х .

В соответствии с конструкцией рассматриваемого манипулятора, рабо­
чее пространство манипулирования схвата манипулятора представляе՛! со­
бой параллелепипед

О = {(хрх,,х3): 0 х, 2 с, /=1,2,3} (1.2)
Пусть в некотором прямоугольном основании 

/)(а։,а2) = {(хрх20): 0 5 х, 5 а{, а( £ с, / = 1,2} рабочего пространства 

манипулятора (1.2) имеется некоторый точечный неподвижный объект У, 
координаты которого управляемой стороне неизвестны. Предположим, 
что управляемой стороне в процессе движения доступна полная 
информация о соотношениях (1.1) и параметрах рабочей зоны 
манипулятора (1.2) за исключением начального состояния объекта 
У-у(/0)=у։1. Однако на охвате X манипулятора расположено 
сенсорное устройство, при помощи которого на прямоугольном основании 

В образуется подвижная и изменяющаяся круговая информационная 
область чувствительности С(х(0) (фиг. 1), позволяющая уточнить инфор­
мацию о координатах местоположения объекта У в случае попадания 
последнего в эту облас ть у£Сг(х(/))

Определим область 6’(х) для любого положения хеосй’
следующим образом:

С(х(г)) = С(х(/),х3(/).С)

Область 6(х(/)) (1.3)

(ЕЯ2: л = (х„х,)е5,

О < х, £ с, С > О
(1.3)

представляет собой круг с центром в точке

х(/) = (хь.х,)Е£) и с диаметром //= 2Сх.. С = 1§а(фиг. 1) где х3 - 

расстояние схвата манипулятора до прямоугольного основания О а 
С такие числа, для которых при Л.|их = 2Стахх. имеет место

неравенство Лт։х <а: £ с, / = 1.2 Такой выбор параметров а,.я, и 
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С (угла (Х.|«1 < я/2 ) позволяет обходить тривиальный случай С/ 3 И .

При фиксированном параметре С (1.3) эволюция круговой области 
6'(х,х3,С) = (7(х,А/2) (с учетом А/2 = С >х3|) в прямоугольнике О опре­

деляется движением ее центра х с помощью вектора управления и и 
расширением или сужением области С(х,х3,С) путем изменения 

координаты х3 с помощью скалярного управления и3 или, что тоже 

самое, изменением ее диаметра Л = 2Сх3 с помощью управления Сиу.
Введем следующие безразмерные переменные и обозначения (с даль­

нейшим опусканием штрихов);
I = 1/у X: = х./с, с' =$/с, I = 1,23» Ц' Щ =1

а\ = а./с, I = 1,2,11՛ = 1г/с, с' = 1 0' = тт^, и’2), у = р^сЩ^ / = 1,23 (1 -4)

II. =4^//^, Ч՛: =
В переменных и обозначениях (1.4) плоское и вертикальное движения 

схвата манипулятора описываются, соответственно, первым, вторым и 
третьим уравнениями следующей системы:

л;«=и։, / = 1,23; д/м:2 +мз |н3 1 П.5)

Область Г) при этом запишется в виде
/)(£/ра2Л1) = {(хрх2,х3).- 0$х3=г1, / = 1,2} (1.6)

Пусть процесс управления схватом манипулятора начинается в момент
из начальной точки х" = (х°.х3)Е7) и заканчивается в момент 

! = Т , когда выполняется условие
х(Т) = х'еД

(1.7) 
х1 = (х‘,х3), х1 = у, х{ = О

Целью управления охватом является выполнение условия (1.7) за 
возможно минимальное время Т.

2. Разобьем процесс управляемого движения схвата X на два этапа — 
этапы поиска и приведения на искомый точечный объект У. В связи с 
этим допустимыми будем считать комбинированные управляющие 
функции вида [2]

и =
«С(Х°Д), 

и‘(х՝,1՝,х];1), !՝шТ
(2.1)

Здесь величины х0,х’,х'д',7' являются параметрами, 

х'.х’.х1 Е/.), Т гг’ 2:/0, Управлению и соответствует этап поиска, а уп- 
։ у г-равлению и этап приведения на искомый объект.

Движение системы
следующим образом.

(1.1) при управлении вида (2.1'1 строится
На интервале используется управление

поиска и', а затем после момента обнаружения Г, когда вектор X1 

становится известным, на интервале и’,7] используется управление (Г, 
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приводящее систему из обнаруженной точки X՝ в точку л՜՜. Вопрос су­
ществования конечного момента г’ a f0 является основным в задаче по­
иска и ее решение зависит от способа управления схватом. Если 
проекция траектории системы (1.11 (при управлении м°) на прямоугольное 

основание D — покрывающая [2]. то время г', при котором 
обнаружение искомого объекта происходит в конечной точке этой 
траектории, назовем гарантированным временем поиска.

Полное время процесса поиска и приведения, складывающееся из 
времени, прошедшего до обнаружения, и оставшегося времени = 7 
приведения в х1, зависит как от управления и начального положения 
схвата, так и от геометрических параметров рабочей зоны 
манипулнрования

T(D,x\u) = t*(D,x\u0) + t\x\x\u9),u'). D = D(apa2,l) (2.21

Пусть начальные плоские координаты (х՝',х2) = х°, 0 s Х^Х? < а-.,а, и 

параметр С (1.3) заданы. Тогда каждому значению вертикальной 
О f\ Откоординаты х3. U < Х3 s 1 и каждому допустимому управлению 

[ о . 11и = (и ,и j соответствует некоторое время гарантированного поиска и 
приведения (2.2).

Рассмотрим следующую задачу.
Найти минимальное суммарное время гарантированного поиска и при­

ведения 7” (а.,л,), управление и‘ - {и "’,№*} и начальный диаметр крута 

обнаружения Л(* = 2С(х',')* (или начальную координату (х3)‘) 
доставляющие минимум

T'(ava!)= min min Т(в„а5л?,«), /im։sa,,u2sl (2.3)

3. Опишем сначала два однотипных способа управления движением 
схвата, а затем укажем условия на входящие в него параметров, при 
которых определяется наилучшее между ними управление, в смысле |2.3).

Рассмотрим исходящие из начальной точки (х՝’)։ = (ОДх^"''), 

0<Х?(։| si, i = 1, 2 две пространственные ломаные L՝ и L.,, проекции 

£] и L2 которых на прямоугольное основание D в плоскости Ох,х2 

изображены на фиг. 2а и 2Ь соответственно. Двигаясь по ломаной Л,, 
проекция схват манипулятора осуществляет сканирование 

прямоугольника D по ломаной L' Пусть длины участков ломаных, 
лежащих на боковых сторонах прямоугольника, уменьшаются по закону 
арифметической прогрессии с некоторой постоянной величиной 
<7,,0 < <?, < Л,'1’, где /<;!1= 2Сх3 - начальный диаметр круга 
обнаружения. Тогда сумма диаметров кругов обнаружения, лежащих на 
боковых сторонах прямоугольника, выражается формулой

а, =(2/|'"֊(п,֊1)-9,.)л,/2 (3.1)

где nt — целое число, определяющее количество указанных участков.
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Фиг. 2

В отличие [3]. рассмотрим случай "медленного поиска” ||4]), когда 
оптимальное время плоского перемещения центра круга обнаружения на 

расстояние, равное радиусу круга больше оптимального времени

вертикального .перемещения Х՝”"/из = С А-/72. т.е. и &Си^, 6'3=1. 

Тогда управления, при которых движение охвата X происходит но 
траекториям - 1,2. задаются следующим образом:
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и} (г) ■ О. и2 (г) ■ 0, и3 а 0; 

и} (/) Я Й и2 ({) = 0, «з а О/ 

(/) а -О, и2 (Г) а О, и3 в О,'

51 * {{'!2, ) = 4г, г = 0,1,...,р, 

'*'!?<> У»4г,г = 0,1,...,р, 

р-[(п2+1)/2]

ц(ОяО, «2(/)«Ц и3=д2О/(2И;~ -ц2)С;

г = 0Д...,п»-1

и} (/) ■ 0, и2 (I) и 0, и3 = 0;

и։ (г) ■ и, и2 (г) а о, М, ■ О/ 

ц (/) а ֊и, и2 (/) а 0, и3 = 0;

и,(О»о,«2(О-й«3 Е^и/(2/^‘ -<а)С в

I <, 1% ] = 4г, г = 0Д...,р 

у»4гЛг=од...,р

г=0Х..,^-1 
где | х) означает целую часть х.

В |3.2), (3.3) моменты времени \!2, I = 1,2 определяются из
уравнения движения (1.1) подстановкой управлений (3.2), (3.3) в эти урав­
нения и интегрированием последних при краевых условиях, представляю­
щих координаты вершин £'.I.-՜' .4'. ’2, / = 1.2.

Движение схвата X при управлении |3.2)|(3.3)1 происходит следующим 
образом. На участке Ч\"Ч.\"'Ч'(Ч'"ЧЧ2' Ч'2‘) рассматриваемой ломаной 

/..(£-,) плоское движение схвата X происходит с максимальной 

скоростью и =1} и с постоянным диаметром обнаружения 
Л^2'= 2С-Хз<֊) (Л(' ՝ « 2С-х֊! 1։), т.е. при //. =0. Начиная с вершины 

Чу' (а},И^Ч 2,Ху՛'1) (Ц՜' (Л(У ՛ / 2, а2, х3' ՛ ’)) движение объекта X но 

координатам происходи! одновременно. За время

{ = ^:Ч(и + Си3)(։ = Ь^'/(СТ -г Си у)), 0 2 и3 5 1 нижняя точка 

пересечения окружности круга обнаружения с линиями х, = (х2 - а2)

и х։=0(х2=0) перемещается из положения (о,,0) ((0,я2)) в 

положение ) (И/со скоростью и + Си3, а центр круча 

обнаружения — из положения (д|,/||'|л'/2) ((Лд’72^2)) в положение 

(я,,/^ +Л|',՝:<’)/2) ((Л|'” + ^н'Ч2,а2)У со скоростью 0, где 

Локп - Ло ’ _ <7. ■ Ч1 = 2Л||‘ 'См3/ (С + Си у). По описанному способу 
движение по заключительному участку траектории обеспечивает 
приведение схвата в конечную точку траектории Проекции Ч\Ч = 1,2 
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траекторий £,,/ = 1,2 покрывают И ([2]), поэтому движение схвата X по 

траекториям /^,/=1,2 при соответствующих управлениях обеспечивает 

обнаружение искомого объекта, находящийся в /1, за конечное время 
Как показали исследования, проведенные аналогично |5], одна из 
траекторий Л’,/= 1,2 в зависимости от геометрических параметров £) 
имеет минимальную длину среди целого множества покрывающих прямо­
угольную область с заданной точностью траекторий, построенных на 
основе двух исходных траекторий = 1,2 .

Полное время процесса управления при прохождении схвата X по 
траекториям I = 1,2 вычисляется следующим образом:

г/, («„«зХ'1,?/) = < +4> 0' = Г 7՛ = 2); (' = 2,) = О (з.4|

< =<£, Гд (ЯрйЛ'Ч) = 4

(1; = А»й/2 + (2Л,‘/։ - («/ “1)9,)(«, -1)/2

0-1, 7-2); О -2,7 = 1)

В (3.4) I] — гарантированное время "просмотра” прямоугольника Р 

при прохождении проекции схвата X по траектории с длиной , а 
— время приведения на уже обнаруженную точку по заключительному 
участку с миной <7?

Из (3.4) имеем
г,., (мМ'^Ч)) = dL IU . (7 = 1, j - 2); (7 = 2, j = 1) 

d,։ (я,,h™, qz,n,)-d\ + d^ = a2+/iI(a2,/i‘2>,q2)-a, 

d,։(al,a2,h^),qvnI) = d^ + d]Q ֊a, + H, (a, X՛*, </,)•<։, 

Таким образом, □_! (2.3), с учетом (3.4), (3.5), получим 
Т՝(а. ,а,) = min min min Г. («,,«,, )~

“ min min min d, (a..a,Jdn,q.)/U~
1-1.2 и«/,«л;»' 1 ‘ 0

= min dj (a,,a2)iU = d՝(a^a?)/U

(3.5)

(3.6)

S 6„a, S ],
В (3.6) задача минимума

(i-l,/֊/ + !); (7-2,) =7-1)

min min (3.7)

(i«1, j = / + l); (j = 2,/»/-l)
с учетом (3.5), равносильна задаче

?i.(a, a)-* min min, n; EZ (3.8)
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где л(,! =1,2 определяются из (3.1) и имеют вид

п,(а„/^>?,) -[2Й<" 4 9, - 7(2Л«49,)2 ֊8^9,1/29,, I = 1,2 (3.9)

Первый внутренний минимум в (3.8) по (/,. с учетом (3.9), достигается 
при

9(‘ = 4а, - 2Л ֊ 4^а,(а, -й<"), 1-1,2 (3.10)

Подставляя (3.1’0) в (3.9) и разрсипая последние относительно й^1, 

получим следующие два соотношения:
Л<° = «..(2//,. ֊!)/«;, /-1,2 (3.11)

Функции (3.11) — монотонно убывающие относительно параметров 
п.,/ = 1,2. Поэтому определение внешнего минимума в (3.8) равносильно 

нахождению наименьших значений п' = 1,2,... и, соответственно.

максимальных значений диаметров круга обнаружения (//<՛,՛ )*./' = 1,2
(3.11), при которых не нарушаются условия

(Л^Г^С-гс, 1-1,2 (3.12)
Таким образом, решение задачи (3.7) можно представить в следующей 

последовательности: для фиксированных «,,/=1,2 из (3.11) и (3.12) 

определяются количество шагов сканирования - п', и начальный 
диаметр круга обнаружения (или начальная координата по вертикали) — 
(7/(';')‘. Затем находится д’ из (3.10). При найденном наборе значений

Ч»(^о )*>?* определяются управления (3.2), (3.3), при которых 
выполняется условие (1.7).

4. Перейдем, согласно (3.6), к решению задачи
‘>'(а}.а2) = ттс1;(а],а2), Лт„за,,а,£1 (4.1)

< — 1. —
т.е. к задаче определения из двух траекторий Л, и £, траектории 
минимальной мины.

Минимум в (4.1) зависит от знака функции
Т(а„а2) - й;, ֊ - а2 -а, + п2а, - п.а2 (4.2)

и бпределяетря следующим образом:

<1'(а„а2) =. г/, (а;,а?) = с/л. (а,

Г(а„а2)>0

Т(а„а2) = 0 (4.3)

</,Ца;,а2), Г(а,,а2)<0

Определение минимума (4.3), в соответствии с предлагаемым 
алгоритмом, проводилось численным путем. Был рассмотрен манипулятор 
со следующими размерными электромеханическими и геометрическими 
параметрами:
с-1м, С = 0.05, р. =3600 м՜1, р2 = 3260 м՜1, р3-150։м՜’

к} = 0.3 Н м/А. к2 = 0.233 Н м/А. к3 = 0.316 Н м/А.
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«и2 =й’3 «НОВ
На фиг. 3 результаты расчетов по изложенному алгориму (3.7)-(3.12). 

(4.1)-(4.3) представлены в виде диаграммы. Вычисления проведены после 
перехода к безразмерным переменным с помощью формул (1.4), где за 
единицу измерения времен взята величина '/■ р-к-сУ31 «= 0.43 с., равная 
времени вертикального перемещения схвата манипулятора на 1м с 

постоянной скоростью л՜- *=( р3к3) ՝из ** 2.32 мс. '

Фиг 3

По осям на фиг. 3 отложены значения мин сторон прямоугольника а. 
и а2, изменяющихся в пределах < аиа: 5 Оф, где Лт;։х = 0.1. 
Диаграмма типа фиг. 3 позволяет рассчитать оптимальную траекторию из 
двух исходных траекторий А։ и и соответствующее управление. Если 

точка (а..а-,} совпадает с жирными точками, то Л, и 1.: равносильны, 

т.е. Т‘ =Тк = 7} ; тогда можно использовать управление (3.2) или (3.3). 

Если точка (лра2) принадлежит заштрихованным областям, то 

оптимальной является траектория т.е. 1" =Т։ , а оптимальное 
управление определяется согласно (3.2). В остальном оптимальной 
является Ь2, т?е. 7” ~Т։_ и оптимальное управление определяется 
согласно (3.3).
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Для следующих значений параметров а2 = 0.5 и «։ = 0.1,0.11,...,0.5 
проведены расчеты определения оптимальных значений параметров 

управления (3.2), (3.3) — . 1-1,2 и соответствующих
оптимальных времен гарантированного приведения. Так, например, при 
<?, »0.3 и а2 =0.4 в размерных переменных имеем (ДУ) = 0.0916м , 

п' -6, д,'= 0.0166 м. и (Л^)’ = 0.0937 м, п2' = 8, ц2' -0.0125м.. 

которым соответствуют значения 1\ = 27.4909с. и Т, = 26.5090с., т.е. 

Т' = Т, Анализ полученных результатов показали, что оптимизация 
управления гарантированного приведения дает существенный выигрыш 
во времени. Во всем диапазоне изменения параметра й։, 0.1 £ 0.5 .
выигрыш во времени составляет до 30%.
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ՀԱՅԱՍՏԱՆԻ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԶԳԱՅԻՆ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ

Սեխաճիկա 57. Ns2. 2004 МеханикаУДК 539.3
О ПРОЧНОСТИ СОЕДИНЕНИЯ ИЗ РАЗНОРОДНЫХ 

МАТЕРИАЛОВ ПРИ УДАРНЫХ НАГРУЗКАХ
Хачикян А.С., Ширинян Р.А.

Ա.Ս Խաչիկյան. fklL ՇիրինյանՏարսաեո նյութերից կազմված միացությունների ամրության մասին հարվածային րեոների դեպքումԴիտարկված են հարվածային րեոների դեպքում տարասեռ նյութերից միացությունների ամրության հարցերը: Փորձերը կատարված են ճոճանակային ցցահարի (копер) վրա, ըստ Շարպի փորձի նմուշներին նմանատիպ նմուշների վրա. որոնք պատրաստված են դյուր ալյումինից և Լպօթսիդային կոմպաունդից մասերի սոսնձման միջոցով Փորձարկված են նմուշներ, որոնց մեջ լարումների ուժեղ խտացման (եվակիության) կամ թերլարվածության կոտիները դտնվում են միացման մակերևույթի ինչպես ներքին անկյունային կետում, այսպես էլ արտաքին եզրերում: Արդյունքների անալիզը ցույց է տափս ստատիկ փորձարկումների արդյունքների հետ որակական համաձայնեցվածությունը և քայքայման ձևի ու ցոաանիշների բավարար կայունությունը: Միացման մակերևույթի եզրի շրջակայքում լարումների ուժեղ խտացումը փուփն փոխարինում է ըստ Շարպի փորձում նախատեսվող արհեսսւակաճհրեն ստեղծվող լարումների կոնցենտրասսւյփն՛
A.S. Khachikian, R.A. Shirinian

On the Strtnght of Joint from Heterogeneous Materials under the Shock LoadingsРассмотрены вопросы прочности соединений из разнородных материалов при ударных нагрузках. Эксперименты проведены на маятниковом копре на образцах аналогичных образцам для испытаний по Шарпи, изготовленных склеиванием частей из эпоксидного компаунда и дюралюминия. Испытаны образцы с зонами сильной концентрации напряжений или малонапряженного состояния как на внешних краях так и на внутренних ребрах поверхности соединений Анализ результатов показывает качественное согласие с данными статических испытаний и удовлетворительная устойчивость характера разрушений и показателей прочности Сильный концентратор в окрестности ребра или края поверхности соединения полностью заменяет искусственный концентратор, создаваемый в испытаниях по метолу Шарпи.
Экспериментально рассматривается влияние сингулярного и малонап­

ряженного распределений напряжений, появляющихся в окрестностях 
ребер и краев поверхности соединения, на характер разрушения клеевого 
соединения при импульсной нагрузке.

Клеевые соединения находят широкое применение в разных отраслях 
техники и многие вопросы их прочности достаточно хорошо исследованы 
[1,2]. В [3,4] обсуждены вопросы распределения напряжений и прочности 
в клеевых соединениях из разнородных материалов при статических и 
циклических нагрузках. В работах, включенных в справочник [5], 
рассматривается напряженное состояние неоднородных тел при наличии 
трещин выходящих на поверхность соединения разнородных материалов, 
или находящихся на этой поверхности. Прочность клеевых соединений 
при ударных нагрузках сравнительно мало исследована [1].

1. Вопросы сопротивления материалов и конструкций ударным 
нагрузкам очень актуальны [б]. Проведены многочисленные исследования 
разрушений волгами напряжений и динамического распространения 
трещин [7-9]. В распространенном, особенно для металлов, методе опре­
деления ударной вязкости материалов но Шарпи на образце заранее: 
делается искусственный концентратор-остррконечный надрез. Этот 
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концентратор, но идее, обеспечивает если не замену зарожденной 
трещины, то одинаковые условия ее зарождения, определяемые остротой 
надреза, размеры которого стандартизуются (10]. Конструкции типа 
клеевого соединения из разнородных материалов имеют на ребрах и 
краях поверхности соединения сингулярность напряжений (КС) или 
малонапряженное состояние (МС) (11]. Степень особенности напряжений 
определяется по местным решениям задачи линейной теории упругости, а 
коэффициент при особенности можно оценить по фотоупругим картинам 
[11.12]. Влияние этих специфических распределений напряжений па 
прочность соединения при статических и циклических нагрузках 
рассмотрено в [13]. Эти исследования показали хорошее соответствие 
показателей прочности соединений характеру распределения напряжений, 
определенных теоретически и по фотоупругим картинам.

Исследования прочности соединений из разнородных материалов при 
импульсных нагрузках нам неизвестны.

Здесь приводятся результаты наших экспериментов по выявлению 
влияния специфического распределения напряжений в кусочно-однород­
ном теле на характер разрушения клеевого соединения из эпоксидного 
компаунда и дюралюминия при импульсной нагрузке. Испытывались 
образцы, аналогичные Шарпи без искусственных концентраторов. Роль 
концентраторов напряжений выполняют особенности напряжений на 
ребрах поверхности соединения. Испытаны образцы с концентрацион­
ными и малонапряженными зонами распределения напряжений как на 
внешней поверхности образцов, так и на внутренних ребрах поверхности 
соединений разнородных частей образцов.

Скорость приложения нагрузки и температура образцов при 
испытаниях не менялись. Не менялись также углы отделки склеиваемых 
частей соединений, что равносильно постоянству параметров поведения 
напряжений в угловых точках ֊ коэффициента при особенности и 
степеней особенности или стремления к нулю.

2. Были испытаны четыре типа образцов, изготовленных из эпоксид­
ного компаунда (ЭД6-МТГФА) и дюралюминия (Д 16-АТ). Склеивание 
проводилось эпоксидным клеем. Технология изготовления и склеивания 
образцов описана в [14|. В [15-17] приведены также результаты статиче­
ских и циклических испытаний этих же образцов, а также фотоупругие 
картины напряжений при изгибе и растяжении, некоторые из которых 
приведены здесь (фиг. 1|. Конструкция образцов с размерами 0.6x1.3x6.0 
см и схемы нагружения показаны на фиг. 2

Испытания проводились на маятниковом копре МК-0.5-1 Предвари­
тельными испытаниями нескольких образцов был определен диапазон 
энергии разрушения для образцов разных типов и выбрана скорость 
начала удара 2.5м/с.

С целью исключения влияний возможных случайных факторов 
изготовлены и испытаны две группы образцов. Для каждого типа были 
испытаны пять образцов в первой группе и по три образца типа А. Б, Г - 
во второй. Были также испытаны две группы по три и пят։, однородных 
образца (фиг. 3) по методу Шарли с разной остротой искусственного 
концентратора для определения когезионной прочности эпоксидного 
компаунда. Результаты испытаний приведены в табл. 1-4.
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В табл. 1 и 2 приведены экспериментальные значения работ 
разрушений первой и второй групп образцов соответственно, а также 
величины площадей поверхностей, образованных разрушением 
когезионно по эпоксидному компаунду и адгезионно по плоскости 
склеивания. В табл. 3 приведены значения работ разрушения однородных 
образцов из эпоксидного компаунда при двух разных значений остроты 
надреза концентратора. В табл. 4 приведены средние (по двум группам 
образцов) и удельные значения энергии образования поверхностей 
адгезионным разрушением, рассчитанных согласно значениям удельных 
расходов энергий на когезионное разрушение для двух разных 
концентраторов-надрезов.

Фиг. 1. Фотоупругие картины напряжений при статическом нагружении 
КС концентрационное состояние, МС - малонапряженное состояние

3. Рассматривая результаты испытаний, прежде всего следует 
отметить достаточно хорошую, для таких экспериментов, устойчивость 
значений энергии, затрачиваемой на разрушение образцов каждого типа. 
Можно отметить также устойчивость характера разрушения и отношения 
величин площадей вновь образованных поверхностен, разрушенных 
адгезионным и когезионным образом. Из 37 образцов забракованы 
результаты испытаний 6 образцов. Еще только о образцов дали 
значительно отличающиеся от средних значений результаты. Остальные
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26 образцов дали стабильные в своей группе результаты.
Во-вторых, можно отметить согласованность с результатами 

статических испытаний и с фотоупругими картинами напряжений этих 
же образцов (13]. Образцы типа А {с концентратором на сжатой зоне 
изгибаемой полосы) прочнее образцов типа Б (с концентратором на 
растянутой зоне), образцы типа Г (с КС на границах полосы) слабее 
образцов типа В (с КС на нейтральной линии). Отметим еще, что

Фиг. 2. Тип образцов и схемы нагружения Д ֊ дюралюминий, ЭП 
эпоксидный компаунд, (X = 30 .

Сеч. 1-1

Фиг. 3. Образцы для испытаний на вязкость разрушения с переменной 
остротой концентратора, р - радиус закругления на кончике концентратора.

Вид А

0,8
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исключительно во всех образцах в окрестности МС поверхность 
соединения не раскрылась (нет адгезионного и вообще никакого 
разрушения), а в окрестности КС поверхность соединения раскрылась 
(имеет место адгезионное разрушение).

Важно еще отметить большую разницу удельной когезионной работы 
на разрушение однородных образцов по Шарпи из эпоксидного 
компаунда с различной остротой надреза (табл 4). Менее острый надрез 
дает слишкохм завышенные значения удельной работы, что приводит к 
противоречию (табл. 4, отрицательные значения адгезионной работы 
разрушения).

4. Один из интересующих нас вопросов имеет однозначный ответ: 
при импульсных нагрузках (как и при статических нагрузках) разрушение 
никогда не начинается в зоне МС и поверхность разрушения нс проходит 
через зоны МС. Это предсказано теоретически [И] и здесь 
подтверждается экспериментально.

Таблица 1

Ти
н 

об
ра

зц
а

№
 

об
ра

зц
а

с 5 лдг Я Характер разрушения

1 0.81 0.3 1.14 0.56 ¥ 1ГГ
2 0.75 0.42 0.84 0.60

А 3 1.09 0.24 1.14 0.72 0.58
4 0.60 0.36 1.0 0.45 МС
5 0.60 0.72 0.27 0.60
1 0.24 0.93 0.06 0.24 У мс
2 0.24 0.36 0.82 0.20

Б 3 0 1.11 0.06 - 0.15
4 0.04 0.93 0.06 0.04 КС
5 0.10 1.02 0 0.10
1 0.20 0.42 0.90 0.15 мс У2 0.05 0.54 0.42 —

В 3 0.19 0.60 0.66 0.15 0.17
4 0.30 0.42 0.72 0.17 МС
5 0.25 0.48 0.72 0.20
1 0 0.66 0.12 — V КС
2 0.04 0.66 0.24 0.04

Г 3 0.05 0.72 0.18 0.06 0.08 мс<
4 0.16 О.бб 0.18 0.19 КС
5 0.04 0.66 0.15 0.05

() — энергия разрушения в Дж
5КОГ площадь поверхности когезионного разрушения в см2 
5ал. - площадь поверхности адгезионного разрушения в см2 

Ц -- ---------- 0.------  _ удеЛЬная работа разрушения в Дж/см2
*$ког + $адг

; — средняя-удельная работа разрушения в Дж/см2

В противоположность этому разрушение начинается в зоне КС и 
проходит по поверхности соединения (адгезионно), по крайней мере, в 
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халой окрестности сингулярной точки КС во всех испытанных образцах.
Противоречие, полученное при расчете адгезионной части энергии 

разрушения (табл. 4), показывает, что работа, затрачиваемая на 
Зарождение трещины составляет значительную часть баланса энергии в 
этих экспериментах. Представим баланс энергии на разрушение образца в 
следующем виде:

е-2,+е,+е.+с,
Здесь (9-суммарная работа разрушения образца по показаниям 

прибора, £2։-работа, расходуемая на динамическое зарождение 

трещины, 2, - работа, расходуемая на образование новой поверхности 

когезионным разрушением, - работа расходуемая на образование 
новой поверхности адгезионным (по поверхности склеивания) 
разрушением, О - другие слагаемые расходуемой энергии, включая 
расход энергии на местные и упругие деформации в образце и ударнике.

Таблица 2

Ти
п 

об
ра

зц
а

N
o 

об
ра

зц
а |

2 \ог *ср Характер разрушения

1 0.32 0.21 1.02 0.26 ___________ V КС
А 2 0.24 0.24 0.96 0.20 0.23

3 0 0.18 1.14 — мс
1 0.06 0.60 0.36 0.06 у мс

Б 2 0.08 0.90 0.06 0.08 0.08 ^/////////^^'
3 0.10 0.96 0 0.10 КС

1 0.10 0.72 0.06 0.13 У^кс
Г 2 — 0.60 0.18 — 0.12 мс <<^

3 0.10 0.66 0.24 0.11 КС

Таблица 3
Радиус концен­

тратора мм
№ 

образца 2 5 *7ср

1 0.24 0.72 0.33
2 0.03 0.60 —

р - 0,4 3 0.25 0.72 0.35 0.30
4 0.24 0.71 0.34
5 0.12 0.68 0.18
1 0.04 0.60 0.07

р = 0.05 2 0.06 0.60 0.10 0.09
3 0.08 0.66 0.11

£,п - удельная работа разрушения эпоксидного компаунда

На основании отсутствия заметных местных деформаций в 
окрестности точки удара и некоторых других соображений мы полагаем. 
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что (2. составляет малую долю в балансе энергии и в первом 
приближении можно ее не учитывать. Тогда, пользуясь данными 
испытаний однородных образцов (табл. 3). можно вычислить значения 
части энергии, расходуемой на когезионное образование новой 
поверхности при разрушении и, вычитая из суммарного расхода энергии 
эту слагаемую, определить значение суммы энергии, расходуемой на 
динамическое зарождение трещины и на адгезионное разрушение (табл. 
4). Для краткости эту величину мы называем адгезионной частью расхода 
энергии на разрушение образца.

Таблица 4

Ти
п 

об
ра

зц
а

*$кс»гср с
иадгср

=0.30 9ЭП =009

^адгБадгер 0-когер ^ДГ ср

А 0.52 0.28 1.10 0.08 0.44 0.03 0.49 0.44
Б 0.12 0.96 0.06 0.30 -0.18 0.08 0.04 0.67
В 0.20 0.50 0.75 0.15 0.05 0.06 0.14 0.19
Г 0.09 0.66 0.15 0.20 -0.11 0.06 0.03 0.20
Сер - средняя работа разрушения, 2когср = <7эп$когср ֊ средняя 

работа на когезионное разрушение, С^-ср = Сср “ Схогср “ средняя

работа на адгезионное разрушение, - средняя удельная
* <1ДГ ср

работа адгезионного разрушения  

Огр и нательные значения адгезионной части энергии разрушения, 
полученные при использовании удельной когезионной энергии разруше­
ния при менее остром концентраторе, показывает, что в этом случае 
значение удельной когезионной энергии образования новой поверхности 
сильно завышено. Мы полагаем, что это происходит вследствие 
значимости части энергии, расходуемой на динамическое образование 
трещины при менее остром концентраторе. Это подтверждает также 
чувствительность испытаний по Шарим к остроте концентратора-надреза.

Аналогичные расчеты удельного адгезионного расхода энергии, осно­
ванные на значениях когезионного расхода энергии при более остром 
концентраторе* надрезе, дают в целом непротиворечивый, приемлемый 
результат. В результате можно утверждать, что энергия, необходимая для 
динамического образования трещины в концентрационной зоне на ребре 
или крае поверхности склеивания образна из разнородных материалов, 
сравнима с энергией образования трещины в однородном образце с 
остроконечным надрезом.

5. Суммируя сказанное, можно утверждать, что:
— зоны малонапряженного состояния в разрутпении клеевого 

соединения не участвуют;
— образование новой поверхности при разрушении клеевого 

соединения не проникает в зону малонапряженного состояния:
— характер ^-разрушения и относительная прочность образцов при 

динамическом нагружении находятся в согласии с результатами 
статических испытаний этих же образцов;

количество расхода энергии на образование трещины в зоне 
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концентрационного состояния на ребре или крае поверхности склеивания 
э клеевом соединении разнородных материалов сравнимо с расходом 
энергии на образование трещины в однородном образце в зоне 
остроконечного надреза-концентратора.
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