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ПЛОСКАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ПРЯМОУГОЛЬНИКА С 
ПРЕДВАРИТЕЛЬНО-НАПРЯЖЕННЫМИ НАКЛАДКАМИ 
Алексанян Р.К., Едоян В.А., Овакимян А.С., Саркисян В.Г.

Ռ.Կ Ալեքսանյան, ՎՀ. է/դոյան, llU. Հովակյւմյան, ՎԳՍարզսյան 
Նախապես լարված վերադիրներով ուդդանկւան հարթ խնդիրը

Դիտարկված Լ ադդանկյաս համար առաձգականության տեսության հարթ խնդիրը, երթ ուդղանկյուսր 
ենթարկված Լ իր երկու զուգահեօ Եզրերով համաչափ դասավորված և նախապես լարված վերադիրների 
ազդեցությանը Վերադիրը ե ուդդանկւան նյութերը անեն տարրեր ֆիզիկա-մեխանիկական 
հատկություններ Խնդիրը բերված է թվազի-լիովին ոեսալյար անվերջ հավասարումների համակայով։: 
Ստացված են լարումների ե տեդափոխոէթյանսերի արտահայտությունները ասթոդջ տիրույթում 
Վերադիրի ծայրակետերի շյդոսկայյշերում անջատված են ?ո?ափոդ յարումների եզակիության 
գործակիցները

R.К Aleksanyan, V.H. Ycdoyan. A.S. Hovakimyan. V.H. Sargsyan 
Plane problem for rectangle will՝, previously strained cover plates

Рассмотрена плоская задача теории упругости для прямоугольник« когда прямоугольник 
подвергнут воздействию предварительно напряженных накладок, симметрична 
расположенных по двум параллельным краям прямоугольника. Материалы, накладке и 
прямоугольник имеют разные физико-механические свойства. Задача приведена к 
кназивполне регулярной системе бесконечных уравнений. Получены выражения 
напряжений и перемещений Выделены коэффициенты особенностей касательных 
напряжений в окрестности краевых точек накладки

1. Рассматривается плоская задача теории упругости, когда 
прямоугольник подвергается воздействию симметрично расположенных 
ио двум своим параллельным краям предварительно напряженных 
накладок (фиг. 1|.

Для накладок принимаются известные предположения. Тонкие 
упругие элементы не оказывают сопротивления при изгибных 
деформациях и находятся в одномерном напряженном состоянии 
Применив эту гипотезу, был решен ряд задач из которых отмстим 11-4).
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Материалы накладок и прямоугольника имеют разные физико
механические свойства.

Задача о напряженно-деформационном состоянии прямоугольника 
приводится к следующей краевой задаче для функции напряжений.

Д Дф = о (1.1)
11а линиях х -0 и у « 0 удовлетворяются условия симметрии.

х^(х:0)-т^(0;у)-0 (1.2)
У(х;0)-Щ0;у)-0

на краю у ■ 11

тч(х;Л)-0 (1.3)

а,(л;Л)-0 (1.4)

на краю X - / при наличии частично-прикрепленной накладки 
следующие граничные условия

имеем

о,(/,у)"° 0<у<Л (1.5)

тху(^У)“° а<у<11 (1.6)

дУ л
— 1..,-и/тда|,., л֊£„ 0<у<а (1-7)

1
где Ео-предварительная деформация на концах накладки, Ц------- ,

А, — ширина накладки. —модуль упругости накладки.
2. Функция напряжений представляется в виде [ 5 ]

X
ф(х,у) = V (At chaty + Dt aky sha^yjcosc^x +

(21)
У (£4 chfrx + ЯДх shftx) cosp. у-tl/ -ы,/

где
Атт п Атт 

a. « —. В. = —
* / ‘ h

Напряжения и перемещения определяются формулами 
д‘ф д2ф д' ф

о =—֊. a »—т ------- —
д/ ’ дх2 " дхду

гг, r д Ф дф ГЭ‘Ф дф
Ес - Г —v^w’-v —. EV = Г—т-б/у-v —

J &у‘ Av J Av՜ ' dy

где E и V -модуль упругости и коэффициент Пуассона 

12.2)

(2-3)

материала
прямоугольника

Краевые условия (1.2) удовлетворяются тождественно:
Удовлетворяя убЛвмям (13). (14) и (1.5), получаем следующие 
соотношения
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(Д +Dt)shatA + aA./ichajt/zDi =0 (2.4)

2 П, у (-l),VFx;l> + 4 п’ А (-1)*урх<3)
*2 + Пр (*2+ifJ

+(֊1)''У‘‘Ч-°

4у;, А(-1)*У^у,т
Л ” (*2 + п;)2

֊(֊l)"x«cihY^ + (-l)4%=0 (2.5)

, Л А (֊1)М°
1 = ’^Й ’ '2=0

где

h / , ПЛ w .l Y/Л
п,=7р; y,=7p; ^֊c։hv+^:^-cthv+^v

VI-a’ Dtshcikh = ><։): tfk’fil Hksh$J = x{̂  (2.6)

V* -₽: [(Ek + H, )sh₽i/ + НД/chft/]- x"

Удовлетворяя смешанным краевым условиям (1.6) и (1.7). получаем 
парные уравнения | 6 ]

* ЛО « »
-֊- cos ку = «АЛ-^П cos М\1 ‘xj; ՛ cos Ay + (2.7)

0 < у < Y,

где

«. = 7^0 ֊ сЛул) ■ 12.81

1 ( v/ n*7tchn^chrltY“n*YshntYShn^^
=-------- 1 СПлу + —------------------------------------------- ------

sh7]t>T^ shqtn t

Заменой переменной у = — \՝. интервал у€Е[0:/1] отображается на 
/?'

интервал у£[0.я]. Воспользуясь решением уравнений парных рядов, 

относительно неизвестного л՜^' получае>։ :

Я ш Р
где
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I» Й
= р; (cosO)yn(cos0)^֊JH 

о 2

Г| 6
=p',,(cose)tg֊g։(cos9)i/0

О

7/?« AW™՜
gt (COS 0) =------ f : ֊ - d'{

я Jcosy-cos0
(2.10)

?, -֊«• у։(х)-р(_1(*)+ЛМ. г4(х) = />.,(х)-л(х) 
Л

1\ (л) — многочлен Лежандра.
Для функций (2.10) составим интегралы Ломмела: 

ХЛ^х) а^-рг^ 
Л 1 + х к‘ - р՜

рП(х)^(х)^ _ _ ПЛ(*)+ ?*,,(*)& (х) 
■' 1 + х »и-р3

+ . , (пЛ(л)У/х) + р/,,(х)/։ (х)) 
ОК+Р)

где

Я { ^СО5у-СО5 0

|х|^1

(2.И)

// (. тЬясЬ i]Ansh >у/- njchПЛ*ЬПЛ 
sh ’ ntH

,1(1..иь9) = 2^>ь’Ъ7

л J Shn*n ^cosy-cosG

,,(„,)).^f^.,”<Vij> J, 

л { зЬпл ^/cosy-cosO

Для вычисления значений функций #fc(cos0), /\ (cosO). Л. (cosfl) и 

/։ (cos9) эти функции представим в виде рядов функций Ym (COS0) и

ZJcosO)

g,(cos0)-֊ —4 
л п» Л л՛:-I

(-i)"y,(cose) 
(/л'+нО՜’

Fucose) = ֊֊щУ -Д,(~1)՞ Z„(cos8)

Л «(ЛГ+ГЦ)՜
(2.13)
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4 А А1У”L< (cos fl) = - ֊ У -А------ Zrrt (cos 0)
Я^/П- 4-1]֊

4 1
/A(COS0) =------

Л1]А
;-V^y„(cose) 
1w +П4

Воспользуясь

УД-1) - 2Д1) = 0; УД1) = (-1)‘”2Д-1) = 2
Получаем

(2.14)

я Пл я £("։2+<) 
F։(1) = O; ХД1)-0 (2.15)

/t(D
4 1 4 А 2(֊1 Г
---------+ -1Ь )֊>—г

Выясним поведение этих функций для больших значений индекса А’. Д-\я 

получения асимптотических разложений g. (cos 8), A (cos6),L. (cos 8) и 

/4(COS0). воспользуясь методом перевала | 7 | для

4х-/2 Ь г ек cos^/2) .
4 (cos 8) =------ е —Л-с/у (2.J6)

я J -Jcosy-cos0

получим

„-АСч-Н)
4 (cos 9) =-----------

я

я 
^ig(8/2) (2.17)

/Дамб), йДсояй), /Дайй), /.ДсобО) ~О(4ке'Цг^)

При ()<8<я (2.18|

Л(А') = <Х-т=) 7Ч=О{֊) при |х|<1-£
\А л/А-

на основании которых для коэффициентов бесконечных систем (2.5) и 
(2.9) имеем следующие оценки:
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Следовательно, бесконечные системы уравнении (2.5) и (2.9) 
квазивполне регулярны.
Для контактного касательного напряжения получается выражение в виде 
слабо сходящегося ряда в конце линии контакта.

При X = /
- Х0)

= (2-20)

Подставляя значение х'к'' из (2.9) в (2.20) и используя значение ряда

Уг/созу^япру-^
Р“1

л/25Ш(у/2)
^СО5у -СО$у։

0

7<У1

У > У1

(2.2 II

Для тп при х = I получаем выражение с выделенной особенностью в 

конце .линии контакта.

т„ Ь- ~У ■ ■ ■ R + г(хГ'.хГ.уГ’.у.т,) 
y]ws•{-cos՝^^

где

/? = ^2в<։ЫС0^1)4) +

+ -|^(-Т)‘£к(«*¥|)7Г։ + (£,Л + 2£,)

12.22)

(2.23)

2 П *5 д/сояу-сове

-V ЕнэЧуГ 1 ^(;/2)/Л(.со50)с!е(!|^2)д)
2д < ^сову -со$0

Ей
При некотооых значениях параметра и, =------  приведены графики

ЗД
касательного напряжения на линии контакта в зависимости от 
у = у/ к. Оз у < а и коэффициента особенности касательного напряже

ния в конце накладки в зависимости от отношения а = а/к, (фиг. 2 и 3).
Из приведенных расчетов выясняется, что увеличение параметра Ц 

приводит к увеличению значений контактного касательного напряжения и 
коэффициента особенности, как при конкретных значениях параметров 
а и у , а также при их увеличении.
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ИЗГИБ ДВУХСЛОЙНОЙ АНИЗОТРОПНОЙ ПОЛОСЫ

Баблоян А.А., Бегларян А.Г.
Ա.Հ. Բաբլորսն, 1ԼԳ. PbqtLupjiuti

Երկշերտ անիզոտրոպ շերտի ձոումը
Բերվում է աոաձդականության տեսության աոաջին եզրային խնդրի Լուծումը երկու անիզոտրոպ 

սյուքերից բաղկացած անվերդ շերտի համար: Աոանձին դիտւսրկւխւմ են համաչափ և շեդ-համւպափ 
բեռնավորման դեպքերը:

Л.Н. Bahloyan. A.G. Bcgiannn
Bending of Anisotropic two layered Strip

Прннрдкгся решение первой основной задач» теории упругости для симметрично 
собранной двухслойной полосы Оглелыю рассматриваются случай симметричного и 
к осо с и мм его и ч. юго i сгружен ин

Рассматривается первая основная задача теории упругости для 
симметрично собранной двухслойной прямолинейно-анизотропной 
полосы (~х < с, < х- 0 s |] s 2/1). Эта же задача для полосы из одного 
анизотропного материала рассматривалась в работе |1]. Аналогичные 
вопросы исследовались в работах [2- 12].

Вводим ортогональную систему координат (х,у), совпадающую с 
главными направлениями анизотропии нижнего материала (фиг. 11.

Через ф обозначим угол между координатными осями охи oi. 
Тогда переход от одной координатной системы к другой будет 
осуществляться формулам ։ ։

л = çcosç-qsincp, z =§sincp+ q coscp (1)

В системе (x, z) уравнения равновесия плоско-деформированного 
состояния анизотропного материала имеют вид (2, 3, 5]

Э:м։ «
ч#т-г+с« +(%+с«)—г-=о

дх riz dxdz
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(C13 + Сдц )
d’w։ 
dxdz

+ C44
d\ 

dx՜
+ сзз dz2

(2)= 0
а закон Гука будета, =<чЛг + С1Л-, а, =с.2е -гСвЕ2, Ог =С13£Х+С33Е;

Общее

dir ди.
= ֊֊, Е. = ----- Е

дх dz
решение уравнений

ди

дх
<”• ։> =е„ = е>, =0 (3}

равновесия (2) для полосы
A. ST1S/։,) имеет вид [ I ]

Е

и. = j j ^А/^'*'^’ и, = -J 2 e^A^e^dK 
-х рй -* Р->

°" ' / 2с֊рДг(К)лг|а-^’Л.։ а- = J У/pA,(X)Xexw-’'”rfX (4) 

— х р-1 -г. Г՜1

spAf(k)kex<M'"’d-A 

где Ар(Х) — произвольные функции.

Здесь использованы обозначения
с= а ՛՛ cos ср + i sin ф, л Р = а՜1 sin ср - i cos ср

dp =[rYo(ap)coscp-sin(p]£0''(aJ> = [еум(«/,)sin<р + cosср|(<х„)

ia г cos ср -sin ср s/f coscp + ia^sincp cf, 

а р sin ср-/cos ср ic., ՝ р ар cos ср + i sin ср is.1 — сс: 1 - а *։Р = —-S. = —г ֊ (р =]’2-3-4)
л>а;

Функции у(,(а) и Л',, (а) определяются формулами

у (а \ - (С>3 САД ) ' ^ _ _ ~ а сзз

си~ас« (С|з+с«)-а

£и(а) в а ’puYnC“)-^«] = -а[с1й’о(а) -‘»«] =

■СиаУо(а) + 1] = с/1з+а'Си 

с13 + с«

где ар (р = 1;2;3;4) являются корнями биквадратного уравнения

△о(^) = (^'и “ 44 )(^44 ”* ^Зз) * ^13 + ^44.) =
Второе решение уравнений равновесия (2), позволяющее

(5)

(6)

(7) 
решать

краевые задачи для анизотропной полосы (/^-£ В £/l, . 11] [<зс).
записывается в виде

«5 = f 2и„ = - j 2e„BX^'՞',^ 

-X p-l -X P“l



о5 ^5рВ,(ц)це“<‘л’",'</|.1. а, - V т,,Д,(ц)це,,(м'”’>ф.

'■ - "՝ (в)

Т^=՜/
-X Р-1

Первая основная задача теории упругости для симметрично собран
ной полос։.։ можно представить в виде суммы двух задач— симметричной 
и кососимметричной. В обоих случаях решения задач можно построить 
только для нижнего материала (|§|<<», Ойт^Л), удовлетворяя при 
этом условиям симметрии или косой симметрии.

Граничные условия симметричной задачи только для нижнего 
материала будут

о,&0) - /©, М?,0) - 5Й), = 0, «па,Й) = 0 (9|

а для кососимметричной задачи будем иметь
о„ (5,0) = /©, т*. (5.0) = я(5), а„ (5, Л) = о, и* (5, Л) = 0 (10)

С помощью формул (4) удовлетворим условиям (9) и (10?. и применим 
к получившимся функциональным соотношениям обратное 
преобразование Фурье. В итоге, для определения неизвестных функций 
Ар(Х) (р = 1;2;3;4) получим систему из четырех алгебраических 

уравнений:
Для симметричной задачи

ЕСЛ ֊ т 2-’Л -«(>•). 2»/Л -о- =0 <>1)
р-1 р-1 р-1 р-1

Для кососимметричной задачи

“М УтИМ - о, '12>
л-' р-1 р-1 р-1
Здесь использованы обозначения

/(>֊) - (5)е-”л^. ?(>.) - ֊ гр - е'м’ (13)

Решение системы (И) представляется в виде
Д,(л)Лр(М - 7(Х)х„(Х) + ?(Х)Ъ1(Х) (14)

где Д2(Х) —основной определитель системы (11)

Д-(Х) = (ел։ -е։52)(с45? -зд)//, -(еч5, -е։53)(с4д2 -с2л4)2։/3 +

-(е4$; -е,у4)(с,5։ +(е45,

а функции х.^. ()•.) определяются формулами

*11 = 54 (<Мз - е^2 + Л’з^452 “ е254 + ^2 (ЗД “ (16)

*21 -е։53)2/. -s.(elsл -е.у,)//, + $։(<?4$3 -ег$-4)2524

*3։ »54(е։52-е^ )7 7.: +52(е45։ -е։54)2։74 +5։(<?25. -е4.л\)7224

л-4] =53(е2у։ -е1у,)2172 +5,(^5. -е351)21/3 + $։(е35՝2 -е253)22/312



х12 =-[с4(е253 -еч52)2223 + с3(е4$2 -е254)2224 + с2(е3$4 -е4$3)2324] 

хи =-К(ед -е153)2123 +с3(е,54 -ед)2/4 +с։(зд -е3$4)2324] 

*32 =-[£»(^2 -^)//2 + с2(е45, + с(е2$4 -е.52)2224]

*<1 =-кз(ад -^г)2Л +^(е1^ +^(е3$2

Для кососимметричной задачи неизвестные функции Ар(Х) 

определяются из системы (12)А/^АДХ) = 7(МЛ,1 (*) + КМ Хр2(К) (17)

где Д։(Х)—определитель системы (12]

А։(Х)-(с/2 -с2^)(с453 -с354)2;22 ֊(с3г/, -с//?)(с4.у2 -с2.у։)2121 + 

+(с/; -с/3)(с45։ -с154)2,2, +(с4б/։ -с/.)(с35, -с,$3)2/4 - (18) 

-(с/2 -с/,)(с,5։ -с,5;)2,24 -*-«</, ֊с/4)(с,5։ ֊С,$,)2/4

а для функции л՜^ (X) будем иметь

Х|। = 5|(с3б/2 — с2^3 )2223 ~ д3 (с4б/2 — сус14)2224 • л։2 (с 4б/- _с1</4)2324 

х21 =54(с1б/3 —с3^/|)2123 +л\(с\£2. -<./4)2.2. ֊хДс//, — с/4)2/4 

х3։ =л4(с2^1 -с]^2)212: -52(с\</. -с/4)2124 +51(с1а/. -с/4)2.24 

х4| =$з(ф/2 -с2б/։)2,2, + 52(с3< -сД/Л -С2(1у)Х..Ху (19)

х\2 = “[^«Л -су/5)2,25 + с3(с՝,/Л -с/4)2,24 + с2(с/3 -с/;)2/4] 

х22 в”[с4(^։^з +с:-,(.с^у ~д ~ \ ]

х?2 = “[<-4(^2^! ~^/2)2/2 ~с2(с4б/ — с։</4)2]24 + С|(с4б/2 — С2</4)2224] 

х,7 =-[с3(с//- -с2б/։ )2.22 тс2(с։г/։ -с/3)2։23 +^(^2 -с2^з)2,2;]

Отметим, что определители ДР(Х) систем (11| и |12) имеют 

следующие асимптотические поведения:△ ,(>.) = 0(Г), Д2(Х) = 0(Х), X —О,А,(Х)-Дг(Х) = О(е|и֊‘), р-тах^е|р։+рд|] л-» 'Л"
Из (20) следует, что в симметричной задаче для сходимости интегра

лов (4) в формулах напряжений достаточно выполнения только одного
X

условия равновесия статики = у§(^)б/с = (). В кососимметричной 
-X

задаче эти же интегралы будут сходиться при выполнении всех условий 
равновесия статики. В обеих задачах для сходимости интегралов (4) в 
формулах перемещений, помимо вышеуказанных условий, необходимо 
еще "закрепить՛ произвольную точку (точка отсчета) составной полосы.

В качестве конкретного примера рассматривается задача об изгибе 
двуслойной анизотропной полосы под действием нормальных сил (плоское 
деформированное состояние), когда внешняя нагрузка распределена 
кососимметрично относительно линии контакта различных материалов.
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о,,(£,0) - ֊ал(?,2Л)- Р.О
(I ։£(«,/») 
0=1<О 
(]£^(а.Ь)и(О,/)) (21)

т֊пЙ,0)-.тьК,2Л) = 0, Р,(Ь-а) = Р,1

Преобразование Фурье (13) этой нагрузки будет
/(А) - --Дг(51пХд-51пХл) + -Д-$1ПЛ/. #(Х) « 0 (22)

ла՜ лХ
Пусть материалы полосы — пьезокерамика ЦТБС-3, для которогосп-15.51/, с։?-8/. сэ> - 13.6/. с^-2.9/, / -10$ кгс/см2 (23)
Значения корней и чисел (5., при (23) для нижнего материала

приведены в табл. 1.
(аг и Р;,)для нижнего материала (22) Таблица IФ р 1 2 3 4

«д -2.2494 •0.4748 0.4748 2.2494

0 0, 2.2494 0.4748 •0.4748 -2.2494

Л./Н ₽г 1.4107-1-0.9002/ 0.53550.3089/ -0.5355-0.3089/ -1 4107 + 0.9002/

л/4 0 7424 -*-0 6700/ 0.7749-0 6321/ •0.7749 0 6321/ -0.7424 + 0.6700/

Зл/8 0, 0.50384-0.3214/ 1.4012-0.8083/ 1.4012-0.8083/ •0.5038 + 0.3214/

я/2 0, 0.4446 2.1063 -2.1063 0.4446

Дальнейшие вычисления проводились для следующих значений 
параметров (21):/ = 0.5ед.. Л = 1ед.. а=5е;и Ь = 6ед.. ^«1ед.. Р, «2ед.

Таблица 2Ф •г 5 0 0.5 1 2 3 4 5 6
0 17 5944 15.9897 13 6002 10.5187 7.5000 4.4782 1.0057 -0.4946

0 0.5 7 1713 7.0735 6.6522 5 2392 3.7506 2.2654 0.9633 0.2133
1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 12 6325 11 43 9.2552 6 6980 43607 2 1936 -0.1888 •1.1808

я/8 0.5 9.3476 9.3944 88685 7 1517 5.3188 3.3946 1.6651 0.5357
1 8.4491 9.0077 9.0455 8.0030 6 4881 4.7445 3.0255 1.4506
0 II 437 10.096 8.2752 6 2216 4.2544 2.2571 0.3367 ■0.4232

я/4 0.5 9.9545 99659 9 3827 7 3619 5.3734 3.3656 1.3560 0.2051
1 9 7573 10.2069 10 0897 8.4521 6 4888 4.5111 2.3328 0.6473
0 10.8304 9.4100 7.7085 58644 3.8759 1.9348 0.2781 -0.2626

Зл/8
0.5 10.2953 10 1962 9.6167 7.5741 5.5637 3.5247 1.3346 0.1809

1 И 6?45 12.3311 11 4125 92976 7.2403 5.3058 2.7439 0.0498
0 17.3713 15 8717 13 5883 105145 7 5001 4 4822 1 0646 -0.4357

л/2 0 5 7 2125 7 1218 6 6700 5 2421 3.7504 2.262 0 9391 0.1891
I 0 . 0 0 0 0 0 0
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В различных точках нижнего материала (0 £ 1] £ 1) при различных 
ориентациях главных осей анизотропии вычислены значения нормального 
о։€.П) и касательного 1\.. (£.Г)) напряжений. Результаты вычислений 

приведены в табл. 2: 3 и табл. 4; 5 соответственно:
ск(§,Г|) Таблица 3Ф 0 0.2 0.4 0.5 0.6 0.8 1

0 17.5944 12.616 8.8088 7.1713 5.6358 2.7577 0
0 2.5 9.0067 7.2018 5.3983 4.4967 3.5958 1.7966 0

5 1.0057 1.1684 1.0810 0.9633 0.8098 0.4299 0
0 12.833 11.043 9.7635 9.3476 9.0339 8.6309 8.8491

л/8 2.5 5.5037 5.7672 6.0764 6.2481 6.4317 6.8347 7.2845
5 -0.1888 0.5299 1.3096 1.6651 1.9925 2.5623 3.0255

л/4
0 11.437 10.760 10.146 9.9545 9.8361 9.7465 9.7573

2.5 5.2662 5.7052 6.1470 6.3681 6.5893 7.0323 7.4759
5 0.3367 0.7195 1.1468 1.3560 1.5610 1.9560 2.3328
0 10.830 10.405 10.231 10.295 10.438 10.932 11.675

Зп/8
2.5 4.8764 5.5473 6.2244 6.5639 6.9037 7.5829 8.2606
5 0.2781 0.7151 1.1306 1.3346 1.5433 2.0231 2.7439
0 17.3713 12.626 8.8783 7.2425 5.7012 2.7941 0

я/2 2.5 9.0052 7.2013 5.3988 4.4977 3.5971 1.7977 0
5 1.0646 1.1709 1.0598 0.9391 0.7866 0.4159 0

^Й»П) Таблица 4Ф 0 0.5 1 2 3 4 5 6 1
0.25 0 0.9381 0.7059 0.6611 0.6577 0.6630 0.7972 -0.1409п 0.5 0 1.0588 1.1487 1.1279 1.1259 1.1291 1.0919 0.1331
0.75 0 1.0989 1.3660 1.4020 1.4050 1.4003 1.2526 0.1537

1 0 1.1090 1.4310 1.4919 1.4975 1.4889 1.3045 0.1955
0.25 0.0970 0.9735 0.6139 0.5645 0.5344 0.5142 0.6872 •0.2330л/8 0.5 0.1151 1.0958 1.1025 1.0465 1.0241 1.0174 0.9929 -0.0453
0.75 0.0606 1.0779 1.4302 1.4583 1.4777 1.4916 1.3129 0.2086

1 -0.3610 0.9519 1.6208 1.8155 1.9033 1.9418 1.6871 0.5136

0.25 0.0953 0.9529 0.5258 0.5044 0.5031 0.4816 0.6295 -0.2264л/4 0.5 0.0842 1.0726 1.0807 1.0038 1.0020 0.9904 0.9576 0.03627 
0.2080

0.75 -0.0553 1.0840 1.4911 1.4976 1.4978 1.5153 1.3483
1 ■0.3312 1.0184 1.7663 1.9845 1.9925 2.0315 1.8296 0.4908

0.25 0.1374 0.8870 0,5269 0.4906 0.5006 0.4697 0.5361 -0.1935
0.5 0.1221 1.0266 1.0552 0.9932 1.0001 0.9937 0.8756 -0.0133

0.75 -0.0415 1.1209 1.4708 1.5065 1.4989 1.5308 1.3940 0.1895Зл/8 1 -0.6665 1.2973 1.9159 2.0259 2.0017 2.0117 2.2206 0.3514
0.25 0 0.9209 0.6983 0.6600 0.6573 0.6618 0.7886 -0.1323п/2 0.5 0 1.0641 1.1460 1.1272 1.1256 1.1283 1.0946 0.1305
0.75 0 1.1167 1.3716 1.4030 1.4053 1.4013 1.2615 0.1448

1 0 1.1308 1.4400 1.4937 1.4983 1.4908 1.3154 0.1846

Из табл. 2; 3 следует, что распределение нормального напряжения 
(1=(^оЛ) по толщине составной полосы сильно отличается от линейного 
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закона. При наклонной анизотропии (<р * 0, л/2) напряжения и т5п 

имеют конечные разрывы в точках липни контакта двух различных 
материалов. Для значений угла <р = 0 и ф = л/2 (не наклонная 

анизотропия) разрыв напряжения ск(^||?Г|) исчезает.

В табл. 6 приведены значения относительных прогибов 
0-5) точек линий нижнего материала 

(г) = 0;0.5;1; 0 5) при различных ориентациях главных направлений
анизотропии. Таблица 5Ф 5)11 0 0.2 0.4 0.5 0.6 0.8 1

0 0 0 0 0 0 0 0
и 3 0 0.5413 0.9614 1.1256 1.2600 1.4383 1.4975

-г (С 0 0 0.0719 0.1348 0.1151 0.0634 -0.1122 -0.3610
71/о 3 0 0.4313 0.8330 1.0241 1.2094 1.5649 1.9033
-г} Л 0 0 0.0849 0.1020 0.0842 0.0452 -0.0998 -0.3312
я/4 3 0 0.4028 0.8029 1.0020 1.2006 1.5968 1.9925
Ттг/2 0 0 0.1295 0.1372 0.1221 0.0855 -0.1129 -0.6665
Я/ о 3 0 0.4005 0.8005 1.0001 1.1996 1.5990 2.0017

— /о 0 0 0 0 0 0 0 0
Я/2 3 0 0.5419 0.9610 1.1256 1.2600 1.4388 1.4983105 [V (6,0.5) ֊ Т(^п)1 Таблица 6<Р 11)5 0 0.5 1 2 3 4 5

0 13.069 12.834 12.284 10.658 8.4175 5.744? 2.8057
0 0.5 13.216 13.000 12.458 10.794 8.514 5.8007 2.8365

1 13.255 13048 12.514 10.838 8.5460 5.8197 2.8504
0 15.627 14.781 13.362 10.410 7.4400 4.7062 2.3046

.т/8 0.5 13.286 12.124 10.746 7.9224 5.2746 2.9699 1.1065
1 10.919 9.7525 8.4368 5.8579 3.6022 1 7681 0.4129
0 13.933 12.588 10.668 7.5623 4.8979 2.7083 0.9281

я/4 0.5 11.616 10.183 8.6814 5.9509 3.6638 1.8607 0.4945
1 9.4984 8.2793 7.0071 4.6442 2.7396 1.3196 0.4047
0 14.107 12081 9.6999 6.4264 3.8562 1.8767 0.2999

Зп/8 0.5 12.367 10.431 8.5687 5.5893 3.2519 1.4960 0.2011
1 10.812 9.1226 7.5387 4.8395 2.7332 1.1955 0.2381

Известно |1,5], что под действием только нормальных сил точки 
перпендикуляров анизотропной полосы отклоняются от своих 
первоначальных положений. Для определения угла наклона первона
чальных перпендикуляров вычислены относительные горизонтальные 
смещения [С՛(0,Г))-£7(0,1)) точек линии ('5 = 0, Оз; Г| £ 2). Результаты 
вычислений приведены в табл. 7.

Полученные здесь результаты могут быть полезными при расчете 
деталей машинки строительных конструкций, а также при определении 
параметров будущего землетрясения методами современных сверхточных 
геодезических измерений [4]16



Таблица 7105[t/(0,T])-t/(0.1)]
>1\։р 0 я/8 п/4 Зп/8 л/2

0 0 -13.943 -6.3639 -2.6546 0
0.2 0 -11.210 -5.0620 -2.1264 0
0.4 0 -8.4007 -3.7514 •1.6058 0
0.6 0 -5.5938 -2.4634 -1.0850 0
0.8 0 -2.7946 -1.2126 -0.5555 0

1 0 0 0 0 0
1.2- 0 2.7946 1.2126 0.5555 0
1.4 0 5.5938 2.4634 1.0850 0
1.6 0 8.4001 3.7514 1.6058 0
1.8 0 11.210 5.0620 2.1264 0
2 0 13.943 6.3639 2.6546 0
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ՀԱՅԱՍՏԱՆԻ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԶԳԱՅԻՆ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ
ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ

Մեխանիկա 57, №1, 2004 Механика

УДК 539.3
О СДВИГОВЫХ КОЛЕБАНИЯХ ПЬЕЗОЭЛЕКТРИЧЕСКОГО 
ПОЛУПРОСТРАНСТВА. НА ГРАНИЧНОЙ ПОВЕРХНОСТИ

КОТОРОГО ПРИКРЕПЛЕН ДИЭЛЕКТРИЧЕСКИЙ УПРУГИЙ СЛОЙ 
С КУСОЧНО-ПОСТОЯННЫМ ДИЭЛЕКТРИЧЕСКИМ

КОЭФФИЦИЕНТОМ ПРОНИЦАЕМОСТИ 
Григорян Э.Х., Саркисян К.Г.

Է.Խ Գրիգորյան, Կ.Հ Սարգսյան
Պիեզոէլեկտրիկ կիսա տարածության սահքային տատանումների վերաբերյալ, երբ սրա ևգրային 

մակերևույթին ամրացված I դիէլեկտրիկ առաձգական շերտ դիկեկտրիկ ջափանցեփության կտոր աո 
կտոր հաստատուն գործակցով

ԷԼշխատանթում ուսումնասիրված են առաձգական պիեգոէլեկւորիկ կիսատարածոէթյան (6mm դասի 
հևթսագոնալ սիմետրիայի պիեգոէլեկսւրիկ) սահբային կայունացած տատանումները, երթ նրա եզրային 
մակերևույթին ամրացված Լ փոքր հաստությամբ դիէլեկտրիկ առաձգական շերտ դիէլեկսւյփկ 
թափանցելիության կտոր աո կտոր հաստատուն գործակցով: միջավայրի տատանումները առաջանում են 
դիէլեկտրիկ շերտի եզրային մակերևույթի վրա կիրառված տատանման գծային աղբ՛արի հետեսւնթով. 
Օգտվելով Ֆուրյհի ինտեգրալ ձևափոխության մեթոդից՛ խնդիրը հանգում է երկրորդ սեոի Ֆրեղհոլմի 
ինտեգրալ հավասարման լուծմանը, որր թույլ է տալիս լուծում հաջորդական մոտավորության ււեթոդով: 
Ցույց I. տրվում, որ էլեկտրական ւլւսշսփ ինդուկցիան և շոշափող լարումները •լիէլեկտրիկ շերտի m 
պիևզհԼլեկւորիկ կիսատարածության հպման տեղամասում ունեն վերջավոր թռիչք պայմանավորված 
դիէլեկտրիկ թափանցելիության գործակիցների տարբերությամբ՜

Ստացված են էլեկտրական դաշտի ինդուկցիայի, շոշափող լարման և տեղափոխությւսն համար 
ւսսիմպտոտական բանաձևեր կոնտակտի տեղամասի անվերջ հեռու կետերում:

k.Kh. Grigoryan, K.H. S'argsyan
On the Shear Vibrations of Piezoelectric Half-Space, on the Boundary Surface of tvhich a Dielectric Elastic 

Layer with Piecewise Constant Dielectric Permeability Coefficient is Fixed

В работе рассматривается задача о сдвиговых установившихся колебаниях 
пьезоэлектрического полупространства (пьезоэлектрик класса 6mm гексагональной 
симметрии), на граничной поверхности которого прикреплен диэлектрический слой малой 
толщины с кусочно-постоянным диэлектрическим коэффициентом проницаемости. Колебания 
среды возбуждаются с помощью линейного источника колебаний, приложенного на 
поверхности диэлектрического слоя. Используя метод интегрального преобразования Фурье, 
задача сводится к решению Фрсдгольмовского интегрального уравнения второго рола, 
допускающее решение .методом последовательных приближений. Показано, что на контактном 
участке диэлектрического слоя и пьезоэлектрического полупространства индукция 
электрического поля и контактные напряжения на линии раздела диэлектриков имеют 
конечный скачок. Получены асимптотические формулы для индукции электрического поля, 
контактных напряжений и перемещений в далеких точках участка контакта,

Предполагаем, что упругая среда отнесена к прямоугольной декартовой 
координатной системе A’,.v2xs, Плоскость х, = 0 является граничной 
поверхностью между пьезоэлектрическим полупространством и диэлектри
ческим слоем. Ось х2 направлена по глубине пьезоэлектрического 

полупространства. Ось совпадает с осью пьезоэлектрика класса 6mm 
гексагональной симметрии.
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Рассмотрим динамическую контактную задачу для пьезоэлектрического 
полупространства, на граничной поверхности которого прикреплен 
диэлектрический бесконечны»' слой малой толшнный (Л, Л « 1) с кусочно
постоянным коэффициентом диэлектрической проницаемости, причем 
коэффициент диэлектрической проницаемости при |х1|>« есть Е,, а при 

|х'։|<в - £2. Пьезоэлектрическое полупространство и диэлектрический слой 

подвергаются установившемуся колебанию под действием линейного 
источника Рб(х։)е՜'", приложенного на граничной поверхности х --Л 

диэлектрического слоя, где б(х։) - функция Дирака, (0-частота колебаний, 
I-параметр времени. Считается, что граничная поверхность диэлектрика 
металлизирована. Задача заключается в определении индукции электриче
ского поля на контактном участке диэлектрического слоя и пьезоэлектри
ческого полупространства.

Обозначим упругие перемещения пьезоэлектрического полупространства 
и диэлектрического слоя и'- ՛(х},Ху,г), и'.՜'(х.,х,./). а электрические 

потенциалы ф'.'^.х,,/), ф'/’^.х,Л) соответственно.
Упругие перемещения и электрические потенциалы ищем в виде:
и'"(х,.х2,1) = и(|>(х.,х2)е-1сл, и'2}(х^х2,1) = н(2)(х;,х-,)с»-‘и"

ф‘.1,(хрх2,/) = ф<п(х,,х2КЛ ф(.21(х1;х2,/) = ф<2)(*рХ2К1Ы'

Тогда поставленная задача в амплитудах сводится к граничной задаче! 1]:

Л/Г’+^'п11 =0. Дф1՛՛ =-—-х<х.<х, 0 < х2 < х (I) 
Еп

> + *г“ <2>(*1) = у֊-(^б(х, )- т(х, )) (2)
дх} пи 2

Условия контакта на х, = 0 имеют вид:
й«(" 

^2

аф1՛1
+ *15 д -4)

ди01

^15 э 
0Х,

Эф(|)
= о,(:’(л1.(։)+о!:|(х!,о) (3)

где т(х, )-контактное напряжение,

^,(х1։0)-(б(-х։-а)+е(х։-а))^(х^),

О (х։ ,0) = (б(х։ + а) - 0(х, - а))Р 1 (х. ,0), - х < х, < х
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ла<2)Д«(х„0)-е1^֊
*

при |х1|>а. О՝:’(х,,0)- -г,-— 
дх2

О[’-(х,.х2 )֊ индукция электрического

при
-О

ПОЛЯ»< а.

Д - д2 /Эх/ + д2/дх2:. с[ - си /р։, к: = со2 /с'(1 + у2), у - <5 /<чЛн 

-коэффициент электромеханической связи, е15-пьезоэлектрическое 

постоянное, Еп-коэффициент диэлектрической проницаемости пьезоэлек

трика, а Е։, Е; коэффициенты диэлектрической проницаемости диэлектрика, 

р։ плотность пьезоэлектрика. сы -коэффициент упругости пьезоэлектрика, 
е>6',/р.. к2 -со2/с2, (>: и р.-соответственно модуль сдвига и 

плотность материала диэлектрического слоя.
В силу малости толщины диэлектрического слоя считается, что 

/)1? (х,,х2) по толщине слоя не изменяется, т.с. £)'՜’(х^х,) •/У2>(хр0), 

тогда в силу ф ’- 0 для ф (х։,х2) будем иметь:

ф,2)(х,,Х։)-1 ֊ — О1и’(х1,0)- — £>1г>(х,,о)1(х. + Л), -х < х, < X (4) 

\ Е1 /

Дия решения уравнении (1), (2), (4) с контактными условиями (3), 
применим интегральное преобразование Фурье-

ф(о)= -х<о<х.
— Ж 

Получим граничную задачу:

<&; еп

«,2|(о) - ■ Ф V0) ֊ —^’3)м--оГ'ЫЛо,(сг -к:) т е, е2

Условия контакта на х. = 0:

с“ А
ах2

х,-0

ат.
-*11

х;-0
скх2

ф(,)

-о

ж,-о

-о
= т(а)

= Р,(2|(о.0)+О,(2)(а.0)
(6)

2(1



Выше имелось в виду, что контур вдоль действительной оси обходит 
точку о = -к2 сверху, а точку а = к2 снизу.

Решая эту граничную задачу и удовлетворяя условиям уходящей волны, 
получим функциональное уравнение:

После этого, имея в виду' функциональное уравнение (7), для упругого 
перемещения, электрического потенциала в пьезоэлектрике и контактных 
напряжений получим:

й0>(о,х3)
Р/с44(е; ч-е, -(1-е,/£:)/;|о|-Р?>(а,0)

(8)

/£,)//
Ф("(а,х2)-֊^------------------
хЧН֊(г։ + еп

-к +^Цог-к':) •Р.’՝'(о,0) 
си

44
Реи/епс44(е: + €1։М + Х2(1 - е, /е2>|о|- О;;,(а,0)

<е1+£И
6\Л /
—VСхх

• (9)

Чтобы удовлетворялись условия уходящей волны, однозначная ветвь 
функции ^о2 -А՜2 выбрана таким образом, чтобы -А'՜’ -> ;о| при 

|о| —« и у]а2 - А ՛ - -(у/к: -сг . При этом контур вдоль, действительной

оси обходит точку ветвления о = -А։ сверху, а точку а = к. снизу [2].

Р^/е։|о{-(Кх2)-(1-|^п 

т(о)---------------------------------
хЧМ֊(е։ + е

Л|а|\/(г-А՝ ^1՜— Л:|о:(0--к:)• О’‘)(а,0)

(Ю)

Таким образом, задача свелась к решению функционального уравнения (7). 
Для решение функционального уравнения (7) перепишем его в виде:

0,<2)(о,0)

где

—£>,<2)(о,0) = (1 -^К(а)О_?՝(а,0)-5(с|) 

£2 \
(И)
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Далее приступим к исследованию знаменателя К (о), 5’ (и):

хЧ|о|-(е> +։

Легко видеть, что при к2>к

^<0

Эст

„Л|а|)(1 + х2\р

и при любых значениях /

Л*,)>о. /(*,)<<> Кроме того, при о > А'։ и при любых

значениях /и.
Из этого следует, что в интервале к. <а<к2 функция /(о) имеет 

единственный нуль О = 0(>. Из-за четности функции /(а) следует, что 

0 = -аи в интервале -к} <(Л<-к2 также является нулем этой функции. 
Чтобы удовлетворялись условия уходящей волны, контур вдоль действитель
ной оси должен обходить точку О = -0О сверху, а точку и = а(( -снизу. Из 
вышесказанного следует, что существует электроупругая поверхностная 
волна Лява, которая распространяется со скоростью = (О / (70.
Применив к уравнению (II) обратное преобразование Фурье и пользуясь 
теоремой о свертке, будем иметь:

О,12)(х,.0) + ^-О:12)(х1։0)- (1 - — 1 Гк(|х,I֊/)О(2)(/,0)б// -5(х,)

$2 \ /-а

)= 7֊ Г К (с)е՜“՛ . 5(л՛,) = 7֊ р (а)ё'°,: <1о - =° < х, < »
2.Т1 < ’ — ос • &

Требуя, чтобы |х1 за, для определения П '(^,0) получим

Фредгольмовское интегральное уравнение второго рода:

(\^■֊1 [к(]х1|-/)Р(2’(/,0)Л-^5(х1) при |х,|5а(12)

Ь £|
допускающее решение методом последовательных приближений в 
пространстве непрерывных функции при
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Е-, ,
— -1 max 
Е։ W*«

После определения Z/2J(xp0) при xjsa её значение 

определится по формуле:
|х,|аа

Ои(х„0) = ^1-^^К(|х,|-/)о12)(/,0)е//-5(х1) при |х,|аа (13)

Поскольку К (о) при Ы-> х имеет порядок |о| то из свойств 

интеграла Фурье следует, что К'(|х11֊/) при х. = / имеет логарифмическую 

особенность, поскольку F-‘|о|'')=-^1п|х,|+ const, где F - обобщенное 

преобразование Фурье, F обратное преобразование Фурье. Что касается 
$(.*.), то она непрерывная функция, поскольку .S(p) абсолютно 

интегрируемая функция.

В силу вышесказанного следует, что функция D1<՝'(xpU) + — D. (хр0) в 

точках х։ = ±а непрерывна. Следовательно, функция
£>и(х.,0)- о;:|(л-,,0)- О?(х,,0) в точках X] = ±а может иметь конечный

скачок, посколькуD(2)(a + 0;0)= ^-Dw(a-0;0). 
Е,

Ои(-а-0;0) = -^-Р|2)(֊« + 0;0) при е, *е„
Е2

Исходя из функционального уравнения, в силу вышесказанного

Р.'1(хр0) + — £>Л !(хр0) можно представить в виде:
Е2

О,й(х, ,0)+ь.д,й(Л- .0) = ± й (о) - (/о + йе»» ■ (14)
о--а;,)

где - х < х, < х. а А является вычетом ^(о) и определяется в следующем 
виде:
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Если учесть, что функция /?и'(л:։,0) принимает при х, =0 конечное 

значение, то в силу свойств интеграла Фурье можно заключить, что 
~и|/ л\ 28нтно । ।

(су.О) имеет порядок-----------при Тогда легко видеть, что

/ к 2Ао0 с1 (, х 2Аа„ \
#(а)------—֊ и —Н>(°7----- ;------ г _ абсолютно интегрируемые

ст -а; Жт|‘ а'-а՜^

функции (-х<о<х). И после интегрирования по частям, можно

убедиться, что интегральный член в выражении £)/" (х,,0) + — й:' (хр0) 
£2

при [х։| -» эс имеет порядок о(х/։). Таким образом, для А)1 '(о.О) получим 

асим । ттотич ес ку ю фо рм у л у:
Л(2)(хр0) = + о(х1՜1) |х։| ֊> ос (15)

Теперь приступим к исследованию т(х,). Для этого т(х,) запишем в 

виде:
т(х,) - — ГД (о>՜“' + М1 - ,0)

е։Д £, )
где

Нетрудно убедиться, что интегральный член является непрерывной 
функцией в точках х։ = ±а, значит т(х,) в точках х, = ±а может иметь 

конечный скачок, как и функция ^“'(х։ *^)- Да^се поступая, как и выше, ДЛЯ 
т(х։) получим асимптотическую формулу:

т(х1) = 1В<?'<’“։’||+о(х,-1)- (16)
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Представляет интерес также получение поведения т(х,) при |х։ | -* 0.

Так как функция 1(о) при !oj -* ос имеет вид L (а) " rj о(о ), то в силу 
1°1

£■
свойств интеграла Фурье будем иметь: т(х։) =-----ln|x։| +ö(l), |Х,|->0.

£ (14-Х2М
G2h ''

Асимптотическая формула для перемещения и'՛" (х։ ,0) имеет вид:
и1։,(хр0)в +о(х,՜') при |х.|՜х
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ՀԱՅԱՍՏԱՆԻ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԶԳԱՅԻՆ ԱԿԱԳԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ

Մեխանիկա 57, №1.2004 Механика

УДК 539.3
ОБ ОДНОЙ МОДИФИКАЦИИ МЕТОДА КОНЕЧНЫХ 
ЭЛЕМЕНТОВ ДЛЯ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ ИЗГИБА ПЛИТ 

Амбарцумян А. В., Геворкян Г. А.
И. Վ. Համրարձամյան, Գ. IL Գևորզյան

Սալեր)։ սոման խնդիրների լուծման վերջավոր տարրերի մեթոդի մի ձևափոխության մասին 
Աոաջարկփոմ է ուդդանկյուն տարրերով վերջավոր տարրերի մեթոդի մի ձևափոխություն, որում 

սողերի Սոման խնդիրների րսծումը հանգեցվում է րաոակասային ծրագրավորման խնդիրների:

Л. V. liambarcumyan, G. Л. Gcvurgytn
About a Modification of Finite Eléments Mcthod for Plates ikndiug Problems Solution

Предлагается модификация метода конечных элементов прямоугольной формы при 
котором решения задач изгиба плит сводятся к задачам квадратичного программирования.

§1. Характеристики прямоугольного элемента при изгибе плит
Срединную плоскость плиты представим в виде совокупности 

vC.V ={1,2,..../7} конечных элементов прямоугольной формы. Рассмот
рим прямоугольный элемент плиты в плоскости ху, показанный на фиг.1. 

Обозначим через и՛.. =(w ,սՀ.......и՛?,)՛’ вектор узловых перемещений.
Нумерация и положительные направления компонентов этого вектора 
приведены на фиг.1. Здесь вектором с двумя стрелками указано 
положительное направление поворота, связанное с движением штопора в 
направлении вектора.

Перемещения точек срединной поверхности элемента 
аппроксимируем следующим многочленом четвертого порядка, 
содержащим 12 неизвестных параметров:

12

тогда, при Ջ = —. Г| = — , для функции Эрмита Ф,(х, У) имеем [3] 
a h

փ; й.п) = 1 - 3£2 ֊ -Зг)2 + 2£ ’ -Г 3?2П + ЗЬг + 2Հ ֊ 2Vn ֊
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Ф։(?.11) = Ь(-?П2 +£’1')

Ф։,Й,г1)=/>(11-5г]-2П2 +2§П2 +п3 -§П3) 

ф;Й,11) = «(-£ + £п + 2^ - 2§2П - V + §3Т|)
ФЖ'1) = Зп՜ + ?>1 - 2>Т՝ -3=>Г -3?2’1+ 2?»15 + 2?’’1

ФИ?’1!) = *(-ч: + т' + ъ>Г-5’1’)

ФИе>п) = а(-&1 + 2£2п - V՝!)

ф;®Л1) = -^1 + 3§2т1+3|г12֊2^1֊2§П3 (2)

Ф:>(?,п)-«Й:п-?я)

ф;„Й,п) = з?֊ +£п֊2?3 -3£н2 +2£’п + 22пэ -3£2п
<0,п)^'Ш՜2^2 +^13); ф;2{£,п) = «Й2-^-^п+53т1)

, ы ан-’, 
Компоненты вектора перемещения /,=(и’,----- ,---------) =

ду дх

■ (и,1.0',(О՛внутри 5-ого элемента соответственно определятся 
формулой (1) и формулами

ПУ/ \ V* ՝ 0Ф. (х, у) ֊ . ’гЧ , ЭФ..(Х, у)° (Х’У^ " И' —----- 1 00 -------- (3)

Потенциальная энергия изгиба 5 -ого элемента определяется 
выражением [3]

а Ь (ГИ'()ХИ- , ,
—)՜ ~3 2 □ 
охду дх ду

О Г 
й։=7Д^М*.у))2 + 2(1-у)1( 

о о
(4)

ГАе 12(1՜^)’ £-НОАуль 

коэффициент Пуассона.

упругости, Л - толщина 1ь\иты, V -

Подставляя значения и,л(х,у) из выражения (1) в выражение (7) 
потенциальную энергию изгиба представим в виде

где к. = <1^| —матрица жесткости, компоненты которой определяются 

формулой

22
Г) а ь

т/Л 72ф'72ф' +2(1~у)
2 0 1.1

X

X э2ф; 02ф, 1 а2Ф; э2ф; 1 э2ф; э2ф*
дхду 'дх'ду 2 дх՜ ду1 2 ду2 дх2
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Запишем кв виде к = — к /•!. тогда, при т = —, исходя из 
ab ’ *1 b

соотношений (6), имеем
*11 “ *« “ *л “ *».» ■ 4<т‘ + Д-) +1(14- 4v) 

т 3
*;, -*,о- -2(~2«J)-|(14֊4v) 

zn' 5
*7 - *5< - *7 - *7U. - [^ 4(1 ’u)lfel 

•л «л

*7>*i’M-i^-֊(։֊v)v>: 
•J • Л

----- 44
^33 " ^Ы> “ ** ^12.12 " H 2 + ~ (1 “ V)P

3m 15
^32 “ " “^12,11 "

’ *11.10 “ I2™՜ + jC1 + 4u^

£'4-i,',--2(A-mJ)-֊(14-4u) 
m‘ 3

“ ^hj ~ ~ + tU * 4u)p
m՛ 3 

*i.*5‘,=42m2+|(l-v)]b

- - - - 2 1
a = -kr = = [֊ — “ t(1 + 4u)]fl

m՜ 3
- - 2 4
*«=*,«=[— -77(l-v)K №J

эт 13

*A -=[-m2 + ֊a-u)]b

*;-*п.г-[^֊֊֊(1֊г>)]ьг I

— - Il ——21- *10.4" -2(m'+—)*-(14-4v) - *,։и - [-5-- —(i-«)]«’
m 5 3m 13

- - - - 2 1
~ “ ^’10.3 “ = f r tO ~ г’)р

m 3
*7 -ly^d-v)^ I

“ “^W “ ^10.6 " ~^J2.4 " [ 3՜ тО ~ ^)]й

m 5
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Ц = = Чо,2 “ 41.1 = Н”2 + |(1 + 4^)]Ь

^10.8 “Л',7 =[2'«? +֊(1֊Ь’)]Ь

Обозначим через Рл. = вектор узловых нагрузок,
эквивалентный внешней нагрузке. Положительные направления узловых 
нагрузок соответствуют таковым для обобщенных узловых перемещений 
(фиг.1) .

В случае равномерно распределенной нагрузки с/ имеем |3]

1 4 4 6 6 6 6' 6 6 6 б'
Работа узловых нагрузок элемента задается формулой 13] 

й* -и>,гР,
Общая потенциальная энергия л -ого конечного элемента 

(7)

(8) 
равна

разности потенциальной энергии деформации и работы заданных 
внешних сил [2]

V =Й։-Й5 
откуда, принимая во внимание формулы (5) и |8), находим

§2. Модифицированный .метод конечных элементов для решения задач 
изгиба плит

Учитывая, что срединная плоскость плиты представлена в виде 
совокупности п конечных элементов прямоугольной формы, для 
потенциальной энергии плиты имеем
I Й = (10)

Исходя из принципа минимума потенциальной энергии системы [2|, 
для определения искомых векторов ,$£{1,2,...,л} получим следующую
задачу квадратичного программирования

р | условие совместности деформации.

кинематические краевые условия (И)

Составим условия совместности деформаций в смежном сечении 
вдоль границы разделов 5-ого и (Л' + 1)-ого конечных элементов. В 
зависимости от относительных размеров {длины границ разделов 
конечных элементы одинаковые или разные) смежных конечных 
элементов они пишутся в двух разных формах:
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M
“ fs.\ ИЛИ fs = Wr.tA (13l

Здесь, через и-'г = (iv;. vv՜. иг՝)' обозначен вектор перемещения г-ого 

узла, где ։v, -смещение в направлении оси z, wr - вращение вокруг 

оси .г, и՛;՝-вращение вокруг оси у. В обозначениях иул и wrï.։ 
дополнительные индексы показывают те конечные элементы к которым 
принадлежат векторы узловых перемещений. Для точек, не являющихся 
узловыми, значения компонент векторов или />։! определяются по 
формулам (I) и (3) .

Обозначим через
и՛ = (и՛'՜ vp;' = (H’, ,И'"дг,\к-2 jvJ,u,2\.,.,w;։,vvn2,K,r՝)z вектор узло

вых перемещений, где п - общее число узлов пластины. Тогда, если в /• 
ом узле сходятся узловые точки г элементов, то между обобщенными 
узловыми перемещениями элементов и компонентами вектора q 
имеются следующие связи:

и՛,, = wt, jGr,iGN ={1,2,...,и} (14)
Принимая во внимание эти связи, легко увидеть, что все условия 

совместности деформации (12) автоматически выполняются, а условие 
(13) перепишется в виде

/, = »V.. iGtf={l,2,...,/î} (15)

где через п обозначено количество тех узлов, в которых не все 
сходящиеся элементы имеют узловые точки. Условия (15) с учетом 
формул |1) и (3) перепишем в виде системы уравнений

Яи'-.О (16)

։де Н матрица порядка пхп.
Пусть Р = {P՝ .Р\ P:'..... Р* )՝ -вектор нагрузок.

К =\К -матрица жесткости для всей плиты. Toi да, как следует из 

соотношения ПО)

/у = . 1елт = {1,2,...л}, ;е{1,2,з} lin

к, ֊y^.ieN.jeN 118)

В формулах (17) и (18) знак суммы распространяется на асе 
соединяемые в узле стороны конечных элементов.

Как известно [3]. функция поперечного смещения W՝, задаваемая 
формулой (Г), обеспечивает непрерывность перемещения, но не 
обеспечивает совместности наклона нормали вдоль границы разделов 
элементов. Так как вдоль граничной поверхности элементов наклон 
нормали изменяется параболически, то для обеспечения непрерывности 
необходимо ввести на этой поверхности дополнительный узел, на 
котором будет задано условие непрерывности Возьмем эти узлы в центре 
сторон конечных элементов и. используя формулы (3), найдем в этих
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точках величины вращений вокруг осей л՜ и у, т. е.

',/G{X2,...,w} и со ,03՝’ . /G{l,2,...,/7?}, где in и т — соответ
ственно количество сторон конечных элементов, параллельных осям х и 
V Подставляя эта значения в условие непрерывности вида

е; =0"’,։е{1,2,. со’
получаем систему уравнений

. Ни/«О (19»
где Н - матрица порядка т хн , т = т + т .

Отметим, что, исходя из формул (3), в дополнительных узлах для 
определения соответствующих вращений имеем

9֊фЬ) = а 1 г а
— w, + — ------и-; +

1 s a v 
- Wc + --- We - a ■.

---  lV12 8f> 128fe ’ 2 <8ft ' 2 8b ’

е’(֊,0) =
1 . а < а с
— И’, + — щ.------и-՛, + « Д■ 1 ,— wu +-W,, - a t— и£ (20)

2 2 ■ Sb 3 Sb Sb 2 8h
b 5 Ь /) 1 . b . 1 t

и) («,֊) =
—

— щ;------ ил + — ис + — wft------ w,, + ֊Wp
Sa ’ Sa Sa ь 2 ’ 8a " 2 12

со‘(0.-) =
b v 1 , b ։

--- »V, + — IV,------- IV, +
1 b ,
- w. + — ил -

b
--- VV112 8а 2 Sa

Введем обозначения
2 6 8a 8 8a 11

w\ + ^2^ + + OV! <֊ + K*W2 + -

IV,2 + K^’w:; + Xl>; + X^'iv; + K'"w’2 +...
(21)

»?+ ♦ Ksw2 + Kx"': * - + :X + *£LX + = -֊’>
+ ^|5>. |«П>И» ~ ~

найдем произведение узловых перемещений. Подставив их в выражение 
потенциальной энергии (II). определим

Р = -(и«г Оп + ггЬ)-пТР (22)

це Ь = диагональная матрица порядка 3/1 , / -единичная матрица

порядка Зл -1,
К. Х>(” --х,,,/ел/ = {1,2.....Зл}

К’ К,1« = -Х„,/6{2,3>:.,Зл}

4° - - к^к՝;-".гем - {и..... з,. -1}

(Е{г,...,3я}, /Е{г +
, 1-1 __ Зл-1
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Пусть X
fw'

- векторы-столб цы порядка 6п — 1,иz
D О
О Ï

О

-диагональная матрица порядка 6« -1, тогда

выражение (22) примет вид

Q = —Хт DX +СТ X
2

Обозначим через А = матрицу коэффициентов

системы уравнений (16), (19) и (21), где .

Тогда, взамен задачи (И) для определения искомого вектора X получим 
следующую задачу квадратичного программирования:
min{C1 X + -1 X ՛ DX | АХ =0, кинематические краевые условия} (24)

Отметим, что если в ограничения не включить систему уравнений 
(19), то задача (24) будет соответствовать расчету плит с 
" н есогласующим ися ' ' элементам и.

§3. Пример
Прямоугольная консольная плита (фиг. 2) загружена равномерно 

распределенной нагрузкой интенсивностью г/. Коэффициент Пуассона 
v = 0.3, соотношения сторон m ° 0,5 .

По формулам (6) вычисляем компоненты матрицы жескости 5 -ого 
прямоугольного элемента пластины. Далее, принимая b = 1 и а = 2 с 
учетом связей (18), находим матрицу жесткости для всей плиты, имеем
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Н.Ч и И.« -10С4 0 •«4 <1 0 л 022 од» -1.7И -2.97 ал -193 0 0 0
0 V* 0 0 -асе 0 о 0 С -Ц64 ал 0 -ап 024 0 0 0 0

-1*4 и м? «44 0 2.62 <1 0 0 -и* 0 124 193 0 069 0 0 р
-։<* 0 Щ4 мл: О о -1Ш 0 -«4 -2.97 ол 193 4.44 ГМ 0 - 2.97 ол •193

0 -ад» 0 о ■Ц6 О о -Ц1Ш и -пл ам 0 -им 04* 0 -ОН 026 0
-и« и 1« 0 0 11.04 844 п 2.62 -1А» о 0.69 0 О 148 193 0 069

0 и 0 -։ю> 0 8.14 19,56 л 8.44 о 0 0 -2.97 041 193 122 11.М ит*
0 0 0 0 •ад« 0 0 24« 0 о о 0 -ПЛ ам 0 -ом с.24 0
0 0 0 -ад.» 0 262 *44 0 5-4 0 с О 193 0 0,69 178 0 124
ш -0.М -1» -2.97 -ан -ш 0 0 0 9,78 -0.04 -4.22 -9X0 01» •4,07 и 0 с՛
чЫ 0.Д4 0 ол 0.26 О О а О -а-м им аз 0.19 -О1М <1 0 0 0
• 17։ 0 и» 0 069 0 а О -4.2: аз 2.76 *ХГГ с 131 0 0 1>
-1Л -ап 1»з 4.44 -и» 0 -Х»7 -ол -191 -9ДЗ 019 4Л7 1Л$5 -188: 0 -103 1Ц9 - 4.1.;
VI 1Ш 0 1.3 а«» » ан 0.26 О 0.19 -о/м 0 -1,83 1<18 0 010 -ОМ а

0 аы 0 0 148 ью 0 -<с> 0 131 6 0 м: 4Д7 0 1Л
о с -ХЭТ -ап 1’3 422 -Ом 1.7Л 0 0 Й -9Д1 019 <07 9.78 -094 4.22

и 0 0 ан а2е> п с.64 024 О 0 о О 019 -ОД* 0 - Г:,94 им -03
0 0 0 -193 <1 а«* 17* 0 12« 0 О 0 -4,07 <1 М1 <22 -03

Исходя из формул (7) и 117). определим вектор нагрузок

/>=-^-[-10 0-2 0 0-1 0 0-0,5 - ֊ —-1 --0.5 —- — 
4 6 6 3 3 6 6

Составим условия 
формулы (20). найдем

непрерывности (19). Принимая во внимание

01 00-2001
0 0
֊2 0

О 0-1
2 0 0
-2 о о

о о о о о о о о о о
00100-20010
0 0 0 -1 0 0 10 о о
2 0 0 0 0 0 1 0 0 -10 0 0 0

2 
о 
о

Для формирования задачи (28), исходя из вышеприведенных значений 
вектора Р. матриц К, // и формул (27). находим вектор С и матрицы

.4 Далее, используя алгоритм решения задач квадратичного, 
программирования, приведений в [!|, вычисляем вектор узловых 
перемещений. В пятом узле получим

В «5 =(-32,3822а -10,8506 -0,128794)' ^֊- (25)

При расчете плит с “несогласующимися1 элементами соответственно 
получается

К IV. =(-33,0372а -11,1172 - 0.436628)г

Наибольшие значения прогиба и угла поворота защемленной в одном 
конце балки длиной /, загруженной равномерно распределенной по всей 
длине нагрузкой б/, определяются формулами

= -0,125 — . = -0,16667^- (26)
ГпЗХ 1 ' ШЬХ * у-) ՝

Принимая а~Ц4, находим эти же величины, исходя из 
полученного решения (25). получим
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и- = -0.126493^- . 9 , = -0.169541^-

Сопоставляя соответствующие значения задаваемыми форму; 
{26) и (271 , легко увидеть, что их разность меньше двух процентов.

127)

2.
3.
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ՀԼ13Լ1ՍՏԱՆԻ ԳԻՏՈՒԹՅՈհՆՆԵՐԻ ԱԶԳԱՅԻՆ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ

Սնխանիկա 57, №1, 2004 Механика

УДК 539,3
О ВЫНУЖДЕННЫХ КОЛЕБАНИЯХ ПРЯМОУГОЛЬНОЙ ПЛАСТИНКИ

С УЧЕТОМ ВРАЩАТЕЛЬНОГО ДВИЖЕНИЯ
. Мкртчян К.Ш.

Կ. Շ. Ակրտչյան
Պտտական շարժման հաշվառումով ուղղանկյուն սալի հարկադրական տատանման մասին

Հետազոտվում է առաձգական. իգոտրոպ. եզրագծով ագատ հենված սալի հարկադրական 
ir-u.it անոէմերը նորմալ, կենտրոնացված, րստ ժամանակի պարբերական ուժի ագդեցուրյան տակ: Խնդիրը 
րսծվոյմ է [I j-ում շարադրված մերողով, օգտագործելով կոմբինացված պայմաններ, որը ներառում է սափ 
մակերևույթին դինամիկ ազդեցուրյռւսր և ուժի ազդեցության կետի նկատմամբ պտտական շարժումը 
Հ՚փւծ կետով անցնող, սալի միջին մակերևույթին ուղղահայաց տարրեր հարթությունների մեջ: 
Դիտարկվող խնդրի ւուծումր կառուցվում է սեփական տատանման ձևերի կրկնաէփ շաթրերի տեսբով: 
Սափ համար ստացված են երկու տիպի հարկադրական տատանումներ և նոր ռեզոնանսային 
ԽսՕախականաթյուներ: Հաշվարկների թվային արղյուսթներր բերված են գրաֆիկների տեսթով և 
սաաւյփսծ արդյունքների համար կատարված է անափգ:

K. Տհ. Mkrtchyan
On forced vibrations of the nx-titngubr plate with regard to the nitativnal motion

Исследуются вынужденные колебания упругой, изотропной, шарнирно-опертой пластинки 
под действием нормальной, сосредоточенной, периодической во времени, силы. Задача 
решается методом, предложенным в . с использованием комбинированных условий, 
кэочцюших динамическое воздействие на поверхность пластинки и вращательное движение 
относительно точки приложения силы в различных плоскостях, перпендикулярных срединной 
плоскости пластинки и вроходяшнх через вышеуказанную точку. Используемый метод 
шпведяет решать широкий класс краевых задач, в частности, ои может быть применен для 
решения задач нагибных колебаний упругой прямоугольной пластинки при различного рода 
нагрузках и граничных условиях. Решение поставленной задачи строигея и виде двойных 
риоя собственных форм колебаний. Получены два типа вынужденных колебаний и новые 
резонансные частоты для пластинки. Численные )зезультаты расчетов приведены в виде 
графитов н дан анализ полученных результатов.

Рассмотрим вынужденные колебания упругой, изотропной, шарнирно-опертой 
по контуру прямоугольной пластинки с размерами й, Ь, /1. вызванные нормальной, 

сосредоточенной, во времени, периодической силой, приложенной в точке X, = С.. 

х =с- Вынужденные колебания пластинки, отнесенные к декартовой системе 

координат Ох.х^ (оси х,, х- расположены в срединной плоскости), с учетом 

эффектов поперечного сдвига и инерции вращения описывается следующими 
уравнениями и граничными условиями [2]:

է .

D (1 - v)Aip, + (1 + v)—- -2А'՝6’Л| гр, + ■ 2р/
дх. Դ՜

8 И'.

дх.

d2ip.

О (1 - v)Aq>, + (1 + v)^-1 
Эх, л

k2Gh(àw} + Ф, ) ֊ рЛ -֊^

dw
-2k՝(;,h ср, + —’ 

дх

= 2р7^
дГ

<?ô(х, - с, )6(х2 - с2 ) sin œz

(1)
2
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где

.V

(х, - 0,Ь) IV, = О, М л = О, ф, = О 

(х2 =О,й) IV, =0, Мх =0, гр, - О

Эф, Эф,
---- + V—- 

{ дх,-------Эх.
Л/ + *рЛ

, Эх, дх.

. Эф, Эф, ф =_п. + _х>
Эх, Эх.

И = ------ 7) цилиндрическая жесткость; V, р, Е, С—соответственно: коэффи

циент Пуассона, плотность материала и модули упругост» при растяжении и сдасс 
У - момент инерции поперечного сечения; /г -численный коэффициент; Д-операто; 
Лапласа; 6(с) - дельта-функция, г/ - амплитуда силы; - прогиб пластинки; ф։, ф1 

средние по толщине углы поворота элемента относительно осей х։ и х?.
Граничные условия (2) будут удовлетворены, если решение системы (1) 

представить в виде двойных тригонометрических рядов

IV,
тях, . ллгх, . 
------- -81П------ -  81П (9/

Ь а

А ткх. . итгх, .Ч>։ = 2 Н-яп—Чшаи
Ь а

«-1
тпх. пях, .
------- -СО8------ =-51ПС0/

Ь а

Подставляя значения IV,, ф,, ф, из (3) в систему уравнений (1), для искомых 

коэффициентов С1тя, С2тя получаем

1 Ло, | ктп

. 4а р/г к'С/г у р/г к2С/։ . пас, . ляс,
/жл = —-  -------5--------------г2------ I—-------- 15։п-------

аЬ к;п - ₽Л1Яа)" +■ со) Ь а

иг я пп
1ЛТП • <£/ПП 'ПХП ’ / '✓”11Ь а к Сп

“ 2р/<о2 - (1 - ֊ 2*;СЛ

յ ( Ра)՜ у • /ьяГо
, ----к------— Г--------- ?---- 81П---------Б1П-------

тп к26/,чп аЬк'(3/г Ь а

а . О 3\. , 2 [О(т2 /Г\
кл Чо(*2сй + йГ՞"’ ^"=я 1|рй\ь3 т<г) I

Отметим, что система уравнений (!) обладает волновыми свойствами [3] 1 
допускает решения в виде движения волн изгиба и волн сдвига в пластинке, И) 
условия непрерывности угла поворота элемента пластинки на фронте волны изгиб! 
ГЗ] невозбузденная часть осуществляет вращательное движение. Получается, чк 
точки плаепгнки внутренней части фронта волны изгиба будут упруго колебаться.։ 
внешняя часть будет вращаться. Для изучения вращательного движения пластики 
необходимо выделить упругие колебания точек пластинки. Это можно получить 
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если фиксировать распространение волн изгиба относительно точки приложения 

аыы. В этом случае и>։ =0. а влияние врзшзтельного движения на нсвозбужденные 
части пластинки переместится в неподвижную точку приложения силы. Отсюда 
очевидно, что прямая линия, проходящая от неподвижной точки к краю пластинки по 
шшрамлению ф (ф - полярный угол в неподвижной точке приложения силы), будет 
совершать вращательные движения по закону 0(г,ф) в плоскости, перпскди- 

кудиркой к пластинке, проходящей через эту линию (8-угол поворота элемента 
пластинки на фронте волны изгиба). Можно иссследоватъ вращательное движение 
линии по направлению ср, если по тому же закону и в той же плоскости вращать 
п-тасгинху вокруг оси. проходящей через неподвижную точку и перпендикулярно к 
этой плоскости, приложив к неподвижной точке вращательный момент Л/(/,(р).

Отсюда получим точки на линии, которые по направлению ф совершают новые 
упругие колебания. Для получения упругих колебаний других точек следует 
1ЛЧСШгп> параметр ф в пределах 0+2л Отмстим, что в случае распространения 
полны изгиба в пластинке, при се вращательном движении, она приводи г края 
п.ъзстиики к неподвижным положениям. В этом случае краевые условия пластинки 
1-0 время его вращательного движения будут соответствовать условиям первой 
задачи.

Линейное интегро-дифференциальное уравнение вращательного движения 
пластинки в вертикальной плоскости по направлению ф и система уравнений 
упруптх вынужденных поперечных колебаний на основе [4] имеют вид;

Р^А1 (х + = ~ Р^։^(х։’сО50 - И',8т0)гЮ (4)

о (1 -у)Дф, + (1 + у)—^-со5ф +(1 + у)^3-$тф . 
вх. дх,X —

дИ’’ ЭН'. • -» Г
- 2к СИ ц/, + —х-С08ф--------^-зшф = 2рУ

Эх Эх,« —

сгу: 

дг

Б (1-у)Дф: — (1+ м) ЭФ

Эх.

•> . /. \ЭФ,
-$1Пф - (1 - у)----- -СО5ф -
, Эх.

(5)
Эн՛, • п г

- 2к и 11 Ф2--------=- 51Пф +---- -СО5ф = 2рУ
Эх, Эх,

Э‘ф 
"эг7

к :СЛ(Ди\ + Ф.) - р/т = -рл(х։'б + ^сояф) 

ЭГ
с граничными условиями

(х,-0,Ь; ф-0) к: -0. А/, -0, ф, -0

Здесь

(х։-0,а; ф-л/2) и։,-0, М։ -0, ф.=0

х։’ - (х։ - с, )со^ф 4- (х, - с2 )кшф 

0 - (ф, СО8ф * Ф։ 81пф)
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[(V/ - 2/7/)СО8ф + С։
у _
' I [20+1)4 - УГ)]с05ф + С,

[(V/ - 2.к/^Пф + С, 

[2(/ + ])</- V/)]в1п ф - с2

(У=(0,1,...)

при / > 2 ]с1: V

при г > 2 }(1 / V

при 1<2{}+}}(1!\՝

При 1>2}(1/У

при /<2(У + 1)г//у

9 = ֊ X ^[а™М0™(ч>)-0™('₽)]-а™(-(Р)[0™(-Ч,)-9™(-<₽Ж
“Ь

0» (ф) “ [“ - (фИ со$[(<о - а„„ (фМг + Ь„„ (ф)]

0« (ф) ֊ [“ + а™ (фМгсо5[(и + а„„ (фН - Ьт (ф)]

. . тл пл . I Е 
а»(ф)=-Г"с05Ф + ЯШф. V- —------ у-

п а ур(1-у՜)

. , ч - .. , ч тле. пле.М*Ф) = 2лЧп(±Ф) + -г- * —- 
Ь а

V- скорость распространения волн изгиба по пластинке, (I определяется при 
численных расчетах

Решанкс системы (5) (бе.։ учета собственного веса) при 
представим в виде

- £[/|™'(ф)8™(Ф>0 + Л»(ф)0»(Ф>О + />™(ф)9™(-ф.') +

л»,л-1

г / / и • . плх+ Л»(Ф)0»(֊Ф-') Р>п —Н-ьт----- ‘
Ь а

X Аз» (Ф)0м (ф.') + А 2», (Ф<„ (ф. ') +

+ Аз» (ф)0» (- ф, ')+А.™ (ф )0» (- ф> ‘)
тлх . 

СОЯфСОЯ --------  + 
а

^?։п,1,(ф)^(ф-г)-А22ли։(ф)0яй(ф’/)+ . . тлх} плх.

+ (Ф)° жл (֊ Ф>') + (ф)6«л (֊ Ф,')] Ь

^ПЛ1Л(ф)^«л(ф’/)+ ^2жл(ф^г:с(ф’,)+ . тлх. плх.
Л, , V „ . к С08ф81Л--------^С05------ -+ ^1«։(Ф)0;1(֊Ф^) + ^(Ф)9™(֊ФД) Ь

V [^։««(ф)^(ф‘/) +йа«»(ф)9^и(фл)+ 1. тлх. . плх.

[4 ^зжл(Ф)9^(-Ф^) + ^(ф)0,„г(֊Ф,/)] Ъ а

которая удовлетворяет всем условиям ■нарнлрно-опертой по всему контуру 

прямоугольной пластинки. Подставляя значения и';, ф2, ф2 в систему уравнений

(5). для искомых коэффициентов .4,^, .42։,лг, 521МЯ (/ = 1 + 4) полу

чаем выражения, вторые здесь приводятся только для коэффициентов /,п֊|.
Остальные ввиду их громоздкости не приводятся.
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/,„<<?)=-цЦ</„,(ф)- 1к»(ч>)^(<р). Л™(ф) = -/1та(֊ф)

/;-(<р)=^™к„(ф)-1к„(ф)С(ф)- Л.«(ф)--Л«,(-ф)
| С(ф)=т^-[“±‘;'™(ф)у]2

к ип

п [(с1 -Ь)соя/ил-с։](1֊со5/1я)со$ф-г . /71ЛС, . ляс,

аппииг. + [(с, - а)со8лл - с2 ] (1 - соб^л£тф Ь а

/™(ф)=к, ֊₽„„[“ * «,.,.(ф)Ч:+4“±«™(ф)՝'Н ՛
Вынужденные колебания при I < 2( / + / X’ можно получить е помощью

формулы (7), заменив ) и V на -(/+1) и -V.

Новые резонансные частоты и-2 определяются из условий |/„’.г.(±ф)] = 0 и 

имеют вил

0 = 1,2)

Е = (М-’^Р^Л֊։/՜1^֊^
Чтобы вращательное движение пластинки и полученные резонансные частоты 

были совместимы, необходимы тригонометрические функции, описывающие 
указанные частоты по величине и по знаку, соответствовали направляющим 
«синусам (изменения параметра ф п каждой четверти), направления вращения 
пластинки.

Рассмотрим в качестве конкретного примера пластинку со следующими 
параметрами;
в=!00см> 6=100 см, с։=30см. е2=20см, м=0.3. £Ч2Х1О6 Кг/см2, р=7.8хЮ ' Кг см\

Л“0,25 см, ^=8 Кг. 10=10 0՜’.

На фиг.1 показана зависимость резонансных часто! (Оп2 от параметра ф. 
Сплошными линиями показаны кривые 1.4. соответствующие резонансным частотам

при со1)2 = у112 + яп(±ф)у. Штриховыми линиями показаны кривые 2. 3. 

гтствующис (0п2 при О)112 =у112 -а։1(±ф)у.

Фиг 1
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Видно, что с увеличением параметра ср, значение соП2 сначала возрастая 
достигает своего максимального значения, а затем начинает убывать.

71 Зя
Наибольшей величины сои2 достигает при значениях <р “ —,—,.... Дад 

4 4

СО1]2 = -у1Г ± Д]3(±ф)у получаются аналогичные графики, а для случая 

со1и = ±УГ>1 ± ап(±ф)у получаются большие значения. На фиг. 2 приведены 
численные расчеты для двух типов вынужденных колебаний пластинки в

Ъ а а - 2с,
зависимости от времени при Х] = —, = —, ср = агс1§---------- - .

2 * 2 “ Ь - 2с}

Кривые I, 2 представляют прогибы >'։ и |и>21. рассчитанные, соответственно, 

по формулам (3) и (7). Кривая 3 представляет = |и֊։ + и2[. Видно, что значения 

прогиба |и\| больше |и>։|, |И>2].
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ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ .АКАДЕМИИ НАУК .АРМЕНИИ

Սնխանիկա 57, №1. 2004 Механика

УДК 539,3
АСИМПТОТИЧЕСКИЕ РЕШЕНИЯ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ 

ТОНКОГО ПРЯМОУГОЛЬНИКА ПО НЕСИММЕТРИЧНОЙ
ТЕОРИИ УПРУГОСТИ

Мутафян М.Н., Саркисян С.О.

Մ Ն. Մհւթաֆյան. Ս Հ. Սարդսյաս
fhupurtj ողղանկյան հասար աոաձզականաթ-ան ո՛ սիմետրիկ տեսության եզյոսյիս խնդիրների 

ասիմպտոտիկ [ածումների

Ուսումնասիրվում է աոաձղակասության տեսության հարթ խնդիրը ուղղանկյուն րսւրակ ւոիրույթի 
հոայւ. tipp ուղղանկյան երկայնական կողմերի վրա տրված են ուժային Լ մոմեմսւային յարուսների 
fUqnplitpli համապատասխան բաղադրիչները իսկ ուղղահայաց եղյւային կողմերի վրա արված են 
էպիկականության ոչ սիմետրիկ տեսության հարթ խնդրի եդրային պայմանների./ որևէ, մի սոսրրերակ 
։<սւււււ։.||փ։։ս է ներիին ասիմպտււտիկ վերյածարյունր. որր տարրեր ասիմպտոտիկ մոտավորություններում

I ւաոսձդականարյաԱ ո> սիմետրիկ տեսության կիրաոական միաչափ տեսության (ձողերի 
eSanpj.'iibr Կաոոպվոէմ է. նաե սահմանային շերտի տիպի ասիմպտոտիկ վերլուծությունը, ուսումիս։- 
սիրվում է արյ վերրւ։ծո։թյան հատկությունները. Ցույց է տրվում, որ գոյություն ոոսեն երկու տիպի 
աեհէհսնւսյիօ շերտեր (աժային ևմոմենտային) Կառուցվում են սահմանային շերտի տիպի ֆունկցիաները 
Լք»յվ է սւրփււմ սրանց ընդհանրացված Չրթոգոսաւություսո Ուսումնասիրվում է. ներքին և սահմանային 
.•երյւէրի ասիմպսւօտիկ վերլուծությունների համակցման խնդիրը, որի արդյունքում ուղղանկյան 
հճասրսսյասխան ուղղածիդ եզրերի վրա տրված աոաձդակաևության ոչ սիմետրիկ տեսության հարթ 
իԽ^|ւ ։յզրւԱէիս պայմանները վերաբաշխվում են ներքին Լ սահմանային շերտի տիպի խնդիրների միջև ե. 
րա։ ւսյղմ, ներքին և սահմանային շերտերի տիպի խևդիրսԼրր առանձնանամ ես միմյանցից որպես 
HpGopnjG եզրային խնդիրներ:

M.N. Moutaltan. S.H. Sarg՝van
Ajfanptotic solutiunii of bouodan problem* of thin rtitangk by the asymmetrical theory of elasticity

I ЙКЗДпрпвсегся задача плоской несимметричной тесрии упругости для области тонкого 
^шшугальюгкй, когда на продольных сторонах заданы соответствующие комноненты 
ouzwo и Моментного тензоров напряжении а на перпендикулярных граничных хромках 
ХМ« один из вариантов граничных условий плоской задачи несимметричной теории 
jpTOCTH

Построено внутреннее разложение которое при рахличных приближениях приводится к 
сраглдшой одномерной теории по несимметричной теории упругости (теория стержней). 
Построено также асимптотическое разложение типа погракслся и исследуются свойства 
WC0 разложения Показывается, что существуют два типа погранслая (силовой и 
яожпгпшй) Построены функции типа погранслоев Исследуется задача сопряжения 
мугрспнгй задачи и пограничных слоеь при котором граничные условия плоской задачи 
впйоснетрнчиой теории упругости на граничных кромках прямоугольника расщепляются 
wwy внутренней задачей и задачами погравслосв. в результате которого внутренняя задача 
в |Д'Л’огп«рвнслоев отделяются друг от друга как самостоятельные граничные задачи.

Наряду с различными известными подходами к построению 
г.\лсапеской модели сплошной среды в последние десятилетия 
югтенсивное развитие получили новые, неклассические подходы к 
иппсанню механических процессов особенно в твердых телах сложной 
микроструктуры |ЬЗ).

Актуальна проблема построения таких математических моделей 
мшрополяриой (моментной несимметричной) теории упругости д\я тон- 
ми стержней, пластин и оболочек [1). которые могли бы с достаточной 
математической строгостью адекватно отражать физическую сущность 
соопитстнующих двумерных или трехмерных граничных задач, и которые 
были бы приемлемы для их вычислительной реализации
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В математической физике и его приложениях асимптотические 
методы получают в последнее время все более широкие и разнообразные 
применения. Особенно естественным является использование таких 
подходов в теории тонких стержней. пластин и оболочек [4.5|, так как 
последние представляют собой тонкое деформируемое тело и малый 
параметр (относительная толщина) в сущности входит в определение 
самих объектов исследования.

В работах (6.7] асимптотический метод применен для анализа 
напряженно-деформированного состояния упругого изотропного и 
ортотропного прямоугольника по классической теории упругости.

В работе |8] на основе асимптотического метода изучена задача 
определения напряженно-деформированного состояния микрополярной 
упругой тонкой пластинки.

В данной работе, используя отдельные результаты, полученные в 
работах (9-11]. изучается задача построения общей асимптотической 
теории изгиба и растяжения-сжатия микрополярного упругого тонкого 
прям оу голы! и ка.

1. Рассмотрим упругий прямоугольник длиной а , высотой 2/1:
5 = {(х։,х:): х։ £ [0,л| |х,| £ Л; 2/г «а, 6 = к/а — малый геометриче

ский параметр). Будем исходить из уравнений плоской задачи 
несимметричной теории упругости [2,3.12-14], которые составляют 
следующую группу уравнений.

Уравнения равновесия
+ Д°21 _ 0 + ^022 _ р

дл-։ дх2 ' дх} дх2

Физические соотношения
1 / \ ц + 0. и - а V + £У,. =-(а„-™а1 «------ —а,,, Х„ =-֊—Ц,.։ (1 « 2)11.2)
£ 4ца 4иа 4уе

Геометрические соот ношения
Эн. Эм, Эм. Эа),

Уп =7Г՜ 2)> '<>2 =Т^'Ш3’ = — + “:■.> Х։5 = — 0 2) (1-3)
Эх, ах, Эх, дх}

Здесь (у: 11,22,12,21) и ц,ми (пт : 13,23) —компоненты тензоров 

силовых и моментных напряжений; уп (у ; 11,22,12,21)—компоненты 

несимметрического тензора деформаций: /тг (пт: 13,23) -компоненты 
тензора изгиба-кручения; (м։,м,)—компоненты вектора перемещения 

точек прямоугольника относительно осей х։, х2; 0)3—независимый 

поворот точек прямоугольника относительно оси х3;

Г- £
£, V, ц = —--------. а, у. Е -упругие константы материала пластинки.

2(1+Ч*
На продольных сторонах прямоугольника (л\ =±Л) считаем 

заданными значения силовых и моментных напряжений по НТУ:
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д21 = ±ЙГ*(х1)> ап = - ±№(х։) на х2 = ±Л (1.4)

:: на торцах х. =0, а —одна из комбинаций следующих типов граничных 
условий НТУ:

°н =Ф։(Л'?)’ °12 "ФзС*:)’ Ни = Ф3(х2) (задача 1) (1.5.)

а։1 =Ф։(х2), и2 =Ф2(х2), =ф3(х2) (задача 2) (1.52)

ап ° Ф1 (х2)’ а12 = Ф: (х2 )• = Фз(*2) (задача 3) (1.53)

Функционал общего вариационного принципа плоской задачи НТУ для 
прямоугольной области имеет вид [12]:

1 =/к(у1/>Хз)- о., [у* - (?.“/ - К; ■ “з)]- Кз[х.з - У«з] № - 

$
- Др,’и, + пц соэ )(!а՜ - у(р и + )<1а -

)»՛ 1»'
֊^Р.,и, + «.з“з)й 2 - - ».,)+ тз(шз - “.з))«* 2

Вариационное уравнение (6/=0) содержит в качестве уравнений 
Эйлера и естественных граничных условий определяющие уравнения и 
граничные условия (1.11-(1.5) плоской задачи НТУ для прямоугольной 
области.

Возможны и другие варианты граничных условий на торцах 
прямоугольника х; = 0 и х, = которым будет посвящена отдельная 
работа

Во всех случаях считаем обеспеченным равновесие прямоугольника 
как жесткого тела.

Решение поставленной плоской краевой задачи НТУ (1.1)-|1.5) для 
прямоугольной области складывается из суммы решений симметричной 
со X. и обратно-симметричной задач (в симметричной задаче четные по

Х: величины будут 011,«РО224123, а нечетные (712cCiJC.ii :?Л»5 в 
обратно-симметричной задаче - наоборот).

В двумерных уравнениях НТУ (1.1)֊(1.3) перейдем к безразмерной 
системе координат 

после которого, из системы (1.1)-|1.3) получим сингулярно-возмущенную 
систему дифференциальных уравнений с малым параметром 6.

Придерживаясь основополагающего принципа асимптотической 
теории интегрирования сингулярно-возмущенной системы дифферен
циальных уравнений, в основу рассуждений положим свойство 
напряженно-деформированного состояния (НДС). испытывающего 
статическое воздействие, выражаемое структурной формулой:

(НДС)ПОАЫ = (НДС),И+(НДС)Ч, 11.7)
В этом равенстве нижними индексами отмечены полное, внутреннее 

(проникающее) и краевое НДС тонкого прямоугольника по НТУ. 
Последнее возникает вблизи боковых граней прямоугольника 
Lv = O. х = а) и быстро (экспоненциально) затухает при удалении от них 
в глубь двумерной области Концепция разчленения НДС гонкого 
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прямоугольника на внутреннее (ВНДС) и краевое (КНДС) и факт 
коренного различия между их свойствами (как физического, так и 
математического характера) будет приводить к их раздельному 
исследованию. С этой точки зрения, основным предметом изучения будет 
вопрос о приближенных методах внутреннего расчета (определение ВНДС 
по НТУ) и краевого расчета (определение КНДС по НТУ). Оба метода 
строятся на базе асимптотического интегрирования двумерных линейных 
уравнений (1.1 И 1.3) статической задачи НТУ'.

2. Решение внутренней задачи представим в виде асимптотического 
разложения:

е-б-’\б՝-е(։) (г.»

где () — любое из напряжений (силовых и моментных), безразмерных 
перемещений - (/7,, й2) или поворот - <в3; 1' и 0 при 5 < 0; 5 - число 
приближений; ц — натуральное число, которое различно дчя различных 
величин |9):

Для симметричной по ч задачи: = 2 ДЛЯ а1рн։,)Л23;

<7 = 1дляи,Ро;2, п2,|л13,а>,; <? = 0дляо22;
Для обратно-симметричной по с. задачи:

д = 1для а21>а։,,и2,ц13,со3; д.1я011,022,«;,|.123.
Специфические свойства внутреннего итерационного процесса дчя 

тонкого прямоугольника состоит в следующем:
а) так как полученная в асимптотических приближениях система 

уравнений плоской задачи НТУ5 допускает интегрирование по переменной 
ц. то в результате получается, что В11ДС изменяется по толщине 
пластинки по весьма простому закону;

б) в описании ВНДС остается выяснить роль переменного с,, 
задающего положение точки на средней чинии прямоугольника.

С л ой точки зрения целесообразно введение вместо силовых и 
моментных напряжений статически им эквивалентных усилий, моментов 
и гипермоментов.

Для задачи изгиба прямоугольника по НТУ (обратно-симметричная по 
.V, задача) этими понятиями будр усилия ЛГ։2,А’?1, моменты 

^,5,Л/,„М22 и гипермомент Л23 :
* . / ч *

ЛГ12 “(г.2| Цу - р1А2

-А ’к (2.2)
А Л

“^*2^11^2 0 ”*“)> = ^2^23^2
-л -л

Дчя задачи растяжения-сжатия прямоугольника по НТУ 
(симметричная по Х2 задача), осредненные по толщине прямоугольника 

силовые и моментные характеристики, будр: усилия 

моменты Ь23,М[2,М 2| и гипермомент Л ։3:
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А А
7и = (1 -* 2), 7-23 = у.и2з^з

-* -* (2.3)
Л А

М12 = р2а12<7г2 (.1 ** 2), Л13 = х2^х2
-Ь -А

Основная разрешающая система уравнений для ВНДС по НТУ для 
шдчи изгиба прямоугольника на уровне асимптотического приближения 

* о 0) о 0) о<®) о С5) о (•՝) о (՝) о (•*)
5 получается относительно величин Л՛ 12, Л'и , Ь.з ,кп , Г12, IV , £2 и 
сражается гак:

Уравнения равновесия

л,
5 у

Л/ ' + М ’

(2.4)

Соотношения упругости

Д'12 = -- ----------
2т + 1

2т(») 2А2'”*1
7-13 =--------

2т (՝) 2т (■։*

(ц + а)- Г., + (и - а)- Г>.

4уе -«-՝•
---------■ к 13

2т + 1 у + 8
ео.метрические соотношения

с/(֊2
Г12 =-----------£2 . к в = ——-

ах,

Здесь, начиная с приближения л = 2 и дуя т = 1,: 
следующие соотношения:

2т +1
н՛ =--------- —

2я-1^֊2) 2т-1(^2)

(2.5)

(2.6)

, имеют место

4тЕ /Г՞*1
М 22 -V’ М и

Здесь следует иметь в виду также, что

2т +1 у + е 4Л1.՜1
=--------- Г— • ---------- • Л 23 •

4т/г 4у-е
в уравнениях равновесия

2т<^ 

□

2«(?)

V Р и, кроме того.

II
0 при .у а 1, М г = М1, Л/г = 0 при 5^1

о

м^-фг-х-). л^ = о, л^* ^!г2) при .у г 2

Остальные величины выражаются так:

’я-П*) 2£7г2лгЭ г«»։*՜»)
Л/ п =----------- ՛ К и + и • М 22,

2т + 3
Кп

<1 3
<7*1
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Г§} = Г”’ = О, Г 22 = 2т • IV при 5 2= 2,
2т-Й'4 2«^)

к^' = АгД’։ = О, кц=2т՝О, при 8 г 2,

2т О М

2 т И (4 
Л/ а

__1
2Л:'

ц + а й1՝1 ц֊а 2"<л|
----------- • ----------------• Лг 12
4ц • а 4ц • а

| 2т
——й 
2т +1

2/^
(2т + ЗХ2т + 1)

2т Ь) 
£Гы 

(1х,

2т (4 ‘
ИХ

а при 5 й 2

м5? = Гйг(у-.֊ум" 
мм \ ' •—

211 4՝;' ’Е
(2т - зХ2м + 1) у + е

б/Лг,^- + 2а Г։2-Г21 
ач;

при л г 2

Л|,°’ = |-ЛгЦ>՜ +М՜) Ли“0

Основная разрешающая система ВНДС по НТУ для задачи
растяжения-сжатия будет выражаться так (система 

о (4 о (4 о (4
сительно величин Гн ,Гп ,и ):

Уравнения равновесия

уравнений отно-

сЬс}
Соотношения упругости

*г14 2т+1
Г II = ------- ;—

2Е 1гт'

/2« (4՜ 2т Ь-2>

Т11 - V • Г 22

(2 7)

(2.8)

Геометрические соотношения

2гг.11
Гн =

2м<4
<1н

Ах՝
(2.9|

Здесь, начиная с приближения л՜ = 2 и для т = 
место следующее соотношение:

, имеет

2«(4 

и
4ца

2т-И’-4 Ц _ « 2т-1(*-2)

■ \[ ?л - Мг:
4ц а

1 2|В- 
— о 

2т

I 2т х 1 р + а

2т 21,1Г-'
В уравнении равновесия (2.7) нужно иметь в виду, что 

О I
X’ - X '. X ' = 0 при 5 > 1 . а также Р՝''՛'

4)
Остальные величины выражаются так:
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ь..1Н 
о 1

2Л2я-։

у + е ֊т(А| 
------ • Ь 23 
4у-€

иИ 
А у

1
2т

2м-10-2) 

(I Кп
+ Мп

2« ։Ь-֊1

- М 21 при 5 > 2, т > О,

^.ь(м-֊М-\ 4’- о

г.Ю
А2 </Тп

М 2։ " “ 7----------- 7 '  ---------- при
(2т+ 3) Л,

։?■/'' Кг""’ 4ц-а 
М п =------- ■-------- • К. п +

2. М*“’ = -
3

М^1 - О

2т + 3 рс + а 
ъ.։И 4
Л,!“2^з'^7' 

ги_^?+Л,Г1.)

Л,

и-а
---------- • М 21
и + а

I 1Л?

г ле У,(о1

5 г

։(,,«=О ПРИ5&1

2^2Ь>
2ти0)

1 с! Мп 
2т + 2 с1х,

2тЙ) 2т»»М
Г22 =(2?Я + 1) |3 , I и (1 О

<1 '(> г<«+|<»> !»։•։ , 2п.1<’>
К,г =—------ О , *п -(2т + 1)- О

(1х,
2т-1Ь) 2т»2^ Зи-Ф' 2а1-Пг) 2м.
К 21 = (2т + 2) к + О ирит < р/2} а при т = [$/2) К г. » О 

। / 2«Ь^2) 2,гчЬ)՝(

Следует отметить, что компоненты вектора перемещения и 
независимый поворот, компоненты тензоров силовых и моментных 
напряжений, деформаций и изгиба-кручения, как в задаче изгиба, так и в 
задаче растяжения-сжатия по ПТУ, будут определяться ио 
соответствующим формулам после решения основной разрешающей 
системы уравнений.

Отметим, что на основании определяющих уравнений (2.4)-(2.6) {для 
задачи изгиба) и (2.7)-(2.9) (д֊хя растяжения-сжатия) можно получить 
соответствующие, прикладные (одномерные) теории но НТУ (теория 
стержней но НТУ).

3. Обратимся к изучению краевых упругих явлений по НТУ в тонком 
прямоугольнике. Краем прямоугольника, вблизи которого будем исследо
вать напряженное состояние типа погранслоя, пусть будет сторона 
прямоутольника л՜, =0.
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Введем в уравнения плоской задачи ПТУ преобразование
растяжения I = = х2 /11 Вводим также безразмерные перемещения
(у, =11,/а, / = 1,2),

Решение вновь полученных уравнений отыщем в виде 
асимптотического разложения

л

где R''1 -любое из величин рассматриваемой задачи. Так как силовые и 
моментные неоднородные граничные условия (1.4), заданные на лицевых 
линиях прямоугольника £ = ±1, были удовлетворены решением внутрен
ней задачи, то решение (3.1) должно удовлетворять однородным 
граничным условиям:

о21=022=О, |123 = 0 при £-±1 (3.2)
После подстановки (3 I) в преобразованную систему уравнений (1.1)- 

(1.3) и приравнивания коэффициентов при одинаковых степенях малого 
параметра 6 в правых и левых частях, начиная с наинизшей, получим 
непротиворечивую систему рекуррентных уравнений относительно 
величин R' если

а4=бф'а<’>, (у :11,22, 12,21,) М/1-аф'^’(<’-1,2 

.V 5՝
v, =83t',y&։v<f§(i=i,2), Wj-a’^yaW,'1 

“ л-.i
где целое число у характеризует интенсивность погранслоя.

Эту систему уравнений можем представить в виде следующих двух 
групп уравнений:

астп , , agl^ о
(it dt dt dt,

= (3.4)
dt E 1 ՛ dt

= _ !L2£(T<.'> + J-o = E±2n(<) _ м֊« _ .ъ-о
dt 4pa '* 4jxa ’ dt 4pa 4ua 12 '

ar at a°2’ a °’2 ’ ar -4Уеa И13’ at 4Ye a H23‘ 1

Отметим, 4io при любом s решение погранслойных уравнений (3.4),
(3.5) обладает некоторыми важными свойствами՜

}о<У(г ֊֊ 0)Л = о (/ = 1,2), j^(r = ()Vt = jxjWr1’ - «ai;-;’)dr

-I -J -I о

= 0^4-
И-ct^ ц֊а< Ч
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Г(1)^(г = 0^/ц = - • а Г кВ Г (пар' ՝ - аа'
Ъ 4Уе *6 и

л°՝
(3.6)

При 5 = 0 система уравнений как (3.4), так и (3.5), однородна, а при 
5 г! неоднородна.

Система уравнений погранслоя (3.4), (3.5) (при 5 = 0) распадается на 
дзе группы независимых однородных уравнений. Отметим, что в первую
группу уравнений (3.4) будут входить величины 
и поэтому ее назовем силовым пограпслоем, а 
входить величины которую

(о) (о) (о) (о) (о) (о) 
и11 »'-'22 »и12 »и21 ’ м у2 
во вторую группу будут

назовем моментным
погранслоем. Факт существования силового и моментного погранслоев - 
одно из существенных проявлений погранслоя для тонкого

Для построения функций типа погранслоев рассмотрим (при 5=0) 
системы уравнений силового (3.4) и моментного (3.5) погранслоев.

Каждая указанная система при этом однородна, независима и 
ющее решение можем получить методом разделения переменных:

с<0)
R (щ) |с->м) (3.7)

где /?г " (с-*м) — любое из силовых (моментных) напряжений, линейных 
перемещений или независимий поворот.

Решение силового погранслоя (при 5 = 0) можем привести к 
следующему обыкновенному дифференциальному уравнению четвертого 

г(о)
порядка относительно перемещения

с<°> .с0>) ш
(1^2р ^2 Л2У2е V V п
------  — + 27. • ------;— + 7. ' \’2Р = 0 

ОС
(3.8)

к которому следует присоединить вытекающие из (3.2) граничные условия
(о)՜" (оУ \

V?/1 + А ■ 7.՜ • Узр = 0.
/с(0)/; ? ДОГ

\։2Р + В -7.՜ • узрГС 13.9)

где .4 и В-некоторые постоянные, зависящие от упругих констант 
материала прямоугольника.

Решение моментного погранслоя (при 5 = 0) аналогичным образом 
приводится к граничной задаче для обыкновенного дифференциального 

|(0)
уравнения второго порядка относительно щ? :

, м(о> 
с!" со?/՛

, . м(0)
.. м(|>) п

+ к • (О»р = 0, ------- |3.10|= 0

49



Общее решение краевых задач (3.8)-(3.9) или (3.10) можем 
представить соответственно в виде рядов |Лу;՛. В1?'—производи 
соответствующих погранедоев) 

j>((0) »
сол (3-1И

где Fn и фг. - собственные функции соответствующих краевых задач. 
Здесь для симметричной во £ задачи:

(\Л) - “I etg - Л • ֊- j * sin лnu + £ • cos 
\ Ь2 )

кп - корень уравнения (ReX,. >0)

A՝sin2X + 2Х-0, 4-1- ———• q>„(X„,t) = sink„t
a(1 - uj-u(i + и j

Хп - корень уравнения

cosX„«0, т.е.Хг = (2и * l)-y (n = l.2,...)

Для антисимметричной по £ задачи

(\ Л) = ֊:’ tg\ + Л ‘ Г՜ Г cos Лл£ + и • sin 
\ X. )

?•»,, - корень уравнения (Re л, >0;

A-sin2X -2Х =0 <р„(л„Л) = со5л.,и

корень уравнения

sinX„ -0,
Для силового пргранслоя

v2 «*УЛ Vbe"՝\ Vj

;,М Р՛'՝'

022 - 022« е~'\ 0г

т.е.Л,, = ял (и = 1.2....)

у Ar. V]ne'J. Он =УАл 0:֊..е՜՜-'

Р՝՝^ P|yl f|։l£ f
2 .4л 012л 02: =\-4л 02 Inf '"՛՛

где
Рз, = гил,,}, 11. = 3-е, • д + 4-е, • т;

5,2. -ХД-Д + З-Ь, ; Эи.-Х^-Д+З-Сг-р, 

Лл Лл

Л ] Р 1
0ил =с/,-Лл +֊(12՝Ег. ; 022л =е1’/7„ +-ге2-/;

/. Аг*л

Отметим, что а,,Ь:,с.л1;.е1 (/ = 1.2) из себя представляют 
> постоянные, которые выражаются соответствующими формулами через 

упругие константы материала пластинки.
Для моментного погранслоя
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,и
(II- •У^1’

р (л ) у (■* ) р р (’ ) р

И» -УЯ։ Йв.е'М- И» "(ХЯ" Йв. е 

где
Д л. . \ £ 4уе 1 £ 4ус 1

(*„»՛-------- —•֊■<₽„, И:5л - ------------- ф„
у + е а у + е а

Можем показать, что решение типа погранслоя (для силового погранслоя) 
удовлетворяет следующему условию типа обобщенной ортогональности:

К. ('"*") <3-12)
-1 

Соотношение обобщеннной ортогональности (3.12) при некоторых 
/граничных условиях (1.5) могут играть важную роль при определении 
вроизволов силового погранслоя (в первой формуле (3.11)) при 
сращивании асимптотических разложений внутреннего итерационного 
процесса и погранслоев.

При 5^1 системы уравнений двух погранслоев (.силового и момент
ного) становятся неоднородными (с известными из предыдущих прибли
жений правыми частями). В зависимости от природы правых частей, каж
дый погранслой проявляется в двух качествах: в основном и 
сопутствующем.

Структура общего решения для задачи каждого из двух типов 
погранслоев (при 5&1) можем представить в виде следующего равенства: 

с(ж) е(*} <(•<)
ЯР + (с-м. А-Д1 (3.131

где произ волы погранслоя, лп — собственные числа

соответствующего погранслоя при я = (): /?• -частное решение соответ- 
'спующей неоднородной системы, удовлетворяющее условиям (3.2).

Таким образом, мы построили два типа решений—решение 
внутренней задачи и решения для пограничных слоев. Их сумма
Г I = 0 + R® + Я‘2) (З.Ы)

является асимптотическим решением исходной сингулярно-возмущенной 
краевой задачи плоской ПТУ для прямоугольной области. ЗдесьО — 
решение внутренней задачи, /<:|. Я՝2'— решения погранслоев, 

построенные соответственно вблизи X) = 0 и л՞, = и
Таким образом, проблему раздельного построения дифференциаль

ный уравнений внутренней задачи и погранслоя для тонкого 
прямоугольника по НТУ считаем решенной и на основе структурной 
формулы (1.7) выражение (3.14՛ будет представлять общее решение 
поставленной краевой задачи НТУ (1.1)-(1.5),

Перейдем теперь к изучению проблемы разделения двумерных 
граничных условий НТУ на граничных кромках прямоугольника = 0 и

А)°а. в рамках которого необходимо выяснить вопрос о том. какие 
•граничные условия на каждом уровне асимптотического приближения 
надо приписывать к внутренним и какие к погра нслой ным 
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дифференциальным уравнениям.
Чтобы осуществить задачу сращивания решения внутренней задачи с 

решениями обоих типов логранслоев. нам следует конкретизировать 
заданные на кромках прямоугольника X, =0 и х, = а двумерные 
граничные условия НТУ. Рассмотрим некоторые варианты граничных 
условий НТУ' (1.5,) -(1.53).

4. Рассмотрим первую граничную задачу НТУ. Подставляя (3.14) в 
(1.5), и учитывая (2.1), (3.1), а также то, что при х =0 проявляет себя 
только (т. е продольный размер а прямоугольника таков, что 

влиянием погранслоя на этом торце можем пренебречь) в результате 
получим непротиворечивый итерационный процесс, если для задачи 
рассгяжения-сжатия / = -2 и / = -1 - для задачи изгиба. Далее 
рассмотрим задачу изгиба. Таким образом, для задачи изгиба получим 
следующие граничные условия в итерациях (на ( = 0):

/,(։) _ (#_։)
Он + 011 -ф, 

„(0 ь)

где
Ф; = 5'ф, ,Ф? = д';ф2,фз - 6 'ф3

Ф?” = Ф*» Ф?' = о при 5*1 (к = 1,2,3)

При изучении проблемы сращивания асимптотических разложений 
внутренней задачи и задач погранслоев (при 5-0) неоценимую роль 
играют так называемые условия разделимости двумерных краевых 
условий между ВНДС и КНДС для прямоугольной области. Такие условия 
можем получить на основании свойств (3.6) погранслоиного решения.

Если применить (3.6) (при 5 = 0) к граничным условиям (4.1), то легко 
убедиться, что краевые условия (1.5.) расщепляются между ВНДС и 
КНДС. Это означает, что внутренняя задача изгиба прямоугольника по 
НТУ со своими уравнениями и граничными условиями отделяется как 
самостоятельная граничная задача которая будет выражаться следующим 
образом:

Уравнение равновесия

Физические соотношения
и (о) д (о) ,<|0)

Лгн =2/г (ц+а)Г։2+(ц-а)Г;։
, V <1(0)
(1-2), 2.«

4у-е °(0> 0 /
2Л--^Аи.Л’2, -Л ЛГ

у + £ \
(4.3)

соотношения
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, ։ о (0)
(о) у 

(*1)

о(О)

“ _ <1а (,,)
*л)3 — (4.4)

Граничные условия 
о (0)

ЛПз
о(°) 
Л13 (4.5)

-л х.-0

После решения основной краевой։ задачи В НДС все расчетные вели
чины поставленной плоской задачи (1.1)-(1.5) НТУ՛’ для прямоугольника 
определяются по соответствующим формулам.

Краевая задача (4.2)-(4.5) представляет собой прикладную 
(одномерную! теорию изгиба (для стержней) по НТУ.

Для К11ДС прямоугольника по НТУ получим следующие граничные
задачи:

для силового погранслоя:
■ ГрМ ?(о) р(о) >(■>) /,(<•> р(°)

Он , 022,012 , (121 . V] , \’з

/о)

Пи

,,(о) 

021

(4.6)

ДЛЯ моментного погранслоя: 
гл(о) р(о1

= 0,

с- =։

,(0)

Нв =ч<(с)
г - О

р(0)

» Н?»

|4.7|

ч-»1

л

О . ан
։ • О с - О

= 0

= о>2 = 0

О

где
1 '

Л (?) = Ф2 - - ГФ: • ч>(?) = Ф, - т Гф, • К
-1 -I

(4.8|

Здесь Л представляю! собой дифференциальные операторы
соответственно для силового (3.4) и моментного |3.5) погранслоев. 

Важно здесь отметить следлчощее. Так как из (4.6) имеем
Р(о)
Он = О

/ - О

то это одновременно означает, что
։ р(о)
^•а„ (/=0)^ = 0

и следовательно, из (.3.6) (при 5 = 0) будет вытекать следующее равенство

(4.9)
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Погранслой вблизи противоположного торца = а можем строить 
аналогичным образом. Данные для этого погранслой получим из 

а -х։
приведенного выше (X, = 0 | формальной заменой / на /, = ——-.

При изучении КНДС пластинки при задаче изгиба прямоугольника по 
НТУ в исходном (5 = 0) асимптотическом приближении имеем общее 
решение каждого из двух типов пограислоев (соответствующие формулы 
(3.11)) и. фактически, решение каждого из указанных пограислоев 
сводится к определению произволов пограислоев.
Отметим, что для определения произволов пограислоев А՝."‘ и

Я;" (л = 1,2,...) можем использовать вариационный подход. Для этого 
следует обратиться к вариационной постановке рассматриваемой плоской 
задачи НТУ дуя прямоугольной области. Функционал плоской задачи НТУ 
имеет вид (1.6) На этой основе составим вариационное уравнение 
рассматриваемой задачи, подставим гуда все величины соответственно 
внутренней задачи и пограислоев при 5 = 0. Вариационное уравнение 
плоской задачи НТУ для прямоугольника будет почти полностью 
удовлетворяться тождественно и, в окончательном итоге, превращаться в 
вариационное соотношение на граничных кромках прямоугольника 
х, = 0 и х։ = а :

1 Г / »•։ Р \ Р / вн р \ Р /ВЬ Р \ Г
՝ 0ц+ 0ц-ф1 ' 0:2 + 012-4.; р5\'2 + | Ц։3’ Ц15-ф3 + (4.10)

■II р У р /эн р \ р
012 + 012-ф; |6v?+ I u.,+ Ц1Л-фз 6 (Оз dl = о

х:-л

где штрихами отмечены граничные данные нах, = 0 . а двумя штрихами —

данные на Х։ = а.
Если теперь, в вариационном соотношении (4.10| подставить общие 

решения для пограислоев |3.11). в итоге, для определения произволом 
пограислоев приходим к следующему результату.

Для произволов силового 
систему уравнений вида:

погранслоя получим алгебраическую

р ,(<>)
cima Ап = с >п , где

р
И :пг.

■ Гг £ £ £
У 0!1л V;..! - 012л

р"'/ 1 о
сл = (щ.?? = 1,2....) 14.111

(здесь будем считать, что по индексу "л" происходит суммирование).
Дуя произволов моментного погранслоя получим:

р(0) У + Р I Р(||) ‘ Г
Вп = ------ а------՝Ъп . где А,, = р1,(и,)(Т)?пб£С,(л = 1,2,...) (4.12)к

5. Пусть теперь наг4раничных кромках х, =0. х։ = а прямоугольника 
заданы граничные условия (1.5.1 плоской задачи НТУ.
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Чтобы удовлетворить граничным условиям (1.52), подставим туда (3.14) 
и приравним к нулю коэффициенты при соответствующих степенях &, 
тогда получим непротиворечивый итерационный процесс, если / =—2 
как для задачи растяжения-сжатия, так и для задачи изгиба. Далее 
рассмотрим задачу изгиба.

Граничные условия (1.52) в итерациях имеют вид (задача изгиба): 
г11<’֊2) _ (х„2)

• 0и + Он = ф,
«(’) л1'1 /«V

. иг + и2 = ф, (5.1)
։к(’-Н рМ

+ Н13 - Фа

где
ср։ =5,;ф| ,ф2 =6 'ф3,ф, =& ։ф,

ф?" = , ф^'1 = о При 5 2:1 (к = 1, 2, з)

Рассмотрим приближение 5 = 0. тогда будем иметь:
,0» оЙ _ Р(<>)
Он =0, Уа +У2 = ф- , Ц-в =0 при / = 0 (5.2)

Используя первое равенство из (5.2), можем написать тождество 
։ р(о)
£;-а„ (/ = (>>£. = 0 (5.3)
-I

следовательно, на основании свойств погранслоев (3.6) получим важное 
равенство:

р? (/ = ОХ = 0 (5.4)
-I

Из (5.4) и второго условия (5.2) приходим к одному из граничных 
условий внутренней задачи при ! = 0 :

Для получения второго граничного условия внутренней задачи, из 
третьего условия |5.1) сначала будем иметь

<>(П) _(0)

2 ии + Ц13 = ф3 при 1 = 0 (5.6)
На основании равенств (3.6) (при 5 = 1), используя соответствующие 

значения при 5 = 0. можем показать, что
1 /(’)

р.,(/=()Х = 0 (5.7)
-I

Тогда, с учетом (5.7) из условия (5.6) получим

х.-О
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Объединяя (5.5) 
условия вида: 

0 (0> 
и՛

и (5.8), для внутренней

о (°)

•ч-о

задачи получим граничные

А

-л
(5.9)

Таким образом, граничная задача (4.2)-(4.4) и |5.9) определяет внутреннюю 
задачу (задачу изгиба) для приближения 5 « 0.
Погранслойные граничные задачи определяются так.

Д\я силового погранслоя имеем систему уравнений (4.6), к которой 
необходимо присоединить однородные граничные условия на с. = ±1 (как 
в (4.6)), а граничные условия на 1 = 0 необходимо заменить условиями:

/о» 

ап

.՛ - о
Для моментного । 

1 раничное условие:

/о) 

V.

погранслоя

р(0) 
М-в

- 1 г- г-

1 ■= О
получим следующее

(5.10)

однородное

= 0
г = 0

Так как (при $«()) уравнения указанного погранслоя однородны,
следовательно, в этом случае моментный погранслой превращается в нуль. 
Для определения произволов погранслоев необходимо использовать 
вариационное соотношение

РIII р 
011 + 051 ~ Ц:;

ОцтОп-

б// + 
х,-0

р 
Н.3+Ни-Фз I6“-’ сП = 0

которое получается на основе вариационного уравнения плоской задачи 
НТУ для прямоугольника с использованием (3.14) и результатов (при 
5 = 0) внутренней и погранслоя ных задач. Аналогичным образом, как в

предыдущей задаче, для определения Ап приходим к соответствующей 
линейной системе алгебраических уравнений, где при использовании 
формулы обобщенной ортогональности (3.12) получим выражения, 

дЙ
иидувидуально определяющие постоянные Л., (п = 1,2....).

б.Рассмотрим граничные условия (1.53), Приводим рассуждения для 
задачи изгиба (՝/ = -2).

Граничные условия в итерациях для задачи изгиба имеют вид:
...М 
ан

0=2 ■

р ' ~ 
+ 051 -ф,

~ I
+ 052 = ф. (6.1)

р
О>3 + Ют = фА
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Ф, = , ф, = 5_1Ф,, Ф, = 6'։ФЯ

= ФА> $л'! = 0при 5 2:1
При 5 = 0 из (6.1) получим:

(Л = 1,2,3)

р(0) 

0п

/о)

= 0, 012 = 0,
о (о)
□э

р(о> 

+ 0)3 = ?э (6.2)
1-0 1-0

Так как на основании свойств 
место равенство

1-1)

погранслоев
/-1)

(3.6), при 5 = 0 имеет

1 р(0)

^(О? (г=ОХ = О (6.3)

следовательно, из последнего условия (6.2) получим одно 
граничных условий внутренней задачи

о(о) ,

&з я - Гг7 ИТ

из двух

(6.4)

1 -о
Теперь, подставив 5 = 1 во второе условие (6.1), получим 

мелующего вида:
"|0) '(Ц ֊и , „
Т12 + 012 = Ср; при I = О .

На основании (3.6) легко получить
‘ „(О
^а,2(։-0рч = 0

условие

(6.5)

(6.6)

Используя (6.6), из (6.5)
-тренней задачи:

получим второе граничное условие

о«» 
т<: (6.7)

Таким образом, для задачи изгиба определяющая система внутренней 
задачи (при 5 = 0) будет выражаться уравнениями (4.2)-(4.4), к которым 
следует присоединить следующие граничные условия:

о (о) 
Лг!2

о (0) 
£2

д;-0

Для силового погранслоя будем иметь однородные граничные условия 
и если учитывать, что (при 5 = 0) однородны также соответствующие 
определяющие уравнения, то получим, что силовой погранслой просто 
обращается в нуль.

Что касается моментного погранслоя, то уравнения этого погранслоя 
совпадают с уравнением (4.7), граничные условия на £=±1. как и в (4.7).

однородны, а граничные условия на 
условие вида:

О необходимо заменить на

р<о| 1 1
|/-а

А
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Вариационное соотношение, из которого необходимо определить 
производи погранслоев для рассматриваемого случая граничных условий 
плоской задачи НТУ для прямоугольника, имеет вид

(
■и р \ р ! ■■■ р \ р [ / «и р \ 1 р
ог + он-Ф, 6у։+ О12 +ап-ф’з |6у2+ ф, — | ц)з+а).1 5|Л։3 £11 +

ран
I 011 +011-Ф1 “ Р Л' Л 

012+012 ֊Фз ОУ:+ ф3 13
. Л1-4

О
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ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ О ФЛАТТЕРЕ 
ВЯЗКОУПРУГИХ ТРЕХСЛОЙНЫХ ПЛАСТИН

Худаяров Б. А.
Բ. Ա. Խուղաւարով

Աոաձդամածուլյիկ եռաշերտ սալերի ֆլատերի խնդրի թվային լուծումը
Դիտարկված Լ առաձգամածացիկ երկար եռաշերտ սալերի ֆլատերի խնդիրը Ուսումնասիրված է 

ոեոլոգխսկան պարամետրերի ազդեցությունը ֆլատերի կրիտիկական արագությունների վրա

B. A. Khudayarov
Numerical Solution of a Problem about a Flutter of Visco-elastic Sandwich Plates

Рассматриваются задачи о флаттере вязкоупругих трехслойных удлиненных пластин.
Изучено влияние реологических параметров на критические скорости флаттера

В связи с широким применением в технике композиционных материалов 
наследственная теория вязкоупругости привлекает к себе все больший 
интерес исследователей. Об этом свидетельствует выход в свет за последние 
годы значительное число публикаций, посвященных решению задач расчета 
характеристик вязкоупругих конструкций [1-3].

В настоящей работе исследуется в линей но-вязкоупругой постановке 
задача об устойчивости удлиненных грехслойных пластинок с жестким, 
сопротивляющимся поперечному сдвигу заполнителем, обтекаемой с 
внешней стороны сверхзвуковым потоком.

Ранее в работах [4-6] и других уже рассматривались подобные задачи 
для упругих как однослойных, так и трехслойных пластин в сверхзвуковом 
потоке । аза.

Рассмотрим вязкоупругую удлиненную трехслойную пластинку, 
обтекаемую с внешней стороны сверхзвуковым потоком газа с 
невозмущенной скоростью V, направленной вдоль оси Ох . Аэро
динамическое давление учитываем по линейной поршневой теории [7].

Уравнение движения вязкоупругой трехслойной пластины в потоке газа 
в случае отсутствия сдвигающих усилии примет вид:

0(1 ֊ я • )(1 - ей :3з' тт - Л -г (1- й 2р;' +
дх дх дх дх дх

+ й^-(1 - лг₽;'А)х_</ = о
Ы дх

Здесь /(л՛,/) функция перемещений, связанная с прогибом
соотношением [8]:

дз 
и'-а-й1^1^-)* (2)

дх*
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Величины О, 0, (Ц. £2 характеризуют соответственно цилиндрическую 
жесткость грехслойного пакета, изгибную жесткость несущих слоев, 
жесткость заполнителя на сдвиг и удельную массу трехслойного пакета; Л- 
толщина пакета; Рс- внешние сжимающие (растягивающие) усилия в 

продольном направлении; с/(х, I) -аэродинамическая нагрузка; R'-
I

интегральный оператор с ядром релаксации Я(г): -]7?(/ -т)(р(т)Л.
о

Приближенное решение уравнения (1) будем искать в. виде

х(*.0 = 2 хЛОчМ*) 0)
к-1

где функции <р,.(х) подобраны так. чтобы каждый член суммы (3) 

удовлетворял граничным условиям на кромках пластинки, а /л(/)- 
некоторые функции, подлежащие определению. Подставляя (3) в уравнение 
(I) и применяя к этому уравнению метод Бубнова Галеркима, получим 
систему интегро-дифференниальных уравнений относительно коэффициен
тов (3). Введя следующие безразмерные параметры:

х Ух а
—, —/, — 
а а Ух

и сохраняя прежние обозначения, получим

\ X» - в» х\ + [(1 - Я- Ь + £4 к + V. У £ь,х„ = 0 (4)

Здесь Аь 13л ГЬд, V. = ж рха А/ ’ /£) -безразмерные параметры.
Интегрирование системы (4) при ядре Колтунова Ржаницынз

I /?(/) = А -ехр(- (к)-/“՜1, 0 < а < Г проводилось численным методом, предло

женным в работах [9, 10]. Результаты вычислений представлены в таблице.
В качестве критерия, определяющего критическую скорость У.,?. 

принимаем условие, что при этих скоростях амплитуда колебаний изменяется 
по гармоническому закону. При V > У.кр происходит колебательное 
движение с интенсивно нарастающими амплитудами, которое может 
привести конструкцию к разрушению. В случае У <У>р, амплитуда 
колебаний затухает [11].

Проведено исследование влияния вязкости. Расчеты показали, что учет 
вязкого сопротивления приводит к снижению критической скорости V.,. 

флаттера. Полученное критическое значение для вязкоупругой (/1=0,1) 

пластинки на 60% ниже по сравнению с упругим (/1-0) значением

С увеличением реологического параметра а критическая скорость 
флаттера возрастает. Рост критической скорости более сильно заметен при 
значениях а-0,5 в отличие от значения а=0.05. Разница между ними 
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составляет 31,5%. Для критической скорости флаттера влияние 
реологического параметра р незаметно.

Изучено влияние внешних сжимающих (растягивающих) усилий в 
продольном направлении. Из таблицы видно, что с ростом сжимающих 
усилий рх (рх=Рха2{В) в направлении скорости потока приводит к 
снижению критичекой скорости флатгера. Напротив, растягивающие усилия 
рх приводят к такому же пропорциональному росту критической скорости 
флаттера.

Таблица
а 0 -Рх к! 0 Е

0 
0,001 
0,01 
0,1

0,25 0,05 0,75 1 0,05 0,1

15,5 
14.6 
9,9

6,08
0,05 
0.1 
0,5

0,05 0,75 1 0,05 0,1
7.8 

9,15 
10,26

0,01 0,25
0,01
0,08 
0,1

0,75 1 0,05 0,1
9,96
9,95
9,94

0.01
0,25 0,05

1,5
1
0 

-0,5
-1

1 0.05
0,1

7,86
8,8 

13,34
15.7
18,0

0,01 0.25 0.05 0,75

0,1
0.2
0,5
1,5

0.05 0,1
41,5
27,0
14,9
8.18

0,1 0.25 0,05 0.75 1 0.05 0.1
17,67 •
23,5

36,82

0.01 0,25 0,05 0,75 1

0 
0,03 
0,06 
0,08

0,1

1.28 
6,85 
11,45 
14,3

0,01 0,25 0,05 0,75 1
0,05

0 
0,5 
2,5 
3,5

9,93 
10,2
11,1 
11.5

Увеличение параметра к, (к} = 1г /а՜) приводит к 

существенному изменению У.^. Исследования были проведены при к,=0,1; 
0.2: 0.5 и 1,5. Видно, что с уменьшением жесткости заполнителя на сдвиг 
(ростом коэффициента к,-) критическая скорость флаттера трехслойной 
пластинки уменьшается.
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Изучено влияние параметра ©. характеризующее изгибную жесткость 
несущих слоев. Увеличение параметра 0 приводит к увеличению 
критической скорости флаттера (см. табл.).

Также изучено влияние параметра е (аэродинамическое демпфирование). 
С ростом коэффициента е наблюдается повышение безразмерной критической 
скорости флаттера.
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ПОВЕРХНОСТНЫЕ СДВИГОВЫЕ МАГНИТОУПРУГИЕ ВОДНЫ 
ВДОЛЬ ГРАНИЦЫ ИДЕАЛЬНО ПРОВОДЯЩЕГО 

ПОЛУПРОСТРАНСТВА.
Мартиросян Э. В.

I; Վ. Սարտիրոսյւսմ 
ւքագնիսաաասձգական մակերևութային սահքի ափբներ րւոո իդեալ հաղորդի՝ կիսատարածությւսն նղրի

Դիտարկվում I. կիսատարածության աւաւձդական իդեալ հաղորդի՝ նյութից. որը սահմանափակված է 
վակուումի շերսափ Արտաքին հաստատուն մագնիսական դաշտի առկայությանը. որը գործում 1 
կիսատարածությւսն ճորին ուղղահայաց հարթությունում, ապահովում է փոխազդեցության դրդոված 
էլեկտրա-սադնիսական դաշտի և կիսատարւսծաթյան առաձգական տեղափոխումների դաշտի սիջև: Ցույց 
է տրվում որ նշված փյվսադդեցաթւունր բերում I: մակերնույթային սահքի սդիրների աոաջացմանր

Е. V. Martirosyan
Magnetoclastic surface shear waves along the boundary of perfectly conducting semi-space

Рассматривается упругое полупространство из ндсально-лроводящего .материала. граничащее со 
слое՝՛ вакуума. Наличие внешнего постоянного магнитного поля, действующего в плоскости, 
перпендикулярной границе полупространства. обусловливает взаимодействие возмущенных злекгромаг- 
ннтного поля и поля упругих перемещений полупространства Показывается, что указанное 
взаимодеЙМвИе приводит к появлению поверхностных гдпиговых волн.

§ I. Вначале исследуется вопрос существования поверхностных сдвиговых волн 
в случае полупространства из упругого идеально-проводящего материала, гранича
щего с вакуумом.

Рассмотрим упругое идеально ֊ проводящее полупространство - х < д-, < +х, 

0<Х2 <+=», -ос < Л'3 < +». Плоскость = 0 отделяет полупространство от 

вакуума (А՜ . < 0). В начальном невоз.мушснмом состоянии полупространство 

находится в постоянном магнитном поле, вектор напряженности /7(| которого 

параллелен плоскости Х}Ох2):

н„»нт Т + я0. J
где i.j -орты осей А'։, А\ . соответственно. Задача состоит и изучении вопроса 
существования сдвиговой поверхностной волны, распространяющейся вдоль 
границы полупространства.

Отметим, что в случае поперечного магнитного поля. г. е. когда Г/,., =0 . 
поставленная задача исследовалась в [4]. Похожая задача, однако без полного 
анализа полученных результатов, изучалась в [5].

В случае антиплоской упругой деформации и = V = 0, w’ = >v(a։j.A\,l) . а 
также при предположении, что все искомые величины возмущенного электромагнит
ного поля нс зависят от координаты а՜.. . линеаризованное уравнение магнитоупру

гости [3] имеет вид: при X-, > 0
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2

Здесь

8 “и՛

дх
+ 2уЛ 2Х=

_ дхгдх, дГ
(М)

*=1,2 
4лр

(1.2)

С/ = (7р С1 модуль сдвига, р - плотность материала среды , ц. ее магнитная 
проницаемость.

Уравнения электродинамики для возмущенного электромагнитного поля в 
области х2 < 0 приводятся к виду

Зд/ д"Лз
С ДЙ, =----

де. д к*
—1 = с—- 

д Г д х.
(13)

где в, компонента напряженности вектора возмущенного электрического поля, А3- 
компонента напряженности вектора возмущенного магнитного поля. А-оператор 
Лапласа, с - электродинамическая постоянная, равная скорости света в вакууме.

На плоскости Х2 = 0 решения уравнений (1.2) и (1.3) должны удовлетворять 
следующим ։раничным условиям :

дн /.I / ды и \ 1 „ ,
дх2 4/7 д х, дх2 4/Т

•и и -Но2— = е, 
с д1

(1.4)

Первое из условий (1.4) означает, что на границе х2 = 0 выполняется граничное 
условие типа свободной границы [1)-[3]. Второе условие из (1.4) обеспечивает 
непрерывность тангенциальной компоненты напряженности б'։ возмущенного 

элсктрического поля при переходе через границу Д', = 0.
Решения типа поверхностной волны должны удовлетворять также следующим 

условиям затухания :
Пт и = 0 , Нт А, = 0 (1.5)

Таким образом , задача сводится к решению уравнений (1.1), (1.3). удовлетво
ряющих условиям (1.4) и (1.5).

Для решения уравнений (1.1). (1.3) введем обозначения
V2

Х»-^У * = 1,2 (1.6)

Уравнение (I. I) и второе уравнение из (1.3) примут, соответственно, следующий вид:
<Ги* д и» (-------- д2Ы 1 сГи-՛

< х'} йР՜ + ( Х:’Т7 +2^Х1Х: лТлТ = г7

д и՛ I— { г~ д и2 /— д и/ ч/х.а
~Т + 7/2 7X1 ֊ + 7х 2 Т՜ = / ‘
дх дх1 у дх.) 74тгН

Решения уравнений (1.1), (1.3) будем искать в виде гармонических волн с 
частотою СО и волновым числом к :
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и- = /(х,)ехр[/(<о/ -Ах,)]

/?3 = £(х2)схр[/(ох -Ь,)]

е\ = р(х2)ехр[г(сог-Ах,)]

где /.£, р-неизвестные функции (/, £ из класса С(-°։,4֊х), р класса 

С(-х.+х))_
Так как для уравнения (!.1) ищется затухающее решение, удовлетворяющее 

первому условию из (1.5). то функция /(х2) должна иметь следующий вид:

/(х2) = Д ехр(-Аах2)

где Д, (1 постоянные, причем Иеа>0. Подставляя значение И' в уравнение (1.1).
приведем его к виду

(1 + Х2)«2 + 2'ф/.Лг « - (1 + х. ->1) = О

где 1]
А'2 С;

безразмерная характеристика квадрата фазовой скорости волны.

Анализ полученного квадратного уравнения показывает, что для обеспечения 
условия ЯсбХ >0 нужно требовать выполнение ограничения

0< г| < 1 + (1.7)

Р ■‘•Х1+Х2-(1+Х2)П ֊' Vxa2 
и взять а = --------------------------------------------------1--------  (1.8)

l + x2
Итак, при выполнении условия затухания (1.7) имеем 

и’ = Д ехр(-А:ах2) ехрр(ю/ ֊ кх.)]

где ОТ определяется по (1.8), Д - произвольная постоянная
Аналогично . из уравнений (1.3) с учетом второго условия из (1.5) получим 

значения функций g и р :
g(x2) = /?ехр(А'%/1-0,1]Х2) 

р(х2) = — J1 - 0։Г| exp(z.'Jl-Opi х, 
м

Р(х2) = ֊ /1 ֊ 0։П Вехр(л 1-0,7] х,)

I w v v

где 0, = С,՝ С ' . 5 - произвольная постоянная.
Следовательно, решения уравнений (1.1), (1.3). удовлетворяющие (1.5), 

выражаются формулами
w = А ехр(- ка х2) exp[/(cof - кхл)] 

/ц = В ехрк-^1 - 6,1] х, )ехр[/(со/ - Ах,)] 

е. = — ^1-0,1] Вехр(Ач/1 -0..»] х.: )ехр [/ (сиг - Ах.)] 
/со

Для нахождения произвольных постоянных А, В используем граничные 

условия (1.4). Подставляя в них значения и1. ^,Cj, получим систему линейных 
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уравнений относительно неизвестных А,В:

А71+Х1+Х2-О+ХгМ + В = О
' 7 4л ц в

//(,, А + Л1-0,П в = О 
с՜ к ‘ *

Чтобы однородная система линейных уравнений имела нетривиальное решение, 
ее определи гель должен равняться нулю. Определитель последней системы равен 

&У(т]),гле

А’(п) “ 7 1 +Х1 +х2 -(1 + Х2 )п 71-«Р1 -Хгб,*։

Таким образом, для решения изучаемой задачи требуется найти корень уравнения

ЛТ(П) = О (1.9)
удовлетворяющий условию затухания (1.7)

Легко проверить , что если %2 >0, т. е. с учетом (1.2) и (1.6) Н02 * 0 .то 

уравнение (1.9) имеет единственный корень . удовлетворяющий (1.7) ; если 

же Х? = 0. т. е. 7/п, = 0 . то уравнение (1.9) не имеет корней, удовлетворяющих (1.7) 

Следовательно, в приведенной постановке поверхностная сдвиговая волна 

существует, если только /7(|2 х 0. Однако . квадрат фазовой скорости новерхност-

1 У ։
ной волны очень мало отличается от С‘(т. е П близка к 1 + ——— I даже в случае

1 + Хз
свсрхсильных магнитных полей. Это обстоятельство хорошо видно из численных 
данных, приведенных ниже в табл. 1. Поэтому представляется интересным 
рассмотреть видоизмененную постановку задачи, в которой эффект магнитного ноля, 
обусловливающий существование сдвиговых поверхностных волн, мог бы быть 
более сущее тонным .

§ 2 . Рассмотрим следующий аналог задачи из § I . Пусть полупространство из 

упругого идеально-проводящего материала -зо<х։<тХ, 0<х2<+х, 

- оо < х, < -4-х граничит с параллельным слоем - х < х, < +х , - И < л*2 < 0. 

- х < х, < + х . свойства которого отождествляются со свойствами вакуума, 

прячем на границе х, = 0 выполняется граничное условие типа свободной границы, 

а плоскость х2 =-/? является экраном для электрического поля. В начальном 
невозмущенном состоянии полупространство находится в постоянном магнитном 

ноле, вектор напряженности //„которого параллелен плоскости (Х։(9х2), Задача 

состоит в изучении .вопроса существования сдвиговой поверхностной волны вдоль 
границы полупространства .

Решение рассматриваемой задачи во многом сходно с решением ее предельного 
случая из § Уравнения (1.1) , (1.3), граничные условия (1.4) и первое из условий 
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затухания (1.5) остаются без изменений; второе из условий (1.5) нужно заменить 
условием

е?։ = 0 при X, = - h (2.1)
Решения уравнений (1.1) , (1.3) . удовлетворяющие первому условию из (1.5), 

выражаются следующими формулами :
IV = А ехр (- ка х2 ) ехр [/(со/ - кх})]

Л, = [/? ехр(Ах? ^1-8.т|) +1) ехр(֊Ах2 ^1-6,т))]-ехр[/(ак ֊ кх\ )|

е.։ = — 1 - 8р] [(/? ехр ( кх2 J 1 -9,1))-D ехр (-кх2 ^1-8,1] )]х

х exp[i(w/ - кх.)]

где А, В произвольные постоянные и предполагается выполненным грани
чение (1.7) . Подставляя в граничные условия (1.4) и условие (2.1) значения функций 

w./i-.t?.. найдем систему линейных однородных уравнений относительно 

неизвестных А . В , D

*[(1 + Х2 )« + '7x>X JA + G (g + £>) "°

^Я1|2А t 71-6,ч (В-D) = О 
с к v

D « В ехр ( - 2 А' /1 ^1-0 ,т| )

Приравнивая нулю определитель этой системы, получим следующее диспер
сионное уравнение рассматриваемой задачи :

.V, Ci) = о (2.2)
где

tf։(n) = д/ 1-01П +*2 -(1+Хз)П - 

֊ 0tx 2n cih (к й ^1-6,1])

Таким образом, решение изучаемой задачи сводится к нахождению корней уравнения 
(2.2). удовлетворяющих условию затухания (1.7).

Анализ полученного результата приводит к заключению. что в рассмотренной 
постановке . как и выше в § 1. поверхностная сдвиговая упругая волна существует, 

если только А/о, * 0 . Однако теперь . сравнение дисперсионных уравнений (2.2) и 

(1.9) показывает, что влияние магнитного поля на величину сдвиговой 

поверхностной волны зависит от порядка величины к h. Этот факт иллюстрируют 

числовые данные из табл. 2. В частности, при к й —* + ос имеем 

Cth (к h I - 8,1] ) * 1. поэтому из (2.2) в пределе получается уравнение (1.9) .
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Если же к к —* 0 , то имеем С1Ь (к к 1 - В. /? ) ~ ( к к 1 - 6 :г| )'1 и более 

существенно проявляется влияние экрана .
Таблица I

X; X; 8. п Ис а о,
0 ОД 1б՜10 1-910՜" 9,0453 10° 0

0,01 од 10” 1+90910՜’ 0,9091'10” 109,251
0,01 од 10”и 1+9091 О՜5 0,9091 10՜՝ 109,251
0.02 од 10” 1+1818'10” 0,9091 10՜ 77,2338
0,02 од ю՜10 1+181810* 1,285610 ՝ 77,2338
0.05 од 10՜4 1+4545 10՜5 1,2856 10” 48,8469

| 0,05 0.1 ю”1’ 1+4545 101 1,285610՜* 48,8469
| 0.08 од ю՜1 1+7272 10” 2,5713'10” 38,6169

0.08 од 10”° 1+7272 10՜* 2,5713'10 ’ 38,6169
ОД 0,1 ю” 1+909'10՜’ 2,874810” 34,54
ОД 0,1 1О'Ш 1+90910” 2.8748'10” 34,54

Габлица 2

X, Хт 0, кк п Ие а
0 од 10” 10” 1-9,09110՜1 9,09545 10
0 од 10՜* ю- 1-9,091 1О՜՛4 9,09545 1 О՜8
п од 101 10՜՝ 1-9,09110”’ 9.09545'10՜''
Ц од 10” 10” 1-9.091 10“ 9.09545 10°
0 од 10՜'° кг1 1-9,091 Ю՜2' 9.09545 10”1
0 од 10”° 10-' 1-9.091 10”’ 9,09095 Ю՜"1
0 од Ю-ти- 10” 1-9.091 10”' 9.09068 10՜9
0 0.1 10”" 10՜ 1-9,09110" 9.09091 10л

Г6.61 од 10” 10՝ 1+9.09 10՜ 9,0909 10՝ 109,225
Го.ш од 1011? 10՜’ 1+9,09 10” 9,090910՝ 109,225 |

0,02 од 10֊ю 10' 1+1,81810՜’ 1,2856 10” 77,2338
0.05 од 10՜* 10” 1+4,545'10" 2,032810՜՝ 48,8469
0,05 од 10 я 10” 1+4,545 10՜՜ 2,032810” 48.8469
0.05 од ю”° 10” 1+4.545 10” 2,0328 10'‘ 48.8469
0,05 од 10^ 10ч 1+4,545 10" 2,032810” 48.8469
0.08 од 10” 10՜' 1+7.2727 10’ 4.979310՜4 38,6169
0,08 од 10* 1(Г 1г7.2727 10- 4,9793'10 4 38.6169
0.08 од 10՜"' 10” 1+7,272710՜՜ 4,9793' КГ 38,6169
0,08 од 16,а՜ кг 1+7,2727 10” 4,9793'10՜՝ 38,6169
".1 од 10А К)՜’՜1 1+9,0909 10” 2,874810՜ 34,54
0.1 од 10” 10- 1+9,0909 1()՜2 2,8748 10՜ 34,54
од од Ю-ы 10” 1+9,0909 10” 2,874810՝- 34,54
од од юм 10՜' 1+9,090910’ 2,874810” 34.54

Пояснения к таблицам :
1 Амплитуда поверхностной волны и равна .4՛ ехр (- ку՝ Ие а), поэтому величи

на ехр( - 2л Иеа ) показывает, во сколько раз уменьшается величина амплитуды 

при уменьшении )' нй величину. равную длине волны 2л / к .
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.где Е * 0. является волной типа шепчущей2 . Волна 1У=Есхр /

волны Галилея Вдоль оси у она имеет нули, определяемые уравнением 
Ис Е сы(ку 1т а)- 1т Е ят (ку 1т а)=О

В частном случае, когда К.с£=() и 1т Е *0, первый нетривиальный нуль у։ 
приводится в таблицах.
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ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ

Մեխանիկա 57. №1, 2004 Механика

УДК 517.9:62.50
ЗАДАЧА ОПТИМАЛЬНОГО ВОССТАНОВЛЕНИЯ 
СОСТОЯНИЯ СИСТЕМ С РАСПРЕДЕЛЕННЫМИ

ПАРАМЕТРАМИ ПРИ НАЛИЧИИ ПОГРЕШНОСТЕЙ
В НЕПОЛНЫХ ИЗМЕРЕНИЯХ

Барсегян В. Р.
Վ.Ռ.Բարսեւլյան

քՈսյխված պարամետրերով համակարգի վիճակի օպտիմալ վերականգնման խնդիրը թերի և սխալով 
չափումների դեպքում

Դիտարկված է բաշխված պարամետրերով համակարգի վիճակի օպտիմալ վերականգնման 
խնդիրը թերի և սխալով չափումների դեպքամ: Փոփոխական ների անջատման եղանակով խնդրի լուծումը 
բերված է հաստատուն գործակիցներով սովորական ածանցյալով դիֆերենցիսդ հավասարումների 
անվերջ համակարգի: (հժեղացնելով յուրաքանչյուր հարմոնիկի համար ստացվող ագդակը, կաոոպվածէ 
բոլոր կետերում համակարգի վիճակը վերականգնող ունիվերսալ օպսփմսդ գործողություն.

VJt Barseghyan
The problem of systems condition optimal recovery with distributed parameters in the presence 

of incomplete measurements errors

Рассмйтривается задаче оптимального восстановления состояния систем с 
распределенными параметрами при наличии погрешностей к неполных измерениях. 
Методом разделения переменных решение задачи приводится к бесконечной системе 
обыкновенных дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами. Для каждой 
гармоники усиливая поступающий сигнал, строится универсальная оптимальная операция, 
позволяющая восстановить состояние всех точек в любой момент времени.

Теория оптимального управления и наблюдения системами с 
распределенными параметрами непрерывно расширяет область 
приложения. Для задачи оптимального управления динамическими 
системами необходимо знать текущее состояние процесса. С помощью 
непосредственных измерений переменные состояния точно определить 
невозможно. Наблюдаемые переменные представляются функционалом, 
определенным состоянием системы и содержащим погрешности 
измерений. В таких случаях возникает задача восстановления переменных 
состояния системы с наибольшей точностью. В работах 11,2] обсуждаются 
вопросы восстановления неизвестных характеристик и управления 
динамических систем с распределенными параметрами и приведены 
обширные библиографии.

В настоящей работе рассматривается задача восстановления состояния 
систем при наличии распределенного управляющего воздействия с 
помощью реальных (содержащих ошибки! сигналов, поступающих через 
и з м е ри тельны е у стр о й ст ва.

1. Постановка задачи. Рассмотрим следующее уравнение: 
dw(x,/) , . . , .
--------- - = Лг w(x,f) + н(х./) (1.1) 

at
определенное для / > tQ в области X с граничными условиями на границе 
S области X
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а, ху($,г)»О, $»хЕ5 (1.2)

Здесь хх'(х./) и и(х,[) —векторы состояния и управлевжя, 4։ и а, - 
матрицы линейных дифференциальных операторов, характеризующих 
объект и его воздействие с окружающей средой.

В частном случае уравнение (1.1) будет описывать управляемый 
процесс теплопроводности (3). Тогда в однородном случае (О^хз՛/ 
объект-стержень конечной длины) задается одна из краевых условий

ху(О, Г) = \\-(/, ։) «= 0, и՛ х (О, Г) - XV ։ (/, г) = О

՝у։(0л) +Хи’(0,/) = 0, \Х'։(/,/)т ЦХХ'(/,/) = 0

л 2 а՜’ 2 К
и Ах = а —а =-----

Эх՜ ср,,

К -коэффициент теплопроводности, с—удельная теплоемкость, р0 - 
удельная плотность материала стержня.

Характерным для систем с распределенными параметрами является то. 
что управляющие воздействия могут быть распределены не по всей 
области X, а но некоторым ее подобластям Хц Область Х.։ называется 
пространственно!։ базой управляющего воздействия.

&\я синтеза оптимального управления по принципу обратной связи 
необходима полная информация о состоянии системы, г.е. в каждый 
момент времени необходимо знание состояния \Х'(х,/) к каждой точке 
области X Однако точно измерить состояние системы в каждой точке 
области X в принципе невозможно Обычно в реальной ситуации 
наблюдаемые переменные являются некоторыми функционалами, 
определенными состоянием системы. Кроме полезного сигнала, 
наблюдаемые переменные могут содержать и погрешности измерения.

Предположим, что наблюдаемый т мерный реальный сигнал 7(т) 
связан с состоянием системы хх'(л. с) и погрешности измерения 
ш(х.£(т)) |со(х.£(т)) — случайный процесс) уравнением

7,(т) = ^(х,т)[и-(хл)+ О)(х,5(т))]е/х (1.3)
X

Матрица М(х,т) характеризует способ и участки объекта, 
подлежащие измерению. Элементы матрицы №(х,т) могут быть б- 
функции и их производные.

Примерами функционалов типа (1.3) являются состояние процесса в 
фиксированных точках области X, среднее по значению состояния и т.д.

.Множество Хх={х:хЕХ, М(х,т)*0} называется простран

ственной базой измерительного устройства. Множество Хч. может 
состоять из изолированных точек области X. быть подмножеством X 
(объединение нескольких подмножеств X) или совпадать с ним. Пусть, 
например, измеряется состояние поля в некоторой фиксированной точке 
х = х0 Е X. тогда
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г(т)- 1Г(х„,т)+ ю(х0,?(*)) = /й(л'֊л-Д^'(л',т)^ <и(лЛ(т))]Л 
X

Здесь К(х,т) » б(х - х,Д а пространственной базой измерителя будет 

только одна точка л՜ = хп.
Пусть величина 7,(т) (1.3) измеряется на промежутке времени 

[/-О՜,*]՛ где 0> О постоянное число—длина интервала, в течение 
которого учитывается некоторая предыстория поступающего сигнала 
Число 0 определяется из дополнительных требований, сопровождающих 
задачу наблюдений. и зависит от физических возможностей 
1 ։ зм ери тельн ых у ст ройств.

Требуется по известному наблюдаемому сигналу 7(т), тЕ[/-О./| 
восстановить состояние \у(х,/) в момент времени I. Восстанавливаемая 
функция XV (х\/) используется в ходе процесса его контроля и 
обеспечения определенного технологического качества. Такова ситуация, 
например, в процессах электрошлакового переплава (4], в которых по 
ходу процесса требуется определять и контролировать температуру 
агрессивного шлака для обеспечения правильного течения процесса.

2. Сведение исходной задачи к задаче восстановления состояния 
системы для обыкновенных дифференциальных уравнений.

Предположим, что функция состояния хх'(л', т), управляющее 
воздействие //(а՜.՜) и погрешность измерения со(х,§(т)) могут быть 
представлены в виде разложения

»(х,т)- У и(х,т)= У и,(ф,й 
(•1: ՛<•։>

со(х,§(т))= У <1\(т)Ф,(х) (2-1)

где Ф։ (.т)—некоторая полная система ортонормированных собственных 

функций оператора Лх с дискретными и простыми собственными 
числами X, а коэффициенты разложения XV .(г), н (г) и йг(т) 
определяются по формулам

XV. (г) = у ху(х, г)Ф( (л-^т, и. (г) = ^и(х,г)р) (х)с1х
х \

оу(т)=
X

Подставляя ху(л՜. г) и //(л՜, г) из (2.1) в исходное уравнение (1.1) и 
умножая скалярно обе части уравнения на функции 
Ф.(л՜), Ф2(л'),...,Ф . (х),учитывая, что для собственных функций 
Ф.(а՜) выполняются условия нормировки

уф;(х)ф (л>/л =б1?
X

получим бесконечную систему дифференциальных уравнений
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(2.2)
Учитывая (2.1). из (1-3) будем иметь

где приняты следующие обозначения:
Д,(т)-К,(т)ш,(т)

Таким образом, для каждой гармоники поступающий реальный сигнал 
можно представить в следующем виде.՛

Погрешность Д,(т) неизвестна (т.к. неизвестна С0((т)) однако можно 
принять, что из физических условий процесса измерения вытекает 
некоторая оценка этой погрешности. Пусть Д.(т) является элементом 
пространства , тогда оценку возможной помехи Д,(т) можно записать 
в виде

р[д,(-)]= уд-(т)^
V֊«

Ь'З

£ $. (2.3)

здесь 6 (г = 1,2....) - положительные постоянные. Если 
измерения отсутствует, то измерение является точным (а 
сигнал идеальным), но неполным.

погрешность 
поступающий

Требуется найти операцию 
условию

которая удовлетворяет

(2.4)

по всевозможным реализациям 2 (т) и по всевозможным операциям ср,..

(отметим, что операция ср. которая при каждом / обеспечивает 
конечную верхнюю грань (2 4). удовлетворяет условию

Ф,[։>Н(т)да((т)]= да((0 (2.5)

Из (2.5) и линейности операции <р, получим
ф(['. г. (т)]-*,(0-ф4'.Д(т)] 

ио так как
5ир|ф,[г, д,(т)]| = б,Р*[ф. ] (2.6)

А, 
при условии (2.3), следова тельно |5], для решения поставленной задачи 
надо найти операцию

Ф?['.^(т)*,(т)]= «,(»)
и имеющую при каждом рассматриваемом значении 1 наименьшую 
возможную норму р'[ср'']. Поэтому необходимо строить разрешающую 
операцию для идеального сигнала

М։(т)\у։(т), тЕр-О,/] (2.7)
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При сигнале {14, (т)лм, (т),м, (т)}, где для ГЧ. (т) \у։ (т) тб[/ -д,/], а 

для н/т), Т€:[/-■&./) необходимо строить линейную операцию так. 
чтобы выполнялось равенство

Ф.ЦкХт^Хт),^)}]- (/ = 1,2,...) (2.8)

Для каждого 1 = 1,2,... будем рассматривать по отношению к (2.7) 
''усиленный" сигнал (6].

У,(т)« ^У''Х(х)*'/(т) тЕ[г - О,г] (2.9)

где а = 1 + 8, 8 > 0 - малое число.
3. Решение задачи. Для каждого / = 1,2,... решение однородной части 

уравнения (2.2) запишется в виде
=>¥,(/)?'*՛ {т’։) (3.1)

Операции, вычисляющие функции V*՛ (г), по сигналу (2.9) с учетом 
(3.1) будем искать в виде

= »,(/)

или

(3.2)
»-О

Для каждого / = 1,2,... найдем функцию 1Л(/,т), удовлетворяющую 
интегральному условию (3.2) и являющуюся оптимальным в смысле

-* тш (3.3)
1-0

Решая изопериметрическую задачу (3.2). (3.3|. получим

У(°(г,т)= 14,(т)е',,։г՜'՛1 '^е (3.4)
/֊О

При стационарной матрице 14(х) коэффициенты разложения 
будут постоянными числами, тогда из (3.4) будем иметь

, 2е֊>-

Ч

(3.5)

Следовательно.

(՝'•(■»՛ ■ р-՝»л ■ ՛ унДм
Учитывая (2.6) и (3.6). будем иметь 

мь л мти _____ ______

(3.6)

(3.7)

Для нормы бесконечномерного вектора У°(/.г) получим
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Этот ряд сходится и ясно, что выбором функции ?м(х) и Е можно 
улучшить его сходимость. Поэтому найденная функция к'"(дт) (3.5) 
является оптимальной и универсальной.

Таким образом, оптимальная операция ф’*, восстанавливающая и’(/) с 
наименьшей погрешностью, будет
к Ф?['-л(’)]“

г-<*
при этом оценка ошибки выражается соотношением (3 7).

Разрешающая операция ф|[г)у/(т).ц (т)[] согласно (2 8) будет иметь 
следующий вид

Ф,[։.Ь'|(т).и,(■։)}] - ф"[».У,(т)]- ф" (т)Л
I

Таким образом, имея оптимальные функции У/'(ЛГ) в явном виде 
(3.4) (или (3.5)), а также значение измерения .У,(г). получим с
наибольшей точностью Подставляя полученное значение V/ (/) в (2.1), 
будем иметь функцию состояния. Сходимость полученного ряда следует 
из сходимости нормы (3.8).
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ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ

Մեխանիկա 57, №1, 2004 Механика
УДК 534.1. 539.1

К УПРАВЛЕНИЮ ДВИЖЕНИЕМ ВЯЗКОУПРУГОЙ БАЛКИ 
Габриелян М.С., Мовсисян Л.Л.

Մ.Ա. Գաբրիելյան, Լ.Ա. Սհվսիսյան
Աոաձզամածուցիկ ևհծանի շարժման ղեկավարման մասին

Դիտարկվում է աոաձգասածոէցիկ (Մաքսվելի և Մաքսփղ՚Թամսոնի մոդելներ) հեծանի ղեկավարման 
խնդիրը: Օպտիմիդացմամ հարցը դրվում Է սովորական ձևով և խնդիրը լուծվում է, մոմենտների պրոբլեմի 
միջոցով: Սակայն ի տարբերություն աոաձդական խնդիրներից, այստեդ օպտիմալ բեռները որոշվում են 
հաստատում գումարելիների ճշտուրյասբ. որի հասար անհրաժեշտ է լինում դարձյալ կատարել 
միսիմիզացիա

M .Տ.( iubridy a ո, I _A. Mov.sisy:ւո
On Control of Motion of Viscoelastic beam

В работах [13л др.| были рассмотрены задачи упрздлшшя движением упругих систем о 
различных постановках. В настоящей статье изучается задача управления наследственно- 
упругих систем (на примере балки и для всех деформируемых систем, уравнения движением 
которых допускает разделения переменных решения строятся аналогичным образом' 
Задачи для систем с наследственно-упругими свойствами принципиально отличаются от |1 
3) не только техникой их решения, но и разнообразием понятия оптимальности. В отличие 
от упругих задач, когда для заданного времени требуется чтобы перемещения и скорость 
принимали определенные значения. для наследственно-упругих систем вследствие 
ползучести материала необязательно, чтобы интервалы действия нагрузки и желаемого 
результата совпадали Так что возможны различные постановки, однако здесь изучается 
лишь один вариант, аналогичный упругой задаче

Задачи решается с помощью проблемы моментов |4|. Однако в отличие от предыдущих 
задач. здесь управляющая нагрузка определяется с точностью произвольных постоянных, 
гак что нх можно определить, исходя из каких-то соображении целесообразности или еще 
раз из минимальных условий

1 .Уравнение движения балки возьмем в виде

^Т-Т + Р5М' = ^(х-0 П-П
дх дг

здесь Е —оператор и будем изучать две вида материалов:
а) материал с затухающей памятью, в частности, материал Томпсона- 

Максвелла

Еи~Е (1.2)

здесь £-мгновенный модуль упру!ости, Н—длительный модуль, п - 
время релаксации,

б) материале памятью гипа Максвелла - в (1.2) отсутствует Н . 
В дальнейшем будем пользоваться обозначениями

Г =
Е-Н

En
1
- = к 
п

11.3)

для второго материала Г = к .
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В (1.1) под q(x,f) подразумевается сумма двух величин: заданная 
действующая нагрузка q"'(x,t) и искомая нагрузка, которая
оптимальным образом управляет движением объекта. Причем, не 
обязательно, чтобы интервалы действия с^՛ и совпадали и были 
расположены по всей длине балки.

К уравнению (1.1) должны быть присоединены еще начальные 
условия

и>=Ф,(х), -— = ’Р2(х) при t = 0 (1.4)
dt

Вопрос ставится обычным образом: в момент времени t = f, движение 
11.1) с начальными условиями (1,4) принести к заданному положению и 
скорости 

dw . .
w = Ф3(х), — = Фд(х) при t = /։ (1.5)

dt
при этом минимизируя некоторый функционал (подробно об этом чуть 
позже).

2. Если перейти к безразмерным координатам § = х//. т = at / /, 
а-(Е/рГ и искать решение (1.1) в виде

»фЖ© (2.Н
ш-1

где A'w(c) - фундаментальные (собственные) функции соответствующей 
однородной задачи (по этим функциям разлагаются также q(t>,x) и 
условия (1.4). (1.5)), то д\я /ж(т) будем иметь

Л֊гр'-^-п7тШ) = яМ |2.2)

2 Ы . 4 ....здесь со՜, =—А'/н-собственные частоты упругой оалки, кт -собствен■ 
р5

ные значения соси ветствующей однородной задачи.
Преобразованные условия (1 4) и (1.5) для (2.2) соответственно будут

А,(о)-ч>« Л,(О)-ч>« (23(
Л.М-’Ря’. Л,(т) = ч44*> г = «/,//

Вместо интегродиффероициального уравнения (2.2) исключением 
интегрального члена можно получить следующее дифференциальное 
уравнение:

+ + о? + о? (К _ Г)/т - Е
л՝ * ат }т т

(2.4)
Д, - А!՞՛ + Д?’ = — + + к^’՝)гя ят т 1т । лт 1

\ /
Теперь к первым условиям (2.3) должны быть добавлены
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А(о) = ч)»։ = (2-5)
В дальнейшем, там. где не создается путаница, для краткости индексы 

т будем опускать,
В случае а| характеристическое уравнение для (2.4) имеет один 

действительный и два комплексных (сопряженных) корня, причем 
действительная часть отрицательна

Р1=-2^|с1&2Е = а<0

р23 « (clg 2е ± * v^cosec 2е) = р ± iy, (р < 0, у > О)

I----- 3 (2.6)
^ = зД, (|^֊)

2 к7 , n/KV каг 2( г՝\
а = со----- , Ь = 2 —--------+ со к-1)3 3 I 3

Для случая б) (к = Г) корни характеристического уравнения суть
А “0, Рз.з = P±/’Y

Поставленную задачу будем решать с помощью проблемы моментов (4).
В качестве минимизируемого функционала будем изучать два случая: 
а) можно минимизировать квадратичный функционал от искомой

нагрузки т.е.

(2.8)

Учитывая, что фундаментальные функции А'Дс) ортогональны и 

независимы, минимизация функционала (2.8) равносильна
минимизации

I'Sjfe’WM 
о

(2.9)

б) так как в дифференциальном уравнении правая часть есть 
Е = Е<,(' +/*"'по аналогии |2.8) можно минимизировать Е которая 
приводит к условиям типа (2.9), т.е

2

dr (2.10)

З.Построим тейерь фундаментальную матрицу. Для первого материала
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Л, = — |оУ։ + У2 а(а - 2р)У4 - -(у2 - ра + р2)у, 
А

У,л - т - ааУ> + Г2а - (« - РМ + «у4 
А

Ул “ Т'1՜ “2°У’ +“у՝[(«р(р2 ’2У2)-еРХ +«РоХ,] 
Д у

Л:
= 1Ьру, + у[1^-а2֊у2)г,֊2|ЗУ4 

Д у

У?? 2арУ + ֊ Г2[₽(а- а; X ’ у(«2 +

У*
2а?рГ։ + -У2[(о2 + сг(у2 -р2)>3 ֊2а֊>У4]

>13

>23 =

>33

1
А

_1_ 
А

2_
А

,֊у; + 1у>֊а)у5+уу4], 

,֊аУ1+|у2[(а2֊а)У5+ауУ4].

. - а2 V ֊ Т[(«(Р՜ ֊ У2) ֊ РаУ + ?(2аР ֊ ]

£
А

1
А

У

У

здесь
А = у2+(а-р)2, о = (52+у2, У, =епт. У, =^т, У, = бш^т, У. = созуг

Для второго материала элементы фундаментальной матрицы полу
чатся из предыдущих, положив (X = 0.
Имея фундаментальную матрицу (у0), по формуле Коши решение

системы (2.4) запишем
7>вМ\

уН-уМЯО)^ уЯт.6) (т(о)(9)+г(о(9)> (3.1)
о

Учитывая начальные и конечные значения для функций у,(т). получим 
следующее интегральное условие: 

г
р,.(е)г(!)(а)1/0 = с, 
о

(3.2)

здесь
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л,(е)-ь(т.е), 1-123
Г Гу..э(о,е)\

с> - у.И-Ь’До.т)^, ^(о.е) г(|”(еИ
Ь53(о,е),

(3.3)

о

= ф(хр<1),'ф(2\'ф{5>)

При (3.3) норма основного пространства определится
г

р՜ = Ш1П | >0 (3.4)

т.к функции Л,.(()) линейно независимы. Если обозначить через

- р,(й)/>,(е>. (1) = 1ДЗ)
0 

то (3.4) можно записать в виде

(3.5)

Учитывая, что матрица

Рй

симметричная и определенно

положительная, для минимизирующих /. получим

ч
А, - — 

д

с.* %

5.

Л21

5>1

$13

S32

ъ

533
^4А,

521

•Ь1 с.
(3.6)с

С

5«
С3

с %

Тогда для оптимальной 1\} получим

Однако, оптимальная нагрузка определится, исходя из связи (2.4)

+ к^11 - /;‘С1(т) с/т - 7 ,1

13.7)

(3.8)

то есть
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, УАЛ(0)
9*"(т) - Се՜" + Ге *։'-” М--------<й) (3.9)

Оптимальную нагрузку можно определить и исходя из (2.9). Если в 
(3.2) поставить связь между с/"1 и /՛՛՛՛՛ по (2.4) и совершить 
интегрирование-по частям, то взамен (3.2) будем иметь

I ~ 
=рг;(т)<711'(т)Л-, О = 1,2,3) |3.10|

о
где ужо

Ч - с, + (л.(о)<7։"(о)- л. (^"’(т)) 

й, (т) = кй, (т) - кй, (т)

Окончательные выражения для с/',1' буду։ определяться по виду (3.7) 
но уже соответствующие величины должны быть заменены величинами с 
волной по (3.11).

Как видно из (3.9) и из последнего выражения для , они опреде 
ляются с точностью до постоянных слагаемых. в частности, значения 
<7о (О) и с/.'(т). Произвольные постоянные можно выбирать как из 
специфики и удобства осуществления оптимальной нагрузки, так и, что 
еще естественно, из новых минимальных условий.
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