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 (Поступила в редакцию 26 апреля 2013 г.) 

Рассмотрена задача нахождения энергии основного состояния квантовой 
частицы в наноструктуре цилиндрической формы. Предполагается, что внутри 
наноструктуры имеется точечный дефект, который задается в виде δ-потен-
циала. Получено трансцендентное уравнение, определяющее наинизший уро-
вень энергии частицы. Соответствующие формулы использованы для вычисле-
ния пороговой частоты межзонного поглощения света нанокристаллов полу-
проводниковых соединений, диспергированных в прозрачной диэлектрической 
матрице. Найдена зависимость края поглощения спектра от положения и мощ-
ности δ-потенциала. Показано, что при наличии δ-потенциала происходит 
уменьшение эффективной длины цилиндрической наноструктуры, что приводит 
к увеличению пороговой частоты оптического спектра поглощения.  

 

1. Введение 

Проблема описания финитного движения электрона в неоднородной не-
прерывной или дискретной среде хорошо разработана для 1D систем [1-5]. В 
частности, предложены точные методы нахождения волновых функций, коэф-
фицентов отражения и прохождения упруго рассеивающегося электрона, спек-
тра связанных электронных состояний и т.д. Что касается практически важных 
2D и 3D систем, то аналитическое решение данного класса задач сопряжено с 
непреодолимыми математическими трудностями. Поэтому прорывом в этом 
направлении может считаться рассмотрение квазиодномерных моделей [6-9], в 
которых имеет место рассеяние частицы на заданном потенциале в одном 
направлении, в то время как движение в перпендикулярной к этому направле-
нию плоскости ограничено непроницаемыми стенками.  

Ограничение в поперечной плоскости приводит к дискретному спектру 
энергии, а полная энергия электрона равняется сумме энергий поперечного и 
продольного движений. Еще одним отличием от одномерного движения являет-
ся то, что из-за упругого рассеяния в продольном направлении частица может 
переходить на другой квантовый уровень в поперечном движении и, следова-
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тельно, возникает новый канал рассеяния с другим значением продольного им-
пульса (многоканальное рассеяние).  

 В работе [10], в соответствии с вышесказанным, развит метод определе-
ния спектра связанных состояний электрона, совершающего стационарное дви-
жение в трехмерной квантовой яме с произвольным негладким дном. Получено 
секулярное уравнение для спектра энергии, выраженного через амплитуды мно-
гоканального рассеяния. В настоящей работе общий подход, предложенный в 
[10], приложен к конкретной системе: квантовой проволоке цилиндрической 
формы с внедренным внутрь трехмерным δ-потенциалом (точечный дефект). 
Указанная система представляет собой квантовую яму, в которой примесный 
потенциал не контактирует со стенками ямы, т.е. между стенками и дефектом 
движение частицы является свободным. В разделе 2 приведены общие форму-
лы, необходимые для определения энергетического спектра в описанной кван-
товой яме. Рассмотрена задача определения основного уровня частицы, что 
сводится к решению одномерного уравнения Шредингера с потенциалом в виде 
δ-функции. ''Сшивание'' волновой функции на границах ''стенка-вакуум'' и ''ва-
куум-дефект-вакуум'' приводит к трансцендентному уравнению для энергии 
основного состояния энергетического спектра частицы. Графически исследо-
вана зависимость энергии основного состояния от местоположения дефекта. В 
разделе 3 рассмотрены нанокристаллы полупроводниковых материалов, дис-
пергированных в прозрачной диэлектрической матрице. С использованием ре-
зультатов предыдущего раздела получена формула, устанавливающая связь 
между краем поглощения спектра межзонных переходов и уровнями основного 
состояния электронов и дырок в квантовой проволоке с дефектом. Произведено 
сравнение с предыдущими данными, где нанокристалл представляется как 
квантовая точка шаровидной формы.  

2. Уравнение для энергии основного состояния электрона  
в квантовой проволоке с точечным дефектом 

 Пусть электрон движется в проволоке цилиндрической формы, характе-
ризуемой потенциальной энергией  , ,U z   ( z – цилиндрические коорди-
наты). Ось проволоки направлена по оси z. Движение в поперечной к оси плос-
кости ( ) ограничено непрозрачными стенками в виде цилиндрической по-
верхности (с радиусом кругового сечения a ). Движение в направлении z, не 
считая влияния дефекта, ограничено полупрозрачными стенками из оснований 
цилиндра, длина которого равна d. Если d    ( λ  – длина дебройлевской вол-
ны электрона), то имеем дело с квантовой проволокой с характерными эффек-
тами размерного квантования энергетического спектра.  

Задача определения стационарных состояний движения электрона сво-
дится к решению уравнения Шредингера. Приведем основные формулы, необ-
ходимые для дальнейших расчетов. Уравнение Шредингера в цилиндрических 
координатах имеет вид 



73 

   
2 2

2
2 2 2

1 1
, , , , 0

ρ
V z z

z
   

           
    

  
    

, (1) 

где 2
2

2 ,em E 


    
2

2 z
z em U

V


 


 (E – собственное значение 

энергии). Уравнение (1) удовлетворяет граничным условиям  

 , , 0,     если   z а      ,      (2) 
 , , ,    если   0,   V z V z z d     .     (3) 

Решение уравнения (1), удовлетворяющее условию (2), можно написать в виде 

     
1 0

, z cosnl nl
n l

z l
 

 
         ,      (4) 

где 

   
 1

,l nl
nl

l nl

I

a I a

 
  

 
        (5) 

 ,l nlI    – цилиндрическая функция Бесселя; величины nl  определяются из 
условия (2), которое принимает вид 

  0l nlI a  .                    (6)  
Решения трансцендентного уравнения (6) хорошо известны: наименьшее значе-
ние nl , соответствующее паре индексов 1,  0n l   определяется из равенства 

10 10 2.405.a     Следующий уровень нумеруется индексами 1,  1n l  , для 
которого 11 11 3.832a    . В формуле (4) функции  nl z  являются решени-
ями системы линейных уравнений 
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где  

       
2

, ' ' ' '
0 0

, , cos cos '
a

nl n l nl n lV z d d V z l l


              (8) 

2 2 2
nl nlk     .     (9) 

Применим общие формулы (7), (8) к случаю, когда внутри проволоки, в 
точке с радиус-вектором  0 0 0 0 0cos , sin , z    0r помещен точечный дефект, 
описываемый δ-функцией. Соответственно, имеем 

         0 0 0 0 0, , cos cos sin sinV z P P z z                0r r ,  (10) 

где P  есть мощность δ-потенциала. Подставляя (10) в (8), получим 

         , ' ' 0 ' ' '
0

a

nl n l nl n l llV z P z z d K         ,     (11) 

где 
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     
2

' 0 0 0
0

0cos cos sin sin cos cos 'llK d l l


              .     (12) 

Для вычисления 'll
K  учтем, что интеграл (12) отличен от нуля, если 

cos cos      . Отсюда, выразив   через   и исключив   в аргументе вто-
рой  δ-функции, применим к ней известную формулу 

    
 

,
'i

i

i

f
f 

 
 


          (13) 

где    0 0 0cos tan tanf       ,  'f   – производная функции  f  , i – 
простые корни уравнения   0f   . Учитывая цилиндрическую симметрию 
проволоки, а также то, что 0 2    , получим 0i   . Выполнение некоторых 
вычислений дает 

   0 0
'

0
0

cos cos '
ll

l l
K

 
     


.   (14) 

Подставляя (14) в (11), получим 
   , ' ' ' ' 0nl n l nl n lV z C C z z   ,        (15) 

где сделано слдующее обозначение: 

   
 
0 0

0 0
1

cos
cos l nl

nl nl
l nl

I lP
C P l

I aa 

  
    


.    (16) 

Что касается граничных условий для  , ' 'nl n lV z , то из (3), (8) получим 

   , ' ' ' ' ,     0,  nl n l nn llV z V z z d     .    (17)  
Подставляя (15) в (7), находим 

   
2

2
' ' ' ' 02 ' '

0nl
nl nl nl n l n l

n l

d
k C C z z

dz


       .         (18)  

Уравнения (18), совместно с граничными условиями (17), являются основными 
формулами для вычисления величин 2

nlk  – продольных компонентов спектра 
энергии электрона. Далее мы сосредоточим наше внимание на вычислении 
энергии основного состояния электрона, так как она представляет непосред-
ственный интерес для исследования ряда полупроводниковых наностуктур (см. 
раздел 3).  

 Ранее выяснилось (формула (6)), что основным состоянием для энергии 
поперечного движения электрона является уровень с индексами 1,  0n l  . Из 
формулы (9) следует, что это верно и для полной энергии (E). Но для вычисле-
ния основного состояния E нужно найти 2

10k , так как 2
10  считается известной. 

Величина же 2
10k  является наименьшим собственным значением уравнения  

 
2

2 210
10 10 10 0 102 0

d
k C z z

dz


       .    (19) 

Уравнение (19) (совместно с условиями (17)) есть уравнения Шредингера для 
частицы совершающей стационарное движение в поле одномерного потен-
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циала, представляющего собой симметричную квантовую яму с внедренным 
внутрь δ-потенциалом 

   0V z v z z   ,      (20) 
где 

 
 

2

2 0 10 0
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. 

Нахождение собственных значений 2
10k  из уравнения (19) является более 

простой задачей, чем расчет соответствующих величин 2
nlk  в многоканальной 

задаче [10]. Используя методику расчета работы [10], а по сути повторив их для 
нашего случая, найдем 

   
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2 2 2 2
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где 2
10V k   ; ,     – матричные элементы трансфер-матрицы 

K
 

 


 

 
 
 

, 

связывающей коэффициенты волновой функции свободной частицы слева и 

справа от δ-потенциала. Величины ,     определяются формулами 1 ,
t

   

r
t



   , где t и r являются амплитудами прохождения и отражения электрона 

для потенциала рассеяния вне потенциальной ямы. Для δ-потенциалов они хо-
рошо известны (см., напр., [11]) и выражаются формулами  

10 02

10 10

1 ,   
2 2

ik zv v
i i e

k k
      .   (22) 

Далее, без ограничения общности рассмотрения, мы обсудим случай 
бесконечно глубокой ямы, когда V   ,    . Используя формулы (21) и 
(22), получим 

 10 0 10 0
10

cot cot
v

k z k d z
k

    .   (23) 

Уравнение (23) является трансцендентным уравнением относительно 
10k . Координата 0z  есть расстояние от положения δ-потенциала до левой стенки 

потенциальной ямы, а  0d z  – до правой стенки. Если дефект находится в 
середине ямы, то уравнение (23) принимает более простой вид 

10

10

cot
2 2

k d v
k

  .      (24) 

Для исследования зависимости 10k  от местоположения дефекта прида-
дим уравнению (23) более удобную для расчетов форму. Введем величину L , 
показывающую меру смещения δ-потенциала от середины потенциальной ямы. 
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Учтем,  что  из-за  симметричности  ямы  достаточно  рассматривать  положе-
ния дефекта лишь в одной половине ямы (пусть это будет левая половина; 

0 2
dL  ) . Выразим 0z  и 0d z  через L : 

0 0,     
2 2
d d

z L d z L     .            (25) 

Подстановка (25) в (23) и выполнение простых вычислений дает  

10

10 10 10

sin
cos 2 cos 2

k d v
k L k d k

 


.                   (26) 

Удобно принять, что 2
dL n , где n  – любое положительное число не 

меньше единицы ( 1n  ). Сделаем также следующее обозначение: 10 .k d Y  Те-
перь формулу (26) можно переписать в виде 

sin
.

2cos cos

Y Y vd
Y

Y
n

 


                     (27) 

Уравнение (27) дает зависимость безразмерной переменной Y  от двух 
заданных параметров системы: n  и u vd . Число n  характеризует положение 
дефекта в яме (при n    формула (27) приводит к уравнению (24)). Величина 
u  также безразмерное число, в которую входят ширина квантовой ямы (или 
длина квантовой проволоки) и перенормированная ''мощность'' одномерного  
δ-потенциала, зависящая не только от мощности P  первоначального трехмер-
ного  δ-потенциала, но и от параметров потенциальной ямы и дефекта. Ход за-
висимости Y от величин n  и u  обсуждается в разделе 3. 

3. Влияние геометрической формы и внедренных дефектов полупро-
водниковых нанокристаллов на некоторые их оптические свойства 

В настоящее время интенсивно изучаются оптические свойства нанокри-
сталлов полупроводниковых веществ, диспергированных в прозрачной диэлек-
трической матрице [12-18]. Такие системы оказываются весьма полезными для 
исследования квантовых размерных эффектов. Нанокристалл в диэлектриче-
ской матрице представляет собой трехмерную потенциальную яму для носите-
лей тока – электронов и дырок, границами которой являются поверхности нано-
кристалла. Причем, как показывают оценки ширины запрещенной зоны часто 
используемой матрицы силикатного стекла, глубина возникающей при этом 
потенциальной ямы в первом приближении может считаться бесконечной [19]. 

В спектроскопических исследованиях описанных систем в области про-
зрачности матрицы наблюдаются характерные спектры межзонного и экситонно-
го поглощения света, что связано с переходами электрона между уровнями раз-
мерного квантования электронов и дырок. Согласно теории, в полупроводниках, 
в которых возможен прямой разрешенный переход между зоной проводимости и 
валентной подзоной, частота поглощения s  определяется формулой 



77 

e h
s g s sE E E    ,       (28) 

где gE  – ширина запрещенной зоны массивного полупроводника, e
sE  и h

sE  – 
размерно-квантованные уровни электронов и дырок, s  – набор квантовых чи-
сел. 

В подавляющем числе работ предполагается, что нанокристаллы имеют 
вид шаров (радиуса R ) и что потенциальная яма имеет бесконечную глубину. 
Последнее предположение эквивалентно требованию обращения в нуль волно-
вой функции частицы на поверхности шара (ср. с условием (2)). В этом случае 
определение энергетических уровней sE  сводится к решению стандартной за-
дачи стационарного движения частицы в сферически симметричной прямо-
угольной яме бесконечной глубины. Применение соответствующих формул, без 
учета кулоновского взаимодействия электрона и дырки, а также экситонной 
энергии (это верно, если BR a , где Ba  – боровский радиус экситона) приво-
дит к выражению [19] 

2 2

22
nl

nl g
X

E
R

  



 ,    (29) 

где e h

e h

m m
m m   – приведенная масса электрона и дырки, nlX  – набор кор-

ней сферических функций Бесселя: 10 113.14,   4.99X X     и т.д. Край по-
глощения спектра определяется переходами между основными уровнями раз-
мерного квантования электронов и дырок и определяется формулой 

2 2

10 22gE
R


  



 .    (30) 

 Согласно некоторым данным [15,20], нанокристаллы в диэлектрической 
матрице силикатного стекла имеют скорее удлиненную, чем шарообразную 
форму. Аппроксимируя удлиненную форму наноструктуры квантовой нитью 
или проволокой и используя результаты, полученные в предыдущем разделе, 
можно проследить влияние геометрической формы, а также внедренных дефек-
тов на порог поглощения межзонного спектра.  

 Легко видеть, что если точечный дефект находится на цилиндрической 
поверхности, то энергетический спектр частицы ничем не будет отличаться от 
случая, когда дефект вовсе отсутствует. Действительно, так как на цилиндриче-
ской поверхности 0 a  , а  0 10 0I a  , то согласно формуле (16) 0v  . Если 
же дефект находится на торцевой поверхости цилиндра, т.е. n  равняется еди-
нице, то согласно уравнению (27), при любом значении v  величина Y опреде-
ляется из уравнения sin 0Y  , нетривиальным решением которого является 

10Y k d   . В этом случае формула (28) примет вид  
22 2
10

10 2 2 .
2gE

a d
 

   


 
 
 


           (31)  



78 

Сравнение формул (30), (31) показывает, что если вместо шаровидной формы 
взять цилиндрическую форму выделения, то при условии равенства объемов 
этих двух фигур отношение 

 
 

2 2
10

2

a d

R

 
 



  
   

всегда больше единицы. Так, например, при    1.3;    приd a   2  d a  
1.1;   при 5    1.5d a    и т.д. Это означает, что при теоретическом опре-

делении порога оптического поглощения учет удлиненной формы выделения, 
при известном gE , приводит к более высоким значениям 10 , чем соответ-

ствующее расчетам по формуле (30). Наоборот, вычисление gE , при известном 

10 , даст (по формуле (31)) более низкое значение, чем по формуле (30). 
 При наличии дефекта вместо формулы (31) получим 

22 2
10

10 2 22g
Y

E
a d


   


 
 
 


 ,           (32) 

где  ,Y Y n u  есть решение уравнения (27). На рис.1 представлена зависи-
мость функции Y  от u  при различных значениях n . Из приведенных графиков 
видно, что с увеличением мощности δ-потенциала и/или длины проволоки зна-
чение Y  медленно растет. Такая же картина наблюдается с увеличением n  при 
фиксированном :u  чем больше расстояние дефекта от левой стенки цилиндра, 
тем больше .Y  

 

Рис.1 Зависимость функции Y  от u  при различных значениях n , 
где Y и u – безразмерные величины. Величина n  характеризует ме-
стоположение дефекта. При значениях 1n   и n   дефект нахо-
дится, соответствено, в торцевой и центральной частях цилиндра. 
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При заданном n  с увеличением u  рост функции Y  замедляется и при 

u    стремится к своему асимптотическому значению 0Y Y . Это асимпто-
тическое значение зависит от n , т.е. от местоположения  δ-потенциала. На рис. 
2 приведен график зависимости 0Y  от n . Как и следовало ожидать, при пере-
мещении дефекта слева направо к центру проволоки ( n   ) 0Y  постепенно 
стремится к своему максимальному значению 0 2Y   . 

 

 
Рис.2. Зависимость асимптотических значений 0Y Y  от n . 

 
Возвращаясь к формуле (32), можно заключить, что пороговая час- 

тота 10  и другие величины могут сильно зависеть как от геометрии на- 
ноструктурных  выделений,  так  и  от  наличия  в  них,  в  частности,  точечных  
дефектов. Эту зависимость в данном случае можно описать величиной 

 
22 2
10

10 2 2,
2g

Y
E n u E

a d


    


 
 
 


 , которая целиком зависит от вышеупомя-

нутых факторов. Для иллюстрации этой зависимости на рис.3 приведен график 

функции  
2 22

10 0

2 2
,

2

Y
E n

a d


  



 
 
 
 

  от n  для полупроводниковых нанокристаллов 

CdS1-xSex. 
Из графика, в частности, видно, что изменение местоположения дефекта 

от левой стенки цилиндра ( 1n  ) до его середины ( n   ) увеличивает харак-
терную величину  ,E n   приблизительно в два раза. Это происходит за счет 
уменьшения эффективной длины проволоки под влиянием δ-потенциала с 
большой мощностью. 
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Рис.3. Зависимость функции  ,E n   от n  для полупроводниковых 
нанокристаллов CdS1-xSex. в силикатном стекле (  ,E n   измеряет-
ся в электронвольтах; 40a  Ả , 60d   Ả , 0,17 em  ).  
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ԿԵՏԱՅԻՆ  ԴԵՖԵԿՏՈՎ  ՔՎԱՆՏԱՅԻՆ  ԼԱՐՈՒՄ   
ԷԼԵԿՏՐՈՆԻ  ԷՆԵՐԳԻԱՅԻ  ՈՐՈՇՈՒՄԸ 

Դ.Մ.  ՍԵԴՐԱԿՅԱՆ,  Դ.Հ. ԲԱԴԱԼՅԱՆ,  Լ.Ռ. ՍԵԴՐԱԿՅԱՆ 

Գլանային համաչափությամբ նանոկառուցվածքում դիտարկված է քվանտային մաս-
նիկի հիմնական վիճակի էներգիայի որոշման խնդիրը: Ենթադրվում է, որ նանոկառուց-
վածքի ներսում գոյություն ունի կետային դեֆեկտ, որն ունի δ-պոտենցիալի տեսք: Ստացված 
է տրանսցենդենտ հավասարում, որը որոշում է էներգիայի ամենացածր մակարդակը: 
Համապատասխան բանաձևերի միջոցով թափանցիկ դիէլեկտրիկ մատրիցում դիսպերսված 
կիսահաղորդչային միացությունների համար, որոշվում է լույսի միջգոտիական կլանման 
սահմանային հաճախականությունը: Գտնված է կլանման եզրի կախվածությունը δ-պո-
տենցիալի դիրքից և հզորությունից: Ցույց է տրված, որ δ-պոտենցիալի առկայության դեպ-
քում տեղի է ունենում գլանային նանոկառուցվածքի էֆֆեկտիվ երկարության փոքրացում, 
ինչը բերում է օպտիկական կլանման սպեկտրի սահմանային հաճախության աճի: 

DETERMINATION  OF  THE  ENERGY  OF  ELECTRON  
IN  A  QUANTUM  WIRE  WITH  A  POINT  DEFECT 

D.M. SEDRAKIAN,  D.A. BADALYAN,  L.R. SEDRAKYAN 

A problem for finding the energy of ground state of the quantum particle in a nanostructure 
with axial symmetry is considered. It is assumed that there is a point defect inside the 
nanostructure, which is given by δ-potential. A transcendent equation, which defines the lowest 
level of energy of the particle, is obtained. Corresponding formulas are used for calculation of the 
threshold frequency of interband absorption of light in semiconductor nanocrystals, which are 
dispersed in transparent dielectric matrix. Absorption spectrum edge dependence on the location 
and power of δ-potential is obtained. It is shown that the effective length of the cylindrical 
nanocrystal is decreased in case of existence of δ-potential, which leads to increase of the threshold 
frequency of the optical spectrum of absorption.  
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ОПТИЧЕСКИЕ  СВОЙСТВА  ГИРОТРОПНЫХ  КРИСТАЛЛОВ  
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(Поступила в редакцию 27 мая 2013 г.) 

Рассмотрено наклонное распространение света через слой гиротропного 
кристалла, находящегося в поле двух встречных ультразвуковых волн. Задача 
решена модифицированным методом сложения слоев Амбарцумяна. Приведены 
результаты изучения зависимостей амплитудных и поляризационных характе-
ристик от длины волны света при различных значениях параметров задачи. Об-
суждены возможности применения таких систем. 

1. Введение 

В последнее время большой интерес вызывают фотонные кристаллы 
(ФК), которые позволяют контролировать распространение световых волн [1,2]. 
Богатыми оптическими свойствами обладают хиральные ФК [3-10]. Особый 
интерес представляют самоорганизующиеся структурно-хиральные ФК (холе-
стерические жидкие кристаллы, хиральные смектические жидкие кристаллы и 
т.д.), из-за более богатых оптических свойств [11]. Для этих кристаллов фотон-
ная запрещенная зона (ФЗЗ) существует только для света с одной круговой по-
ляризацией (при нормальном падении света), совпадающей со знаком хираль-
ности среды. Однако периодическое изменение параметров хиральной среды 
можно осуществить, т.е. 1D хиральный ФК можно создать также другими спо-
собами. В последние годы большой интерес представляют хиральные слоистые 
среды, изготовленные из слоев гиротропных и негиротропных сред или из слоев 
гиротропных сред различных типов [3-10]. Гиротропный слой, находящийся во 
внешнем ультразвуковом поле, становится 1D хиральным ФК [12-14]. Ниже 
такие среды мы будем называть хиральными периодическими средами (ХПС). 
Так как параметрами ультразвука можно управлять, то таким образом можно 
получить хиральный ФК с управляемыми параметрами. В настоящее время для 
изготовления акустооптических устройств обработки информации (модулято-
ров, дефлекторов, фильтров, процессоров, датчиков и т.д.) широкое применение 
находят именно кристаллы, обладающие как хорошими фотоупругими свой-
ствами, так и гиротропией. К таким кристаллам в первую очередь относятся 
парателлурит (TeO2), теллур (Te), кварц (α-SiO2) и др.  



83 

Дифракция света на упругих волнах используется в практических 
устройствах, главным образом, благодаря существенной разнице между скоро-
стью света и скоростью звука. Следствием этого является то, что мгновенная 
пространственная структура упругой волны может быть использована с помо-
щью светового зонда в любой точке так, как если бы упругая волна была стаци-
онарна. Эта дополнительная особенность приводит к способности приборов на 
упругих волнах в истинном масштабе времени осуществлять одновременную 
параллельную обработку сигналов. Дифракция света на акустических волнах 
используется в качестве одного из средств для модуляции оптического излу-
чения. 

В данной работе рассмотрено наклонное распространение света через 
слой гиротропного кристалла, находящегося в поле двух встречных ультразву-
ковых волн. 

2. Теория 

Рассмотрим отражение и пропускание света через конечный слой изо-
тропного гиротропного кристалла, находящегося в ультразвуковом поле. Пусть 
слой среды занимает пространство между плоскостями 0z   и z = d  (d – тол-
щина слоя). Плоские ультразвуковые волны распространяются вдоль оси z. Она 
превращает параметры ε, μ и   в функции от координаты z (ε, μ − диэлектриче-
ская и магнитная проницаемости, а   − параметр естественной гиротропии это-
го слоя). Здесь мы будем предполагать следующие законы изменения этих па-
раметров: 

1 2

1 2

1 2

Δε Δεε( )
μ( ) = 1+ Δμ sin( ) – Δμ sin( ) ,
γ( ) Δγ Δγ

ε
μ
γ

1 2

z
z K z K z
z

       
       
                       

  (1) 

где глубины модуляции ∆ε1, ∆μ1, ∆ 1  и ∆ε2, ∆μ2, ∆ 2  предполагаются малыми 

по отношению к единице величинами, 1,2
1,2

2
K





, Λ1,2 − длины ультразвуковых 

волн. Эти периодические возмущения изменяются как в пространстве, так и во 
времени. В частности, если ультразвук представляет собой бегущую волну, то 
периодическое возмущение перемещается со скоростью ультразвука. Так как 
скорость ультразвука на много порядков меньше скорости света, то периодиче-
ское возмущение, вызванное ультразвуком, можно считать стационарным и в 
уравнениях Максвелла пренебречь зависимостью параметров среды от времени, 

т.е. при вычислении 
1
c t




D
 и 

1
c t




B
 не дифференцировать параметры среды по 

времени, а их временную зависимость учитывать в окончательных результатах. 
Как известно, если в отсутствие оптической активности (    ) так можно по-
ступать при Ω/ω<<1 [13,14], то при  ≠ 0 следует потребовать также 
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1,2 1,2 1,2
Ω Ω Ω ω

Δε , Δμ , Δγ << γ
ω ω ω

  
c

,      (2) 

чтобы в уравнениях Максвелла было правомерно сохранять  , пренебрегая при 
этом производными по времени параметров среды. А эти условия легко выпол-
нимы. Будем предполагать, что плоскость падения совпадает с плоскостью (x,z), 
а волна падает под углом α к нормали границы слоя, совпадающего с плоско-
стью (x,z). Разложим компоненты амплитуд электрических полей падающей, 
отраженной и прошедшей волн на проекции параллельной (p-поляризация) и 
перпендикулярной (s-поляризация) плоскости падения: 

p
i,r,tp s

i,r,t i,r,t p i,r,t s s
i,r,t

E
= E + E =

E

 
  
 

E n n ,     (3) 

 где индексы i,r,t обозначают падающую, отраженную и прошедшую волны, 
соответственно, а pn  и sn  − орты p и s-поляризаций. 

Решение задачи представим в виде  
p p pp

pp ps pp psi t ir
s s ss

sp ss sp ssi t ir

R R T TE E EE
= , = ,

R R T TE E EE
 

          
          

          
        (4) 

где R̂  и T̂  − 2×2 матрицы отражения и пропускания для данной системы. 
Численные расчеты будем проводить по следующей схеме. Сначала вы-

числим матрицы отражения и пропускания для слоя среды с толщиной, равной 
длине ультразвуковой волны. Для этого слой с толщиной d разобьем на боль-
шое число тонких слоев с толщиной d1, d2, d3,,,…..,dN. Если их максимальная 
толщина достаточно мала, то можно считать, что параметры слоя постоянны в 
каждом слое. Тогда, согласно, в частности, [15,16], задача определения R̂  и T̂  
слоя с толщиной = Λd  сводится к решению следующей системы разностных 
матричных уравнений: 

 ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆˆ ˆ ,
-1

j j j j -1 j j-1 jR = r +t R I – r R t   

 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ,
-1

j j -1 j j -1 jT = T I – r R t                 (5) 
с 0 0

ˆˆ ˆ ˆ0R = ,  T = I . Здесь ˆ ˆ ˆ ˆ
j j j-1 j-1R T R , T, ,  − матрицы отражения и пропускания для 

сред с j и j−1 слоями, соответственно, ˆˆj jr , t  − матрицы отражения и пропуска-
ния для j-ого слоя, 0̂  − нулевая матрица, Î  − единичная матрица, тильдой обо-
значены соответствующие матрицы отражения и пропускания в случае обрат-
ного направления распространения света.  

Таким образом, задача сводится к вычислению матриц отражения и про-
пускания однородного гиротропного слоя. Аналитическое решение этой задачи 
известно [17]. Мы будем исходить из следующих материальных уравнений для 
однородного изотропного гиротропного кристалла:  

γ
ε ,

c t



 
H

D E         (6) 
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γ
μ

c t



 
E

B H .        (7) 

 При помощи формул (4), (5) можно вычислить отражение 
2 2

/r iR E E  

и пропускание 
2 2

/t iT = E E , поворот плоскости поляризации ψ = arctg × 
  2

2Re χ / 1[ – χ( )] / 2  и эллиптичность поляризации  = arcsin /[2Im χe  
2

1+ χ( )] / 2  (χ )p s
t t= E / E (χ = Et

p/Et
s), круговой и линейный дихроизмы и т.д. 

3. Результаты и обсуждение 

Оптические свойства ХПС при наличии одной продольной ультразвуко-
вой волны подробно изучены в работах [10,13,14]. Поэтому мы непосредствен-
но переходим к исследованию эффектов, обусловленных наличием двух волн. 
Расчеты выполнены для ХПС с параметрами: ε = 2.5 , μ = 1.0 , γ =0.1 , толщина 
слоя = 20d  мкм, угол падения  = 30. Для наиболее отчетливого представле-
ния эффектов, связанных с наличием двух ультразвуковых волн, мы рассмотре-
ли случай минимального влияния диэлектрических границ, т.е. полагали 

= εsn , где ns − коэффициент преломления среды, граничащей с обеих сторон 
с рассматриваемым слоем. Далее, на первом этапе мы будем предполагать, что 
ε, μ и γ  не зависят от частоты, а мнимые части очень малы и также не зависят 
от частоты, т.е. мы не будем рассматривать эффекты оптической дисперсии и 
поглощения. 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
Рис.1. Зависимость коэффициента отражения R от длины волны при нали-
чии только одной ультразвуковой волны. Ïàäàþùèé íà ñëîé ñâåò èìååò ле-
вую (сплошная кривая) и правую (штриховая кривая) круговые поляриза-
ции. Параметры задачи таковы: ε = 0.5 , μ = 0,  = 0.2, Λ = 0.4  мкм. 

 
На рис.1 представлены спектры отражения при наличии только одной 

продольной ультразвуковой волны. Падающий на систему свет имеет левую 
(сплошная кривая) и правую (штриховая кривая) круговые поляризации. Как 
видно из этого рисунка, при данных параметрах задачи в первом порядке отра-
жения  формируются  три  фотонные  запрещенные  зоны  (ФЗЗ):  одна  зона  не  



86 

 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

Рис.2. Зависимость коэффициента отражения R от длины волны при 
наличии двух встречных ультразвуковых волн. Параметры задачи 
таковы: 1 2Λ = = 0.4  мкм, 1ε = 0.5 , 2ε = 0.4 , 1 2μ = μ = 0  , 

1 2= 0.2, = 0.15  . Остальные параметры те же, что и на рис.1. 
 

селективна по отношению к поляризации падающего света, другие – селек-
тивные. 

На рис.2 приведены спектры отражения при наличии двух встречных 
продольных ультразвуковых волн. Опять падающий на систему свет имеет ле-
вую (сплошная кривая) и правую (штриховая кривая) круговые поляризации. 
Здесь нами  предполагается,  что  длины  ультразвуковых  волн совпадают и они  

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

Рис.3. Зависимость коэффициента отражения R от длины волны при 
наличии двух встречных ультразвуковых волн. Параметры задачи тако-
вы: 1Λ = 0.4  мкм, 2 0.5   мкм, 1 2ε = ε = 0.5  , 1 2μ = μ = 0  , 

1 2= γ = 0.2  . Остальные параметры те же, что и на рис.1. 
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отличаются только глубинами модуляции. На рис.3 показаны спектры отраже-
ния при наличии двух встречных продольных ультразвуковых волн, глубины 
модуляции которых совпадают, а длины волн отличаются. И наконец, на рис.4 
представлены спектры отражения при наличии двух встречных продольных 
ультразвуковых волн, которые отличаются друг от друга как по глубине моду-
ляции, так и по длине волны. 

 
Рис.4. Зависимость коэффициента отражения R от длины волны при 
наличии двух встречных ультразвуковых волн. Параметры задачи 
таковы: 1Λ = 0.4  мкм, 2Λ = 0.5  мкм, 1 2ε = 0.5,   ε = 0.4,   

1 2 1 2μ = μ = 0,   = 0.2,   = 0.15    . Остальные параметры те же, 
что и на рис.1. 

 
Как видно из этих рисунков, изменением параметров ультразвуковых 

волн можно управлять отражением системы: меняя число ФЗЗ, эффективность 
дифракции в каждом порядке, частотную ширину и частотное местоположение 
этих областей, поляризационные особенности этих областей. 

4. Заключение 

В данной работе мы изучили особенности дифракции света в гиротроп-
ном слое при наличии двух встречных продольных ультразвуковых волн. Кар-
тина дифракции в этом случае намного богаче, чем в случае одной ультразвуко-
вой волны. Появляются новые области дифракционного отражения в каждом 
порядке дифракции. Ширина областей дифракционного отражения, их частот-
ное местоположение и частотное расстояние определяются параметрами среды 
и ультразвуковых волн, ими можно управлять. Следовательно, такие системы 
можно использовать как управляемые поляризационные фильтры и зеркала, 
преобразователи поляризации мод, модовые дискриминаторы, мультиплексеры 
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для циркулярно поляризованных волн. Onи также могут быть использованы как 
источники круговой (эллиптической) поляризации.  

Автор выражает благодарность А.А. Геворгяну за ценное обсуждение 
полученных результатов. 
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ԵՐԿՈՒ  ՀԱՆԴԻՊԱԿԱՑ  ԳԵՐՁԱՅՆԱՅԻՆ  ԱԼԻՔՆԵՐԻ  ԴԱՇՏՈՒՄ  ԳՏՆՎՈՂ 
ԳԻՐՈՏՐՈՊ  ԲՅՈՒՐԵՂՆԵՐԻ  ՕՊՏԻԿԱԿԱՆ  ՀԱՏԿՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԸ 

Է.Մ.  ՀԱՐՈՒԹՅՈՒՆՅԱՆ 

 Քննարկված է երկու հանդիպակաց ուլտրաձայնային ալիքների դաշտում գտնվող 
գիրոտրոպ բյուրեղով լույսի թեք անցումը: Խնդիրը լուծված է շերտերի գումարման Համ-
բարձումյանի մոդիֆիկացված մեթոդով: Բերված են անդրադարձման սպեկտրները խնդրի 
պարամետրերի տարբեր արժեքների դեպքում: Քննարկված են այդպիսի համակարգերի 
կիրառման հնարավորությունները: 

OPTICAL  PROPERTIES  OF  GYROTROPIC  CRYSTALS  IN  THE FIELD  
OF  COUNTERPROPAGATING  ULTRASOUND  WAVES 

E.M.  HARUTYUNYAN 

 The light oblique transmission through a gyrotropic crystal layer being in the 
counterpropagating ultrasound waves field is considered. The problem is solved by the 
Ambartsumian’s layer addition modified method. The reflection spectra at different values of 
problem are presented. Possible applications of such systems are considered. 
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Исследованы особенности излучения стопы, состоящей из слоев холесте-
рического жидкого кристалла и изотропной среды. Задача решена модифициро-
ванным методом сложения слоев Амбарцумяна. Исследованы особенности 
спектров отражения и фотонной плотности состояний. Показано, что рассмат-
риваемая система может использоваться для получения низкопороговых лазе-
ров с управляемой в широких пределах длиной волны излучения.  

1. Введение 

В последние годы бурно развивается материаловедение. Особенно 
большое развитие получила наука о лазерных материалах. В частности, в лазе-
рах большое применение нашли фотонные кристаллы (ФК) и метаматериалы. 
ФК и метаматериалы продолжают оставаться в центре внимания исследовате-
лей как в связи с их широким применением в современной науке и технике, так 
и в связи с успехами развития современной технологии по созданию новых 
сред. В спектре пропускания ФК существует фотонная запрещенная зона (ФЗЗ), 
частотную ширину и частотное местоположение которой можно изменить либо 
внешними полями, либо изменением внутренней структуры кристалла [1-3]. ФК 
с управляемыми параметрами представляют особый интерес. Одним из класси-
ческих примеров естественного ФК являются холестерические жидкие кристал-
лы (ХЖК). Кроме того, ХЖК известны также как ФК с легко управляемыми 
параметрами (их параметры могут управляться внешними электрическим, маг-
нитным или сильным световым полями, термическим градиентом, УФ излуче-
нием и т.д.). ХЖК обладают единственной ФЗЗ (при нормальном падении све-
та) и поэтому обладают одноцветным отражением циркулярно поляризованной 
падающей волны, имеющей знак хиральности среды.  

С другой стороны, ФК с многократными (многоцветными) ФЗЗ в по-
следнее время представляют большой интерес. Они находят широкое примене-
ние, в частности, в производстве дисплеев. О формировании многократных ФЗЗ 
в многослойных структурах, содержащих слои ХЖК и изотропные слои, сооб-
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щалось в теоретичских и экспериментальных работах [4-6]. Аналогичные ис-
следования многослойных структур, содержащих слои ХЖК и анизотропные 
слои, выполнены в работе [7]. В работе [8] исследованы квазипериодические 
системы, описываемые рядом Фибоначчи и содержащие слои ХЖК. В недавних 
работах [9,10] исследованы оптические свойства стопы, состоящей из право- и 
левовращающих слоев ХЖК, при слабой локальной диэлектрической анизотро-
пии. В работе [11] проведены аналогичные исследования для стопы из право- и 
левовращающих ХЖК с локальными (как диэлектрической, так и магнитной) 
анизотропиями. В работе [12] исследованы отражательные, поляризационные и 
невзаимные свойства многослойной системы, состоящей из слоев ХЖК и изо-
тропной среды. 

В средах, обогащенных флуоресцентными гость-молекулами, причем 
так, что пик флуоресцентного излучения включает в себе ФЗЗ, периодическая 
структура среды существенно влияет на спектр излучения. В такой системе 
возможна беззеркальная лазерная генерация с узким частотным спектром на 
краях ФЗЗ и наиболее низким порогом по оптической накачке [13-34]. В ука-
занных работах исследованы также особенности лазерной генерации ФК в раз-
личных многослойных системах и при различных внешних воздействиях. Отме-
тим, что количественная теория для объяснения подавления и усиления цирку-
лярно-поляризованной эмиссии в ХЖК, основанная на эффекте аномально 
сильного поглощения [35,36], развита в работах [19-21] и экспериментально 
продемонстрирована в работе [22].  

В данной работе исследованы отражательные и излучательные свойства 
многослойной системы, состоящей из слоев ХЖК и изотропной среды. Найдено 
много новых и интересных свойств этой системы, которые могут иметь важные 
применения. 

2. Метод анализа 

Задача решена модифицированным методом сложения слоев Амбар-
цумяна [37,38]. Согласно [37,38], если имеется система, состоящая из двух при-
ложенных “слева направо” друг к другу слоев “A” и “B”, то матрицы отражения 
и пропускания системы “A+B” A BR 


 и A BT 


 определяются через аналогичные 

матрицы составляющих слоев: 
1 1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ,  ,A B A A B A B A A B B A B AR R T R I R R T T T I R R T
 

           
            (1) 

где Î  единичная матрица, а тильдой обозначены матрицы отражения и про-
пускания в случае обратного направления распространения света. При этом, в 
случае, когда рассматриваемый слой с обеих сторон граничит с одной и той же 
средой, матрицы отражения и пропускания при падении света “справа” и “сле-
ва” связаны между собой соотношениями 

1 1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ,  ,T F TF R F RF            (2) 
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где 1 0ˆ
0 1

F 


 
 
 

 при линейных базисных поляризациях и 0 1ˆ
1 0

F 
 
 
 

  при  круго- 

вых базисных поляризациях. Точные матрицы отражения и пропускания для 
конечного слоя ХЖК (при нормальном падении света) и изотропного слоя ко-
нечной толщины хорошо известны [39-41].  

Расчет прохождения (отражения) через стопу, состоящую из слоев ХЖК 
и изотропной среды, выполнен на основании матричных уравнений (1), путем 
их последовательного применения, по мере добавления новых подслоев к стопе, 
которая рассматривается как слой A, а вновь добавленная – как слой B. Поэтому 
для организации вычислений удобнее систему (1) представить в виде системы 
разностных матричных уравнений: 

   1 1

1 1 1 1
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ,  ,j j j j j j j j j j j jR r t R I r R t T T I r R t

 

                    (3) 

с 0
ˆˆ 0R   и 0̂

ˆT I . Здесь 1
ˆ ˆ ˆ

j j jR , T , R   и 1
ˆ

j-T   матрицы отражения и пропускания 
для системы с j и (j–1) подслоями, соответственно, ˆˆj jr t,   матрицы отражения 
и пропускания j-го подслоя, 0̂  нулевая матрица.  

Как отмечено во введении, ФК, обогащенные лазерными красителями 
(резонансными атомами), могут быть использованы для создания лазеров с об-
ратной связью, а при определенных условиях и без зеркал. В средах с усилени-
ем (в частности, в ФК, обогащенных флуоресцентными гость-молекулами, при-
чем так, что пик флуоресцентного излучения находится в ФЗЗ или включает в 
себя ФЗЗ) ФЗЗ существенно влияет на спектр излучения. Внутри ФЗЗ волна – 
затухающая и уменьшается экспоненциально (эванесцентная волна), вследствие 
чего спонтанное излучение подавляется. Это объясняется тем, что фотонная 
плотность состояний (ФПС) стремится к нулю и, так как известно (см., в част-
ности, [16,17]), что интенсивность спонтанного излучения пропорциональна 
ФПС, интенсивность спонтанного излучения также стремится к нулю. Действи-
тельно, согласно теории, развитой в [16,17], интенсивность спонтанного излу-
чения внутри слоя в точке с координатой z определяется выражением 

2 2
( )( )

( , ) ,
( )

mm

iso

E z
p z

U k
 

 


d
    (4) 

где m и Em(z) – соответственно, ФПС и электрическое поле m-ой собственной 
моды, iso  ФПС для однородного изотропного слоя с коэффициентом прелом-

ления n = n , 2d   усредненный по ориентационному распределению момент 

дипольных переходов, U(k) – суммарная электрическая энергия, запасенная в 
ФК. На границах ФЗЗ происходит резкое увеличение времени жизни спонтан-
ного излучения s (вне ФЗЗ s уменьшается с осцилляциями), сильно увеличивая 
вынужденное излучение.  

 Ниже мы рассмотрим особенности спектров относительной ФПС 
iso. Вычисления сделаны для собственных поляризаций (СП). Как извест-
но, СП – это две поляризации падающей волны, которые не изменяются при 
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прохождении света через систему, а собственные значения – это амплитудные 
коэффициенты отражения и пропускания для падающего света с СП [39-41]. 
Будем исследовать возможность управления длиной волны лазерного излучения 
изменением внутренней структуры ФК. 

ФПС является обратной величиной групповой скорости и определяется 
выражением 

2 2

1
( ) ,

du dv
v udk d d

d L u v


    

 
     (5) 

где d – толщина ФК, а u и v – соответственно, реальная и мнимая части коэффи-
циента пропускания системы. 

3. Результаты и обсуждение 

Проанализируем спектральные свойства многослойной структуры, пред-
ставляющей собой стопу, состоящую из слоев ХЖК и изотропной среды (рис. 
1). Обыкновенный и необыкновенный показатели преломления подслоев ХЖК 
следующие: 1 1.4639on     и 2 1.5133en     (это параметры слоя ХЖК 
следующего состава: холестерил-нонаноат:холестерил хлорид:холестерил аце-
тат = 20:15:6, обладающий при комнатной температуре (24○C) шагом спирали в 
оптическом диапазоне (p   0 нм) и имеющий область дифракционного от-
ражения при нормальном падении в интервале длин волн падающего света от 
615 нм до 635 нм). Коэффициент преломления n изотропных слоев выбран  
n = 1.7. На первом этапе мы будем предполагать, что no и ne рассматриваемых 
слоев ХЖК и n изотропных слоев постоянны и не зависят от частоты, а мнимые 
части очень малы и также не зависят от частоты, т.е. мы не будем рассматри-
вать эффекты оптической дисперсии и поглощения. 

Рис.1. Схема модели стопы, состоящей из слоев ХЖК и изотропной среды. 

3.1. Спектры отражения и фотонной плотности состояний  

На рис.2 представлены спектры отражения при s =100 (s – число подсло-
ев в системе) в случае нормального падения света. Поляризации падающего на 
систему света совпадают с поляризациями первой (сплошная кривая) и второй 
(штриховая кривая) СП. СП системы являются квазикруговыми поляризациями, 
причем эллиптичности СП по модулю отличаются от единицы, в основном, в 
ФЗЗ. Вне этих областей эллиптичности по модулю практически равны единице. 
Так что будем считать, что поляризация первой СП практически совпадает с 



93 

правой круговой поляризацией, а поляризация второй СП – с левой круговой 
поляризацией. Здесь и далее рассматриваем случай ns=1 (ns коэффициент пре-
ломления полупространств, граничащих с обеих сторон рассматриваемой си-
стемы), т.е. предполагаем, что система находится в вакууме и, кроме того, если 
особо не отмечается, предполагаем, что первый подслой системы является сло-
ем изотропной среды.  

 
 

 

 

 

 

 
 

 
 

 
Рис.2. Спектр отражения при нормальном падении света. Падающий на 
систему свет имеет поляризации, совпадающие с первой (сплошная линия) 
и второй (штриховая линия) СП. 2 1000d   нм, 1 100d   нм, s = 100.  

 
Как видно из рис.2, в отличие от одного слоя ХЖК, эта система имеет 

многократные ФЗЗ. Имеются ФЗЗ двух типов, а именно, не зависящие от поля-
ризации падающего света ФЗЗ и селективные по отношению к поляризации 
ФЗЗ.  

 
 
 
 

 

 

 
 
 

 
 
 
 

Рис.3. Спектр фотонной плотности состояний при нормальном 
падении света. Падающий на систему свет имеет поляризации, сов-
падающие с первой (сплошная линия) и второй (штриховая линия) 
СП. Параметры те же, что и на рис.2. 
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На рис.3 представлены спектры относительной ФПС. Опять поляриза-
ции падающего на систему света совпадают с первой (сплошная кривая) и вто-
рой (штриховая кривая) СП. 

Сравнение кривых ФПС с кривыми отражения показывает, что ()/iso 
практически равно нулю в ФЗЗ-х и имеет максимумы на границах ФЗЗ, как и 
следовало ожидать. Вне ФЗЗ ФПС осциллирует. Эти максимумы на границах 
ФЗЗ отличаются по величине и, кроме того, ФПС на границах селективной ФЗЗ 
больше по величине, чем на границах соседней неселективной ФЗЗ. 

3.2. Влияние толщин подcлоев 

Перейдем к исследованию влияния изменения толщин подслоев (т.е. 
слоев ХЖК и изотропных слоев) в системе на спектры ФПС. Как и выше, рас-
смотрим случай, когда первый подслой является слоем изотропной среды.  

На рис.4 представлены зависимости ()/iso при различных толщинах 
подслоев ХЖК. Поляризация света совпадает с поляризацией второй СП. Как 
известно [12], частотное местоположение и частотная ширина ФЗЗ являются 
функциями толщин подслоев ХЖК. По мере увеличения толщин подслоев ХЖК 
в системе, ФЗЗ в каждом порядке смещаются в сторону длинных волн. Кроме 
того, изменяется их частотная ширина, причем, периодически увеличиваясь, а 
затем уменьшаясь. С увеличением d2 (рис.1) уменьшается максимальная частот-
ная ширина ФЗЗ. При каждом значении d2 может возникать от трех до пяти 
ФЗЗ. Отметим также, что характер изменения частотного местоположения и 
частотной ширины ФЗЗ при изменении толщин подслоев ХЖК существенно 
иные для ФЗЗ двух типов (селективного по отношению к поляризации падаю-
щего света и неселективного). Как видно из рис.4. увеличение толщин подслоев 
ХЖК приводит как к частотному смещению пиков относительной ФПС, так и к 
изменению самой величины ФПС. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

Рис.4. Спектр фотонной плотности состояний при различных значениях тол-
щин подслоев ХЖК 2d . Падающий на систему свет имеет поляризацию, сов-
падающую со второй СП. 1) 2 1000d   нм, 2) 1030 нм, 3) 1060 нм, 4) 1090 нм, 
5) 1120 нм. Остальные параметры те же, что и на рис.2. 
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На рис.5 представлены спектры ()/iso при различных значениях под-

слоев ХЖК в случае, когда поляризация света совпадает с поляризацией первой 
СП.  

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис.5. Спектр фотонной плотности состояний при различных значениях тол-
щин подслоев ХЖК 2d . Падающий на систему свет имеет поляризацию совпа-
дающую с первой СП. Параметры и обозначения те же, что и на рис.4. 

 
Перейдем к исследованию влияния изменения толщин подслоев изо-

тропных слоев в системе на спектры ФПС. На рис.6 представлены зависимости 
()/iso при различных толщинах подслоев изотропных сред. Поляризация све-
та совпадает с поляризацией второй СП. Как известно [12], частотное местопо-
ложение и частотная ширина ФЗЗ являются функциями также от толщин под-
слоев изотропных слоев. По мере увеличения d1 ФЗЗ смещаются в сторону 
длинных волн, а частотная ширина ФЗЗ осциллирует и при определенных зна-
чениях d1 превращается в нуль. Далее, по мере увеличения d1 ФЗЗ селективного 
характера также смещаются в сторону длинных волн, однако частотная ширина 
не всех ФЗЗ такого типа осциллирует и она при определенных значениях d1 не 
обращается в нуль. Как видно из рис.6, увеличение толщин подслоев изотроп-
ных сред также приводит как к частотному смещению пиков ФПС, так и к из-
менению самой величины ФПС. 

На рис.7 представлены зависимости ()/iso при различных толщинах 
подслоев изотропных сред в случае, когда поляризация света совпадает с поля-
ризацией первой СП. 

Как показывают наши исследования частотного смещения пиков отно-
сительной ФПС и изменения самой величины ФПС на этих пиках можно до-
стичь также изменением коэффициента преломления подслоев изотропных 
сред, главных значений тензора диэлектрической проницаемости и локальной 
анизотропии подслоев ХЖК.  
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Рис.6. Спектр фотонной плотности состояний при различных значениях толщи-
ны подслоев изотропной среды 1d . Падающий на систему свет имеет поляриза-
цию, совпадающую со второй СП. 1) 1 100d   нм, 2) 125 нм, 3) 150 нм, 4) 175 
нм, 5) 200 нм. Остальные параметры те же, что и на рис.2. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис.7. Спектр фотонной плотности состояний при различных значениях толщи-
ны подслоев изотропной среды 1d . Падающий на систему свет имеет поляриза-
цию совпадающую с первой СП. Параметры и обозначения те же, что и на рис.6. 

4. Заключение 

Нами исследованы особенности спектров отражения и ФПС стопы, со-
стоящей из слоев ХЖК и изотропной среды. Эти исследования дают много ин-
формации о новых возможных применениях хиральных ФК в оптике, фотонике 
и в физике лазеров. Показано, что рассматриваемая нами система обладает мно-
гократными ФЗЗ. Это свойство расматриваемой системы может найти широкое 

500 550 600 650 7000

2

4

6

8

10

12

14

16

18

20

22

24

26

28

Wavelength, nm

1

2

3

4

5

500 550 600 650 7000

10

20

30

is
o

Wavelength, nm

1

2

3

4
5

ρ(
λ)

/ρ
is

o 

ρ(
λ)

/ρ
is

o 



97 

применение, в частности, в производстве дисплеев. Показано, что имеются ФЗЗ 
двух типов, селективные по отношению к поляризации падающего света и не-
селективные. Показано, что изменения толщин подслоев ХЖК и подслоев изо-
тропных сред в системе приводит как к частотному смешению ФЗЗ, так и к из-
менению ширин ФЗЗ. Показано, что такие изменения происходят также при из-
менении коэффициента преломления подслоев изотропных сред, а также глав-
ных значений тензора диэлектрической проницаемости и локальной анизотро-
пии подслоев ХЖК. Подслои изотропных сред могут быть керровскими, фото-
рефрактивными и т.д., следовательно, их параметры могут управляться внеш-
ними полями (электрическими, магнитными, световыми, и т.д). Управляемость 
ХЖК также хорошо известна. Таким образом, рассматриваемая система может 
использоваться для получения низкопороговых лазеров с управляемой в широ-
ких пределах длиной волны излучения.  

Учитывая возможность управления шириной, числом и частотным ме-
стоположением этих областей с помощью внешних полей (электрического, маг-
нитного, механического, теплового, светового и т.д.) или возможность измене-
ния внутренней структуры системы, данная система представляется перспек-
тивной и в других областях науки и техники. 

Выражаю благодарность А.А. Геворгяну за полезные обсуждения. 
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ԽՈԼԵՍՏԵՐԻՆԱՅԻՆ   ՀԵՂՈՒԿ   ԲՅՈՒՐԵՂԻ   ԵՎ   ԻԶՈՏՐՈՊ    
ՄԻՋԱՎԱՅՐԻ ՇԵՐՏԵՐԻՑ   ԿԱԶՄՎԱԾ   ԴԱՐՍԻ    

ՃԱՌԱԳԱՅԹՄԱՆ   ԱՌԱՆՁՆԱՀԱՏԿՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԸ 

Գ.Կ. ՄԱՏԻՆՅԱՆ 

Ուսումնասիրված են խոլեստերինային հեղուկ բյուրեղի և իզոտրոպ միջավայրի 
շերտերից կազմված դարսի ճառագայթման առանձնահատկությունները: Խնդիրը լուծված է 
Համբարձումյանի շերտերը գումարման մոդիֆիկացված մեթոդով: Հետազոտված են անդ-
րադարձման և ֆոտոնային վիճակների խտության սպեկտրների առանձնահատկություննե-
րը: Ցույց է տրված, որ քննարկվող համակարգը կարող է օգտագործվել լազերներում, ղեկա-
վարվող ալիքի երկարությամբ ցածրաշեմ լազեր ստանալու համար:  

PECULIARITIES  OF  RADIATION  OF  A  STACK  OF  CHOLESTERIC  
LIQUID  CRYSTAL  AND ISOTROPIC  MEDIUM LAYERS 

G.K. MATINYAN 

Peculiarities of radiation of a stack of cholesteric liquid crystal and isotropic medium layers 
are studied. The problem is solved by Ambartsumian’s layer addition modified method. Features of 
the reflection spectra  and the spectra of photonic density of states are investigated. It is shown that 
the system can be used in laser technique for constructing low-threshold lasers which are tunable in 
a wide band of the radiation wavelength.  
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ДИНАМИКА ПРОЦЕССА ГЕНЕРАЦИИ ИЗЛУЧЕНИЯ  
РАЗНОСТНОЙ ЧАСТОТЫ В ПОЛЕ ЛАЗЕРНОГО ИМПУЛЬСА 

ДЛИТЕЛЬНОСТЬЮ В НЕСКОЛЬКО ОПТИЧЕСКИХ  
КОЛЕБАНИЙ, РАСПРОСТРАНЯЮЩЕГОСЯ В КРИСТАЛЛЕ  

GaAs С ДОМЕННОЙ СТРУКТУРОЙ  

А.А. АХУМЯН1,   Г.Д. ОГАНЕСЯН2* 
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2Ереванский государственный университет, Армения 
*e-mail: gev199123@ysu.am 

(Поступила в редакцию 25 февраля 2013 г.) 

 Рассмотрен процесс генерации излучения разностной частоты в GaAs с 
периодической доменной структурой в поле лазерного импульса длительностью 
в несколько оптических колебаний в режиме слабо выраженной материальной 
дисперсии. Методом прямых получено численное решение системы связанных 
нелинейных дифференциальных уравнений в частных производных, описыва-
ющих эволюцию электрического поля лазерного импульса длительностью в не-
сколько колебаний в кристалле GaAs как с периодической, так и с чирпирован-
ной доменной структурой. Показано, что применение кристалла GaAs с чирпи-
рованной доменной структурой позволяет управлять законом частотной моду-
ляции широкополосного импульсного излучения разностной частоты.  

1. Введение 

 В настоящее время излучение разностной частоты в диапазоне длин 
волн 418 мкм находит широкое применение в спектроскопии и диагностике 
различных сред, включая биологические объекты, для радиоастрономических 
измерений, создания новых систем связи, исследований в области аэрономии и 
мониторинга окружающей среды. Достигнуты значительные успехи в области 
генерации и детектирования сверхкоротких импульсов в данном диапазоне 
длин волн оптическими методами, среди которых наибольшее распространение 
получили методы, основанные на использовании электрооптических материа-
лов [1-3].  

С целью эффективного преобразования излучения фемтосекундного ла-
зерного импульса в излучение в указанном диапазоне длин волн широкое рас-
пространение получили периодические доменные структуры. Наиболее пер-
спективными являются периодически поляризованные кристаллы  сегнето-
электрики с регулярной одномерной доменной структурой [4,5]. При оптималь-
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ном выборе периода и пространственной ориентации периодическое изменение 
знака квадратичной восприимчивоти на границах разделов доменов создает 
условия для квази-синхронизма сигнальной и холостой волн в объемных кри-
сталлах с произвольными дисперсионными характеристиками. В задачах преоб-
разования широкополосного непрерывного или импульсного излучения раз-
ностной частоты широко используются чирпированные доменные структуры 
[1]. Одним из основных факторов, ограничивающих эффективность преобразо-
вания частоты фемтосекундного лазерного импульса в нелинейном кристалле с 
периодической доменной структурой являются дисперсия групповой скорости и 
дисперсионное расплывание импульса. Для генерации излучения разностной 
частоты оптическим методом широко используется изотропный кристалл GaAs 
с периодической доменной структурой [6-8], имеющий полосу прозрачности 
0.917 мкм и коэффициент поглощения в частотном диапазоне до 3 ТГц менее 5 
см-1 [9]. Коэффициент нелинейной восприимчивости GaAs достаточно высок и 
сравним с соответствующими значениями для таких кристаллов, как ZnTe, GaP, 
GaSe, которые также используются для генерации излучения разностной часто-
ты. Отметим, что длина волны фемтосекундного лазерного импульса накачки 
должна быть больше 1.75 мкм, так как в окрестности данной длины волны в 
кристалле GaAs имеет место двухфотонное поглощение [9]. Следовательно, для 
генерации излучения разностной частоты в кристалле GaAs одним из перспек-
тивных является использование волоконно-оптических лазеров, генерирующих 
фемтосекундные импульсы на длине волны 1.98 мкм. GaAs  это кубический 
кристалл, который принадлежит точечной группе 43m, имеет три отличных от 
нуля коэффициента нелинейной восприимчивости (d14, d25, d36 подобно кристал-
лам группы 42m), которые в силу симметрии Клеймана равны между собой. 

В настоящей работе исследуется процесс генерации излучения разност-
ной частоты в поле фемтосекундного лазерного импульса, распространяющего-
ся в кристалле GaAs как с периодической, так и чирпированной доменной 
структурой. А именно, рассматривается процесс генерации разностной частоты, 
формирующийся при взаимодействии высокочастотной и низкочастотной ком-
понент возбуждающего импульса фемтосекундной длительности, имеющего 
необходимую ширину спектра.  

С целью описания процесса взаимодействия линейно поляризованного 
лазерного импульса длительностью в несколько оптических колебаний с перио-
дической и чирпированной доменной структурой, в режиме слабо выраженной 
материальной дисперсии, используется система нелинейных связанных диффе-
ренциальных уравнений в частных производных, применимая в приближении 
однонаправленных волн. В ходе численного решения системы нелинейных свя-
занных дифференциальных уравнений в частных производных методом прямых 
рассчитаны временной профиль и спектр импульсного излучения разностной 
частоты (ИИРЧ). Получены зависимости мгновенных частот ИИРЧ от времени. 
Показано, что применение чирпированных доменных структур позволяет 
управлять законом частотной модуляции широкополосного ИИРЧ. Для иссле-
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дования динамической спектрограммы широкополосного ИИРЧ использовано 
преобразование Вигнера. 

 2. Отклик квадратично-нелинейной среды с периодической доменной 
структурой в режиме слабо выраженной материальной дисперсии  

в приближении однонаправленной волны 

Рассмотрим случай, когда линейно поляризованные лазерные импульсы 
с плоскими волновыми фронтами и с взаимноортогональными плоскостями по-
ляризации Ez и Ey распространяются вдоль оси x, совпадающей с нормалью к 
плоскости <110>, в изотропном кристалле GaAs. Импульс с y-поляризацией Ey 
падает на кристалл GaAs, а импульс с z-поляризацией Ez формируется в резуль-
тате нелинейного взаимодействия y-поляризованного Ey импульса с кристаллом. 
Соответствующие волновые уравнения для полей Ez и Ey можно представить в 
виде  

       
2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2

1 4π 4πz, y z, y L,z, L,y NL,z, NL,y
E E P P

x c t c t c t

   
  

   
,     (1) 

где PL,z и PL,y – линейные части поляризации среды, PNL,z и PNL,y – нелинейные 
части поляризации среды. Линейный отклик среды для z- и y-поляризаций 
определяется следующими выражениями: 

     1
y,z(ω) χ ω ω ,Lz,LyP E     (2)  

где    1  – линейная восприимчивость среды.  
Согласно [9], линейная восприимчивость GaAs, в спектральном диапа-

зоне 0.9717 мкм, может быть представленна в виде 

       2
1 2

0 2 2

3 2
1

1
i

i

b c
n b

i


       

 
,           (3) 

где b0 = 4.372514, b1 = 27.83972, b2 = 0.031764 + 4.3510-5T + 4.66410-7T2, b3= 
0.00143636, 1 = 0.4431307 + 0.5056410-4T мкм, 2 = 0. 8746453 + 0.1913 
10-3T – 4.88210-7T2 мкм, 3 = 36.9166 – 0.011622T мкм, i = 2c/i, T – от-
клонение температуры от комнатной t = 20°C (T = 293 K), n – коэффициент пре-
ломления среды.  

При выбранной геометрии нелинейная поляризация среды, обусловлен-
ная нелинейной квадратичной восприимчивостью, в квазистатическом прибли-
жении может быть представлена в виде 

   
     

2
0 14 y

0 14 z y

ε ,

ε 2 ,
NL,z

NL,y

P t d E t

P t d E t E t




      (4) 

где d14 = 15010-12 м/В – коэффициент нелинейной восприимчивости кристалла 
GaAs. Коэффициент тензора d14 определяется через соответствующую компо-
ненту тензора нелинейной восприимчивости (2) как d14 = (2)

XYZ/2, где X, Y и Z - 
кристаллографические оси кристалла. В выбранной нами лабораторной коорди-
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натной системе ось z совпадает с осью Z, а оси X и Y составляют угол 45о с осью 
y. Рассматривается тип синхронизма при котором полярный угол  = 90o, а ази-
мутальный угол  = 45o. 

 Рассмотрим случай, когда спектр лазерных импульсов лежит ниже ча-
стот электронного резонансного поглощения среды, но выше ионных резонанс-
ных частот. Иначе говоря, с учетом (3) можно сказать, что центральная длина 
волны взаимодействующих импульсов должна удовлетворять неравенству 
0.8746 мкм < 0 < 36.9166 мкм. Как показано в [10], при выполнении данного 
условия коэффициент преломления среды, определяемый в соответствии с (3) в 
спектральном диапазоне 1.98 мкм–10 мкм, может быть представлен в виде ряда 

         
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T

  

 


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   (6) 

Согласно численным оценкам, учет слагаемых с n, где n  6 в спек-
тральном диапазоне 1.98 мкм–10 мкм, является не существенным [10]. 

 В периодических доменных структурах на границах раздела доменов 
происходит периодическое изменение знака квадратичной восприимчивости, 
что создает условия для конструктивной интерференции сигнальной и холостой 
волн в объемных кристаллах с произвольными дисперсионными характеристи-
ками. Периодическое изменение знака коэффициента нелинейной восприимчи-
вости для периодических доменных структур аналитически может быть описа-
но выражением 

    
 

 
 14 14

0

sin 2π 2 1 Λ sin π 1

2 1 π 1
,

M

m

x m m M
d x = d

m m M

 

 

     (7) 

где   значение периода периодической доменной структуры, m = 0, 1, 2, .., M, 
M  количество слагаемых в сумме (7). В расчетах количество слагаемых при-
нималось равным 50. Очевидно, что в данном случае нелинейная поляризация 
среды, обусловленная нелинейной квадратичной восприимчивостью, также бу-
дет периодической функцией от координаты:    , ,, , ,NL z NL yP t x P t x . Выбор зна-
чения периода определяется из условий выполнения законов сохранения энер-
гии и импульса: 
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     
p THz

s THz

p s THz

s

p

1 1 1
,

λ λ λ

λ λ λ 1
,

λ λ λ Λ

n n n

 

  

      (8) 

где p и s  коротковолновая и длинноволновая спектральные компоненты, в 
пределах ширины спектра лазерного импульса длительностью в несколько оп-
тических колебаний, нелинейное взаимодействие которых в квадратичной не-
линейной среде может привести к генерации излучения на разностной частоте 
THz. В периодической доменной структуре фазовый квазисинхронизм осу-
ществляется для всех пар коротковолновых и длинноволновых спектральных 
компонент, для которых выполняются условия (8). При этом, кроме спектраль-
ных компонент, находящихся в пределах ширины спектра начального импульса, 
следует учитывать также и вновь образовавшиеся спектральные компоненты, 
генерируемые в результате нелинейного взаимодействия начального импульса 
со средой. В частности, для лазерного импульса с гауссовским временным про-
филем и длительностью 0 = 30 фс на центральной длине волны 0 = 1.98 мкм с 
шириной спектра 02 ln 2   = 24.99 ТГц ( = 329 нм), спектральные 
компоненты с значениями длин волн от 1.813 мкм до 2.144 мкм находятся в 
пределах ширины спектра. 

На рис.1а показана зависимость периода  от длины волны коротковол-
нового компонента p для случаев, когда длина волны длинноволновых компо-
нентов удовлетворяет условию s = p + 4/3 (кривая 1) и s = p +  (кривая 
2), соответственно ( = 329 нм). На рис.1b показана зависимость значения 
длины излучения разностной частоты THz от длины волны коротковолнового 
компонента p при s = p + 4/3 (кривая 1) и s = p +  (кривая 2), соответ-
ственно. Кривые, представленные на рис.1, получены с учетом формул (5) и (8). 
Известно, что использование чирпированных доменных структур приводит к 
увеличению полосы квазисинхронизма с некоторым уменьшением эффективно-
сти генерации излучения разностной частоты [4,5]. Ниже рассматриваются чир-
пированные доменные структуры, позволяющие формировать широкополосное 
излучение разностной частоты. В частности, рассматриваются структуры как с 
положительным, так и отрицательным пространственными чирпами периодиче-
ской структуры. Толщина домена рассматриваемых чирпированных сред может 
быть представлена в виде  

max ,i i           (9)  
 min ,i i         (10) 

где max и min  максимальное и минимальное значение толщины структуры, i = 
0,1,…, 2N, где N  количество доменов структуры,  = (max  min)/(N  1). 
Выражение (9) соответствует среде с отрицательным пространственным чир-
пом, а (10) – среде с положительным пространственным чирпом.  
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Рис.1. Зависимость периода  структуры от длины волны  
коротковолнового компонента p для случаев, когда длина вол-
ны длинноволновых компонентов определяется из условий s = 
p + 4/3 (кривая 1) и s = p +  (кривая 2) (а). Зависимость 
значения длины излучения разностной частоты THz от длины 
волны коротковолнового компонента p при s = p + 4/3 
(кривая 1) и s = p +  (кривая 2) (b).  

 
Как показано в [10], в приближении однонаправленных волн при взаи-

модействии лазерного импульса длительностью в несколько колебаний с нели-
нейной средой в режиме слабо выраженной материальной дисперсии волновые 
уравнения (1), в нормированном виде с учетом (5), могут быть представленны в 
виде 
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0maxE  максимальное значение амплитуды электрического поля. Согласно [10], 

в уравнениях (11), (12) коэффициент A соответствует отношению длины дис-
персионного расплывания, обусловленной дисперсией второго порядка, 

    3
2 0 0 12 ,dL c a T a T     к длине дисперсионного расплывания, обуслов-

ленной дисперсией четвертого порядка,  4 02dL c a T  .   5
0 2a T   Ко-

эффициент  B  соответствует  отношению  длины  дисперсионного  расплыва-
ния      2

3
0 0 12dL c a T a T      к длине дисперсионного расплывания,  

обусловленной ионным линейным поляризационным откликом, 
   0 0 32iL c a T a T    . Коэффициент C соответствует оношению длины 

дисперсионного расплывания  2 02dL c a T     3
0 1a T   к характеристи-

ческой длине нелинейного взаимодействия    0 0 142nL c a T d    . При 0 = 
1.98 мкм и температуре t = 22°C для кристалла GaAs 2dL = 7.457 мкм, а 4dL = 
2.245 мм (A = 4 2d dL L = 3.32210-3), Li = 368.899 мкм (B = 0.02), и для 0maxE = 
100 МВ/м nL = 34.62 мкм, а коэффициент C = 4.643. Начальные условия для 
численного решения системы уравнений (11), (12) выбираются в виде  

     2 2
00, exp cos ,y y p           0, 0,z       (13) 

где y0 – начальное нормированное значение амплитуды импульса с y-поля-
ризацией, 2p = 30 фс  длительность импульса, 0 = 1.98 мкм – центральная 
длина волны.  

Как показано в [10], по мере распространения y-поляризованного лазер-
ного импульса в кристалле формируется z-поляризованный импульс, спектр ко-
торого содержит спектральные компоненты на суммарnой и разностной часто-
тах, что обусловлено последним слагаемым в (11). При численном моделирова-
нии значениe периода  регулярной доменной структуры выбирается равной LS 
= 10Ld2  74.57 мкм, а длина нелинейного кристалла выбирается равной 10  
745.7 мкм. Максимальное значение начальной амплитуды начального лазерного 
импульса E0max = 100 МВ/м. Таким образом, безразмерный параметр, определя-
ющий величину нелинейной добавки к диэлектрической проницаемости 

14 0max 0.014d E  , а фазовый набег    02 0.701S nonlin linL n n    , что меньше 
4 . Как показано в [8], в рассматриваемом диапазоне длин волн дисперсией 

нелинейной восприимчивости можно пренебречь.  
Выбранному значению периода регулярной доменной структуры , со-

гласно рис.1а, соответствует значение коротковолновой компоненты p = 1.894 
мкм при s = p + 4/3 (кривая 1) и p = 1.815 мкм при s = p +  (кривая 2). 
Согласно рис.1б данному значению периода доменной структуры  соответ-
ствует значение длины волны излучения разностной частоты THz = 9.8 мкм при 
s = p + 4/3 (кривая 1) и THz = 11.82 мкм при s = p +  (кривая 2).  

При численном моделировании процесса генерации излучения разност-
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ной частоты рассматривается чирпированная доменная структура (9) с отрица-
тельным пространственным чирпом, когда толщина домена меняется от max  
44.74 мкм до min  29.83 мкм, а количество доменов равно 20, т.е. значение 
толщины домена структуры от домена к домену убывает на 1.65 мкм. Рассмат-
ривается также чирпированная доменная структура (10) с положительным про-
странственным чирпом, когда толщина домена меняется от min  29.83 мкм до 
max  44.74 мкм, а количество доменов равно 20, т.е. значение периода струк-
туры от домена к домену возрастает на 1.65 мкм. Выбор длины нелинейного 
кристалла и максимального значения амплитуды поля лазерного импульса 
определяется условием применимости метода однонаправленных волн, т.е. сла-
бо выраженная материальная дисперсия и малая нелинейность. Что касается 
граничных условий системы уравнений (11) и (12), то они могут быть опущены, 
так как переменная  меняется в бесконечной области −∞ ≤  ≤ ∞, а изменения 
решения происходят на конечном интервале по  и влиянием граничных усло-
вий на решение можно пренебречь. Решения (11) и (12) рассматриваются в пря-
моугольнике 0 ≤  ≤ L, 0 ≤  ≤ T, ограниченном прямыми m = mh (m = 0,1,2, …, 
M), где h = T/M и n = nk (n = 0,1,2, …, N), где k = L/N. В работе [10] достаточно 
подробно описана численная схема решения системы уравнений (11), (12), ос-
нованная на использовании метода прямых [11]. Относительная погрешность в 
ходе вычислений была выбрана равной 10-6.   

 Традиционные методы исследования динамики спектра лазерного им-
пульса, сформированного на выходе нелинейного кристалла, основанные на 
преобразовании Фурье, не позволяют достаточно точно выявлять наличие и по-
ложение локальных особенностей во временном профиле предельного коротко-
го фемтосекундного лазерного импульса вследствие неограниченности базис-
ных функций и недостаточного время-частотного разрешения. Первый недоста-
ток может быть устранен посредством применения вейвлет-анализа, хотя и в 
этом случае сохраняется определенная доля субъективизма, так как полученный 
результат зависит от конкретной использованной базисной функции-вейвлета. 
Для преодоления трудностей, связанных со вторым недостатком, представляет-
ся целесообразным использовать преобразование Вигнера (ПВ), которое имеет 
хорошее разрешение на время-частотной плоскости и позволяет эффективно 
выявлять особенности время-частотной структуры фемтосекундного импульса 
[12]. 

3. Результаты численных расчетов и обсуждение 
 В данном разделе приводятся результаты время-частотного анализа, по-

лученные с помощью ПВ, как для y-поляризованного фемтосекундного лазер-
ного импульса, распространяющегося в кристалле GaAs с периодической до-
менной структурой, так и для z-поляризованного импульсного излучения раз-
ностной частоты. Для разделения излучения разностной частоты от излучения 
накачки на длине волны 1.98 мкм необходимо z-поляризованное излучение с 
выхода нелинейного кристалла предварительно пропустить через кремниевый 
или германиевый фильтр [13]. 
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 На рис.2 представлены временной профиль, спектральная плотность и 
функция распределения Вигнера y-поляризованного фемтосекундного лазерно-
го импульса на выходе нелинейного кристалла с регулярной периодической до-
менной структурой: 

   * 1
1 1

1, , , exp
2 2y yW j d






 
           

   
   
     ,         (14) 

где S     нормированная частота. Частота дискретизации 2S SF    , 
соответствующей результатам, представленным на рис.2, равна 2.00841015 Гц. 
Как видно из рис.2, y-поляризованный фемтосекундный лазерный импульс на 
выходе нелинейного кристалла приобретает положительный линейный чирп, 
при котором мгновенная частота увеличивается во времени от значения 120.50 
ТГц до 180.76 ТГц за промежуток времени 525.21 фс. Иначе говоря, коэффици-
ент линейного чирпа /t y-поляризованного фемтосекундного лазерного им-
пульса на выходе нелинейного кристалла составляет 0.11474 ТГц/фс. Спек-
тральная плотность лазерного излучения, на уровне 0.001 от максимального 
уровня распределения Вигнера, простирается от 84.354 Тгц (3.55 мкм) до 220.93 
Тгц (1.358 мкм). Произведение длительности y-поляризованного фемтосекунд-
ного лазерного импульса на ширину спектра t на выходе кристалла состав-
ляет 3.9969 (на входе кристалла t = 1).  

Рис.2. Временной профиль, спектральная плотность и функция 
распределения Вигнера y-поляризованного фемтосекундного ла-
зерного импульса на выходе нелинейного кристалла. 

 
 В ходе численного эксперимента z-поляризованный лазерный импульс 

на выходе кристалла фильтруется низкочастотным фильтром с коэффициентом 
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пропускания   6
01 1 s   , где s0 = 108.18 ТГц (s0 = 2.77 мкм). Таким обра-

зом, в результате фильтрации через фильтр пропускается только излучение раз-
ностной частоты. Следует отметить, что при фильтрации с помощью такого 
идеализированного математического фильтра фазовое соотношение между 
спектральными компонентами в области разностных частот в полосе пропуска-
ния фильтра остается таким же, каким оно формируется в процессе распростра-
нения импульса в кристалле.  
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис.3. Временной профиль, спектральная плотность и функция рас-
пределения Вигнера z-поляризованного отфильтрованного импульса 
излучения разностной частоты на выходе кристалла с периодиче-
ской доменной структурой, состоящей из 10 периодов.  

 
На рис.3 представлены временной профиль, спектральная плотность и 

функция распределения Вигнера z-поляризованного отфильтрованного импуль-
са излучения разностной частоты на выходе кристалла с регулярной периодиче-
ской доменной структурой, состоящей из 10 периодов. Как видно из рис.3 и ре-
зультатов расчета, максимуму спектра излучения разностной частоты соответ-
ствует значение 31.131 ТГц (THz0 = 9.6367 мкм), а значение мгновенной часто-
ты возрастает нелинейным образом от значения 20.084 ТГц (14.937 мкм) до 
40.168 Тгц (7.4686 мкм). Иначе говоря, импульс излучения разностной частоты 
обладает нелинейным положительным чирпом, а спектральная плотность излу-
чения на разностной частоте, на уровне 0.001 от максимума распределения 
Вигнера, простирается от 0 до 56.236 Тгц (5.3347 мкм).  

На рис.4 приведены зависимости мгновенной частоты z-поляризован-
ного импульса излучения разностной частоты от времени на выходе среды, со-
стоящей  из  3,  6  и  10  периодов  доменной  структуры  и  восстановленные  из  
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Рис.4. Зависимости мгновенной частоты z-поляризованного 
отфильтрованного импульса излучения разностной частоты 
от времени на выходе среды, состоящей из 3, 6 и 10 периодов. 

 
соответствующих распределений Вигнера. Согласно рис.4, максимум мгновен-
ной частоты  при  количестве  периодов N = 10  составляет 31.131 ТГц, N = 6 – 
31.09 ТГц и N = 3 – 31.7 ТГц. Более того, при N = 3 временная зависимость 
мгновенной частоты практически квадратичная, а с увеличением количества пе-
риодов значение мгновенной частоты в течение времени 100 фс, увеличиваясь, 
доходит до своего максимального значения, а затем практически остается неиз-
менным. При этом максимальное значение мгновенной частоты соответствует 
значению, вычисленному в соответствии с условием (9) (см. рис.1).  

Эффективность генерации излучения разностной частоты  
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      (15) 

при длине нелинейного кристалла 10  745.7 мкм и максимальном значении 
начальной амплитуды начального y-поляризованного лазерного импульса E0max 
= 100 МВ/м составляет 0.1%. На рис.5 представлены временной профиль, спек-
тральная плотность и функция распределения Вигнера z-поляризованного от-
фильтрованного импульса излучения разностной частоты на выходе кристалла с 
чирпированной доменной структурой, состоящей из 20 доменов с линейно убы-
вающими значениями толщины (9). При этом протяженность домена уменьша-
ется от значения max  44.74 мкм до min  29.83 мкм с шагом 1.65 мкм.  

 Как видно из рис.5 и результатов расчета, максимуму спектра излучения 
разностной частоты соответствует значение 40.331 ТГц (THz0 = 7.4386 мкм), а 
значение  мгновенной  частоты  в  течение 100 фс возрастает от значения 20.165 
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Рис.5. Временной профиль, спектральная плотность и функция рас-
пределения Вигнера z-поляризованного отфильтрованного импульса 
излучения разностной частоты на выходе кристалла с периодиче-
ской доменной структурой, состоящей из 20 доменов с отрицатель-
ным пространственным чирпом. 

 
ТГц (14.877 мкм) до 40.331 Тгц (7.4386 мкм), а затем уменьшается до 20 ТГц 
(15 мкм). Иначе говоря, импульс излучения разностной частоты имеет квадра-
тичный закон частотной модуляции, а спектральная плотность излучения на 
разностной частоте, на уровне 0.001 от максимума распределения Вигнера, про-
стирается от 2 ТГц до 72.3 Тгц (4.1493 мкм). В отличие от среды с регулярной 
периодической доменной структурой, в данном случае в соответствии с (8) каж-
дому домену соответствует свое максимальное значение мгновенной частоты 
излучения разностной частоты. В частности, домену с протяженностью max  
44.74 мкм соответствует длина волны излучения разностной частоты 14 мкм 
при s = p + , а домену с протяженностью min  29.83 мкм соответствует 
длина волны излучения разностной частоты 8.76 мкм при s = p + 4/3 и 11.06 
мкм при s = p + . Как видно из рис.5, во временном профиле импульса из-
лучения на разностной частоте коротковолновые компоненты опережают длин-
новолновые. Эффективность генерации излучения разностной частоты при ис-
пользовании апериодической среды с отрицательным пространственным чир-
пом (10) составляет 0.032%.  

На рис.6 представлены временной профиль, спектральная плотность и 
функция распределения Вигнера z-поляризованного импульса излучения раз-
ностной частоты на выходе кристалла с периодической доменной структурой, 
состоящей из 20 доменов с линейно возрастающими значениями толщины (10). 
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При этом протяженность домена увеличивается от значения min  29.83 мкм до 
max  44.74 мкм с шагом 1.65 мкм.  

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

Рис.6. Временной профиль, спектральная плотность и функция рас-
пределения Вигнера z-поляризованного отфильтрованного импульса 
излучения разностной частоты на выходе кристалла с периодиче-
ской доменной структурой, состоящей из 20 доменов с положитель-
ным пространственным чирпом. 

 

Как видно из рис.6 и результатов расчета, максимуму спектра излучения раз-
ностной  частоты  соответствует  значение  38.08 ТГц (THz0 = 7.8782 мкм), а 
значение мгновенной частоты возрастает нелинейным образом от значения 20 
ТГц (15 мкм) до 42.176 Тгц (7.113 мкм). Иначе говоря, мгновенная частота им-
пульса излучения разностной частоты является монотонно возрастающей функ-
цией, а спектральная плотность излучения на разностной частоте, на уровне 
0.001 от максимума распределения Вигнера, простирается от 2 ТГц (149.37 мкм) 
до 58.244 Тгц (5.15 мкм). Как видно из рис.6, во временном профиле импульса 
излучения на разностной частоте длинноволновые компоненты опережают ко-
ротковолновые. Эффективность генерации излучения разностной частоты при 
использовании чирпированной среды с положительным пространственным 
чирпом (10) составляет 0.067%.  

Согласно результатам проведенных расчетов, при использовании кри-
сталлов с чирпированной доменной структурой с отрицательным простран-
ственным чирпом эффективность генерации излучения разностной частоты 
уменьшается 0.32 раза по сравнению со случаем использования среды с регу-
лярной периодической структурой, а при использовании среды с отрицатель-
ным пространственным чирпом эффективность генерации излучения разност-
ной частоты уменьшается 0.67 раза. Тем не менее использование чирпирован-
ных доменных структур с пространственным чирпом является весьма перспек-
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тивным с точки зрения формирования импульсного излучения разностной ча-
стоты с заданным видом частотной модуляции.  

 Следует отметить, что полученные значения эффективности генерации 
излучения разностной частоты несколько завышены, поскольку в работе не 
учитываются конечный пространственный размер фемтосекундного лазерного 
пучка и поглощение излучения на длинах волн меньше 1.75 мкм. Таким обра-
зом, как видно из вышеизложенного, при распространении лазерного импульса 
длительностью в несколько колебаний в кристалле с периодической доменной 
структурой  эффективная генерация излучения разностной частоты имеет место 
для пары спектральных компонент, удовлетворяющих условиям законов сохра-
нения импульса и энергии (8).  

4. Заключение 

 В данной работе рассмотрен процесс генерации излучения разностной 
частоты в GaAs с периодической и чирпированной доменной структурой в поле 
лазерного импульса длительностью в несколько оптических колебаний в режи-
ме слабо выраженной материальной дисперсии. Получено численное решение 
системы нелинейных уравнений, описывающих процесс нелинейного взаимо-
действия взаимноортогонально линейно-поляризованных лазерных импульсов 
длительностью несколько периодов в нелинейно-квадратичной среде методом 
прямых. Разработанная численная схема позволяет получить величину относи-
тельной погрешности 10-6 по суммарной энергии. 

С помощью преобразования Вигнера исследовано время-частотное рас-
пределение как для y-поляризованного фемтосекундного лазерного импульса, 
распространяющегося в кристалле GaAs с периодической и чирпированной до-
менной структурой, так и для z-поляризованного импульсного излучения раз-
ностной частоты, полученного в результате фильтрации z-поляризованного им-
пульса на выходе кристалла. Получена зависимость мгновенной частоты им-
пульса излучения на разностной частоте от времени. Показано, что при распро-
странении фемтосекундного лазерного импульса длительностью 30 фс на цен-
тральной длине волны 1.98 мкм с амплитудой электрического поля E0max = 100 
МВ/м в нелинейном кристалле GaAs с периодической доменной структурой, 
состоящей из десяти периодов, эффективность генерации излучения разностной 
частоты составляет 0.1%. Показано также, что при использовании среды с от-
рицательным пространственным чирпом эффективность генерации излучения 
разностной частоты составляет 0.032% а при использовании среды с положи-
тельным пространственным чирпом – 0.064%. Показано, что использование не-
регулярной доменной структуры с линейно изменяющейся величиной периода 
позволяет управлять частотно-временными характеристиками импульсного из-
лучения разностной частоты.  

Полученные результаты могут быть использованы при разработке ис-
точника широкополосного излучения разностной частоты.  
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ԴՈՄԵՆԱՅԻՆ ԿԱՌՈՒՑՎԱԾՔՈՎ GaAs ԲՅՈՒՐԵՂՈՒՄ ՄԻ ՔԱՆԻ ՕՊՏԻԿԱԿԱՆ 
ՊԱՐԲԵՐՈՒԹՅԱՆ ՏևՈՂՈՒԹՅԱՄԲ ԼԱԶԵՐԱՅԻՆ ԻՄՊՈՒԼՍԻ  ՏԱՐԱԾՄԱՆ 

ՄԻՋՈՑՈՎ ՏԱՐԲԵՐԱՅԻՆ ՀԱՃԱԽՈՒԹՅԱՆ ԳԵՆԵՐԱՑՄԱՆ  
ՊՐՈՑԵՍԻ ԴԻՆԱՄԻԿԱՆ 

Ա.Ա. ՀԱԽՈՒՄՅԱՆ,  Գ.Դ. ՀՈՎՀԱՆՆԻՍՅԱՆ 

Դիտարկված է պարբերային բևեռացմամբ GaAs բյուրեղում մի քանի օպտիկական 
պարբերության տևողությամբ լազերային իմպուլսի՝ տարածման միջոցով տարբերային հա-
ճախության գեներացիայի պրոցեսը թույլ արտահայտված դիսպերսիայի ռեժիմում: Ուղիղ-
ների եղանակի միջոցով ստացված է ոչ գծային մասնավոր ածանցյալներով կապված դիֆե-
րենցիալ հավասարումների համակարգի թվային լուծումը, որը նկարագրում է մի քանի 
պարբերության տևողությամբ լազերային իմպուլսի էլեկտրական դաշտի տարածման փո-
փոխությունը պարբերական և ոչ պարբերական բևեռացված GaAs միջավայրում: Ցույց է 
տրված, որ պարբերական բևեռացմամբ GaAs միջավայրի կիրառումը թույլ է տալիս ղեկավա-
րել լայնաշերտ տարբերային հաճախության իմպուլսի հաճախային մոդուլյացիաի օրենքը: 

DYNAMICS OF DIFFERENCE FREQUENCY RADIATION GENERATION  
IN THE FIELD  OF FEW-CYCLE LASER PULSE PROPAGATING  

IN GaAs CRYSTAL WITH A DOMAIN STRUCTURE 

A.A. HAKHOUMIAN,  G.D. HOVHANNISYAN  

We consider the process of generation of difference frequency in GaAs crystal with a periodic 
domain structure during propagation of a few-cycle laser pulse in the crystal in the regime when 
chromatic dispersion is expressed weakly. Method of lines is used to obtain numerical solution to 
the system of coupled nonlinear differential equations in partial derivatives describing the evolution 
of the electric field of a few-cycle laser pulse in GaAs crystal both with periodic and aperiodic 
domain structure. It is shown that application of GaAs crystal with a domain structure allows to 
control the instantaneous frequency of  the  broadband pulse radiation at difference frequency.  
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В рамках вариационного метода рассмотрены одноэлектронные примес-
ные состояния в сферической квантовой точке ZnSе/InP/ZnS, где электроны ло-
кализованы в слое InP. Предполагается, что водородоподобная примесь нахо-
дится в центре ядра КТ (ZnSе). Вычислена энергия основного примесного со-
стояния, а также рассчитана энергия связи. Рассмотрены межзонные прямые 
переходы из основного валентного уровня в основной донорный уровень. Полу-
чена зависимость края поглощения от внутреннего и внешнего радиусов кван-
тового слоя.  

1. Введение 

Теоретическое исследование физических свойств наноструктур продол-
жает оставаться в центре внимания специалистов, т.к. результаты этих исследо-
ваний находят свое непосредственное приложение в полупроводниковых при-
борах на основе наноструктур. С точки зрения эффектов размерного квантова-
ния наиболее интересными объектами являются квантовые точки (КТ), в кото-
рых, благодаря размерному квантованию во всех трех направлениях, низкораз-
мерные эффекты выражены наиболее ярким образом. На сегодняшний день ре-
ализованы и теоретически исследованы КТ различных геометрических форм и 
размеров [1,2]. 

При теоретическом описании процессов, имеющих место в КТ, возника-
ет необходимость правильного моделирования потенциала ограничения КТ. 
Необходимо учитывать геометрию и физико-химические свойства как КТ, так и 
окружающей  ее  среды.  При этом,  если  геометрией  КТ  определяется  сим-
метрия гамильтониана, то физико-химические характеристики КТ и окружаю-
щей срeды формируют профиль и высоту ограничивающего потенциала (см. 
работы [3-9]). 

В последнее десятилетие были реализованы т.н. слоистые КТ яд-
ро/оболочка, а также ядро/оболочка/оболочка, где носители могут быть локали-
зованы как в самом ядре, так и в оболочке. 

Экспериментально были реализованы слоистые квантовые точки, обла-
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дающие сферической симметрией [6-9]. В частности, в работе [6] сообщается о 
реализации слоистиых КТ InP/ZnS, которые имеют структуру типа-I. С другой 
стороны, структуры типа-II, такие как CdTe/CdSe [7], предоставляют широкую 
возможность для настройки длины волны излучения. Структуры обоих типов 
интенсивно изучаются в силу их настоящего и будущего широкого применения. 
Тем не менее, есть всего несколько примеров получения так называемых ре-
версных структур типа-I (CdS/HgS, CdS/CdSe, ZnSe/CdSe (см., например, [8])), у 
которых, в отличие от предыдущих структур, ширина запрещенной зоны мате-
риала слоя меньше, нежели ширина запрещенной зоны ядра. Однако кадмий 
обладает значительной токсичностью, и это ограничивает их применение. В 
частности, в области биомедицины, где за последние 5−10 лет слоистые КТ по-
лучили широкое применение, например, в качестве искусственных флюорес-
центов с наперед заданным оптическим спектром, данное обстоятельство не 
может быть не учтено. В связи с этим совсем недавно были реализованы ре-
версные кадмий-несодержащие слоистые КТ типа-I из ZnSe/InP/ZnS [5]. Схема-
тически вид данной КТ приведен на рис.1, где R1 и R2 − внутренний и внешний 
радиусы слоя InP. 

В связи с вышесказанным, возникает необходимость теоретического ис-
следования слоистых КТ. 

Рис.1. Слоистая КТ ZnSe/InP/ZnS.  Рис.2. Энергетическая диаграмма слоис-
той КТ и вид ограничивающего потен-
циала. 

 
В КТ типа ZnSe/InP/ZnS (см. рис.2) возникают локализованные состоя-

ния носителей в оболочке InP. В простейшем приближении ограничиваюший 
потенциал такой системы можно предложить в рамках модели прямоугольного 
ограничивающего потенциала (рис.2, пунктирная линия). Однако, учет методов 
получения структуры, а также наличие примесей приводит к более реалис-
тичному выбору ограничивающего потенциала [10,11]. Выбранный потенциал  
имеет вид 

2
2( ) 2 ,V r r

r


         (1) 
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где   и   − коэффициенты, обуславливающие профиль ограничения. На рис.2 
данный потенциал изображен сплошной кривой. Трехмерное изображение при-
веденного потенциала приведено на рис.3. 
 

 

 

 

 

 

 

 
Рис.3. Трехмерный вид потенциала ограничения. 

 

2. Примесные состояния и энергия связи 

В рамках вариационного метода рассмотрим одноэлектронные примес-
ные состояния в нанооболочке из InP, в предположении, что в центре ядра КТ 
находится водородоподобная примесь. С учетом кулоновского поля гамильто-
ниан системы имеет вид 

22
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,r
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
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

      (2) 

где   – диэлектрическая проницаемость, *m  – эффективная масса электрона 
(для InP 12.4  , a *

00.073m m ). 
Тогда радиальное уравнение Шредингера будет иметь вид 
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Решение уравнения (3) будем искать вариационным методом. Учитывая 
вид волновой функции беспримесной задачи [12], пробную волновую функцию 
основного примесного состояния ищем в виде [11,13] 
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– 

положительная величина. 
Энергию основного состояния системы найдем из условия минимизации 

интеграла 
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0 0min ( ) ( )R r H R r dV



 .         (5) 

Учитывая (2) и (4), получим следующее выражение для энергии (безраз-
мерное, в эффективных ридбергах): 
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в которых, для облегчения дальнейших расчетов, мы ввели безразмерные вели-
чины 

2* *
0 0

* *
0; ; 2b b ya a a R b m        .   (7) 

Энергию основного примесного состояния получим после минимизации выра-
жения (5) 

 
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Далее определим энергию связи как разность 

0 0
imp

bindE E E  .    (9) 

Для InP взяты следующие значения: 00.073m m  , 90 Åba
  , * 6.46yR   мэВ. 

На рис.4 представлена зависимость энергии электрона (в ридбергах) от 
ширины оболочки для случая, когда донорная примесь находится в центре КT 
(в центре ядра). В данном случае фиксирован внутренний радиус при значении 

1 1R   (в единицах *
ba ) и зависимость приведена от внешнего радиуса. Видно, 

(7) 
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22
,vm r


 



что энергия монотонно убывает с ростом ширины, причем энергия ощутимо 
велика при размерах *

2 4 bR a .  
 
 
 
 
  

  
 
 
 
 

Рис.4. Энергия примесного электрона  Рис.5. Энергия примесного электрона  
в зависимости от внешнего радиуса.  в зависимости от внутреннего радиуса. 

 
На рис.5 приведена зависимость энергии электрона от ширины слоя, но в 

данном случае уже фиксирован внешний радиус при значении *
2 4 bR a . Вид-

но, что энергия уже возрастает с уменьшением ширины, причем рост энергии 
довольно медленный, так как в этом случае размерное квантование довольно 
слабое. Это результат того, что объем образца значительно больше, чем при тех 
же толщинах слоя, но при малых значениях радиусов. 

3. Прямое межзонное поглощение и край поглощения 

Рассмотрим поглощение, обусловленное переходами из основного уров-
ня валентной зоны на основной донорный уровень в рассматриваемой структу-
ре. Волновая функция основного состояния донорной примеси имеет вид 
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где 2 ct m   , а cm – эффективная масса электрона. 
Волновую функцию валентной зоны можно записать в виде 
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где –  эффективная масса дырки. 

 
Матричный элемент, обусловленный переходом из основного валентно-

го уровня на основной донорный уровень, может быть записан в виде  
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где η
 
– единичный вектор, 

 
– волновой вектор электромагнитной волны. 

Подставив волновые функции, после некоторых преобразований для 
матричного элемента получим  
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Вычисляя интеграл в уравнении (14), для матричного элемента получим 
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Коэффициент поглощения света определяется по формуле [14]  
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где 0A  – амплитуда,   и   – частота и фазовая скорость электромагнитной 
волны. 

Для пороговой частоты поглощения получим 
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imp vW E E    ,        (17) 

где 0
impE  − энергия основного примесного сосотояния, определяемая из мини-

мизации выражения (9), 0
vE  − энергия основного состояния в валентной зоне, 

определяемая выражением [12] 
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4. Обсуждение результатов 

Численные расчеты сделаны для InP со следующими параметрами: 
00.073m m  , 90Åba

  , * 6.46yR   мэВ. 
 На рис.6a и б приведены зависимости порогов поглощения, соответ-

ственно, от внутреннего и внешнего радиусов квантового слоя. Как видно из 
рисунков, с увеличением внутреннего радиуса край поглощения увеличивается. 
Это является следствием того, что с уменьшением толщины слоя ширина эф-
фективной запрещенной зоны увеличивается. Обратная картина наблюдается 
при увеличении внешнего радиуса рассматриваемой структуры. В этом случае 
ширина эффективной запрещенной зоны уменьшается, так как ширина слоя 
увеличивается. Резюмируя вышесказанное, отметим, что увеличение внутрен-
него радиуса приводит к “синему” смещению пороговых частот, а увеличение 
внешнего радиуса − к “красному” смещению пороговых частот. 
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                    ܴinn ,   ܾܽ
∗                     ܴout ,   ܾܽ

∗   
Рис.6. Зависимость края поглощения от а) внутреннего радиуса слоя при 
фиксированном значении внешнего радиуса, б) внешнего радиуса слоя при 
фиксированном значении внутреннего радиуса. 
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IMPURITY ABSORPTION IN ZnSe/InP/ZnS SPHERICAL LAYERED QUANTUM DOT 

R.G. POGHOSYAN 

Impurity states in ZnSе/InP/ZnS core/shell/shell spherical quantum dot are considered using 
variational method. Considering the band structure of the system it is assumed that electron is 
localized in the first InP shell. The impurity ground state wave function and energy, as well as 
electron binding energy are obtained using the variational method. It is assumed that 
the impurity is located in the center of quantum dot core (ZnSе). Optical transitions between 
ground valence state and ground donor state are considered. Absorption edge dependences on the 
internal and external radii are derived. 
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ИЗЛУЧЕНИЯ   НА  МОНОКРИСТАЛЛЕ  ADP   

ПОД ВЛИЯНИЕМ  ТЕМПЕРАТУРНОГО   ГРАДИЕНТА 

В.К. МИРЗОЯН,  К.Г. ТРУНИ,  П.А. ГРИГОРЯН,   
К.М. ГЕВОРКЯН*,  М. ГАННАД ДЕЗФУЛИ 

Институт прикладных проблем физики НАН Армении, Ереван  

*e-mail: konstantin@iapp.sci.am 

(Поступила в редакцию 12 октября 2012 г.) 

Исследована зависимость интегральной интенсивности дифрагированного 
рентгеновского излучения от монокристалла дигидрофосфата аммония (ADP) в 
геометрии Лауэ при наличии температурного градиента. Установлено, что инте-
гральная интенсивность отраженного рентгеновского пучка от монокристалла 
почти линейно зависит от величины температурного градиента, приложенного 
перпендикулярно к отражающим атомным плоскостям, вплоть до насыщения. 
При малых величинах температурного градиента, в случае антипараллельности 
векторов дифракции и температурного градиента интегральная интенсивность 
отраженного рентгеновского излучения сначала уменьшается примерно на 10%, 
а затем монотонно увеличивается с повышением величины температурного гра-
диента. На основе теоретического анализа дано объяснение наблюдаемых яв-
лений. 

1. Введение 

Проблема влияния внешних воздействий на параметры отраженного 
рентгеновского излучения была поставлена в тридцатых годах двадцатого века 
в основополагающих работах [1,2]. В последующие годы в вышеуказанной об-
ласти сделаны многочисленные и разнообразные работы, однако интерес к этой 
проблеме непрерывно возрастает. 

В работе [3] впервые было получено явление полной переброски интен-
сивности рентгеновского излучения от направления прохождения в направле-
ние отражения под воздействием температурного градиента или акустического 
возбуждения в геометрии Лауэ для тонких кристаллов (μt~1, где μ  – линейный 
коэффициент поглощения, t – толщина монокристалла). В работе [4] было об-
наружено уменьшение коэффициента линейного поглощения кристалла кварца 
для плоской рентгеновской волны с энергией 17.47 кэВ под действием темпе-
ратурного градиента, приложенного перпендикулярно отражающим атомным 
плоскостям. 

 Изменение коэффициента линейного поглощения монокристалла квар-
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ца, т.е. суммарная интенсивность проходящего и отраженного пучков, в геомет-
рии Лауэ увеличивается примерно на 30%, что означает увеличение прозрачно-
сти монокристалла под влиянием внешнего воздействия или уменьшение коэф-
фициента линейного поглощения. 

В работе [5] под воздействием ультразвука авторы добились почти пол-
ной прозрачности монокристалла кварца, для синхротронного излучения с 
энергией 17 кэВ. В этой  работе поглощенная интенсивность составляет порядка 
3.5% от падающей интенсивности, тогда как без ультразвука поглощенная ин-
тенсивность составляет порядка 50%.  

В работах [6,7] была поставлена и реализована задача модуляции интен-
сивности дифрагированного рентгеновского излучения в низкочастотном диа-
пазоне с целью передачи сигналов звуковой частоты. Амплитудная модуляция в 
этих работах была осуществлена с помощью пьезокристалла кварца X-среза, ко-
торый не позволял модулировать интенсивность дифрагированного излучения 
во всем диапазоне звуковых частот из-за высокой добротности монокристаллов 
кварца. 

2. Экспериментальная методика и результаты 

В настоящей работе описаны результаты явления перекачки интенсив-
ности проходящего рентгеновского излучения от направления прохождения в 
направление отражения для разных атомных плоскостей монокристалла ADP в 
зависимости от толщины монокристалла и величины приложенного темпера-
турного градиента. 

Эксперименты были выполнены на рентгеновском дифрактометре 
ДРОН-3М, использовались рентгеновские трубки БСВ-29 с анодами Ag или Мо, 
у которых размеры фокусного пятна составляют по горизонтали 0.4 мм, а по 
вертикали 8 мм. Схема эксперимента представлена на рис.1, где указаны разме-
ры щелей и их расположение. Как видно из рисунка, эксперименты были вы-
полнены с помощью заранее монохроматизированного и коллимированного 
пучка.  

Рис.1. Схема эксперимента, 1 – щель Солера. 
 

Монохроматизированный пучок рентгеновского излучення был получен 
аномальным прохождением от атомных плоскостей (220) совершенного моно-
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кристалла Ge толщиной 0.6 мм с коэффициентом линейного поглощения для 
AgKα и MoKα линий 181 см-1 и 340 см-1, соответственно.  

Для реализации аномального прохождения от монохроматора рентген-
дифрактометра нами была разработана, сконструирована и изготовлена специ-
альная головка, которая размещалась в монохроматорном отсеке вместо брэг-
говского монохроматора. Монохроматический рентгеновский пучок имел угло-
вую расходимость по горизонтали порядка 3'', а вертикальная коллимация осу-
ществлялась с помощью щелей Солера.  

Монохроматизированное и коллимированное рентгеновское излучение 
проходило через специальную щель размером ≈ 0.05х10 мм2

 (разработанную и 
изготовленную нами), расположенную на расстоянии 10 мм от выхода щели 
Солера, что дало возможность разделить (по геометрии Брэгга) монохроматизи-
рованные линии Kα1 и Kα2. Эта щель поворачивается вокруг горизонтальной оси 
по направлению распространения рентгеновского пучка и имеет возможность 
смещаться по горизонтали и вертикали в плоскости, перпендикулярной направ-
лению рентгеновского пучка. 

Толщина изучаемого тонкого монокристалла ADP была выбрана 1.3 и 
2.5 мм с коэффициентами линейного поглощения 2.75 см-1 и 5.4 см-1 для AgKα и 
MoKα линий, соответственно. 

Равномерность величины температурного градиента по вертикали в кри-
сталле следует из равномерного распределения интенсивности по вертикали на 
фронтальном сечении отраженного пучка. Температура на поверхности моно-
кристалла измерялась с помощью медь-константановой термопары с точностью 
±0,50

 C. 
Направление температурного градиента было антипараллельно вектору 

дифракции, однако отметим, что поведение интегральной интенсивности отра-
женного пучка не зависит от направления температурного градиента при боль-

ших значениях град.
5

см
T
X





. Направление температурного градиента влияет 

на горизонтальный размер фронтального сечения отраженного пучка, как пока-
зано в работах [8,9]. 

При антипараллельности вектора дифракции и вектора температурного 
градиента происходит дифракционная фокусировка, а при параллельности ука-
занных векторов имеет место дефокусировка отраженного пучка [8,9]. Инте-
гральная интенсивность дифрагированного рентгеновского пучка измерялась с 
помощью сцинтилляционного счетчика с ФЭУ-85 и с блоком регистрации БР-1 
стандартного производства, который укомплектован в составе рентгендифрак-
тометра ДРОН-3М. 

Как видно из результатов эксперимента, приведенных в статье, для ли-
нии AgKα интегральная интенсивность отраженного пучка увеличивается мно-
гократно по отношению к интенсивности того же пучка в отсутствие темпера-
турного градиента.  

Коэффициент усиления интенсивности, отраженной от атомных плоско-



124 

стей монокристалла, для данного излучения определяется как отношение ин-
тенсивности отраженного пучка при наличии температурного градиента в точке 
начала насыщения интенсивности к той же интенсивности без температурного 
градиента [10]. Аналогичное поведение было получено также для излучения 
MoКα. 

Нами рассматривались отражения от атомных плоскостей кристалла 
(100), (101), (220). На рис.2 приведена зависимость интегральной интенсивно-
сти рентгеновского излучения AgKα, отраженного от атомных плоскостей (100), 
(101), (220) монокристалла ADP, от величины приложенного температурного 
градиента.  

 

Рис.2. Зависимость интегральной интенсивности рентге-
новского илучения AgKα, отраженного от атомных плоско-
стей (h k l) монокристалла ADP, от величины приложенного 
температурного градиента. 

 

В табл.1 приведены данные о числах отраженных фотонов рентгенов-
ского излучения для излучения AgKα в зависимости от величины наложенного 
на кристалл температурного градиента.  

Как видно из таблицы, при малых величинах температурного градиента 
число отраженных рентгеновских фотонов сначала уменьшается примерно на 
10%, а затем монотонно увеличивается до насыщения, когда вектор дифракции 
и вектор температурного градиента антипараллельны.  
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Табл.1. Зависимость интегральной интенсивности рентгеновского излучения AgKα,  
отраженного от атомных плоскостей (hkl) тонкого монокристалла ADP, от толщины 
кристалла и от величины приложенного температурного градиента и соответствующие 
коэффициенты усиления К. 

T, мм 2.5 1.3 
 

град/см (100) (101) (220) 

0 1400 4400 11000 
1.5 1100 3900 10000 
3 1200 4000 9500 

4.5 2100 5300 9600 
6 3400 6700 10000 

12 5000 12000 17000 
18 6600 17000 24000 
24 9700 22000 35000 
30 13000 24000 42000 
36 17000 26000 47000 
42 20000 30000 55000 
48 26000 33000 62000 
54 28000 32000 68000 
60 30000  74000 
66 34000   
72 36000   
78 38000   
84 40000   
90    
96    
К 28.6 7.3 6.7 

В табл.2 приведены некоторые данные об использованных кристаллах. 
 

Табл.2. Углы Брэгга некоторых атомных плоскостей монокристалла ADP  
(NH4H2PO4) и германия (Ge) для излучений AgKα и МоKα. 

формула  
вещества 

плотность ве-
щества ρ, г/см3 

индексы  
отражения 

(hkl) 

межплоскостное 
расстояние d, Å 

AgKα1 
λ=0.559 

Å 

MoKα1 
λ=0.559 

Å 

NH4 H2PO4 1.8 (20оC) 
(100) 7.5 2˚8' 2˚43' 
(101) 5.32 3˚1' 3˚49' 
(220) 2.65 6˚3' 7˚41' 

Ge 5.33 (25оC) (220) 2.024 7˚56' 10˚7' 

3. Теоретическая часть 

Кристалл, при отсутствии в нем внутренних напряжений, под воздей-
ствием однородного температурного градиента T  деформируется. Причем, 
плоскости, перпендикулярные к градиенту T, искривляются, а радиус искрив-
ления определяется как 

(hkl) 
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       1( )R aT 

   ,           (1) 
где  – линейный коэффициент термического расширения, а знак кривизны 
плоскостей определяется направлением (aT). Атомные плоскости, параллель-
ные T, остаются плоскими, но распределяются в виде веера друг относительно 
друга. Векторная функция относительного смещения u(r) атомов деформацион-
ного поля задается в виде  

    1
   ( ) ( )

2
 aT aT   u r r r rr   ,            (2) 

где r  – радиус-вектор рассматриваемой точки. Очевидно, что поле смещения 
оказывается квадратичной функцией координат. 

В рассматриваемом нами случае (симметричное отражение в лауэвской 
геометрии) температурный градиент направлен перпендикулярно отражающим 
атомным плоскостям решетки. Следовательно, последние оказываются искрив-
ленными по радиусу согласно (1), а параметр локального отклонения от усло-
вия Брэгга в плоскости рассеяния (y = 0) определяется выражением  

  2 2( ),
2
h

z x
R

 hu(r)            (3) 

где h – вектор дифракции соответствующего отражения. Координатная система 
выбрана следующим образом: ось x антипараллельна вектору дифракции h, а 
ось z направлена вдоль внутренней нормали входной поверхности кристалла. 

В работе [11] получено асимптотическое решение динамической ди-
фракции рентгеновских волновых пакетов в кристаллах со слабым полем иска-
жения решетки. В условиях эксперимента, в частности, в пределах приложен-
ных температурных градиентов, оценки на основе (1) и (2) показывают, что 
асимптотическое решение, развитое в [11], применимо для условий проведен-
ных  экспериментов.  К примеру,  при  максимальном  значении  приложен-   

ного градиента  100 град см/T
X





 радиус кривизны отражающих плоскос- 

тей  
1

4( )
10| |d aT

R
dx



   см = 100 м, т.к. коэффициент линейного расширения  

  10-6 град-1 для кристалла ADP [12]. При этом насыщение интенсивностей 
дифрагированных пучков достигается в другом предельном случае, когда рас-
сеяние рентгеновских пучков перестает быть динамическим, т.е. различные 
участки кристалла рассеивают излучение независимо и роль многократных от-
ражений волнового поля в кристалле становится пренебрежимым, а процесс 
рассеяния – кинематическим. Предельный переход к такому процессу опреде-
ляется условием 

2
2

2 χ
λ
 h

h
R


 ,            (4) 

где  – длина волны излучения,  h hkl    – коэффициент фурье-разложения 
микроскопической поляризуемости решетки кристалла для рассматриваемого 
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отражения от плоскостей с миллеровскими индексами (hkl). Из условия (4)  
имеем 

2

22

λ

χ
  

h

R
d

 ,                    (5) 

где d = h-1 – межплоскостное расстояние отражающих плоскостей. Оценка со-
гласно (5), считая, что 1 8 8 6λ ~1 0 см,   ~1 0 см  и  χ ~1 0  hk d     дает R 103 см. 

Вышеизложенное доказывает, что в условиях проведенного эксперимен-
та мы можем исходить из допущения слабого поля деформации и использовать 
теоретические результаты, полученные в [11]. В частности, при точном выпол-
нении условия Брэгга относительная усредненная по толщине кристалла интен-
сивность отраженного пучка  

μ ch 2 χ ,
2 χ

th
h hi

i hr

I
R e k t

I k
 

   


 
 
 

      (6) 

где µ – линейный коэффициент поглощения кристалла для данного излучения,  
t – толщина кристалла, Ih и Ii – интенсивности отраженного и падающего пуч-
ков, hi и hr  – мнимая и реальная части коэффициента Фурье-разложения, со-
ответственно, а  

α  
2 2
h ha dT
R dx

  .                      (7) 

Формула (6) описывает поведение коэффициента отражения в зависимости от 
градиента темературы. В частности, Rh сначала уменьшается с увеличением 
dT
dx

, достигая минимума при 

α
2 χ

2 χhi
hr

k
k

 


                      (8) 

или с учетом (7) при 
2 28π χ χhr hikdT

dx ha
 ,                     (9) 

а затем начинает увеличиваться с увеличением 
dT
dx

, переходя в экспоненциаль-

ный рост при сравнительно больших градиентах.  
Остановимся также на вопросе о регистрации интегральной интенсивно-

сти в нашем эксперименте. Допускается, что входная поверхность кристалла 
освещается некогерентным пучком конечной ширины. Согласно принципу 
Гюйгенса – Френеля, каждая точка освещаемой области на входной поверхно-
сти пластинки возбуждает волновое поле, ограниченное треугольником Борма-
на с вершиной в данной точке освещаемой области. В результате суммарная 
интенсивность на выходной поверхности образца будет определяться как инте-
грал от модуля функции влияния по освещенной области и при достаточной 
ширине этой области будет равна интегральной интенсивности отражения. 
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Аналогичное поведение выявляет и интегральная интенсивность отра-
жения, т.к. она определяется как интеграл от коэффициента отражения по углу 
смещения от точного условия Брэгга. В [11] показано, что для слабопоглощаю-

щих кристаллов следует заменить параметр 2π χ hik  на 
α

2π χ
2
 hi

hr

k
k 




 в соот-

ветствующих формулах, описывающих дифракцию на совершенном кристалле. 
В частности, это утверждение отображено в (6) и как результат усредненная по 
толщине кристалла интегральная интенсивность отражения для симметричной 
геометрии Лауэ будет определяться по формуле [13]  

μ
cosθ

0

π χ α
2π χ

2sin2θ cosθ 2π χ
  ( ) ,B

t
hr

i hi
B B hr

t
R e I k

k

  
   

 
                     (10) 

где B  – угол Брэгга, I0 (y) – модифицированная функция Бесселя, знак перед α 
определяется знаком R в (1). Из поведения функции Бесселя I0 (y) теперь оче-
видно, что с увеличением  интегральная интенсивность падает, достигая ми-
нимума при  2 24π χ χ , α 0 hi hrk   , а затем экспоненциально растет с ростом 
. Естественно, такой рост интегральной интенсивности ограничен приближе-
нием (4) и будет иметь место в пределах этого приближения. При  = – инте-
гральная интенсивность растет монотонно вместе с ростом , а вышеотмечен-
ный минимум отсутствует. 

4. Заключение 

Исследованы особенности динамического рассеяния рентгеновских лу-
чей в тонких кристаллах ADP при наличии на образцах температурного гради-
ента. Измерены зависимость интегральной интенсивности и коэффициенты 
усиления отраженных пучков от величины температурного градиента, перпен-
дикулярного к отражающим атомным плоскостям для различных толщин моно-
кристаллов. Дана теоретическая интерпретация спада интенсивности отражения 
и появления минимума в зависимости от величины температурного градиента, а 
также линейности характера роста этой зависимости вплоть до насыщения в 
большом интервале изменения температурного градиента. Спад интегральной 
интенсивности отраженного пучка при малых величинах температурного гра-
диента, на наш взгляд, связан с блочной структурой монокристалла, т.е. малые 
величины температурного градиента способствуют сглаживанию границ блоч-
ности, вследствиe чего повышается степень совершенства монокристалла, что и 
является причиной уменьшения интенсивности. Дальнейшее увеличение вели-
чины температурного градиента приводит к анизотропной деформации и изгибу 
отражающих атомных плоскостей, вследствиe чего увеличивается интенсив-
ность отраженного пучка вплоть до насыщения. Аналогичные явления наблю-
дались в работе [14], где в качестве образца использовались монокристаллы 
KDP. Увеличение интенсивности отраженного пучка обусловлено увеличением 
отражательной способности атомных плоскостей и их изгибом [15] под влияни-
ем температурного градиента, что и подтверждается в настоящей работе. 
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DYNAMICAL  DIFFRACTION  OF  X-RAYS  IN  ADP  SINGLE  CRYSTAL  
UNDER  INFLUENCE  OF  TEMPERATURE  GRADIENT 

V.GH. MIRZOYAN,  K.G. TRUNI,  P.A. GRIGORYAN,   
K.M. GEVORGYAN,  M. GHANNAD DEZFOULI 

Dependence of the integral intensity of diffracted X-ray beams from a single crystal of 
ammonium dihydrogen phosphate (ADP) in the Laue geometry in the presence of a temperature 
gradient has been investigated. It is found that the integral intensity of the reflected X-ray beam 
from a single crystal is almost linearly dependent on the magnitude of temperature gradient applied 
perpendiculaly to the reflecting atomic planes up to saturation. For small values of the temperature 
gradient, in case of antiparallel vectors of diffraction and temperature gradient, integral intensity 
of the reflected X-rays initially reduces by about 10% and then increases monotonically with 
increasing value of the temperature gradient. Based on the theoretical analysis an explanation of 
observed phenomena is given. 
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 Рассмотрена асимметричная Лауэ дифракция в идеальном кристалле с 
плоской входной поверхностью. В уравнениях динамической дифракции учи-
тываются вторые производные амплитуд по направлению, перпендикулярному 
к плоскости дифракции. С использованием соответствующей функции Грина 
получено общее выражение амплитуды дифрагированной волны в кристалле. 
Учтены как размеры источника по обоим направлениям, так и расстояние ис-
точниккристалл и немонохроматичность падающего на кристалл излучения. 
На основе полученного выражения проанализированы когерентные характери-
стики поля в зависимости от размеров источника и ширины спектра падающего 
излучения. Приведены уравнения распространения зависящего от времени 
рентгеновского импульса в идеальном кристалле с сохранением вторых произ-
водных амплитуд по направлению, перпендикулярному к плоскости дифракции. 

1. Введение 

В своем первоначальном варианте теория динамической дифракции 
рентгеновских волн была развита для падающей плоской волны, в которой рас-
стояние источниккристалл (равное бесконечности) и расходимость пучка 
(равная нулю) были фиксированы [1,2]. Като развил теорию, учитывающую 
расходимость пучка в плоскости дифракции, когда источник расположен близ-
ко к кристаллу [3]. В этой теории расстояние источниккристалл также было 
фиксированным параметром и считалось равным нулю. Это привело к понима-
нию нового типа маятниковых полос  маятниковых полос точечного источни-
ка, расположенного на поверхности кристалла. В дальнейшем была развита тео-
рия сферической волны, учитывающая расходимость пучка в плоскости ди-
фракции и расстояние источниккристалл как параметры [4-6]. Была обнаруже-
на фокусировка сферической волны внутри и вне кристалла в случае Лауэ. В 
работе [7] исследовалась динамическая симметричная Лауэ дифракция так 
называемой локально-плоской волны, когда кристалл находится в зоне Фраун-
гофера падающего излучения. В этом случае на выходной поверхности кри-
сталла зависимость от координаты вдоль поверхности в плоскости дифракции 
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имеет такой же вид, как зависимость коэффициента отражения от параметра 
отклонения от точного условия Брэгга. Все эти теории можно рассматривать с 
одной общей точки зрения, используя уравнения динамической дифракции [8]. 
Уравнения двухволновой динамической дифракции рентгеновских пучков дву-
мерны – в них входят производные амплитуд по координатам точки в плоскости 
дифракции. Однако, если не наложить ограничения на расходимость пучка пер-
пендикулярно к плоскости дифракции, то необходимо дальнейшее развитие 
теории. Так, в [9], считая, что падающий пучок имеет значительную расходи-
мость как в плоскости дифракции, так и в перпендикулярном направлении, с 
нахождением всех направлений на входной поверхности кристалла, удовлетво-
ряющих точному условию Брэгга, и с помощью суммирования откликов плос-
коволновых компонент была решена задача динамической дифракции в идеаль-
ном кристалле в симметричном случае Лауэ. В итоге оказалось, что каждый 
луч, удовлетворяющий точному условию Брэгга, выбирает свою плоскость ди-
фракции, в которой происходит перенормировка глубины, с учетом координа-
ты, перпендикулярной к стандартной плоскости дифракции. Такая же задача, но 
в случае Брэгга, была рассмотрена в [10].  

При решении некоторого круга задач динамической дифракции возника-
ет необходимость учитывать в этих уравнениях вторые производные амплитуд 
по направлению, перпендикулярному к плоскости дифракции (обычно коорди-
ната y). Так, например, в работах [11,12], в связи с задачей двумерной фокуси-
ровки пучка с помощью кристалла, вектор смещения атомов которого из своих 
равновесных положений зависит от координаты y, обсуждался вопрос игнори-
рования вторых производных амплитуд по этой координате. В работе [13] вто-
рые производные амплитуд сохранены при исследовании некомпланарной ди-
фракции рентгеновского пучка в условиях зеркального отражения [14]. Зависи-
мость амплитуд от y важна при исследовании фокусировки рентгеновского пуч-
ка с помощью кристалла с неплоским входным и выходным поверхностями. 
Такая фокусировка, без привлечения вторых производных, на основе плоско-
волновой теории рассматривалась в [15,16]. Однако в [17] было представлено 
эйкональное приближение уравнений динамической дифракции, в которых со-
хранены вторые производные амплитуд. На основе такого эйконального при-
ближения вопрос фокусировки рентгеновского пучка с помощью кристалла с 
неплоскими входным и выходным поверхностями в симметричном случае Лауэ 
рассматривался в [18]. В работе [19] найдена запаздывающая функция Грина 
уравнений динамической дифракции со вторыми производными амплитуд по y 
в идеальном кристалле. Решения для амплитуд внутри идеального кристалла 
представлены с помощью свертки амплитуд и функции Грина по поверхности 
кристалла. Такое представление дает возможность описать дифракцию внутри 
идеального кристалла как с плоской, так и с неплоской входной и выходной по-
верхностями для произвольного падающего пучка. Следует сказать, что здесь 
подразумевается существование одной несущей волны с расходимостью пучка 
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в обоих взаимоперпендикулярных плоскостях, что отличается от рассмотренной 
в [9,10] динамической дифракции широко расходящегося пучка. 

 В настоящей работе полученное в работе [19] представление решения 
будет применено для выявления влияния вторых производных амплитуд на лау-
эвскую дифракцию внутри идеального кристалла с плоской входной и выход-
ной поверхностями, а также для оценок пространственной и временной коге-
рентности пучков в рассматриваемом случае. Учитываются расходимость пучка 
как в плоскости дифракции, так и в перпендикулярном направлении, а также 
расстояние источниккристалл. Если кристалл находится в зоне Фраунгофера 
падающего излучения, то реализуется случай локально-плоской падающей вол-
ны и можно исследовать коэффициент отражения в зависимости от координат x 
и y. В случае падающей сферической волны, когда кристалл находится в зоне 
Френеля падающего излучения, можно исследовать явление фокусировки сфе-
рической волны, учитывая также зависимость амплитуд от координаты y. 
Наконец, если кристалл расположен близко к источнику, когда реализуется 
случай Като, то можно считать, что источник расположен на поверхности кри-
сталла и возможно исследовать влияние зависимости амплитуд от y на вид ма-
ятниковых полос. В конце статьи приводятся уравнения распространения зави-
сящего от времени рентгеновского импульса в идеальном кристалле с сохране-
нием вторых производных амплитуд по направлению, перпендикулярному к 
плоскости дифракции. 

2. Основные формулы 

Рассматрим асимметричную Лауэ дифракцию в идеальном кристалле с 
плоской входной и выходной поверхностями. Введем две системы координат. 
Одну из них – OXyZ, свяжем с отражающими плоскостями, а другую – Oxyz, с 
поверхностью кристалла (рис.1a,b), причем ось OZ направлена вдоль отражаю-
щих плоскостей в глубь кристалла, а ось OX антипараллельна вектору дифрак-
ции. Ось Oy перпендикулярна плоскости дифракции (плоскость рисунка) по 
правилу правой системы координат. В идеальном кристалле, в условиях двух-
волновой динамической дифракции, амплитуды проходящей и дифрагирован-
ной волны E0, Eh, соответственно, при сохранении вторых производных ампли-
туд по координате y, согласно [19], можно представить в виде 
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где r(X, y, Z) – радиус-вектор точки наблюдения, r'(X', y', Z') – радиус-вектор 
текущей точки поверхности кристалла в интегралах формулы (1), k = 2/ – 
волновое число,  – длина волны,  – угол Брэгга, G – запаздывающая функция 
Грина, dSX , dSZ – компоненты элемента dS поверхности кристалла на соответст- 
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Рис.1. a) Общая схема дифракции.  – протяженный источник рентгеновских лу-
чей, ось O, (s, ys) – координаты некоторой точки источника, Ki

0 , Ls – средний 
волновой вектор падающей волны и среднее расстояние источник  кристалл, по-
казаны лучи, исходящие из точек источника (0, ys) и (s, ys), S – поверхность кри-
сталла, RP – отражающие плоскости, пунктирами показаны перпендикуляры к 
поверхности кристалла и продолжение проекции отражающих плоскостей, пока-
заны соответствующие углы, K0, Kh – волновые векторы прошедшей и дифраги-
рованной волн; b) показаны координатные оси Ox, Oz и OX, OZ, ось Oy перпенди-
кулярна к плоскости рисунка, 2a – ширина пучка (щели), жирными линиями пока-
заны характеристики Ztg + X = const, Ztg  X = const, проходящие через края 
пучка, P, P1 – точки наблюдения в областях выше и ниже точки пересечения этих 
характеристик, соответственно, AB, A1B1 – области поверхности кристалла, за-
ключенные между пересечениями этой поверхности с характеристиками, прохо-
дящими через точки наблюдения P и P1, соответственно. 
 

вующие оси координат, причем нормаль к dS направлена во внешнюю сторону 
объема кристалла. Запаздывающая функция Грина имеет вид 

2 cosθπ/4

2

2 2 2
0

( ')
2( ')1 2π cos θ

( ')
4π 2 sin 2θ '

(σ ( ') tg θ ( ') ) ( ') (( ')tgθ ' ),

i y yik Z Ze k
G e

k Z Z

J Z Z X X H Z Z H Z Z X X

 
  



       

r r
      (2) 

где H(x) – функция Хевисайда, равная 1 при x > 0 и 0 при x < 0, а  = k(h-h)1/2, 
J0  функция Бесселя нулевого порядка. Из-за наличия функций Хевисайда в 
выражении функции Грина (2), фактически интегрирование в (1) проводится по 
участку AB поверхности S, находящейся между двумя пересечениями поверхно-
сти кристалла с плоскостями Ztg  X = Z'tg  X'  и  Ztg + X = Z'tg + X', прохо-
дящие через точку наблюдения (X, Z) (рис.1b). Координаты (X, Z) и (x, z) связа-
ны друг с другом преобразованием поворота 
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cos α sin α,
= sin α + cos α,

X x z
Z x z
 

                                                (3) 

где   угол между отражающими плоскостями и нормалью к поверхности кри-
сталла (рис.1). Мы будем рассматривать только дифрагированную волну. К 
обычным граничным условиям дифрагированной волны для случая Лауэ на 
входной поверхности кристалла (z = 0) [1,2] следует добавить граничное усло-
вие для второй производной по y  

2 2/ 0 / 0h hE y E y       .      (4) 
Будем считать, что источник излучает квазимонохроматическую волну с 

максимумом интенсивности для длины волны m. Пусть источник имеет разме-
ры, причем в плоскости дифракции координата произвольной точки источника 
пусть будет s (рис.1a) (ось O находится в плоскости источника и в плоскости 
дифракции), а в перпендикулярном к плоскости дифракции направлении – ys. Из 
каждой точки источника с координатами (s,ys) излучается сферическая волна. 
Будем считать, что центральная точка источника (0,0) находится на расстоянии 
Ls от кристалла, причем волновой вектор Ki

0, направленный от точки (0,0) ис-
точника перпендикулярно к источнику, будем считать несущим волновым век-
тором. Для различных длин волн длина Ki

0 различна: | Ki
0| = k = 2/, но 

направления всех Ki
0 для всех длин волн одинаковы. Нам необходимо разло-

жить фазу падающей волны до четвертого порядка по 1/Ls включительно, так 
как в уравнениях динамической дифракции оставлены вторые производные ам-
плитуд по y. Нетрудно видеть, что для источника с координатами (s,ys) падаю-
щая волна будет иметь вид 

 0 'Φ
0 /

ii ii i
sE e e LK r ,                                                  (5) 

причем  

 2 2 2 40

2 3

' γ ξ ( ' ) ( ' ( ' )'sin(θ α)
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k k k

L L L

    
  

 
  .       (6) 

Здесь 0 = cos(+). Учитывая (5) и то, что внутри кристалла несущие волновые 
векторы прошедшей и дифрагированной волн выбраны так, что удовлетворяют 
точному условию Брэгга для данной длины волны, а также рефракцию, из не-
прерывности амплитуд находим амплитуду проходящей волны на входной по-
верхности: 

0Φ0 0
0

χ ' γ (1 )
exp

2sin 2θ
i

i
iki h

s

E x b
E e e ik

L
 

 
 
  

.                              (7) 

Здесь h = cos(  ), b = 0/h – фактор асимметричности, 0 – нулевая Фурье-
компонента поляризуемости кристалла, () = (Ki

0x  K0x)/k = i  () – откло-
нение от точного условия Брэгга для данной длины волны, а i – угол скольже-
ния относительно отражающих плоскостей для Ki

0. Используя закон Брэгга, не-
трудно видеть, что 
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λ λ Δλ
Δθ(λ) θ θ(λ ) tgθ = Δθ(λ ) tgθ

λ λ
i m

m m


    .                             (8) 

Теперь учтем, что dSZ =  dX'dy' =  cos dx' dy', dSX = dZ'dy' = sindx'dy'. 
Тогда, используя стандартные граничные условия для геометрии Лауэ и добав-
ляя граничное условие (4), из формулы (1) приходим к выражению 

2
0 0( ) 2 χ γ ( ; ', ') ( ', ') ' 'h h

S

E ik k G x y E x y dx dy r r .                            (9) 

При интегрировании в (9) по y' учтем, что функция Грина, согласно (2), 
содержит быстро осциллирующую экспоненту, которая имеет стационарную 
точку y'st = y. Разлагая остальные члены фазы около стационарной точки до ли-
нейных членов по (y'  yst) включительно и проведя интегрирование в бесконеч-
ных пределах по y', из (9) приходим к следующему представлению (здесь для 
определенности в аргументе амплитуды явно написаны координаты источника 
и длина волны): 

 2 20
0 0

,Δλ ,ΔλΦ ( ;ξ , ) Φ(x';ξ , )' ( ; ξ ,Δλ) σ γ γ ' / cosθ ',
l
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rr ,  (10) 

где 0χ /(2cosθ)' ( ; ξ , ) ( ; ξ ),h s s h s s
ik ZE y E y er r , 0sin 2θ/(2γ γ )hl z , 
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0Φ =β ' ' γ / (2 )sx kx L ,                                               (12) 
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    
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  

   
.   (13) 

Как видно из формулы (10), существенно новой по сравнению со стан-
дартной теорией [2] является появление отклонения от условия Брэгга по коор-
динате y в выражении  формулы (13). Как и следовало ожидать, зависимость 
отклонения от условия Брэгга по координате y является квадратичной. Этот 
член и должен обусловливать нетривиальную зависимость амплитуды и про-
странственную когерентность пучка от координаты y.  

3. Временная и пространственная когерентность 

В литературе имеется много работ по вопросу о пространственной и 
временной когерентности в рентген-дифракционной оптике (см., например, [20-
24]). Эта задача рассматривалась также в сравнительно недавно вышедших ра-
ботах [7,25-31]. Основной подход заключается в том, что для исследования про-



136 

странственной когерентности протяженный источник делят на отдельные то-
чечные источники и, суммируя результирующую интенсивность по координа-
там источников, рассматривают влияние размеров источника на дифракцион-
ную или же на интерференционную картину. Для исследования влияния вре-
менной когерентности либо получают уравнение распространения зависящего 
от времени рентгеновского импульса в кристалле, либо же падающий пучок 
разлагают в Фурье-спектр – на отдельные монохроматические составляющие, и 
после решения задачи для отдельной монохроматической компоненты сумми-
руют результирующую интенсивность по длинам волн (или по частотам). В 
этой статье новым в этом вопросе является нетривиальная зависимость интен-
сивности от координаты y. Обсуждение пространственной и временной коге-
рентности по формуле (10) проведем по аналогии с работой [7]. 

3.1. Влияние размеров источника: пространственная или поперечная коге-
рентность 

Зафиксируем длину волны и будем рассматривать интенсивность дифра-
гированной волны (т.е. квадрат модуля амплитуды, заданной формулой (10)) 
для данного точечного источника. Будем считать, что размеры источника по  
меняются в пределах (ah,ah), а по y, в пределах (ay,ay). При возведении в квад-
рат модуля выражения (10) и интегрировании по координатам источника в вы-
ражении интенсивности появится взаимная интенсивность типа 
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Если задать некоторое распределение интенсивности 
2

0 ( , ,Δλ)i
s sE y  по 

координатам источников (обычно гауссовское распределение, но можно ис-
пользовать и равномерное распределение с функцией Хевисайда), то можно 
провести интегрирование в (14) и затем, интегрируя по x' и x'', найти оконча-
тельное выражение для интенсивности. Тогда суммирование по координатам 
источников в конечном выражении интенсивности приведет к некоторой степе-
ни размазывания дифракционной картины до полного ее исчезновения в зави-
симости от размеров источника и точки наблюдения в кристалле. Но можно 
непосредственно из (14) оценить размеры источника, при котором получается 
неразмытая дифракционная картина. Сначало заметим, что при интегрировании 
по sy  можно член exp[ik0(x''  x')tgy2

s/(2L2
s)] считать медленным по сравнению 

с членом, линейным по sy зависимостью в фазе, так как максимальное значение 
ay обычно порядка 100 мкм, Ls можно считать порядка метра, а максимальное 
значение (x''  x') порядка 2l. Оставляя в фазе главный член, линейный по sy , 
взаимную интенсивность можно написать в виде  
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В экспериментах падающий пучок всегда имеет ограниченные размеры 
на входной поверхности кристалла. Обозначим размер пучка вдоль входной по-
верхности кристалла через 2a. Тогда максимальное значение xmax = max(x''  x') 
будет равно, согласно (10), min(2l,2a) (здесь мы не рассматриваем область по-
лутени, где значение xmax еще меньше). Обозначим также через |y|max макси-
мальное значение модуля координаты y точки наблюдения. Согласно (15), для 
получения четкой дифракционной картины достаточно, чтобы  

 0 max
max 0 max 2

γ
π, γ tgθ πy

h
s s

y ak
x a k x

L L
  ,                         (16) 

что на языке длин волн равносильно условиям 
2

0 max 0 max max
2 γ λ , 2 γ tgθ λh s y sa x L a x y L  .                           (17) 

Таким образом, из (17) следует, что для получения четкой дифракционной кар-
тины по всей ширине и высоте пучка достаточно, чтобы  

 2
max 0 0 maxmin λ /(2 γ ), λ / (2 γ tgθ )s h s yx L a L a y .                     (18) 

В области перевернутого треугольника Бормана с вершиной в точке пе-
ресечения характеристик, проходящих через края щели, открыт весь фронт вол-
ны и xmax = 2l (рис.1b). В этом случае из (18) и из определения l (см. формулу 
(10)) следует 
  2

maxmin λ γ /(2 sin 2θ), λ γ / (2 tgθ sin 2θ)s h h s h yz L a L a y .             (19) 

В области треугольника Бормана с вершиной в точке пересечения харак-
теристик, проходящих через края щели, имеем xmax = 2a. В этой области из (18) 
получаем условие  

 2
0 0 max2 min λ /(2 γ ), λ / (2 γ tgθ )s h s ya L a L a y .                         (20) 

  В условиях реализуемости случая Като узкая щель подставляется близ-
ко к поверхности кристалла перед падающей на кристалл волной и тогда можно 
подобрать щель такого размера, чтобы по всей ширине и высоте пучка наблю-
дать дифракционную картину маятниковых полос гиперболической формы. В 
этом случае можно также не использовать узкой щели, так как при приближе-
нии источника к кристаллу область отражения на поверхности кристалла 
уменьшается и играет роль узкой щели. Для получения маятниковых полос 
плоской волны, кроме выполнения условия (18), необходимо также коллимиро-
вать пучок, в противном случае различные плосковолновые компоненты пада-
ющей волны будут интерферировать и невозможно получить плосковолновые 
интерференционные полосы с помощью клина с основанием в плоскости ( , )x z , 
параллельной плоскости дифракции [32], или же с помощью клина с основани-
ем в плоскости (y,z), перпендикулярно к плоскости дифракции [26].  

3.2. Влияние немонохроматичности источника: временная или продольная 
когерентность 

 Падающая волна обычно является квазимонохроматической. При сум-
мировании интенсивности дифрагированной волны по длинам волн в выраже-
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нии интенсивности появляется взаимная интенсивность типа 

 
1

1

2

0 0( ', '') ( , ,Δλ) exp γ tgθ( '' ')Δλ/λ Δλi
h s sI x x E y ik x x d









   .            (21) 

Здесь 1 задает ширину спектра падающей волны. В (21) предполагается, что 
максимум спектра падающего излучения имеет место для длины волны λm  и 
что для этой длины волны, не нарушая общности, можно считать, что 
2sin2(m) =  |0r|(1  b)/b. Опять получаем, что xmax = max(x''  x') = 
min(2l,2a). Поэтому из (21), как и в случае пространственной когерентности, 
получаем следующее достаточное условие в верхней области от точки пересе-
чения характеристик, проходящих через края щели:  

   2
1< λ /2Δλ γ / (sin 2θtgθ)hz ,                                   (22) 

и в нижней области  
   2

1 02 < /2Δλ 1/(γ tgθ)λa .                                     (23) 

Здесь 2/(21) является продольной длиной когерентности падающего на кри-
сталл излучения.  

3.3. Эффективные расстояние источника, ширина спектра и размеры ис-
точника 

В контексте излагаемых вопросов не излишне исследовать также изме-
нение существенных параметров задачи после асимметричной дифракции. Вве-
дем в рассмотрение координату 0 перепендикулярно к падающему пучку и h – 
перпендикулярно к дифрагированному пучку в плоскости дифракции. Тогда на 
выходной поверхности имеем x = 0/0 = h/h и 0 = hb. Выражая x через h и 
подставляя в выражение фазы дифрагированной волны (11), можно сделать 
следующие выводы. Отклонение от условия Брэгга  центрального луча заме-
няется на b. Следовательно, / заменяется на b/. Кроме того, расстоя-
ние Ls источника в плоскости дифракции заменяется на эффективное расстоя-
ние Ls/b2, а размеры источника в плоскости дифракции s заменяются на s/b. 
Отсюда следует, что расходимость пучка s/Ls, обусловленная размером источ-
ника в плоскости дифракции, заменяется на bs/Ls. Таким образом, если b < 1, то 
в дифрагированной волне улучшается монохроматичность и коллимация пучка 
в плоскости дифракции. Изменение когерентных характеристик дифрагирован-
ного пучка на основе временных уравнений при его распространении в идеаль-
ном кристалле рассматривалось, например, в работах [22,23,27], в которых не 
учитывались вторые производные амплитуд по y.  

3.4. Уравнение распространения рентгеновского импульса с учетом вторых 
производных амплитуд по y 

 В связи с вышеуказанным имеет смысл привести уравнения распростра-
нения рентгеновского импульса в условиях двухволновой динамической ди-
фракции с сохранением вторых производных амплитуд по y: 
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2 2 2 2
0 0 0 0 0 0

2 2 2 2
0 0

/ 2 / 2 / χ χ 0,

/ 2 / 2 / χ χ 0.
m m m m hh

h m h h m h m h m h

E y ik E s ik E T k E k C E

E y ik E s ik E T k E k C E

          

          

    

    
        (24) 

Здесь 0 , hE E   – зависящие от времени амплитуды рентгеновского импульса про-
ходящей и дифрагированной волн, а s0, sh – координаты вдоль проходящей и 
дифрагированной волн, соответственно, C – поляризационный фактор, T = ct, c 
– скорость света в вакууме, t – время, km = 2/m. Можно утверждать, что реше-
ние (10) является Фурье-образом по частотам решения уравнения (24) для ди-
фрагированной волны. Точнее, имеет место следующая связь между решением 
(24) и амплитудой монохроматической компоненты:  

 ( ) Δω( , ; ξ , ) ' ( ; ξ ,Δω) Δω, h hm
h s s h s s

tiE t y E y e d




 
 

K K rr r .             (25) 

Эта связь следует из выделения в выражении электрического поля рентгенов-
ского импульса средней частоты m и среднего волнового вектора, соответ-
ствующих максимуму интенсивности в спектре падающего излучения. В соот-
ветствии с этим,  =   m,  – частота, Khm – волновой вектор дифрагиро-
ванной волны, удовлетворяющий точному условию Брэгга для частоты m, Kh –
волновой вектор дифрагированной волны, удовлетворяющий точному условию 
Брэгга для частоты . Если под Eh понимать (1) или (9), то для произвольного 
падающего пучка можно написать более общее выражение, чем (25): 

  0 ( ) Δωχ /(2cosθ)( , ) ( , Δω) Δωh hm t
h h

ik Z iE t E e e d


 



  K K rr r .                  (26) 

4. Заключение 

 Нами рассмотрена асимметричная Лауэ дифракция в идеальном кри-
сталле с плоской входной поверхностью. В уравнениях динамической дифрак-
ции учтены вторые производные амплитуд по направлению, перпендикулярно-
му к плоскости дифракции. С использованием соответствующей запаздываю-
щей функции Грина приведено общее выражение амплитуды дифрагированной 
волны в кристалле. Учтены как размеры источника по обоим направлениям, так 
и расстояние источниккристалл и немонохроматичность падающего на кри-
сталл излучения. Фаза падающей волны разлагается до членов 1/L4

s включи-
тельно, что в конечном итоге приводит к нетривиальной зависимости амплиту-
ды от координаты y, перпендикулярной к плоскости дифракции. Найденное вы-
ражение может быть использовано для анализа дифракционного поля в кри-
сталле, когда кристалл находится как в зоне Фраунгофера падающего излуче-
ния, так и в зонах Френеля и в непосредственной близости от источника. На 
основе полученного выражения проанализированы когерентные характеристи-
ки поля в зависимости от размеров источника и ширины спектра падающего 
излучения.  

Показано также, что при асимметричной дифракции расстояние источ-
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никкристалл и размер источника в плоскости дифракции, а также ширина 
спектра, заменяются на соответствующие эффективные величины в зависимо-
сти от фактора асимметричности b. При b < 1 как коллимация пучка в плоско-
сти дифракции, так и монохроматичность улучшаются по сравнению с соответ-
ствующими характеристиками падающего излучения. Приведены уравнения 
распространения зависящего от времени рентгеновского импульса в идеальном 
кристалле с сохранением вторых производных амплитуд по y. 

 Автор выражает благодарность сотруднику кафедры ФТТ ЕГУ К.Т. 
Аветяну за плодотворное обсуждение вопроса размеров лабораторных источни-
ков и сотруднику кафедры ФТТ ЕГУ Л.В.Левоняну за любезное предоставление 
списка ранних публикаций по вопросам когерентности в рентген-дифрак-
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ՌԵՆՏԳԵՆՅԱՆ  ԼԱՈՒԵ  ԴԻՖՐԱԿՑԻԱՆ  ԴԻՆԱՄԻԿ  ԴԻՖՐԱԿՑԻԱՅԻ 
ՀԱՎԱՍԱՐՈՒՄՆԵՐՈՒՄ  ԱՄՊԼԻՏՈՒԴՆԵՐԻ  ԵՐԿՐՈՐԴ  ԿԱՐԳԻ 

ԱԾԱՆՑՅԱԼՆԵՐԻ  ՀԱՇՎԱՌՄԱՄԲ  

Մ.Կ. ԲԱԼՅԱՆ 

Դիտարկված է ասիմետրկ Լաուե դիֆրակցիան հարթ մուտքի մակերևույթով իդեա-
լական բյուրեղում: Դինամիկ դիֆրակցիայի հավասարումներում հաշվի են առնված ամպ-
լիտուդների երկրորդ կարգի ածանցյալները դիֆրակցիայի հարթությանն ուղղահայաց 
ուղղությամբ: Համապատասխան Գրինի ֆունկցիայի օգտագործմամբ բերված է դիֆրակցված 
ալիքի ամպլիտուդի ընդհանուր արտահայտությունը իդեալական բյուրեղում: Հաշվի են 
առնվում ինչպես աղբյուրի չափերը երկու ուղղություններով, այնպես էլ աղբյուրբյուրեղ 
հեռավորությունը և բյուրեղի վրա ընկնող ճառագայթման ոչ մեներանգությունը: Ստացված 
արտահայտության հիման վրա վերլուծված են դաշտի կոհերենտ բնութագրերը կախված 
աղբյուրի չափերից և ընկնող ճառագայթման սպեկտրալ լայնությունից: Բերված են ժա-
մանակից կախված ռենտգենյան իմպուլսի տարածման հավասարումները իդեալական 
բյուրեղում ըստ դիֆրակցիայի հարթությանն ուղղահայաց ուղղությամբ ամպլիտուդների 
երկրորդ կարգի ածանցյալների հաշվառման: 

X-RAY  LAUE  DIFFRACTION  WITH  ALLOWANCE  FOR  SECOND  DERIVATIVES  
OF  AMPLITUDES  IN  DYNAMICAL  DIFFRACTION  EQUATIONS  

M.K.  BALYAN 

Asymmetrical Laue diffraction in a perfect crystal with a plane entance surface is considered. 
The second derivatives of amplitudes in the direction, perpendicular to diffraction plane in the 
dynamical diffraction equations are taken into account. Using the corresponding Green function a 
general form for the amplitude of diffracted wave in the crystal is derived. The sizes of the source 
in both directions as well as the source – crystal distance and non-monochromaticity of the 
radiation incident on the crystal are taken into account. On the basis of obtained expression the 
coherent properties of the field depending on the sizes of the source and on the width of the 
spectrum of the incident radiation are analized. Taking into account the second derivatives of 
amplitudes with respect to the direction, perpendicular to the diffraction plane, the time dependent 
propagation equations for an X-ray pulse in a perfect crystal, are given. 
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