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МЕСЧЯН СТЕПАН РУБЕНОВИЧ 
(К восьмидесятилетию со дня рождения)

Доктору технических наук, профессору, одному из 
основоположников экспериментальной реологии грунтов 
Степану Рубеновичу Месчяну исполнилось восемьдесят лет.

С.Р.Месчян родился 19 октября 1922 г. в г.Ахалцихе. В 
1939 г. он окончил Тбилисскую 72-ю армянскую школу, в 
1944 г. — строительный факультет Тбилисского института 
инженеров ж/д транспорта. В 1956 г. в Ленинградском 
политехническом институте защитил диссертацию и ему была 
присуждена степень кандидата технических наук, а в 1965 г. в 
Московском инженерно-строительном институте защитил 



бывшем СССР работа ио ползучести грунтов — стала программной для его 
научной деятельности. В ней впервые была использована наследственная 
теория стареющих материалов Маслова-Арутюняна, получившая в 
дальнейшем широкое применение в механике и реологии грунтов.

С.Р.Месчяном выполнены обширные и весьма длительные 
исследования в области одномерной и сдвиговой ползучести глинистых 
грунтов. Им был разработан метод выделения ползучести скелета этих 
грунтов из общего процесса длительного деформирования, он раскрыл 
природу этих деформаций. Разработал методы и осуществил исследования 
закономерностей мгновенных и ползучих деформаций водонасыщенных и 
неводонасыщенных глинистых грунтов при постоянных и переменных 
напряжениях, установил границы применимости к этим грунтам 
нелинейных теорий наследственной ползучести, упрочнения и старения с 
учетом изменяемости их состояния и многих важнейших факторов.

Эти работы позволили С.Р.Месчяну сформулировать обобщенный 
закон сдвиговой ползучести, связывающий между собой нелинейную 
деформацию сдвига, касательное напряжение, время, нормальное 
напряжение и параметры прочности. Решены задачи течения грунтового 
слоя по наклонной поверхности при статических и сейсмических 
воздействиях.

Осуществлена очень большая работа по прочности глинистых 
грунтов. Фундаментальные исследования С.Р.Месчяна (1959-1965гг.) 
позволили дать исчерпывающий ответ на многие спорные вопросы, по 
которым шла тогда большая дискуссия.

С.Р.Месчян совместно со своими учениками провел фундаментальные 
исследования релаксаций напряжений в глинистых грунтах, термо­
виброреологии, реологии набухающих и просадочных грунтов, созданию 
противофильтрационных элементов гидросооружений из грунтовых 
смесей. Им создан Государственный стандарт Армении ACT 178-99 по 
определению прочности грунтов, свободный от многих недостатков 
межгосударственного стандарта ГОСТ 12248-96.

Результаты работ С.Р.Месчяна и его учеников опубликованы в более 
чем 170 работах, в том числе, в девяти монографиях. Его монографии 
"Ползучесть глинистых грунтов" (1967г.), "Экспериментальная реология 
глинистых грунтов" (Москва: Недра, 1985г.) и ее второе издание на 
английском языке (Голландия: Балкема, 1985г.) давно получили 
международное признание.

С.Р.Месчяном выполнена большая научно-организационная работа. 
Им организованы крупные лаборатории по реологии грунтов в Институте 
механики НАН Армении и в Ереванском государственном университете. 
С.Р.Месчян плодотворно занимался подготовкой научных и инженерных 
кадров. Под его руководством защищены пять кандидатских диссертаций, 
он более сорока лет преподавал курс "Механика грунтов, основания и 
фундаменты" в ВУЗах Еревана. Его учебные пособия, написанные на 
армянском языке, являются настольными книгами как студентов вузов, 
так и работников геотехнических лабораторий Армении.

Редакция журнала "Известия НАН Армении, Механика" и научная 
общественность Армении поздравляют Степана Рубеновича Месчяна с 
юбилеем и желают ему доброго здоровья, дальнейших творческих 
успехов.
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УДК 539.3
К ЗАДАЧЕ УСТОЙЧИВОСТИ 11ЛАСТИНКИ С УЧЕТОМ 

ПОПЕРЕЧНЫХ СДВИГОВ
Белубекян В.М.

Վ. 1Г. Բելսւբեկյան
Սափ կայունւթյան խնդրի մասի և (այնական սահթի դեֆսրմացիայի հաշվառումով

Իղոարոպ սափրի կայունության խնդիրներում լայնական սահքերի հաշվառումը 
սովորաբար առաջացնում է, Կիրիւհոֆի տեսության համեմատ, ճշգրտում, որը սափ 
հարաբերական հաստության քառակուսու կարգը ունի: Սակայն պա; եզրային պայմանների 
դեպքում այդ ճշգրտումը ավելի Լական Լ: Հախ шй ում ներկայացվում են սափրի 
կայունության հավասարումները ՎՎ. Վասիփվի կողմից սաւսշարկված աոաջին կարգի 
ճշգրտված տեսության հիման վրա Սափ ագատ եզրի մոտ տեղայնացված անկայունության 
օրինակի վրա թննարկվում Լ երեք “բնական" եզրային լլ|այմանների ազդեցությունը:

Vagharshak Bdubckian
On the Problem of Stability of Plate under Account of Transverse Shears

Учет поперечных сдлшов ь задачах устойчивости изотропных пластин в большинстве 
случаев приводит к поправке порядка квадрата относ1ггельной толщины ио сравнению с 
результатами теории пластип Кирхгофа[1| Однако для некоторых вариантов граничных 
условий на кромках пластины .'«та поправка оказывается более существенной. 15 статье 
приводятся уравнения устойчивости пластинки па основе варианта уточненной теории 
первого порядка, предложенного В.В Васильевым |2|. На примере локализованной 
неустойчивости у свободного края пластинки обсуждается вклад трех естественных 
граничных условий

Изотропная пластинка постоянной толщины 2Л в прямоугольной 
декартовой системе координат Oxyz занимает область 0 < х < а 
0<y<b, h < z < h. Пластинка сжата равномерно по сторонам
Х=0,<? усилием p~2lK5(i. Принимается наиболее простой вариант
уравнений пространственной задачи устойчивости [3.4]

д-------- 1- ------
дх} дх}

- 1,23) fl.l)

в которых пренебрежены начальные деформации, a - начальные 
напряжения. В дальнейшем считается что в начальном напряженном 
состоянии Оц =-Qo = const. а остальные компоненты напряжений 
тождественно равны нулю.

При сведении пространственной задачи устойчивости пластинки к 
двумерной, в основе берется уточненная теория первого порядка (теория 
типа Э. Рейснера) согласно варианту В.В.Васильева |2]. В частности, для 
перемещений при н и мается

//|=//֊Z0|։ и2 = V- zQ,, = »• (1.2)
где и},и2, и, w, Q2 являются функциями только координат г, у 
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Выражения (1.2) отличаются от соответствующих выражений статьи (2]
знаком при 0 и 02, что нс? имеет мя дальнейшего никакого значения.

Процедура сведения к двумерным уравнениям, (в том числе и 
обозначения) идентична изложению цитируемой статьи. При этом, как 
обычно, задача обобщенного плоского напряженного состояния 
отделяется от задачи изгиба Окончательно. уравнения статической 
устойчивости пластинки получаются в виде:

где
и га1/з(1 V2), <; = л/зо-у)
Как показано в [2] структура системы уравнений тина (1.3)-(1.5) 

позволяет ввести потенциальные функции следующим образом:
0)=£2+^, (1.6)

дх ду ’ ду дх
После преобразования (1.6) система уравнений (1 .Зр(1.5), после 

некоторых преобразований, приводится к виду:

Ди* а0 д’ъ
6 сх՝

Д<р— 0 (1.7)

Д(р- 1-уос с'<р 3(1-V). . .
(1-8)

2 (7 сх2 2/Г 0 Н

До-
СО)/ ■՝ В/- 0 (1.9)

(г дх՝
В итоге имеется система двух уравнений (1.7), (1.8) относительно 

искомых функций м\ (р и автономней? уравнение (1.9), определяющее 
функцию \Ц. Из уравнении (1.7),(1.8) можно исключить функцию И':

2 С дх
До-

а:.д2ц' 2/?аос:<р 
6’ сх: 7 Р дх2

(1.10)= 0

Точно такое же уравнение получается и для и>, если исключить (р.
Из уравнения для И', при пренебрежении вторыми производными по х 
в кобках следует։ уравнение статической устойчивости пластин по 
теории Кирхгофа. Однако решения задач предпочтительнее начинать с 
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решения уравнения (1.10) после чего функция w определяется из 
уравнения (1.8) нсиосрслспи'пно.

2. В отличие от теории Кирхгофа, на краю плаоинкй должны быть 
заданы три граничные условия. В частности, при х = const обычному 
условию шарнирного закрепления (и՜ = 0, ЛА = 0) здесь соответствукп 
два варианта условий (;>|

и- = 0, 0, =0, ЛА ֊ 0 (2.1)

и- = О, /1=0, М =0 (2.2)
Аналогично имеется два варианта граничных условии типа 

скользящего контакта |б| 
си՛

е1=0, /7 = 0. N\ = /*— (2.3)
дх
0Wе._=о, о, =о. м = ?— (2.4)
дх

Условия (2.3), (2.4) эквивалентны условиям

е,=б, ^-=о. ^=а
дх дх

C'W
0.-0, 0,= 0. —=0

’ " дх
Наконец следует отмениь. что уточненная теория даст возможность 

удовлетворить трем естественным граничным условиям
еле 

/7-0, Л7։ - 0. Л՛’,-/1— при .v const (2.5)
дх

В |7| приводятся восемь вариантов граничных условий для теории 
пластин Рейснера.

При решении системы уравнений (1.7) -(1.9) граничные условия 
следует выразить через функции w,<p, \р. В частности, условия (2.5) буду) 
иметь вид.

2^ + £1Ж_^ = 0. ^+v^+(l֊v)C^.= 6 (2.6)
дхду д'у՝ дх՜ дх՜ су՝ дхду

В (2.3)-(2.б) считается. что сжимающее усилие не меняет направление 
при деформации пластинки (неследящая нагрузка)

Процедура решения задач покори устойчивости пластин по 
цилиндрической иоверхносги (форма изгиба пластины не завис из оч 
координаты Л принципиально но огличаеня от решения 
соответствующих задач по тории Кирхгофа
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Дополнительное третье граничное условие в (2Л)-(2.4) приводит к 
тому, что решение уравнения (1.5) становится тождественно равным 
нулю (9; = 0)

В частности, если края пластинки х-0, а шарнирно закреплены, 
независимо оз варианта граничных условий (2.1) или (2.2). для 
определения критической нагрузки получается формула

^•-14 3՜v (
D 3(]-v)<<7, a'

|2.7)

При выводе формулы (2.7) пренебрегается величина порядка (Ь/й)1 
по сравнению с единицей.

В случае, когда на всех сторонах прямоугольной пластинки имеют 
место условия шарнирного закрепления (2.1). но не (2.2),задача решается 
также просто и критическая нагрузка определяется из выражения |8] :

',Х՛^ (2.8)
О [ 3(1-у)'^ ] Л2„

Во всех указанных случаях поправка к результатам теории Кирхгофа 
имеет порядок квадрата относи тельной толщины пластинки. Необходимо 
отмстить, что уравнения статической теории устойчивости плас։ин, 
аналогичные уравнениям (1.3)-(1.5), на основе теории С.Л. Амбарцумяна, 
приведены в |9|.

3. Рассматривается задача локализованной неустойчивости 
пластинки. Пусть полубесконечная пластинка по краям х = 0, а 
шарнирно закреплена по варианту граничных условий (2.1). Край у-0 

свободен, т.е. Н ~0. М2 - 0։ .V, ֊0, что при помощи функций в'.р, 
записывается следующим образом:

2^+^_^=0, ^+^_(1_у>^у =0 (3.1։
дхду ду‘ ах ду дх дхду

^(-ф)-^=о
су ах

Требуется найти нетривиальное решение системы уравнений (1.7)-
(1.9). удовлетворяющее граничным условиям (2.1). (3.1) и условиям
затухания

limw=0 , limcp-O limu/֊0 
у—кл y-»x՛ у- »X՝

(3.2)

Система Учинений уравнений (17)-(1.9) имеет решение,
удовлетворяющее граничным условиям уравнений (2.1) вида

х
*ZE/.W®4V <₽ = E^O)sin>i„X (3.3)

пг=1 я՜!
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4' = ^Ц„(у)соц1„х = 1пк1а
л։=1

Функция £тСу)* удовлетворяющая условию затухания из (3.2), 
определяется из решения уравнения (1.10)

= А. схр(-^1ця,;О+ < схр( (3.4)

где Л։, А: -прои мюльные постоянные.

А = (р + 7₽2-« + Г;) А: = (р >/р: - а + г!) (3.5)

а-1-—2*+—в֊1֊—2* ֊ 2Лд<>
2 в 2 б: 4 6' " />ц;

При этом затухающее по у решение (3.4) существует, если 
выполняется условие

0<у;<а (3.6)

Функции /т(у) определяются непосредственно из уравнения (1.8)

1 у о(.
2 С

2/г «
3(1-у/т (3.7)

с 2 №
3

Решение для функции </,(_>') удовлетворяющее условию затухания 
из (3.2), находится из уравнения (1.9) и имев! вид

9«. = Д ехр(-ф’). П = — 7*4’ <3.81
п

Подстановка (3.3). (3.4). (3.7) (3.8). в граничные условия (3.1) 
приводит к следующей системе однородных алгебраических уравнений 
относительно произвольных постоянных А .А. В

р,А}+ р:Аук-О,5(\^[1^г\2)В{ =0

(к- Л)/М,+(к- р;:)/<Лц-0,5(1:В} =0 (3.9)

(/< -уЦ +(р: ֊\'М:ц-(1֊у)ря,п^ =0

где к = 1-^2у;

Приравнял нулю детерминант системы (3.9), после некоторых 
преобразовании получим у)>а внен и е относительно У „(у)

(Р)՜ Р:И(7.) = 0 (3.10)
где

^(Уя,)=֊(^+7’՜^')! р'Р: * ^(р- +р!) ук]
1-у ____ (З.П)

Р\Рг - V + 2^ \'РхРг(Р> + Р:)

9



Локализованная неустойчивость будет имен, моего, если уравнение 
(3.10), а следовательно и уравнение

Л'(’/Я,) = о 13.12)
имеет решение, удовлетворяющее условию затухания (3.6).

Если в уравнении (3.12) положить £ = 0, то получится уравнение, 
следующее из теории Кирхгофа [10]

>֊у1» +?(։-՝,)71 ~у-՜Vх = о, о<у’<1 (злз) 

которое всегда имеет решение при естественном ограничении \'*0.
Для выяснения вопроса существования действительного корня 

уравнения (3.12). определяю гея значения функции ^(у^) на концах 
интервала, задаваемого неравенствами (3.6) Имея в виду, что в теории 
пластин выполнение неравенства 4<0 необходимо, нетрудно показать, что 
А’(0)<0 Из равенства

К(^а)>0, ֊—(3.15) 
1 + Зу

Отсюда следует, что условие (3.15) достаточно для существования 
корня уравнения (3.12). удовлетворяющего условию затухания (3.6). 
Необходимо отметить, что в отличие от (3.13), здесь при учете 
поперечных сдвигов, не для всех значений коеффициентон Пуассона V 
имеет место локализованная неустойчивость.

Если в уравнении [3.12) пренебречь С,՜ по сравнению с единицей, то 
можно получить приближенное решение в виде

у; = О - 4+у«-2(1 ֊ у)2(1 -у:+V* - 2(1 - у)(1 -у2] р.1б)

При с = 0 из (3.16) получается решение уравнения (3.13), 
соответствующее теории Кирхгофа. Следует отметить, что минимальной 
критической силе соответствует значение т = 1.

Табл 1.

В табл.1 приводятся численные значения у’ по формуле (3.16) в 
зависимости от относительной толщины пластинки £ и коэффициента 
Пуассона V, Очевидно, что при больших значениях С, отличие от теории

V 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
0 0.99997 0.99940 0.99621 0.98533 0.95711

0.1 0.99996 0.99926 0.99541 0.98257 0.95041
0.3 0.9994 , 0.99680 0.99285 0.97440 0.93223
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Кирхгоффа будет больше. Во всех случаях значения ул близки к единице, 
что означает слабое затухание формы неустойчивости от свободного края 
пластинки. Полученью критические значения таблиц*.’ должны быть 
проверенны сравнением со значениями нагрузки, при которых 
нарушается условие прочности |11|.

4. Показывается также, что при граничных условиях на краю у «О 
типа шарнирного закрепления (2.1),(2.2) и типа скользящего контакта 
(2.3),(2.4) локализованная неустойчивость не имеет места.

Аналогичные результаты получены и по уточненной теории 
С.А.Амбарцумяна.
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ՀԱՅԱՍՏԱՆԻ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԶԳԱՅԻՆ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ
Մեխաճիկէս 55, Nv4, 2002 МеханикаУДК 539.3

ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ ОРТОТРОПНЫХ ПЛАСТИН 
ПЕРЕМЕННОЙ ТОЛИДИНЫ ПРИ УЧЕТЕ ПОПЕРЕЧНЫХ

СДВИГОВ И ОБЖАТИЯ՜)
Киракосян Р.М.

Ռ.Ս՜. Կիրակոսյան
Փոփոխական հաստւթյան օրրոտրոպ սալերի հիմնական հավասարամճերը ընդլայնական սահքերի և 

սեդմման հաշվաոմամր
Առաջարկվում է. միջին հարթության նկատմամր սիմետրիկ փոփոխական հսատւրյան օրրոտրոպ 

սալերի հավասարումների մի տարթերակ. որթ հաշվի է առնում ինչպես ընդլայնական սահքերի. այնպես է| 
ընդլայնակւսն սեղմման ազդեցությունը հաշվային մեծությունների վրա: ներվում է հավասարաչափ 
բաշխված նորմալ րեոի ազդեցության տակ գտնվող զծայնորեն փոփոխական հաստության սալ-զոսւու 
ծռման խնդրի լուծումը եզրերի հոդակապորհն հենման դեպքում: Կատարվում I. ստացված արդյունքների 
վերլուծություն;

R-M- Kirakosyan 
Fundamental Equations of Orthotropic Plates of Variable Thickness Taking into Account the Transversal 

Shears and Normal Compression

Вопросы учете попорлчных сдвигов и обжатия для пластин постоянной толщины 
достаточно обстоятельно и полно рассмотрены в |1]. Аналогичные вопросы л\я многослой­
ных оболочек переменной, жесткоитк обсуждены в [2| и |3j. В |4] предложен один вариант 
учета поперечных сдвигом для ортотропных пластин переменной толщины. В настоящей 
работе делается попытка учитывать влияние как поперечных сдвигов, так и обжатия на 
напряженно—деформированное состояние ортотропных пластин переменной толщины.I. Рассмотрим прямоугольную пластину переменной толщины h из прямолинейно —ортотропного линейно -упругого материала. Лицевые поверхности пластины симметричны относительно срединной плоскости. Пластину отнесем к системе декартовых координат г, v.<, оси которых параллельны главным направлениям ортотропии материала. Координат­ную плоскость хОу совместим со срединной плоскостью пластины. Пусть на пластину действуют поверхностные нагрузки, проекции интенсивное - тей которых на координатные оси, приведенные к единице площади срединной плоскости, составляют А'՜, У , Z՜. Знаками " + " и будем отмечать величины, относящиеся к поверхностям пластины շ = +հ/2 и < = -/?/2 соответственно. Условия опирания и нагружения краев пластины произвольны.Попытаемся получить основные уравнения, способные учитывать влияние поперечных сдвигов и обжатия на напряженно-деформирован­ное состояние рассматриваемой пластины.Будем считать, что поперечные касательные напряжения Tu. Tv. по толщине пластины изменяются по законам квадратных трехчленов

т( =Ф։ + зр, + Г<ри тс = % +гуз + 22у3 (11)

Работа доложена на международной конференции "ISAAC Conference on Complex 
Analysis, Diflcrcniial Equations and related topics. September 17-21.2002. Yerevan, Armenia" 



где ф։-, \|/( - неизвестные функции координат х.уИз условия обеспечения корректности дифференциальных уравнений равновесия сплошной среды следует, что при (1.1) основные напряженияО, »СГуЛлу Должны иметь линейное, а нормальное напряжение G -кубическое распределение по толщине пластины Проинтегрировав греты։ дифференциальное уравнение равновесия сплошной среды с учетом |1.1)и соответствующих поверхностных условий плас тины, находим
dh„ h dh a;=Z,+- <P2֊7֊ + V2 4 дхdx

'dh " _ Эф։ Эф։ /Г -4z* Э(р: + Эф;
dy, dx dy t 8 dx dу y?ГЭф1+Эу1՝1 у _ 7-' ֊1՜ 

3 дх ду ՝ ' 2- /
(1.2)

Из обобщенного закона Гука ортотропного тела [1| для основныхнапряжений получается:
а.^.е. + Я^-До., п,+ t֊> = sMY„ (i.3)Здесь
А “ ~ а2^22 + (14)—параметры, которые выражаются через упругие постоянные материала ап по известным формулам [I].Поскольку распределение напряжений G, и Ov по толщине должно быть линейным, то в (1.3) для О. вместо (1.2) следует брать его первыетри члена, то есть сохранить только главные вклады плоской задачи и задачи изгиба -

hf dh dh\CT.-=Z.+7 (P2 7- + V>v4 dx dv

II a<₽, Эи», —----- 1-------
dx dy )

(1.5)4 -Этому соответствует линейное распределение деформации 8.. а следовательно, квадратичное распределение нормального перемещения
и. = w+ ги՛, + z2w2 11.6)Здесь щ—прогиб срединной плоскости пластины, а И'։ и W,—функциикоординат х, у , подлежащие определениюПоскольку тангенциальные перемещения по толщине пластины должны иметь линейное распределение, то с использованием (1.1), геометрических соотношений и обобщенного закона Гука [1] дая них получим Эи-’Ч---- "55<Р| ‘дх

М„ = v г Эи’2 3---- «4?И|э>' (1.7)и = и -

Здесь и, V — перемещения срединной плоскости по осям X, у Они представляют главный вклад плоской задачи, а члены с множителем г — главный вклад задачи изгиба пластины.Важно отметить , что выражения (1.7) отнюдь не означают принятие гипотезы о линейном распределении тангенциальных перемещений по 13



толщине пластины. Они юлько означают, что с целью построения простейшей теории. для перемещений //. и и 1 следует брать только первые члены выражений тп. Т . Разумеется, что в рамках згой же теории для других величин необходимо будет брать другое количество членов. Забегая вперед отметим, что в выражениях напряжений СТ, и СТ, участвуют функции ф։. ф, и ф։,ф:, фигурирующие R первых двух членах I,.. Т, В выражениях же поперечных сдвигов у,., уу., которые получаются из соответствующих соотношений закона Гука, участвуют уже нее три члена (1.1)Учитывая (15) и (1.7), из (I 3) находим

дх ду дх ду

п Э'Н' . г, И‘ / п * \Эф, ( „ . . \Эф,’ ^12 -Ч 2 + л 2 («55^2 Л ) л (Й44#22 ‘ Аз)
дх ду дх ду

(18)
ди дч --------с — 
ду дх 55

Эф; Эф; ду 44 дхИмея в виду (15) и (1.8), путем интегрирования соответствующего соотношения закона Гука, с учетом (1.6) для функций и’։ и н\ получим. Э/< . дч 
Н’,=л,—+А.— 

ох оуд:и дх:
. _ Л дЛ дЛ г։+֊ ф: — ±Ф; — 4 дх ду4д'" л дф. л дМ>.' 

ду: 2 дх ' ду

(19)
ЗдесьД| — + ^23^2 Я г». Д, — Я։։(С*?55։։ 4- Д ) — | Д$5 , 4֊ А,)4 А}՝) + (1:х(аглВ.. + А.)֊(7ИЧлены выражения (16) <н-, и ;‘и՛- характеризуют изменение нормального перемещения и. по толщине пластины, обусловленное учетом обжатия. по формулам 11.9), нетрудно убедиться в том. что член <и' относнтся'к плоской ьздаче пластины и в значение и он вносит поправку порядка 1Г //4. где / - характерный размер пластины в плане Член же ;*и\ отнскгится к задаче изгиба и его поправка имеет порядок
14



1Г/1‘. Поэтому с целью построения простейшей теории изгиба следует пренебречь членом гн՛, имя и. взять
и. = И’ Эх՜ Эу՜ Эх Эу (1.Н)

2Из поверхностных условий [4]. с учетом ll.li и (1,8}, получим:
Лф2= 4 + Д (Э/г / Эх)2+А, (Эй / Эу)2
+ 45н-г/^|1Д.

ди Эу ՝ ЭЛ Эу Эх Эу

41 А-
Г ЭЛ у ■ Эу_ л ЭЛ V Эи[Эу

42?12 + В]2А:
'ЭЛ

А ду

Эх Эх
- Я„Д

Х-А֊֊^֊дх ду дх

4 + А-
'дИ_'՜ 
ад

ЭЛ Эх'Эу Эх Эу
֊А

Г ЭЛ 
дх

х

1
X

Лф, =--------------7;----------------- т4+ А, (ЭЛ / Эх)"+А2 (ЭЛ / Эу) ‘ л /ЭЛ?՜ 4+А —1 ох их Эу оу

+ 4522 + В22А1
ЭЛ э7 2

-В„Л
ЭЛ . Эл- ЭЛ Эу < л (^։4 +А, — Эх -Л

элЭу
Эм Эу ЭЛ элух лГ+Т л՜4՜ 4в12+^12А V՜
иу дх дх дхЭу Эх Эх

.. . ' д1г V ЭЛ ди

■в'лЫ]ад 11.12)
х

Лгф, = 4(Х, ֊<₽,)֊ Л н Э;՝у „ Э2и.՛ " аг 11 Эу; («55^11 + А )^“՜ ол
֊(аиВ11+А1)^  ̂+ Ви 

ду _ Эх ' Э2н՛ Э(р։“ЭхЭу Л55 Эу а- Эф, ЭЛЭх Эу

Здесь

Э‘и>Лгф,=4(^-у,)-Л. В,ад + В:ОХ՜{ п л \Эф, ЭЛ „ (Л44^22 < ■*' В^Эу ЗЭу
Г ֊, 2 (£/55^12 + /^)Эу Эх\Э:и- "Эл-Эу Эф, Эф, }дИ ‘^"՝Л44 Эл- ]э7

X, =(х + -Х")/2, Г =(у1 -У )/2.

х, = хадх՜, г, = гчг. 2.=хадх՜С учетом (1.8) для усилий и моментов пластины имеем (1.13)
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7, = Л а,
ди д\՝
— + а2 — + а?
дх ду

՛ ди Эу 
ду Эх ֊«4 х=г+г=г+4/՛дх оу

~ г о ди о Эу п ди Эу о ( ЭЛ „ ЭЛ
т- =]х Р՝1Г+(3^ + Р’ У+Т՜ “₽< Х’-Т' + ^3- + 42՛дх ду ду дх дх ду

ди Эу 
ду дх

дк дк^лТ֊ + ^х — 
дх ду

(М4)
">• л:(2у1+г,)+з[л/,|Сл/„^Эу Эх

12 дх ду дх ду

м ֊• - 4 к й+*== 0֊+А^г~ +Ах12 дх ду дх ду

М
____У_в .э<р," 12 “ "Э^Эу 55 Эу “ ЭлЗдесь приняты обозначения:

р, = в„֊₽4 в,2
Элал R - ЭП К ЭЛЗЛ 

~ ^"66^-4 з з ' Рз - ^"ббРд 5 $ 

дх ду дх ду
(115)

(X. —--------------------г------------------- . 3 • =-------------------- ---------------------4 + Д (Э/1 / Эх)՜ + Л: (ЭЛ / Э у )“ 4 4 + А, (ЭЛ / Эх)՜ + А, (ЭЛ / Эу)'Подставляя выражения внутренних усилий и моментов (1.14) в уравнения равновесия дифференциального элемента срединной плоскости пластины, после некоторых преобразваний приходим к следующим системам разрешающих дифференциальных уравнений:а) Система плоской задачи
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. д2и д"и д'и Э"у
1э? + ^э7+а? э^+а?

* ■ /I ЭА . Эа. _ ЭА 1՛ ди дч
+ а, — + Л —֊ + в., — I — + —I ' Эх Эл 3 Эу ) Эу Эх

э

П2

/ г, А+ («2 + йы»)^-ЭхЭуЭ(сх.А) Эу _ 
дх ЭуЭ ЭА ЭЛ+ —- (Х4Л X — + у, —— + 4/Эх 1 ՛ Эх " Эудх

Э2у

ду'
+ /;ббуТ + Р? Эх Э\ Э:։Л

ЭхЭу Эу՜
+ (Р։ + ) д'и

()х()у

Э(<Х|А) диЭх Эх
(Мб)

Э(р2А) ЭуЭу Эу
а дк Эр, + ₽’3-+ла+в՛ Эу Эу

а (= -л+֊- р4л х.՝б) Система задачи изгиба

, ЭЛ У ди Эу «Т Т+Т + Эх | Эу Эх
эл ал—+ у, —+ 4/, Эх Эу

Э(р,А) диЭу Эх

Э:л Й^'Э՜» ( э:л 
В"аг+В|2э7 а7+ в’2а? в

Э2Л Э2Л х|Э2н՛

дх2

а2

Эх2 22 Эу

-Л- 84-А (а55. + А,) -'•֊ — + (а55В^ + А,) Эх
Эу2 + 4ВИ Э2Л д2ы 

дхду ЭхЭуЭ2Л Эф
Эу

+ 8 + Л (а^В^ + А.)—— + (аллВ^2 + А,)—т Эх‘ • Эу“
2 д:И Эф."2М тзг «55-г± + б< ЭхЭу ЭуЭхЭу ЗУ, Эх

ЭЛ

Эх
Л э-уЭА ЭЛ16 Эх ЭуЭЛ= 4 37, + //^!- + ^-|-хД-уДЭх Эу Эх ‘ Эу - • . Эх Эу

Фпт£+^+2в«)£&Эх ЭхЭу- * —

-/г (а։5В„+Д)֊1- + В«л55Эх
Э2м’+ 2Л ви — + в..Эх Э?и-\)Л

'= Эу= Эх + 2д66 Эу ЭхЭу
Эу2

+ (аллВ]2 + «и Я«, + А )֊ЭхЭуо» / п л \ ЭЛ Эф. _ ЭЛ Эф. . , . ЭЛ Эф.֊ 2А (д35В։ 1 + А,) ֊—— + В66а55 — — +(а^ В^ А,) —- ֊ Эх Эл Э)՛ Эу Эх Эу, » ЭЛ Эф.
+ Я -л՜------—Эу Эл + 8ф, = 8А'։

(1.П)
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h' ^2’уГ + (/?12 + 2/Лб)уту dr dx dv + 2h Bt dx- ady:Jdy “дхдхду

֊ />•’[(« „В,. + А.) + В։<,«„ + (“А + аА + А )|у՜
ду дх дхду, г. . /Мду, п ЭЛ Эф. „ . . ЭЛ Эф.- 2Л (dtJi:2 + Д;) —-т— + + А,)-—— +dy dv Эл дх dv дх

+ #«»«55 ЭЛ Эф,Эх ду
+ 8ф, = 8У։Имея в виду (1 14) из (1 1| для касательных напряжений Т։. и Tsполучим 12Г -л*2/г

12г-Л-
21г

м,^ + л/Эл ЭЛЭу (МВ)

h I sh I и — 1 — м 4л J1 ЭЛ—+мЭу Эл5] Эх JЭти формулы совпадают с аналогичными формулами, соответствую­щими классической теории пластин переменной толщины. Учетпоперечных сдвигов и обжатия сказывается только на значениях внутренних усилий и моментов Выражения же поперечных касательных напряжений через силовые факторы пластины остаются без изменений.2 Система уравнений плоской задачи (1 16) имеет четвертый порядок, а система уравнений задачи изгиба (1.17)—шестой. В соответствии с этим на каждой стороне края пластины необходимо ставить по два условия для плоской задачи, по три —для задачи изгиба Эти условия можно сформулировать традиционно [4], используя выражения усилий и моментов (1.14) и перемещений (1.7), 11.11).Ради простоты рассмотрим только один из возможных вариантовусловий шарнирного опирания края х = const а) Условия плоской задачи
ди д\«> г + «:7Эх дуЪ^=о.dv Эх

-а, X, — + r,^+4Z, | = 0. (Г. =0)‘ Эх ‘ Эу \ * (2 о
б) Условия з.ь\ачи изгибаflu + II,: + А, >7 - * А,) 7 = °' (м« = °)Эх՛ ’ ду Эх . Эу

Т

+



Э2и՛ 
■ЭхЭг՜"’5

^р., £!!!_Эу 44 Эх (2.2}
и-^ 

2

Э2и՛ Э2н՛ Эф,4з֊г+л —-д2-^--лЭх «V Эх = 0,3 ЭуЗдесь —Л/2<40 <Ы2. —линия опирания края пластиныТаким образом, определение напряженно -деформированного состояния ортотропной пластины переменной толщины при учете поперечных сдвигов и обжатия сводится к нахождению пяти функций /CV.iv, ф։, ф։, для чего необходимо проинтегрировать уравнения плоской задачи (1.16) и задачи изгиба (1.17) при соответствующих краевых условиях.Нетрудно заметить, что поправки от поперечных сдвигов и от нормального напряжения (У имеют одинаковый порядок Л՜//՜. В том, что зги поправки должны иметь одинаковый порядок, можно убедиться из того факта, что члены с алл, а55, представляющие влияние поперечных сдвигов и члены с Ар А2, представляющие влияние напряжения (У., как в разрешающих уравнениях, так и в краевых условиях задачи фигурируют одинаково, как отдельные слагаемые. А то. что поправка от поперечных сдвигов имеет порядок 1Г / Г , общеизвестно.Полагая а13 = а2У = а33 - 0, получим случай, при котором влияние обжатия пренебрегается и учитывается только влияние поперечных

3. В табл. 1 представлены значения максимальных прогибов срединной плоскости изотропной пластины - полосы постоянной толщины для двух случаев. Зги значения подсчитаны на основе предлагаемой теории при <0 =0 и по теории (1). 19



Внутри больших скобок фигурируют три слагаемые. Первая из них, т.е. "1". относится к классической теории пластин, вторая слагаемая представляет вклад поперечного сдвига а последняя слагаемая - вклад нормального напряжения а. Данные таблицы приводят к следующим заключениям.I Для каждой задачи качественный характер поправки от О. по обеим теориям одинаков Причем. д*л шарнирно —опертой полосы (случай а)) учет (Т. приводит к уменьшению, а для консольной полосы (случаи б))-к увеличению максимального прогиба2 По обоим теориям поправки от поперечною сдвига в несколько раз превосходят поправки от О.3. Отношение величин поправок от поперечного сдвига к величине поправок от а по предложенной теории в обоих случаях составляет 2/V Пи теории же (1| это отношение равно в случае а( 2/V, а в случае 6) 3/V.Таким образом, в рассмотренных случаях значения поправок от СТ., по обеим нориям как по характеру, гак и но величине мало отличаются друг от друг«։ Несмотря на это. естественно ожидать, что в общем случае картина может существенно измениться в зависимости от тина задачи, характера анизотропии и изменения толщины пластины.4. В качестве приложения рассмотрим пластину — полосу шириной I, толщина которой изменяется по закону
h = /Jq + 1\х, 0<х</ (4.1)Здесь и Л. -заданные постоянные Пусть пластина—полоса несет равномерно распределенную нормальную нагрузку интенсивности г/, приложенную на поверхности £ = ֊/1/2. Пластина полоса шарнирно оперта вдоль линий А' = 0. г = с и а՜ = /. 1 = где - Л / 2 < ’0 < Л / 2 .Ограничимся рассмотрением задачи изгиба, поскольку при данной нагрузке и краевых условиях деформирование носит характер доминирующего изгиба Примем обезразмеривающие обозначения

а = /а. г = Д,;, /1 = л. к / 5 - у. Н = 1^Н, Н = 1 + ул. IV =_ __ (4.2)м. = V-. <? = Впд, а„Вп =х. А. = ЯПА.. ф, = В։1ф։, ₽ = 1 + уТретье дифференциальное уравнение системы (1.17) удовлетворяется тождественно, а ее первые два уравнения в обозначениях (4.2) принимают вид:
Н + 2уф. 

dx

d 
dx

(4 3)
Краевые услойЙм будут
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б/2и-* — с/ф, ' 
--------Г-Д. —— 

с!хг ' с1х

/ \М = 0л д -0 
‘=?

Общее решение системы (4.3) имеет вид:Ф.= Н2 4у5

(4.4)
1=0. 
х=/.

*=—■[(1 + Н)1пН -ух]+ С, 4 ՜՜^.; Д; )/11- ֊С, Л|п Н + С3х + СЛ, 1 Л- Н 211? 3

(4.5)
Удовлетворив краевым условиям (4.4), для постоянныхинтегрирования С։ находим:

Г Г - 6*?Р 
1 4Л3 * л/։2

С,=^{4-(х +А,)лЯл/'Л; -։)+/<Дл}+Л| 2
с’=+Ь ֊ 0 + Й ш Р) - {к - (х+А) А2 Ь2 ֊ АА2?»2 )֊

-А,4Д:?о}+ ֊^(л,11-г- + 2Р: 1пр)֊С4 (4.6)С учетом (1.11), (4.2) и (4.5) для нормального перемещения получим:= —^-т(21№[ух-(1 + н)1п н]+ АА’«г}+ с3г+с4 + (4.7)

= 0
/

+ Т§Ж2 -АаМ4֊(Х + А)Л,:]-АД2г:}֊-§^-(2//: 1пн + АА2г2)Л| п 2.Пу 115 Рассмотрим численный пример для изотропной и ортотропной полос линейно —переменной толщины. В табл. 2 и 3 представлены значения безразмерной координаты сечения максимального прогиба срединной плоскости полосы хю. Представлены также значения относительного нормального перемещения и как дхя точек срединной плоскости (г =0), так и д\я крайних точек сечения л/м (г =±0.5). Рассмотрены случаи как пренебрежения, так и учета поперечного сдвига и обжатия при двух положениях линии шарнирного опирания краев полосы. В одном случае линия опирания находится на срединной плоскости (г0 =0). а в другом- на одной из лицевых поверхностей (г0=±0.5). Результаты, полученные без учета поперечной) сдвига, помещены в столбцах % = 0Табл. 2 относится к случаю изотропного материала с коэффициентом Пуассона У = 1/3, при котором А։ =-0.5, Д; =-2.25, % = 3. Табл. 3 относится к случаю ортотропного материала, модуль Юнга которого в21



поперечном направлении в 3 раза меньше, чем в направлении оси д՜ Для этого материала Л, = —!,△, = -5, х֊5 - В обоих случаях геометрические параметры полосы одинаковы: относительная толщина на тонком краю равна 1/6, а на толстом —1/4 (5՝= 1/6. Л, = 1/12, у = 1/2). Дляиллюстрационного примера выбор такой, достаточно толстой пластины полосы оправдывается тем. что в этом случае поправки от поперечного сдвига и обжатия окажутся существенно ощутимыми, что позволяет судить об их качественном и количественном влияниях. Приведенные в таблицах результаты соответствуют нагрузке с/- 5-10՜'. что не важно, поскольку значения не зависят от б/, а значения и. прямо пропорциональны ей. Таблица 2
II о 20=±0.5

х=о Х = 3 Х = 0 то IIX

иг 10- Ли Без обжатия 0.4646 0.4629 0.4646 0.4629С обжатием 0.4649 0.4632 0.4654 0.46332=0 Без обжатия 53.700 61.877 53.700 61.877С обжатием 52.338 60.513 52.102 60.419з = ±0.5 Без обжатия 53.700 61.877 53.700 61.877С обжатием 51.628 59.690 51.392 59.596Таблица 3г«=о г„=±0.5II о Х = 5 Х = 0 Х = 5
«;-ю-

Без обжатия 0.4646 0.4620 0.4646 0.4620С обжатием 0.4653 0.4624 0.4665 0.46262=0 Без обжатия 53.700 67.328 53.700 67.328С обжатием 50.976 64.602 50.408 64.507
г = ±0.5 Без обжатия 53.700 67.328 53.700 67.328С обжатием 49.632 62.879 49.067 62.784Анализ результатов таблиц показывает, что влияние анизотропии материала проявляется только количественно. Для случаев изотропной и анизотропной полос приходим к следующим, качественно одинаковым, заключениям:1 . Учет поперечного сдвига приводит к незначительному смещению сечения л;„ в сторону тонкого края пластины, а учет обжатия, наоборот —к незначительному смещению этого сечения в сторону толстого края.2 Учет поперечного сдвига увеличивает максимальное значение й. в случае изотропного материала примерно на 15%, а в случае ортотропного материала —примерно на 25% . Учет обжатия, наоборот, уменьшает значение н.. Причем, это уменьшение для всех 5 не превосходит в случае изотропного материала 4.2%, а в случае ортотропного—8.5% Интересно отметить, что в случае изотропной полосы отношение поправок, вносимых в значения максимального прогиба срединной плоскости от поперечного сдвига и обжатия. 



совпадает с отношением этих поправок, соответствующих полосе постоянной толщины На самом дело, яри г = 0 отмеченная поправка только от поперечного сдвига составляет 15.23%, а только от обжатия - 2.54%, т.е. в 2/\՛'= 6 раза меньше.3 . При учете обжатия изменение месторасположения линии опирания краев слабо влияет на значение и.. В случае изотропного материала это влияние составляет 0.5%. а для ортотропного—1.2% . Причем большее значение й получается, когда 1о=О. т.е. при нахождении линии опирания на срединной плоскости.4 При учете обжатия значение й. с удалением от срединной плоскости уменьшается. В случае изотропного материала это уменьшение не превосходит 1.4% , а в случае ортотропного — 2.4%В заключение отметим, что как влияние обжатия, так и обусловленное им влияние месторасположений линии опирания полосы могут существенно возрастать при уменьшении относительного модуля Юнга материала в поперечном направлении.
ЛИТЕРАТУРА1. Амбарцумян С.А. Теория анизотропных пластин.М.; Паука. 1987. 360с.2. Григоренко Я.М., Василенко А.Т Теория оболочек переменной жесткости. Киев Наукова Думка, 1981. 544с.3. Григоренко Я.М., Василенко А.Т. Уточненные модели деформирования неоднородных анизотропных оболочек // Проблемы механики тонких деформируемых тел. Ереван. 2002. С. 155- 166.4. Киракосян Р.М. Прикладная теория ортотропных пластин переменной толщины, учитывающая влияние деформаций поперечных сдвигов. Ереван: Изд. Гитутюн НАН РА, 2000 122с
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ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ

Մեխանիկա 55. №4, 2002 Механика

УДК 539-3
АСИМПТОТИЧЕСКИЕ РЕШЕНИЯ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ ТЕОРИИ 
УПРУГОСТИ ДЛЯ ТРЕХСЛОЙНЫХ КРУГОВЫХ КОЛЬЦЕВЫХ

ПЛАСТИН С НЕСЖИМАЕМЫМ СРЕДНИМ СЛОЕМ
Вирабян Е.Г.

Ե Դ. Վիրարյան
Անսեղմելի միջին շերտով եռաշերտ շրջանային օղակաձև սալերի առաձգականության տեսության 

եզրային խնդիրների ասիմպտոտիկական լուծումները
Ելնելով առաձգականության տեսության գլանային կոորդինատներով գրված հավասարումներից 

ասիմպտոտիկ եղանակով արտածված են ոեկուրենտ բանաձևեր սեղմեփ և անսեղմելի նյութերից 
պատրաստված իզոտրոպ բարակապար կլոր մարմինների լարումների ե տեղափոխումների դաշտերի 
բաղադրիչների որոշման համար: Որոշված են անսեղմելի միջին շերտերով եռաշեր՛տ շրջանային օղակաձև 
սալերի լարվածաղեֆորմագիոն վիճակները. երր նրանց դիմային մակերևույթների վրա տրված են 
կինեմատիկական կամ խառը եզրային պայմաններ: Բերված են ոետինամհտւսղական 
սեյսմամեկուսխների աշխատանքը մոդելավորող օրինակներ

Ye.G. Virabyan
Asymptotic solutions <>Г boundary problems of elasticity theory for tliree layered round circular plates with 

incompressible medial layer

Исходя из уравнений теории упругости, в цилиндрических координатах асимптотическим 
методом выведены рекуррентные формулы для определения компонентов полей напряжений и 
перемещений изотропных тонких, круглых тел из сжимаемых и несжимаемых материалов. 
Определено напряженно-деформированное состояние трехслойных круговых кольцевых 
пластин с несжимаемым средним слоем, когда на их лицевых поверхностях заданы 
кинематические и смешанные условия. Приведены примеры, моделирующие работу 
резиномсталличсских сейсмоизоляторов.

1. Имеем трехслойную, гонкую круглую кольцевую пластину, отнесенную к 
цилиндрическим координатам (фиг. 1.).
Q = {г, ф, z: /?0 < г < /?,0 < ф < 2л,֊(/1 + ht) < z < h + he,

h + he « min{/^ ,R - }}

Считается, что слои (1) и (3)
Фиг 1

(հք < ։շ| < /լ + й) из сжимаемого материала

(О < 1/ 2), а слой - А. < 4 < Л. ֊ из несжимаемого материала (0 1 / 2).

На лицевых поверхностях пластины заданы кинематические 
и. (г, ф, г = ±(Л + \ )) = ил~ ] = г. ф, г (1.1)
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или смешанные условия
пу(г,ф։г=-й-/?<) = ^՜ ; - г.ф.г

а,.(г.(р,г = /? + /?,) = о՜. у = г.ф,с (1.2)

а между слоями выполняются условия полного контакта
и(г,ф,г = Лс) = и(г,(р,< = Л.) .и՝;’(г,ф.г = ֊//г) = и■ (г,ф,< = -Л )

Оу?(г,ф. г = Лг) = о‘£ (г,ф, г - ), а'.’՝ (г,ф, г = /0 = (г, ф, г = -Л,) (1.3)

(Величинам несжимаемого слоя приписан индекс "е").

Граничные условия на торцах г- , г = /? не приводим, поскольку здесь 

решается внутренняя задача.
Требуется определить напряженно-деформированное состояние трех­

слойной круговой кольцевой пластины.
Для решения поставленных краевых задач к уравнениях теории упругости в 

цилиндрических координатах для сжимаемых и несжимаемых тел 11] переходим 
к безразмерным координатам и безразмерным перемещениям и вводим 
геометрический малый параметр по формулам
с)=г/1, т| = ф. = г/Л։ =€’՛£//, и = нг/1, у = и9/1, п = ц.И

г = 11{/1, I = т։п{/<0,/?-/?0}. й։=/| + Лг. (1.4)

Получаем две системы сингулярно-возмущенных уравнений, решения которых 
ищем в виде асимптотических разложений [2-5]

2 = £։Ее5<215)К.чЛ) (1-5)
5*=0

где
%<,=-։. хм=о (1.6)

для всех напряжений и перемещений слоев и< сжимаемого материала и
Х.„ = ^=Х<,= =-3

X,, = Х% = Х„„ = ֊2 0-7)

Х„ =Х,.=-1- X» =0

для величин слоя из несжимаемого материала. Подставив (1.5)-(1.7) в 
сингулярно-возмущенные системы урансний и, методом Пуанкаре, приравняв 
коэффициенты при Е5 в левых и правых частях, получим непротиворечивые 
системы уравнений для коэффициентов разложения (1.5). Решив эти системы 
уравнений и возвратившись к размерным координатам и перемещениям, 
получим рекуррентные формулы для определения компонентов тензора 
напряжения и вектора перемещения в слоях из сжимаемого материала [4|

е(г.ф.г) = Хс<5>(г,(р,г)
3’0

°л’ = °ло ('■■<₽) + а;.. (г, Ф, г) У = г, Ф, г

а“’= —о'5’+—(г,ф;/’,Л)
1-0 1-й- 1 1 -
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г?

=о^+< 

Эф

= ^’ + г77п

д^-1'

X՝ = М^(г.ф) +

со+»;?(^ф,г) <^ф)

£7(1-0) *■ ‘

ст(5՝} =
;• да՛,;1 .1 а<11

<1
I дг Г Эф 

?Г^-П 1ЖП

Г

2а'֊'՜”
ПР

а

о

?Гдст
дг

.(5 ■»

г Эф

1 М'п . 1

г
+ '1г

о _

/;(51 = 2(1+0)6^— 
Эг

Эг г Эф г * (1.8)

। Эм<5՜” I
+ 20(1+0)с—-— -г 20(1+О)6-«Х°+$0+0)о(.5;п 

г Эф г

Л’5' = 20(1 + «)С ֊^֊—+2(1+0)0 - —+20(1 + 0)0 -и1;՝՜1’ +0(1+О)^.5.՜1’
Эг г Эф г

дг
4г.и$ = 1

п!!’ = 1՜ ֊-^- 
{[2(1+в)6’

</*> ֊

о I

О

1 Э^-1»՜ 

г Эф
с!г

-(Рш + К5)) 
20(14-0X1-0-) 1

и в слое из несжимаемого материала [5] пластины

а'? = п:2у + о';՝’.) (/\ф,2).

= а">֊г^֊+а^, 
а,-

(Т'Я = _(«)аггО °«>0

п<5) =п'5'°ф: ич՝;о
г п<5>
г а<р

с ' 1 а«;՝-՛’ 
= ------ ~-----

г Эф дг г

м(» = Л>+_!_
' 0 26

2^‘-г: <$>

Ф ФО

<՛ =//!£՝

26

м

2^:.($) _£

аг

Э<^

’;0 г а<р

хх
Эг

,(5) 
Ф*

|ЭС)

г '0 г Эф
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г: р°со , 1 с՝5> , < гЭ-'ст'_\. : >'

26 дг г г Эф 3 Эг: Зг дг Зг' Эф՜
л

(1.9)

<*>= :'
°* Д дг г Эф

0^ = 0^446
ди'$-2>

дг

26 (д< 2> 
+ — —-— 

г Эф

а(,) = о“’
гч- м.-.*

46’ дм/՜2’

Эф
+ М?

дг

О
дг г Эф

Эа«’ 1Эа^'’ 1И,-с;

ди:5: 1д/<? 

дг г Эф

Общий Интегра.՛։ поставленных краевых задач, представленный
асимптотическим разложением и рекуррентными формулами (I 7).( 1,8),( 1.9) 
содержит необходимое количество (18 штук) неизвестных пока функций 
интегрирования, которые должны определиться из граничных условий и условий 
контакта слоев (1.1)-(1.3).

2. Применение полученных рекуррентных формул проиллюстрируем на 
конкретных прикладных задачах.

а) Пусть одна лицевая поверхность пластины жестко закреплена, а 
противоположной лицевой поверхности сообщено постоянное нормально 
сжимающее перем с те и не

и,(г,ф,г = -/гг-֊/») = и, =0. у = г.ф.г

и.(г,ф.г = /| + Аг) = п‘ =-△ (2.1)

м/г.ф.: -Ь + /»,)- и՝. =0. ; = г.Ф

После двух шагов итерации для компонентов полей напряжений и 
перемещений получаем для первого сжимаемого слоя + А

К <’=п.а,,?=аХ = г^а.<'=0^=О

а;!’ = [л,. «;"=0 (2.2)
I - 0 дг
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=
<1։(11 + 11е - г)(Ь -Ьг)(1 ֊ 20) до

4(7(1֊ О) 26(1-0) дг

^ = -Д + (г֊А֊/0(1-2О)а 

26(1-0)

для среднего (несжимаемого) слоя Ле < г < Лг

<=<=0^ = 0, = =0. а;
до
Эг

е _ И2 - <2 да 4/1ЛД1-0) + /г (40 -1) да
11'~ 26е Эг 46(1-0) дг (23)

г^__1д+ <(*' -Зк,) _ 4М,(1 -0) + /г(40-1) д2а 1 да

2 66։ 46(1-0) дг՜ г дг

для гретьего (сжимаемого) слоя - Л 1։е < г < -Ие

О։? = а. е =^—0. а”՛ =<՛ =0. <’> =0

ст(3>_ .. 0;֊АД1֊20)Эа 

1-0 дг

(н+ьу-е
46(1-0)

(Л + Иг 4- г)(/< - 1)е )(1 - 2 0) да

26(1 ֊о5 ]э7 (2.4)

где

а)_а + /?4^)(1-20)п 

26(1-0)

а = - 77-7^7- + А10 ('•>/«)+ ВК0 (Г \»’а) 
(1 - 20)А

л= доа֊^(
(1-20)ЛР^ 0 0 ’’

В = АС(1~6)(/„(/?07а)-/<>(я7а)) 
(1-2й)ЛО՝՛ " ° '

О = 1„(Кй4а)К^к4а) ֊ 1^1<4а)Ка(^а)

а_(1-2й)й /1,/1(4(1-е)/|< -(1-40)/г) 2Л;'
0(1-6) [ 20(1-6) ьзв.

70(л) - 20(/л՜) бесселева цилиндрическая функция мнимого

(2.5)

аргумента

нулевого индекса, АГ0(л) -соответствующая функция Макдональда [7].

б) Одна лицевая поверхность пластины жестко закреплена, а противопо­
ложной лицевой поверхности сообщено крутящее тангенциальное перемещение

и , (г, <р. г - -И - Ь։) = и; = 0. у - г. (р, г

?/ф(?-.ф,2 = // + Л.) = п1; =г. (2.6)
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м;(г.ф.; = и + Л,) = и' =0 7 = г,<.

После двух шагов итерации получаем: 
для всех слоев -Л-ЛГ<4<Л+ /т.

П._ = П„ = П С rr W = ст = н. = м =0.CT
GG

--------------с-------- V
2(litG + hGJ

(2-7)

для первого (сжимаемого) слоя hf < :

и՝:՛ (г-Л-ÄJG,
2(hfi + hGt)

(2-Х)

для среднего (несжимаемою) слоя ht

_ (Z + hf)G+ hGf v

* 2(/i,G + AGr) '

для третьего (сжимаемою) слоя - h - ht < с < -Л

0j (z + h + h )G
ito =---------------—~ v,9 2(htG + hGe)

(2.9)

(2.10)

Эти результаты могут был» применены в расчетах резинометаллических 
сПсмонзоляторов [8].

Автор выражает признательность Р.С.Геворкяну за внимание, оказанное при 
решении задачи и оформлении статьи.
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ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ

Սնխասիկա 55. №4» 2002 Механика

УДК 537 2 539 3
ПРЕЛОМЛЕНИЕ ЭЛЕКТ РОУП РУГОЙ СДВИГОВОЙ ВОЛНЫ 

НА ГРАНИЦЕ РАЗДЕЛА ПЬЕЗОЭЛЕКТРИЧЕСКИХ
КРИСТАЛЛОВ КУБИЧЕСКОЙ И ГЕКСАГОНАЛЬНОЙ 

СИММЕТРИИ (КЛАССЫ 23 И 6mm)
Берберин А.Х

Ա Խ Օերբերյան

Սահբի է|եկտրաաոաձղական ալիբի բեկումը խորանարդաձև և հեբսաղոԱալ պյեզոէլեկտրիկ 
23 և 6mm դասի բյուրեղների բաժանման սահմանիդ

Դիտարկված I սահբի 1լևկտրաաուսձտսկան հարը ալիբի անդրադարձումը ե րեկումր 
խորանարդաձև ե հեբսողոնաւ սլյեղո! յեկտրիկ 23 և 6mm դասի բյուրեղների բաժանման 
սահմանիդ Գտնված են ա փքային դաշտերը պյևղոէլեկտրիկ բյուրեղներում, որոշված են 
աււաջացող ափբների րսյևույբային ղործակխյները Ցույց է տրված, որ բյուրեղներում 
աււաջ անում է ուղեկցող մակերևութային ալիքներ

A.Kh. Berber* սո
Refraction of an eketrodastte shear wave at (be Interface between a cubic and hciogonul 

piezoelectric costal of 23 and 6nun classes

Рассмотрено отражение к преломление плоском .»ликгроупругсш сдвиговой полны на 
границе раздела кубического и гексагонального пьезоэлектрических кристаллов классов 23 и 
6mm Найдены волновые полк в пьезоэлектрических кристаллах. определены амплитудные 
коэффициенты возникающих волн Показано что и кристаллах возникают сопутствующие 
поверхностные волны.

Введение. Как известно (1—5). наличие пьезоэлектрических свойств у 
кристалла .может существенно менять поведение волновых процессов, 
хотя коэффициент электромеханической связи для известных пьезокри­
сталлов мал по сравнению с единицей Такая ситуация возникает, 
например, при отражении и преломлении электроупругих волн на 
границе пьезоэлек.триков В работе (9] для пьезокристаллов ромбической 
симметрии класса 222 показано. ’гго наличие пьезоэффекта приводит к 
возникновению в кристалле дополнительных электроупругих колебаний, 
которые не являются собственными колебаниями кристалла и возникают 
только в присутствии падающей на границу раздела электроупрупж 
волны Такое колебание локализуется у границы кристалла и называется 
сопутствующим поверхностным колебанием (СПК) (1.6.9) В настоящей 
работе рассматривается задача преломления сдвиговой электроупругой 
волны на границе раздела пьезоэлектрических кристаллов кубической и 
гексагональной симметрии класса 23 и 6mm

1.Постановка задачи. Пусть два пьезоэлектрических кристалла 
кубической и гекоЛональной симметрии класса 23 и 6mm в прямоуголь­
ной декартовой системе координат (Луг находятся в акустическом 
контакте вдоль плоскости у = 0 Величины. характеризующие 
пьезоэлектрик, находящийся при \ >0. будем сопровождать индексом (X, 
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а при у < 0 — индексом р . Пусть пьезоэлектрик, занимающий область 
у>0, является кубический кристалл, а область у < 0 занимает 
кксагональный кристалл. Одна из осей симметрии второго порядка 
кубического кристалла параллельна главной оси гексагонального 
кристалла и оси Он. и лежат они в плоскости границы раздела (фиг 1). 
Далее, пусть кристаллы находятся в антиплоском деформированном 
состоянии, так что упругие и электрические поля в средах имеют вид:

у>0:йа ={0.0,и„(х.уд)}, <р„ =<р„(.г,у,։)
У < 0:»(, = ^.О.мДл-. у.г)}, <рр = фДх,у,г)

где «-вектор упругого перемещения точек среды. ф—потенциалы 
электрических полей в средах.

При сделанных предположениях из соотношений линейной теории 
электроупругости и квазистатического электрического ноля получаются 
следующие уравнения и граничные условия для рассматриваемой задачи 
|Ь7|

1. в области у > 0 :

са Ьи + '><■»" -- = ри () 11 -
“ “ “йгйу р

2< 9^
ЭлОл՛

-е" Дф,х =0
(1-2)

2. в области у < 0

4^+4^ =рр4^
дг

е^Ам^ Е*, Афр - 0
(1.3)

Граничные условия при у = 0
«*■=«•'; Ф^ф": £»> О’; о^= а’. (1.4)

Здесь приняты обозначения:
См 4 “упругие постоянные,

а Ве1֊1, е{5 - пьезоэлектрические модули. 

£“р Е՛.-диэлектрические проницае­

мости, р' р'՜ — плотности пьезокри­
сталлов кубической и гексагональной 
симметрии соответственно. В работе 
используется международная система 
измерения СИ.

2. Однородные и неоднородные 
плоские волны. Сначала рассмотрим решения уравнений (1.2) и (1.3) 
электроупругости, представляющих собой плоские гармонические волны

и^ие^ЧУ-ы։\ ф = фИ*’*«Г֊«') (2.1) 
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где О и Ф — амплитуды перемещения и потенциала в волне, р и д 
продольное и поперечное волновые числа относительно оси Ох, ш— 
частота колеба н и й.

Для кристалла кубической симметрии, подставляя решение (2.1) в 
систему уравнений (1.2), из условия разрешимости этой системы получаем 
дисперсионное уравнение для поперечного волнового числа д и 
соотношение между амплитудами смещения U* и потенциала Фв.

(р2 + + Ча -■V“:) + 4ZaP:‘7<,: =о (2.2)

1(р2+Чи)-р„<о2]иа+2еирч։,Фа =° 12-3)

или 2в,4р^Уа-е;'(/+9«)Ф« =0 (2.41

, , с” , е՜где s; = s0-=^-, Х֊=-^г <2.51

Здесь S,։ скорость объемной упругой волны в направлении оси Оу, 
— коэффициент электромеханической связи.
Для однородных волн р и с] можно представить в виде:

р=Лсо$0. q = -к sin 0 (2.6)
где 0 —угол скольжения, т.е. угол между волновым вектором к и
положительным направлением оси Ох (фиг.2), причем

k-=p\q2. tgO = -— (2.7)
Р

При обозначениях (2.6) и (2.7) дисперсионное уравнение (2.2) 
принимает форму [6].

= (1)75« 0+7.« sin2 20) 12.8)

Отметим, что ки принимает действительные значения для любого 0.
Этот факт следует из того, что средняя во времени потенциальная энергия
волны положительна (1,2) Отсюда следует, что плоская однородная волна

распространяется в любом направле - 
нии. заданном волновым вектором А'<*.

Таким образом, дисперсионное 
уравнение (2.2) при любом вещест 
венном значении p = A'ttCOS0, где ка 
определяется по (2.8). имеет пару 
вещественных корней мя д". которые 
определяются формулами:
?Г = ±<1о ’ Уб = ка Sin 0 = ptgO (2.9) 

и отвечают зеркально—симметричным волнам относительно оси Ох (на 
фиг.2 0| = — 0) Другую пару корней уравнения (2.2) можно определить, 
используя теорему'Виста [9] Получим ц" = г7г . где

<ц|со5 0к'1т4/ , со$:0
г = ^------г-֊-/ ... (2.10)

^«71+х;^п-20
Таким образом уравнения пьезокристалла |1 2) имеют решения вида (21),
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представляющие неоднородные плоские волны:

. s (2П)ф = Фе*гу+։(^’**)
которые распространяются в направлении оси Ох и убывают в 
направлении оси Оу (при знаке " + ") или - Оу (при знаке "-"). Ясно, 
что для безграничного кристалла они не имеют физического смысла и 
могут описывать физический процесс н ограниченных кристаллах

Перейдем к уравнению (1 3), описывающему квазистатическое поле в 
кристалле гексагональной симметрии

Ища решение в виде (2.1). получаем следующее дисперсионное 
уравнение:

(рг + 7₽)(рг + ^-^)=о (2-12)
откуда одна пара корней описывает электростатические колебания: 
9p=±ij/? , следовательно, получаем решения в виде неоднородных 
плоских волн Волновое число и потенциал будут:

Ф^^Ур/е?, (2.13)
Z>P Z>՜

ГАе = (? ’ = ?£р՜
Г С44*Ц

3. Решение задачи. Пусть из объема кубического пьезоэлектрика, на 
границу раздела падает плоская сдвиговая электроупругая волна вида (2.1) 
с амплитудами Фо, частотой О), волновым числом ко, продольными и 
поперечными волновыми числами р = ка COS О, qa = -ка sin 0 = -q0, утлом 
скольжения 0 (фиг. 1). Вследствие взаимодействия падающей волны с 
границей раздела, в кубическом пьезоэлектрике возникают: отраженные 
электроупругие плоские волны и сопутствующие поверхностные 
электроупругие (неоднородные) волны. Отбрасывая нефизические 
решения, растущие в глубь кристалла, имеем при у > 0 полное решение:

иа = и“ + < = ke"’”-' + С/.е*” + :ВФае "

<р„ = [-{/„At-՜'”’՛ + + Ф„г՞

вде д = < sin 20 в = 2е° peas' 0
«и '

В пьезоэлектрике гексагональной симметрии возникают 
преломленные волны и сопутствующие поверхностные электроупругие 
(неоднородные) волны. Преломленные волны распространяются, 
очевидно, в плоскости падения, поскольку проекция волновых векторов 
преломленных волн на границу раздела должны совпадать с той же 
проекцией волнового вектора падающей волны. В рассматриваемой 
плоскости падения, как отмечено в |1], квази продольные и 
квазипоперечные волны поляризованы в этой же плоскости (и. =0) и 
непьезоактивны Сдвиговые волны поляризованы перпендикулярно
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плоскости падения (и.=и։ = 0, н. 0), поэтому условие непрерывности 
вектора смещения на границе раздела требует, чтоб преломленная волна 
была также сдвиговом. Таким образом, отбрасывая нефизические 
решения, растущие в глубь кристалла, при у < (.) имеем полное решение:

Фи = и е

*ii

+ ФП<?^ c,i\ in-w)' 132)

Вследствие удовлетворения граничным условиям, все волны имеют 
одинаковую частот}՛ (0 и продольное волновое число р (т. е. волны 
вдоль границы распространяются с одинаковой скоростью), совпадающие 
с соответствующими характеристиками падающей волны. Отраженная, 
преломленная и сопутствующие поверхностные волны имеют 
соответственно следующие волновые числа:

р = цп=к$‘\пУ. с/ = ^р =(к~-р-')' \ д = 1Г,с] = -1\р\ (3.3)
где г определяется по (2.12) или (2.13).

Связь между амплитудами упругого перемещения и электрического 
потенциала дается по (2 3) или (2.4), Компоненты индукции и смещения 
для обеих сред даются следующими выражениями.

а „ Эи Эф) — е,. — — Е, ।--- » С> — С ■,-----Е t*, ।---
у “ дх пЭу’ ° 44 Эу 14 Эл-

= 4 — _р11 дф.
С՛ ՝ t '՜ »

< д (34)
=,.р _+

' 1 ду Эу 4;
 

՝Э
-'

Здесь £70, , Uz — амплитуды смещения падающей, отраженной и
преломленной волн соответственно, Фа,Фй —амплитуды потенциала СПК 
в кубическом и гексагональном кристаллах соответственно.

Подставляя решения (3.2) в граничные условия (1 4), после 
некоторых, но громоздких вычислений, получим:

R = ц /и() = [֊р 4- ЛГ sin ф 4- (-М, + М2 - ,WJ + М4 ) sin 0 4-

4- г'(Р, - Л՛', sin ф4- (,-И г1 - М (; 4- М։3)sin 0)]/ D

Т = U, /Uo = К -2 ֊֊֊sin 20 4- 2М4)sin 0 4- 
։

7(2Л/ ,։ 4֊ 2sin' М <։ )sin 0]/Г)
Q = Ф._ /t/0 = + М.. )sin Q + i(N, sin ф4- M ։, sin 0)|/1)

(А = /Г/о = [(Л/. 4-М.. 2cos՜ 0)sin 94-/(?/.. sin ф 4- Мл„. sin 0)|/1) 

где D ֊- -Р 4- ?V'sirf<£ 4- (Л/, 4- Му 4 М । 4- М4)sin 04-
4 i(-l\ 4- /V, sin 0 + (Л/ т, 4- Мд, 4- М ,з )sin 0)

Р = е^.к" cos՜՝ 0cos26 4-с‘5е" A\y|cosO|!cfi

Я4



I , 2e..<?KA-^ cos'GlcosGl
Л/, = -e‘4k՜ cos 0 si n 40; M: = ———------------------

L 2<4e,U’cos? 0sin20|co$6| . . ,
Л/, =----------------—--------------- M4 = 2e14el5A:ttYCOS0COS0

A’’ = kp (<5 + cJjE?!); n = 4e^ka cos՜ Osin 0

;V= /V • n ■ A’w |cosG[/(yc“ Ец); P( = 2 Vi5*u cos ՛ O|cos0|

/V(c44Y(en^a|cos0i+ YEu))" N " ■ ka sin °
YcaEP 
Iе 44c ] 1

•V„ =4‘M£"*«lcos0l(c"e“i +4t<cos4e) + e;‘|Y(t£E“ + 2<_cos’0)) 

en
.2 ■ OQ| ni 2<Ла<<4 4-с*е" 4֊e2 cos20)cos4 0

ЛЛ1 = W5ka sin 20 cos 0;; M r3 =-------֊'--------- Vv---------------------
Y^e,,

a , •» / r. ., 4е.’Л2 cos 20 cos3 0
M. = e^c^k' (cos 0 + cos 39); M.. = —!—2---- -------------

n
, ft H fcJcosOlN, = 2Л sin 26(е,-5 + 4ef,); N. = -^L—1 A'y

4e։24^ cos4 9 sin2 0 

сЖ.
(3-5)

U о .21 // a <1 sin2 20
Л/4. =2el5^|cos0| ------

M-sin։ 20 cos’e-cJeSf) 
сЖ։ en

Полученные выражения описывают отражение и преломление 
сдвиговых акустоэлектрических волн на границе раздела пьезоэлектриков 
кубической и гексагональных систем.

Обсудим полученные результаты. Рассмотрим вначале отражение 
волн от свободной границы, полагая =(?f5 =0, ef. = С, [9].

Получаем: Uj = RjUo,
М sin 0-/%2/V cos 0
М sin 0 4-i/2 Д'cos0

Фа = Q2U0. Ф$ = Q*Uo ■ где

± г, Р, sin 0
М sin 0 4- /'х՜ Ajcos 0|

М =4EZ.(*+x;cos'9)+4e“1(l+2x;cos!e):
М sin04-?x,jV|cos(-)

Л' = 4е“г. cos2 26, Р2 = -2(14 2%՜ cos2 6)cos26

Р, = -(I + 4%՜ cos4 0)cos 20, г. = ф + 4%J cos2 0 (3.6) 
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где 8. ֊ электрическая постоянная.
Обратим внимание на следующие важные обстоятельства. 

Если 0 «%՜, то Ф2 —>0 и (7| —»-С՛',,, т.е. сдвиговые электроупругие 
волны параллельно поверхности пьезокристалла рассматриваемой 
симметрии не распространяются Между гем, без пьезоэффекта такое 
распространение возможно (при %՜ - 0,/?, = 1) Далее, при 0 - Ха 
амплитуда потенциала СПК существенно превосходит амплитуду 
потенциала отраженной волны.

Преломленная волна скользит во второй среде иод углом ф, 
находимым из соотношения: со* 0 = 5п.5о соя 0, т.е. величина 5е,5,՜’ играет 
роль показателя преломления. Если показатель преломления больше 
единицы, то при углах скольжения 0>фи величина становится 
мнимой и по модулю, равной единице, т. е. возникает полное внутреннее 
отражение. Как видно, пьезоэффокт меняет величину фя лишь постольку, 
поскольку перенормирует скорость акустических волн. В отличие от 
оптики и акустики пепьезоэлектрических сред, отражение и преломление 
в пьезокристаллах отличается тем, что коэффициенты отражения и 
преломлен им — комплексные величины даже при углах скольжения, 
меньше угла полного внутреннего отражения фг, Это означает, что на 
границе отраженная и преломленная волны сдвинуты по фазе 
относительно падающей на величины агс(§(1т Л/Ие/?) и 
агс1§(1т7 / Ие7՝) соответственно. Если показатель преломления меньше 
единицы и рл < р?. то в непьезоэлектрических кристаллах граница может 
стать прозрачной (R -0) для воли, скользящих под углом 0т= 
= агсят )х [(1 - 5;5’’ )р1Х /ра -1)] " }. В пьезоэлектриках условие

прозрачности существенно ужесточается, т.к R — комплексная величина 
и необходимо обращение в нуль ее действительной и мнимой частей.

Заключение. Рассмотрено преломление плоской электроуиругой 
сдвиговой волны на границе раздела кубического и гексагонального 
пьезоэлектрических кристаллов классов 23 и 6шт

Определены волновые поля в пьезоэлектрических кристаллах. 
Показано, что падающие волны, отражаясь на границе гексагонального 
кристалла преломляются, порождая в нем упругое поле. Такая волна 
порождает дополнительную поверхностную электрическую волну в 
пьезокристалле кубической симметрии, а следовательно, и сопутствующее 
ей упругое колебание. В свою очередь, электрическое поле падающей 
волны частично просачивается в кристалл гексагональной симметрии, 
порождая в нем, около границы раздела, волну электрического поля, 
распространяющуюся вдоль Гранины с той же фазовой скоростью, что и 
электроупругие волны. Такая волна порождает дополнительную 
поверхностную электрическую волну в гексагональном пьезокристалле, а 
следовательно, и сопутствующие упругие колебания.

Далее, сдвиговые волны, параллельно поверхности кристаллов (при 
малых углах скольжения (0<Х ) | не могут распространяться. При углах 
скольжения (0>ф„ (созф„ = $1Г$'՜')). и если показатель преломления 
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больше единицы, величина д. становится мнимой и по модулю равной 
единице, т с. возникает полное внутреннее отражение А также на 
границе отраженная и преломленная волны сдвинуты по фазе 
относительно падающей на величины arctg(Im/?/Re/t) и 
arcig(Im 7'/Rc 7)
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ՀԱՅԱՍՏԱՆԻ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԶԳԱՅԻՆ ԱԿԱԳԻՍՆԱՅԻ ՏԵ' 1.ԵԿԱ' 1-1 ։Ր 
ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ

Մեխանիկս։ 55, №4, 2002 Механика

УДК 62-50

ОПТИМАЛЬНЫЙ ПО МИНИМАЛЬНОМУ СУММАРНОМУ 
ВРЕМЕНИ ГАРАНТИРОВАННЫЙ ПОИСК И ПРИВЕДЕНИЕ 
ДИНАМИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ В НЕПОДВИЖНУЮ ТОЧКУ

В ПРЯМОУГОЛЬНОЙ ОБЛАСТИ
Аветисян В.В.

ՎՎ. Ավետիսյան
Դինամիկական համակարգւէվ սահմանափակ տիրույթի անշարժ կետի օպտիմալ ըստ նվազագույն 

գումարային ժամանւսկի երաշխավորված փնտրումն ու նրան բերումը:

Դիտարկվում է ուղղանկյան տիրույթում արագությամբ ղեկավարվող դինամիկական համակարգով 
անշարժ կետային օբյեկտը օսրոիմալ ըստ նվազագույն գումարային ժամանակի երաշխավորված փնտ- 
րհյու և այնուհետև մոտենալու խնդիրը Ստացված է խնդրի լուծումը այն դեպքում, երբ հայտնաբերված 
օբյեկտին մոտենալու ժամանակը շատ անգամ փոքր է որոնելի օբյեկտի փնտրման ժամանակից: 
Աշխատանքը [1-3)-ի շարունակությունն է:

V.V. Avetisyan
The Total Time-Optimal Guaranteed Search and Putting the Dynamic System to yhe Immobile 

Point in the Limited Domain

Рассматривает! я задача оптимального по минимальному суммарному времени гаранти­
рованного поиска и приведения п неподвижную .очку в прямоугольной области 
динамической системы, управляемой по скорости. Получено ]жшеиие поставленной задачи в 
случае, когда время приведения в обнаруженную точку намного меньше времени поиска 
искомо»! точки. Работа является продолжением Г’.-З]

I. Пусть в трехмерном евклидовом пространстве задано некоторое 
выпуклое компактное связанное множества I') С R’ TD - D' + D , где 

D' С R2 и D" С R -взаимно-ортогональные выпуклые компактные 
подмножества соответственно Рассмотрим систему из двух точечных 
объектов: совершающего простей* движение во множестве D С. R 
управляемого объекта А’ с вектором положения .Г. и неподвижного в 
пределах подмножества D' С D, D' С R՜ объекта У с вектором 

положения у Пусть проекции / = (л, ,л\)е D и х £ I) вектора 
Л Е Z? управляются с помощью управлений ււ'շ.1՛ и и eU' соответст­
венно. где U' .if" взаимно-ортогональные выпуклые компактные под­
множества множества Ս \ ԼՀ Հ Ս՞ = U При таком предположении, 
динамика описаншш системы на фиксированном интервале времени 

задастся следующими соотношениями:
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A': x=u', x'at'eR2, 

к x'(r0) = x'°. \u'(n\ilj\ 

x'(t)e D' c /?՛. />/0.

a' = //, Z.u'g R\

.<’(։„ ) = л'°, |«'(/)|<У'.

x’(t)el)'cR՝.t>t0.

л(/) = (л'(г).л'(/))е О = Р'иО'сй՛,

Г: ?(^Д)еО'сЯ:.(>/0 (1.1)

Предположим, что управляемому объекту X в процессе движения 
доступна полная информация о соотношениях (1.1) за исключением 
начального состояния объекта 1 - у(70), Однако, имеется некоторое 

подвижное и изменяющееся информационное множество 6’(л'(/)).
связанное с текущим значением вектора л(г), позволяющее уточнить 
информацию о координатах местоположения точечного объекта У в 
случае попадания последнего в эго множество.

Определим область Ст(л) для любого ле Ос R՝ следующим образом:

:бшо.с)=с(/(о.л/).с)=
t'eR-. |^-х|<р =C|Z|, 

х'е D\ х*€ Dr. С >0
(1.2)

Область С(л\ С) (1.2) представляет собой круг с центром в точке 
л'(/)е/Ус/А и с радиусом р'= С /1, где |лй’| — расстояние объекта X 

до подмножества 1У а С>0 -такое число, при котором имеет место 
включение С(л?,р^111Х) с/У, p'im = С max |.У| хотя бы для одной точки 

xeD' .
Пусть управляемый процесс начинается в момент ! = /0 из начальной 

точки х° - (х/0,л*°)€ D и закапчивается в момент t = Т, когда вы­
полняется условие

х(Т) = х\ х1 =(./՛,л'1), л': = у. х*'=0 (1.3)

Цель объекта X —выполнение условия (1.3) за минимальное время 7*.
Разобьем процесс управляемого движения объекта X на два этапа 

эыны поиска и приведения в искомую точку у. В связи с этим 
допустимыми будем считать комбинированные управляющие функции 
вида |2]

М*՞:')» i0-
и = (1.4|

принимающие значения из области Г/. Здесь величины л(\л՜’.л՜1./,,/ яв­

ляются параметрами, .г'.л’.л'ё/). ?’>/. >/0. Управлению соответст­

вует этап поиска, а управлению ц, этан приведения на искомую точку.
Движение системы (1.1) при управлении вида (1.-1) строится 

следующим образом. На интервале |/и,/. | используется управление 
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поиска н0. а затем после момента наблюдения когда вектор л՜ 
становится известным, на интервале |/. .7 | используется управление н։, 

приводящее систему из точки л՜' в точку Л՜՜. Вопрос существования 
конечного момента I, > !а является основным в задаче поиска и ее реше­

ние зависит от способа управления объектом X
Пусть Л = {1У\ - некоторое множество областей /У таких, что 

п{/У}*0 и х'1 е (^{ТХ}) Пусть начальная координата л՛՜" задана. Тогда 

каждому значению координаты л и каждому допустимому управлению 
н = } соответствует некоторое время гарантированного поиска и

приведения 7՜ = Г(1У,х'">,и).
Задача. Найти минимальное суммарное время гарантированного по­

иска и приведения /'(/)), управление и’ = ^о»м։’} и начальную коорди- 

нату (л՜ ) , доставляющие минимум
Т'(О')— min min 7'(/X,x*°.w), D'eA (1.5)

В 11.5) второй минимум по компоненту и} является задачей оптимального 
по быстродействию управления но заданным краевым точкам А'* и л՜1.

2. Пусть область D в (1.1) задается в виде параллелепипеда
D = |(xpx2.Z)e R': 0<х։ <а> 0< х, </;, 0<хл<<\ аДс>-0} (2.1)

Будем предполагать, что рассматриваемый параллелепипед 
принадлежит заданному множеству параллелепипедов

Д = {о(аЛс): !^<а<с1. I^<b<d, 0<c<d՛ = С~\/1} (2.2)

Здесь hn,d заданные положительные числа, определяемые ниже.
Таким образом, А представляет собой множество всевозможных па­

раллелепипедов D(a,b,с) (2.2). расположенных в подпространстве с поло­
жительными полуосями декартовой системы координат <?х։х2х*, имею­
щих общую вершину в начале координат (0,0,0) и содержащихся в задан­
ном параллелепипеде D = {(х,, х?, х*) 6 R՜ :0<ХРх2 <d. 0<x*<</z}. Зада­

вая параметры a,h,c. мы тем самым задаем параллелепипед D(a՝b.c).
Пусть для заданного параллелепипеда D £ А (2.2) стороны а и b его 

прямоугольного основания 1У удовлетворяют соотношениям:
0< [a/ft]= k(a.h). 0 < [/;//?]= p(bji)

0 < li < hf, <a,b < d, = 2/0. /м = C max x* = Cd' (2.3)

/i?V<J<//CA;-tl), M = N(dJi). 0<k՝p<H
Здесь |-j означает целую часть действительного числа.

Предположим, что управляемый процесс начинается из точки 
дп - (O.O.xJ), 0<x^<d' Рассмотрим исходящие из начальной точки 

две траектории, проекции У.1-: которых на прямоугольную область ГУ 
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плоскости (Лг։Х. изображены на рис. 1.1. 1.2 соответственно. Движение 

объекта X по каждому участку траектории /и и L, происходит с 
максимальной скоростью и' и с постоянным радиусом обнаружения 
/ = А/2 = С л՜ В [1] доказано, что траектории Д и — покрывающие, 

т.е движение объекта X по этим траекториям при соответствующих 
управлениях обеспечивает обнаружение искомой точки за конечное вре­
мя. Там же, на основе исходных—двух простых —покрывающих 
траекторий и построено целое множество покрывающих 
прямоугольную область с заданной точностью траекторий и доказано, что 
в зависимости от параметров прямоугольника поиска, в построенном 
множестве оптимальным в смысле минимальной длины является одна из 
исходных траекторий.

Гарантированное время /?՛,/ 1.2 поиска (’'просмотра" О') при про-

хождении объекта X по траектории Lt, i = 1,2 равно:

t{.i4ayb,h) = dl(a.hJ։)/U'y / = 1,2 (2.4)
где
</.(«,b,h) = [b/h}i+asgn(b/f։-[b/h]) + b-h/2, b/h>[b/h\. O<h<ho (2.5) 

d:(a.b,h) = [a/h)> + bsgn(a/h- [л/h]) + a-h/2, a/h > [«//;} 0< h < h0 (2.6) 

Здесь </։, (Д—длины рассматриваемых траекторий L, и L-,. зависящих 
от параметров a,bji.

В данной работе, в отличие от [3|, рассматривается случай, когда на 
этапе приведения оптимальное время T'(h/2) перемещения из точки 
обнаружения в целевую точку по координате У. соответствующего 

управлению , больше оптимального времени Гт(;л* |) вертикального 

п-ремещения гю координате .г*, соответствующего управлению и։*‘ - 
max(7՝ ,T') = T', т.е. U՛ <CU*. Тогда для суммарного времени 
гарантированного поиска и приведения будем иметь
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Г'ЧаМ։) = ^+(1'' =d-'>IU' 

d " = (|/?//J+sgn(A/A֊|/?/A])  ̂+ A 

Г<2)(л,^/0=/.и,+г|(2’=^<г,/(//

J'՜' = [<?///}>+ />Sgn(«7 A -[fl//l])+tf

։де d ,d —длины траекторий 1Л I hl 2, L^-rh/2 соответственно (фиг.
I.1,1.2).

( учетом (2.7) задача (1.5) своди гея к следующей задаче минимума:
7 (a,b) = nun (Т ՝՛Г՝՜ (a.b,h))= (ajj.h)

min T,z՝(a.bji)) = min(min d'"(a.b.h) (2.8)
ОсЛйД,

min d ''(aJjJiYi/U' = d'(a,b)/U\ ьк, <a՝b<d
0<6-Sfrn
Для фиксированных значений а и b, фигурирующие в (2.7) величины 

[«/л]. [/>//։]-ступенчатые функции относительно переменной

h = 2I:O<h<^

hk^(a)<h<h. (а). A =0,1,2,..,

[«//?] = |д / А։ J + к. ht(a) = a/([a/ Afl ]+ к), к = 1.2,... (2.9)

/it (д) = А0, k=0

Af,tl(A)<A<ApG/). p = 0,1,2....

[b/h]=< ^//ioJ+р, A;>(/7) = A/([A/aJ+ p), p = l,2,... (2.10)

bp(b) = h(), p = 0

претерпевающие разрыв первого рода справа в точках кр(Ь), р - 1.... и 

А; (а),к = I,... соответственно. Учитывая (2.9), (2.10), функции с/'л՜, Л"' 

(2.7) можно представить следующим образом:
A;.+։ (A) < A < hr (A), p = 0,1.2....

([Z>/Ao]+р + 1)д+А, A.,(A) = /?/(|A///J+p), P = 1.2,... 
p=0. '21"

Az,(A) = A0. p = 0

d'2'(a,bji) -
([д/А0 ]+ А + Г)А + а.

Ьы(а) < h < Ал(я). к - 0.1,2,... 
hk (а) = «7([«//?0]+ к), к = 1,2,... 

/?ч+|(д) </;<//. (а). А=0,

Л. (a) = hQ, к=()

Функции d"‘,d'՜՛ в 12.11), (2 12)-монотонно убывающие ступенчатые 
функции относительно параметра h и. следовательно, минимальные
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значения принимают при всех he |//1(я),Л01 и Ле |л։(/;).Лй|

соответственно. в частности, при h = l։fl
min d‘l,(a.bji)~ d^'(a,b) - (|Л/Л0] hsgn(Z?/A։) - [/?/Л0|))г/+ Л

Ocft
min d՝՜ (a,b,h) = dl)՝՝(a.b) = ([a//î0]+sgn(a///0

Это означает, как и предполагалось, что оптимальный поиск нужно 
осуществить с максимальным и постоянным радиусом обнаружения

Ло = 2/0 = С ■ тах л*° - С (Г 

соответствующего .максимальному значению d' начальной координаты 
д*°—расстояния объекта X до плоскости прямоугольника О'.

Таким образом, с учетом (2.13). из |2.8) получаем
4՝(аЬ) = пнпЦ;! ((1.Ь)л1^"(а,Ь)). * Ло < а,Ь < (I (2.14)

что равносильна задаче определения из двух траекторий 

Л + Л/2 траектории минимальной длины.
Минимум в (2.14) определяется следующим образом:

</"' (а,Ь), Р(а,Ь)>0

<Г(а,1>) = (а, />) = сЦ21 (а.Ь), Г(а,Л) = 0

</,5” («,/?), Е(а,Ь)<0

Lt +h!2 и

(2.15)

и. следовательно, зависит от знака функции
К(а,Ь) = <1.!' -Л1։-՛ =[^//гп|н-^//»11]/7+

+ а 5§п(Ь/ - \Ь/ ])֊ Ьь£П (а / Ао - [я / ])+ Ь ֊ а

где величины [л//?0] и при фиксированном //0, определяются еле

дующим образом
dp =hp<a<h(p + ï)=zdp.l. p = 1.2..... /V-l

[Z>/Ao]=- р, dp=hp<a<d <dprV p = ;V (2.17)

hN <d< +1)

d. = hk < a < h(k -1 ) = dk . A֊ - 1,2.....JV-1,
к/л0]= k. dt = hk < a < d < d. 4. A' = ;V, (2.18)

h.N<d<h(X' + \)

При заданных параметрах 1\,. d и фиксированном значении пере­

менного /?, /?0 < b < d . функция /• представляет собой функцию одного 

только переменного а, изменяющегося на отрезке /?0 <cl<d, подробно 
исследованой в (1|

Здесь ограничимся приведением окончательных результатов.
Знак функции /■ в (2.15) и. <ледоватсльно, решение задачи (2.8| опре­

деляется таким образом:
ГлГ =7՝<;2',^'1. если Л>0 ^=> (2.19)
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(1) b-d}, = hp, p = 3... N,

dk = hk < d[(p,b) = hk Kp-\)<a< h{k 4-1) = rfA+v

k = \.....p-2

(2) dp =hp<b<h(p + 1) = Հ,,j.

p = I.....N-l.

d’(p,b) = bk/{p֊ï)<a <d.^, 

k = l..... p\ p = \...... N-l
(3) d(, ~hp<b< hp(k 4-1)I к < h(p +1) = dp^,

p = \.....N-2,

d- (p,h) = bkl(p-l)<a<ditl,

A'= p4-l,...,/V-1; p = 1,...,A ֊2
(4) dp - hp <b< dp! N,

/7 = 1.....

dk-hk<a<d, k = N

Г,г/*=Т;1<2\^2,=70(1,.^’,.есм1 F = 0^ (2.2Û)

(1) b = dp - hp, p-2... A\

« = Հ(/?,ձ), Â' = l.....tf-Լ
k = \,...,p-l‘, p-2„..,N

(2) dp = hp < b < hp(k 4-1) I к < h( p 4-1 ) = dp<,,

k= p4-l,.„,/V-l; p = \,...,N-2.

a = d'k (p.b) = bk /( p -1), 

À' = p4-1..... iV-1; p = \...... /V-2
(3) d= hp < b = dp ! A' < d, p = 1...., , 

a = d'.(p.b) = dplk, к = N\ p-
T՝,d՝ =T^,d{ü՝\^ F<0<=> (2.21)

(1) b = dp=hp, p = L

d: <a<d,.x, A' = l.....У-1,

dt <a<d, к = /V

(2) b = d.։=hp,^p = 2.... N,

dl <a <d;(p,b), A։ = L...,p-l.

dk<a<d.t}, k = p...../V-1; p = 2,...,/V-l.

< a < d. к = p.....N; p = N
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(3) - Ир < /) < Ир{к + !)/£ < Л(р+ !) = </.

р = 1.....Л՛ ֊2,

^(р>Ь) = Ьк/(р-1)<а<

к = р + \.....Л-1; р = 1,...,Л-2
(4) = Ир < с/р / /V < И < г/,

р = \.....Л'.

<1к = Ик <а <сГ(р,Ь) = с/р/Л <г/,

к = Ы
Формулы (2.19)-(2.21) позволяют по заданным параметрам задачи 

кп,а,Ь и начальной точки процесса поиска определить оптимальную, в 

смысле минимальной длины, ломанную из двух исходных траекторий /и и

Предложенные в данной работе способы движения (фиг. 1.1, 1.2) могут 
быть использованы для поисковых движений манипуляционных роботов в 
случае, когда их динамика описывается уравнением вида (1.1). а рабочая 
зона поиска представляет собой прямоугольник.
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ՀԱՅԱՍՏԱՆԻ 4 ԽՏա-(րրՅՈք՝ՆՆեՐԽ ԱԶԳԱՅԻՆ ԱԿԱԴԽէ Л Վ13Ի ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ
Սնխաճիկա 55, N?4. 2002 МеханикаУДК 539.3,62.50О НАБЛЮДЕНИИ УПРАВЛЯЕМЫХ СИСТЕМ С РАСПРЕДЕЛЕННЫМИ ПАРАМЕТРАМИ Айрапетян В.В., Гукасян А.Л.Վ-Վ-Հայրապեւոյան, Н.П ՂուկասյանԲաշխված՜ պարամետրերով ղեկավարվող համակարգերի ղիւոման մասինՀետազոտված է առաձգական թռչող ււարրի և ա ուս ծ գա կաս վերջֆն օղակով մաքփւզա- [թափոն ռոբոտի առաձգական էլեմենտների դիտման |սնդիրը Ստացված են դիտման օպտի­մալ ֆիլտթնևր, որոնթ չափվող ագդակի միջողով վերականգնում են Սրանց ֆազային վիճակրV.V.Ilayrapetyan, AA.GhukasyanOn estimation of controlled systems with distributed parametersИсследонанл задача наблюдения упругих »лементоя для упругою л*па тельного аппарата и манипуляционного робота с упругим последним звеном Получены оптимальные фильтры наблюдения, которые ■՛ помощью измеряемого сигнала посстанапливают фазовое состояние систем.Современные тенденции увеличения габаритных размеров, сложности структуры космических аппаратов (КА), манипуляционных роботов (МР) и требования к снижению их масс и энергозатрат привели к необходимости использования легких, упругих материалов при их конструировании. Следовательно, упругость конструкции необходимо учитывать уже на стадии проектирования систем управления. Методы и алгоритмы управления таких систем используют информацию о текущемсостоянии, которая обеспечивается специальными средствами наблю­дения. Разработка таких средств для систем с упругими элементами нринодит к зада­чам наблюдения с распреде­ленными параметрами |1-3|.Рассматриваются две упругие системы: упругий космический аппарат (КА) и двухзвенный манипулятор с упругим последним звеном.1 КА представляет собой 11 ил и ндричес кое, абсол [очно твердое тело (центральное тело) с закрепленными к нему упругими пластинами (фиг.1). Пары пластин 1 и 2 находятся в взаимно-перпендикулярных плоскостях. Края пластинжестко закреплены с центральным телом 3 посредством жестких стержневых конструкций 4.5. Пластины однородные с толщиной А и размерами а,А Они 46



Характеризуются плотностью р, модулем Юнга Е и жесткостью на изгиб 
D Радиус центральною тела обозначим через <у Введем инерциальную систему координат О. ХУ./. и связанную прямоугольную систему координат Oxyz, начало которой находится к центре масс КЛ. а ось Ох направлена вдоль продольной оси КЛ [4,5|.Здесь, как и в [4.5). рассматривается посту нательное движение КЛ вдоль оси Ох и вращение вокруг той же оси. Положение начала системы координат О.ХУЛ/. относительно О'ХУ/ определим радиус-вектором R , а положение центра масс КЛ относительно системы О. ХУ./. R,.. Относительное 'положение точки тела в деформированном состоянии обозначим через вектор г Абсолютное положение точек КА определяется некто] >омR = R՜ + R,) + г; (г = r0 + w(/..x,у))где вектор R<j определяет положение центра масс КЛ в системе координат О. ХУ./., г - относительное положение точек КЛ. (w(L.v.y) вектор упругих смещений пластин). R' — const.Поступательное движение и вращение КЛ происходят за счет силы F, направленной вдоль оси Ох и вращательного момента М. приложенного вокруг той же осн. Для аналитических исследований уравнений движения и упругих колебаний пластин предполагается, что ось О.Х. совпадает с продольной осью КЛ. Уравнения движения КА и упругих колебаний пластин в рамках линейной теории упругости, с учетом следующих предположений D - Еи-1, /тах(с,/>) - Е / = 1,2, ф ֊ Е;/2. ф — £, R»-/'՛՛, Rq ~£ £<< 1 имеют вид [4,5]:

mR<} = -mg + F - 2ph Jj w2 dQ (1.1)Q2«^ ФрЛ + IJ w, (q +1 + у, )</Q + /ф - M(t) (1.2)
Q<v։ + — Д2 w. = -<p( q + / + v.) (1.3)РЛ

•• D e niv, + — △"VV, = -R + g (1.4)■ рлс начальными Ko(O) = /<„ /?о(0) = 0, ф(0) = фв, ф(0) = 0 (1.5)и;(0, .г, у) = 0. й;(0,л\у) = 0 i — 1,2 (1.6)«Граничными условиями [4|. где (aX/?) = QJl(</ +/ + V,): + (л-; ֊ Ы 2):]dSl + p/i|J(<•/ + / + у,)- dii 
q iiJ. = 1 “Sin 2(4] sin 20-sin0:. O.,9:,0-, являются самолетными углами |б|.2. Рассматривается кинематическая модель двухзвенного манипуля- 47



гора (<риг.2), последнее звено которого моделируется как упругим стержень. На конце упругого звена находится схват с грузом [4,5]. Уравнения движения последнего звена и упругих колебаний относительно

л 1 Фиг.2
и<оЛ) = й<0Л)

системы координат ОрДУзД имеют вид [7-9] 
<Лф+] р.кн</Л)^=<?(/) (21)о

пи'(/Л)+—<*Л) = -Ф4 (2-2)со следующими начальными и у1 граничными условиямии>(/,0) = = и*(/,/) = Ои *(/,/) = /) + (()/]
ь/0ф(0) = 0; <р(0) = <р0 (2.4)где 

!
А = |՜. рл՛ = р05() + т&(£- /), Е —модуль Юнга, т —масса груза, о3. Для улучшения качества управления вышеприведенных систем необходимо иметь также информацию о текущем состоянии упругих элементов во время движения.Допустим, есть возможность с помощью измерительных устройств на некоторых областях положительной меры упругих элементов измерить некоторую величину, определенную на промежутке времени Г ,где 0 > 0. постоянное число. Число 0 определяется из дополнительных требований и зависит от физических возможностей измерительных устройств. Поскольку наблюдаемый объект подвержен воздействию управления, необходима также информация о предыстории процесса управления, которая может быть определена на ! - 9 < Т < I [ 10,11 ].Предполагается, что области упругих элементов, подлежащих измерению, характеризуются функциями /,^.,/ = 1,2 из класса Д. Для ЛА и упругого звена МР они определены следующим образом:а)/, = (х,у)е[0,г?]х[0,а]Ы /2=/;(^ЛЧ=О.^|О,/| (3.1)В частности, они могут быть характеристическими функциями измеримых областей.Требуется по поступающему сигналу вычислить функцию состояния упругих элементов.Используя метод разделения переменных Фурье, получим систему обы к новен н ы х двффе ре н ц и алы I ы х уравнен и й:^(г) + ^.(О = м1(г) (3.2)

1 - 1,2. где индекс 1 соответствует КА а индекс 2— Л!Р.Для КА имеем [4]48



>и(/,х,у)= 4,(1) = »•„,„,(<)
тл-1

к?=£ у+<+?пх:(л-,)у,:(у,)х,„(х,)у„(Л)^ 
рЧ а ]

«,(/) = Ф„,Д/] = ДфЛ^/л-Д^/у,)^. ; = 1,2; т.п = 1.2.3-

(3.3)
Здесь ФрФ2 есть правые части уравнений (1.3),(1.4), соответственно.ЯтА)ЛЛ.У.),* = и представляют собой собственные формы колебаний однородных балок, которыми аппроксимируются пластины, Лп,Ц1Г/ — собственные частоты этих балок (4).Для упругого звена МР (7-9]

~ I р-1 %= <7,(0 = »„(О- С=Ч.~. =л=1 V Ро5« Оп = 1,2,3”. (3-41Здесь Хп(х) -собственные функции колебании упругого звена, а Лп — собственные числа этих функций.Введя обозначения
<7,'"(0 = <?,('). Ч(,2'С) = ֊Я,(О*1 уравнения (3.2) запишем в нормальной форме I ?,"’(0 = *,<?'г>(0?1,21(О = -и<”(П+^-«,(0 %Обозначим коэффициенты Фурье функций /։,&, следующим образом: /,£. / = 1,2. д\ля КА 

о о
5, =/|։,(х,у)Х.«(у)<Му ж,« = 1,23-. 

о оДля МР «■, =0 « = 1,2,3- о ֊2 _2Предполагается, что /0, / = 1,2 112]Допустим, что через измерительные устройства поступает сигнал 110.13]
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/ = 1.2 (3.6)Пбступаюшие сигналы могут быть различными Целесообразность выбора сигнала (3.6) • бусловлена содержанием достаточного количества информации и несложной реализацией.Рассмотрим по отношению (3-б| "усиленный сигнал"
х(т> = й“7</;"(т)4-л->։‘®1</.'՜ (т), ,֊о<т</, 1 = 1,2 (3.7) реализация которого также нетрудна 110). Здесь a=l+f. Е>0-малое число. Для А/1 и упругого манипулятора А;"' имеет, соответственно, следующие виды: А՞“, (,к“, т.п - 1.2.3.• • •.Таким образом, имеем следующую задачу наблюдения: найти линейную операцию V.(т),/г, (т)}] так. чтобы выполнялосьравенство фДг.{у,Ц).«Дт)Н = ^”(О. ։ = 1,2;J = 1,2 (3.8)каким бы ни было реализовавшееся в системе (3.5) значение if. (t) и каким бы ни был сигнал (3.7).4. Приведение задачи наблюдения к проблеме моментов и ее решение. Разрешающие операции <р'[7,{ V,(т),//.(Т)}]. / = 1,2; / = 1,2 составим следующим образом (И):ф/ ['.{У, (г). и, (Т)}] = ф՜;' [(, у, (Г)] - ф/ [/, G,j //, (С. Т>, Ст)</т]I/ = 1,2; / = 1,2 (4.1)В (4.1) ф/ —разрешающие операции при условии н з(), т.е.ф/1'֊У.(т)] = ?,';'(0 (4.2)и приняты следующие обозначения:

G, =(*“/,л,Н,(Сл) = Х,(С.т)В,где Х'((Д.Т) — нормированная фундаментальная матрица однородной частисистемы |3.5| и имеет вид
1) 
ч

ХД.т) =
cosA;(^-t)

-sin А,(С-т)
sin АД-т) 
cos АД-т)

/■ = 1,2 (4.3)
Для построения операции у։(т).// (т)) |, / 1,2:/ = 1.2 достаточно построить разрешающие операции (р/[/. у (т)] для системы

^b(0 = U<2,(0 (4.4)Л ։' = '-2:удовлетворяющей условию (4.2) [11|. Решение системы (4.4), согласно формуле Коши, запишется в следующем виде^•(T)=XJ.(TJ)?(.(Z) ( = 1.2 (4.5)где50



Из (3.7),(4.5) получаем= Г~0< т</ (4.6)Операции, вычисляющие функции ф (г) по сигналу (3.7|, будем искать в виде г/.г,(т)Ч'-"('.тМт = ^“О). < = 1,2; J = 1,2 (4.7)<֊0Подставляя у,(т) из (3.7) в 14.7), выполняя замену переменного Т —/ = с, и введя обозначение V’1 '(tj + t) = V ՛(£) / |,2; у = 1.2, будем иметьj (/, cos А; 4 - g, sin k&V" (fyde, = — -0 оJ(/։ sinA.^ + g, cosA,^)V'’(ck/C, = О-0° _ / = 1,2. (4.8)J (/, cos A;c, - g- sin A'.c)V’ ՛ Д = 0 ֊0J(Z sin АД + g, cos АД)У (2՝ ДМс = ~ -oНайдем функции V, '(%). V' '“'(с.). удовлетворяющие условиям (4.8) и являющиеся оптимальными в смысл։-/k'”©Z+(Ki։։(^))։k-»’nin, 1 = 1.2 14.91■ пРешая полученную вариационную задачу (4.8),(4.9) с помощью проб лемы моментов | i 1) для оптимальных функций V. "'(с,), V ՝՜՝ (с) получим К":’Й) = дк<а.1 ‘ 27м?.а.з + 7.'п. Х/соьАД-я, sinA-^)-(/.?, (а?| - - п /) ++ (/.*՝ -.<)пв](/, sinA^ + ^cosA'^)} (4.10)Sin АД + if. cos АД) l7;^,(^i: -п,.) ++ )ni։](ZcosA-X-g,sinA^)} (4.11)где Д =2lA,a(ai։a.2֊a2;)(7; + g;)]1sin2A’O л sin2A0 sin2A.Oст. =0 +-------- !֊•, ст.,=0--------- --  . ст,, =----------
2к, '■ 2к, ' к,Чтобы показать ограниченность нормы бесконечномерного вектораЦ'(^)г компонентами которого являются найденные универсальные функции V,"" (с), \ ’\с). составим квадрат выражения нормы 51



Мр=) |/,։1>’(у г+к- *■=ь2 
-оПроведя соответствующие вычисления, получим к"|։ =—~{---------- ;—֊—֊■ ту֊-֊---------------- * = 1,2 (4.12)

11 1 0*֊° (I ֊($т-А-10)/А'|20:ХЛ’ + ^Г)Из (4.12) видно, что выбором функций /,#. можно улучшить сходимость этого ряда.Таким образом. построены оптимальные операции ф.11". / = 1.2;у = 1.2 в виде оу, (яД>)=/ V,'1 ’“у, а+* = 1.2 14-13)О(4.13) является первым слагаемым правой части выражения (4.1). Операции, разрешающие задачу наблюдения системы (3.5) ио сигналу (3.7). согласно |4 1). будут п+ (' + £))] ф/Ю|^ У1и + ^)]-ф^’0[лб,|] /7,(7 ♦ ти + г)и(/+^с|о/ = 1,2; ; = 1,2где 7/1(/-М1,/ + 0 = zsin Х',(п 
cosA;(r)-£) J

/ = 1.2.Для второго слагаемого выражения (4.14) с учетом (4.13) и соответствующих вычислении получим

(4-14)
(3.7) послеп

<р,՛ '՛“[/. с,, j //,(;+лл+с)«('+4)41 =о ° (4.15)
= j V,՝ "° \ (/ + Ш sin £Д + g, (cos к Л -1) №-оИтак, с учетом оптимальных функций Ц ՛ ’(<;), V'1 *’ '(<;) из (4.10),(4.11).значения измерения у, (т) из (3.7) и формул (4.13)-(4.15) функции 

ц‘։ (I), / - 1,2: у = 1.2 определяются по формулеI
7,и)(0 = |^^10(гт)у,(тк/т֊'՜0 (4.16)

- 1V <-г՝"(/,т)^1а֊:п1(т)(/. 51п1;(т-/)4- яДсобА-, (т-г)-1)}/т

Подставляя значения функций ^,(0^/7," (О из (4.16) в выражения (3.3),(3.4). будем иметь функции состояния упругих элементов в момент времени ! (ана_\огичным образом дш скорости точек упругих элементов).Оптимальный фильтр (4.16) позволяет с помощью измеряемого сигнала (3.7) восстанавливать состояние упругих элементов. 52



Восстановленные величины w, и՛ используются для определения управляющих сил и моментов всей системы в соответствии с уравнениями (1.1),(1.2). (2.1}.Замечание 1. Приведенный алгоритм позволяет измерять также случайные возмущения в процессе движения и учитывать их в системе управления.Замечание 2. Если при управлении системой возникнет необходимость решения граничных задач, то вышеприведенный алгоритм наблюдения позволит задать начальные условия для этих задач.Замечание 3. Если при движении системы на упругие элементы наложены ограничения типа |и'(/,л՜, у)| < const, то данный алгоритм позволяет проверить это условие во время движения в любой момент времени I. ЛИТЕРАТУРА1. Бутковский А.Г. Методы управления системами с распределенными параметрами. М: Наука, 1975. 568с.2. Охами Ю.. Ликинз Л. Влияние упругости КЛЛ на управляемость и наблюдаемость систем. В <:б.: Управление в пространстве. Т.2. М.: Наука, 1970 С.275-285.3. Дегтярев Г.Л., Сиразетдинов Т.К Теоретические основы оптимального управления упругими космическими аппаратами. М.: Машиностроение, 1986. 214с.4. Айрапетян В.В., Гукасян А.А. Об управляемом движении одной .модели летательного аппарата с упругими элементами. //Изв. НАН РА. Механика. 2000. Т.53. №. С.61-68.5. Гукасян А.А., Саркисян С.В О колебательном движении прямоугольной пластинки. //Изв. АН Арм. ССР. Механика. 1990. Т.43. №. С. 13-23.6. Докучаев Л.В. Нелинейная динамика летательных аппаратов с деформируемыми элементами. М.Машиностроение. 1987. 232с.7. Акуленко Л.Д., Гукасян Л.А. Управление плоскими движениями упру­гого звена манипулятора. //Изв. АН СССР. МТТ. 1983. И5. С.33-41.8. Гукасян А.А. Анализ движений двухзвенного упругого манипулятора с электромеханическими приводными системами на подвижном основании. //Изв. АН Арм. ССР. Механика. 1989. Т.42. 141. С.45-55.9. Тихонов А.Н., Самарский А.А. Уравнения математической физики. М.:Наука, 1966. 724с.10. Барсегян В.Р., Айрапетян В.В. К задаче наблюдения управляемых колебательных движений мембраны. //Уч. записки Ереванского Государственного Университета. Г42. 1997. С.21-26.11. Красовский Н.Н Теория управления движением. М.: Наука, 1968. 476с.12. Габриелян М.С. О стабилизации неустойчивых движений механи­ческих систем. //Изв. АН СССР. ПМ. 1964. Т.28. Вып.З. С.493-501.13. Барсегян В.Р. Задача наблюдения струны. //Изв. НАН Армении. Механика. 1997. Т.50 №. С.66-69.Ереванский Поступила в редакциюгосударственный университет 11.06.2002
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ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ I

ւյեխսւԼփկւս 55, №4, 2002 Mexai

УДК 534.1: 539.1
О ОПТИМАЛЬНОМ УПРАВЛЕНИИ ДВИЖЕНИЕМ БАЛКИ 

С ЗАПАЗДЫВАЮЩЕЙ СИЛОЙ 
Габриелян М.С.. Мовсисян Л.А.

Ս՜Ս Գաբրիելյւսն, 1..I.1 11ոփփսյաս
Հեծանի շարժման niptuqniüml տոարի|իցսպման ե ղեկավարման մասին

Առաձգական հեծանի օրինակի վրա ուսումնասի՜րվում են համակարգի շարմմա| 
ստարիլխլա$յիայի և ղեկավարման խնդիրները, երբ ժամանակի տվյալ մոմենտին шцгрц 
ղեկավարումը օրեկտին է հասնում որոշ ուշացումով, ըստ որում, վերջինս միշտ մնոս11 
հաստատուն: Լրկու խնդիրների համար է| որպես մինիմիղւսցվող ֆունկցիոնալներ ընղո։6ւ 
են դասական դեպրերը:

Դիտարկված օրինակում ցույց Լ արված սսսրրեր ղրվացրների տարբերությունը:

M.S. Gabrielyan, L.A. Movsisyan 
On Stabilization and Control W ith Lagging of Motion of Bean»

H<i примере упругой балки исгледукися задачи стабилизации и управления движе 
системы, когда внешнее воздействие до Объекта доходи: некоторым опозданием, при 
оно не меняется со преминем. В качестве минимизируемых функционалов берутся обы 
классические случаи На примере системы с одной степенью свободы показано рад 
ныраженит'г управляющих сил при различных постановках задачи.

Обычно стабилизация и управление движением осуществляет^ 
самого начала движения 111. Аналогичным образом поступают и л\н 
подобных задач для упругих систем (2,3 и др.|. Однако, как следует из! 
характера подобных задач, с момента времени наблюдения движением Е 
до того как реакция дойдет до объекта, необходимо некоторое время, т.е 
„сигнал" доходит с некоторым запаздыванием. В настоящей ст< 
управление и стабилизация рассматриваются с этой точки зре> 
Следует отмстить, что существуют различные постановки зада՝, 
управления и стабилизации с запаздыванием Настоящая постанови, 
наверное, самая простая, когда запаздывание входит только в 
управляющее воздействие, причем оно одинаковое для всех моменту 
времени. По существу, управлять или стабилизировать систему, начиная/ 
какого-то момента времени, или условие, при котором действующая сил 
доходит до объекта с запаздыванием, имеют одинаковый эффек 
Возможно, в плане ма тематики нового здесь немного. А разве это Ti 
важно? Думается, что с точки зрения практики роль такой постанови 
бессрмпенна. Для конкретнос ти изложение проводится для упругой балки. 
I. Уравнение движения балки запишем в виде
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£. Э*И' ч
и----Г 4- Р 5--- ֊ = /• (л\/ Г, )Эл- н Эг к ։/

с соответствующими краевыми и начальными условиями

Предполагается, что время запаздывания 1} одинаковое для всех моментов
и входит в выражение действующей нагрузки 
/*(лл-г1)=О при Г <1

Перейдем к безразмерным величинам:

при этом

Ф-еЛ7 ИЗ)

тогда (1.1) превратится
Э4Н Э2И . / ч 

< —Г + У^ = ф(у.т֊т.) 
ду Эт

(14)

Здесь / = — гибкость стержня Т, Л' - площадь{

поперечного сечения, I длина стержня,
Если искать решение (1.4) в виде

Г «=ХлЛ-ФсЛх)

•и=։
где Хгп(у)-собственные функции, удовлетворяющие сответственным

краевым условиям то для получим

—■ — + (О՜, Л, = ф т(т-Т.) (1.6)

Здесь (0т =/Л՜ —собственные частоты, —соответствующие собствен­
ные значения для заданных краевых условий.

ф^тР^ул-т.МуУл՛. ^=|х;(у>/у (1.7)
о О

Начальными условиями для (1.6) по (1.2) будут
I Д(0)=а„, Л(0)=Д, (1.8)

В дальнейшем, если нет необходимости подчеркивать номер гармо­
ники и если не создается путаница, для краткости индекс т опустим.

2. Сначала рассмотрим задачу стабилизации. Систему (1.6) в 
отдельности изучим для т<т. и т>т Итак, для т<т.
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/ = a cos сот+—sin (от (2.1)
(О

^+ш7 = 'У(^), £=т-т„ Ч'(4) = <р(т-т,) (2.2)

с начальными условиями

f(fl)=a =acos(OT։+ —sin(or։
(О

/’ (о) = b = ֊«(OS j n сот, t- b cos COT,
Постановка задачи и условие оптимальности обычные [4], 

стабилизировать движение (2.2), (2.3) при минимуме функционала

(2.3)
т.е.

(2-4)
о о

Под Э понимается безразмерная полная энергия.

1 
э= -

2
.ЭтД
'ду

ди }2

Эт ,
(2.5)

На основании (1.5) минимум (2.4) равносильно минимуму каждой 
гармоники, т.е.

2
(26)

О I-

Y. = |/[х'(у)Г dy/J Х-„(у\1у

2 О о
Искомый V ищется в виде

Ч' = А1/г+2А2/7+Ац/г (2.7)

с условиями А > О, АиД,, ֊ Д; > 0 Уравнение Ляпунова-Беллмана 
будет [4]

Подставляя последнее в первое уравнение и требуя, чтобы в полученной 
квадратичной форме коэффициенты были нулями, получим

Д, = О.у1£1-у , Д, = £2 - (02

Q = Jco4 +у (2.9)
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Легко видеть, что условия Д։>0 и Д,Д,-Д՜, >0 выполняются.

Э\|/ следовательно, 1|Г > 0, — < 0 и стабилизирующая функция будет

'И = -Дг/-^2/ (2.10)
коэффициенты которой определяются выражениями по (2.9). при этом

f = схр(- MXq sin р& + с, cos р,§)

f = ехр(- ֊ ^cJcosp.^-G-p, + <?:p,)sin р2£] (2.11)
где

1 л 1 IZ7 2 Гр.=—Л„, р,=—J3S2 + CO----
2 ” 2 V 2

Постоянные с согласно (2.3) определяются

с _b+<ip} 

Р>
cz = а (2.12)

Искомая оптимальная функция получится из (2.10) заменой на Т-Т,, а

Ф(>'Л֊т,)=^<р„(т-т,)у,(у) 12.131
гп-1

3. Задача оптимального управления также ставится обычным образом. 
Решение системы (1.6), удовлетворяющее начальным условиям (1.8), будет

1 f/ = a cos (от +—sin (от + — I ф(О - т։ )sin со(т - (3.11
(О (О;

Требуется, чтобы в определенный момент времени т = Т прогиб и 
скорость балки принимали определенные значения

. { . (3.2)

при этом, минимизируя некоторый функционал. Согласно (1.5). (3.1) и 
(3.2) имеем

Z, = К sin соТ. + К, cos(оТ.
11 12 1 (3.3)

Z2 = К2 sin (о7^ - У։ cos(07’։
Здесь приняты обозначения

Z, = jv(^)cosa^/^, Z, = jy(£)sinco^<^, 7J = T-t, (3.4) 

о о

= (tl
b .c-fl COS COT---- Sin (ОТ
(О
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У: -d -f• wo)sin (OT-Z>cos(t)T
В качестве минимизируемых функцион ֊.лов будем изучать два случая 

Если критерий качества брать
< г

1‘-\у,т)=Цф-(у֊г1\1г<1) (3.5)
От.

то в конечном счете он сводится к минимуму

/';)=Jv;feV4 ։эд
о

и поставленная задача сводится к нахождению минимума (3.6| при 
условиях (3.41, Такую задачу можно решать как типичную изоперимет­
рическую задачу (такой способ будет применен в следующем пункте). 
Однако для Общности она будет изучена при помощи проблемы моментов 
[4|, тем более, что при другом критерии качества, который будет 
использован ниже, только таким способом можно добиты м результата.

Решение поставленной задачи ищется обычным способом (5) и оно
есть

\|/(с) = Щ COSti)£ + |lvsin (ОС, (3.7)

= , = .p-----
A A

Я.=֊Г—— sin2wT։. Я„=—sin'cn,11 2 1 4co • J 2co ’

n l-r 1 ■ 2 -r/Л, -sin’G)/.
" 2 1 2(0 1

A- BUZ; -2HZZ.Z. ~ B^Z?
Искомая управляющая нагрузка определится но (2.13). но уже с новыми 
(3.7)

Ф.,(т֊т,)=Ф„(^.
Теперь рассмотрим другой функционал качества:

а.»»
ГП=1 I)

Условие минимума (3.8) эквивалентно условию минимума
г

/l”=j|vCT|^ ' (з.э)
о

и управление осуществляется через сосредоточенные силы следующим 
образом: минимальное значение нормы (/?) = определяется.

как
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r° = min max|a„ cosw„,i + P,„ sin о։„Д| > 0 (3.10)

так как cost:),.,с, и sinft^.c, независимые Пусть указанный максимум 

достигается к точках V. е |(). 7’ | (А՜ = 1.2.... д. число 5 конечное, так как

функция <zcos(iK + |Js}n (% аналитическая). Тогда.

Ч'"Й)=£гД£-^) (3.11)
i-1

где б(-) - функция Дирака. Числа /’ должны удовлетворять условиям
1 г

У cos ок, - Z։, У Рх sin(O^t =Z; (З.Г2|
7=1

\ует отметить, чтб всегда существуют числа 1\. удовлетворяющие 
условиям (3.121, ио они не всегда определяются единственным образом

4. Представляет еще определенный интерес также задача следующего 
типа. В заданный момент времени привести какую-нибудь точку в 
заданное положение. На примере предыдущей задачи это выглядит так 
(точка у = у0 в момент т = 7’):

»(у0Т)= 5; Л,(7֊)Х„,(>■„).«„ (4.1)

Учитывая выражение (3.1). соотношение (4.1) можно переписать
г ՛

1) L"‘=>

V.fé)
orfri

sin4,CG4)*mW 4 = Л (4.2)

/» = it0
m hУ « cos(i)„l7’ + -—sinci 7՝ X' (vo) 
/ j m m пт r.’i V /
м-1

Если в качестве минимизируемого функционала брать (3.5) при 
условии (4.2), то подобную задачу можно рассматривать как 
изопериметрическую. Тогда

\ 2ЬХт (у )«1 п со... (?: - £)
к(?)=—... ;\\г .՛ ? „-) из)

V 7- 31п 2(0,,/, 
" со; _ 1 2(о,г

суммарная оптимальная нагрузка будет но (2.13| с новыми (4.3).
5. На одном простом примере покажем разницу в выражениях 

управляющей нагрузки при различных подходах, когда осуществллется 
управление. Пусть системе с одной степенью свободы сообщается 
начальное отклонение (для балки отклонение по одной полуволне). В
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момент времени ! ~=Г (период колебания) отклонение будет л0. 
со

Теперь потребуем, чтобы при t -Т отклонение было нулевым.
Вот выражения управляющих сил при различных постановках:
а) управление начинается с самого начала движения —

<p(/)=-^-sin(Or, 0</<Т (5.1)
п

б) сила действует с момента I - 0. но доходит до объекта через / = 7'/4, 
или действует, начиная с момента г = 7'/4 Тогда.

/ ГЛ 4лоог f Т}
( 9 Зя Д 4)

(5.2)
Зя 4

т
Интересно, что в обоих случаях суммарная сила | <p(?)t7/ одинаковая.

о
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ՀԱՅԱՍՏԱՆԻ ԴԻՏՈիԹՅՍՒՆՆեՐԻ ԱՋԴԱՑԻՆ ԱԿԱ՛ՆՍЛ'ԱՑԻ ՏԽՂեԿԱԴԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ 11АЦИОПАЛЬИОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ

Սնխաճիկա 55. №4. 2002 Механика

УДК 531.36
О ДЛИТЕЛЬНОСТИ СЕАНСОВ ИЗМЕРЕНИЙ В ЗАДАЧЕ 

МИНИМАКСНОГО ОЦЕНИВАНИЯ ПАРАМЕТРОВ 
КОРРЕКТИРУЕМОЙ ИНЕРЦИАЛЬНОЙ НАВИГАЦИОННОЙ 

СИСТЕМЫ ПРИ СЛАБОМ ВЛИЯНИИ БЕЛОГО ШУМА.
Мартиросян С.Р.

Ս. Ռ. Մարտիրոսյան
Չափման տևողությունների որոշումը մինիմաքսային գնահատման խնդրում սպիտակ աղմուկի 

թայլ ազդեցության դեպքում
Աշխատանքում ուսումնասիրված է իներցխպ նավիզացիոն պարամետրերի 

մինիմաքսայխ՜ւ գնահատման |սնդիրր սպիտակ աղմուկի թույլ աղդեցության դեպքւոմ: 
Ստացված են չափման տևողությունների ասիմպտոտիկ բանաձևեր, որոնք ապահովում են 
օպսփմւպ մինիմարսային դնահատում:

S.R. Martirosian
On the problem of minimax estimation on account additive white noise with Application to Guidance

Рассматривается более общая постановка гадами минимаксного оценивания параметров 
корректируемой инерциальной навигационной системы, когда ошибки измерений 
представлены суммой двух случайных процессов: щюцесса с неизвестной корреляционной 
функцией и белого шума. В предлагаемой статье получена асимптотика оптимального 
оценивания в предположении о слабом влиянии белого шума.

1. Постановка задачи. Рассмотрим задачу позиционной коррекции 
инерциальной навигационной системы, установленной на борту 
летательного аппарата, движущегося с крейсерской скоростью по 
траекториям, близким к ортодромии. При этом уравнения ошибок 
корректируемой инерциальной навигационной системы в продольном 
направлении движения объекта на интервалах времени, в течение 
которых производится коррекция, описываются соотношениями |1.6|

У = ц, Ц = -ф. Ф = Ц-О, 0 = 0 (1.1)

Здесь \ )=— Т = 0)^? — безразмерное время, (Оо—частота Шулера: 
с1т

#—гравитационное ускорение, а- радиус Земли, I — 
размерное время; у “Узловая ошибка определения местоположения 
объекта в продольном направлении; (р = (Х-Г°, «-угловая ошибка 

приборной вертикали в продольном направлении. £ -постоянная
АГ

приведенная погрешность продольного ньютонометра; Ц =------, А Г -
Я(Оо 
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ошибка определения скорости в продольном направлении; б = \'/<о0. V — 
постоянный дрейф гироплатформы в продольно՝.: направлении.

Сторонняя позиционная информация, дополняющая уравнения (1.1), 
имеет вид 11,6):

г(т) = у(т) + р(т), те[о,т]. /’<֊ (1.2)

где г(т) непосредственно измеряемая величина. р(т) —ошибка измере­
ния., [

Задача коррекции инерциальной навигационной системы с помощью 
дополнительной информации состоит в построении оценок значений 
«разовых переменных системы (1.1) в момент времени Т-7՝ по 
информации (1.2).

Будем считать, что ошибка измерения р(т) является суммой двух 
случайных процессов р (т) и р2(т), которые взаимно не коррелировали:

р(Т) = р,(Т) + р,(Т) (1.3)

При этом р,(т) —белый шум с интенсивностью с(т)>0, а р2(Т) - 
произвольно коррелированный случайный процесс с нулевым матема­
тическим ожиданием и с ограниченной дисперсией:

Мр2(т) = 0, М[р2(т)]‘ < ст,0 - известная величина, а корреляцион- 
нная функция Л£р2(т)р,($) = с(т)ст(5)г(т,$) -неизвестна. Известно 
только, что автокорреляционная функция удовлетворяет ограничению: 
|г(м)|<1.

При выборе алгоритма оценивания решающее значение имеет модель 
погрешности измерения В литературе подробно обсуждена задача 
коррекции инерциальной навигационной системы в предположении, что 
погрешность измерения является случайным процессом типа белого шума 
или линейно связанным с ним процессом с заданной корреляционной 
функцией. Это существенное предположение приводит к оптимальным 
алгоритмам оценивания по методу наименьших квадратов или фильтру 
Колмана 1-1,5].

Однако указанная гипотеза далеко не всегда имеет достаточное обое 
новаиие. Поэтому представляет практический интерес рассмотрение 
задачи коррекции инерциальной навигационной системы в предполо­
жении. что либо сама погрешность измерения .либо ее корреляционные 
характеристики могут изменяться в заданных пределах В этом случае к 
задаче оценивания применяется гарантирующий подход. Это 
предположение приводи։ к оптимальным гарантированным алгоритмам 
оценивания |2, 0-8].

Особенность оптимальных гарантированных алгоритмов состоит в 
том, что из всех имеющихся измерений для оценки используются лишь 
А </?? измерений, где гн—размерность фазового вектора. Эта особен­
ность позволяет отфильтровывать низкочастотные помехи в наихудших 
ситуациях.

Реально в помехе измерения могут присутствовать и высокоча- 
счотныс составляющие Включение! их в класс допустимых помех наравне 
с низкочастотными составляющими в задаче минимаксного оценивания 
нежелательно, так как при этом теряете»։ информация об их аысокочас- 
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Тип։>хг;и. Как следствие этого, заметно завышается гарантированная 
■пеяка точности. Их влияние можно снизить, применяя алгоритм 
оценивания в котором кроме А' оптимальных моментов измерений с 
Йиишм весом используются все измерения, лежащие в некоторых малых 
местностях оптимальных моментов измерений (длины сеансов 
Яомерений). При этом влияние высокочастотной составляющей осредня 
стен алгоритмом.

Будем искать оценки ошибок параметров инерциальной на вига- 
(шояной -истемы по измерениям (1.2) в предположении (1.3).

Представим измерения (1.2) в виде
‘ <(т) = Нг(т)д+р(т).те[О,Т] (1.4)

цс </ = л(Г) = (у(Т),р.(7՝).<р(7'),О(7՝))' -вектор параметров объекта;
/л I П А Л

И(т) = ехр(л’(т-7'))/։,, Л, =(1,0,0,0)г, Л =
0 0-10

0 10-1

0 0 0 0
Нетрудно подсчитать, что

//(т) = (1 ,-sin(7‘ -֊ т),cos(7' - т) ֊ 1,siп(*Г ֊ т) - (Г - т))'' (1.5)
В такой постановке задача коррекции сводится к минимаксной задаче 

определения линейного несмещенного оценивателя Ф(т), минимизи­
рующего дисперсию уклонения истинного значения параметра I = a7 q 
(а-заданный вектор) от его оценки 

т
I = |ф(т)<(т)</т (1.6)

о
Проблема определения оценивателя Ф(т) из условий:

Л7(Г-/) = О; пиптахЛф ~/|2 (1.7)
Ф<т) г<М)

сводится к задаче определения Ф(т) из решения следующей задачи [2]:
т
J /7 (т)ф(т)Лт = а 
о

7՜
/)(ф) = fc(z)tt>2(T)rft + p2 —> min 

о
т

₽ = ст,||Ф(т>/т|
о

(1.8)

(1.9)

(1.10)

Используя метод множителей Лагранжа, можно получить следующий 
вил.и.ч минимизирующего оценивателя в общей проблеме |2|:

если
Ф(т)=- - И1 (т)л - о(т)р]/с(т),

0, в
если

остальных сл..
(1.И)

63



где Л — вектор множителей Лагранжа. [Зб /?.. и ле R" определяются из 
следую щи х соо гноше и и й:

т г
| !1(тУь(т\1т = а, £ = а||ф(т)|б/т (1.12)
о о

m — размерность фазового вектора.
Задача минимаксного оценивания (1.6) сводится к определению 

постоянных А и |3 из системы (1.10). (1 11). В общем случае эта задача 
может быть решена только численно.

1. Решение задачи коррекции в предположении о слабом влиянии 
белого шума.

Пусть с(т)=Ес(т), где Е > 0 - достаточно малое число. При Е- 0 

оцениватель Ф(т)*0 не более, чем в т точках. Тд, к = 1,/, / < т. 

Моменты времени Т?., к = 1,1, 1<т определяют оптимальный состав 
измерений для оценки / -ой компоненты в задаче о наихудшей 
корреляции.

Если Е>0 достаточно мало, то. очевидно, оцениватель Ф(т) (1.11) 
будет отличен от нуля лишь на интервалах [т,. -.,Т։к 4-ОС:' ] в 

окрестности моментов времени Т ч. . мина которых стремится к нулю 
вместе с £

Учитывая, что знак Ф(т) в этих окрестностях совпадает со знаком 

Ф ., к -\,т. формулу (1.11) в окрестности Т = Т,* можно записать в 
виде Ф(т) = ֊ Рб(т)А(т, Л )/е , 

где обозначено (Х”)= о/ с(т), Л(т) = — Н (т),
/ О

А = “ е R"՝ , ^(т,А) = к г (т)л 4- А£, Дх. = 51§пФ *.

Разлагая А(т,Л) в ряд в окрестности т ֊ т,4, получаем следующие
выражения, определяющие длины сеансов измерений (3]:

/ |Г ’I ։/2
Ц = €,/2 }осг. 1ц Ло , А֊е/։ (2.1)

J
О / |Г

L, = Г1՛1 /Роа;1/ц Л . кЕ12 (2.2)

А =^'։ / М А‘ Л
уз

о , A-G/3 (2.3)

где /.—множество левых интервалов: Тч совпадает с началом интервала, 

/2 - множество правых интервалов: т., совпадает с концом интервала,
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/3- множество интервалов, для которых т;* лежит внутри.

Л / \ 0
С =<ЧТАу ах =а

о -։ о

(т.Л

Гот՜" 
/?1

Ро =
Л=1

,Д| (2.4)
Ло=-// Д, 77 = « т , д = •

0 1 

кт
V ;

Л4= —5 = 0,1,2,.., Д, =5®пФ » к = !.??/, Л(т)=—^-г//(т) 
л! с1т՛ а(т)

Перейдем к непосредственному решению задачи (1.8)-(1,11) для 
различных а: д, = (1.0.0.0).' д: ~ (0.1,0,0).; д, = (0,0.1,0)‘ . д4 = (0,0.0,1)г . 
соответствующих оцениванию параметров г(П м(г), ф(О о(г).

Сначала рассмотрим задачу (!.?)-(1.9) при С = 0. Оптимальное 
решение этой задачи строится в виде [2.6]:

ф,М=Ефлб(т-т'Л
**1

где Ф, /.Л =1.4 весовые коэффициенты алгоритмов оценивания;

Т*4, у,А' = 1.4 - оптимальные моменты измерений, определяемые равен­
ствами [5]

^=0. т',=х- т;5 = Г-%, т‘4=г. 7 = 1.4,
X - решение уравнения

- ( '/■51П У----
/ у >

+(Т֊хЫх՜- -з։п
т

= 0. хе о,-
2

я
2

А весовые коэффициенты Ф , /,А = 1.4 определяются выражениями [6]
Ф.1=Ф|2=Ф13=О> фн = 1
фп = К2Х-7)+(7՝-х)со$х֊Хсо$(7՝-х)-51п(7'-2х)+в]п(7՝-х)֊$1пх]/5

Ф,2 = ~х)՜7՜СО8Х + Хсо5՜/՛ + $1п(7՜ -х)՜։>1П7՜ + ятх[/6

Ф23 = -х + 7'со5(7-х)-(7'-х)со$Т-51п(7'-х)+8։п^_^г։хк^

ф24 = [х(со8 X - со$ т)+ (г ֊ хХсоб 7' - со$(т՞ ֊ х))+

+ $4п(Г ֊ 2х)-81п(7'-х)+51пхУ^-,

Фм = [(7’-х)51пХ֊Х84п(7՝-х)|/6; Ф?2 = [х^пТ-Т^п хрб

Ф„ = [7’ 5ш(Т - х)֊ (Т՝ ֊ х)з։п 7']/8;

фм = [%«>п X (7’ ֊х)ят(Т ֊ %)+ (7՝ - 2х)&։п7’]/6

Ф41 =-ф44 =Ьп(7՝֊х)-81п(7'֊2х)-51пх1/6
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Фл, = ֊Ф4, = [$1п(7'֊х)-81п7' +$тх1/5

7՜6 = 4.$1П~Я1П -—
2 2 ?

Г։1П ~~X -(/ -2х>п- 
X I Хг

Выражения для соответствующих минимальных значении Функцио­
нала (!.9| при С = 0 имеют вид (6}

Т 
,-х -^2

0|=<Му)=сг; Д2=<„։(|л)=2а
соя

2 —Г.
7- Т
I соя —

9
-֊Зят —

12.6)

.. Т

Рз=<(<₽)='֊2о-
Т со

Отметим, что

Т ' . Т
— у 2$т — 
2 2

:₽4 =М$)=2а
со{;2_

_ • Т-2я1п 
2

где Ф, , /, у = 1.4 определяются выражениями (2.5).

с,=ё2=^=с4 =
Нетрудно подсчитать, что

С, а1 - П2 = п. = ст. = о; (2.7)

-р
4 е 

о е
 е 

11
__

__
_.

§ “ 
“ 

~ 
* о

е о
 & 

е - “
 " 

> 
' 

' 
0 0

 0 
с

։>
 

~ 
м ы

“| 
.е О

 ,?
 *

->
 

» е е е о
С 

Ф
 •3* 

■0
 6՜

1 ?
 

г и 
* >

 е е
 

е 
■& и

24

34

44

*

.1)’

. ֊•
. //:

* ֊»
//4 =

’Л(3) =

4

Ф

Ф

(1.-

л 
2 

д. 
4 х

„ 7
е е е е 

- 
д 

2 
Л

Ф о 
Ф 

>©
> 

7
г*» 

т 
ГЛ 

1

е
‘ ° е е 

5 
а 

"

е е е 
з

 
,я о

 
<

■0 
0 0

 
г։։ 

С’
е

 е' е
 °

 
у՝

. 
- - о

 ?

(2-8)

Согласно (2.2), (2.?) величины Лц(у), Ло^? Л0(ф}, Лп.0) определяются 
следующими формулами:

Ф 4 -ф:1 +ф- -фа +фй՝
Ф-4 ф|.

^о(у) ~ ’ Л0(ц| “

Я

1 н
-фл +фз: -Фдз +ф34

(2-9)
к

-ф4| +Ф4, -Ф43 +Ф„
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Подставляя

+ фз. -фк + Ф„ -Ф.и՝ Г-Ф4, +Ф42 -Фд, + Ф« ՝

Л<КфГ "
$2, -Ф,, + Ф,,

-Фи

-Фа
' ^<>(0) — *

1 
1

е е
 

+ 
+

е е
 

В 1: -ф»
-Фзз

+ Ф14

+ Ф34
. ф„ -Ф« +Ф„ -Ф«; 0 0 0 фн

(2.5)-(2.9) в (2.1)42.61, получаем выражения для длин
сеансов измерений, доставляющих оптимальную гарантированную оценку 
соответствующей компоненты фазового вектора при слабом влиянии 
белого шума. Длительности сеансов измерений при оценивании

ляются. соответственно, выражениями:
^(т) - ^(г> ^(г) “ 0

ф(О 0(т) опреде

Ц*)՜

(Т 1 ’НТсо^ -у -25111
3 I 1_________________ ______ Г_У___
*4 Т у > / '1*(7'֊х).чп2_^ып; ֊5Ш ֊֊X

Х$т2 —-Т^п—5П1| Т-֊ | + 25т™$1п
2 2 I 21 2

-г • Т Г֊х֊мп- 
___ —■

2
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e2c2
4>“

£4'
2а

1 1

_ £3С 3 
֊(ф) - Г 

а3

е3с

СУ1

7'cosչ____ լ.__
2 - շ 7՛ X • 2 Z տա sin —

2 2

Т
Դ

■ Դ ■ т\
-X -2sm-

7 )cos - 2sin -—— cos -
2 շ

X

• T֊y .(T+y in---- -sin ------
շ ւ 2

-2sin—sin-
2 2

' ՜ր у ՜'
rcod դ֊հ -2sin- ((r-x)sinx-xsin(r-x))

.՛ z_
7" T — y y i

2sin sin -sin - 2sin
2 2 2|

3

1/2

\'1՚֊

-——cos — - (7՜ - y )cos—
2 2 ' 2

(T/ 7' 7՜
(Т8тх~Х$пП ^Cüs ~”Х ՜՜տ*ո^՜

2

4 S . T . T-y . X • r 
If-yjsin— sin----- -sin—Sin -y

2 2 2 12

3
4

Հ (T \ t\^(7\sm(7 x)-(7՝-z)s։nT) 7’cosl ֊֊y -2s։n ?T

2

T - X X • M 
sin^sm՛ — ՜X

e-с -
'4(<?|՜ 20

2
(7՜ ֊x)sin -sin

Г cos

'—
 

-֊

to
 1 ’

H
1

---
---

--
у

- 2 sin
2

Icos— 2 si ո
2

. Т . Т-у . 
sin— sin vsm 

շ շ
T-y y—- cos л

2 2
2 (T-x)«

X

Г֊Х ?' + Х 
in------- cos--------շ

^t(û) ՜ Ծ

շ

7’cosj X
 

1 
r- 

1 СЧ

■> • T} 
- 2sm —

Չ
sin

Հ՜
 to

 I '
S

1

4-
__

__
-Z

2cos
Г у
J-z

Y՜ TI 2sin cos -(Г- 7)cos֊Է շ շ V л/ շ

Լ =Լ = — 
(T3

rp '՝՛ / p
y -2sin— sin

2
' T

(r֊x)sin -֊X COS - ֊X

(2.10)

Подставляя соотношения (2.5), (2.6), (2.10) в (1.6). (1.9), получаем
7
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решение задачи позиционной коррекции в явном виде: оптимальные 
гарантированные оценки параметров у(т\ ц(г), ф(7-), Й(Г) и выражения 
для соответствующих ошибок.
г.жжения (2.10), опрсделющис длительности сеансов измерений.
•н՛.-видно, могут быть легко реализованы.
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<U3UUSHLh Ч-Ь811И<ьЗПЬЪЪЬГЬ ШМЦЗЬЪ UQUH-UUMLSh ЗЬЧЬЧиЧ-ЬП 
ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ .АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ
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УДК 53136: 534.2

УСЛОВИЯ ТЕХНИЧЕСКОЙ УСТОЙЧИВОСТИ ВЫНУЖДЕННОГО 
ДВИЖЕНИЯ НЕСТАЦИОНАРНЫХ СИСТЕМ АВТОМАТИЧЕСКОГО 

УПРАВЛЕНИЯ С ПЕРЕМЕННОЙ СТРУКТУРОЙ
Матвийчук К.С.

Фпфп)иш1|шй ЦилвнуфидрпЦ шЦипгЛшш ([ЬЦшЦшрйшО n; uiniuypnûwp lnutfiul|iupqbpp 
hiuptfUHjpiulputi ^tupdniülibp|i inbfuûp'qiuljmü ^tujniüiiipjiuü upupIujQûbpp

Ц U Uujui4Jij։nil}
чЬш1ицпиц|гий b(i i|։ni|m|uui(|uiü фиптдфидрпЦ nj иинидрпйшр hurôtulpupqbpfi npbujiipQiu^ujft 

iJp&ulpiLp)) inbtuli|il|u>l|uili biujnilinipjiuü upujüuilJbbpp lupunuppü qpqntfuiü u|iujüluliübpn։։J [1-6] 
՝biu|ui::u|bu uipi[tuâ piuqilnipjtii(i(ig, pnjnp hlitupuji|ii|> ul{qpQ|u!|ui(i i|p6iul](il>|inil iq uiniuy|inüiup, 
Qinipnpiiu^wli Цшпп>$Циздрт| L nipiniuphü qpqnihuü ири]бшййЬрп։й quili։[nri qplîiuiS])l| cqpngbuübph 
hunliup иимииЦшд bü mh[uüfibiul|UJU QiujntÜnipjtuü ршфиршр tqiujiîuiGühp

Conditions of Technical Stability of the Compelled Movement of Non-Stationary Systems of 
Automatic Control with Variable Structure

K.S. Matvijehuk

Исследуются свойства технической устойчивости динамических состояний 
нестационарных систем переменной структуры при наличии внешних воздействий [1-6] 
Нестационарные внутренние параметры рассматриваемых систем изменяются непрерывно в 
заданных дищьпонах при выбранных параметрах разрывных законов управления процессами с 
регулированием по координате рассогласования, выходной координате исполнительного 
устройства и их производных конечного порядка [2] Получены достаточные условия 
технической устойчивости но мере заданных нестационарных, внешне возмущенных 
динамических процессов переменной структуры при всех возможных начальных 
распределениях значений из заранее заданно։ о относительно меры множества начальных 
состояний |5.6|

1. Формулировка задачи. Рассматривается нестационарная 
динамическая система регулирования с переменной структурой в условиях 
действия внешних возмущений и в предположении, что зависимые от 
времени внутренние непрерывные параметры процесса изменяются в области 
заданных диапазонов. Движение заданной системы описывается системой 
уравнений вида [2]

^֊ = хм1, / = (1)

си
cix f л—՝ / \ci f(()֊7֊ ֊Sv.-v, +EU(0 + v;’)—тД +

где функция /•’(/) имеет следующее представление:
dt՞1

t e Ta I

di',m

t> .71 1
(/)

/-0

d'M) 
dtf

i eTai
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7՜-ограниченный заданный интервал времени. / = /Г1 >0; /•"(/)

функция времени 1еТ. характеризует приведенное ко входу системы 
возмушаюшее воздействие и является линейной комбинацией функций 
внешних, произвольно приложенных к процессу возмущений f[t)...../,(/) и

их производных Предполагается что заданная система обеспечивает 
непрерывное воспроизведение задающего воздействия /0(/) процесса 

выходной координатой <р(/) с точностью до затухающей переходной 

составляющей; д։ координата рассот тасования: л, =/>(/)-ф(/). Считаем, 

что F\(l) непрерывно дифференцируема до порядка т включительно, 

т<п, функции ф(Г)./0(/) непрерывно дифференцируемы до порядка п 
включительно. С помощью непрерывных параметров объекта управления 
b։(t) характеризуется [2] связь между величинами сГф(/)/<й' 
(/ = 0,1.... п-т). у. /•,(/). У выходная координата исполнительного

устройства, по предположению bit) дифференцируемы до порядка т < п 

включительно и удовлетворяю։ условиям

< = 0Л.....«-'»■ 7 = 0,1,...,т
d!

b.o) = const, /е7՜ (3)

Параметры d.(l) исполнительного устройства непрерывны, заданы в 

известных диапазонах
d)n <d(t)<d . d ,d = const, / = O.1,..../7J-1, t £ T (4)'rum • глад «nun ra\ ' '

и характеризуют [2] связь управления, и с функциями а у иГ . Полагаем, 
что управление « в системе зависит от воздействий по координатам 
х1,...,хп, у,ф/4Л.... dr у!иг и имеет представление

п-1

i-l
~г7^ dl

. коэффициенты воздействия ц/' и ц/,' принимают

[1,2] одно из двух значений а или Р на или Р;' Коэффициенты «ДО в 

(I) линейно зависят от величин Л Ь\1) сИ . ։/,(/). ц/' [2], Сформируем 

функцию переключения в пространстве переменных (а|,...,.гг։) лида

5 = \ с х . с = const. сп = I 
»I

(5)

Пусть с помощью (5) задан закон изменения коэффициентов ф՛, ц/: 
=2 1 >(х11| ч - sign(x,A )|-» P'|l-sign(x \)]. / = 1.....п- I, а.'.р,1 - const (6)

= 2-'Л.1՛ н d Г 

dl'
tß' 1-sign

d՝J-
------s
dl

/ = 0.1.....m֊l
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a f. p'= const (7)

Рассмотрим класс /•'_ множество функций F(t) со свойством [2]

dmF(i) 

с1Г (-0 df
< А. А = const > О (8)

Если внешние воздействия F՝(l) недоступны измерению, го, используя из 12]
d'y

связь между /©(0, -V,. при R = —— + > г (t)x имеем 
dt г-\

v! =2'{a;(l + sign(^5)]+P,'[l-sign(S,s)]}, ( = 0,1..... m-1

Имеем частный логический закон для Ц/ ' вида

(9)

У,' 2 1 ՛ а‘ I + sign
dr

+ Р,1 1-sign
de

(Ю)•, г = 0,1,..., zn -1

11усть процесс (I) (8) (либо (1) (5), (9). (8)) определен при условиях 
х,(/0) = Х*. / = 1......П, Ух0=(<.......^)бО0

Задачу Коши (1 - (8), (11) рассматриваем в области
Fxt), Т = (о* i -l.z/ ,

где Г с /, ц G (0,1). Л - const > 0 , h, = const > 0 ֊ заданные 

Пусть задача (1) - (8), (11) удовлетворяет [4] достаточным 
существования вида:

величины.
условиям

(7, х, ) - £ у ,*х, + £ (< (I ) + yf +

r.1 M
где m(t) -суммируемая функция при / e Г a I
x(Z) = (х։ (/),...,хя(/)) решение задачи (1) (8), (11).

[4]. Обозначим
Зададим меру

х; Пусть заданы область начальных состояний для системы

(IH8). (Il): £2։={х: Р<У, у > О} и область допустимых текущих

состояний этой системы О(г) ={х: р<п(Г). п(/)>0}, где у. г|(7)

заданные число и непрерывная в 7՜ с / функция, при этом 

Qo cQ(/t), г|(/) < к , Vi еТ, к - const > 0.
Для системы (1) (8),(11) определим нормированную

Ляпунова Г(Г,х) аналогично [5J. предполагая, что автономные
исходной систсмььц описываются линейной 
дифференциальных уравнений без управления 
коэффициентами

устойчивой

функцию 
состояния
системой

и с постоянными

Л

|/(r,x)|Sm((),

. dxn _
t . i 1.....n-l. —“ = > ax,, a, = const

di dt 7;
(12)

72



усть функция Ляпунова И(/,х) имеет представление
" b

И(/.х) = exp(P,(/)F։(xX ХЛ’ 0 = £вл» е«3*1» Л>1(13)
г»։ Н

;е для собственных значений цД/ = 1,и) формы 1Г,(х) справедливо
.ойство
<ехр[Р(/)]ц„ < 1, V/€ 7\ ц„ =тах^,(/ = 1.и) и = тпф,(/ = 1,л) (14)

2. Достаточные условия технической устойчивости вынужденной 
гстационарнон системы с переменной структурой. Обозначим на 
гшениях системы (1) - (8), (11) соотношения:

ф(/.х(0)в -₽Н^(()+ 1ехр[р(/)}г(/)
с11 9

Ф,(/,х{г1«,Г)=1ех!

я d‘b\t) </’/•(/)

dt' dt

/=1
Пусть в области К = {f, V :te l\ |К|<+ос} задана непрерывная 

ункция Z(l,V) с условием при К = 0: Z(f,O) = O и пусть справедливо 

^равенство > Ио, Ко - max {ехр[р(/0)]И (х0)}, zQ = const > 0, 
хО€«о

■ Предполагаем 
у r.z=։

/шествованиезадачи Коши сравнения [5,6]

— = Z(/,z + o(f)), teT. a(t)=M 1со(т)сЛ
dt ,J

'o
( M = const > 0 заданная величина) (15)
z(/0)=z0 >И0, 0<z0<6, b = const >0 (16) 

де 20, Ь -заданные константы, о)(/) заданная интегрируемая функция по / 

области Т .
Теорема. Пусть справедливы условия: 1. Внутренние переменные 

араметры нестационарного процесса (Г) ֊ (8), (11) существуют в заданных 
иапазонах областей (3), (4). 2. Для динамической нестационарной системы с 
временной структурой (!')- (8). (11) при вынужденных движениях, 
арактеризуемых функциями вида (2) из класса (8), выполнены 
остаточные условия существования решения. 3. Характеристическое 
равнение порождающей системы (12) имев! п корней с отрицательными 
ействительными частями. 4. Существует положительно-определенная 
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функция V (13), в которой собственные значения |д։(/ = 1,н) 

соответствующей квадратичной формы И' удовлетворяют условию (14). 5. 

При разрывных логических законах (6). (7) изменения параметров ц/. ip՛ 

процесса на решениях исходной системы (1) ֊ (8), (II) при Vx0 € Qr> 
справедливы условия: 1) заданная функция ZfrJ') удовлетворяет 

неравенству Ф(/.Л'(/)) < Z(l.И(/)), V/€ 7՛; 2) в 7' а. 1 существует 
неотрицательная ограниченная функция w(/), удовлетворяющая оценке 

[<!>, (/?A*(Z), F)| < A7w(/). VteT. 6. Существует ограниченное верхнее 

решение ?(/) = f(/,/;i.zn) задачи Коши сравнения (15), (16), которое при 

заданных функции су(г) (15), значении (16) и условиях 0<гй<6, 

6 = const > 0, удовлетворяет в области 7 свойству ( z(/) + o(/)]p,1 < rj(/) , 
tel. 1. Множества С. - !х: К(/,х)< z0}, удовлетворяют условию 

Qoc C;o ПРИ /=/о-

Тогда справедливы утверждения: 1. При всех значениях внутренних 
параметров из диапазонов областей (3), (4). разрывных законах изменения 
коэффициентов ц/. ՛/. (6), (7), возмущающих воздействиях из класса Fm и 

при VxoeQo (16) исходный вынужденный нестационарный динамический
процесс (1) - (8), (II) является технически устойчивым по мерс р на 
заданном ограниченном промежутке времени Т с՜ / 2. Пусть
нестационарная задача Коши (I) - (8), (И) обладает заданными выше 
свойствами ее правых частей в любом промежутке времени Т с 1. Тогда 
процесс (!) ֊ (8). (11) технически устойчив по мере р на бесконечном 
интервале 1. если условия 1-7 теоремы выполняются на любом промежутке 
Тс1. 3. Если дополнительно справедливо условие г(/)-Ьст(/)->() при 
/ —> +ос, то процесс (1) - (8). (II) асимптотически технически устойчив по 
мере р.

Доказательство. Для полной производной с!У / & функции (13) в силу 
(I) на решениях исходного процесса получаем

~р֊ = 1 jz(z) + exp[p(r)U«•■■(/) + ехр[р(/)]֊ У h„x, (/)х
ai di и и

(17)
, , V- .- a, (I ))х. (z) ֊ у ф, -Ч (Z) + У (/) + у;֊ + —- -

г-0 Си

Из условий теоремы для (17) вдоль решений процесса (1) - (8), (И) имеем
< 7(1,И(/)НтЛАо(г), I &Т. Используя функцию

А(/)= !'(/)-<?(/), определяем неравенство

^(/)/с//<7(/Л(/) + а(Г)) (18)
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Из (18) следует система сравнения (15). (16). которая в области I имеет [5,6] 
ограниченное верхнее решение z(/). Находим A(/)<z(f), /е Г. Отсюда, 

учи I ывая (1 8), полу чаем
r(/)<z(z) + <r(Ö\ (19)

Гак как имеем свойство: ?(/)+a(/)<p:'[z(()+a(f)] при V г е Г с 7 . то из 

(19) при (16) находим последовательность неравенств [3.5,6]
!■'(/) </>(!)< ПО), teT, (20)

Ио<&, е т (21)
вдоль решений системы (1)-(8), (11). Из (19)421) получаем свойство 
включения множеств

Сг(,,сП(/). С„„ = {х: Г(гх) </'('), V/еГ, />#a(/)} (22) 

Следовательно, при условиях 7 теоремы в соответствии с (22) свойство 
технической устойчивости для решении процесса (1) - (8), (1 Г) имеет место 
по отношению к мере р[х] и функции Ляпунова lz(r.x) (13). т.е. при 

условиях теоремы и справедливости включения (22) исходный процесс < 1) - 
(8). (Н 1Схннчески устойчив ио заданных мере р[х] и функции Ляпунова 

И(/.х) (13). Для И (13) при любых ограниченных значениях х и VteT 

справедливы оценки ц,р(х)< И(т.х)< р,.р(х) < р(х) при произвольном 

радиусе меры р(х) и. следовательно, при переменном радиусе, 
удовлетворяющем условию: р(х)<Г|(/). Отсюда, используя вдоль решений 

процесса (1) - (8). (11) свойства (19) и неравенство ц։р|х(/)] < lz(/.x(/)). 

находим на решениях р[х(/)]< г|(/). V/ е 7՝. Отсюда и из условий 7 теоремы 

окончательно получаем утверждение 1 теоремы при всех х0 € Qo (16) и при 
всех значениях параметров из диапазонов (3). (4).

Пусть при ! —>-гсс справедливо мажорирование />(/)< Т|(/). Гогла на 

любом интервале времени Т с 7 и Vx0 с Q,. получаем утверждение 2 и при 
условии ?(/) + п(/)-> 0, / —> ч-ос утверждение 3 теоремы. Исходная система 
(1) - (8), (11) будет неустойчива в Т или в I по мере р, когда Р(() —> -ко при 
t g Т или { с / При х > I теорема будет справедлива при замене в условиях 

величины ХИ на ц,.
Предположим, в области 1 при каждом значении параметров в 

диапазонах (4). (5) справедливы неравенства:
-^—Р,(х) + И'(х)<0 

си

а,(!))х, £а,„х. <0

_.=1 .=1 1=0 _]е=։

! е / • Тогда процесс (1) (8), (’.I) устойчив по Ляпунову по мере р при 
параметрах из областей (3). (4).

75



Используя результаты из [2], убедимся, что в заданной нестационарной 
системе с переменной структурой (1) - (8), (11) возможен скользящий режим 
в случае /'= О и Г * 0 при дополнительных условиях вида (5.123)-(5.130) 
из (2). налагаемых на величину скалярного произведения вектора фазовой 

п
скорости на нормаль к гиперплоскости 5 (= 0):

М = с,., - а, ֊ ух - сп.лс, + atc,, с0 = 0.
После попадания фазовой точки х процесса (I) (8), (11) в область
<=я(/) (22) в соответствии с (20), (21) выходная координата (р(/) 

системы будет отслеживать [1,2,5] задающее воздействие />(/) с требуемой 

точностью по мере р на заданном интервале времени Т или в I. Теорема 
доказана.

3. Техническая устойчивость вынужденных движений в 
нестационарной системе с переменной структурой второго порядка. 
Рассматривается нестационарная динамическая система с переменной 
структурой второго порядка [2]

—L = x., teT 
dt

^- = -а1(/)х, -a2(t)x2-Ь,^ + [rfl(j)+6l(f)y']/''(f)+£/2(()֊^ (23)

« = (24)
vpЛ = 2՜1 {a'[1 + sign(xrs-)] + pT[1 sign(x^)]}, a* > 0, [Г < 0, 5 = x2 + ex, 

a1,px,c = const; c > 0 (25)
1|/՜- = 2՜1 {a'■ [1 + sign($//)]+-£'[1՜siSn(л’Я)] , Hsy^aifi)x} + a[2(t)x2 

av,pv = const (26)

a1 <-/1g2i(0֊M'), P? >Aa2x{t)-a2i(t} (27)

л Z.) _ "i.(Фи(') + "„ ('К (')+ , (z)
aA'>- “

_ ai2(')v''+alj(')a!J(')+a.!(^2iW+a,,(z)aJ,(z) ,cfa,,(z)
4W) ' 1,1 )= d,

“A') =
Здесь

^1- ; d,(z)= dJ(z) = ֊27X

dt "2|(Фй(0 «nW

имеем: ' /•'= 4Zn(/)g(/)+a12(/)g(z)+/(/), g = dg(t)/dt y 

d<p(t)/dt — У /(O’ Г’ДС Л) внешнее возмущающее воздействие. В случае 

возможности измерения /,(/) будем полагать, что закон для \р ‘ в (23) имеет 

вид [2]
76



\|/v = 2՜' {ex* [1 + sign(/\s)] + [P (1 -sign(Fs)] (28)

Постоянный коэффициент /1 в (27) характеризует класс входных 
возмущающих и задающих воздействий, которые должны удовлетворять 
условию </1, Л const > 0 . Пусть л,|։.«22.։.zril2 

удовлетворяют услови я м:

«Ч„. • 0<"l2™ ^|2(z)<a12m„ (29>

Sa;l(z)<a,1|n„, л2;„„„ ^а,2(/)<а,,гах

где
«I1пип ’ Нпзх ' ^12пип * ^Пшах ’ :֊пип • ^21 пах ’ ^-֊пип ’ шах ’ ^Ппип ■' ^11гпах ’ ^12 пип ’ ^12пих

-известные константы. Процесс (23) (29) исследуется при заданных
начальных условиях

х։(/) = х։°, л-2(г) = х?, 7х0=(х։\х2°)€П0 (30)

Имеем частный случай логического закона для у' вида
у ‘ = 2 1 {а * [1 + 51&п(^)] + Р‘ [1 - ^п(>*)]}

Для системы (23) - (30) используем функцию Ляпунова
(31)

И(г,х) = ехр[р1(г)' ֊֊Հ+֊֊ 
Հքյ i V7 ։

Х.Хч —— х12 20, ՛
0։ = €jA. A = max{exp[pt (/)]}

ծո>0, AU6U ֊ծ։շ >0, D] =(ծո ֊ծ22)2+4ծ,2: (32)
£ւ =(ծււ+ծւշ-Հ^)/4« Պ =(ծււ+ձւշ + 7^)/4’ E|>1- e2>1> E2>eJ

0 <p2cxp[p.(/)]< 1, V/ e T, ц, — 8շ/0

Для Vx0 G Զօ имеем: Г’(/,х) < г -у, у = const >0. />/0.Всил> системы

(23) определяем
= ~^bz(/,x)+exp[p(/)] ' [֊х; -х; -£?,(<)х,х, -(Q^ + 

at at В,
+ a('k; +CZ.Ok^) + (?;('.-v)]- Ql(t) = hl.a,(t)+b,,b,(t՝^i՝ -1

-I. Q;(') = bl,a,(t)+b2,al(l)-hu

й (/, x) = (A., x, + ft,, x,) [(rf, (/) + ft, (z )ip1 )b(l) + d. (z X</T(z)/ dt )j

O(z,x)=^y^J/(z,x)֊exp[p(z)]—(x,; +x; +Q(z)x,x2)

®,(z.x.Z-js O5(z.x) ֊[(?,(z)xj +Q,(l)x\ +te5(z)+a(')k^]- Пустьв T

задана ограниченная функция r|(/); Л2-'“) b + Me ртХсо։(т)е/т 

'о
и

выполняю юя условия
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Ф(/.х(/))<֊/Г(/,х(/)), t € Т. t€T,

М - const > 0, Ц|‘Л/ < Л/ ; z(/0) = zo ֊ max ^(Wo )• ° < •
*о€По

t0 G Т .
Вдоль решений исходной системы (23) - (30) имеем последовательность 

неравенств
p(z)«z(/)+o(/)։ leTcl

z(t) = zoe " + Me " ' Je 0 йДт^/т -cr(/)

а также оценку относительно меры: pfxtz)] < г|(/). i g Т с /. Следовательно, 

исходный нестационарный процесс (23) - (30) при Vx0 € Qo технически 
устойчив в области Тс I номере р При I ->+оо имеем lim/’(/) = 0. если 

Г-« МП

интеграл |с' со։(т\/т - ограниченная величина н области /, т.с. в этом

случае процесс (23) (30) технически устойчив по мере р в области I и,
более того, асимптотически технически устойчив по мере р. При условиях 
0<й(/)«2. й^֊йа>0. ֊^Н(х)+а(гх)<0 система(23)-(30) 

dl
устойчива по Ляпунову относительно меры р
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Սնխանիկա 55. Ի»4.2002 Механика
УДК 539.3

ОЦЕНКА УСТАЛОСТНОЙ ДОЛГОВЕЧНОСТИ ВАЛО- 
ШПОНОЧНЫХ СОЕДИНЕНИЙ

Гаспарян С.А . Шекян Л.А.

ՍՀ 4ասպարյան, I. Ц ՇեկյաԱ 
Խրիրավոր միարուրյամի ւքաէոների հոգնաՕայիև երկարակևյարյան <| ևահատումր

Լնւա^արկվամ է երիթավսր միակությամբ |իսեոների [արումեերի կուտակման կՈէՈաԱ դրանւյ 
Բաշխման նկարագրման վեր|ուծ;սկան մերր.1) լարումների հարաբերական գրագիհնտր որո,՚ն|ւււ համար 
Բերված I. հՈվԱածայիԱ րայրայմաև նմաեուր՚՚աև վիճակագրական տեսության կիրաււման նոր մոտերում 
աււա>>արկվ։սծ հարակգային վիճակագրական նմանակի հաշվաոմամր. գորՕոգ մևրե(ոսմւսսե[փ 
հոգնածային երկարակխյությունր գևահատերււ համար

S.II. (.։ւթ։ր>ւո. LA. Shekyan 
E\aluabon of keyed joint thaftC fatigue life

Предложен Аналитический метод описания распределения напряжения п лоне их 
концентрации вало-шпоночных соединений для оценки относительного грзднемта 
напряжений Приведен новый подход приложения теории статистического подобия 
усталостного разрушения с учетом предложенной композиционной -татистической модели 
для оценки усталостной долговечности натурных деталей машинПрименение возможностей вероятностных методов оценки надежности и долговечности машин и их деталей осуществлялись в ряде работ [1. 2 и др.) на основе концепции наиболее слабого звена' среди которых привлекает внимание статистическая теория подобия усталост­ного разрушения [3]. послужившая основой создания системы справочной информации определения расчетных характеристик сопротивления уста­лости деталей машин. Статистическая теория подобия, построенная на постулате вероятности появления усталостной трещины- в зоне конценг рации, характеризует влияние конструктивных параметров образцов и натурных деталей различных размеров и очертаний, единым Крит՛ рием Для оценки усталостной прочности шпоночных соединений методом статистической теории подобия необходимо располагать значением Крите рия подобия -следовательно. соответствующим распределением напряже ний в зоне концентрации напряжений С этой целью представляется необходимым проведение теоретического исследования напряженного состояния шпоночной канавки для уточнения распределения напряжений вдоль периметра концентратора с учетом влияния соотношения вращающего и изгибающего моментов и изменения дишы канавки дли установления ее оптимального течения. Помимо этого, построение критерия подобия для предсказания усталостной прочности натурных валов шпоночных соединений возможно реализовать с учетом влияния вы । не у п о м я и у гы х пара метровРассматривается шпоночная канавка с концевым участком полукру- гового очертания, как ча< то применяемая из-за фиксированного положе­70



ния шпонки н продольном направлении. Концентрацию напряжений такой канавки можно представить как совместное действие двух концентраторов напряжений -полукруга и галтели (на дне канавки). Ввиду того что при проектировании валов разных диаметров исполь­зуется определенное стандартное соотношение радиуса скругления галтели к диаметру вала, можно предположить,что влияние этого фактора не отразится на общем характере распределения напряжений соединения. Помимо этого, проблема концентрации напряжений галтелей в разной постановке вопроса решена теоретически и экспериментально, и общее взаимовлияние совместного действия двух концентраторов напряжений возможно определить путем соответствующего суммирования имеюще­гося и полученного решений.Изложенное выше позволяет моделировать шпоночное соединение в виде у и рутой пластины, ослабленной эллиптическим отверстием и подвергнутой равномерному растяжению интенсивностью вдоль большой оси эллипса имитирующему действие изгибающего момента, и одностороннему давлению на боковую поверхность отверстия силой Р посредством вставленной в отверстие жесткой шпонки, передающей нагрузку -вращающий момент в поперечном направлении (фиг. 1).

Фиг. I. Схема нагружения пшоночного соединенияРешение данной плоской задачи теории упругости, построенное методом комплексных потенциалов [4.5]. представлено следующими выражениями напряжений:=2Ясф֊Ке/?, ст, =2Кеф-Ис/', тг?=1т£ (1)= у' 7(а'-а>)г +- + 6'(<+...) (2)
где хч = т/Ь,)

Х^-т+2 
!?-т

П с2 + т ч (т- ут -2)4

я(£ + Г)К4?-ю 2% 42֊7лФ, = Ф'© =

(3)
(4)
(5)
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L- %л՛ 1 2Л՜ (1+m?h hL* (|+и1И]+я)£ 
n(x+։) 5 "(x+i) (V֊'»)՜’ 4 ՛ fe’-"')2 .

qR(m-2) +(m: +j)-V -m
1՜ <x ■ M-V

m = ~.R = ~ , X = 3֊4v PI
a + h 2

a.b -длины большой и малой полуосей эллипса, v -ко эффициент Пуассона.Получены численные значения приведенных зависимостей коэффи­циентов концентрации напряжений а0 на наиболее нагруженной части отверстия -квадранта концевого участка ВС на стороне приложения 
Р, х = (а- h) + bcosC y = b sin t (0 < Г < 90' ) и примыкающего прямоли­нейного участка АВ, y-h, (0 < х < (а -Ь) при V = 0.3 и варьировании относительных значений Р! qR = 0.1.23.4.5 и a/b 1,23.4,5 для оценки влияния этих параметров на характер распределения напряжений. На фиг. 2 приведены семейства кривых (Хо при варьировании этих парамет­ров (номера кривых соответствуют данной последовательности приведенных параметров). Характер распределения кривых (фиг.2а) вдоль рассматриваемого периметра идентичен. Влияние отношения а/b (снизу вверх) значительно только в области высоких значений концентрации напряжений.

Фиг.2. Семейства кривых распределения коэффициентов концентрации напряжений при изменении: а) а/Ь. б) Р/дРТаким же образом на фиг. 26 сгруппированы кривые распределения при варьировании значения поперечной силы Р Изменение величины 
Р! (]Р не отражается на характере распределения напряжений и несущественно влияет на его величину во всем интервале концентрации напряжений -полукругового и прямолинейного участков. Изменение81



Р / у R влияет только в области высоких значений концентраций.Численные значения критерия подобия спараметров рассчитаны на основе О =------
с1х

у-Ь

учетом влияния этихЛ ССг =------- . где (/ —и «пахградиент напряжений.

Фиг. 3 Зависимость градиента напряжений от изменения значений параметров: а) а/И ; б| Р/дRНа фиг. 3 представлены кривые влияния параметров а/Ь и Р! цЯ на величину градиента напряжений, аппроксимированные указанными на графиках уравнениями.Таким образом, на основе вышеизложенного возможно расчетное определение эффективных коэффициентов концентрации напряжений натурных деталей типа шпоночного соединения методом статистической теории подобия, установленным стандартом сопротивления усталости [6] Средние значения и коэффициенты вариации пределов усталости натурных вало-шпоночных соединений можно определить уравнением подобия, представленным в форме
Ш-1)=-у,1§е+иД (в)„ а Ыапгде с = ——=— (У,.-предел усталости натурной детали -вало-0.5ачшпоночного соединения, 0 = (Л/(7)/(£/(70)-относительный критерий подобия усталостного разрушения; мм2 С/,а_։ критерий подобия и медианное значение предела выносливости £/С?0 /?<70“/2 -88.3 гладкого лабораторного образца | = 7,5 мм), соответственно £ = яг//2-периметр рабочего сечения на месте концентрации напряжений (конце­вой участок шпоночной канавки), У0 = 0.2 - 0.0001с?<-к оэффициент чувствительности металла к концентрации напряжений и масштабному фактору, ир --квантиль нормального распределения, соответствующий

0 6^вероятности распределения, Р. %, 5’ =-------- —------  -среднее квадра
(1/уо) + 0.36тическое отклонение случайной величины.82



Для определения параметров кривой усталости при расчете на ограниченную выносливость, при отсутствии данных принимают в среднем - 2-10л и т = с/К, где с = 54-а9/80 (стАв МПа) . К = <7՜1 , 
с учетом того, что величина ш г ростом коэффициента снижения предела выносливости К уменьшается.Результаты усталостных испытаний выражаются числами циклов при заданном уровне напряжений, являющимися случайной величиной. На практике часто требуется определение долговечности или оценка надежности деталей машин при заданной нагрузке. Статистическая теория подобия усталостного разрушения построенная на пЬ’й'улате вероятности появления усталостной трещины при условии непревышения первого главного напряжения в зоне концентрации заданного максимального значения напряжений, т.ё. в качестве случайной величины принята квазистатическая прочность, выраженная в напряжениях. Применение теории подобия ограничено рассмотрением длительного предела выносливости на базе числа циклов, соответствующего точке перелома кривой усталости Числа циклов А' и пределы выносливости, как сопряженные совокупности множеств случайных величин, описываемые определенной функциональной зависимостью (кривой Велера), эквивалентны - характеризуются одной вероятностью.Поэтому, выбрав в качестве функции преобразования вероятностей закон распределения случайной величины ~ч и ела циклов, полученный композицией функций распределения усталостной долговечности — логнормального и Вейбулла-Гнеденко, отражающих правдоподобные физико-статистические модели разрушения, предлагается оценитьдолговечность натурной детали при заданных расчетной нагрузки законом распределения вида вероятности и уровне

/’(Л') = 1 - ихр; ֊ н
1пЛ'-1пЛ'о У

1п Л; - 1п Л’о
(9)

с плотностью
/(Лг) =

/ хН /
1п Д’ - 1п Л\, । । 1п .V - 1п Л’а

----------------------- ----------------- — •схр<-л --------------- —
л’(1п л՛ и - 1п /¥й) ч 1п л; - 1п л; • 1п л; - м

(10)
где Лг общее число циклон до разрушения при заданном -уровне напряжений. Л/о минимальное и характеристическое числациклов -параметры позиции функции распределения наименьших значений, оцениваемые соответствующими зависимостями или использованием логарифмической экстремаль ной вероятностной бумаги |7]. Предварительные расчеты по опробации теории при сравнении с результатами ранее проведенных экспериментов }8| обнадеживают ее применение.Таким образом, определение вероятностных значений долговечности натурных валов реализуется с использованием полученного критерия подобия для шпоночных соединений и закона распределения экстремальных значений чисел циклов.
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