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НАГУШ ХАЧАТУРОВИЧ АРУТЮНЯН 
(К 90-летию со дня рождения)

23 ноября 2002 г. исполнилось девяносто лет со дня рождения 
выдающегося ученого-механика, одного из основателей современной 
армянской школы механиков, академика НАН Армении, заслуженного 
деятеля науки Армянской ССР, доктора технических наук, профессора 
Нагуша Хачатуровича Арутюняна. С именем Н.Х.Арутюняна неразрывно 
связано становление и развитие в Армении ряда новых научных направ­
лений по механике деформируемого твердого тела и формирование в 
республике нескольких поколений ученых-механиков. Полученные им 
Фундаментальные результаты по математической теории упругости и по 
теории ползучести удостоились мирового признания, существенно обога­
тили и развили механику сплошных сред.

Н.Х.Арутюнян родился 23 ноября 1912 г. в Ереване. В 1930г. он 
поступает в один из крупных технических вузов страны —в Военно­
инженерную академию им. В.В.Куйбышева. В 1936 г., закончив академию, 
Н.Х. Арутюнян возвращается в Армению, где поступает на работу в 
управление Севан — Зангустроя и одновременно преподает в Ереванском 
политехническом институте. В 1937 г. он поступил в аспирантуру Ленин­
градского политехнического института, где под влиянием крупнейших 
ученых-механиков Б.Г.Галеркина, А.И.Лурье, Г.Н.Маслова и формирова­
лось его научное кредо, выкристаллизировались его научные интересы в 
механике. В июне 1941 г., защитив кандидатскую диссертацию, 
Н.Х.Арутюнян отправляется на фронт Великой Отечественной войны, 
всегда находясь в действующей армии. Его боевые заслуги отмечены 
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высокими правительственными наградами — ордена Отечественной войны 
I и И степени, орденом Красной Звезды и медалями. После войны 
Н.Х.Арупонян вернулся в Армению и возобновил свою плодотворную 
деятельность. В 1949 г. в Москве в Институте механики АН СССР он 
блестяще защищает диссертацию на соискание доктора технических наук, 
а в 1950 г. ему было присвоено звание профессора. В том же году 
Н.Х.Арупонян избирается действительным членом АН Армянской ССР и 
членом Президиума Академии наук. Он —один из организаторов сектора 
математики и механики в АН Армении, на базе которого в 1955 г. был 
образован Институт математики и механики. В этом институте в 1955 г. 
он основал и заведовал лабораторией ползучести и прочности, в 1952-1955 
гг. был академиком-секретарем отделения технических наук АН Арм.ССР, 
а затем в 1959-1961 гг. был вице-президентом АН Арм.ССР.

Наряду с научной и научно-организаторской деятельностью 
Н.Х.Арутюнян ведет и активную научно-педагогическую деятельность. 
1945-1951 гг. он преподает в Ереванском политехническом институте, а в 
1951 г. переходит в Ереванский государственный университет. Сначала он 
занимает должность профессора кафедры теоретической механики, а с 
1958 г. заведует основанной им же кафедрой теории упругости и пластич­
ности (ныне кафедра механики сплошной среды), будучи в течение 
многих лет её бессменным руководителем. В 1961-1963 гг. Н.Х.Арупонян 
работал ректором Ереванского госуниверситета. Благодаря его усилиям в 
университете были созданы новые кафедры и лаборатории, а также 
объединенный вычислительный центр АН Арм.ССР и университета.

С 1956 г. Н.Х.Арутюнян член Президиума Национального Комитета 
СССР ио теоретической и прикладной механике. Н.Х.Арутюнян входил 
также в редколлегии многих научных журналов республиканской и 
союзной Академий, был членом и председателем ряда ученых и 
специализированных Советов. С 1953 г. он являлся ответственным 
редактором журнала "Известия АН Армянской ССР, сер. физ.-мат., 
естественных и технических наук", а затем со дня основания, более двух 
десятилетий был ответственным редактором журнала "Известия АН 
Армянской ССР, Механика". Долгие годы Н.Х.Арутюнян был членом 
редколлегии журнала "Известия АН СССР (РАН). Механика твердого 
тела".

Свою научную, научно-педагогическую и научно-организаторскую 
работу Н.Х.Арутюнян сочетал с большой общественно-политической и 
государственной деятельностью. В 1963-1975 гг. он находился на посту 
Председателя Президиума Верховного Совета Армянской ССР и 
заместителя Председателя Президиума Верховного Совета СССР.

В 1975 г. он основал и по 1977 г. заведовал отделом механики 
сплошной среды в Институте механики АН Армении. В 1977 г. он 
переехал в Москву и работал в Институте проблем механики АН СССР, 
где возглавлял сектор механики вязкоупругих тел. В московские годы 
жизни Н.Х.Арутюнян никогда не прерывал научные и человеческие связи 
с Институтом механики Армении.

Н.Х. Арутюнян скончался 18 января 1993 г. в Москве. Он оставил 
богатое научное наследство. Научно-исследовательская деятельность 
НХ.Арутюняна развивалась, в основном, в двух направлениях: 
математической теории упругости и теории ползучести. Первые его 
исследования посвящены задачам кручения и изгиба стержней 
полигонального сечения. Им предложен эффективный метод точного 
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решения этих задач путем введения вспомогательных функций и 
последующего сведения решения исходной задачи к решению вполне 
регулярных бесконечных систем линейных алгебраических уравнений. 
Эти результаты стали первоисточником дальнейших интенсивных 
исследований. Многочисленные первоклассные результаты в этой области 
подытожены в капитальном труде Н.Х.Арутюняна и Б.Л.Абрамяна 
"Кручение упругих тел" (М.: Физматгиз, 1963).

Н.Х.Арутюняном оригинальные результаты получены также в области 
контактных и смешанных задач математической теории упругости, в 
частности, по смешанным задачам о контактном взаимодействии 
тонкостенных элементов в виде стрингеров и включений с массивными 
деформируемыми телами.

Наиболее крупный вклад Н.Х.Арутюнян внес в развитие одной из 
важных областей механики деформируемого твердого тела—теории 
ползучести. В пятидесятых годах он построил изящную математическую 
теорию ползучести наследсгвенно-стареющих тел, ныне широко 
известную как теория получести Маслова —Арутюняна. Ряд 
основопологающих результатов в этом направлении он обобщил в своей 
известной монографии "Некоторые вопросы теории ползучести" (М.-Л.: 
Гостехиздат, 1952г.), которая впоследствии была переведена и издана во 
Франции, Англии, Китае и нашла широкое признание среди механиков 
зарубежных стран. В последние два десятилетия своей жизни 
Н.Х.Арутюнян существенно развил и обобщил эту теорию для 
неоднородно-наследственно стареющих тел. Он одновременно развил 
нелинейную теорию ползучести однородно и неоднородно стареющих тел. 
Им впервые поставлены и в рамках обобщенного принципа суперпозиции 
скоростей в замкнутой форме решены контактные задачи нелинейной 
теории ползучести при степенной зависимости между напряжениями и 
скоростями деформаций.

Вся жизнь Н.Х.Арутюняна —пример служения науке. Он выделялся 
строгой научной последовательностью и большой работоспособностью. В 
республиканских, союзных и зарубежных изданиях он опубликовал 
восемь монографий и около 200 научных работ, известных в научном 
мире и общепринятых им.

Н.Х.Арутюнян вел большую работу по подготовке научных кадров и 
по воспитанию молодых ученых. По его рекомендации многие 
выпускники армянских вузов прошли аспирантскую учебу в известных 
научных центрах бывшего СССР. Под его научным руководством 
защищены десятки кандидатских и докторских диссертаций. В Армении и 
в бывшем СССР им созданы большие научные школы и коллективы, по 
сей день успешно работающие в областях теории упругости и теории 
ползучести.

Будучи большим ученым, организатором науки, искусным педагогом, 
видным общественным и государственным деятелем, человеком широкой 
натуры и неповторимого очарования, он одновременно отличался 
принципиальностью, высокой профессиональной порядочностью и 
требовательностью к работе.

Огромная научная фигура Н.Х.Арутюняна и сегодня внушает 
уважение к науке, а его научные идеи и замыслы призывают к новым 
научным подвигам.
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УДК 539.3
ОСНОВНЫЕ ЗАДАЧИ ТЕОРИИ I ЮТЕНЦИАЛА ДЛЯ 

НЕПОЛНЫХ СОСТАВНЫХ КОНУСОВ
Аваняп М. В., Баблоян А. А.. Макарян В. С.

Մ. Վ. Ավւսնյան, Ա. Հ. Րարրւյան <1. ԼԼ Մակարյաէ:
Րաղադրյաւ ո՝ տիվ կոների համար պաոենցիափ տևսութւան 

հիմնական խնդիրները
Ստացված են վերջավոր չափերով բաղադրյալ, ո> լրիվ /րջանային կոների համար 

Դիրիխլեի և Նեյմանի խնդիրների ճշգրիտ լւոծումներր. երր կոնական մարմինը կազմող չորս 
տարրեր նյութերն իրարից բաժանված են կոնական մակերևույթով ե կիսահարրուրյունէ։երու| 
Հետազոտվում է հարմոնիկ ֆունկցիայի վարքը րւսղաորյւպ, ո> յրիվ կոնի գազարի 
.տջակայքում կախված յււսղւսդրյւպ մարմնի երկրաչափական, ֆիզիկական պարամետրերից և 
եզրային պայմաններից:

M. V. Avanyan, A.A. Babloyan, V.S. Makaryan
I lie Basic Problems of the Potential Theory for Incomplete Compound Cones

Получены точные решения задач Дирихле и Пеймана для круговых составных 1'е1к>.;:ш.1х 
конусов конечных размеров, когда четыре составляющих различных материала разделены дру 
оз друга конической поверхностью л полуплоскостью. Исследуется попечение • .»рмоннческпх 
функций в окрестности вершин неполных составных конусов.

В работе приводятся точные решения
некоторых основных задач теории
потенциала для области. ограниченной
конической и сферической поверхностей .1 
также двумя полу плоскостями, проходящими 
через ось конуса (на (риг. I приведено 
сечение конуса, перпендикулярное к его оси). 
Рассматриваемое тело состоит из четырех 
различных материалов с различными фи­

зическими характеристиками (л, (/<-]-? 4).

Четыре различных материала разделены друг от друга коническом 

поверхностью 6 = 0. и полуплоскостью <р = ф.. Задачи решаются в 

предположении а։а,։-а,сх? = 0 . Основная цель работы -изучение 

поведения гармонических функций при наличии источников в окрестно­
сти вершины неполных составных конусов в зависимости от свойств 
ма сериалов, тина граничных условий и геометрических параметров

Аналогичные вопросы для однородных неполных конусов 
исследовались в работах (1 — 5|.
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Пусть требуется решить трехмерную задачу Дирихле
д ( Зди) 1 д ( . .Зи'՝! I д2и п

фJ sin0c?O4 sin Of<՝

"(рэО,<р) ։ = н0(рАф), (0<р<Д, 0<0<00, О <<р < <р0) (1)

когда на поверхностях раздела четырех материалов (0 = 0.. ф = ф})

соблюдаются условия сопряжения (а,а4=а и..)

н(р,0,“О,ф) -м(р.0, +0,(р), м(р,0пф։-0) и(р.0։,ф.+0)

ои
сх ։ —

дер

ди
= а., —

п ‘ ^<Р9=ф։-0

ди 
. <Х.„ 1 ае

о г/ 
= а,— 

„ ■ ао 0-Oj •!)
(2)

о-о։ -о

где (г, 0,ф)—сферические координаты, причем 0 < 0.։ <0..., 0 < ф. < ф։О 

Ф.+Ф? = ф0.
Сначала приведем решения следующих двух задач Штурм-Лиувилля > 

разрывами:
Задача 1.
Ф’(<р) + р:Ф(<р) = 0. Ф(0) = Ф(фв) = 0, Ф(ф. -0) = Ф(<р, -I 0)

а1ф/(ф։ -0) = а>Ф'(Ф- +0)

Нормированные собственные функции задачи |3) при 

sinЦ ф, 7^0 (или sinu.Xpj *0) имени вид:

^ФЛ?)

13) 
условии

sm p.,(p>sni ц.?ф

sinp.jp.sinuJj^-cp)

(0<Ф<Ф։)

(0<Ф<<р, )

2ЕР = Р,Ч>> sin2 Ц,Ф2 +<Рг sin2 ц 

а собственные числа ц, в случае задачи 

уравнения

р։ - о։ /а-

Дирихле являются

И)

корнями

sinu./p.cosLi^ +|5,sinu^p2cosp/p1 =0, >0

Для задачи Неймана в уравнении (5) нужно заменить [5, —> {У։ 1 

формулах |4|- sin у заменить на cosy .

В случае cosup(p, гО, cosp.,(p? л0 функции Ф„(ф) имеют вид

(5|

а н

՛ В ’ cos и „фп sin и„ф VM<p) = l \՜ 'Р х 
cosр др, Sinup(tp,, Ф)

= Pl'<р| COS2 ЦДРа +ф: cos2 Ррф,

(0<<р<ф3)

(О^ф<ф0)

161
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В частном случае, когда Ф։ - ф, = О,5фо функции Ф?.(ф) опреде­

ляются простыми формулами

егФр(Ф) =
G\ !(Ф)5։пцгФ. цгф., = 2г.р, 2е* - 0, ‘ф, кр 

s։npr9, ргфо = (2р-1)п, 2€^0։ф։ + ф:

Задача 2
[sinO7”(O)f+[v(v* 1) uj, sin ‘ o]z’(O)s։nG = 0 I

|7(0)|<oo. Г(0„) = 0. Г(0, -0) = 7(0,-0), a,7'(0, -0) a,F(0,+0)
Собственными функциями задачи (В» будут

(о<о<;е,)

|В|

^(0) = у,(8)4(Р> ,1^',(е')л(0), (0, <fi<0„)
л(0,)

где использованы обозначения

у,(0)=р¥;чсоь()). ,у:(0) = сл;։(^о)

Л(в) = у|(0)у2(е|)-у։(О1)у2(О). Р2=а,/а,

Здесь Р/‘ ‘(х). (л)— присоединенные функции Лежандра, р

< ։oi

корень уравнения (5). Собственные числа V*.. будем определять и<

уравнения

7^ (Go) = 0 IM* задачи Дирихле)

7^((Э0) = 0 (для задачи Пеймана) 111)
Нетрудно проверить, что уравнения 

действительные корни.

Отметим. что системы функций

(5) и (111 имеют простые

ортогональны с кусочно-постоянными весами 6*,(ф) и 6.(0)

(7)

Ф)

соответственно

С|(<Р) =
[р.

1
(0<ф<ф,)
(ф, <ф<фп)'

G.(0) = 0;
1

(О < 0 < 9,1 

(О։<о<ег)
(12)

то есть
Фо
|б‘,(ф)Ф4 (ф)Фг(фХф = 6^, Jg’.(0)t;j())7՜.,, (о)</о = d4;.w։ (ui

0 л ,
где О4р - символ Кронекера

X



~У^ ■ 1
</Г (0) , аЕ (0)7.(6) = ^, г;(6) = ^

(И)

При вычислении необходимо учесть условие (11).

Решение задачи Дирихле (1) представим в виде двойного ряда Фурье 
а?

и(р,е,<р)= Х“^^(р)^(0)ф,(ф) п5)
к.р֊\

обращение которого в силу (13) будет
ОС.Фо

^(Р)= ) )»(р,0,ф)С1(ф)(?ДЙ)^(9)Ф,(ф)8тО<да(*р (16)
о о

Применяя метод Гринберга к уравнению (I), лдя определения 

неизвестных функций Х^(р) получил։ дифференциальное уравнение

Ь2^(Р)1-%  ̂+ 1)Хч,(р) = Д,(р), ^(0)|<Ф, Х^Н) А.:, (17)

В силу граничного условия (1) /Ар(р) и можно считать 

известными.
Решение уравнения (17), полученное методом вариации постоянных и 

дальнейшим предельным переходом, имеет вид:

^(р)=4^"՜ *г Ч<Х'Р) Дом*

и<р) X р
’ Хо=Т’ Р"=о (х > р) R R

(18)

Подставляя найденные функции Л^уДр) из (18՜) в (15), получим 

окончательное решение задачи Дирихле |1| При этом ряд (15| будет 
сходиться абсолютно и равномерно со своими первыми производными в 
замкнутой области неполного составного конуса, если граничная функция 
удовлетворяет условиям: а) Непрерывна, б) имеет непрерывные первые 
производные везде, кроме точек линий пересечений раздела материалов г 

«раничной поверхностью, в) на этих линиях ид(р,0,(р) удовлетворяет 
условиям (2).

В частном случае, когда

Д(р) = ^Ри’ (а+у11>-1? 1191
для ЛАр(р) из |18) получим следующее выражение:

9



Mp^-pî)
(a-v^Xci + v^ + l)

(201

Асимптотика функции и(г.0,ф) в малой окрестности вершины 

неполного конуса (р<< Л) определяется первым »иеном ряда (15)
Из (20) следует, что асимптотика гармонической функции в малой 

окрестности вершины составного неполного конуса, при р « /? будет 

иметь вид:

а| ?ï(p,G,<p)«2(J։ + <V|։ <сх)

б) м(р.О,ф)»֊8.|01։|р“/(0?ф) (<*<V]1)

В) и(р,0,ф)ЧЛ+Т1^)юпЙ2(О՝Ч>) (“ = vi.)
2v,.+l

где Bjj = Bi։(a-v1J)(u + vll+l), г(е,(р) = 7ц(0)Ф(<р)
Путем дифференцирования из (21) можно получить асимптоте. ич кие 

формулы д\я всех производных гармонических функций
Lia фиг. 2 приведены графики функции v||(<p._>O,J) = ( ’, подученные 

из первого уравнения (11) (задача Дирихле) при следующих значениях 
параметров:

а։ = 1, а2 = 3, а3 = 4, а.։ =6, ф2 = О,3ф։, Ф։ + Ф? = фп • 0.- 20

2,5<ф0<6£8 2,5 < 9„ < 3,14. v։i = const =0,45*1,4
Ha фиг. 3 приведены аналогичные графики, полученные Из второго 

уравнения (11) (задача Неймана) при тех же значениях параметров

Фиг.ЗФЙ \

Отметим, что как в задаче Дирихле, так и в задаче Неймана функ՛« ни 

“ ^(ф(1,Оо) определяемые из (И), н общем случае являются 

10



неоднозначными На фиг. 2. 3 приведены графики только первых ветвей 
Функций v = vll(<p(,։0o)

Задача 3. Задача Дирихле для составного полного кругового конуса 
конечной мины.

Пусть круговой полный конус состоит из двух различных материалов 

(с физическими параметрами а, и О'.,), которые разделены друг от друга 

двумя полуплоскостями I ф = ±(р,, 0 < р < R. О <0 < 0 ,). Требуется 

решить неоднородное уравнение Лапласа (1) для составного конуса 
10< р < R, 0 < ()< 0О, — я<(р<7С) конечной длины при граничных 

условиях первого рода

и(рД,ф) = и։(р,<р). н(ЛДф) = м,(0,ф) (22)

Ххя простоты рассмотрим случай, когда правая часть уравнения (1֊ и 
функции (22)четные относительно полуплоскостей ф = 0 и <р=±п При 

этом задачу будем решать только для области 0 < (р < Л , удовлетворяя при 
этом условиям симметрии

ги(р,о,о) = а«(р,о.я) = () 
й<р скр

и условиям сопряжений двух различных материалов
, л Ai / л лл Эм(р,0,ф.-0) <5//(р.0,ср. -ь0)и(рДф։ ֊0) - м(р,0?ф, » О), а։ —~—֊—- = а, ———- (24) 

(?(р * оф
Решение задачи Дирихле для полного составного конуса ищем н виде 

двойного ряда Фурье

и(р,0,ф) = £ У '' А' (| * • Р-и‘' (СОЯ0)Ф (ф) (25|

UI pro

где и v.(. являются неотрицательными корнями уравнений 

|(р։+ф2=7С)

a0sinpp<p. -со.чц/р, ‘ sinu/p2 -cosu/p, - 0 Р. (cos0 (26) 

а функции Фр(о) имеют вид (при cosup<p. * 0 к - 1.2 ;

cosp (p^COSU ф, (0<(р<ф,)
*А(ф)= / ч / \ Г/:?|созцгф, -сояиДп-ф) (<pt <ф<я)

2sJ, ֊ а։<р։ cos2 црф2 +a,cp, cos՜ (/» = 0.1,2,...)

"'•/ . v sin0 • J/fH,'(cosO. )
= |(pv‘ (cosO)| sin0t/0= - ■ P, ”՛ (cos(-)(.,)•

11



В частном случае, когда <р1=ф2=0.5я, для функций Ф„(<р) будем 

иметь
[со5Ц,ф. (н„=2р)

е,Ф,(ф) = < ,------- . , 4к;, = (а1+а,)я |28|
^а,а2р0(ф)со811;><р (р, = 2р֊1)

Функции Фр(ф) ортогональны на интервале [0, тс] с весом р0(<р)

г <Х> (0 < Ф < ф.)|ро(ф)Фд(ф)Ф*(фМф = 64,. Р(<Р) = ‘( ■ (29)
о [а2 (<р, <ф<я)

Аналогичным образом для определения функций А\„(р) получим 

дифференциальное уравнение (17). где

A,(p) = ^(P) + sinÔû- ՛՛■ 1г " ■
]«|(р.ф)р0(ф)Ф>(ф)^Ф

А о
ôa я

&tp(P)= J ]С(р,0,ф)-^."Чсо89)81п9-рй(ср)ФД<р)^0^(р (30)
о о

Qbz

Д, = } )-/<.;՛■ (cosO)sin() р։>(ф)<1>л.(ф)г7е^;р
а о

Решение уравнения 117) при обозначениях (30) дается формулой (18) 
Окончательное решение задачи Дирихле определяется формулами |25) 
(17) и (30).
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ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ

1Л1ишб]11|ш 55, №3, 2002 Механика
УДК 539.3

ПЛОСКАЯ КОНТАКТНАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ СОСТАВНОЙ
ЛУНОЧКИ С ТРЕЩИНАМИ НА ЛИНИИ РАЗДЕЛА

МАТЕРИАЛОВ
Агабекян П.В., Арутюнян Л.А.

Պ.Վ.Ագարեկյան, Լ.Ա,Հայւություն յան
Բաժանման մակերևույթի վրա ճաթեր սլարու (հսկող բաղադրյալ լուսնաձև սարսեի կոնտակտային խնւլիրթ

հրկրևեո կորրլինատային համակարգի և Ֆուրյևի ինտեգրալների օգնությամբ տրված է բաժանման 
մակերևույթի վրա սիմետրիկ ճաքեր պարանակալ բաղադրյալ լուսնաձև մարմնի առաձգական այգուն 
տեսության կոնտակտային հարթ խնդրի լուծումր:

P.V.Aghabekyan, I..A. Hanitjunyan
A plane contact problem of a compound moon will։ cracks on the line of division oi materials

С помощью биполярных коорлипчт и интеграла Фуры? Дино решение илосхСЧ- копти», hi. ni 
»чдпчк теории упругости для составной области с трещиной.

В данной работе с по- 
МО1ЦЬК> биполярных координат 
и аппарата интеграла Фурье 
дано решение плоской 
контактной шдачи теория 
упругости мн двух областей, г 
упру! и ми х а ра ктери сти ка м и

ИЛ (» = 1.2) ел՛՝ и„ 
модули сдвига материалов, 
У')г - коэффициенты Пуассо­
на), образованных пересече­
нием дуг окружностей с 

симметричной трещиной между материалами (фиг.1).
Задача решается при помощи функции напряжений в биполярной

системе координат а.{3. которые связаны с декартовыми координатами 
х, у соотношениями |1|

^x = sha, #y = sinp, ^a-cha + cosP (11
где а — параметр биполярных координат.

Каждая из функций напряжений Фт(а.Р) (/я = 1.2) удовлетворяет

бигармоническому уравнению, которое в биполярной системе координат 
имеет вид (1-3)

д4 д" д4

да4 (х2ср՜’ ժ|3'
-2~,- + 2 +1 (<?ф„(а,р))=о, »1֊

т՜ ср J
1,2 12)

1 ՝



Напряжения я перемещения выражаются через функцию напряж-- 
։ I ий соотиошениямj i :

aalt (а.р) = ((сйа т cos0) —- - sha — + sin р ֊ + cha)(^<I>P.(a, 0)) 
dp да dp

( д2 д a 3ла. (а,р) = | Ccha-rcosp)-^-r-sha ' +sin0 6 -cosp (а.р)1
I/ да՜ да ф ;

о2
(«, Р) = ֊( cha + cos р) —- ( </Ф„, (а, Р)) 

6ЧХС0

2g„ < С’Р оР J

(3)

F(a.p) J?
Йр да

ni = 1,2

где Т1Г(<х.р)(>п “ 1;2) — бигармоническая функция, связанная с

Фл(а,р) (/н =1.2) формулой 

г/ д2 д' )
= ||| —г֊֊, ֊1 i((/0J(x.p)X/a<Z0. т = 1.2 »!)

ср՜ )

В биполярных координатах одна из составляющих материалов 

снимает область (р, <֊р<р1, -ос<а<оо) с упругими характеристи­

ками ЩЛ?!. а вторая - область СР < Ро, - < a < х) с упругими 

характеристиками и2-
Граничные условия для напряжений равносильны слсдуюшим 

условиям для функции напряжений (1-3]:

(^Ф.(<х,Р)) -Ф1(а),
IPI-P

(а.р))
= Ч',(а) (>1

Предполагается, что Ф։(с0 
разложимости в интеграл Фурье.

У слов и я сим мет р ни

и у/, (а) удовлетворяют условиям

j/(aBy ֊о ^фАаЛ))| (6)= 0

Па линии контакта имеем следующие условия

с(дФ„,(а,р)), 
Э₽

п.е =о, (</Ф,(а,р)) = (</Ф,(«.Р)) 
м>. 'Р=Рн

|(^>а„ р)

<?(Ф,.(«-Р)) р-р i^x՛,<՝ I ! (а. р) |. j,_։ Г 2 ((/., P)jj, 'ajxxo
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Учитывая симметрию, би гармоническую фуицию напряжении

ФП1(а,Р) (т = 1,2) удобно представить интегралом Фурье такого вида 

?Ф„(а,Р) =
Ж (а. Р) cos rat//

(ni = 12) (8)

где

Z(z.p) = /J,(z)chz(p։ ֊ p)cos(p-pj+/? (/)ch/(p֊p,>)cosp(p։֊p)±

+ C,(z)shz(Pl -p)sin(P-p։>H D։(r)shr(p-p0)sin(P, ֊p)

/,(z, P) = A. (/)ch/(P0 - P) cos p + (t)chrpcos(po ֊ p) +

+ C2(z)sh/(P0-p)sinP + /)2G)slvpsin(p0 -P)

удовлетворяя граничным условиям (5) и части контактных условий (7) и 
условиям симметрии (G), получаем следующие системы уравнений для 
определения неизвестных интегрирования:

J։(/)cos(p, ֊P0) + //։(/)ch/(Ps -ро) = Ф։0)

(zfl։(z)-D(z))shr(P, -р0) ֊(Л(/)4 zC,</))sin(P։ ֊PJ = ф,(/)

(C2 (z) ֊ zJ, (/ ))sh/p0 + (Я2 (z) + tD2 (z)) sin p0 = 0

4j(z)shzpo-Z)2(z)sinpo=O (l0}

(^l(z) + z7)։(z))sin(P1 ֊ pfl) + (C,(z)-zJ,(z))shz(Pl - p0) = 0

(A2 (t) + zG (z)) sin p0 4 (Л (z) ֊ iBz(t))sh/ptl = 0

Л(z)clw(p -p0) + ^(z)cos(P, - Po) = %(z)

42(z)cosP0 + #2(z)chzpi( = A’(z) 

где величины ip։(r) и \j/, (z) яхьииотся преобразованиями Фурье от 

функции ф,(а) и ф,(а)

- [2}
ф։ (Z) - - (pjCalcoszar/a 

\ тг -
(11)

__  1^ . "р
Vi(z) = J— Гф.(а)со5ГаЛ

Ь 0J

а /Y(z) - пока неизвестная функция, которая определяется позж(?.

Разрешая систему (И), для неизвестных /1Я1(/),(/),('„. (Z) и

Dm(t) (т = 1,2) найдем значения через неизвестную /Y(Z) ՛

= Т7֊ (A'(z)chzy, - ф։ cos 7։) 
d(z)

М = —№(0011/7, ֊ .Yulcosv,)
d(z)
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с1(') = [AT(z)(/chzy, + ֊֊֊у shzyt sin 2y,) ֊ 
(12)

֊ (p,(/)(/ cosy, + -J— (z՝ + l)sh2Zy։ sin у,) + 9. (z)Zsin y,] 
20(z)

^1(0 = -֊֊l~A'(Z)(zcosy, ~-(r + l)sh2zy,s։ny1) + 
АДО 2d(z)

+ (pl(z)(zchzy,+ 26(/) ° + l)sh/y, sin 2y, )-՝91(/)shry,]

1 де

A2(0 f

42(0

5(z) = sh2Zy։ + sin y։

A.(Z) = sh:/y,-/?sin;y, y։ = p,-0O

A2(z) sh2zy, +zsin 2y, 7з=Ро

t 13)

Неизвестная функция .¥(/) определяется из следующей системы пирных 
интегральных уравнений, которые получаются из контактных условий |'|

J.¥(f)coszczJz = О |а|<(4

1Н
J| М(z)/Y(z) + jV(z)]sintiult - 0 |aj > cz0

где

?V(z) = 1 1֊ (p.(z)(zchzy, sin у, -shzy, cosy,.) + ^(/Jslvy, siny, |
A,(z)

A(z) = (sh2r/ i Zsin2y,)A,(z) + 4A(shJrf? -• sin y.)A.(z)

|֊i2(l֊u,) 2A,(Z)A2(Z)
(15)

В частном случае, при а,, =$о из (14) получаем Х(/) = 0 а при 

а. =0 получаем .¥(0 = -¥(О . в обоих случаях задача решается в

замкнчто.м виде
Учитывая интегральные представления функции Бесселя |4| 

, , ч 2 г coszarfa r . ч 2Jf sinzac/aJ—---- ; Л(а0= h=r=^ (1GI
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можно парные интегральные уравнения (14) представить в виде

|(г +1)Х(/)70(.х,/)<й =0 при х<а0 
о 
•
{(Г՝ + 1)[л/(/)А'(/) + 5(;)]./,։(л.гкЛ = 0 при х>(1,. (17)

Применяя преобразование Ханкеля, получаем и »пттра льные
уравнения Фредгольма второго рода

Л/(ОЛГ(/)+ #(/) = |(Г * 1)[(Л/(т) ֊ Г>.¥(т) +/У(т)]а (/,г)г/т (18|

где

*'(1* т) = р—у [Ц (“<•/ )Л л) - л/„() Л (“.л

или

= Г(г + |)С(т)£(г,гИт֊//Н)
* +4

где

(7(т) = (Л/(т)֊1).¥(т)-Лг(г)

(Г-М)Л/(П

[(г^1ХДг)А'(/лМт-^Г-- 

ЛГ(П

(И»)

(20)

1211

На линии контакта норма \ьное напряжение имели՜ вил

по., (а.р)|^ = |[-/:(сЬа + со5Р0)со5га + /5На5тга-созР соз/а]х
’71 о

+ 1)С/(т)Л'(/л)Лт-//(/) М (22)(« = 1.2)

Выясним характер напряжений в точках и - а. и а = «о Из (22) после 

некоторых преобразований получаем

а : (сЬа есоБр0)
I— — —   - ——»■—-~՜ X 
аг -а^а + ^сС -а*)

* }(’ 4 1)^(т)Уо<аот)£/т+ // (а)

0 
где

(а»Р)м.-

I?



/ ч I- ✓ I о чЪ > ч г у ч . >7, (ал) соз/си// 
Н.(а)- п—а0(сЬа4-созра) (т՜ + 1)(/(тЩаотИт - ------- -

ь ; г Г + 1

/2 7 .
-.1֊аДсЬа-г созр„) (т 1֊ 1)тС'(т)б\х

V я ]

'г! ՝(-./ (<хг,/)70(а0т) -д/„(а||г)</|(а„т))со8гЫ/
] (Г-Ь1)(Г֊Г)

+ —(/зЬазппа - соз/асоз|\>)/С(/.т)г-/т4-

(сЬа г соз р. ) соз /а ֊ /зЬа зш /а + соз Р„ соз /а]нш (24)

При (х = а0 на линии контакта нормальные напряжения имеют 

особенность порядка 1/2. В представленном виде |2.4) плен, содержащий 

особенность в точке а = а0. разделен, а /У. (сх) —> 0 при <х - а0.

Для исследования поведения напряжений в окреегно;н; края поверхности 
контакта л՜ - а(а = ос) нормальное напряжение представим в виде 

+ 2с " созру) 4-/7(1—е ') 4-2е' ! созРс]х

|25| 
л(г)

где

П/) = —[(V 4-ЬС-'(т)Л:(/.тк/т֊ (/)Д2(/) (26)
/4-1 0

Интсфал (25) по вещественной оси дополняется интефалом по верхней 
(при х < 0 или а<0| или нижней (при л՛ > 0 и.лн а>0) 
полуокружностями радиуса Л’-»зо с центром в начале координат. 
11рименяя теорему о вычетах, представим (25) в виде бесконечного ряда

+2«՜“ сО5Р„) + |7.(1-е ■',) + 2е"'с<։5₽/)х

Х_П7?.^։<| пе«-.,? ^'2выч £

А (/]) .4=3 

т 2с соз

’и 4- 2е “ соз р0) - /74 (I - е ՝а) 4-

(27|

где /А - “/!)* - корни уравнения Д(/) 0 (2. >0. Т]А >0)

18



Очевидно, характер напряженного состояния около края 
Л‘ = «(а=оо) определяется величиной мнимой части первого простого 

корня /, = 5, -П], уравнения Д(/) = 0. Если р։ > 1 имеем нулевое 

напряженное состояние. Если )]. < 1 . имеем концентрации напряжений В 

случае Т]։ = I напряжения на краю поверхности контакта конечны.
Укажем условие, из которого можно найти зону контакта. Для 

•-•вреде гения указанной зоны контакта используется условие равенства 
нулю контактных напряжений на границах трещины:

|(г +1)£7(т)Уо(аот)г/т = 0 (281
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ՀԱՅԱՍՏԱՆԻ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԶԳԱՅԻՆ ԱԿԱԴԵՍԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ

ՍԵխանիկւս 55, №3, 2002 Механика
УДК 539.3

ЗАДАЧА НЕСИММЕТРИЧНОЙ ТЕРМОУПРУГОСТИ 
ВЕСЬМА ПОЛОГОЙ ОБОЛОЧКИ

Амбарцумян С. Л.
Ս Ա Համրարձումյան

էապես փոքր կորությամբ րազասրի ոյ սիմետրիկ ջերմասւէԱսմկւսկաՍրււրյաև խնդիրը
fl* սիմետրիկ աոաձգակահրւրյան տեսության հիման վրա դիտարկվում է էապես փոքր կորուրրսն 

r.'iihyin։ թաղանթի ջերմաաոաձգականաթյան խնդիրը՜ Բերվում են որո,? մոդելային խնղիրևերի ւորււււմևեր, 
էւրոճք բնորոշում եմ ւ։_՝ սիմետրիկության հաշվառման հետ կապված աոանձնահաս։կ|»|»|ուսսերր

Տ. Л. Ambartsumian
The Problem of the Xouss mnwtrkal I hcrniucluslicilj of the Extremely Shallow shells

Рассматривается задача термоупругопи весьма пологих иуолочек но основе 
несимметричной теории упругости (ւ 4| Приводятся решения некоторых модельных -«кДач 
харакгоризирукицих специфические особен ноет, связанные е учетом асимметрично։ к

1. Рассмотрим изотропную оболочку ПОСТОЯННОЙ ТОЛЩИНЫ /( 8 
ортогональной смешанной системе координат (1. Пуст։ <z и (У. 
являются криволинейными координатами, совпадающими < линиями 
главной кривизны срединной поверхности оболочки, а а3 является 
прямолинейной и представляет расстояние по нормали от точки (а., а.) 
срединной поверхности до точки (а։,а2,а?) оболочки Предполагаем, 

что коэффициенты первой квадратичной формы 7?.((Z։,a,), а также 

главные кривизны срединной поверхности к. (о.։.а-) при 
дифференцировании ведут себя как постоянные. При этом система 
координат а։,<Х? выбрана так. что выполняется неравенство 

k^i^R, « I , что с достаточно высокой точногтю обеспечивает 
удовлетворение соотношений Гаусса-Коданци |3.5| Предполагается также, 
что температура в теле оболочки изменяется во времени / на величину 
/’(а,,(Х,.1), при этом, первоначальный прямоугольный бесконечно 
малый параллелепипед тела оболочки остается прямоугольным [6-7] 
Считается, что функция 7' удовлетворяет уравнениям геихопроводнис! и.

Далее принимаются следующие гипотезы |2].
al 11ормальное к срединной поверхности оболочки перемещение 
u3(a|TCt,) и повороты относительно нормальных линий

- о,(а, .сц) не зависят от координаты .

б) Касательные напряжения и с? .., по толщине оболочки меняются 
по заданному закону
в! Силовые C7-iS. <5-., С5Х, и моменгныс-р , и ;|. и - напряжения 
пренебрежимо ма.\ы по сравнению с другими родственными 
напряжениями.
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В последующем, в силу принятых предположений и гипотез, гам где 
это очевидно, принимается, что 1±Аг.<х- =&1 Полагая, что координаты а, 

и а, являются абсолютными, для коэффициентов первой квадратично.: 

формы примем /?, = 1, В2 1.
2 Согласно принятым предположениям исходные уравнения и 

соотношения несимметричной теории в случае рассматриваемой задачи 
запишутся следующим образом! 1-2|:

[обобщенный закон термоупругости
=(ц + а)у„ +(ц-а)у, + (?.уи ֊0,Г)6„ (2.11

Н,, =(У + е)Х„ +(7֊с)Х, +Р,Х«Г8„ (2-2)
где а;/ —силовые напряжения. ц „ — моментные напряжения 

Ц = Е! 2(1 т V), X = Еу /(! + у)(1 ֊ 2у) - постоянные Ламе. Е — модуль 
упругости, $ - коэффициент Пуассона, а, р. у. е —четыре новые упругие 

постоянные, Р, = а,(2ц + ЗХ) -обобщенный коэффициент теплового

расширения, а, — коэффициент линейного теплового расширения, у, и

'/ компоненты несимметричных тензоров 
кручения соответственно, которые имеют вид

деформаций и изгиба-

5н. 5 ?
, +*՝ «Л ■ ՛”. 
да ։

(2.3|

5со
Х,.=^ + М>Л 

' 5(1 .
(24)

где и -компоненты вектора перемещения. <9 - компоненты вектора

поворота, в целом независимого от и , ֊.„ - тензор Лови •(свиты
Уравнения равновесия (движения)

5а,. до.. „ . . , д2и.

ди.}
- 1 - 1 Vе։ *2^31 1 -։п13 2
5а, са, 5/

^22 + 5о։2 За32 , 5’м,

5а,
+ ’ \Л] 1 л, 4 , 1- .1

5а, 5а3 ՛• сг

5а|3 5а23 , . . . , с'и{+ 
5а 3

1 1 и՝| 1 яри л2а22
блх. оа, 01

и далее

Фн Ф.ч + +(к + к и • п г; / С (й*
са, 5а,

1 + (Л] К՝;Ц;з <>23 <>32 •> ?
да з 5/

Ф." , 
5а: 5а,

5ц ■>> 5 ’(о,
+ + (Л| +А',)ц3, 4-^,ц,з +см - а,, У—(2 6)

5а3 ............................................. 5/

, си в 
5а3 5а,

+ -^ + (*1+К)н„-4гИ„ а,,-./
са, 5/
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где р—платность, «/—мера инерции при вращении, равная 
произведению момента инерции частицы вещества аокру։ любой осн, 
проходящей через ее центр тяжести, на число частиц н единице объема

Из (2.1), пренебрегая а„, получим
а„ =й-/и+й1;у„-Д(1 + \')а,Д В = £/(1-у2)

= ИЧп + Д-7.> ֊ «О + Й,, = V /?/(1 - V՜)

которые не отличаются от соответствующих соотношений классической 
теории |8).

Л для остальных силовых напряжений получим
а = (ц + а)7 + (ц - а)7у (2 8|

которые, как и следовало ожидать, аналогично моментным напряжениям 
не содержат температурные члены в явном виде.

3. Согласно гипотезе а) из (2.3) и (2.4) получим

7« и. = и{а,,а2) (3 11
о(х.

7.» = — °>з =Ч'э(а|,«г)
СДХ-,

где м(։х։,а2) — искомое нормальное перемещение; )—искомый

поворот вокруг координатных линий

Согласно гипотезе б) для напряжений п,-. <5 имеем |2.3:
^13 =։Х/(а0՝1/|(ара2), •= СХ/(а,)Ц/,(СХ..«?) 13.31

где /Дал)—заданная функция, характеризующая закон изменения напря­

жений <31} по толщине оболочки, и имеет вид

/(а,) = (Л։/4 ар/2 (3 4)

ур/а^сх,) —искомые функции.

Разрешив (2.8) относительно компонент тензора деформаций у и

у,։. получим

Ь - =7֊ <*й—7-----=— <
4|1а 4ца 4цсх 4иа

Согласно гипотезе в) из |2.3| с учетом (3.3) и 1.3.5) имеем
д/-։ . рда

у!3^-------4щ)г = ֊—
оа, 4ц
^3 г н + а г/ ч

у„ =֊—-С>; = —/(а3)^2 
с?а., 4ц

(3.5)

<361

откуда с учетом (3.1) для двух компонент тензора поворота со. получил։
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г ц+а х

5и>
<°2=“^Г 

(XX,
М+<* Г/ ч
——/(а3)Ф|

4ц
Далее. согласно гипотезе в) из (2.3) с учетом (3.3).(3.5) и (3.7) имеем

5м. . 5™ а
—--А-,«, = ■ ֊, - + ֊ /(а,)ч» 
5а. с՝а. 2 ц

(3.7|

|3.81

Полагая, что при а5 =0 н, = м(а։ .а,), и2 = \'(а։ ,сх?) из (38) с 

принятой здесь точностью, т.е 1 зтЛ-,сх3 »1 для тангенциальных псремеще- 
ннй получим

5и՛ а _ . .
+֊-1о(«։)У| |3-9>

йа, 2)1

»2 = *-<*1— + — Маз)Ч^ (3.10)
слх 2 ц

где

&(«>) = |/(а)</а = 1|5- (3.11)

о к 4 3 ?
иКл.Оц), У(а, ։а2)-искомые тангенциальные перемещения срединной 
поверхности;

Рассматривая формулы компоненч вектора перемещения какой-либо 
точки оболочки и (3.1), (3.9), (3.10). замечаем полную аналогию строений 
них формул со строениями соответствующих формул уточненной теории 
пологих оболочек в классической подстановке [3|.

Подставляя значения перемещений и( и поворотов со, соответствен­
но в (2.3) и (2.4) и далее эти результаты в (2 1). (2.3,1, (2.7) для расчетных 
силовых и моментных напряжений получим следующие представления

^11.22}
г Я»

= В + А;и-՛ + ЯI3“. ,) 12
л- , 

------+ А, и* 
0а.

֊«(I у)а,Г-

-алЯ
-ч2 \О и՛ О IV

------ 7 + V------ 7
5а; 5а;1 • /

а В

2ц ч5а(

/ 7 ел* ц - а ди
а(12.21) =(М + аЛ — + ’

\ СКХ, Ц + (X О(/. 3

о 5?И-
-2«,м ч .

5<х|слх?

+ ц а^а)^ + и - а <4 к+}2ач,։ 

2ц । да} ц + а5а27՛ 
{а, <֊>(х,,н<->у,\р < >\у2}

'1п=“/(аз )՝!',, ^и=а/(“э)ч'!

(З.Г2|

(3.13)

(3.14)

о

н далее
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Нц,.В) - (+.-}2Г д- (2? ՛ Р)<- 
стх։са? оа, ссс

-фт*. - Р(*, +
(3.15)

• ^)Ь։|֊+}/(а։)~
4ц

(27 + <Ч'֊Р^ 
«1, оа

к
2ц ( оа.

(ЛУ

схх,

( } / \1 с И- (7՜ И-' | г )/ \1 СИ (\^■2'։=Ь+Ку+Ч^

{+.-Ц/(а Ж „п^к. }«(тщО , к ^_лА, <'

кЗа։ <5а2) 2ц к са։ За,)

13 1б|

Н|и,и|:=(т+Е)—^{-+Хг+е)(*| -ПА'1)--֊ Ь-Ч 
схх, са,

, X ' (3.17)
{+,-}к| Л, ֊21]/:,—— / (а.)11/-!+,-}Л'1]а. и 

к Ц + а?
{а, <-> а,, и <-> V, у։ <-> \|/,,Л, <--> к.}

где
(у + ^Хн + а) у֊€

К = к- А. Т] = ------ (3.18|
4ц у + 8

Отметим, что нее напряжения по толщине оболочки изменяются 
нелинейно.

4 Из условий статической эквивалентности внутренних 1<ннен- 
циалъных (7 Л՛.?.Л՛.,) и поперечных уг.илик. изгибающих

(Л/ц,Л7„ ) и крутящих (//. ) моментов от силовых напряжений,

изг и бающих (Л...2?..). крутящих и планарных (ст -с- ։
момен тов от моментных напряжения на едян։щу дм։я1л юрцевых • ։ тений
имеем

7Щ.22)
г», си .

= Вт----- + к. и-՛I
[ са\

-в(1 + (III

Л / \,|' и-« С'и ’< .${1?:>Й = (И + <Ф — -ь'-------- - Н֊+}2аАч/5 1-1.2)
к<хх։ и + аси? у

к- Л3 хг Л՝
^։3=а~Ч/р ^,5=а--ч^ (4.3)

Л/. (՝.•.
м{п.2г) - '

12- р са;

с и՛ а/г 1՛ 6у։ <5\)/2 '

<7(х; 20ц ., Лх. са, .
֊^О + мХх.А/, (•1 -И

?^/?՝ о2и- сл(ц + а)Л5 дц/2 ( ц-а сЧр

12 За,<5а, 240ц с5«, ц + ада,
М 5)
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(а, <-> а2,н <-> у,% <-> кр Л, «-> А2}
где

Л/2
Т, = |г</а

-Л/2

Л-7 
|а37'г/а3 
ни

(4.6)

Рассматривая эти формулы, замечаем, что они во многом повторяю! 
Соответствующие формулы уточненной теории оболочек.

Далее имеем совершенно новые представления — моменты от 
моментальных напряжений, которые не содержат температурных членов.

''и,,=-27л֊£֊{֊+> (2-,-рИ 
са,са,

С\: о , си
— +■ 

да,
(4.7)

’ 6а,

12 4ц да,да,

ИВ* ( и д2ю 6‘и'\ V ч, , ди дч \ )
л<1.л|г-{֊+Хг+е>-֊у֊п֊ ֊, Ь֊Ху + «)л *, ֊, п*. .. |{+,-}

{да՝ да2 / . ехх, сях, .

-в|.=(? “£)Л^{-Ч(7 + еМ֊пА^-^{+.֊}А՜—[а, -2цк. -у, (4.9) 
да, оа։ 12\ ц+а 7
(а. <-> а ,, и <-> V, \р, о ц/:, А, <՝■> А,}

Из (2.5) после некоторых очевидных преобразований приходим к 
следующим уравнениям движения в усилиях и моментах | 2|:

°г" 
да,

°д֊- + к^,> =рЛ 
«та.

с՝ и 

дГ

дТ^ <55’р .
—— ч- —ь- + А, \,3 = р Л 
да 2 да.

д\ 

дг
14.101

^.3 , 

с<х, да,
-ад|-А,г22 = рЛ^ 

сг
(4.11)

+Л',, =м, 
да. да -г I

т- А Я. ,;2

+°&+л^)+к б 1։К м
да, да, 2- ” ' да,д1- дг

(1 12)

где

(1.13)

(4.14)
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Запишем лги уравнения в основных искомых функциях м(а։.а.1 

\(а|։а.) и'(с1’.|.а,), фДа,,а2). Подставляя значения внутренних усилий 
и моментов из в । 1.10)-(4.13). получим следующие уравнения:

п д'и / \ д'и \ д'у п(, . сЧе

да. да2 <лх։т2 са։

12 да, А (Эа։ дг

(а, <-> а,,и <-> \-.\p. <-> ц/, Д'. <֊> А\,[

В(к1 + \Д.)֊^֊ + #(Л2 4-уА,)֊^֊ +/ДА/ 4-к,՝ + 2\՝к.к\}ш- 
‘ скх։ ‘ ’ да.

а А՜
12

'&{/, । д\\>. /Д1-у)а,

с?а։ да, у к
(к^.-А

С՛ I

(4.15|

14 16)

14.17)

+ Р

— д к' ՛ л £2ш. ։ с?:\у. ։ д?ш, । аА г, А. п ,Л—Ди-֊--֊ А —±+а—±+а. + -Ч/ИМЗУ + Р+е)
са, 48ц да, да.' да1да2 ) 12

Ь.аа.

д:\/

&и д'и

да֊.

да}д1 12

да,՜

„ с "и՛

• ^։(у + Р-е)4՜
да/;а,

?гЧ'։ ,. , 52‘< 
ее 1 г?;3

{а, <֊> а,.и <-> V,4։( <-> 2,к} <֊> к7 <

о их՛ ди ч 5?и՛
2а _ ֊- 1֊4у(А, А, _ _

֊да. да2

48ц ч Оа,

да}да 

гд~\^

֊ +■ (•{ - к)лу-, - 4а ч<3 +

д..<..
где

/.Ч, ,} (ц + а)(3у + Р + с)/с։ - [2а (у-&)֊р(сх + ,н)]к2, {к՝ <-> к. }

(418։

(4 19}

(4.20)

Г. 21

А да.

.4, =(ц + а)(7-г£)+֊-йа

А3 = -у+ ц ֊ а)а ֊ (ц ± аХР + у - е) |4 2

Л*А (ц + аХ2?֊р)^(р + а)а, Д = 7Ц- + —— 
5 схх։ оа2

Мы получили систему из шести диф(|>сренцнальных уравнсш 
относите,льно шести искомых функциий. К этим уравнениям должны бы 
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присоединены граничные и начальные условия, которые имеют обычную 
■труктуру. естественно при этом граничные условия будут содержать 
.элементы термоупругого содержания. Приведем некоторые граничные 
условия для края а։ = const |2j 
а| Свободный край

т;. = о, s12 = о, 4- R[2 = о, //։2 + /-5, о. л-1Л = о, g 3 = о (4.23) 
б) Шарнирно опертый край

= 0, v = 0, Мп 4- R,, = 0. ֊֊ 0. Q. = 0, и՛ = 0 (-1.24I

в) Жестко заделанный край

м^О. v = 0, w = 0, =0. -i- = 0,=0 (4.25)
да, да.} Ctj-O ■' Uj-0

Очевидно, что возможны и другие варианты непротиворечивых 
граничных: условий.

Таким образом, основные уравнении и соотношения, а также все 
расчетные формулы задачи тер моуп рутост и весьма пологих оболочек по 
шчпу.метричной теории упругости получены.

Построенная здесь теория термоупругости оболочек применима не 
1»лько для решения задач весьма пологих оболочек. Она корректно можс-ч 
быть использована при рассмотрении задач краевого эффекта и локаль­
ной устойчивости различных типов оболочек, при исследовании задач ко- 
леблний (в частности, высокочастотных) и динамической устойчивости, 
для з|чр՝ктпиного решения прикладных задач цилиндрических оболочек и 
АР

5 Для иллюстрации рассмотрим некоторые модельные задачи.
а) Шарнирно опертая по всему контуру весьма пологая сферическая 

(А', = к2 = к = R I с квадратным контуром 
ф<а| <Ь,0<а. <Ь) под действием температуры распределенной по 
закону (7.8)

... _х . ха. . ха,
I =(f04-a.7jsjn -Ls։n—֊ 

b b
. ла. . ла, ։z /г . ла. . ла,

/, = /0Asin—Lsm—-4 Л7, =—7, sin—Lsin—- (5.1
b b ' 12 ' b b

Из |4.i5)—(4.20) и согласно (4.6) имеем следующие исходные 
уравнения.

..ди ( \ д'и / х с v R(l-t-v)dvv/Г --^(р + а)—4-(Д? ч-ц - а)—- + ֊4֊,
«та । Эа, m}ca2 R са։

аЛ _ R(14-v)a,7'n ла. . ла,
/ 4- 2а —----- 2—'-Л- cos 1 sm

12R да. b b b

15,2}

D д \՛ ( х c՝?v , х с и
й֊. +(м + а)֊—֊т + (й,, +ji-a)„֊ ֊

са, 5а։ rxxjtxxj

й(1 - v ) (61V 
~R (?а.
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а/г' 5\|/, B(l + v)a7'
+------ ц/, - 2a —— = —-------—֊

12/? - 5a,5a,
л . ла ла,
-sm -cos— 

b h
B(1 + v)( du t 5v1 B(14-v) ah' 5м, ^5u.

R (5a։ 5a?) R 12 5a, da.

B(] ±v)a,7\ . ла. . ла, 
= 2------ '__£_s» sm — l-sm֊ -

R b b

(5.3,

л 5 A h t 1 d'%
A-----Aw- - A. — + A, — 4- +

5a, 48u 5a,՜ 5а/
, d\2 ' 
п 5a. 5a, I - /

ah2
+------ ֊

12

2P1£^,_1 (v+6)2/+(2
/? da. R\ ՛ 76a։ V,

u"v 
— 
ca}aa2

B(\ + х')а,7'։Лл 
— ----- ———cos

12b
~a, 
V

. ла, 
sin- • 

b

— c h
A - Aw -

5a, 48uJ »

5?y3 52y,
Л. —— + A, — + /1 

5a? " 5a?
<»*41 j ah'

5a ,5a. \ 12
Mb ֊

3y- 2|3 + £ 5\p. 11/ , 5?v
~R “a», -«r+c,&/

+(27 + p)/֊v: 

oa՜
-(y+P-s)

ctajdctj

b

/Я14֊ v)a,7’AH . ла, ла, ________
-------- L -1-L— sin —- cos —2- И5 Я 

12h b b
_ 1 5v' du I / ч
_a ~! + (v + r.)Aq/} - 4a u, +

\ 5a, da, j
+ /’:[(H + aX3Y + 2P-i-£)-2a(v-e)]f ^2 £4', 'l = 0

48,u R 5at da, J
ГраНИННЫе yCAtJBHM

при at =0. a, =/?, 7J, =0, v = 0. A7H 4- /?,, - 0. ц/, =0. =0, w=0 

при a, =0, a, =b, T.2 =0, и =0, A-/,2 4- /??1 0. ц/, 0, (?-, =0. iv - 0i5.
Полагая

. ла, . ла2
w = lrsin—Lsin — 

b h

ла, ла,
\|/, ֊ cos---- LCOS---- -

b b

( 1 G . ,,r 1 nftl • *a2 < i .ri ) • па- ла1]U, = (cos—-ksm-- , Jsin—֊cos—-
b b n f)

Удоилетворнм'траничным условиям пьцхнпрного опирания {56). а из 
системы уравнений |5.2)-)5.5) для коэффициентов искомых функцийJ

ТОЧНОСТЬЮ \±1'::Ь'ъ1 получим
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B(l+v)/i
—----- -~af7?+И' =
24/1 л2

ЛД(1+уХ т
2 АХ4 Ra, '

% =0 (5.8)

.. | ■ . a т + а г Л1՜ Yk a т
4&AX։Ra, ' 1 AA^R’a, ' " 21

(5.9|

H ф _ 12 Л2(1 + у)2Ла 
: “a/r 24.42} R՜ а

, #(l-v)«, /Ш:(1 • v)’a?2 -
~a^4՜ ։n ^T(l(5,10)KA 2Ak R щ

где

a^—pL, a2=l-<^

j_ Ltv ՝ 2
2R2):

• v) (1 • \')i

2.1 R , 2/.R

/1 — A} + A, + A~ — I t

(5.11)

(5.12)

(5J3)

ал

•Янаконец, новое обобщающее постоянное упругости I. которое имеет 
размерность длины и записывается следующим образом |2]

г2 (ц+аХу + е)/-=^-------а/----- ՛_ (5Ьц
4ц а

Подставляя (5.8)-(5.10) в (5.7) и \ ՝.՛ (3.3), (3.12)-(3.17] а также в (4.1)- 
(4.9). при этом полагая к1-к2=к=Я получим значения всех 
расчетных напряжений, усилий и моментов, как традиционных, так и 
совершенно новых В частности, мы имеем изгибающие и крутящие 
моменты, которые происходят вследствие учета моментных напряжений 

которые перекликаются < классическими моментами, а гакж

Совершенно новые планарные моменты (fi3) которые в клаи:иче< кий 
теории вовсе отсутствуют и существенно зависят как от новых упругих 
постоянных, так и от кривизны оболочки. В рассматриваемой температу­
рной задаче, в случае пластинки (R =оо) они отсутствуют.

6) Изгиб свободно опертой по всему контуру, квадратной пластинки 
(h*b*b) под действием температуры Г которая изменяется во времени 
и pat нределена по закону

Т =—тхе՜"'՛{l! sinXa, sin /ахп, ). = * (5.15)
Л b

где- а - н.'мпературопроводность |б|, и согласно (4 6)

' sin ла, sin Ха, (5.16)

Из (4.17|-(4.19) при к. = А? = 0 получим следующие исходные 
уравнения*.
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А - ֊ Ди՛--------А՝ -Ч 4- Л, —-Ч 4 А.------- !—
да՝ 48ц ' да,՜ * да2 ' са՝да2

/?(| +■ v)a, дМ. _ c?,w д2\у՝
------------------- т ------------- — К7- —~ 

h да՝ да՝д։--аг

ah'

15.171

֊ д !г
А----- Aw -- ------

да. 48ц
л С’՝М^ 4 ֊у 2 да՝

£\r. ah' _------- ф
да.да. 12 • • ✓

a(i+v)a, гм,, „ a3« a2v2
=---- --------------------- 1- К, ------ -  — 2 — 7

h да, да2дг ՛ дг

ah' j cty, &|/; ' с‘*’и՛

12 ckXj da.) dr
Полагая

(5.18)

15 19)

с V,

iv = IVe.՜2' ՞՛ sin \a. sin la,, w. = ЧЛ?'2kc sin ՝axl, cos Aa - 
’ 2 - ■ 15.20)

и, = Ч-'.е ՝, i,! cosXa. sin ла, 
удовлетворим граничным условиям свободного опирания по всему 
контуру (а, ֊ 0, а. = Ь. а, - 0, а2 = b). а из системы дифференциальных 
уравнений, для постоянных интегрирования получим

т֊т.= „■
а Л 24?/{ }

где
, । , I՛'։ A7J ) , эу , , 48/?,Г .
) J - Л 4֊ 1 +------  а р г 2/?,А а + ------v<> р

4ц а J ah

15 211

(522)

Полагая. ՝по динамическая характерце--.•։•։»;<• реды А пропорциойадь? 
на плотности р. г.е J =г/гр где f постоянный кочффип.ионг проипр 

ционалыюсти, введя безразмерный параметр Л -«'р/цА , согузсно '4 I г. 
(5.12), (5.13) и (5.15) для (5.22) в развернутой <|юрме получим

а Г Л"

‘2 I 

л h

ц4-а /г' 5(1-v) Л՝ <

! а _ ex + и
+ -t-5----- ֊

՛. Н «

lih
(5.23)

6л ц(| v) /?’ f
--------------- —- / •:

5а Ь4
о

Теперь, окончательно для искомых функций получим

w =
\i.T՝b՛ ^л, . ла. . ла, 

—е sin 'sin 15.2-11
2тгhQ b h

12л(1 + v)aT|)(/
^,=֊֊ - -

a.hh'O

2 2пя, ла. . па, 
֊ е ' cos—Ls։n |525|

b b
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®n(l + v)a,7;pa՜' . ла. ла,
=------- ֊------4J-J------е '■с- sin —•-cos —

aWPg b b

Отбрасывая инерционные члены получим

(5.26)

____(1 + у)а,7Уе 

2я:Л 1+24(1- v) “ ՛, 
ц + а 1г

. ла. .
^sin—Lsin 

b

ла? 
Т Vf=0 (5.27)

(՝-•։ час но (5.24) и (5.27) дад отношения и / и՛, имеем

1 + 24(1 у) ՝ 
ж _ц + а /г

в
՝ Отсюда легко заметить. что 

Ьрактеризуется всеми геометрическими 
(и..'.т.н,р.</,г) параметрами пластинки.

учетМ

(5.281

инерционных членом 
и термомехинически.ми

На примерах оценим значение учета инерционных сил Пусть
V - 0.2. а = 0.1ц. г = 0.1, Л / Ь = 0.1. / / /г =0.1, тогда получим 

■- = 1.174б(1.1746 + 5.1869А- + 0.5237Л2)՜’

Увеличим относительную толщину пластинки вдвое- путем /меньше 
иия планарных размеров, т.е. пусть теперь А 7? = 0.2. тогда получим

—-֊ Ы74б(1.1746+ 6.3476Л+ 8.3787А” Г

т։? при заданных к увеличивается удельный вес учета сдвиговых 
инерционных членов и тем самым новых упругих постоянных. 1у же 
самую картину, менее ярко выраженную, наблюдаем при увеличении 
Вфометра г. т.е. удельного веси динамической харатеристики ./ В 
частности полагая г = 0.2, получим

- ֊1.174б(1. 1746 + 5.281 (>к +1.0379А?)’' 

Ч
8) Осесимметричная форма потери устойчивости круговой 

цикиндрической оболочки (/?,/’)՛ ПОЛ действием равномерно

распределенной по оболочке температуры Т,., при неподвижных горцах 
(ц,=0,а =/>) Оболочка имеет или идеально правильную
цилиндрическую форму, а ее начальное напряженное состояние 
б<֊-моментное |9). В начальном состоянии в оболочке появляется .лишь 
<м։.'шх՛ «имеющее усилие 7Н, равное (2,31

=-Е>1а.,Т„ (5.29>

■ТОГМ. для фиктивной радиальной нагрузки получим 12.9|



7-'

В этом случае, из системы уравнений (4.15)-(4.20) приходи 
следующей системе однородных линеаризованных уравнений:

и- ай՜ сНр, д2и- -д'щ ИА. дЛ*
— — —— = ~Еа.Тп—-,А—г-----------֊- + а—ч(
R 12 да, да; да;' 48ц да; 12

Решение этой системы представим в виде:

п՝ 11' .., я։п /»I Л>1
/?гяа.

ь
шяа, 

= ։ » СО5--' 1>П т

что будет удовлетворять условиям шарнирного опирания но т 
оболочки, а т будет представлять числе полуволн, по которым изги) 
образующая оболочки.

После очевидных подстановок, с использованием предеми 
(4.22) (5.12), (5.14) для собственных значений интенсивности темпера
получим

_1_ | /М2

ШИ у 12 

ь ;

г
1 + 24(1-у) /мяи /

ц + а й' к Ь
£а,Г - —֊I От 2 /Г Г/Н 7

Ю(1-у)\ Ь
г-

Отсюда, при заданных значениях параметрон оболочки, чисм 
анализом можно определить, как критическое значение таг.

величину критической температуры Т:кр, при которой оболочка гс] 
устойчивость.

В случае существенно тонких оболочек и при небольших т форх^ 
(5.33) можно переписать следующим образом:

Е 1____ Д/Г
/С (тл/л); + 12

Полагая, что величина (т~:ЬУ = г. непрерывно изменяекя,

) Е 1 /;й2 , . а /’
условия минимума -------------  =----- г— -I------- 1 + 24(1-у)----------г 1

дт] R՛ тг 12 ц+а/

для /?/лр получим

т(х, = — ./^Г12(1 -V2)/1 + 24(1 -V) а 1

*" / р+а/Г
а из (5.34) найдем следующую формулу для определения критнч։
температуру

= )^24(1֊у). “-4
уЗ(! ֊V2) К \ р + аЛ­

т с известную формулу с поправкой на моментные напряжения.



Например: при v = 0, а = 0.1ц, 7“/Л'- 0.2, без поправки имеем 
[9] - 0.6А7? R , а с поправкой ~ 0.1 Eh ։R .
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ՀԱՅԱՍՏԱՆԻ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԶԳԱՅԻՆ ԱԿԱԴԵՍԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ
ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ

Մեխանիկա 55, №3. 2002 Механика

УДК 539.3
К ВОПРОСУ КОЛЕЬАНИЙ НЕОДНОРОДНОЙ ПО 

ТОЛЩИНЕ ПЛАСТИНКИ
Белубекян М.В.

Մ Վ. Րեյու]ւ|.կյաճ
Ըստ hiuuuinipjiuü ասհւսմասեռ սափ տւստանումնևրի խհզրի վհյւսւըևըյաւ

Եմքաւդրվամ է. пр սափ անհամասևռոյբյոմյը ըստ հաստության ոշսիմևարիկ I և ւոհւլհ ու(՜փ 
Կ|ւ|1հոֆի վարկածը՜. Որոշվում ևս Aqihuü. սւսհյշի և ծոմաս կոշսւարրույ արդյուսավԽո 
մոըուլԱևրը Հաստատվում I. սսւփ ւհււխւսպես ծովսւօ վիճակի անկայունության 
հնարավորությունը. прр էապես կախված է Պաաււոսի ցււրծակցի ըստ nisuuinippuli 
փոփոխության վարրից :

M.V. Belubckyan
On the Problem of Vibrations of (he Plate with N'onhomogcneouty along I hickness.

Впервые jq.vi4.-i исслег\<!я.>ни>1 пллетин, симметрично неоднородных по толшинс. ныла 
осчпнлеНс! С Г .Хехницким [ I 2| i’ работе |".<| рассмотрена млпча колебаний П-. ՛ и։н. н<-од 

породной но толщине при условии постоянства козффиннсн:с (lynccoiW. и учетам 
Поперечных сдвигов

В настоящем работе исследуются задачи ВС< Имметрично неоднородны:. г ՚>.Րւաււ՛ 
пластин на основ»? гипотезы Кирхгофа и без yi доии.ч постоянства хозффинмопь) Пу.н . она

i ксиммртричност» пони .маетен п смысле, чю если -рунвпии мех<шяч»тннх vtp..-՛T-ւ-ւ-- 
■the материала пластинки непрерывны по толщинной КООрдииагх: га они iictitMMi ин-чны 
относительно срединной плоскости Если же они кусочно-непрерывны (слоистые олаегян- 
ки), го задача несимметрична относи гслын. любой плоско- i и p.i <д<ма - :н п • р.•лиинои 
иоверхн<хтн

Вводятся tipeuôf»3uBauH<! -»тискио-лыю функций планарны* перемещении позволяю­
щее установил, классы ja,vi-i для. которых отделяются тзл-ччи оиред«-л.->|ия оСн)бщ»-нщ>го 
плоского напряженного состояния и изгиб-Ն Устанавливается возмажпоси. пигери 
устойчивости пластинки при действии ни краям изгибающих момеигол и при а- и- гвин 
иирмалыюи нагрузки

I Упругая пластинка в прямоугольной декартовой системе координат 
(x.y,z) занимает область 0<х<а. o<îysb. Модуль Юнга Г՛., 

коэффициент Пуассона v и илогность материала пластинки р являются 
функциями координаты z Принимаются допущения гипотезы Кирхгофа:

F. / ч E . х Е
0,1 =------- ., (е;! 4 VE-. k Ծ?շ =-------- ; (s2. +l-i; !. ո֊ . = — : (I 1)

1 - V I — V I + V
dw cw , •.

u. =ll՝Z —. lt.-V 7. —, U. = И՛. It, V\H--(л\ v,z ) (1.2)
UX fy

и прснебрегаготся моменты инерции вращения.
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Выражения для усилий и моментов, согласно (1 !|, (1.2) получаю гея н 
КНДе

;,.С?.(С֊2».е-[։^.--(Л- 2в,)\ “ 

ох ду [ ел су

г-с?»(с-м.)^֊։-?¥.и֊2»1>?’" 

оу дх ду ел

5 =
си ду 

---- :-----  
< ду дх

-2В,
д' и՛ 

дхду

»я£?.е>.-ж»£ох ду дх су

К^Цк֊2В,)^- 

ду дх

а2и-
ду

-(/2-2В;)֊֊֊

Н = В.
си ду 

ду дх

-23,-^

' дхду

Злее!, приняты следующие обозначения

К = О.= [ — В, - ' 1՜ “ £ Л,* =0,1.2 (1.5>
1-у1 ’ { 1-у’ ' * 2 / ] + у

Подстановка (1.4) в осредненные уравнения движения (1 3) приводит 
сравнениям относительно перемещений и, у, и-

„ . 1г о \ д ( си д\՛ 
Ан + (С-//,,)— р—
Г }/ал1сл- б л -Л'

С7 ди О IV
— Ди>=АП— - р - 
дх дг ™

/«• \^(с-в0)—1֊.
о,3г1аг су • \

ду гл д , с у
- К — Ди- - т—г- - р 

ду дг

*% 1
О и ՛’ 
д(^ (1.6)

п лЗ л ^?Нг
D:\xv г—-Му + гп—г֊АЛ — + — 

дг дг \сх су
- Р

<Д՛ Г/-нормальная НЮрУ'.Ьа.
ДУ *• А՛

т \р11з,р- | р7«/г, г= |рг \7г 117)

-л.-
Условия К-(),р = 0 являются достаточными для отделения 

уравнений обобщенного плоского напряженного состояния я изгиба. 
Можно показать, что члены уравнения (1.6) с множителем р имеют порядок 
моментов инерш(И вращения, поэтому они в дальнейшем пренебрегаю гея в 
СоШсин с геориск пластин Кирхгофа.
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2. Для системы уравнений (1.6) вводится следующее преобразование [4]:
б-<р дш К дп д<р дц К ди

^ = _г + .__ +--------- ,у = —--------— + — — (2.1)
дх ду С дх су дх С ду

При помощи (2,1) система уравнений с учетом /? - 0 приводится к вид}
<52<р тК д2ы и А с2ф

С Лер = т —- +---------- —, - т -
д։2 С д1г 0 дг

Г՜
[)/\՜ и-՛ г — А IV 4- т ֊ ■ — - К Л2 (р = с{

О1 • С-1 ■

Л> = По-С ’№ (2.4)

Преобразование (2.1) аналогично введению функций Ламе для частного 
случая задачи плоской деформации. И здесь очевидно, что решения системы 
(2.2) (2.3) удовлетворяю! уравнениям (1.6). Однако обратное утверждение 
требует доказательства, аналогичное доказательству полноты функций Ламе (51.

Уравнение относительно у отделяется от системы уравнений 
относительно (р 1иг. Однако, в общем случае, они связаны граничными 
условиями на кромках пластины.

В случае статических задач для каждой из искомых функций о. V, и 
получаются автономные уравнения. Поэтому можно условно считать, что 
формула |2 1) определяет эффективную жесткость пластинки на изгиб В 
этом же смысле С будет эффективной жесткостью на растяжение ж<:. не!, 
Д,~ эффективной жесткостью на сдвиг, т — приведенной массой

Анализ задачи собственных колебаний бесконечной пластинки на 
основе системы уравнений (2.2). (2.3) показывает что члены с 

коэффициентами тКС г имеют тот же порядок, что в моменты инерции 
вращения. Поэтому для задач колебаний тонких пластин, в согласии с теорией 
Кирхгофа, предлагается вместо ситемы (2.2),(2.3) использовать следующую систему:

£<р г» * 52ф
СДф - т- , В,Д\у - т—г 

сг 0 аг
а2и- , ,2՜51

РА'и + т - /С А2 ср = а
дГ

Необходимо отметить, что эффективная жесткость Г) всегда 
положительна.

Если ввести обозначения

/(-’) = -2^>0, >0

1-у' 1-У

го условие И> 0 сеч ласно (2.4) приводится к неравенству Коти-Бунякс՝нского
/л, _ \3

Граничные условия относительно функций (р, ф,^'на кромках пластинки 
получаются обычным способом осреднения и использования преобразования
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С И Д-.я частных случаев указанные граничные условия для кромки.v const 
прнмщтся ниже

Жуткая заделка —

№и=о,а₽.-^ о,
бх ду ду дх дх

Шарнирное закрепление —

+ М = -о,н =о/’\՝
бх^бх ду) ду дх дх՜

Скольайадни контакт-

<*Р +Д' =0 
дх ду

б бф _ бф 

дх ду дх
= О

dw Г\ W L' ^(р
— = О, D — - Л —- — +
дх дх дх՜ дх ду 7

(2.6)

1'2?)

12.81

3. Для задач статики, при действия поперечном нагрузки <;(л.г) нс 
’Ии-"■ л поверхности пластинки, функции ф и ф . согласно (25) должны 
удовлетворять < .однородным уравнениям Лапласа и однородным граничным 
углимшм вида (2.6)-(2.8). Отсюда следует, что в этом случае 
р е0, ф = 0 Тогда для определения прогиба и։ получается обычная 

задочд теории изгиба пластин с эффективной жесткостью D 
отределяемой по формуле (2.4). При этом перемещения иух

делшотся согласно (2.1) следующим образом.
К $lv К би-

I/ ------------- , V = ------------
С дх С ду

(3.1)

Подстановка (3.1) в (1.4) приводит к определению усилий и люмен тог 
wepea функцию прогиба и>

8L л а‘՝и' т _ 4 d*w о л $՝w 
Г> 4 г ’ ^2 _ 4 - 4 -

I ду дх (՝хд V

К = .D^-(D- Д)^, М, = -D֊(D - Д)а '՝՝
Гл- ՝ By - су՜ ' сл-

// А 4-у~, N,=-D—Aw, ,V, =֊Р—Aif 
дхду дх “ су

где
д -- г(в, - В.КС՜') л, = г(д - в, кс1) о з֊

Легко проверить, что 4 = 0 при v const и. следовательно.

t, = t2=s=o (3.4;

В общо։ случае /1։ г= О . В частности, для двухслойной пластинки [4.6]
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.1 v? ~~vi Мз(А _____ I
2 £։Л.(1 - v,2 )+£л(1-v։2)

Знак коэффициента Л, определяет. являются ли усилия Т։,Г2 растягивают)! 

или сжимающими.
Очевидно, что в случае, когда 7՝, Т сжимающие, возможна постановка вопр 

\ сгойчивости пластинки иод действием поперечной нагрузки
Пусть пластинка-полоса (цилиндрический изгиб) с жестко заделанными кра:

.V = 0, а изгибается при действии поперечной нагрузки <у = if,. = ct»isl.

Усилия и моменты согласно (3.2) оггределяются следующим образом:
7] =0,Гг =^4/(ДХ = 0,Л< = -^/(х)

/ J X 2 2
М '՜ D J~2~yW'V| ■

«Пункция /(х) - знакопеременная. Она отрицательна в интервале (С,£?) н 

положительна вне этого интервала. Отсюда следует,что усилие 7 также являете 

знакопеременной функцией от х и его знак определяется знаком коэффициента ■՛!. 

и знаком функции /(х). Поскольку всегда существует интервал. для которого 7, 
является отрицательной функцией (сжимающее усилие), го возможна потер! 
устойчивости рассматриваемой пластинки |7,81.

4 На основе полученных уравнений (2.5) и граничных условий (2 6)-(2.$ 
рассмотрены частные задачи свободных колебаний план ин Д ։я прямоугольно՛ 
пластинки с четырьмя шарнирно -закрепленными краями решение имее । ни •

Ф Z^;/՛ ՝е ''' ’suig^xsinAj1, ср = ՛ sinu.xsin/ j'

и' = Z(’V՛"'՜' + ^e"'“')sinnf,vsin7.j-

ГАС
='«‘'('(и/тЛ. =m 'В0(ц/ t Л,2) Q„ ■' -m ՜

Я, =֊-.?֊, =^. Л„=и’к(р/+Х1:)"(։2 ’-га -)'<р (4.4
Cl fSXQ

В случае свободных колебаний пластинки-полосы с шарнирно 
закреплённым краем х - 0 и скользящим краем х - а получаются 
следующие результаты:
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Наконец д\я задачи свободных колебаний плаоинки с граничными 
углоаиамн шарнирного закрепления краев х = 0,и, и скользящего 
ктп.ита крае» у = 0,6

У с х х
V = атц,хсо8Х,։>ч V = 2 Е V՛""' сояц^шу

Г-1 л -0
<4.5:

՝ I֊՛ У ‘ + лу' ^П|1рЛ-СО5Л։.У

Принятые здесь обозначения совпадают < обозначениями <4 2)

5. Рассмотрим напряженно дсформиров-лннсм՛ со< гояни<- неодн<.■։».՛;֊ 
ГОЙИйсгинки пр;; действии изгибающих моментов на краях Пусть и > 
К^МИрни-закрепленным краям пластинки л 0,« приложены нагрузки

Си = о, (г) такие, что

I ]<тс,(х)/г = 0. Л/, = = Ч, <5.11

В ио.ч случае граничные условия шарнирного мкреп гения имени 
вил

Г, = 0. V - 0. и- = 0,Л/, = Ми при х - 0,а 

или же в перемещениях

™Чу = о. „-о.
С1) дх И

(5.2)

(5.3)

Принимается, что на краях пластинки г = 0.6 имею! место г-.г.ия 
ЙйНЫйщего контакта, анрлогичньк* (2.8) По< ле введения преобразования 
рГГумазанные граничные условия приведутся к виду

=0. ^Н-^ = 0 и- = 0. —- = ֊^ 
ду) ՛ су дх Г \ I)

при л՜ - ().</ (5.41

<хр _ _ .. д | оф д^
Йу Эх с у \ Эх ду I Э у

Х[/^֊
ду у Эх су;

при у - 0.6 |5.5)

Для приведенной задачи пластинка изгибается но цилиндрической 
П"Гг-|1лнп ти и искомые функции определяются следующим образом:

н ;). с^Ч, =0 (516)



Х’Ч.-л-" /У
При ияцис моментами появляется усилие Г,. знак которого завися! oi 

знака коэффицента Д . Условие Л։.>0 для двухслойной пластинки (3.5, 

означает, что v, > v։ и усилие Г будет сжимающим. Поэтому возможн! 
потеря устойчивости пластинки. Если начальному состоянию пластинки 
определяемому по выражениям (5.6). (5.7), придать возмущение >■. и (х,у) 
го задача устойчивости приведется к решению уравнения

DA2 w - Т2д2 и1/ду ’ = 0 (5.1

с граничными условиями

rx г дм» г & ՝и։ , ■. ,
и’ - 0, . = О при л՜ = (К а . — ֊0, = О при у - 0,/> (5Л

ох՜ ду ду

Представление решения задачи в виде

w = siniMcos/., у (5.11
рЫ *М 

приводит к определению критического значения из։ ибаЮщет момента из 
равенства

л,р-|^0 = х;’(и/+х,2)։в (зли
Из (5.11) следует, что минимальное критическое значение из։ полющего 

момента АЛ,. при котором имеет место неустойчивость, достигается при 

/) 1. 5 = /?(/>.՛<?) - к. где означает целую часть отношения b а

н пос единица
М. = <2Х4 '(щЧл/.Ь2 (5.12)

В частности, дай квадратной пластинки
.W. =2 Л։ 'а 24п2/>2 15.13)

На фиг. 1 приводится <|юрма потери устойчивости квадратной 
пластинки мя сечения л՜ = ail

На фиг. 2 приводится форма потери устойчивости прямоугольной 
пластинки <՝ размерами b = 1а для сечения л՜ = ail

А։։тор илгн-одарит Р М Кира к՛. ■ я:М ■■֊ ■•:֊■■■. '■■г-.,.՝ ■՛ ’• уждение
статьи.
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ՀԱՅԱՍՏԱՆԻ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԶԳԱՅԻՆ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ

ՍՆիոսճիկա 55, Ի&3. 2002 Механи!

УДК 537.2 : 539.3
ОТРАЖЕНИЕ ЭЛЕКТРОУПРУГОЙ СДВИГОВОЙ ВОЛНЫ ОТ 

ГРАНИЦЫ РАЗДЕЛА РОМБИЧЕСКОГО ПЬЕЗОЭЛЕКТРИ­
ЧЕСКОГО КРИСТАЛЛА КЛАССА 222 И ВАКУУМА 

Багдасарян Г.Е., Берберян А.Х., Данояп 3.11.
Դ. է;. Բաղդասարյան, Н h' l-bppbpjiufi, ճ> Ն Դսւնոյաս

1հսէ)|փ I լևկտրաաոաձդակէսն ափթի անդրադարձամլւ յեղանկյուե պյեդոէլեկտրիկ 222 դասի րյուրեղիև 
վակուումի piudiuGduiti սահմանից

Դիտարկված է սահքի էլեկտրաաոաձգական հարթ ալիքի ասդրսպարձումր շԼւլանկյուն 
ւդյ եզո էլեկտրիկ 222 դասի բյուրեղի ե վակուումի բաժանման Սահմանից: ' էւոնվաՇ են ափքսւյիս ւրսշաերյյ 
պյեզոէլեկտրիկ բյուրնդւոմ Լ վակաումում. որոնված եմ առաջացող այիրնևրի լայեու յթային դործակիցներր: 
Ցույց Լ տրված. пр բացի անկման որոշ դեպքերից, բյուրեղում առաջանում 1 ուղեկցող մակերևութային 
ալիք, որի պատճառով անդրադարձումը ունի լրիվ ներքին անդրադարձման բնույթ

G.Y.Bagchisarvan, A.Kh.Berber yan. Z.X.lJanuyan
ЩПссЬпп of an elecfroclastk shear wave at the interface between a piezoeleeit ic rhombic cnM.il of 

222 class and vacuum
Рассмотрено отражение плоской ;лекгроуиругой сдвиговой волны 01 грпниць: рлэделд 

пироэлектрического ромбического кристалла класса 222 и вакуума Найдены иолноные ноли 
в пьезоэлектрическом кристалле и в вакууме, определены амплитудные коэффициенты 
возникающих воли Показано, ’гто кроме некоторых случаев падения is крис :«лле возникает 
сопутствующая иояерхностная полна, вследствие чего отражение имеет характер полного 
внутреннего отражения.

Введение. Как известно |1-4|, наличие пьезоэлектрических свойству 
кристалла может существенно менять поведение волновых и[>. и>,<•■՛ он. 
хотя коэффициент электромеханической связи для известны* 
пьезокристаллов мал ио сравнению с единицей. Такая ситуация 
возникает, например, при отражении электроупругих волн от свободной 
границы пьезоэлектрика. В работе |5] для шюзокристйллов кубической 
симметрии показано, что наличие пьезоэффекта приводит к возник; 
новению в кристалле дополнительных электроупругих колебаний, которые 
не являются собственными колебаниями кристалла и возникаю! только в 
присутствии падающей на границу раздела элекгроупругой волны Такое 
колебание локализуется у Гранины кристалла и называется 
сопутствующим поверхностным колебанием (C1IK) или сопутствующей 
поверхностной волной (СПВ) 11,5] Вследствие возникновения СНВ 
отражение элекчроупругой волны имеет характер полного внутреннего 
отражения (за исключением некоторых углов падения).

В настоящей работе рассматривается задача отражения едкшовой 
злектроупругой волны от свободной границы пьезоэлектрического 
ромбического кристалла класса 222.

I. Постановка задачи. Пусть пьезоэлектрический ромбический 
кристалл класса 222 в прямоугольной декартовой системе координат 
Ох х.л-, занимаем полубесконечную область г, >0 и граничит с вакуумом 

вдоль плоскости х,=0 Координатные оси совпадают с главными осями
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|№»1М С Далее, пусть кристалл находится в антиплоском 
ИтШрэванном состоянии, так что упругие и электрические поля в

^МВйисктрическоё поле в вакууме имеют вид:
х, >0: ։7={о,о,и,(.г„.г2,/)}; <р = !

л; <0: <р. =<р.(х„х2,/)

И Ж’Яекгор упругого перемещения точек среды. <р и о.
пгпцнйлы электрических полей в среде и в вакууме. Предположим, что 

ПЙППи средь; свободна от механических напряжений.
При сделанных предположениях и?, соотношений ЛИШ-ЙНоИ 1еории 

■Нпроунругосги и квазистатического электрического по.ля получаются 
.ЯЙйухнцкс уравнения и граничные условия для рассматриваемой задачи

I. в области х2 > 0:

8\ 

дх;
г +е1,(1+₽)

С:ф 

дх}дх?

д2и3

=р1^
(1.2)

2 ь обмети д, < О

£?<РЛ + д'^- = о 
дх2 дх;

|Уршичнне условия при х2 = 0: 
сщ схр .

с«&;+е'’&;=0

„ ди. схр д(р.
Рем-Т2֊֊^ —= -е. е- 

оу дх2 ох2

<Р = Ф.

ам?а> приняты обозначения:

а = р ‘е ... 2_ 
с’ы е!4 с?;

(1.3)

1.4)

(1-5)

) (1.2)- (1.4); Сдд, С5}-упругие пос тоянные с?14. е_,., - ньезоэлсктри 

)|кхие модули е|:, е22-диэлектрические проницаемости, р плотность

Лв50Хрнс1а.\\.1. б. =€0—электрическая постоянная В работе 
КЬолмустсй сштема международных единиц СИ.
Ншпросгогы в дальнейшем примем < чедующие обозначения

И3 = и. X, - х. х2 = у, СД4 = (\ су. = С. £ £ (1.61

2 Однородные и неоднородные плоские волн։.։ Сначала ра< с-.-о; рим 
рйосння уравнений (1.2) электроупругости, представляющих собой 
Нккнс гармонические волны.

и=ие({рх^у~Ы!\ <р = (2 1) 
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где U и Ф — амплитуды перемещения и потенциала в волне, /; и q 
продольное и поперечное волновые числа относительно оси Ох, О 
частота колебаний. Подставляя решение (2.1) в систему уравнений (1.! 
из условия разрешимости этой системы получаем дисперсионв 
уравнение для поперечного волнового числа q и соотношение меж 
амплитудами смещения и потенциала Ф

(ур2 -»-<7‘)(<х/ +</-’ -50-(1)2)+4х'р\72 =0 (Й

[с(схр2 +ц:)- реп’ + (l + р)ф^Ф = 0 |2.:

или (I + Р)ф<7 U - г(у/> ’ + q2 = 0 |2.

с 2 (l + p)V
где =-,Х =՝—т2-----

р 4<т.
Здесь .% -скорость объемной упругой волны в направлении о< 

Оу , X — коэффициент электромеханической связи.
Как известно [7]. при вещественных р и q волны [2 1| называю^ 

однородными, а при комплексных -- неоднородными.
Для однородных волн р и q можно представить в виде (фнг.1):

р-к cos 0, q - -к sin 9 (2.1

где 6 угол скольжения, те. угол между волновым вектором А - !p,q} и 
положительным направлением оси Ох. причем

ks^p'-q՜. =
Р

(2.՜

При обозначениях (2.6) и (2.71 дисперсионное уравнение (2.2) прини* 
мает форму (6):

* = <»/$,> 1 + (<х l)cosJ0 + у/ sin2 20
I i (у - l)cos 0 (2J

Отметим что А՜ принимает дещ гв! 
тельные значения для любого 0 Ото՛! фа] 
следует из того, что средняя во врем« 
потенциальная энергия волны полож 
Кельна |[.2]. Отсюда следует, что плоек« 
однородная волна распространяется и 
любом направлении, заданном волновав 

вектором к
Из (2.81 на ходим фазовую скорост 

волны в зависимости от утла скольжения и.

' С9

к
1’.

= S^' 1 + (а - l)cos3 0+
I + (у - l)cos՝ ()

(2.1

частности, когда G = 0 и0 = — п/2. получаем (согласно (1.5|, Г2.5)]

v; =52гх = ^--^ = ^ 
р с44 р

V- = S ֊V2 эо
р

(2-
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те. ЦО направлениям осей Ох и Оу скорость волны не зависит от пьезо- 
я.ктрического эффекта. Таким образом, дисперсионное уравнение (2.2) 

при любом вещественном значении p = AcosO, где А' определяется по 
(2.8), имеет пару вещественных корней для q, которые определяются 
формулами:

<?, =±40, =Asin6 = /Hg0 12.111
и отвечают зеркально-симметричным волнам относительно оси Ох (на 
фиг.1 0)=—0). Другую пару корней уравнения (2.2) можно определить, 
используя теорему Виста. Получим с/, = ±/г , где

r_ mA/7|co$0jyi + (Y-l + 4x?)cos?()

у/ sin՜ 20+[(ау - l)cosJ 0 + (<х i у - 2)sin? 0]-cos՜ б

Для Г МОЖНО получить также выражение:

. Г\ л! 1 14 (у—1 + 47? )cos? б

Таким образом, уравнения пьезокристалла (1.2) имеют решения вида 
(21|. представляющие неоднородные плоские волны:

и =
(2.14)

которые распространяются в направлении оси 0л и убываю! в 
направлении оси Оу (при знаке " + ") или —Оу (при знаке " — ’՛). Ясно, что 
VV. безграничного кристалла они не имеют физического смысла и могут 
описывать физический процесс только в ограниченных кристаллах

Перейдем к уравнению (1.3), описывающему квазистатическое поле в 
вакууме

Ищем решение в виде:

ф. = 12.15)
В этом случае получаем следующее дисперсионное уравнение: 

<Г+р2=0 (2.16)

откуда следует q ~ ±/|р\

Следовательно, получаем решения в виде неоднородных плоских 
волн:

Ф. = (2.17)

3. Решение задачи. Пусть из пьезокристалла на границу раздела 
падает плоская сдвиговая электроуяругая волна вида (2.1) с амплитудами 
/ , • Ф, частотой (0, волновым числом А՛ продольными и поперечными 

волновыми числами р — к cos 0, q = —к sin 0 = -с/( углом скольжения ( 
(фиг I). Вследствие взаимодействия подающей волны < границей раздела 
возникают отраженные электроунругие плоские волны в пьезоэлектрике. 

(неоднородные плоские электрические волны в вакууме, сопутствующие 
поверхностные электроунругие (неоднородные) волны в пьезоэлектрике.
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Вследствие удовлетворения граничным условиям, все волны яме 
одинаковую частоту ш и продольное волновое число р |т. е. вол 
вдоль границы распространяются с одинаковой скоростью), сонпадаюш 
с соответствующими характеристиками падающей волны Отраженн 
сопутствующая поверхностная и электрическая волны име 
соответственно следующие волновые числа.

<7 =(1и = A'sin 0, q ֊ п\ q-i\p\ (3J

где /■ определяется ио (2.12) или (2.13).
Связь между амплитудами упругого перемещения и электрическог 

потенциала дается по (2.3) или (2.4)
Таким образом, волновые поля в пьезоэлектрике и п вакууме буД$| 

иметь вид:
и = [17,,е-+Ute*M + ИЗФ.е" ]«?“"' *>
<р = [-7/,Л<? ч՛” + AU,e™ +<!>.<?-'■ >՝|;” J

ф. =фл>

(1 + P)esin20 y(l+p)epcosJe
I де A — —------------- ------ -----, £> — --------- ------—  ; J

2e[ 1 + (y ֊ 1 )cos 0] cr[l + (y -1 )cos" 0]

.ЗДесь Ц-.. - ампчитуды смещения падающей и отраженной вол!

Ф2 - амплитуда потенциала СПВ, Ф. -амплитуда электрической волныR 

вакууме. Заметим, что амплитуда смещения СНВ С выражена чёр< 
амплитуду потенциала Ф,, подчеркивая тот факт, что при е 0 СПВ имс< 
чисто электрический характер.

Подставляя решения (3.2) в граничные условия (1.4), пос. 
некоторых, но громоздких вычислений найдем неизвестные ։мп\и'п>> 
Ц, Ф .. Ф.

(/, Ф. Ф. =(?.(/„,
А/sin 0-.՛/ Vicos О;

Л/ sin От /у2.\■cosO!

„ _ 12 / sin 0(1 -г с)еи/;Л _ ±2/(1+p)\?r. sinOP.

Л/ sin 0 ///j'V|cosO: ' * [1 ֊ (у -I)cos2 0][Л/ Sin' ՛ - /Z2/V|cos^

Л7-8.(1 + р)’г.!р\7§(пО+г/;Л|СоЩ]2+4у/ cos40՝+F.;l^+r(l -р)(у-1)т-4/ :]со?0|‘

■V = 4sr.[l -(14 yP)cos: 01՜
P, = {1 + 0 + [(I + РХ/ - 0'4Z; Jcos- e)l -(1 + Y0)cos3 0|

11 + (y - l)cos2 0]*’ + 4yy cos' 

г J +(y- I * 4y?)cos? 0
Г' Х,'\ ^(-/-OcosTj

0}-[l-(l + yp)cosJ 0] 

r = AHcosO։?; (3.4)

В случае кубических кристаллов, полагая и. = Р = у почучаем:

Ц = /?.//„, Ф2=(Ж> ф.=6А
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.4 sin 9-r£* Veos О
Af sinÔ 4-i'x2A/cos0|

±4/(7-, sin О/Л
М sin G + i՜/ 2 Л i 0

±&tv. sm 0/< 
[AÏsinO+r/ A'IcosOj] '

N =4er cos' 20,

M = 4:.?;{1+х՜’cos' GJ + 4e|1 • 2՜/ cos Oï

Л = ֊2(1+2/cos2 G) cos 20,

P. =-(1 + -ty cos' 0)cos2O. r, = y]\ + 4՝// cos՜ 0, r = Â'jcosOjr.

I . <o 1 2 e՜ с
k=T~i i . > ՛> х =֊• \ = - (

•>0 V1 + z2sin22ô ce P

ИЮ1ни1уя полученные выражения с результатами работы 11 
рЛ что в выражение Фв (ст.47 формула (1.15)) в числителе 
Вр лишний множитель — 2cos6, а в выражении В. во второй 
мфобке дгажно. быть cos'O вместо cos20.
Клк нилн-.л и- амплитуда отраженной волны U՝ комплексна и 
хауулк.՛ равна единице. Как известно (1.2,7). такая ситуация 

гствуег полному внутреннему отражению, возникающему при 
ленных углах и определенных соотношениях между параметрами 
ашпх сред В нашей задаче, как и при кубических кристаллах, 
вше зл.чероупругой волны, вследствие возникновения СНВ. и.мое։ 
L‘p полнот? внутреннего отражения при любом угле скольжения, за 

Ивзшо.ч случаев нормального падения (0 = т/2) и скольжения под 
Ж.жппры- • шределяются из уравнения:

l-(l + yp)cos՛ 0 = 0 (3.6|
►.случае кубических кристаллов уравнение (3.6) своди гея к •. равно- 

kHs2x = 0, которое дает корни 0 = я/4 и 0 —Зт/4. В случае падения 
JjLdMBJihiMH углами, когда СПВ не возникает и.мееч место обычно։- 

Иенне сдвиговых волн с Л։ = 1.
Обратим внимание на следующие важные обстоятельства Ей \и

Ф; •> 0 и О', •֊> — Un. г.е. сдвиговые электроун ругне волны
АШлню поверхности пьезокристалла рассматриваемой симметрии нс 
jxxTpdHHHHCB Между тем. без пьезоэффекта такое распространение 

tfcWBxiiti |при z =0.^=1), Такая особенность характерна полному 

inyrp HH-. я՝, отражению Далее, при 0 - */ амплитуда потенциала СНВ 
ftoecnvHHo превосходит амплитуду потенциала отраженной волны, чт՛. 

НЛЖл'1 приводить к эффективному взаимодействию падающих .лек:р<>- 
W,rax ВОЛН т\аз.мой полупроводника, рас положенного вблизи коверх- 

пы.' юзлектрика 11,21.
R заключении приведем численные данные поля для пьезокри«. гал \а 

фНЮ, (йодноватая кислота), которые принадлежат классу 222 
pc’cni ù- i -й симметрии (8].

0 = 4629 кт/м , = 1.835-10ю Н/м2. с55 = 1.106-10'° Н/м֊.
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eu - 29.36 10 - Кл/ м'Лс» -22.26 102 Кл/ м7. t;։1 = 66.375 10 Кл7Нм*. 
=109.74-10 :7 Кл2/Нм* £. = £.,= 8,85-10 12 Кл’71 hr.

Заключение. Рассмотрено отражение плоской электроунру гой сдвига 
вой волны от свободной границы раздела ромбического кри< галла класса 
222 и вакуума

Определены волновые поля в пьезокристалле и в накууме Показано; 
что электрическое поле падающей волны частично просачивается в ваку­
ум. вследствие чего в вакууме около границы раздела возникает волна 
электрического поля, распространяющаяся вдоль границы с той же фазо­
вой скоростью, что и электроупругие волны. Такая волна порождает до­
полнительную поверхностную электрическую волну в пьезокристалле, а 
следовательно, и сопутствующую ей упругую Волну Формально этот ре­
зультат следует из существования двух независимых граничных условий 
для электрического потенциала, тогда как потенциал поля в вакууме д.к՛! 
одну новую постоянную Существование сопутствующей >лектроу::ругай 
поверхностей волны приводит к тому что отражение приобретает харак­
тер полного внутреннего отражения Отметим. что. в отличие от обычно 
рассматриваемых случаев, сопутствующая поверхностная волна, возника­
ющая при полном внутреннем отражении, распространяется в той же сре­
де, что и падающая и отраженная волны. Далее, сдвиговые волны, парал­
лельно поверхности кристалла (при малых углах скольжения |0 <՛/ ц не 
могут распространяться. Л при падении 0 -у2, отражение может 
Привести к эффективному взаимодействию элекгроу нр\ гих волн с 
плазмой близлежа те го полупрс)водг гика.
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<И‘$ПЬ$*ЗЛКЪЪЪГЬ 1’.9'ШЗЬ'Ь 11411' 1-ЫЛ՝1’?,Ь
ИЗВЕС ИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ

55. №3. 2002 Механика

ФРАКЦИЯ МАГНИТОГЛЗОДИ НАМИ ЧЕС КОЙ УДАР1 ЮЙ
ЙОАНЫ ОКОЛО ТУПОГО КЛИНА ПРИ 11АЧЛЛЬНО\1
ИйТНОМ ГЮЛЕ. ПЕРПЕНДИКУЛЯРНОМ ПЛОСКОСТИ

ОСНОВНОГО ДВИЖЕНИЯ
Азатян Л.Д.

С'кЦчшицши
ЬшрфидшзЬи шфсЬ тф4фшЦд|1шй ргпр ц(шф дошЦшдошй, дираппы

1,.1ПГ1шЬш.|Ш9 и1{чрВшЦ։и(1 йшцСфишЦшЬ цшриф шпЦидп1р]иН| грицпнО

ррии ЩнпшпЦЦша Ь ргпр иЬифУ 1ийг|рчприрАшй 1՝.шрц;и6ш.фи шфц|՛ Ьийг.пй 
|йф,։ Ь!.цп1Ц|։ „»шрдшиЬ ициршиЬшрирр пргийшй ^ийгфрр Мифщ» рпд»|:т$
Й֊рр шкуини^шй Ь։|ш11и։ф11| Чштшрфид ЬГ» рфи.фй 1ни>։||ир'.;0Ь». прпйр р<!г1рп21пй ЬП

1и4|цЫ|п։р]п։й11 ^^щршНшппргфд Ын’Г|(Ч11 |ф6ш1||։ Ирш

LD Aza tian
rticn of niagnctogajKiynamec shock wave near (be blunt wedge (or initial magnetic fid i 

perpendicular to plane ol main motion

I p; "млтринается сдача определения napaMcipon i՛-iciinii -mmp< up.>novun< ,i 
[ ii.iic.f улфпой волны при се отражении от тупого клина. Зслача penifn-rrn 
■uBmiihm переменных Проведены численные расчеты, определяют»!՛- влияни 
го пола на covroeime электропроводящей жидкос ги

ЙвХМатриваегся задача об отражении 
Чий маги итога зоди но м и ч ес ко й уда он о й 

], расиросгрйняющеися в идеальном 
^иц'.’м газе, от тупого клина при 
1л;՝ч магнитном полей, параллельном 
/■пересечения граней клина, выбираемой 

ЦИКЛ» оси Ог Начало координат 
«стам в вершине угла, ось Ох направим 
осп клина «право, а ось Оу - вертикально

Направление движения ударной волны 
ЙЙгеЬтри։стельным паправлением оси 

Падающая ударная волна предположена 
Ж так как при йп = 0 (?? нормаль к

швй волне| медленная ударная волна 
иуст. что следует из уравнения 
нхеа |1|. Задача плоская, поэтому 
кйопскля волн^ также отсутствует.

_(Пусть фронт плоской ударной волны 

■йжетгя со скоростью О,, и в момент ! = 0 

Шиямется с утлом, стороны которого



образуют тупой угол (я —2е). Для некоторого значения /^0 картина 
движения показана на фиг I.

Определим течение за падающей ударной волной. Параметры поток- 
за падающим скачком постоянны и определяются из услови։ 
динамической совместности |'2|

Ро^ в = Ш
՛ (<7,֊Ц>)

р С + р и С +
С а)՜

(1.1)

Здесь скорость (Д частиц плазмы за падающим скачком определяете 
из уравнения

,/ . Ж+?ДоРо-(?+з)р,Аг „ _ 2(гР0+я0гр, - рпС;) _ 
6 (7 + 1)РоС։ 9|՜ (у + 1)р0

«о
я

4яр0
Обозначения параметров общепринятые, индекс параметров сооп 

ствует индексу зоны
Определим течение за отраженным скачком Параметры потока в 

зоне (2) определяются из соотношений для косого скачка уплотнения [2| и 
с точностью до малых первого порядка относительно Е равны

р։ = • К = И +р,ч,(.ч,(.ч, + '<,)-
*0

/Л^/,((/. • 2Г„) 

8л !<֊

Вг = (&±Щд, 02«<?г,=<?,(е + И
'О

(1.3)

Здесь Ио - скорость отраженного скачка, определяемая из уравнения

|/з (7 3)^, 
° 2 2 Р;

(1.4)

2 >
где а, ------- - £ -угол отражения ударной волны от клина, который

4пр, 

определяется из условия неотрывности в точке Л՜/ падающей и 
с1/** / г оотраженной ударных волн Е = —- .

Используя условия динамической совместности для и ада юн г.с й и 
отраженной ударных волн, можно показать, что векторы магнитного поля 

В и /?, параллельны осн Оз Так как В2 параллелен оси Ос . го его 
проекция на нормаль к стенке равна нулю, то есть силовые линии 
магнитного поля в области постоянного течения за отраженным скачком 
не проникают ц^клин.

Областью неравномерного течения в этой задаче является область 
ДВСГ)ЕГ; (фиг.1), заключенная между стенкой ОЕБ, скачком ЛВС и дугами 
ОС и ЕЛ, представляющими фронт быстрой магнитозвуковой волны, 
порожденной вершиной угла. ПС и ЕА являются дугами окружности 
-Г+У=С^-/՜, где с{• - скорость распространения быстрой
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1Г»
(ипотпуковон волки, определяемая формул«..՝и

, _ к: , Л ՝ с, - ^с. + а , а
В~ 

4тгр,

(II

Участок границы АВС представляем собой криволинейную часть 
Нхшшоа ударной волны, которая является результатом дифракции от 
■Ины клина Задача состоит в определении параметров течения в зон.

М Виц; малости параметра 8 величины

р = р?-р2, д=сц(и.у) , Ь = В,- В.,
вуГЯОрядки Е , и для нахождения этих малых величин может быть

П1

М I

(Ц

1«

|1

ШИг№иа теория возмущений.
Г В области возмущенного течения АВС ОБ Р уравнения магнитной 

Мсщпммикн (2| после их линеаризации по 8 имеют вид

дЬ. ди дм
—-- = ֊В, —+ — 
д( \ дх ду

ди _

& I

д( =

5Р 2 
и+с'

1 дР В2 дЬг

р2 дх 4яр2 дх

1 дР В2 дЬ:

р2 ду 4пр, Ду

ди сЬу ---- +------  
дх ду

Так ык отсутствует характерный размер длины

(1.5)

то задачу можно

•՝՛ Упкгаг. автомодельной. Вводя конические координаты с = . ц =
сф <ф/

г»х Л ” Л
■ришю давления г =----------- и вариацию магнитного ноля

с;-р2

имеющие размерность скорости, мы можем уравнения (1.5)
ЯПИсап в следующем виде:

<՝\. <А„. В, ди д^-\ г ди ди дР՝ а дЬ,.
■ П —  -----тд-  +  1. ■=-------1]  =---------Ь - ■-

ап <7р.-ч^ ап; ал с,

= 0

11 1 
)5.и

спг 

ям 
»л

на
1НЖ
•тт 

)*»

дР՝ а дЬ .4֊+п֊ = --- * - ---- дР՝ дР՝ ди дл>

СП]
(!.(>•

| Из |1 5| следует, что возмущения магнит ного поля в направлении осей 

Н№у.У отсутствуют, то есть вектор возмущенного магнитного ноля Ь

оси 0? . следовательно проекция полного магнитного поля 

)«&-/? на нормаль к клину будет равняться нулю, и задачу <>б

В^лвнив давления Ру в области неравномерного течения можно 
Нить независимо от поля внутри клина.

■На плоскости (^, Т]) область неравномерного течения заключена 
чеж.\у дугами ОС и РА единичной окружности и прямолинейными 
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отрезками DEF и АВС которыми заменяются стенка и искривлёщ 
часть ударной волны (фиг.2). При этом значение § на АВС равно

у
; = = (1.:

а значение £ на стенке равно нулю.
Система (1.6) может быть сведена к одному уравнению я 

воз м у։ не и ни го да вле нив

Фш 2 Фиг.З <Г-ш 4

Определим граничные условия для Р*. На дугах DC и ГЛ P' = О • Для . 
того, чтобы получить условие для P՝ на стенке, используем систему | 
уравнений (1.5). Из первого и четвертого уравнений (1.5) имеем

dh. В. дР
-zr^—T— НЯ
67 р2с; а

Дифференцируя (1.9) по .՝< . а второе уравнение (1.5) по I исключая ■ 

д'Ь.
—. получим 

dtdx
I

4тср2г՜+ В; дг дхд<

_ A д՝и
Так как в порядке £ на стенке и = ՝.) —7֊ 0 :<՝. как следует ։։:< 

дг
дР дР 

(1 Ю) на стенке мсЙкно полагать — =0
дх

Если считать, что невозмущенная часть отраженной ударной нолнь: 
соответствует прямой С = А'О, то возмущенную ее часть можно задать 

уравнением - к.^ + / (1]).



к V МЛ. '֊_֊ V. -ДО№'Ь№Ь№ГС'1

IV ։ я;՛.՛ динамической совместности для искривленной ударной волны 
|Й#С линеаризация которых относительно постоянного потока за 
Нираженным плоским скачком даст систему уравнений, решение которой 
имеет вид

«=.4Р\ и —-Я — , Ьа.=СР' на^=Л„, (III)
СТ) ОТ|

Где
Л=[4л(у-1)^РУ0֊(Р,֊Р,)(4луРг/п? 4 4луМ

£=֊р2<л(^+47Г/Л-4лрЛ2)е

I
С = 4лр֊г, Л,[с/։р,(у -1)֊ (у + 1)(р2 - Р1)^]-С 11 12)

где

(7 - 1)(4лр- />'’ )Р ,</, -И,(рг ֊р|)[4я(у֊1)р.1֊ 8улЛ (;■ 1 .»/.? ]

Для у 7/5 и R ~0 значения Д и Е даны в [3|- Исключая из 

уравнений (1.1!) и, и\ Л . при помощи уравнений (1.6), получим условие 

на скачке АВС для Р*
оРЧд^^М^-Ек^՜' ,113;

СР* / <?Г| Лх/ 3

й₽Л/, =Л + А„-1----;;^—. М, 1-*,; - 

4лр. с,ка 4лр,с;
Наряду с условием (1 13) берегся интегральное условие

г с’и-՛ „ Е сР „ г ,г».I —сп]= | -֊ЙП- I ~с1Р ~^՝ (|1|)
о о П о П

Лайтхилл [3] пре,.уложил следующий способ решеэшя этой задачи 
Преобразование Чаплыгина-Буземана (4|

§=—^-0050, П= г = - ~!-т м'2?4֊Ч'\ -=1§0 11.15!
- 1 + р2 • 1 14# 1 + р- у- 2 -

переводи! уравнение (1.8) в уравнение Лапласа. В плоскости (р.9) дуги 

ОС и РА переходят в дуги окружности р = 1 , отрезок ЛВС преобразуется 
в дугу окружности (фиг.З)

2рсон() = А;.(1 + р )
При преобразовании 11.15) граничное условие 1’. 13) преобразуется в 

условие

дР‘/8>, = (МЛ? -М3А-,.)А-.,^)-а?с^ (։ 16|

дР '8$ М,П-А78Ссг0)г



дР’ РР*
На дугах ПС и РА ֊ =0. а на стенке ИЕ1՝ — = 0. что 

гл՝ сп
завершает формулировку задачи в плоскости Буземана.

Далее применяется дополнительное конформное отображение

2։ = 1п։ где £ = Л,+/У։ =ре'", 3|=Х1 + (У| (1-171

Функция (1.17) переводит область дифракции ..\BCDEF в 
прямоугольник (фиг.4)

0<л,<Х, ()<>’,< л, (1.18)

где Х֊_1п —11
2 1֊А0

Условие (1.16) в плоскости (л., у.) имеет вид

дР‘ . дР‘
- —sm r.cosy, = —- 

од, ду{

. ' i~ -А-о ‘cos у։
м>

а на DC, ГА и DEF имеем
— = 0 (120)!

Далее Аайтхилл образует функцию о(՜,) - дР' > сх, — к:Р* • гу։ и 

находи ч ее подбором (3}

§2 . Решение граничной задачи методом разд. \енш՜ переменных

Полагая Л’ =X(a։)Y( v,) и подставляя в уравнение Ханласа :\Р' О 
получим

X = С\е''' + С,е 4у Y QsinXij + C.t cos/д 
Удовлетворяя условиям (1.20), получим

X
Р' = sin Ay.

Условие (1 19|.
* I

учетом (2.1). можно записать

Г2.1)

виде

t К\ ■ sh /глsin ку. sin 2у, + cli к՜/. cos ку} му -Ао 4

н

(22)

-Г?—К. COS2.V-, 
л-/։

2Ек0
= 0

Умножая (£2) на СО8/у, (/ =0.1,2,...) и интег|>ируя от 

получим следующую систему уравнений для определения С

/ = 0 С2=0

до я,
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/ = 1 хе
<и։

С, зИл +
О.. п(м^- .

-к^ с11л + — — ’֊Ад֊
) 4

2Н7
сИл -(■

+ ЗС/$ИЗл + л/, Ад с ИЗ л ►

2С. • 2с112л
(м,к'аг 2Ек, 

I м, " К՜

+ 4С4 зЬ4Х +
Д/,А'՜ 

А/.
к0 сЬ4л > = 0 (2.3|

(и֊2)( зЬ(и - 2)л +
•V/ к’՝ I

-—— ֊ к„ сИ(л - 2)7. > +
М. I

-г??(/2сЬ?/Л ----------А\
м. мх

г (п + 2) С бЬ(л + 2)7, -
■И а'*--^֊- к, сЬ(л + 2)/Л = 0 
лл

14з формулы (2.3! следует, что коэффициенты С\ при четном А՜

равны нулю а при нечетном А՜ будут определи։ься из

у՛ —
2нС с11ЛА “А:.,-1 -V. ч,;

Пт2

\п-2)- $11(?? + 2)Х +
АЛ/՝;՛ ;•

V/
с11(>/ + 2)л »՛

(' М к,г '։
-5Ь(л-2)Х + 1 • ։7 -Ад С11(ц-2)Ъ

1՛ А/ А'՝
(л + 2)^Ь(л + 2)Х-г А;, С11(Л + 2)Х

1 }

1'2.4)

1 = п

= 0

Из (2.4) следует что все коэффициенты Сх определяются через С,. 

Для нахождения С, используется условие (1.14)

§3 . Определение параметров течения в области дифраки,։и՛.

Запишем выражение для возмущенного давления (2.1) в переменных

Из формулы (1.15) и 1 17) имеем
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1 , 1 + С, П 71
*1 = т 1п —, .у, = агс։й + - (З.ц

2 ։-£ Д-*-п 2

С использованием (3.11 выражение (2.1) запишется в виде

х $1П (2н +1) (2ц + 1)агс.1« |3 2)

Остальные параметры в области дифракции могуч быть определены 
из уравнений (1.6).

Для определения компоненты 7"о Максвелловского тензора

напряжении в плазме необходимо найти компоненту Ь индуцированного

Л -г ,к плазме в направлении оси Ог магнитного ноля Г - Ь.
4я

Из уравнении (1.9) 6. = , - Р , или. используя вариации давления
Р-><7

/г и магнитною поля />п, получим

Р:
13.3}

т
Вводя = — и, используя (3 3). получим

Р?с՝

Г=-^֊ 

4тф2с,.
~Р9 
с}

13.4)

С использованием (3.2). окончательно получим
2«И 7я»1

г=-<у1с
-

х$т (2// -1)֊ + (2л+ 1)агс^ 
2

(3.5)

Окончательно для нормальной составляющей поверхностной н<՝!р\ ։ки 
будем иметь

2 = л+р?сД/>’֊Л;) (з.б)

Перейдем ^'определению коэффициента С Дхя :погс> найдем

Я
компоненту и* скорости (/, вдоль Н= (4 = 0). Используя (3.3), из

третьего уравнения (1.6) найдем и- на 4 0՛

1֊^

2
X

1
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а
IV=

1 ЭР* ,
—— т) г>г]

И' = ֊ £(-1Г'(2«О)С
Г и=О 2я-1

" 1агс5Н11] + У -51П<2Л агс$т гр 
гМ

Величина и при £. = 0, Т| = 1 равна значению (}:. Следовательно,

с'[1+£г^(-1Г(2»+1)с

< с7 /я֊--о
- = </2 где

д2 определяется по формуле (1.3.1, С = (\ 'С.

с=֊֊֊ 

л 1 +

2?2

2л+1

(3.7)

с
§4 Результаты численных расчетов

Для выяснения качественной картины рассматриваемого явления 
роведены численные расчёты для значений числа Маха Л/ 1,5; 3 и 

Л = 0; О,Г, 0,3; 0,5 , где а = 13՜ 4 л р,^ Результаты расчетов

приведены в таблице.

М =1,5 М =3
а = 0 а =0,1 II с а = 0,5 а = 0 а =0,1 а = 0,3 а = 0.5

?(0) 0,417 0,408 0,336 0.218 0.428 0,450 0.313 0,322 ։

л<й 0,403 0.393 0,320 0,206 0.392 0,415 0.266 0,280

ЛП4) 0.362 0.353 0.285 0,183 0.309 0,349 0,220 0,246

Ао,0 0.302 0,296 0,243 0,158 0.246 0,286 0,193 0.214

0,223 0,220 0,189 0,129 0.215 0,231 0,173 0,183

Г>(1) 0 0 
_____

0 0 0 0 0 0 1

/5(0) 1,606 1,520 1.053 0,622 3. /63 3.084 1,206 0.400

ш 1,611 1,52-1 1,056 0,624 3,79) 3.110 1,230 г 0.406 I

/5(0,4) 1.621 1,535 1,061 0,628 3,856 3,159 1.253 0.420

р,т 1,638 1,551 1.074 0,632 3.907 3.206 1,267 0,430

1,660 1.571 1,086 0.637 3.931 3,247 1.278 0,440

Л(1) 1.722 1.631 1,129 0.658 4.101 3.420 1,367 0,499

Расчеты для распределения безразмерного давления

Р---{Р Т^/гС^ на стенке показывают, что качественно сохраняется 
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картина, имеющая место в газовой динамике [3|, и. кроме того, име^т 1 

место уменьшение давления Р при увеличении параметра а Пу 
формуле

л = л+Ер2С.(р-֊г;։)

рассчитано также для н = 0,1 распределение полного давления R на I 

стенке, причем с увеличением à давление /’ уменьшается. Из таблицЛ 

также видно, что Р и Р. на стенке увеличиваются с ростом числа Маха 
при фиксированном значении параметра а Эффект уменьшении I 

давления Р^ па стенке по сравнению с его газодинамическим значением 

может быть использован для ослабления воздействия ударной волны на 
объекты, находящиеся н электропроводящей жидкости (например, в 
сильно ионизованной морской воде).

Автор выражав! благодарность член-корр. ИЛИ РА А. Г. Багдоеву-зл 
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МИШ»ШМФ-ЗПЬЪЪЬРЬ ИЗЧ ИЗЬЪ иччч ьиьизь ХПМПбПчЬГ ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ
55, №3. 2002 Механика

К ФЛАТТЕРУ МЕМБРАНЫ В СВЕРХЗВУКОВОМ 
ПОТОКЕ ГАЗА

Ванян Л.А., Минасян М.М.I..II. «UuCijmli, 1Г1Г U]iliiuujujG4iuq|i qbjiAiujQiujjiti hnuiuQpnul йЬйрршСф $|iuinbp|i Qbpuiphp pii|muudQtuulipQnilS t. шОЦЬр$> dbdppiubh tpu)ntb:iq>.|3tbp quiqji цЬрЛшЦнифй Imuiu<:։<.՝.# tesii",;.- i|.)'jidp. bpp lutpnqpGunIpljiuqiuU 6Q>ihu(i lpu|ui|wdntpjnif*p йЫрршЩ1 /wpdruUtig Iqinid I uh-ф Cj plpu] p&ntjp ULdppiuLp OniliuU unuuituLniUULpp hwt|u>uiup’iuip rtpijiui) I ui,hu|Ji iuuiu^G Ipupqb bpbp hiuQiuuuipiaiiGtp)։ hiuihulpupqh. npp lujQnihbaiL иЬ|.1|Ч1)1иц||(.|■MjBti J4i4֊p|iu.Iimtib(ini| IhunidUmtbPQ^l l uiiiljiujnibnipjiuG dbp flntjp t unjtud np. iujU niup М|ф|рй<м|р 1>р~.ЧМ ЬЬ pnij| ЦшириЦуЦшд шфриЬрр u|itippnG|iqd|i IjtuibppL.A. Vanyan, M.M. MinasyanOn The Flutter of Membrane in Supersonic Gas FlowI исследуется УСТОЙЧИВОСТЬ бесконечной мем О раны В Г нгрх'.;<улЧ1И.М Г<Т՛..:։ рйи». 4101 когда ЗАВИСИМОСТЬ аэролянпмяческоп. давления от движения мембраны 1вс*т нгаь)Олы։ып характер дифференциального типа Уравнение и-.ниОных колебании •>-.у‘ни ». гиперболической системе трех уравнений первого порядка. коюрч>я »сип :.«.«>• 11 рвмановых инвариантах Исследован тин неустойчивости 11с к.1 мн о. и՛՛ ВЖХЗПлини1'тис!.ыи характер Определены точки енпхронилмд слабое,ниыниих во\иМ1П(бкые колебания мембраны в двухмерном потоке газа опч-1 а уравнением
, д1^ , ,.с?2н՛ .рА-т^+рЛе—֊Л'~г + р = 0 |1)

дг д1 дхА-прогиб, плотность и толщина мембраны. Е- коэффициент Ц|'!рпи1пошюго демпфирования, р ич€>ыточное аэролина ми чес кое Мменне. Л'՜ -мембранное усилие. Давление р> определяется решением ’ в'.'1Ш"Ч1 среды с учётом граничных условий. Для линеаризированного о:й|В1։ц(1Ш1ОГО потока идеального газа зависимость давления от (фогж’дных прогиба приставляется интегральным оператором с весьма ааю!ня ядром |1.2] и точное исследование задачи об устойчивости ■ГЧСрШЬ- СВЯЗе.НО С боЛЬШИМЯ ТРУДНОСТЯМИ При ООЛЫПИХ СКОрОС 1ЯХ «гола Г։5зй задача существенно угцющается применением изке<"гнбй Ипртшегюя теории |2]
С д\\> ггС*и ЛР = Ро"о “ + Д |2>V сч их )К| р4,Оф,£7-невозмущенные плотность скорос ть звука и скорость □атом газа>.1,41’1.-; о флаттере и бесконечной и конечной мембраны в Крошевом" приближении допускает точное решение [2]. Однако при Глбамших сверхзвуковых числах Маха потока "поршневое" приближение Пймовятся непригодным и приходится иметь дело с иитегродиффсрсп- 59



циальпым уравнением для прогиба.В работе |3’| построено новое приближение для давления, позволяющее эф։|мжтивно исследовать флаттер пластинки и мембраныпри малых числах Маха М—Ьг/а,}. Это приближение в виде дифференциальной зависимости (ее можно представить и к интегральной форме |4)) следующее:
Ор О |'՜ дш 'дмЛ , д2ы I Г- + С -- 1+ХРЛ-- д о/ дх} дхдх:

= +(С-пГ1)— 13)
О1 д1 охгде X —поправочный коэффициент. Заметим, что при /“О (3) переходят в (2).Главной особенностью (3) является его нелокальный характер зависимости давления от движения мембраны, вследствие чего д\я прогиба получается дифференциальное уравнение повышенного порядка по сравнению с поршневой" теорией. Ниже исследуется это уравнение.I Рассмотрим систему уравнений Н) и (3). Введя новые функциисЧу л ды

V- —. 0 = —
<?/ дх

14)I V—нормальная скорость. О—наклон мембраны) систему представим в вектор матричной форме Ям л <
—+ А—= Ь 5
д{ дхгде векторы и и Ь суть

и =(р, V. о), Ь = (- е0 (г. V + р / рА). ֊(с г + Р / рА ),0). (еи р,и > / рА) (б) а ненулевые элементы матрицы А —^,=0'-^, а,.=-е(.(2и~а0\ ап • -Це" + и(и - лс)+ "/X= -Си» =4 И = .У/рЛ) (7)Вычислив собственные значения матрицы А из уравнения
Ое({ А — ?./) = 0. находимХ։-{/-а։. Х5 = ֊С0 (8|Пусть {.7 = а0-гс0. Тогда трем различным собственным значениям соответствуют три семейства характеристик

Г։: ^ = Х4. (* = 1.2,3) (9|
(11и три левые собственные векторы

/'1, = [(^ а0)*+//< +2о0(^ -^о))’Рл(хйД^-«.1) ‘ 0г ’(2с0 - (/))

Г2, = (0Л֊со), /(3) = (О,1։со) (10)Поскольку собственные значения .матрицы А различны и в ■ илу
Ое։(^})=ОегК = 2с0((С/-а0)2 -со2)*О (Ш

собственные векторы состав.ляют базис к А"՜’, то по определению (5| система (5) при О & + с(, гипербо,\ическая в ггрсгом смысле д\якоторой задача Коши корректна. Одним из эффективных мет >дов 60



численного решения таких систем является метод характеристик, использующий минимальные операторы интерполирования. В характеристической форме система (5) запишется в виде.о/б/м') г . (' (1 '՝. с , д
/՛ ֊ - =Л, А = 1,2,3 ֊ = — + /. — (12)

\ (11 Л у (11 \ 01 ОХ

А = -7М>& + р •'՛ pH Л = А = +р1 рл)Введя римановы инварианты >\г,Г2.г3)
г = Лм, м = Л։гполучим

П = P-f,(l-P)v-Eo[{/ + p(C-«„)]0

г, = v - r„(). /j = v+с„0 (р = х«о /(С - а„)! - <?’ |

р _. Е»(с, - С ",) . . «Де, + С + а.)
Г т <2 -1 — “ f y

(13)
(М)

2՝՝ = r, 1Г„ 2co0 = r։-r2 о,— ՝ Х< ।
U-av+c0 )

(15)В инвариантной форме система (5) преобразуется в систему из трех обыкновенных уравнений, действующих по различным характеристическим направлениям: л՜ = лд/ + const
М“ (А =1ДЗ) ц, = ֊£<М, Ц2=Ц3=֊А'
k (1( А

A'=r,+֊- С +—(ео-СУ-а,) + Е + — (сй + С -а.)
2 L со J 2 L го

(16)

Если то система (5) имеет кратны« характеристики=л.? = с„ и поскольку в ртом случае /Jc7A=0, то вопрос гиперболичности и связанная с ним задача Коши требует отдельного рассмотрения, Здесь только отметим, что имеем вырождение системы 15).2.Рассмотрим вопрос устойчивости бесконечной мембраны на базе системы (5). 11рёдставив решение в виде бегущих волн
и = ни ехрг(со/ -Ал), получим следующее дисперсионное уравнение/)(«>, А՜) = [<о - (( / - )к (<о ‘ к ՛ - г/пу+teJJk ] - (<5к * = 0 117)(у = €+€0? 8 = ХЕоДо)Система будет неустойчивой, если Im й)(А) < 0 при некоторых вещественных к Граница устойчивости определяется условиями 1m(о - 0. 1mA՜ = 0. Тогда из (17) получим что на границе устойчивости выполняется условие [с0 - (Сг - а,., )][соу ֊ ] i- 6 = 0 (18,В работе (6| уравнение, выведенное ,vvi сьхастинки, подробно исследовано. Полученные результаты сравнены с результатами, полученными по точной" постановке В частности, получены весьма61



хорошие совпадения как для области устойчивости, так и для действительных и мнимых частей трех фазовых скоростей (ио "поршневой" теории имеются только две волны). Поскольку уравнение (18) для мембраны отличается от пластинки лишь представлением скорости "собственных" изгибных волн с.}, то все результаты работы [6| в равной степени пригодны и здесь.На фиг.1 представлена область устойчивости в плоскости параметров (/,X. = £/s0. Наклонная асимптота U - е0(1 +д) соответс твует поршне­вой' теории. Ниже этой линии эта теория опрёделяеч устойчивость.Выясним характер неустойчивости (конвективной или абсолютной [7|) Будем пользоваться критериями, изложенными в книге [8| (см. также [9|). В работе |10| показано, что неустойчивость бесконечной мембраны по ПТ носит конвективный характер. В работе [11|, в которой диспер­сионное уравнение отличается от (17) первым множителем ко-Г/А вместо СО-({/ также выявлен конвективный характер неустойчивости. Однако из-за указанного отличия множителей ■ лелует считать верным результат лишь выше наклонной асимптоты I =с ,(]-гХ).Ниже этой асимптоты и нижней границы области устойчивости (область малых чисел Маха) необходимо провести новое исследование.Для применения критерий, в первую очередь определим точки ветвления решений п>5 = со..(к), 5 = 1,2,3 уравнения (17). Они определяются из системы£>(û>,A)=Û,. п;(а>Д)=0 (Р>0) <191Для упрощения вычислений воспользуемся относительной малостью величины 8 в (17). Считая 8 = 0 и решая систему (19), определяем точки синхронизма, затем методом итераций можно получить поправки к этим точкам при этом одни точки синхронизма будут порождать пару точек ветвления, положения которых будут мало отличаться от положений точек синхронизма, другие же будут смещаться незначительно.При 8 = 0 систем<1 (19) распадается на две подсистемы
<о-({/ = 0

• со? - С(,к ’ - î՝/(ù + izJJk = 0 120)
2c;A-it//=Oсо2 - с,;՛ А'2 ֊ /усо - feQü’k 0 Решение (20) дает одну точку синхронизма (21)

;(и֊а„)[у(С/-а0)֊е0Г]- *.= (221
U - а9а решение (21) определяет две точки ветвления в нулевом приближении

„ _ 'Y + № У’ к _ W (23)Как видно из (22) и (23), в интересующем нас случае U < сс(1 • >.) все точки ветвления чисто мнимые. Согласно критерию о характере неустойчивости [8,9] следует определить знак 1тсо, и выяснить какие62



Ш. пр«,.1ти:1пположные или попутные пересекаются в этих точках. Для ИрЙШш /того воспользуемся методом, изложенным в [8]. Если нанести ВИфик зависимость р = 1тА՜ от л = 1тс) при 5 = 0. то получим Ю<у. представленную на фиг 2 Здесь попутные волны определяются ВЬми х-»±ос, у -»±оо, а встречные волны-условиями)’->+«£•՛. Как видно из фиг. 2. в точках и со? пересекаются ■В*хюложные волны и. поскольку эти точки в комплексной плоскости ВВр< В верхней полуплоскости. то согласно критерию (8|. пчм'нпюсп., если она ость, носит конвективный характер. По сути ^■пргочки соответствуют поршневому приближению.

Для точки -.инхронизма cot согласно (22) возможны оба случая, какЖЙЪ|>О.таки 1тоУ, <0. Наклон касательной к гиперболе
4 4с‘У и0(/, а линии попутной волны - 1/С - о,, Если (0/1) Ю'/1/-а0 >у/е0С/ или то же у({/ -а„)< еД/

(24)
(25)MjjS >0 и в точке со, встречаются противоположные волны. а если

֊֊ или то же у(U яо)> < е/<՛ с<£0(/ (26)1 1■—<-------- <Г. U֊aQИбди II и точке 0)" встречаются попутные волны В обоих случаях дстойчивоегь конвективная. Из (26) также следует неравенство 1/>о.(Ю.) и поскольку было принято (7<с0(1 ‘ л), то этот случай■М&крв лишь при а0 < с0.Таким образом, неустойчивость бесконечной мембраны при малых «Илукоы;х ՝;ислах Маха всегда конвективна.касается конечной мембраны, го как принято считать, она при .чобом сверхзвуковом режиме обтекания [1]. По П1 этот63



результат абсолютно точен. В точной постановке задача впервые рассмотрена в работе (12|. на которую обычно ссылаются другие авторы В этой работе показано, что для достаточно больших скоростей потока конечная мембрана устойчива, что по сути следует из ГП Для малых сверхзвуковых скоростей вопрос остается открытым. Думается, 'по решение системы (5) при надлежащих краевых условиях может разрешить этот вопрос.
литератураI Майлс Дж У. Потенциальная теория неустанонивших- я сверхзвуковых течении М: Физматгиз. 1961 2/2с.2 Болотин В.Б. Неконсервативные задачи теории упругой устойчивости.VI: Физматгиз, 1961. 340с.3. Минасян Д.М.. Минасян М.М. Новое приближение в задаче о флаттере пластинки в сверх звуковом потоке газа. // Доклады 1IAH РА. 2001. Т. 101. Ne 1. С.49-54.4. Минасян Д.М. Флаттер пластинки при малых сверхзвуковых скоростях потока газа. Ереван: Канд, диссертация 2002 115с.!> Курант Р. Уравнения в частных производных. Москва: Мир. 190 830с6 Минасян Д.М. Флатгер упругой пластинки при малых сверхзвуковых скоростях газа. Сравнительный анализ. // Изв. НАН РА. Механика. 200?. 7՝;5.1. №3 С.65-72.
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О ЗАДАЧЕ Of 1ТИМАЛЫ ЮГО ГАРАНТИРОВАН П ЮГО 
ПРИВЕДЕНИЯ ДИНАМИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ В ЦЕЛЕВУЮ 
ТОЧКУ В ОГРАНИЧЕННОЙ ОБЛАСТИ ПРИ НЕПОЛНОЙ

И1 ^ФОРМАЦИИ
.Аветисян В.В.

Ч. Վ. Ավետիսյաե
’էիէաւ1իկւսկւսն հսւմակարղլ։ օպտիմալերաշխավորված ձեով սահմանափակ տիրույթում նպատակային 

կետ բհրելու խնդիրը ոյ )րիվ ինֆորմացիայի պայմաններում

. Դիտարկվում է սահմանափակ տիրայրում ղիսամիկակաս համակարգը օսրոիմւպ երաշխավորված 
‘4 նպատակային կետ՜ անշարժ կետային օբյեկտ բերելու խնդիրը, վերջինիս կոորդինատների ո՝ լրիվ

մաւյիսօի պայմաններում: Դրված խնդրի ուսումնասիրման համար ղարցացվամ և հիմնավորվում է 
*Հ։ււ։.փւ-սվոյսսյ կոմբինացված ղեկավարման եղանակը [1.2] Կոմբինացված ղեկավարման նպատակն I 
kajuiliiupl;pb| աեշարւ’օբյեկտը ղեկավարվող շարմակաս ինֆորմացիոն տիրույթի միջոցով, իսկ աւէւահէ. 
«U inpihuiï ճշտությամբ մւոոենալ նրան Դիտարկվել և ուսումնասիրվել են փնտրման տիրույթը տրված 
O.'UiriipjUJÜp ծամկալ հետագծեր, որոնցով շարմվեփս ապահովվում I փեսւրոար վերջավոր ւհււմաքւակոր.' 
էւաւօւկւպպի Այրված սկզբնական ղիրբի համար qnjmpjmli ունեն անվերջ բաղմուրյամբ ծածկող հետս, 
цЛр ՚>|փ եետեւսսբով սկզբնական խնդիրը բերվել է օպսփսսւ| կոմբինասված դեկավսւրսսւն որոյսաս խ!ւր, 
<*>> ււրւոեղ սվսպազույեի Լ հասնում անշարժ որոնեփ օբյեկտը փնսւրերււ և ևրաո մոտենալու զոաարաւիև 
<հսւ1աՍակլ։ ltiluujuuuüpj։{3] ֊աս սկսված ոաումնասիրությունների շարունակությունն է:

V.V. Avetisyan
On the Optimal Guaranteed Bringing Problem ul the Dynamic System* to Goal Point 

in a Limited Domain with incomplet Information.
fai ₽Ассиатрйьгсю1 задача оптимального гараш припайного приведений динамической 
ем-1«tu в цчлепую точку в ограниченной обласгн при неполной информация о vi-. 
»ixip.Mukrttiï. Развивается и обосновывает։ я методика комбинированного !<։ро1г<ируюш-г 
управлении |1.2|. Цель комби н ирона иного управления — обнаружение искомой целевой 
tonui « 1'-.1М0ЩЫ1> управляемой информационной области движущейся пмш ге = флюг.ыч 
>»:оро>: i истеми (этап поиска), а затем приведешь- п _<ту точку | >тпп приведения) Вводи гея 
• рг • « -треиме покрывающие с заданной точностью область поиска траектории 
упраплу.емос движение по которым обеспечивает успешный пойся конечное 
гцеиг||[оьанпое время. Для заданного начального положения динамическом системы 

Hraemyitr 5есшслена©е множество покрывающих траекторий. Вследствие чего исходная 
иилг.т ...-.•.и: j; к тд,у։че оппсделеикя оптимального комбинированного управления до-, rai 
•w» mom миннмалыюс значение суммарному времени гарантированного поиска •։ 
яжмуичши Работа является продолжением исследований, начатых в |3|

.1.՜Пусть в трёхмерном евклидовом просч^нин гве згхлдво некоторое вы­
пуклое компактное связанное множество Г.) с R''. I) = /У -1- !.У где 

О с R и 1)" с R — взаимно ортогональные выпуклые компактные 
подмножества соответствен । но

Рассмотрим систему из двух точечных объектов: движущегося во м։ю- 
жеаъе Г) с R' управляемого объекта X и неподвижного в пределах ։юд- 
хножества В'сУ. I)՛ с R1 объекта У. Динамика системы задается сле­
дующими дифференциа.\ьными уравнениями и ограничениями
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X: х = /Хх,и,!)> У: у(0ау(/(|) = /,

х(г0) = х°, х(г)е Я1, у(/)е Л'с. Я:, I >10 (1.1)

м(г)е(/ с/?', (>/0
Здесь х,у —фазовые векторы объектов X и У соответственно, и -уп­
равляющий вектор объектом .А' /—заданная функция. С -заданное 
множество значений управления и .

Пусть проекции х' - (х.,х2)е /У и хЧР" фазового вектора хе/9 
управляются с помощью управлений и՛ е и՛ и и” е и" соответственно, 
где С .и" взаимно ортогональные выпуклые компактные подмножества 
множества С: и՛ + (7” = и . При таком предположении, вследствие воз­
можности однозначного представления (разового и управляющего вектора 
объекта X на сумму векторов меныней размерностей, система уравнений 
движения объекта X расщепляется на подсистемы и динамика 
описанной системы на фиксированном интервале- времени р,-.,У] задается

следующими соотношениями:
X : х' = /'(х',н',О, 

х'(/0) = х°, х*(/0) = х*°.

х'(Ое Л՛ с К?, х*(/) е Л՞ с R

У- У(') = Х'г.) = / 

у(Ое/)’сЯ\ 1>1С

11.2)

п'(О<=С'сг/Г. г>/0, м*(г) 6 (/* с/?, />/9

х=хЧлЛ, Ъ = Л'+Л”, и = и' + и’
Предположим, что управляемому объекту X в процессе движения дос­

тупна полная информация о соотношениях (1.2), за исключением началь­
ного состояния объекта У—>(/,.) - у°. Однако, имеется некоторое под­

вижное и изменяющееся информационное множество С(л(/)), связанное 
с текущим значением фазового вектора х(/), позволяющее уточнить ин­
формацию о координатах местоположения объекта У , в случае попадания 
последнего в это множество.

Определим область С(х) для любого х е Л с R՝ следующим образом:

адо/)=ошто= Се/?2: х'|<р' = Сх\

х'еЛ\ х”<=Л\
(1.3)

С > 0 |

Область С(.г(0Х -’) (1-3) представляет собой кру։ с центром в точке
х’(0 е Г)' с Л и с радиусом р' = С л՞,, где |х"՛ расстояние Объекта X 

до подмножества /У. а С>() такое число, при котором имеет место 
включение С(х',р’|։^) о ГУ, р'1т Стах !х"| хотя бы для одной точки 

х’ € 1У. Сакой выбор постоянной С позволяет обходить случай три 
виального решения задачи, т.е. случай, когда 1У (1.

При фиксированном параметре С (1.3), эволюция круговой области
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6(х'.х",С) = С7(х'.р') (с учетом р՛ = С ;х’,|) во множестве 1У. согласно 

П-2). определяется движением ее центра л՜' п подмножестве ГУ с по­
мощью вектор управления и'. и расширением или сужением области 
.б(х.Х*,С) путем изменения фазового вектора Xя или, что то же самое 

изменением ее радиуса р' = С |х"| в подмножестве Г)՝ . с помощью 

скалярного управления Си".
Пусть управляемый процесс начинается в момент / - из начальной 

точки х" = (л?".л՞") е I) и заканчивается в момент 1 = Г. когда вы­
полняется условие

х(7') = х: 

х1 =(х,|.х'1), х'1 = у, х"1 = О
П-1)

Целью объекта X является выполнение условия (1.4) за возможно мини­
мальное время 7՜.

2. Разобьем процесс управляемого движения объекта X на два этана 
-этапы поиска и приведения на искомый точечный объект Г В связи с 
этим допустимыми будем считать комбинированные управляющие- 
функции вида

и -
м0(х°;/)? /0 <1 <1.

м,(х’,/„х’;/), (,<1<Т
(2.11

принимающие значения из области О’. Здесь величины х՜'. х*.х|./..7’ яв­

ляются параметрами, х՛’. х\ А՜' с И. Т >1. > I,... Управлению и , соответст­

вует этап поиска, а управлению -этап приведения на искомый объек?
На каждом из этих этапов решаются качественно разные задачи Пе­

рейдем к описанию этих задач.
Этап поиска. На этане поиска требуется управлять движением объекта 

X так. чтобы в некоторый момент времени ! =!, из некоторой точки 

X -х(/.) был наблюдаем искомый объект Г. т.е. выполнялось услоьи*-

у X1 е <7(х(г,)) <֊>
|х,(/.)֊х1|<р'(С) =р"

(2.2)

Учитывая, что движения (1.2) разделяются но переменным л* и X՛' , уп­
равление .% зададим в виде пары кусочно-непрерывных функций

м0 = ^(х’'-и). <(х՞•;/} 

(хм,,х՞0) = х° е/>,
(2.3)

где осуществляет движение объекта X по координате А՜’, а и՞ - но 

координате х" {, —момент обнаружения объекта К, точнее - момет 
первого попадания вектора у на границу множества С Вопрос сущест­

вования конечного момента !, является основным в задаче поиска и 



ее решение зависит от способа управления объектом Л՜
Пусть х((\1п,х'‘,и.։) = (х'(г,{(1.х'\и,), х'\г,1(1, х"\и”))-траектория дви­

жения объекта стартующего из заданного начального пол֊ .женин 
(/„,л՜"). х" (а'".л՜՞") е О с управлением мп(.г0:/), Г, <! < I, (2.3) Через 
/-р.(/։г)|{а\У ' .х՜'’} обозначим целиком лежащую в ГУ незамкнутую и не 

имеющую точек самопересечения конечную кривую с краевыми точками 
л՜'",,/’ е /У , но которой происходит движение объекта X по переменной 
х на интервале ] с управлением и\Хх <1,. В каждой

точке х'(<) згой кривой определен круг обнаружения с центром в этой 
точке и с радиусом р', изменяющимся по закону 

р’(г;/0.р'°,м") - С|л'’(/;/0.л"",н")| с управлением н"(х՞ ;/), <( < I,

Определение Конечную кривую {/;х' ,л'՛՛} ՛ порожденную уп­

равлением «^(А՜0:/),/0 , назовем покрывающей область ГУ кривой,

если для любой точки л' & ГУ существуют точка х’. (=/.11( ,, {՛! и 
значение радиуса р'..(л'/.,), р1. с- [р'',р’"] такие, что л’ С7(х'.,р') для всех

Через - (Г՝",.) ՛■- и обозначим множесню допу< г։ ущх управ* 

Ленин, при которых движение фазового вектора объекта X по перемен 
ной х' происходит по покрывающей траектории Множество покрываю­
щих кривых Г.,՝к-<г {•}. однозначным образом определяемые допустимыми 

управлениями е , обозначим через Л

Лемма 1. Движение объекта X ио покрывающей траектории 
ул՜" • при любом управлении /<чеС'(.л гарантируеч обнару­

жение объекта У за конечное время.
Действительно, где бы пи находился в начальный момент >' в ГУ ■ 

У с ГУ. согласно конструкции траектории Л1֊н. (,,/д';.г՛՜՛ ..т'՜ । найдутся 

точка х' е и момент времени /*. такие, что при перемещении объекта 

Л' из начальной точки (/<1Тл ), х" = (л’ .л՛՞") е/>. л’ 'еЛ. с начальным 

радиусом обнаружения б хгг՛ вдоль кривой по законам 

х'(/;/0.х",н,>), рг(/;/0,р' = С'|а''(^70,ааи\н")^ (1.2) с управлениями

п'.(х'՝՛՛.!). соответственно, момент времени !-У в
точке х'(1,) У^х'’ (/,), х՞*(/,)) произойдет обнаружение 

у €б’(х'(/.),р'(/.)). р'(/.) = р'* с[р",р''՛].

Утверждение. Пусть />(։л' .л" ।е Л , р‘(л'),0<р(х')<р^ ,
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С € Гогда кривая £р., для которой р'(л') > р'(х), л՜’ € /,р., - также
покрывающая.

Действительно, так как кривая £р.(г.(О)(х';х'о,.г'‘ }*= Л. то мя любой 

точки л'€/>' существует точка е такая, что .<е6'«.р')

I^скольку </(*’.,р') С 6(л-'„ р ) С /) . где р'(л') < р’(.г') то 

х.еб(.гДр') Значит кривая ’..V՛ <■ также покрывающая.
Теорема 1. Пусть £р.<г.(1й{/;/”,х” )е Л . р'(х'),0 < р'(л') < р'„лх 

/е/у. Тогда существует покрывающая кривая Л. 1։.(О)|л?;У'1, л") , 

О < р'(л’) < р'Пи% , х е £р минимальной мины (/, .

Хейспштельно. Пусть (/. —нижняя грань мин покрывающих кривых, 

••-■диняющих д'՜ и д'*, 11усть длины кривых Л՝!՛, 7./.....Л'։՜՛....... соеди­

няющих л" и х стремятся к (I, Чак как из последовательности /.';л 

можно выбрать сходящуюся подпоследовательность [4|, то предельная 
кривая I. - >той гюследокательностп не может иметь длину больше г/, 

Доказанная теорема устанавливает существование кривой минималь 
чой дмшы но множестве покрывающих кривых

Георема 2. Пусть £р.։։.(.))|г/;У .Х՛*} —покрывающая кривая минималь­

ной мины г/. с постоянной функцией радиуса обнаружения 

р',0 < р* < р'тч Тогда существует покрывающая кривая 
£р.|։(Гл,{х';л' .л՜'' ՛ минимальной длины <1, с постоянным радиусом 

р'. р’ < р' < р’.п։> такая что <7։, < (I.

Действительно^ пуст։, имеет место обратное неравенство (I, > с!. Ког­
да, поскольку, согласно утверждению, кривая Лр-, ч|Д՜'՜.?.՜՛" , X՝ }՛ с радик­

сом обнаружения р\ р' < р' < р’|ГЛЧ также покрывающая, то она имеет дли 

ну меньше, чем кривая Л (։ (,,,{Л'':.’с' .а՜ ՛ Но это противоречит тому, что 
А,, .,|л'':л՜' .л”՛ ( — покрывающая кривая минимальной длины

Отсюда следует, что чем больше радиус обнаружения покрываю шей 
траектории минимальной длины, по которой осуществляется "просмотр 
обласш /.>’ гем мешано время завершения поиска искомого объекта

Зремя г., при котором обнаружение происходи । в крайней точ­

ке покрывающей траектории л", назовем гарантированным временем 
поиска

При начальном положении х = (л՜ .л՜ ) с фиксированной киордииа 

гой у 1У гарантированное врем?։ поиска зависит от геометрических па­

раметров множества /У управлений опредгляитпше покрываю-
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щую траекторию а также от начальной координаты1

(определяющей начальную величину радиуса обнаружения р՛01 Та 

образом, I, -1, (/)'. ,и”?,х՞0),

Этап приведения С момента обнаружения объекта У начинается 2 
приведения на него. Движение на этапе приведения происходит 
интервале [/.,7 ] и соответствует приведению объекта А՜ из тс 

наблюдения л = Л’(/.) в обнаруженную точку х(7’)=х1 (I I- с :1 м՛; 

управления м։(х , х';г). /, < / < Т. Так как уравнения движения (1.2) 

переменным х' и х" независимы. то задачи управления по з 
координатам решаются отдельно. Время (}=Т-1. в этой двухточеЧ 
задаче управления г полной информацией о краевых точках зависит 
расстояния р = р(х’(/. ),х') = |х'- х'^, соединяющего точку х* в мои 

времени /=г. с точкой х1 в момент времени 1~Т. а также, 

управления приведения и и не зависит от параметров области /)'. т 
'| = Г։(р>։).

Так как 1У и 1У ортогональны, то имеет место следующая нсн<я| 
равенств:

р- =^(р-)2+|.г” ’ =|х’-|7։7с?= Я

= /1Тст|х’-(х"",«<;)| = р-(л-’՝\<,.) Я

Следовательно, г. = Д(х" .и”,, и,), и полное время процесса упрр.в.’ 
ния. складывающееся из времени, прошедшего до обнаружения, 
оставшегося времени /, - 'Г I. = ) приведения в л1, равно

Г( О', х’°, и) = Т( о\ .Г, <..«,) = I. (1)‘, г0, )+,, (х"а.«, 1,2

Пусть Л = {/)'( некоторое множество областей ГУ таких, ч 
гу {£>'} * 0 и х " е (г՝.)/)'}). Пусть область 1)՝ € Д и начальная координата 

х'" € /У заданы. Тогда каждому значению координаты х"1' и каждому л< 
пустимому управлению м= |^0£,«1} соответствует некоторое время Г) 

рантированного поиска и приведения Т = Т(1У,х”\и).
Задача. Найти минимальное суммарное время гарантированного пойаЯ 

и приведения управление к' = {«.*, .и՝ । и начальную координату

(л ) доставляющие минимум

7՝Х^') ппп гтнп . Т(1У,х"<՝,и)> 7?бД

В (2.5) второй минимум по компоненту м։ является задачей 
оптимального но быстродействию управления по заданным краевым точ­
кам V и х В силу того, что уравнения движения (1.2) по переменным 
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։ и л՜ разделяются, то оптимальное быстродействие из точки обнару 
«яия (х”,х՞՛) в целевую точку (х'лх՞1 = 0) осуществляется при од- 
довременных реализациях оптимальных по быстродействию управлений 

«1՛ >։ и*', осуществляющие прямолинейные перемещения и?, точек л" и 

1 в точки л՜' и а՜' = 0 соответственно и зависящие. в конечном 

итоге, от расстояний р” и /' соответственно. Таким образом.

.. «(‘(р'*;/), (. <1<Г мГ(р'*;О, z. <г<Т*и«=<,.Ж , ’ “• =
«։ =0, Т </<Z, = 0. 7"</<z,

t} =тах(Г,Г),

։д՛՛ Г'(р' ) — оптимальное время перемещения из х” н х" . соответствую­

щее управлению а 7'՞—оптимальное время вертикального
перемещения из х"‘ в х"1 = 0, соответствующее управлению и"’ 

Учитывая вышесказанное, из (2.4)-(2.6) получаем

T'(D') - min min Г(О\х’".м) =
04л,9!5С՝’^ “-{«од -‘ч !'

„ , (2-7)
= min min (z. (D\ х , , и”,) +/, (х™, wj,, )) I) с Д

где и. и соответствующее время Z1(Af"'Jz/"J ,и‘) определяются согласно 
12-61.

..Отмстим, что соотношения |2.7| упрощаются в случае, когда поиск осу­
ществляется во множестве покрывающих траекторий с постоянным 
;;-..иобнаружения, что соответствует нулевым значениям управления 

lit,.L по координате л՜՞ на этапе поиска.

ЛИТЕРАТУРА

1 Меликян А. Л. Оптимальное гарантирующее управление динамической 
I системой с поиском целевой точки. /7 ДАН СССР. 1991 I 316. V -1.

С 815-819.
й- Adams S., Melikyan А.А. Optimal trajectory planning tor manipulators 

with goal point uncertainly // 6-th International Conference on 
CAD/CAM, Robotics and Factories oi the Future. 1991. London. 
Proceedings, pp. 3-8.

3 Аветирш В.В. Оптимальный по минимальному гарантированному по­
иск неподвижного объекта в прямоугольной области. // Изв. РАН. 
Теория и системы управления. 2002. № I. С. 61 ֊69.

4 Колмогоров А.Н., Фомин С.В. Элементы теории функций и 
функционального анализа. М : Наука, 1983. 542с

Исггпут Механики 1 LAI I
Армении

Поступила в редакцию 
04. 04. 2002 г.

71



ՀԱՅԱՍՏԱՆԻ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԶԳԱՅԻՆ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ
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УДК 62.50
ОБ ОДНОЙ МОДЕЛИ ОПТИМАЛЬНОГО УПРЛВЛЕ1I ИЯ 

СБЛИЖЕНИЕМ КОСМИЧЕСКИХ АППАРАТОВ ПРИ
СЛУЧАЙ!1ЫХ ВОЗМУЩЕ1 !ИЯХ 

Барсргян В. Р., Варданян С. В.

Ц..0-. 1-iufiuLqiiuü, U 'liupjpulijmb
S|ibqbptul|iuü uuippbpji tfninbgihuû огцифйш) цЬЦшЦшрйшб ii|i tquiuuuhiulpuü 

mqi)bgnipjnifiObp|i шнЦиупфрийр
'IJwuuplpiind l uipiniuppü upuiniulnulpuG luqqbgnipjtnübbpp iunl|iii|»tpiu»uj՛ u>|ibqLptul|tuü uiiippbpji 

iii։uilnjüm(i hiuptuphp-ulp.uG nupddtuû qôtu|hü huu|tuüUlphldÛbpp Umpu|n5miJ|։ uuinpikuinr.|։l| ulpnqpnibnm] 
l'iihjiiihiAijui iiiLuptnj IpuiKiiyiliuû Ihi |i|Hu'qiuliiui}'.ih||i qhlpui[tu|inq wqqby nipjiiiiiûbpp-

V.R, Bnrscghyan. SA՛. Vardanyan
About One Model ni Optimal Control by Span՛

\ireraft Approachmcnt in presence ot casual perturbation

Pat сматриве»’ ■ я линеприюкэннс՛.- ypaiuieint՛.- о.-носн-слыня. движения > .'Смичеихих 
.•iiüiipdTOH при внешних случайных Возмущениях С ПОМОЩЬЮ «-TOX U 1Н'|О< е.ч|. нринцннс 
мнк՛ имума в явном виде nonpoein.i рефчизуемые управляющий воздействия

1. Рассмотрим процесс сближения космического аппарата па орбите с 
нсманеврирукнпим объектом, условно называемыми перехватчиком и 
целью П] Для описания относительного движения перехватчика и целя 
считаем их материальными точками и пренебрегаем возмущениями or 
несферинности Земли, атмосферными сопротивлениями и притяжением 
других небеснЕйх тел. Считая орбит} цели круговой. \инеаризо։$анные 
уравнения относительного движения перехватчика в орбитальной системе 
координат с началом. помещенным в центре масс цели, имеют вид !1|

X - 2(1)}' = W, + Vj

У 4֊ 2(։>Д- - 3(0՜ у = Н, 4- V , 11.1)

Z 4֊(ù‘Z = W? + V.
где x,y,z - проекции вектора дальности от нули ди перехватчика, 

ирн,,и. - проекции управляющего ускорения, v . v ,,Vj - проекции внеш­
него случайного возмущения (являются компонентами трехмерного 
векторного белого н.ума) на соответствующие оси орбитальной системы. 
П) орбитальная угловая скорость цели, со՜ =р./гср, гр-средний радиус 
сферического слоя.

В водя об>оз наче 11
X = Х|. V; = лу . у՛ = X,, X- = х։ . Z = д,, х5 = 

систему ур<1внений (II) можно написать следующим образом:
л; = х2, Л\ = 2(t)X. + и} + V,, х3 = л4.

Л‘.։ = -2олу + 3(.!)’лу + н2 + V, , Л5 = хб , Х6 = ֊ (DAV. » /л IV; || 2)
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I ребухтгся построить физическую реализуемую управляющую вектор- 
функцию и(1), осуществляющую переход системы <1.2| из начального 
состояния л(/0) = л" в конечное состояние х(Г4)=дг*. так. чтобы 
Значение функционала

7.
Д1Г = Ди:‘(т)4-м‘(т)*п;(С)]с/т |13|

принимало минимальное П1аченис Решение стохастической системы |1 2.1 
г »аданиыми начальными у։-линиями будет |2|

х," +1 — $тсо(г г) -3(Г֊ГО) 1а? + 6(-81П(0(/-Го)* Ш(Г г0Ж“ <■ 
\ со /

+ *■ (1 С08։о(/-/11)Ь,'т Г $1П«>(Г X) 3(Г Т) !« (т>с/т I
О) 1 (О )*1 •

|(1 С050)(/ - т)>Мт)<Л 
(и, ’И
} 1
- Г(1~ СО5<1)(/ Т))у (т)Лт

, 4 51ПС)(Г г) 3(Г Т) V, (Т )с/Т ‘ 
\.ю у

П.-11

Х,(г) - (4 С0$со(/֊/,.)֊ 3)х, -6щ(1֊С050(Г֊Г0)).’с/'+ 251ПС)(/֊/. )л\ +
7 ... 7

4- [(4сО5<1)(/-т)-3)п (т)с/т ’ 2JsiՈCt)(f ТХ<,<Т.Мг- 

<11

+ [(ДсОЗС'ДГ-X)-3)\ (7)с/’-֊2р1П(')(Г т)У,(т)т/1

Х,(/) = --(сб5(0(Г֊/ )֊11х. -(4֊ЗС05С)(/-Г.)1г3' + з։пш(/-Г0).г, +
6) - . - ф

|(со8м(/ - т) - 1Ь)(т)</т + — [з։пй)(/-т)и.(т)</т
О) / (0 -<а
2 I | «

+ — Г(с050)(Г-Т)֊1)у 4- |5Ш(0(/֊ т)у,(т)</т
05 7 0) У

Л’4(/) = -2з։п<»»(/ Г )х: +3ш5։п<о(/ I )л, + со$о(/ ֊/.Дх/ 
I Г /-■

2 [ч1П0)(/ т)м։(т)։/т+ [со5е)(Г Т)Н;(Т)(/х 2 |$1П (•)(/ Х)Х (Т)</Т-

» [со$(й(г Т)У,(Т)(/-

л• (/) сояо)(/ /,,)х. 4 1 ь։п(п(/ I )х_ * 1 [5111 <п(/ - г)м,(т)<7т •
СП со /
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+ — р1Пй)(/-1)у,(т)б/т

1
х,\1) - -С08П1(0(г Гл)х/ + СО56)(Г -1։))хь + |сОЯ(։)(/ - Л)и^(х)(1х +

т |сО5<д(/-т)У,(т)(/т

>и
2. <’ помощью стохастического принципа максимума (3| определим 

вектор оптимального управления для стохастической системы (1.2) с 
функционалом (1.3). Для этой цели рассмотрим вектор состояния, вводя 
координату

г7 = -Ля = /к’ (т)+ «з (т) + и; (т )]б/г (2.11

6.
онIнаделяемую управлением

^ = Е«;(0 (2-2)
Го»

Наложенные ограничения на конечное состояние ■истомы пред*, гавим 
в виде следующих уравнений связи:

/ДООК-М֊.։? О' = 1,...,6) |2.3|

Задача оптимального управления состоит в минимазиции Г2.1.1 
(нахождение оптимального значения а7(л) в момент времени /.I при 
условиях (2.3). Нахождение условного экстремум.। сводится к отысканию 
экстремума функционала вида

I+У л. ^(.х{/։)) (2.4)
Ан 

где л, неопределенные множители. определяемые из условий (2.3).

Дифференцируя П(/) из (2.4) по «•(/) согласно (2.3) и (I И, из 
системы уравнений 

еп(/)
СП

= 0 (/ = 1,2,3)

получим

(4со$0)(1 -1 ) ֊ З)֊

- Л-1(со8^1֊1._.)֊|)+д„Я1П(п(1 -1Ц) 

со

М,(/) = —(сО5С1)(/-/0)-1)-Х,5тП)(/-Г0)- ''' 8!ПСп(г-/0)֊ (2.5)
О • 2(1)
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-֊-(2֊cosw(/-z0))

Ն. Л,
= - 4 sinœ(f-/n)- ֊ cos<o(f֊r< )

2d) 2
Подставляя и (!) из (2.5) F (1 и я учитывая уравнения сняли (2.3) 

получил» следующие алгебраические уравнения относительно Л
4

Уил --Л-Г *—•

где
14 / 3 7 9

ciH ------- -м + - (Յ/î + 10) II։ a„- — n։-3nl- !
(о (л՛ 4 io 2
II 3,2, 3,5 I 1 ,

«3. . in-------ni ֊ - , I, а - ni------ т а - т ------- ; ni
4ш 4W св* 4 4(о 4(0 4(0

1 1 ; 10 h » 5 / 9/2
и^-- >»—nl.av-a- = v(I-m) — ml—I

4(o 4 ՚ ՜՜ (0՜ co 4
9 3.3.

Պւ = «и = «-•? = = —г/м ֊ ֊ / -֊ — н!
2(0 ы 2to

а.у-а -—.-(I-и)- Հ-niI- — I՜ и^-а^~ ml- (1 w) 
io՛ 2(0՜ 2w ՜՜2 ù)

«м =«43 =֊ml-~(\-n) = =- — ml
4(0 (О 4(0

/ 4 \ շ

ձ, = л; +1 — т - 3/ Հ + б(со/ - т )л՛ - — (1 - ո ).Հ - х.‘
Լ с) / © 

/л, (4/î 3)vï + б((о - ո )Հ -Ւ 2/«.ր՚4 - л '

b, = -(/;-! ).v. т (4 - 3«).ւ. + - (ո.\Հ ֊ է՛ . Л։ ֊ ֊2/?).հՀ + 3(o??LV- + «л է' - .Հ 
(0 ©

։ (I . 1 0 • > 0 0 «
/»5 = пху + — тх(։ - х$ . Л։. = -(«»///л, • nxti - л;.

(О

/Հ - j(4costo(/- ï)- З^Дт^/т *2 |s։iho(/

ՒՀ f(coso)(/ т) 1)\՚.(է)ժւ + [s։n(o(/ т)\.(тУ/т
(о - ' ш У
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ч *•
а; =-2рП(։)(/֊т)у,(т>/т+ |сояа(/-т)ч-:(т)Л

<с
1 Ч» *»

/4= ~ рМ'-тЬДткА Г. = |со5со(/-т)у1(т>/г

т ‘йпш(/-/о). /=(/<֊/.,) п сотл(г, I ). Л = (,-4/./ 5/ 

h-in.ni системы |2,Ь). будем иметь
Д4 , Л

Л' = -д (|х|.....41 Х — 0 = 5.6). (Л*о. Л»0)

где
(2.7)

"н а\։ "п Л14

"п д = «„
!*>• а» "» "м/ км

"« "<1 «441

(1<2 "и Оц ац -Ь,-/՝, ди а ։|
а:} дп а:1 & _ аи -Ь.֊Е д? !

"•? "и ам։ "л “/’»-А.
ь-•'« к -л.-/՛; к

"п "п Л. "и

Дл =
"21 "22 -Л- "'4

"-И -л ".Ч

"4 "42

"и а֊2 "з -^-Л 

а21 а֊-2 а՝֊. -Ь -Г' 

|ал аг. аГл ~ >П\ ~ |

"42 "45 -^4-^1

Д
„I՜6»՜7»

в«.:
л =г*

< гох.ю нческая функция 1лмильтона имеет вид

Н(.г.и,ц/.у,/) = У Ч/,/ |2.8|

где функции /-нравно части уравнении ։).2| и (2 2). а функции \|/( 
удовлетворяют сопряженным, уравнениям

'й--л. 0=1..... ’

и\и
ф| 0. ф, ц/։ ь 2(о\|/4, ф. = Зо)’ч/։. = 2(«»1р \>/

Ф, =<'>■’4'<„ Ч%=֊'Р5. Ф =0 (2 9)
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Для (2.9) имеем конечные условия

Решая (2.9)

сР,(л(г))
- 0 = 1,...,6). у7(/4)=-1 

ох,
с условиями (2.10), будем иметь

(2-Ю|

Уг(0 = 2 2Х, + С08(о(/-/Л) +
О)

со(/- 0 — Зл, (/ ГА) +

4- ЗЛ., 4----- А;
0)

ЧЦ/) = ЗФ 2/.,+ — со8<о(/ / )-Зю| —-л։ $1псо(/ / ) ь6(ол.(/-/. )- 
к ’ 2 к <Р )

( 2-2ш! ЗХ.+-Х.
к « ;

\ /*
֊/., 1сО8(0(Г-/4)+ 2Х-,+— ,8։по(г-IА)-~ (2.11)

(։) } \ ‘ О ) СО

СО8С)(/ -!;)֊ /с6й).Ч1П <0(/ ֊ )

Ц/(,(0 = -л6со5й)(/ /, )ч-^-$пно(г -/,) 
о

Подставляя значения функции («* > из Г2.11) в (2.В), вычислен՛!!
математическое ожидание функции Гамильтона обозначим

Н = М {Н(,х,н,\|/, V,/-)}

Максимальное значение функции П в соответствии с принципом 
максимума достигается за счет ъченов, зависящих оа и։ Поэтому для

определения и потребуем, чтобы

— = 0 (Д 1,2,3)

и для оптимальных управлений получим

«?(0 =
0)

81П(։)(Х-Г4)֊| 2Х: + — 
I ՝ «

V 2Х, >
Зл2 -г ֊

<о ,

«:(/) = С050)(/ ■/.) 4-
/ —
2?„ +

‘ (О
81’П Ц)(/ -/*)— — 

(1)
12.121

6

1 ' 2Л,
э

, ч 3 со8«(; - /.)>•

— $П1(։>(/ Г )-— С05С)(/֊/■ )
2 СО 2

где
М{Х.} 0>1.....6)
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Подставляя значения н' (.՛՛), (/ = 1,2,3) из (2.15; и |1.2) и интегрируя, 
получим оптимальное стохастическое движение
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УДК 621.38
КИНЕМАТИКА МНОГОЗВЕННОГО МАНИПУЛЯТОРА С

УПРУГИМ ПОСЛЕДНИМ ЗВЕНОМ
Гукасян А. Л.

И. U. *lnil|wujiuü
iiitiiiiAqiul|w(j ог|шЦпЦ puiqifoqiul; öiu(i|iu|ni|jiuinnjih If|iULüiuuiji^iud

lliiiudqmljujüiupjiuu qöwjpti intumpjuiG uiuhdiußübpmü muinifüuiu]ip(|iiiü I, ршф1оцш1| 
iliuü)iu|rityiuinnp|i lj|iütü'.uin|ilnu(i UiriiinjQiuö LU l{)iütnliuui|i1(iul|iuÜ lunü^inpjntütitijih i||iiu шпшйцшЦшй 
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Л. A .Glwkasyan
The Kinematics of Multilink Manipulator with з Flexible I ast I ink

Методом лилейной теории упругости нерастяжимых стержней исследуется 
кинематика ։: ростра чствённого движения многозвенного манипулятора Определено влияй и<- 
упругости not леАнего звена н<з кинематику движения

Исследуется кинематика проегрднгтвенного движения многозвенной ՛ 
манипулятора, последнее звено которого моделируется как упругий 
Нерастяжймый стержень (фи։ 1) В конце упругого звена расположен 
< хвц| с грузом. Не ограничивая общность, предполагается. что 
манипулятор находится на подвижном основании и все соединительные 
шарниры идеально-цилиндрические. Система координат

Фиг.։

ния манипулятора
1. Положение точек упругого 

точки упругого звена манипулятор£|
O. Xyj. можно представить следующим образом:

является инерциа льной О .X У/ 
связана с основанием а 
ОпХяУ/!Хп — с последним упругим 

звеном Ось О „У,. совпадает։՛ • 
недеформированн ым состоянием 
упругого звена.

Кинематика движения манипу­
лятора с абсолютно твердыми 
звеньями и идеальными цилин 
д 1 ՝, и ч(-•<:к и м 11 п ।а рн э ։ ра м и до стато1: ио 
подробно исследована] 1,2|. Считая, 
что в пространстве известно две 
Женке основания последнего упру­
гого звена манипулятора д,ля 
определенности исследуется влия­
ние упругой податливости послед­
него звена на кинематику движе-

звеиа Радиус-вектор произвольной 
в инерциальной системе к<х>рдин<гг

R(/,£)=Ro(,)t.Ri0-'-R;(',£)
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где Ки(О=ЫО>л('Ш'))г-радиус-вектор точки О. [основания)

относительно начала координат инерциальной системы О^А'^У / , 
К;(/) 0)’~|(О)7 радиус-вектор основания упругого звена (точки

относительно точки О։ системы координат б)1А‘,1К./|, R. (/.с) 
радиус-вектор точки С нейтральной линии упругого звена в момен! 
времени ! относительно точки Он в системе координат

О„А.Д.,,/*. I длина упругого звена.
Обозначая через и(/,с) вектор упругой деформации нейтральной 

линии звена манипулятора в системе координат Ог.\,} ՛՛./„, R (/.и) 
можно представить в виде

КД/^) = (Н|(/,С),^ +и,(/Л)) 11.2)

Условие нс растя.ж и мост и упругого звена манипулятора приводит к 
некоторому соотношению между функциями п,(/, (/, г;),пД/.с)
представляющими здесь уравнение связи |3|. Эту связь мы получим, 
предполагая, что длина с/б элемента упругого звена остается нои змеиной 
после деформации.

Гак как И) ‘4, ■ го

■| Г] I 8и^ + М»Л)Т =1
I « ]1^Г 

или

Ограничиваясь рассмотрением только малых отклонении упругого 
звена от недеформированного состояния, будем считать что компоненты 
вектора упругом деформации и(/.^) “ (и. (/. £>).*<՝(!.;))'' и их

производные по С и по / - малые величины.
Считая с.) малыми величина­

ми первого порядка относительно дшны упругого звена
2/,(/Л)-8. (е«1) (/ = 1.3) 115)

следует на основании (1.4) принять, что и?(1, и имеют
второй порядок малгнтти

П-0)
Следовательно, пренебрегая величиной (ц՜ (/.£))’, как четвертого 

порядка малости (г1), можно условия нерастяжимости |14| записать в
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виде

«;('Л)=-|[к(«Л))г+(“И'Л)У] ։՝-7)
А.

(производные по с, обозначены штрихом, а по I - точкой)
Оставляя в выражениях (1.1), (1.2) величины, порядок которых не 

превышает £, вектор И2(;,^) в системе координат б). .¥,¥7, можно 
представить в виде

к20л)=(м,Ш^«5О^))г
то есть вектор упругой деформации и0>^) перпендикулярен к 
недсформированному' состоянию последнего звена (4|.

Направляющие косинусы углов между осями систем координат 
0п7ЛК7п и О, Л'. У‘/5 зададим при помощи табл. 1.

Таблица 1
X -1

ХП 4 4 4

Й 4 4 4
г- 4 4 а(|)

Здесь через а',։' (/,/ = 1,2,3) обозначены

4 соз(О,Л'„>О1А'[)=0,!л)
4=Соз(ол^)=(1,л)
4 = Т.,0,2,) = (к, • ։,) (1.9'

аУ = соь(О,2,.,ОД)=(к1к„)
где Цр^рк,) и (1 к,.) -единичные векторы осей системы координат

О.Х, У./., и б/. .¥л ¥^7,,, соответственно.
В соответствии с (1.!| и (1.9). положение точек упругого звена 

манипулятора относительно связанной с основанием системы координат 
О.Х,у,г, (к,(/.4) R,0)+кМ). можно представить в виде

к,0л)=Г(>;0л)+к։(/) и-10)

В однородных координатах преобразование (110) имеет вид । >|
и,0Л)=т(|։к,(/Л) и 121

К’ а(0 и.2! а(|)) а31

где Г о> = 4 а(|) (1.111

14՛? а(0 
и-зз

где матрица Т<։! размера (4x4) имеет следующую структуру:



(1 13)

Для определения положения точек упругого звена относительно
инерциальной системы координат О.Х )\у7.ь. составим таблицу 

направляющих косинусов углов между осями координат О. V,}'/} и

Таблица 2

X. Уо •’О

*1 aü? а՛,-;’

>1 “՝■?
“1 <Л1?

где
a1;;' =cos(QA’։,00-Vj=(il i0)

aj;’=cos(O։XpO0r0) = (։,jJ
a J’* = cos(0,, Q,Z0) = (i, kJ |1 14)

aiV-c0s(O;ZpOÄ)=(><. Ю
U„,j(1.k, )-единичные векторы осей системы координа; ОЛМ,-
соответственно

Вектор Rj(z,c) (1.10) в системе О X )[Z0 имеет вид

։<(/^)=rlV.R։(G;)TRf(f)
где

а« а<^
г' -1 (?}- а;31 а1.7,1 а՛;’

и) -И) i:i. u:» /
Подставляя (1 12) в (1.15), получим

R(/.£)=r(,:)r(’;։R;(c4)-r,;,R1(z)+R„(/)

или я однородных координатах
к(/,4) г,, г R (/.О

Здесь
i’L R 0) 1

= — : T(t)=
< ° I 0

«,(/)

I

!! 15)

II п>|

И 17)

J IRi

82



Поскольку в линейной теории упругости R-,(/,%) определяется 
согласно (1.8) то выражения (1.1?) или (1.18), позволяют положение точек 
упругого звена манипулятора в инерциальной системе координат 
представить в рамках жесткой модели, путем добавления малых величин 
порядка Е (е«1) то есть

'0'

или

К(/Л)=г[2).г5). 4 пГ Гг
<2) 1 0)

Ч('^) 
о

(г?։1 *о('Г (I) »<(•') |/о
4- (1.20)

{1.19)

о

о
о о 0

2. Модилирование движений двухзвенного упругого манипулятора
модель манипулятора состоит 

подвижной платформы 
механической руки

на
из

и
со

-о

подвижном основании. Механическая

Фиг 2.

схватом (фиг.2). Рука 
состоит из двух звеньен. 
соеди пенных шарниром 
О3. Первое звено соеди­
нено шарниром с плат­
формой и является обсо- 
лютно твердым голом. 
Второе звено манипулято­
ра является упругим нера­
стяжимым стержнем, на 
конце которого располо֊ 
жен схват с грузом. Сое­
динительные шарниры - 
идеально цилиндрические. 
0с нова и и я мех а н и чёской 
руки может переменится 
в горизонтальной плоско­
сти О0Л'г,У; .

Манипулятор имеет пять степеней’ свободы движение по которым 
осуществляется посредством электромеханических приводов |6|

Для описания движений манипулятора введем инерциальную 
ОГ1Л'0У020 и неинерциальные ().Х,У'Х} (),Х,}\'Х> системы координат

Введем обозначения: /( —длина первого звена; /, -длина второго звена 

к(')--к0Ь'։(0.оУ -радиус-вектор основания относительно системы
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координат (9.Л՜՜,,}',/, : ,ас. —угол между осями и О. л |сх„ -угол

поворота мамину;иггора относительно оси О.Х՝: и. - угол поворота 

первого звена относи тельно платформы, а? - угол поворота второго 

упругого звена относительно оси О-.У2 (а2 — угол между касательной 
О-.Х к упругому звену О:Р в точке ()? и осью ОТ, 1: ч(/.с,) вектор 

упругой деформации второго звена в системе ()2Х2У,/. R,(/,£,) 
радиус-вектор точки нейтральной линии второго звена с координатой 
с, (0 <с,<{:) в момент времени I относительно точки О. в системе 

О.Х^У '/.^, а И(/,с)֊ радиус-вектор гой же точки относительно точки О, 

в инерциальной системе координат О;.гХ
«(,.<)= К„(։)+ К,(/, = ) (-2.11

Предполагается. что вектор упругих смещений второго звена мал но 
сравнению с его длиной и(/,с)/7-= с>(е). с «1 и Перпендикулярно к 

1 юдеформирова։ том у состоя н и ю.

Радиус-вектор точки С |И в системе координат О.Х ¥-./

имеет вид
R, (;Д)= (2.2)

где Кг{(,^)= (н,(/,^).4.«-.('Л))՛ . а матрица перехода Г'ц от системы

О YTZ к системе О X У\7,. является

(R^))Xj=Mj(^)
(R (/,£)) = £cos<x. -Mj(z,£)sina,

(R.(r^)). = §sina2 +tt3(/4)cosa.

ч 0 0 X

г;.. 0 cos a 2 -sina

<0 sina. cos a

'l 0 0

к.('Л)= cos a. -sina2 §

՛ sina- • cos a , 7Л

•2.3)

i'2 4)

i2 5j

Поскольку оси систем координач О.ХЛ{7. и (XX .У../... параллельны
то радиус-вектор точк^З относительно точки О։ имеет гид 

( ”i('4)

И։(/Л)= /,Cosa,+^cosa? -w?(z,^)sin<x?

/jSinotj+^sina? 4-w3(r.£)cosa ,
Г2.б>
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Проекции радиус-вектора точки С в инерциальной системе 

координат О X. У,7 определяются выражением

к(/Л)=г^к։(/л)+Но(О (2?)

где R, (/,£,) определяется из (2.5), а матрица поворота Гф имеет вил

.¥(/.£) = хо(/)+».(/^)сО8а. -[/. соза, -^соза, “К3^)мпа2]$та։։

}'0Л)= у.(/)-гм։(/,4)$та .-[/) со8а։ + §со$а3 ]соэа, (2.8)

/(гЛ)“А 81па, ч-Езта- + н3(г,£)соза ,

П)=

''соза и

'соза,-, 

$т а0

< 0

-8НШ0

-51па0 

соб а0 

0

о¥

о1
0 
Ь

«.(/.с)

Ш)= .г<,(0
< 0 ,

■ь ь։па0

< 0

со$ай 

0

0 7։ соь а

1 /, з(па։

-гс,соза, - и. §1па, 

+ ^8ша, + н, соза

В однородных координатах положение точек упругого звена
манипулятора в инерциальной системе координат определяется
следующим образом;

(2.91

R , (/) -радиус-вектор основания упругого звена относительно точки О,

Из приведенных выражений (2.8| (2.9) следует, что все слагаемые, 
зависящие от упругих смещений, имеют порядок 8 (к «1)

3. Скорость и ускорения движения упругого манипулятора. Движени 
точек упругого последнего звена манипулятора и охвата ((риг. 1) имеет 
колебательный характер относительно движения абсолютно жесткой 
модели (1.19), (1.20). Вычисляя производные по времени радиуса-вектора 
1^(7. с) |1 19). определяем скорость и ускорения движения произвольной 

точки упругого звена манипулятора и схвата Для удобства записи в (1.19), 
(1.20) введем обозначения

и радиус-вектор И(сс) представим в виде

К(/.?)= г^ + г,>, + R, + Г- ։|и(/4) (3.2)

или
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К(<Л) = Т(г1^+Т(21(и(/Л) (3.31

где ^ = (0,£,0)'.

Вектор скорости и ускорения произвольной точки упругого звена 
о ։ ։ ределяются вы ражен нем

у(гЛ) = 4к(/>?)
ш

(3.4) 
с!( (1{

где

֊к(/Л)=ги+г(т2)к,0+г(г2։к,(О+Ко(‘)+ г’;)и(«Л)+г'||й(?д)
или

Т(21)Е + Т(2,.,и(/,Е)+Т(,,)й(/Л)

Из определения производных следует что вектор скорости движения 
можно представить в виде суммы двух слагаемых, первое из которых 
определяет скорость движения абсолютно жесткой модели, а второе 
зависит от упругости последнего звена

V = ч(')+ ''г('>и('Л).“('4)) (3-5>

Здесь

у,(։)=ги+г^а,(։)+г^к,(0+ ИДО 
у,(лиОл).иОл))=Г(т21)и((Л)+г^)й(/л) 

или в однородных координатах

(3.7}
У2(/,и(^),й(/,£)) = Т(21)и(/,$)4 т(2|)й(г,£)

Выведенные в (1.5), (1.6} порядки величин позволяют оценитт также 
вектор скорости у.,(;л1(/,^)лф,£)). Поскольку п։(/,с,), «-.(,,£)• гЦ'Л) и 

Й-Д/.С.) имеют порядок С. то, как следует из |3.6) и (3.7), дополнительный 

вектор скорости V... зависящий от упругости второго звена также имсеч 

порядок 8. 13 (3.7) производные по времени от Т/21) определяются 

следующ и м обр а зом.

'г(т2) • R,, У г;, : R Л Гг;2> к,уг('2| и,
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Аналогично определяя вторые производные по времени радиус- 
вектора К(/Д). определяем ускорение движения произвольной гонки 

упругого звена манипулятора и схвата Вектор ускорения также 
представляется е виде суммы двух векторов ускорения

" = те։(/)+>¥\,(ли(/Л),й(гЛ)-й(/^)) • где 'V, ֊֊ е (е «1).
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