


СЕРГЕЙ АЛЕКСАНДРОВИЧ АМБАРЦУМЯН

(К восьмидесятилетию со дня рождения)

Выдающемуся ученому современности, создателю новых научных 
направлений в механике деформируемого твердого тела, одному из 
основоположников армянской научной школы механики, академику НАН РА 
Сергею Амбарцумяну исполнилось 80 лет.

Сергей Александрович Амбарцумян родился 17-ого марта 1922г. в 
Александрополе (Гюмри) в семье юриста. В 1942г. с отличием окончил факультет 
строительной механики Ереванского Политехнического института и был 
назначен на преподавательскую работу в этом же институте. В 1945-1946гг. 
учился в аспирантуре. В 1946г. С. Амбарцумян уже кандидат наук. В 1952г. в 
Москве в Институте проблем механики защитил докторскую диссертацию и 
ему была присвоена ученая степень доктора технических наук. В 1953г. ему 
присвоено звание профессора. В 1956г. С. Амбарцумян избран членом- 
корреспондентом АН Армении, а в 1965г. — академиком Академии наук. В 
1946-55гг. С. Амбарцумян работал в Институте сооружений Академии наук 
старшим научным сотрудником, заведующим сектором, зам. директора 
института.

В 1955г. при активном содействии видного ученого основан Институт 
математики и механики Академии наук, директором которого он был в 
1959-71гг. В эти и последующие годы С. Амбарцумян приложил огромные 



усилия для развития математики и механики в Армении. Доказательством 
этого является создание в 1971 году двух независимых институтов.

В 1971-77гг. С. Амбарцумян был директором Института механики 
Академии наук. Благодаря ученому, в академии создается отделение 
физико-технических наук и механики, академиком-секретарем которого 
он был в 1971-74гг. В 1974-1977г. С. Амбарцумян — вице-президент АН 
Арм.ССР, а в 1977-1991гг. —ректор Ереванского государственного 
университета.

С 1971г. С. Амбарцумян является членом Президиума Академии наук, 
а с 1992г. почетным директором Института механики НАН РА.

Уже первые работы С. Амбарцумяна привлекли внимание мирового 
научного сообщества, что послужило предпосылкой для признания 
армянской Школы механики. С. Амбарцумян построил классическую 
теорию анизотропных слоистых пластин и оболочек. Эта теория получила 
большое применение в расчетах подводных лодок и ракетной техники.

Опубликованные в Москве в Издательстве "Наука" монографии 
"Теория анизотропных оболочек" (1961г.) и "Теория анизотропных 
пластин" (М.: Наука, 1967, 2-ое изд. М.: Наука, 1988) получили широкое 
признание. Эти монографии стали настольными книгами в проектных 
организациях и конструкторско-технологических бюро по новой технике. 
Они были переведены на английский и опубликованы в США 
соответственно в 1964, 1979гг., а также в Японии в 1975г.

С. Амбарцумян предложил уточненные теории пластин и оболочек, 
которые, в частности, дали возможность рассчитать тонкостенные 
конструкции, изготовленные из современных композиционных 
материалов. Они послужили стимулом для новых теоретических 
разработок. Полученные результаты обобщены в монографии "Общая 
теория анизотропных оболочек", которая опубликована Издательством 
"Наука" в 1974г. и переведена на английский и опубликована в США в 
1991г.

Известному ученому свойственно острое восприятие нового, что ярко 
продемонстрировано в • работах, посвященных теории электромагни
тоупругости тонких тел, теории упругости тел, разносопротивляющихся 
сжатию и растяжению, несимметричной теории упругости тонких тел.

Монографии "Магнитоупругость тонких пластин и оболочек" (М. 
Наука. 1977г., соавторы Г.Багдасарян, М.Белубекян), "Разномодульная 
теория упрутости"(М. Наука 1982г.), "Микрополярная теория оболочек и 
пластин" (Ереван, НАН РА, 1999г.) предвосхитили дальнейшее развитие 
этих направлений во всем мире.

С. Амбарцумяном получены очень интересные результаты в области 
нелинейной теории вязкоупругости.
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Многочисленные результаты С.А. Амбарцумяна, имеющие большое 
значение для новейшей техники, включены в справочники.

Научная деятельность видного ученого тесно связана с воспитанием 
нескольких поколений высококвалифицированных научно-педагогических 
кадров. Под его непосредственным руководством более сорока молодых 
ученых защитили докторскую и кандидатскую диссертации.

В 1943-46гг. С. Амбарцумян преподавал в Ереванском 
Политехническом институте, а. с 1948г. по сей день — в Ереванском 
госуниверситете. Будучи ректором ЕГУ и вице-президентом Академии, он 
Уделял особое внимание развитию армяноведения. По инициативе 
выдающегося ученого были опубликованы многовековые шедевры 
армянской истории и литературы.

Являясь депутатом Верховного Совета СССР и членом его 
Президиума, С. Амбарцумян-гражданин блеснул своим патриотизмом. В 
памяти нашего народа навсегда останется его известная полемика с 
Михаилом Сергеевичем Горбачевым. Она воодушевила и вселила 
уверенность воинам-освободителям Нагорного Карабаха (Арцаха).

С. Амбарцумян является академиком Международной Академии 
Астронавтики, почетным академиком Международной Инженерной 
Академии, действительным членом Международной Академии наук, 
образования, промышленности и искусства (США), почетным академиком 
Академии философии Армении, академиком Инженерной академии Арме
нии, членом Президиума Национального комитета прикладной и 
теоретической механики России, почетным членом Союза механиков 
Словацкой АН, почетным доктором Братиславского университета, 
почетным профессором Института Пеннисуеля по информатике, 
технологии и бизнесу (США), основателем и почетным председателем 
общества механиков Республики Армения, главным редактором журнала 
ДАН Армении, членом ряда научных и специализированных советов. Он 
был членом комитета Ленинской и Государственной премий.

Видный деятель науки С. Амбарцумян был награжден орденом 
Ленина, орденом Почета, орденом Трудового Красного Знамени, орденом 
Яна Коменского, орденом "Октябрьской революции". За заслуги в 
пропаганде знаний он был награжден медалью им. С.И.Вавилова, а за 
заслуги в области науки и образования — медалью Ереванского 
государственного университета и "Большой серебряной медалью и 
призом" Международной Инженерной Академии.

Поздравляем Сергея Александровича Амбарцумяна с юбилеем! 
Ученому-гражданину, общественному деятелю желаем крепкого здоровья, 
Долгих лет жизни, новых творческих успехов, неиссякаемой энергии и 
сил для продолжения большого, неоценимо важного дела.
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ՀԱՅԱՍՏԱՆԻ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԶԳԱՅԻՆ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ

Մեխանիկա 55, №1, 2002 Механи ка

УДК 539.3
ЗАДАЧА ДЛЯ УПРУГОЙ ПЛОСКОСТИ, 

СОДЕРЖАЩЕЙ КРЕСТООБРАЗНОЕ ВКЛЮЧЕ1П4Е 
Григорян Э.Х., Торосян Д.Р., Шагинян С.С.

Է.Խ.Գրիգորյան, Դ.Ո-Թպւոսյան. Ս.Ս.Շահիճյան
Խնդիր առաձգական հարթության համար, որը պարունակում I խաչաձև ներդիր

Դրւոարկփոմ է խնդիր աոաձվական հարթության համար, որը պարունակում է խաչաձև վերջավոր 
ներդիր Խնդիրը մոդերսցվում Լ որպես կտոր աո կտոր համասեռ անվերջ խաչաձև ներդիր պարանակոդ 
առաձգական հարրարյաճ խնդիր: Խնդիրր բերվում I. Ֆրեդհոխի երկրորդ սեոի ինտեդրաւ հավասարման, 
որր pr.ui է ոա|իս րււծամ հաջորդական մոսւավորւոթյոէքխերի մեթոդով:

E.K.Grigoryan, D.R.Torosyan, S.S.Shaliinyan
Problem for Elastic Plane Weakened by Cruciform Insertion

Рассматривается задача МЯ упругой плоскости, содержащей крестообрздпсп упругое 
конечное зключеиие. Упругая плоскость деформируете,я под действием па пряжений 
приложенных но бес конечности по взаимно-перпендикулярным илпранленням pip г и и- п 
-l.i-vi'h. моделируется я виде задачи для упругой плоскости. содержащей бесконечное 
крестообразное нклюяение, состоящее на двух кусочно-однородных бесконечных 
включении Далее задача сводится к решению фредтольмовскаго интегрального уравнения 
второго рода, допускающее решение методом последовательных приближений

Пусть упругая плоскость содержит две одинаковые взаимно-перпен- 
дикулярные включения одинаковой длины, которые вместе образуют 
крест, т.е. упругая плоскость содержит крестообразное включение 
Упругая плоскость деформируется под действием напряжений р и с/, 
приложенных на бесконечности по направлениям Ох и Оу, соответ- 
ственно. Относительно включения полагается, что оно по линиям X и у 
находится в одноосном напряженном состоянии т.е. она совпадает с 
крестообразной линией |х| < а, у ■֊ 0 и |у| < а, х = 0 , с жесткостью 

Е}И где /Г) — модуль упругости включения, а Л —его толщина. С.՜ другой 
стороны, поскольку вышеуказанная .линия имеет конечную жесткость, то 
в концах х = ±а, у-±а оно не может быть в контакте с линиями 
нулевой жесткости. Поэтому, -чтобы учитывать контактные условия на 
концах включения (х = ±я и у = ±<2), поступим, как в [1|. мысленно 
продолжим включение по направлениям л՜ и у материалом упругой 
плоскости до бесконечности. Далее допустим, что полученное кусочно* 
однородное бесконечное крестообразное включение находится в 
двухосном напряженном состоянии, т.е. совпадает г крестообразной 
линией, имеющая конечную жесткость (при |л'| < а, !у < а -жесткость 

А'./?, а при |а‘[>£/, |>'|>Д - жесткость ЕУЬ. где Е? модуль упругости 

материала плоскости). Из вышесказанного следует, что задача для упругой 
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Плоскости с конечным крестообразным включением, можно моделиро
вать, как задачу для плоскости с бесконечным кусочно-однородным 
крестообразным включением, конечная часть которого вышеуказанное 
включение, а полубесконечная часть состоит из материала упругой 
плоскости.

Приступив к решению модельной задачи, запишем уравнения равно
весия включения

Л£, —(-00<х<-а)
<1х

Л£,-“' У* + 2?')(х) = 0; (-а<х<а) (1|
(1х՜

ЬЕ, + 2т*1 ’(л-) = 0; (а < х < х>)
с/х՜

а при -оо < у < оо

АЕ?—/-Д2 + 2т’:,(у) = О; (֊ос<у<֊д)
с/у

ЛЕ, с ——1^2 + 2т|?>( у) = 0; (- а < у < а) (21
<1у‘

ЙЕ/1~4֊+ 2^(2>(?) = 0; (о<у<оо)

с!у'

где т'^л), т' ‘(у) — контактные касательные напряжения, и' (.г).

— перемещения включения по Ох и Оу соответственно
В начале рассмотрим уравнения (!) и запишем их одним уравнением 

Из (И будем иметь
с/м"'(х) 2 г (1) р / ՝
----- ------ = -— |т 45)^5 +(-х<х<-с/)

ах пЕ, с 2

—Г— = “Т7Г Iх (л՝)^ + С; (֊а<л<й)
с/х АД 4

ах нЕ^ 1 А,А ★
Выше имеется в виду, что

«•
|?1)(лИ = 0.

Теперь, имея в виду, что т։1>(-5) = -т!!,(б՛). полршм 
л <։'"
[т|։1(5)с/д = -|9(л։֊л)т11:'(5)<&; (0<л <а)

-о О
где 0(л՜) функция Хевисайда.

Итак, будем иметь



1 11) / \ а
-1--—— - -— Г0(5 - л)т|։>(5)сЕ 4- С, (0 < х < а)

(1х ЬЕ^

^֊֊~ = ֊ )о(5 - *)?'* (ь)с1х + (а < Л- < со)

Лх ЬЕ, 1 Е,

(3)

(4)

Далее, удовлетворив условию контакта

Е'^Г
х-а-0

Тогда С определяется в виде

С = [т<п (.?)<& 4- —;
л
]г<о(4-)</х = 0;

֊О
(3) и (4| можно записать одним уравнением

Для дальнейшего. после замены л на ае' , 5 на ив՝' , получил։
о

(О < л՜ < х)

/ '1>/ 1 ' 7 0 ՝
^ > = 7~ [О(и-у)гДн)е^-ьС, б(֊у) +

ах , И Е} \ ?

9 и
4—~ |0(и - у)т,(гДе7/мО(у) + —- (-со < у < со) 

£2

(5)

где

где

т1(н)=т0)(аеа);

Далее, продифференцировав |5) по у. получим

с1\ (1х ;
= - 77Г У (у)С ֊ -у֊ Т,*(у)е՝ + Я5(у) 

пЕ. /гЬг
(б)

тГ(у) = 0(-у)т։(у); т](у) = 0(у)т1(у)

Поступая аналогичным образом, получим

(I 2а . 2а +. „
-- ---------- ----- =֊֊֊г2(и։к ֊֊ 1:(к)е +НЬ(\^) 

пЕ. /1Е,
(-СО < IV < сс) (7)

где

)
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в =
А »

т,(и') = т։я(ае”’); т,(и') = е(-и’)т_։(>т); т^(и’)-0(»')т1{и') 
С другой стороны, разрешив уравнения Ламе при условиях

т>,(х;-Ю)-т>։,(х;-0) = 2т(,>(х)

ь/+о;у)-^(֊о;>') = 2^։(>)

и ввиду того, что т‘1։(х) и т,г)(у) нечетные функции, будем иметь [2]

</»’;‘(х,0)_ I
& я Д^-х 4+х; я'(тг+х-)-

| О-У;)р У(1 + У)<7
£, ' ’ Е,

^У1=_ V/ +_ь>>(пИп+Жк£) .
& к оЧп-у п+.у> *;(£ +>՛ г

(1֊у)б/ \'(1 + у)р "г ■■ ■ —-------------

где и՝ '(Х.О) — перемещения плоскости полинии у = (). V՛ '(0.1'1 пере
. . (1 + у)(3-4у) „ 1-у

мещения плоскости по линии ,г = 0, Лп =-------------------- - -----------
2(1֊у)Ег £,(1- V)

V - коэ(рфициспт Пуассона материала плоскости.
Отметим, что искомые т<1;(-г) и т^‘(у) ищутся в классе функций

1с,(х)՝Дх՜14; т' ՝(>') - ^|>'՜’՜6 при х->А

г<п(х)- А2х\ хс-\у)-ВУ при х->0, у-+0 

где 6 > 0. [3 > 0 .

Далее, после замены ^> = ае1', ^ = аеи> л՜ ае ՛, у = ае" для

<1 с/ии)(.х,0)\ (I

</у^ скх ՝ с!у )
I получим

_£Г
(1у ( с/х

<7ид с/у у 71 Д1 ֊(?"■ \^е՝՛՛)՜

(8)
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x^ujdit (9l

где т1(и) = г‘"(ае։), т.(u)= т :'(ае*).
Теперь, применив комплексное преобразование Фурье к |6|-(9), 

получим

2а 2d _
= "77ГТ> («-О֊ —Ь («-')+ Я 

ЬЕУ hE.

(10)

где

(-8 < Ima <1 + р)

</ ( du'!,(x)
Г I ~~ -----------

d\’< dx

d 
dw

, па „ , k Юа(а + 0 
.facth т,(а)+ т.(а)

2 2sh(na 2)

. .U Ла / к +1).. . .= .-Lacth т.(а)+—— — г. (а)
2 ■ 2sh(na/2) 1

(-1 < Ima < 0)

Л /’(л)] = Г(а) = Jr (л )erj:dx; a = G + it (< о < x)

(Hl

Выше имелось в виду, «по т4 (а) регулярна при Ima<p 

реп’.хярна при Ima >-1-6 тДа ։) регулярна при lma<l + P,

тДа-/) регулярна при -8<1та. т;(а) регулярна при

1-6<1та<р. т, (a-f) регулярна при —8 < Ima < 1+ р (к = 1.2).

- -ZcthTta (-1 < Ima < 0)

(-1 < Ima < 0)

a + i 

2sh(7ia/2)
(-2 < Ima <0)

Далее. ийс՝я в виду условия контакта
du'"(x) du':,(x,0) 

dx dx
(0 < A < x>)
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{0<г<да)
dy dy

из (10) и (И) получим функциональное уравнение
, яа_ . . za(a + f) , _ , , .

acth— г,(а) + ֊— Л,т2(а) + л,т. («-/) + л,т, (а-;) =
2 вЬ(яа?2)

112)

= (л3 ֊/՛<)(/> 1/)֊- (-1 < Ima < 0)

,, яа_ z . кх(а + 0 
acth — т,(а) + — ----- -

2 ' sh(na/2)
Л։т։((х) — X։t? (а ֊ /)4-?.?т,' (а - /) =

= (А2+ У)֊ (-1<1та<0)
2 а

б фиксировалось в облас ти О > 1 где
4- В - 1 . у 2а у - 2а_

! ~ 2.4О ” 3-4\՛ ’ ‘”/^4

* = ֊?,(֊<); У = ֊т2Н). 
Л . И

Теперь заметим, что (12) и (.13) можно представить в виде
А’1(а)ф(а) + Х,ф(а-/) = (Х,-л;)<р (а-0+(л, -л։)</ 

/С2(а)ф(а) + л2й7(а -/) - (л, - л։ )\р (а - 0- (л, ֊ Л,

(131

(14)

115)

I 16.
где

- a(ch(na/2) + /(а + /)Л,) р , . a(ch(Tca/2)-/(a-r/).4 )
Л. (а) =---------------------------------- ; л Д а) =-------- ---------

sh(7ia/2) ՝ sh(7ia/2)

(-1 < Ima < 0)

=:Л(Х + У 4 р । (/')/2а\ d: =И(Х ~ У + р-())12а

<р(а) = т1(а) + т2(а); ф(а) = т,(а)-т,(а)

Ф"(а-/) = т'(а-/) + т,*(а-/); ш"(а-/) = т| (а /) г-(а-/.)
В случае р = с/

Ф(а) 2т,(а); ф(а) = 0.
Итак, задача свсьлась к решению функциональных уравнений (1ц и 

(16). поскольку
( т,(а) Д(<ц+У(а).; тг(а)֊ ^(<х)~^а\

До того, как перейти к решению функциональных уравнений (15։. 
(16). определим значения постоянных 6 и р, т.е определим поведение 
функций т|!)(х) и т՛*՛(>’) в окрестности точек нуля и бесконечности. Для 
этого рассмотрим уравнение |15). Поскольку ф(-() конечное число 115} а 

А',(-/) = 0. то из (15) следует, что ф(-2/) конечное число. Далее, 
поскольку ф(-2() - конечное число, то из (15) следует, что а--?/ 
является первым простым полюсом аналитического продолжения 

И



функции ф(а) при 1та<0. Аналогичным образом .можно показать, что 
для аналитического продолжения функции ф(сх) первым полюсом при 
1т а < 0 является опя ть точка а = -31. Из сказанного следует, что 5 = 2, 
т.е. т' '(а) - Я։х \ тО!(у) - 4>>’՜5 ПРИ х->со, у-> со . Теперь приступим 

к определению поведения функции т"'(х)> ^(??(>') при х —> 0, у՝ -> О 
соответственно. Для этого опять рассмотрим уравнение (15). Пусть 0 
такова, что первый положительный корень А'1(<х) попадает в область 

регулярности - 2 < 1т а, < 1 + £ функции <р(а-/) В таком случае, как 
нетрудно видеть, а=а։ может быть первым простым полюсом анали
тического продолжения функции ф(сс). при 1та>0. Отсюда можно 

заключить. что р = 1та|( так как Гр(а) = 2т։(а) = 2т2(сх) при р = ц. а 
показатель [3 не зависит от нагрузки. Итак, яри X —> 0, у —> 0 имеем

х1П(х)~Л2ха, хт(у)~В2у1‘, 1та,=ш.
Теперь перейдем сначала к решению уравнения (15). Полагая правую 

часть уравнения (15) известной, разрешим функциональные уравнения 
। I относительно ф(а) Для этого ф((х) ищем в виде |2|

ф(а) = -Г (а) (-1 < 1т а < 0) (17)
сИ(яа/2)

где Г(-?) = 0. Г(2) - известная гамма-функция

Подставив ф(а) в уравнение (15). для 7]((Х) получим функций? 
ясельное уравнение 

, па 
֊

^(а)7](а) л,Г(а֊/) =------- — -/(а) ( 1<1та<0) (18)
Г(14-։а)

при условии
ц֊о=о

Здесь
. сЬ(яа/2) + /(а + /)Л1 ?/ . .. . .ч , \#,(«) =---------———— ■, /,(а) = (Л2-л|)(ф (а֊/)4^

сЬ(яа.-2)
Теперь функаиона.льное уравнение (18) решим методом, изложенным

в (1] Поэтому, необходимо /^,(а) представить в виде |1|

£.(«) = -^а—։ (•֊! < 1та <0)
՛ ^(а-О 119)

где

У։(а) = ехр [(с11ш(а֊5) + с1Н.Л5)1п /?, (5)^/5

Причем, 
значение.

У, (-/) = ! (֊1<1та<г<0)

при |(Х| ■> а? (- 1<1та<0) У((<х) принимает конечное

12



Заметим что согласно формуле Стирлинга

Г(а)~е“а :\2п[1+(12а) + ...] при а—>сс. arga|<n, можно

получить оценку

Это говорит о том, что к (18)

sh(na/2) с^՛7

Г(1+кх) 2V2rJ(G. ։/2>» при а' -> », t - Im it

нет смысла применять обратное
прообразов«!ние Фуры? Поэтому разделив обе части равенства на shna и 
НСПОЛЬЗОВШ (19). будем иметь

)’(о,7 (|/1./ Г,(а-/)7;(а-0 /ДаЖДа-/՜) .
shna shn(a-i) 2Г(1 + za)ch(7ui/2)

Применив к 120) обратное преобразование Фуры? и потребовав, чтобы 
_.J _Ll£_? _> Q в полосе - 2 < Ima < 0. при п > ч / получим 

shna

)։lL(Z!7-[uJ 
shna

Г,(a֊/) 4
/.(a) 

21 (1 - ia)ch(na/2)
Применив к |21| преобразования Фурье получим

shna
(22l

где

r.(a֊/j
£(u) = F f.(a) = 

2Г(1+za)ch(na 2)
p ,(u - и )/,( п)т/в

1231
- J

2- Г(1-
K(a֊0

r(l + /a)ch(na 2)
e -Ja (֊l<r <0)

Определив из (22) 7J(a) и подставив в (1/). для ф(а) будем иметь

Ф(а) =

г-/ ч 1 ла И (za)sh -

MÛ) Ji-rzy I < Ima < 0

Теперь применив к ф(а) обратное преобразование Фурье и 
использовав теорему о свертке получим

/ х э fz^(v-w)Z(w) 
<p(v) = 2| • ——-֊- 

J 1 + д.е
где

( 1'-pr(,a)sh(na/2)t,„„J,t/u (_,</<())
T, (a)

Если теперь иметь и виду (23)

^00 : Л \ 7 ' р |(м " (В')г ’сЛе + (л. -Â։)<//,(»)



получим 
(• ю

Ф( V) = (А, ֊ Л,) |е" ф(\vydw 7~+

-, 1->֊/'
Таким образом, получили равенства 

о
ф(\) = (л. -л ) А'։(у,и)е‘՝о(и)^и'-т-(Х2-л|)г/|ф0(у) (-хсусх) 

••ОС
где

2 1 + ма
Л. ( V, ту) = - -------- —>---------- (1и

-«< X *
Переходя к переменным х=е\ 8 = е\ у — еи, получим

։
ф(ЯХ) - (А? А( ) | Х։(х,Д)ф(«$)(/$ -(А? - А, ЦЛ', (х.1) 0 < X <Х (24) 

о
где

„ . . |-£-,(1пху)£1(-1пух) . А,(х,5)= р------ (25»
Р л2 4 У

Гинер»., потребовав в (24), чтобы 0<х<1, для определения искомого 
Ф(а\') । олучим Фредгольмонское интегральное уравнение второго рода

I..
ф(ах) = (а, - А,) ] К. (х,Л-)ф(^л-)б/х (7., А, )(1. К, (х,1) 12б|

о
Отмстим, что неизнесгные постоянн1>։с А՛, У опреде.ляются из (14)
После определения т(ах) пр։-: 0<х<1 ее значения при л՜ > 1 

определяются из (24|. Отметим также, что Х',(л.1) яв,аястся решением 
задачи для бесконечного крестообразного включения, когда в точках 
х = ' и, V ~ ~а приложена сила с единичной интснсивностыо |2]

Исследуем свойства ядра К{(х.х) Для этого згшишем его в виде.

Д^ее. в силу теоремы о свертке получим 
-1П 

+֊ А((х,5 ) 

где

о У
-<Л'

( $1п Ху) ^ | (֊ 1п .?у) _ 1 ■’г (11(710՜ / 2) ՛ X
О У У 2*_1 я к 5/'

14



R (x,.s) =

Отсюда следует. что

A, У <y 4֊ / ' lh(na/2) ,z x 
2-i -д ст J ch(â(T/ 2) + z(cr+/)/!, V 5 c/ct

p/Jinxy)/:^ Insy) 1 x-s

’ y n x-s

где Л,(x,s) в силу абсолютной интегрируемости подынтегрального 

выражения при (x/.v) '°, равняется нулю при х = 0 и 5 = 0. а при х = s 
принимает конечное значение Теперь, если, учесть, что

1 1П л' 5 _ ± *fSin(xy)sin(sy)
ТС !Х-5 тг/ у

то Æ.(x,s) можно записать в виде

к,(М = 1 ln toVtoto toton л. I27l
71 X-5 П 0J У(Л2+.У) ’ } Â2-bJ-

где
/1(х,5,>') = ?(xy)^ ! (5V) ֊ sin(xy)sjn(5y>

I--------(1у=к,{х^)
9 У

Из представления (27) следует, что ЛГДх.д) при X - 5 имеет 
логарифмическую особенность, а в остальном непрерывная функция 
Отсюда следует, что А'.(х,5) при х-1 имеет логарифмически ю 
особенность, а из (26) следует, что искомые т"’(х) и т' '( г) при х = а и 
у-а имеют логарифмическую особенность. Из вышеуказанного следу; г 
что интегральное уравнение (26) можно решать методом 
последовательных приближений к Д,(ОЛ) при

I
- д,|пчах | Л'։(х,5)|б/х < 1

" о
В случае одного конечного включения (^(<х) = 0

2 rrsin(xv)sin(5x) 
Л.(х.5) = - -----------dv

71 i
поско.льку в си.лу того, что |3|

I 1
—-------------------------- Сзу) * da = —sin(5)՛), — 1 < z < 0
2л ։1-лГ(1 + /а)сЬ(ла/2) ' л

— рГ(«х)8Ь(ла/ 2)(.уу) й da = sin(xy), -1 < г < 0 
1/-Л

Л(х,5, у) =0

15



Аналогичным образом получается решение функциональною 
уравнения (16).

Следует отметит։», что т<!’(х) = 0, Т(2)(у)$0 при Л, = X,. которое

соответствует решению задачи без включения.
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ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ

Սնխւսնիկա . 55. NM, 2002 Механика

УДК 539.3
О ВЛИЯНИИ ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЙ НА МАЛО11АПРЯ- 

ЖЕННОСТЬ АНТИПЛОСКОЙ ЗАДАЧИ КУСОЧНО-ОДНО
РОДНОГО ПРЯМОЛИНЕЙНО-АНИЗОТРОПНОГО КЛИНА

Саргсян А.М.
li Մ՜. Մարզպան

Կտոր աո կտոր Խսմասեո ոէդդազծային-անիզոտրոպ Սեպի հակահւպւթ խ1պրւււմ 
գերլարվածության վրա եզրային պայմանների ազդեցության մւււսին

Ա?խատանթր>։մ Ո1ԱՈ1մճասիրվս1ծ է. աոաձզական լարումների վարքր երկայնական սահքի 
Աիսյմաններոէմ գտնվող բաղադրյալ ուղղագծային-անիզոտրոպ սեպի միացման մակերևույթի եզրի 
շրջակայքում՛ տարթեր եզրային պայմանների դեպքում՛

Ցույց է տրված, որ միացված մարմինների անիզոտրոպ հատկությունները էապես ազդում են թերլար- 
վածային և կօնցեսւրաց|տն տիրույթների մրա

A.M. Sargsyan
On Influence of Boundary Conditions of Small-stress of Antiplane Problem for 

Piccc-wisc-homogcncous I incar-anizotrupic Wedge

В роботе Исследовано поведение упругих илпряЖений н орептностн кроя поверхности 
контакта составного Прямо,чинешю-днизртропкаго клина, находящегося в состоянии 
продольного сдвига при различных граничных условиях

Установлено, что анизотропные свойства соединенных тел существенно влияют н-.: 
размеры областей малОиаиряженности и концентрации.

Распределение установившихся плоских физических полей 
(механических, тепловых, диффузионных, фильтрационных, электричес
ких, магнитных и т.д.) и поведение их характеристик (упругие 
напряжения, поток тепла и вещества, плотность расхода жидкости 
напряженность электрических и магнитных полей и т.д.) в кусочно
однородном изотропном клине рассмотрены и рабсиал ;1-3|.

В работе ;4j эти вопросы изучены для кусочно-однородного цилин- 
дрнчески-анизотропного клина.

À У В настоящей работе па примере антиплоской
.Лнб. задачи теории упругости исследуется характер рас- 
\ предсления установившихся плоских физических п<>- 

s՜՜՜^ 1 । в~0 лей в окрестности края поверхности контакта
\ 0 ; х кусочно-однородного прямолинейно-анизотропного
\ ~ / клина (фиг.!). Неоднородный анизотропный клин в
\ / каждой тачке имеет плоскость материальной симмст
\z0= 0; рии совпадающую с плоскостью оху Ось z пер

пендикулярна к этой плоскости. На боковых гранях 
составного клина задаются либо касательные напря

жения. либо упругие перемещения, либо на одной грани (9= 0.) 
приложено касательное напряжение, а на другой грани (0 0։) задано 
перемещение.

Антиплоская задача для прямолинейно-анизотропного тела впервые 
была поставлена в работе (5|, где из условий w_=n, =0 я сущее г- 



кования плоскости упругой симметрии получено определяющее уравне
ние для перемещения н.(х.у). В дальнейшем, используя результаты 
работы |5|. получены решения ряд задач для анизотропных клиньев [9.10]. 
Здесь же вводится функция напряжений 4'('.г, у) . призводныё которой 
по л՜ и у определяют упругие напряжения т и т . При этом уравне
ние равновесия удовлетворяется тождественно, а из условия совместности 
деформации получается уравнение для определения кИ(х,у).

При отсутствии объемных сил функция напряжений Ч?(л՛,у) в
соответствующих областях удовлетворяет уравнению

։.,а՝т а2ч< а:ч<
«и гт՜ - +«Si — г = оах ахду су (1)

7 = 1, О<0<0։; 7 = 2, -0, <0<0; 0,+02^2тс, 0 . <2п 
условиям сопряжения на поверхности разрыва свойств материалов 
0=6)

т."1 =?Д «<*> =н!:) (2)
и граничным условиям заданным в одном из видов

(т :.'uOS0.-v/.'sinO hxrv.,,0 = (t'.CcosO, + V2lsin0;)i fC0<v. =0 (3i

L=fCCAjft, = ) ։.*='■՛««€՝: = 0 И)
>-=r->i:iU. v=-.* (>in 0.

W՛'' ■ ' CKO, = (T!.’J cosO, Tt';‘ sinO2)L=r.co0, = 0 |5)
‘> *>֊ shift, 'j x-r-shlO.

где ал., а45, «55—коэффициенты деформации.
Го же уравнение (1) и аналогичные гранично-контактные условия с 

незначительным изменением обозначений имеют место и ми других 
плоских физических полей [6-8] Поэтому, методы решения поставленных 
выше задач и полученные основные выводы применимы и к этим полям.

Представим решение-уравнений [1] в виде |1!|
тдх,>) = лДх+црУ+ 0 = 1.2) 161

где -неизвестные постоянные д произвольный параметр

и и Г; —корни квадратного уравнения

+*44 =0 • М/ =<\ + Й/ =а, -/т/’ >0

л ՝ ՛■’) л ՛ л ՝'' и/֊ ■'1 — и ' (1 ’1
Ст = т = (7)

л5:
Используя уравнения состояний и условие совместности деформаций 

|5] ,д\я перемеп^ия ) ) будем иметь

и я(.х,у)= Л/нДх-ц у)' -ь^ /йДл-- П.зУ
(8)

Удовлетворяя гранично-контактным условиям (?.) -- |5|, для определе- 
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пия А/,В! получим системы линейных алгебраических уравнений Из 
условий существования нетривиальных решений этих систем получим 
следующие уравнения относительно Л, :

АЛ(Х) = (х-f- l)sin z.(q>, + <р2) + (х - l)sin/v(<p. -ф,)=() гф

ДДл) = (X + l)sin л(ф։ + <?,)- (% 1)$։пА(ф. ф2) = 0 (10)
Л5М = (X + 1)C0Sл(ф< + <р2) + (X “ 1)cosл((р, ֊ <р2) = 0 (11)

где у = ^-
X. ~ V

Ф, = arg(cosO, + ц, sin0,), ф., = arg(cosO, - р. sin 0,). О < (p, < 2тс.
Сравнивая (9)-|11) с соответствующими уравнениями, относящимися 

к антитоской задаче составного изотропного клина. замечаем, что 
решения поставлен пых задач свелись к решениям соответствующих задач 
для составного изотропного клина [2] При этом составляющим клин 
Изотропным материалам нужно приписать модули сдвиг.։ X - Z՝ и 
приведенные утлы <р։. <р. соответственно.

В работах [1.2| показано, что корни (9)--(111 действительны и просты
Как следует из (6). напряжения т /=֊с\/ (v,v}/c.v и 

т'/1 = дф ,.(х,у)/ду затухают вблизи угловой точки сосланного клина, 

если первый положительный корень уравнений (9)-(11) /-։ > 1 При
А. <1 эти напряжения неограниченно возрастают при приближении к 

угловой точке В предельном случае, когда а. 1 . при приближении к 
краю поверхности контакта, напряжения конечны и вообще отличны oi 
нуля.

В уравнения (9)-|11). кроме углов 0, и О, . входят еще пять незави 
симых между собой параметров '/,t5}.G2,z} и т, . Поэтому исчерпываю
щее общее аналитическое исследование зависимости искомого корня а, 
от параметров задачи здесь, по-видимому. невозможно.

Для выявления влияния анизотропии материалов на поведение 
упругих напряжений в окрестности угловой точки составного клипа 
воспользуемся понятием предельной кривой, впервые введенным в |1|

Хорошо известно (1.2|, что на плоскости приведенных углов ф,фг 
предельные кривые, описываемые уравнениями (9) — Ц0) при 7. 1 и раз
деляющие области, где компоненты напряжений т ... и т, стремятся к 
нулю (область малонапряжен пости) или бесконечности (область концсит 
рации), проходят через три характерные точки (1,2). Это —точки с коорди 
натами (ф։ =0, (р, = тс), (ф, = д/2, ф, = п/2), (ф, тс, ф, 0) (фиг 2а).

С помощью формул определения аргумента комплексных чисел 
- Р *2

R,-cost?. = cosO,-(-1) ՛ о . sin 0Л,-sin<p,=T sinO (12}
лепсо показать, что этим трем точкам на плоскости реальных углов 
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растворов однородных клиньев 0։02 соответствуют точки с 
координатами (0. =0, 0,=л), (0, = ап^(-с.) 0, = агсс1§(с,)) и
(0, =я. 0, = 0) . Вторая из них в зависимости от а, и а, может 
находиться внутри квадрата со стороной тс в -мобом месте (фиг.2б). В 
частном случае 0 . эта точка занимает место в центре квадрата.

Известно также |1.2|, что внутри области 0 < <р։ <л/2, 0 < ф, < Л/2 
напряжения стремятся к нулю при приближении к угловой точке, а 
внутри области л/2<<р. < л, л/2 < ф2 < л они неограниченно
возрастают к окрестности этой точки. Соответствующие области в
плоскости 0(0, заштрихованы двойной и простой штриховкой (поло
жение второй точки /1 на фиг.2в определено для случая
ст, =0.5, о . -0.25 ).

Следовательно, предельные кривые проходят через незаштрихован- 
ные фиг.2в области, что и подтверждается численными расчетами 
уравнения (9), приведенные па фиг.4.

Предельная кривая I соответствует случаю у = 7, о = 0.5, т= 2.0 ; 

кривая 2--/ =/, а , = 0.5, т . = 2.0 ; кривая З֊х = 3. а =0.5. 

т, = 2.0 ; кривая 4— у = 7, ^, = 5.7( 1)՜', т , = 1.7 ; кривая 5- у, - 7 

<5 —5.7(—1)', т =1.7 На этих кривых звездочками обозначены 
положения второй характерной точки.

На основании фиг.4 заключаем, что напряжения Тг. и те на краю
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поверхности контакта неоднородного анизотропного клина могут неогра- 
ниченно возрастать при весьма малом значении суммы углов О, -0. В 
случае же. когда 0, и 82 близки к тг. вблизи этого края, являющегося 
вершиной весьма близкого к трещине выреза зги напряжения могут 
затухать

Аналогичный результат несколько иным путем был получен в работе 
(11] при изучении упругих напряжений, возникающих в составном 
прямолинейно-анизотропном стержне при кручении.

Уравнение (10) совпадает с уравнением (9) при замене / по 1/х. 
поэтому вышеприведенный анализ относится и к случаю граничных 
условий (3).

Фиг. А Фиг 5
Из фиг 1 видно также что при граничных условиях (3) и |4, область 

малонапряженности увеличивается в два раза по сравнению с гаковым 
для составного изотропного клина

В случае граничных условий (5|. характерные точки, через которые 
проходят предельные кривые, описываемые уравнением |11) при =1 
несколько иные.

В данном случае точки пересечения предельных кривых с коорди 
Ватными осями ф։ и ф, (фиг.За) переходят на плоскость 0,0 в точки . 
и .4. с координатами (arcctg(֊ni). 0). и (0. arcctga,) соответственно, 
причем 0 < arcctg(-l) а, < я. В качестве третьей характерной точки 
берется точка пересечения предельной кривой (при заданном значении 
XI с линией ф, =ф2 (фиг.За). Далее, из (14) определяется положение 
этой точки на плоскости 0,8-, в зависимости от о. и т . При этом 

третья точка при заданных ст и т, должна находиться ниже хинин 

0| = arcCtg(-Oj) и левее линии 0-, = arCCtg(T7 (фйг.Зб). Например, из |Ui 
для х = 0.2 находим. что ф։ = <р: = 2я/15. И в случае 
<Т,=—5.671( 1)'. т, =1.685 из |12) получим координаты всех трех 

характерных точек на плоскости 0,0, (фиг.Зв): .4,(03 7 тс/18), 
Л(17я/18.0), J(L6n/18.1,6тг/18).

На фиг.5 представлены результаты численных расчетов. Предельная 
кривая 1 построена для случая / 14, а. - -5.671(-1) . - -1.685



кривая 2-х = 4,ст, = = 1. т,-1.5; кривая 3-/ = 1.

& = л 3(-1) ' , т = 1, т. 1.5; кривая 4- / = 0.25. г =1, г, = 1.5. 

ст - л'3(-1)'"'; кривая .՛>—'/ = 1, гу = 0.5. т = / кривая 6-у. = 14. 

т . =1.685 О', - 5.671(-1) '. В отличие от составного изотропного клина, 
для которого область малонапряженности в предельном случае у -> со 
становится квадратом со стороной п/2, в случае граничных условий (5) в 
зависимости от а эта область может увеличиваться в 4 раза.

Таким образом анизотропия соединенных тел существенно влияет на 
размеры области малонапряжениости или концентрации и дает 
возможность регулирования поведения упругих напряжении в 
окрестности края поверхности контакта составного анизотропного тела в 
Iгужно м на и ра влении.
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ՀԱՑԱՍՏԱՆԽ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԶԳԱՅԻՆ ԱԿ11ԴԵՍԻ1 .’ՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ К ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ- ~55. Ի&1. 2002 Механик։!
УДК 539.1РЕШЕНИЕ НЕЛИНЕЙНОЙ ДИФРАКЦИОННОЙ ЗАДАЧИ Д\Я НЕОДНОРОДНОЙ УПРУГОЙ СРЕДЫСафарян К) С.Ձու Ս ՍաֆարյաՕԱնհամասեւ։ աոաձգակաԱ միքափսյրի համար ո» գծային ղիֆյսսկգիոԱ խնրյրի յւււմումրԴ)ւԱ|Ա1|1կէխ||1 է ԼկրաԱի վրա կամայական ափրի ղիֆրակսիայի օ; գծային խևրփրր կամ ա1ւհաուււււ1>ր> մքւյ>սււիս|ւր.ււ1 սեպի ծայրիս անդրադարձվայ առաձգական ափրի համապատասխան խևղիրր Ստսպվնլ է հ ււրո|ած«սյ|ւև ալիքների վրա [ածումների գրաֆիկների Դխոարկվխ ես սեգղման ե |)պքսգ>ափւևսե иДОИф յս. Տ. 5>(аг)впՏս1սէև։ո и! пон Ьпсаг <3!ГГг*с!։оп ргоЫст Гог ւոհօրոօԱէորօս։ е1з\(։с пич!1лРассмотрена пслинснипч мдачо дифракции н|»՝и աօ.սււԱ« водим ււ.ւ *краня* или (сствсгспуияцлм задача отражении упругой полны от мершими клина п н.чклноролном • [„•ле Поку՝1г|ц. графики решении на ударных Юллпа* Рассмотрены полны сжатии и рн Цо женинРчс.ч матривается

Фиг. I

ряд граничных ш- дач несганион.ц!- ной теории упругости для неоднородной и однород ной среды, приводящих к волновой картине фиг 1. для которых следует определять линейное и нелинейные решения в окрестности точки В касания волны АВ с точечной или дифракционной виднойЭТИ ШДаЧИ возникают при проникании н глубь полуплоскости )՛.?() фротга давления, заданного на ее поверхности. причем его скорость ВДОЛЬ ОСИ Л ПРСВОСХ13ДИТ скорость продольных волн|1|, В »адачг отражения но\ны от к хина >дтя которой картина полн дает« ч фиг 2. при прохождении 1|)р<япа упругой продольной волны около края



твердого экрана. Во всех рассмотренных задачах требуется найти линейное и нелинейное решения вблизи В. Эта нелинейная постановка в соответствующей задаче сверхзвукового конического течения около плоского крыла ,\ля однородной среды решалась в [2.3). однако полученные там результаты не имели физического смысла, ибо приводили к возрастанию скачком давления на ударной волне АВ при переходе к волне ВВ,. Соответствующее нелинейное решение для однородной среды и плоской волны АВ в задаче газовой динамики найдено в [4.5) сращиванием с линейным решением В [б| сделаны ссылки на |5| и было дано дальнейшее усовершенствование метода с определением постоянной из условия соединения с одномерным нелинейным решением на ВВ'. В [7.8] дано для произвольной неоднородней среды, описываемой гиперболической системой квазилинейных уравнений, к которой относится и нелинейная неоднородная упругая среда, определение линейного и нелинейного решения в окрестности точки В касания волн Как показывают исследования граничных задач |1|, при определении решения в окрестности точки В можно заменять граничную задачу на задачу о начальных условиях, заданных на начальной волне ОА фиг. 1-3. Представляющей формальное продолжение волны АВ к моменту 1=0. При этом, согласно теории Кирхгоффа [8. 9) следует интегрировать в линей ном решении во освещенной части начальной волны, т. е. волне ОА:, где х, >0 Пусть линеаризированная система уравнений сред։.։ есть [10]^'^ + ^=0 п,
где ио повторяющимся индексам проводится суммирование, а'' есть функции лу . Тогда, в окрестности волны можно считать [I] и. -5,и. где л- есть собственный вектор матрицы б՛',՜'1, и задавать начальное условие в виде 1 = о. и = «- Д-а Г(л + |)[де /.,[[. и -постоянные, л, координаты вдоль О А,. _ время пробега„ ,л-\л->0О1 точки интегрирования до (.)/!,,, л՜ = ;| 0. х < 0При этом, решение в окрестности В системы (1) будет [1| 

с - есть нормальная скорость волны в 0, Ф —лучевое решение, которое находится издзакона сохранения энергии волны [1|
ф=7— V (4)
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О-площадь волны внутри лучевой трубки. р0 - начальная плотность среды в О. Тогда, (3) дает
I “=_ЬЛ^2 Г"‘(Х + 1>/лу/ч 151

Значение лучевого решения можно орать в точке В. Вычисляя интегралы в (5) можно найти линейное решение для произвольной средь; 14 в форме двух гипергеометрических функций, дающих решение позади 
СВВ' и впереди нес. В практически важном случае скачкообразной волны АВ имеет место Л (),// = 0 и (5} дает после вычислении интегралов ф(/ )а" J 2с0 Jk. - к,

и = —№•■ шт -—. т < 0 й>1
ф(Ф 1и- ----- т>0 |7|При получении (6). (7) из (5) выбрана формула для эйконала Ф обобщающая результат [ 111 на двумерную окрестность точки В . причем■ = i8l/=(<-, есть сравнение волны АВ .г, — координата точки интегрирования. 5 есть значение х, в рассматриваемой точке. 0, т есть лучевые Лйррдинаты, т = СОП51 дае-1 фронты точечных волн. Н СОП51 -лучи. А’,есть кривизна обращенной точечной волны EF фиг 1 к2 - кривизна ОА-, S = (0o-e)/(fc,-A-,) II. IllИз (8| обозначая 5 = / , -т =/-/$. (где т = 0 дает волну НВ ).учитывая, что когда точка (.х,у) принадлежит точечной волне /=/. обращенная точечная волна или квазиокружность НВ проходит через точку 0. можно получить.полагая в (8) ф - 0. .х, = 0. С = 0
2с.

T = S_J_M2с,, к, -к,
(9)— 5՜,Д1я определения нелинейного решения сначала получим эволюционное уравнение для и в окрестности точки В.Уравнение волны АВ в линейной задаче согласно (9) имеет вид 5 = 0.

(о-оЗ:2с0(А,-А,)Отсюда видно, что дифференциальные равнения линейной задачи вблизи точки В имеют вид
г ֊5>.£1֊1 2 ՛ с։ чае ]

(Ю) характеристик
(JH



По дифференциальное уравнение характеристики имеет вид | 1]֊ —= (C„+K,)|grad/’-| (121
otгде Ся - нормальная скорость нелинейной характеристики относительноЧастин среды. 1'п ֊ и - нормальная к волне скорость частицы.Как будет показано ниже, для упругой, впрочем, как и для произвольной среды, в первом порядке относительно возмущений имеет местиСс+и=ся+Гм (13)где ся —линейная скорость во,хны. коэффициент Г будет определен. Из (12), записанного в лучевых координатах, следует, что уравнение одномер*V ст „ пнои нелинейном характеристики будет =1 —. и после сравнения с6/ С„•>111'| можно убедиться, что уравнение двухмерных нелинейных характеристик вблизи В имеет вид

при этом дифференциальное уравнение, имеющее (14) своим уравнением характеристик, запишется в видеЗ'ч/ .. с2\|/ Г՜ сгч/ </1пФ ,֊֊֊Ц—֊■ + — и ֊-и--------- = 0 (151
С! СТ О0 Сг (К՜ (ВЗдесь в силу произвола выбора ф можно полагать и —---- и ■уобавленост

д 1пФслагаемое -и--------- [12]. не влияющее на уравнение характеристик.
(1{дающее одномерное по т линейное или лучевое решение. Вводя функциюив -7—, можно из 115) найти

ou _ с К _| он гУ1пФ л ди дКГ, —֊ + 1 с „и-------и----------= 0, ֊-=֊
dt дО ст dî д0 ст (16)'z(l пропорционально касательной к волне (1) скорости частиц среды.Можно г помощью |6) найти из (16) /(1 в линейной задаче( затем выразить en. как функцию от переменных где введены обозначения 

и^к, -к. = « 'Фр , ylk} -к2 = w"Ov (17)Тогда получится 0֊0ü O-0fl Ц
Далее считается, что |18| имеет место и в нелинейной задаче. Тогда из первого уравнения (16) получится
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T =-----/------ “{----tg-LUt +
2(A-; ֊ •

'r£ «"Ф цО Ся ~ k?
d< • c,(c) |19|

_ sin Lin’ 7*, -ьгГде С, -произвольная функция Решение (19|, (18) есть гочное решение уравнений (16). удовлетворяющее условию на ударной волне В В' в точке В |для случая Ггг > 0). т.е. на ударной волне сжатия для жидкой среды, где I >0, или ударной волне разрежения в упругой среде, где I <0, что показано далее.В случае задачи, в которой волна АВВ‘ есть волна сжатия в упругой среде, г. е. а°>0 , J ' < 0. имеет место Центрированная волна сжатия ABN' фиг. 1 с непрерывным переходом к невозмущенному состоянию впереди 
АВВ' и с условием в точке В

G = G0. т = 0. р = 0. v=0 120)На нижней характеристике АМ имеет место ц - 1 Впереди дифрагированной волны ВС имеется ударная волна ВМ (фиг. 1) (1.3). Позади нее решение можно взять в виде (191, где согласно |б| из сращивания с одномерным решением на волне ВВ' получится Ct~0. Решение впереди 
ВМлается центрированной волной сжатия с центром и /V которое можно искать, решая систему (16). причем можно считать дхя решения ц и,.v = v впереди ВМ

(Q-SJ . i2b
При этом р, = const ндоль нелинейных характеристик в волне АВА/Подставхяя Ц, во второее уравнение (16), можно найти

v,=֊B(t) е~е° г + /(е,/) (22)vt к 2)С(|Подставляя (21). (22) в первое уравнение (16). которое можно записаэт в виде2L_______ !______Ак-А ^4*,֊^)^! гл »х_0ст 2(А,֊А-,) dt 1 2 dt SO с„уА-,-А, а и приравняв слагаемые с т и без пего, можно получить
I b (o=-U- /='[~т=^л 1211Z(z)

/(6,0=—2(А-,֊А2)-С;/Таким образом, нелинейное решение впереди ВМ имееет вид:
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ц 1 . О-У у (Э-У , (О-у" /[ 2(4,-*։Ы ' (к,֊к2)с,1 2(к,-кг)2с;1 (25»
Следует решать уравнение ударной волны ВМ

дх £о (1{к} -к2) ' дх¥ _ Гд°Ф 
2спУ]к}֊к2д1 2 с1( \,о0 (Ц + И|) (261

взяв за решения позади нее (19). где С։=0. а впереди нее (25) с начальными условиями (20).Для упрощения задачи о численных расчетах перейдем в полученных решениях (19) и (25) к случаю однородной среды и плоской волны АВ для которых можно полагатьФ_____ у, еп - со> I = сопбС у = —, т = I г/о , к} = —Со Сй1 (27)О ֊ 0,. ֊ \/(' у[уу, и = уцс(>. V = %/Гу/л՛'
Здесь предположено 1а՜ >0 Тогда, учитывая, что в интегралах (19)
,, 51ПЦЛ , I( = -- , ц = и, С сопы, к. -к, = —ЛЧ ‘ ' О/, I С2 можно получить ! - ----------------

с,., 5Ш” и-под шаком интеграла по /' и после интегрирования получится 1 ՝ 1 • э о •О = ֊ ֊ 12 ЦПУ + II +----51П 2ЦЛ т В ' ЦПгде '-огласно (6) /?' =0Уравнение (18) запишется в виде= -цуЛПодставляем (28) в уравнение ударной волны В В'

(1уНачальное условие в точке В получается совместным уравнения ударной волны АВ, 6'=у2/2 + 1/2 и звуковой д' = ц н виде

|28|
129.1
130)решен нем во.лны ВС

у = ֊1, ц = 1 |31)Результаты расчетов дают график ц=ц(у) вдоль ВВ', что приведено на фиг. 4.Условие на ударной волне равенства касательной к волне скорости частицы <£ = 0. ге= V՛ ц^2б'-и удовлетворяется в точке В и на всей волне ВВ' гс ф| нс превосходит 6%. Вблизи точки В асимптотика решения (28). (29)28



ц-l =-(>■+1)/2. х = -(у+1)/4Полученное решение верно для волны сжатия АВВ' в жидкости где Г>0,а >0 II для ударной волны разрежения АВВ' в упругой среде. где Г<0.а°<0.В случае Гу <0 вместо (27) следует взять0 “ $о = 7՜1У У • w - -7^о • =-Yov. v=^ry^v։. т = -I угб' (32)При этом решение (18), (19) в новых переменных имеет место, а решение (25) примет вид6'-У /2 = р։ . v։=֊y54y’/2 (33)Записав еще уравнение ударной волны ВС.’ 
подставляя сюда (28), (33), можно найти ц вдоль ВС, используя условия (20) в точке В.Поскольку решение (28), (33), (34) имеет особенность в гйчкс и - -1/2 , используем его только для малых И и у.Вдоль ударной волны ВМ при у л 0

ц = су~. 4с =-л/с 4-1/2 , е ֊0,15 (35)При этом решение (33). (34) дает 6 = 2су՛, ц, = 2су у' '2 V - ()V ^-2су + у2 / 2 .Условие непрерывности касательной составляющей скорости частиц на —0 , где а? = у - V, + (р - ц, \.*26 - и - ц, .Вычисление дает ге' ~-1.2>՛՜. т е а?' достаточно мала Вдали отточки В имеет место на ударной волне ВС одномерное решение [4]8 = 1 + 2ц-л’х(1 + ц)‘/2. -у »1, 26-Ц4-1 =0Отсюда получится на ВС вдали от В , 3ц = -1-Ь֊3֊т (36)Имея асимтотики (35), (36). можно начертить кривую р֊ц(у) на ударной волне ВС фиг. 5.

Найдем теперь коэффициент I для упругой среды. Нелинейный тензор упругих напряжений найдется по |1]
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(о... = р Ч дхк дх,;
„ 2иА<7«. ( А ՝\ си си. ди ди си ди ՛А ֊— —-+||1 + — I—-—- +—±------- ‘----------- ।3 ) дх, < 4 д дх, дх1 сх, дх, сл\ ах. у

К 2ц-Д/3 2 /д V я аси. _ _ СИ- си.
с- 5«+2ТГ'^Г 

дх* дх.
А дик ди.4 дх, дх,й| й21ЙС. дх,

+2^^ДсГМ5й
дх, дх, [дх, ) (37|где 6.. = I I к 5Й = 0. г-к по повторяющимся индексам проводится суммирование: К л,-г 2р. 3: с, ц —линейные упругие модули, А, В 

С. нелинейные упругие модули.У равнения движения имеют вид<?Г /. . х д2и, . _ .. ди,р—^ = (л + 2р)—^- + |.1Дм.+/‘/. ^=֊<- (38)
а дх,дх, д{- ост..где согласно (3/1 /■ =—— а.\-Г = и + А /г и ди.4,{ ди си. 

дх; дх,

д?и, ди, 
дх, ,Н. !3 4 д и. ди, с и. ди, ----- :------------------ *------ £ 2 ,Уд'и. си, 

-р. + в |—֊֊~ + 3 ) дхк дх.дхдх, сХ. а*, ах. дх,

। .4 п ' д՝1( ди. д'и, ди. ,п д'и. ди.
֊ + В >1 —------ ।-------- Д- —। (В + 2С )—------ ‘; 4 сх.дх^ сх. дх(дхк дх1 г дх{дхк дх{

(39)Дчя получения формулы ди! норма.-м.ной скорости Ся нелинейной волны следует записать для (381. (39) условия совместности на характеристике и полагать <5 5 ։
д1 " 8хк кгде п, —единичный вектор нормдли к волне, 5 д!д] есть производная по нормали к волне. Рассматривается плоская задача. Выберем ось х по норма.ли V по касательной волне. Тогда уравнения (38), (39) дадут

- (с; - афк, = ^ Г, . - (с- - Л֊՝ )&(у = ^֊ Г (40)Рб Ро2 1 ( 3 АГ, = — РЛ“Л =0. А. =_ 2ц + Я + ЗЯ + -К + С (41) с рД 2 >
15десь с\ — скорость ,чиненной врлны, причем (41) даеч для продольной снругой волны сг = а Из первого уравнения (38) для нелинейной волны в первом порядке 30



лc;=ü + ivv . г = —[ (42}
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О ФЕНОМЕНОЛОГИЧЕСКИХ МОДЕЛЯХ 

ПОДГОТОВКИ ЗЕМЛЕТРЯСЕНИЙ
Хачикян А.С.

11. Ս Խաչիկյան 
Երկրաշարժի նախապատրաստության ֆենոմենոլոգիական մոդեխեյփ մասին

Երկրա/արժի առաջացման մասին գոյություն ունեցող տեսությունների և վարկածների րեևարկսաս 
' իմաԼ վրա ներկայացված է երկրաշարժի ճախապսաւրասաաթյաև ս|րոցեսի ֆենոմեհպոէփակաԱ մոդել 
_>.-ւայած 1ւեսւագոտոդ(՜ւ1րր չանեն միասնական կարծիք երկրաշարժի առաջացման ֆիգիկայի. չարժի; 
ա՚.."-րի. նախապատրաստության գործընթացի դինամիկայի ս փուլերի վերաբերյալ, կատարված աեսգխ|| 
.յուր; I ուպիս. որ աոաջարկվոր վպրկածներր ասեն թաւխւկաեաչափ. ընդհանուր հիմնական հատկությրոս- 
ււեր մեկ միասնական ֆենոմեճպոդիակաև մոդելով նկարագրելու համար: Ներկայացված մոդելում որպես 
ընդհանրական հատկություն րեդունփսծ I նախապատրաստության պրոցեսում դհֆորմացիայի ածի ն 
դե իորմագիայի խտացման տեղամասերի (երկրաշարժի ապագա օջախի) առկայության գադավւարր

Քննարկված են տարրեր ֆիգիկակաե րևայրի կանխանշանների առաջացման հնարավոր մեխանիցս- 
սերր ե նշված էն դիտարկվող վաոկածսւմ սպասվող կանխանշանները նախապատրաստության րորւս- 
րաեչյուր վյ՚պում էԽաջարկվոդ մոդեփ րճձեոնած հնարավորություններդ ե հետագա գաթգաւխաե 
ուղդությունԱերր ցուցադրված են օրինակներով:

A. Տ- Kluichtkyan
On Phenomenological models Гог earthquakes preparations

I'>• ikhoikiiihh анализе ■ viu- < тпуюшях теорий и гипотез о возникновении землетрясений 
и;-Л-т-имена феноменологическая модель процесса подготовки землетрясений. Х<ин пег 
единого -шения и с следователей о физике, движущих силах, динамике и огонов процесса 
яолготопки землетрясении проведенный анализ показы ьлет что известные гипотезы 
обладают ло тоточно общими хапакчерными чертами для ,<х описания в рамках единой 
феноменологической модели Предложенная модель основмю на содержащемся по пс-.-х 
гит-тезах предположения о росте деформаций и образовании участков концентрации 
деформаций -прообразе будущего очага землетрясения) н процессе подготовки 
»смл-лфясепий. Обсуждены возможные механизмы возникновения предвестников разной 
фи.шшч-кои природы и отмечены ирсдеегтникн. ожидаемы- на каждом згаис подготовки 
Направление л<՝-льнсй։и<.՝го развития и отк)>ываемые моделыа возможности иллюстрированы 
ил примерах.

Процессы подготовки (ПТ1) землетрясений обсуждены многими 
исследователями н их связи с возможным прогнозом землетрясений при 
помощи наблюдаемых предвестников [1,2| Высказаны разные идеи о 
сущности физических процессов, происходящих при подготовке 
землетрясений и их связи с наблюдаемыми при этом вблизи поверхности 
юмли явлениями - предвестниками. Здесь делается попытка обобщенного 
феноменологического описания этих процессов.

I Предположим что в некоторой обласги Զ земной коры протекает 
НП. интенсивность которого можно описать функцией ./(.л՜,/) 
Вгледсгвие^гого в любой точке земной коры, а также вблизи ее 
поверхности меняется значение параметра (характеристики ՛ 
наблюдаемого физического поля 11(л՜./), котор։,ш принято называть 
предвестником. Очевидно, что нам желательна иметь функциональную 
связь [3]



П(х,/) = J )ckùdz > 11

fl <1
где K(x,/,ç,t) функция влияния (функция Грина) применительно к 
каждому пре двести и ковому явлению и к каждой гипотезе о физике ПГ1.

Даже неполное описание предложенных гипотез и их модификаций о 
ПП говорит об их большом количестве и многообразии. Количество и 
многообразие по их физической сущности наблюдаемых предвестников 
еще больше Поэтому как отмечено в [3]. при построении модели и 
количестве иного описания ПП возникает необходимость построения 
.многих сотен функционалов типа |1|, что нецелесообразно по многим 
причинам. Особенно важно, что при этом не существует надежной базы 
для сравнения результатов, полученных согласно расчетам по разным 
гипотезам. Преодоление (уменьшение) этих трудностей и составляет цель 
настоящей работы.

2. Приведем краткое описание некоторых наиболее известных 
гипотез о ПП . особо выделяя те происходящие, но мнению авторов 
гипотез, процессы, которые могут быть связаны с возникновением 
наблюдаемых предвестников.

2.1. Гипотеза лавинно-неустойчивого трешинообразования lAHTi |4| 
Согласно представлениям авторов, оча։ - сдвиговой разрыв, нодготавли 
вается развитием и взаимодействием большого числа сдвиговых трешин

На первой стадии происходит однородное растрескивание ио 
большому объему. Трешины далеки друг от друга Среда статистически 
однородна. Имеет место внешнее однородное нагружение. Для больших 
магнитуд (М) процесс длится сотни или тысячи лет.

На второй стадии имеет место чавинное взаимодействие трещин При 
достижении критической плотности разрывов взаимодействие трещин 
лавинно ускоряется. Поле напряжений неоднородно. Развивается сильное 
только часть грешин согласно нолям напряжений Процесс может ллиться 
десятки лет.

Третья стадия считается авторами стадией неустойчивости Увеличе
ние деформаций приводит к падению напряжений. Вследствие неоднород
ности свойств среды деформации стягиваются, в узкую полосу (зону) где 
развиваются несколько крупных трещин. В остальной части трещины не 
развиваются (заживают). В узкой зоне большая плотность разрывов 
приводит к образованию машетрального разрыва. Время стадии не 
уточняется, однако ясно, что оно отождествляется со временем 
возможных форшоков - порядка одного года.

Из описания ясно, что причинами зарождения предвестников .могуч 
быть деформации (£•_) и трегцинообразование (С.г) В научной литерату
ре именно с деформациями и трещи необразованном связывается появле
ние почти всех предвестников. В первой стадии предвестники могут 
появляться в виде общего однородного тренда. Во второй стадии появ
ление предвестников должно усиливаться и иметь неоднородный 
характер. В третьей же стадии появление предвестников должно выра
жать стягивание процессов в узкую очаговую зону

2.2. Дилатантно-диффузионная модель землетрясения (ДД) КФ
Представления об очаге по этой гипотезе совпадают с представле

ниями модели ЛИТ. Па первой длительной стадии происходит рост



упругих напряжений, особо касательных (а ,- а 3), среда не меняется. На 
второй стадии из-за больших напряжений (а, — су3 ) возникают трещины
отрыва. Имеет место объемная деформация—дилатансия. Поровое давле
ние падает, идет осушение пород, прочность пород возрастает.

На третьей, диффузионной стадии вследствие падения порового 
давления вызывается диффузия воды в зону подготовки. Поровое 
давление увеличивается, прочность пород надает. Процесс заканчивается 
магистральным разрывом.

Представления этой гипотезы приведут, с точки зрения причин обра
зования предвестников, к аналогичной гипотезе АНТ результатам. 
Разница состоит в предположении об изменениях флюидного режима, что 
может выражаться в вариациях электрического сопротивления пород и 
отношения скоростей продольных и поперечных волн.

2.3. Модель консолидации [б). Согласно представлениям автора в 
конце длительного, регулярного состояния вследствие движения иерархи
ческой системы блоков происходит консолидация в некоторой очаговой 
зоне. В консолидированной области увеличивается жесткость среды. При 
критическом увеличении напряжений начинается распад—разрушение.

Таким образом, по представлениям модели длительный процесс 
затишья заменяется образованием зоны концентрации напряженний- 
прообраза будущего очага землетрясения. Постепенное увеличение 
напряжений—деформаций приводит сначала к частичному, потом и к 
катастрофическому разрушению. Причиной предвестников являются 
деформации и частичные разрушения, концентрированные в консолиди
рованней зоне.

2.4 Модель упругой отдачи Рейда [2]. По известной теории Рейда, в 
несколько свободном изложении, вследствие действия внешних сил плиты 
земной коры движутся и сцепляются. В местах сцепления, препятствий 
или отличий жесткости пород растет напряжение, накопляется потен
циальная (упругая) энергия. По исчерпании запаса прочности пород 
происходит разрушение —землетрясение. После землетрясения плиты 
возвращаются в менее напряженное состояние.

Причинами предвестников здесь могут быть усмотрены деформации
(8(у), постепенно концентрирующиеся в очаговой области. Всегда можно
предполагать, что деформации сопровождаются мелкими разрушениями — 
трещинами.

В эту схему, с небольшими изменениями можно включить многие мо
дели: Лобковского Л.И. (7), скачкообразного движения (8), Мишина С.В. 
|9] и др.

Сюда же можно было бы включить и модель консолидации, которая 
была рассмотрена отдельно ввиду ее более подробной разработанности.

2.5. Модель подготовки землетрясения Уломова В.И. (10|. По 
представлениям Уломова В.И. первый этап подготовки землетрясения 
протекает в виде длительных упруго-пластических деформаций, сопро
вождающихся уплотнением большого объема (закрытие пор, трещин, 
деформация менее твердых включений). На втором этапе происходит 
относительно быстрая упругая деформация с уменьшением объема. На 
третьем этапе происходит пластическая деформация без изменения объе
ма, которая завершается резким сдвиговым перемещением — землетрясе
нием. К четвертому этапу автор относит процессы релаксации напря
жений.
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Причинами предвестниковых явлений в этом случае могут быть на 
первом, длительном этапе упруго пластические деформации 1,н;') 
закрытие пор и трещин (Сс. )• неоднородные по большому объему 

деформации (Г,„(г,.г)) вследствие деформации менее твердых включений 

На втором этапе эту роль выполняет упругое уменьшение объема i Е i I la 
гретьем. завершающем этапе процесс характеризуется пластическими 
деформациями (eJ ).

2.6. Теплогазодинамические модели подготовки землет рясений. В чу 
группу. несмотря на значительные отличия, можно включить модель 
Осика Д.Г. (11| импульсивного газового дыхания Земли, модель Ризии- 
ченко Ю.В. (12) и теплогазодинамическую модель Пономарев«* Л.С 113|

По представлениям этих авторов образуются зовы повышенных 
напряжений (давлений! от вертикального движения земной коры и 
астеносферы или от проникновения в верхние слои коры флюидов 
повышенного давления и температуры от нижных слоев. Происходит 
расширение зоны повышенного давления растут напряжения и при 
исчерпании запаса прочности окружающих зону пород происходит 
разрушение - землетрясение.

Предвестники в этих случаях могут образоваться вследствие 
деформаций (е ,). повышения температуры и давления, мелких 
разрушений при расширении зоны высокого давления (< 7 ) изменений 
флюидного режима (L).

2.7 Модели. предполагающие фазовые или полиморфные превра
щения |14]. Эти процессы могут быть как основными, гак и 
сопутствующими другим процессам подготовки. При фазовых или 
полиморфных превращениях породы претерпевают объемные дефор
мации (E.j. Этапы и скорости всего процесса подробно пс описаны 
предполагается изменение температуры и давления. Основной причиной 
образования предвестников в этом случае могут быть деформации.

3. Анализируя описанные выше гипотезы, можно заметить много 
общего между ними. Все они на первом, длительном этапе (до КУ лет) 
подготовки предполагают медленное нарастание деформаций — 
однородных или неоднородных. упругих или пластических 
сопровождающиеся трещи необразован ие.м или без этого, На втором этапе 
предполагается концентрация происходящих процессов в относительно 
небольшой области —очаге будущего землетрясения. Нарастание 
процессов приводит к разрутпению. В некоторых гипотезах считаются 
принципиальными изменения в флюидном режиме пород, или других 
процессов, например, фазовых превращений. Описанные по разным 
гипотезам ход процессов подготовки землетрясения представим в виде 
таблицы 1.

Отвлекаясь от подробностей тина рода деформаций, отличия 
предполагаемых изменений флюидного режима и других, можно 
построить объединенную таблицу 2.

Таким образом, приходим к следующему общему, феноменологичес
кому описанию процессов подготовки землетрясений
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1 (а первом, длительном (сотни и более лет) этапе подготовки 
происходит однородное деформирование в большом объеме с возможным 
сопровождением однородного же трещинообразования. На втором, отно
сительно коротком этапе (десятки лет), кроме того, возможно неодно
родное изменение флюидного режима. На третьем этапе (от года до 
первых нескольких десятков лет) происходит усиление этих процессов 
непосредственно в очаговой зоне, что и в конечном итоге может принести 
к неуч гайчивости — образованию м<1Гистральиого разрыва, землетрясения

Таблица 1
'Время до 
события 
фолы) 10’ 10’ 10՛ 10" 10՜'

НТ к.,(').С„(/) е,у(։,х),С„(։,х) еД/.х).С„(/.х)
кл

е„(Л е«(։,*).С„((,х).Цг) ей(/,х)
.Консоли
дации

е„(') сДг.х) еД։,х).СД/.х) £„(/,х)
(Рейд и 
АР

£,,(') еД/,х) еД/,х).С„(/,х)
У ло мор. 40 е/։,х). е?(։,х)
■ Геплогаз. г- (')■«„(') н.„(г,х).Ей(։,х)./.(/,х) ей(։,х),С„(г,х).Л(/.х)
модели

Фазбйые е„0 £«(«.*) ей(/,х).С„(։,х)
превр.

Таблица 2
Время до

события 
поды) 10՝ 10’ 10' 10° 10՜'
Процессы 
подготовки

е,(') ЕЛХ)
С„0 С„(/,х) С„(г,х)

4м) Л(г,х)

Согласно этому описанию основными предвестникообразующими 
факторами являются деформации, грещинообразование и изменение 
флюидного режима пород.

Хотя представления исследователей о механизмах образования 
предвестников очень разнообразны, большинство из них. с деформациями, 
связывают всю гамму предвестников, зт геохимических до 
элекгромаплатных. С трещи необразованней связываются обычно (кроме 
деформаций) звуковые и электромагнитные эмиссии, а также изменения 
электропроводимости пород. Влияние изменений флюидного режима 
усматривается, в основном, на геохимические предвестники, теллуричес 
кие токи изменения скорости распространения коли
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I Возвращаясь к функциональной связи |1), согласно выводам 
предыдущего пункта мы видим, что интенсивность /(л՜. О можно пред
ставить в виде трехмерного вектора. Компонентами этого вектора являют
ся деформации. трещинообразован не и вариации флюидного режима Не 
касаясь здесь вопроса описания этих компонентов, отметим, что деформа
ции являются тензорами второго ранга и поэтому запись (1) нужно 
воспринимать как чисто символическую. Приведенные ниже частные 
примеры иллюстрируют реальные формы функциональной связи (I)

4.1. Модель консолидации |6| Эта модель является количественно 
наиболее разработанной. Для перемещений темной поверхности автором 
модели выведена формула

И' = -ат | [/(<2 + V,', )/у։ (2)

где а - относительное изменение модуля сдвига по основному предполо
жению модели. Т — напряжение на бесконечности. V . -функции Грина.

Исходя из формулы 12). с единых позиции исследованы перемещения 
поверхности земли и наклоны по глубине как предвестники. Поставлена и 
решена одна обратная задача сейсмического просвечивания для 
конкретного землетрясения. Знаменательно определение изменений 
вектора магнитной индукции. Кратко изложим ее суть.

Известно 115] что горные породы обладаю* некоторой начальной 
намагниченностью и свойством пьезомагнетизма Вследствие »того 
происходящие деформации во время подготовки землетрясений приводят 
к изменению намагниченности пород. Это обнаруживается на 
поверхности Земли в виде изменения вектора магнитной индукции 
рассматриваемое как предвестник

Принимая закон пьезомагнетизма
3 - 

Д1։.=--С1Д.

։де С—пьезомагнитный коэффициент пород, I —вектор намагниченнос
ти, 5’-, —девиатор деформаций, в [6] выведено приближенное 

соотношение
I Дв=УхД^К

Здесь В - вектор магнитной индукции. V — набла-оператор, Н -рас
стояние наблюдаемой точки от эле*мента объема, где происходит процесс 
подготовки.

Это соотношение позволило в рамках модели консолидации 
произвести вычисления изменений вектора магнитной индукции и 
сравнивать их с действительно наблюдаемыми данными.
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4.2. Модель дополнительной деформации. Для случая статических 
объемных деформаций в [16| для перемещений полупространства 
получено

(՛' - А +(3-4v)«.1 -6z(z + y)/?,’]e..rfo>

ft
U. = a J(v-P)[fl ’ +(3֊4v)< - 6z(z+r)/Çsk/fa։ i3i

ft
Г . = A J[(z-yX ■' -(3-4vXz + •/)/?.’ -6z(z + y)2/?.5 +2/?2'3]Ejjào) 

ft
1 4- V r n il

где Л = - Я։; = (x֊a):+G-tf+(zTy)՜J֊. </(o = r/a<W/
•471(1 — V)

v - коэффициент Пуассона.
Там же приведены примеры вычислений перемещений ио формулам 

(3) дхя дневной поверхности (z = 0), при е0 = const в заданной области.
На основании этих уравнений сделаны вычисления деформаций 

земной поверхности. Далее, принимая определенные простые формы 
активной области, получены упрощенные уравнения относительно 
конечного числа неизвестных характеристик очаговой области. Сформи 
равана обратная задача и сделан анализ одного частного решения 117).

Болос подробное ознакомление с приведенными примерами, особен
но хорошо разработанной моделью консолидации, показывает, насколько 
плодотворно определение полей деформаций при анализе гипотез процес
сов подготовки землетрясении

Обобщая вышеизложенное можно констатировать, что подавляющее 
большинство наиболее известных гипотез о физических процессах 
подготовки землетрясений допускает феноменологическое описание фун
кциональным соотношением (1) физических процессов и их связи с 
наблюдаемыми предвестниками с представлением всех процессов в виде 
некоторых деформаций. Таким образом, феноменологическая модель под
готовки землетрясений, основанная на функционале (il. имеет достаточ
ную широту объятия идей. Примеры постановки и решения в рамках 
этой модели, прямой (определение величин предвестников при известном 
мосте и интенсивности процессов подготовки) и обратной (определение 
места и интенсивное! и процессов подготовки при известных величинах 
предвестников) задач приведены в (3, б, 17). Очевидна также прин
ципиальная возможность осуществления физической экспериментальной 
модели на этой основе.

Концепция предложенной модели также созвучна с нарастающей 
ролью механики сплошной среды в исследованиях землетрясений и 
других проблем геофизики.
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УДК 537.3
ОПТИМАЛЬНЫЙ ТЕХНОЛОГИЧЕСКИЙ НАГРЕВ ВНЕШНЕЙ 

СРЕДОЙ И ИСТОЧНИКАМИ ТЕПЛА СТЕКЛЯННОЙ КУСОЧНО- 
ОДНОРОДНОЙ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ, СОПРЯЖЕННОЙ 

С КОНИЧЕСКОЙ 
Гачкевич А.Р., Гачкевич Н. Г., Казарян К.Б., Касперский З.И

Ա.Ռ. Գ ա չկեվիշ, Ն -Q-. Գսւշկեվիչ, Կ.ք*. Ղազարյան, Զ.Ի. Կասպերսկի 
Արտ արին միջա վա յրով եվ ջերմության աղբյուրներով կոնական թաղանթի եվ նրան համակրված 
կտոր առ կտոր համասեռ ապակե (թանային թաղանթի օպտիմալ տեխնոլոգիական տարացամլւ 

Աշխատանթամ արւսջարկված է գլանային եվ կոնական մասերով piuqiuiipjwjj ապակե թաղանթի, 
ըստ լարումների օպտիմալ տեխնոլոգիական տաքացման ռեժիմի պարամետրերի հաշվարկի ւսնւպիտիկ 
հաշվարկային մեթոդաբանության:

Տաթացումը պայմանավորված Ւ. արտաքին միջավայրով եվ անընդհատորեն բաշխված ջերմության 
ներյփն աղբյուրներով:

A.R. Gachkcvich, N.G. Gachkcvich, IC.B. Ghazaryan, Z.I. Kasրcr.ski 
Optim al technological heating by external nicdi:i and heat sources of piccc-wisc homogeneous glass 

cylindrical shell conj'ugated with conical one

В работе предложена численно-аналитическая методика расчета параметров оптимального по 
напряжениям режима технологического нагреиа внешней средой и внутренними непрерывно 
раелрелелениыми источниками тепла составной стеклянной оболочки, состоящей из цилиндрической и 
конической частей.

Во многих технологических процессах широко используется 
технологический нагрев, в частности, при изготовлении электровакуумных 
приборов. Основными элементами таких приборов являются, как правило, 
элементы из стекла. Низкие прочностные характеристики стекла особенно в 
условиях градиентного распределения температуры приводят к 
необходимости прогнозирования уровня напряжений в процессе 
термообработки с целью обеспечения значений напряжений, меньших от 
допустимых.

Рассмотрим задачу об определении оптимальных по напряжениям 
режимов осесимметричного нагрева свободной от внешнего силового 
нагружения конечной оболочки, состоящей из кусочно-однородной цилин
дрической оболочки (которая имеет две однородные части длины /, и / , )  
радиуса R  , постоянной толщины 2h , непрерывно сопряженной с круговой 
конической оболочкой той же толщины (фиг.1). Все три части 
рассматриваемой составной оболочки изготовлены из разных типов стекла (с 
различными теплофизическими и механическими характеристиками).

Точки вдоль меридиана конической оболочки описываем расстоянием 5 
от вершины конуса, а положение точки вдоль меридиана цилиндрической 
части-осевой координатой z (которая отсчитывается от сечения z  = 0 
сопряжения с конической оболочкой). Для конической части оболочки 
40



г = (л/этр-^совр .
Оболочка нагревается конвективным способом со стороны внешней 

поверхности и непрерывно распределенными источниками тепла, которые 
вызваны внешним воздействием (в частности, электромагнитным излучением 
[3, 8] ). На внутренней поверхности оболочки уа) = -/г имеет место или 
конвективный теплообмен со средой у(*, < Я -  А , или теплоизоляция. Здесь 
индекс к  введен для обозначения величин, которые относятся к однородным

Ii.fi 1 Ь л т+

Фиг. 1

составным частям оболочки: к = 1 для — /?с1§Р < г  < 0 , к = 2 для 0 < : < с  
и /с = 3 для с < г < Ь ,  а 7(*)~ координата, которая определяет положение 
точки вдоль нормали к срединной поверхности ( -  Л < 7(*) ^ А ).

Необходимо осуществить технологический целевой нагрев заданными 
источниками тепла и конвективным способом внешней поверхности у ^  = И 
оболочки в выбранном сечении г0 от постоянной начальной температуры 
Т!п (при 1 = 0)  до заданной максимальной Т0 за время г0, выдержать эту 
температуру некоторый промежуток времени , а потом охладить 
поверхность до конечной температуры Т,(Т. £  Т0) за время I. при некоторых 
ограничениях на параметры термонапряженного состояния и скорость 
нагрева. Такой режим нагрева является типичным для многих видов 
термообработки [2]. Функцией управления (искомой функцией) является 
температура Т*(г0^ )= Т (г 0,/1^ )  внешней поверхности оболочки, которая 
удовлетворяет в соответствии с целью нагрева таким условиям:

Т +(г,0)= Ты\ Т*(г0/)=Гр  при /0</</0|; г ( г а,1.)=Т.

сП (г0,е) ^  у  . <֊•* у-о+ > _  0. _К~9:— — о
сИ

-  0՛
1 J ,=‘о {  сП )

( 1)
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которые отображают цель нагрева и специфику технологии термообработки 
стеклянных изделий [1,2], а также заданные условия на функцию управления 
в определенные моменты времени. В условиях (I) Уп , УТ2 -заданные 
допустимые скорости нагрева, а С01 = /0 + 1п.

Примем, что на всем промежутке нагрева [о, I. ] параметры 
напряженного состояния (меридиональные сги  и кольцевые а , 4 

температурные напряжения на внешней (о,+*,а^Л.) и внутренней (а ՜* ,а \ к )
поверхностях) являются меньшими от допустимых, т.е. выполняются 
ограничения:

сто1.* ^ ^ ст»1.*>°02.* 5 с̂тГ2.* приТ։. < Т <  Т0 (2)
сто1.л  ̂ ^ 2 0, о:2Я > 0.
Сформулированная задача при приведенных ограничениях является 

задачей оптимального управления, которая имеет множество решений [4]. 
Для выбора нужного решения за критерий оптимальности принимаем 
условие минимума функционала максимальных нормальних напряжений

Г  = тах[сти (г,у(*)^),а2-Дг,у(*))0]
-  < г  < Ь,к < у(к) < А, О < / < г.

(который для стеклянных оболочек (или изготовленных из материалов с 
механическими свойствами, близкими к стеклу) обеспечивает ведение 
процесса нагрева при минимальном уровне напряженного состояния в 
каждый момент времени [11]).

Приведенная задача оптимизации сводится к нахождению экстремалей
функционала (3) на множестве допустимых функций Т ' , ст, к , ст, к , которые 
удовлетворяют условиям (1), (2), а также соответствующим уравнениям 
термомеханики (связывающим механические напряжения с температурным 
полем) и заданным начальным и граничным тепловым и механическим 
условиям.

Методику решения такой оптимизационной задачи строим на основе 
обобщения известной методики оптимизации режимов нагрева для кусочно
однородной оболочки [5], которая состоит из частей одинаковой геометрии. 
В упомянутой методике для реализации этапа поиска условного минимума 
функционала (3) используем метод локальных вариаций [15] в пространстве 
состояний функции управления. Такой способ оптимизации состоит из двух 
итерационных процессов: процесса варьирования значения функции
управления 7' т = { / ( а  в дискретные моменты времени при фиксированном
шаге варьирования 8 и процесса дробления этого шага.

В приближениях искомую функцию управления Х ,_ ,(0  выбираем так, 
чтобы выполнялись условия (1)՝ и ограничения (2). При этом необходимо 
иметь решение прямой задачи, т.е. иметь значение температуры и напря
жений при заданных условиях теплообмена. Выполнение ограничений (2) 
осуществляется путем сравнения компонент напряжений, определенных
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численно-аналитическим методом с прямой задачи, с заданными. Для 
определения последующего приближения функции управления /„ (/,)  необ
ходимо для трех з н а ч е н и й /,_, (/ , ) этой функции (полученной 
в предыдущем приближении) вычислить с использованием решения прямой 
задачи значения критерия оптимальности (3). Шаг 5„_, варьирования (доста
точно малое положительное число, постоянное для конкретного п ) при 
п = 2 принимаем практически равным максимальному градиенту функции 
управления в начальном приближении. За искомую функцию 
выбираем ту, для которой значение критерия (3) является минимальным и 
выполняются условия (1), (2).

Последующие приближения функции управления получаются с 
использованием предыдущего алгоритма с делением шага 5Я= 5 Я_,/ 2 ,  
п = 2,3,4,... Итерационный процесс продолжается до выполнения 
следующего условия:

{/■„+, (4)
где 8 -заданная малая величина, s  «  50.

Поиск условного минимума функционала (3) минимума максимальных 
нормальних напряжений осуществляем путем сравнения напряжений в 
области изменения у,z (у фиксированных сечениях по оси z  с выбранным 
шагом Дг = 0,001м и шагом Ау = 0,002м по координате у), которые 
вычисляем при известном температурном поле. Сечение z = z. = const. в 
котором напряжения являются максимальными, назовем рассчетным.

Область поиска условного минимума функционала (3) существенно 
сужается (т.е. значительно уменьшаем необходимое количество решений 
прямых задач в области изменений у,z ) при использовании в алгоритме 
оптимизации упомянутого рассчетного сечения, значение координаты 
которого находим численно, анализируя распределение напряжений в 
составных частях оболочки при нулевом приближении функции управления. 
Его принимаем фиксированным для конкретного 5 при всех последующих 
вариациях и уточняем при изменении 5 (дроблении шага по 6 )  на 
основании уже известной функции управления для предыдущего 5 .

Для предложенного итерационного алгоритма оптимизации 
существенным является выбор начального приближения значений функции 
управления, который определяет сходимость итерационного процесса. Для 
построения такого приближения разработан итерационный алгоритм, в 
котором в качестве исходной функции управления использована оптимальная 
(по напряжениям) температура внешней поверхности при конвективном 
нагреве однородной сферической оболочки [6] с последующим ее 
уточнением методом локальных вариаций.

В приведенном алгоритме оптимизации для определения начального и 
к -го приближения функции управления используется решение прямой 
задачи. Отметим, что такая задача может быть сформулирована па основании
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произвольной термомеханической теории. Известно [16], что с изменением 
температуры в границах, рассматриваемых в работе температур
(0°С  — 460”С ), коэффициенты линейного теплового расширения (KJ1TP) 
разных технических стеклянных материалов, что используются в электрова
куумном производстве, значительно изменяются, а коэффициенты 
температуропроводности, Пуассона и модуль Юнга практически являются 
постоянными [1]. Изменение КЛТР значительно влияет на термоупругое 
состояние [1] кусочно-однородных стеклянных конструкций. Поэтому в 
рассматриваемой задаче для описания полей температуры и напряжений 
будем исходить из теории несвязанной термоупругости при зависимых от 
температуры КЛТР [12]. При этом, температурное поле в оболочке 
описывается следующим уравнением теплопроводности:

?^ -  + рХ = ֊ ~  (5)°i{k) Xk
при начальном условии

Tk{z,4(k),Q)= Тш(г,ум )ш const (6)
и тепловых условиях на внешней и внутренней поверхностях оболочки 
соответственно

Tk{z,yw ^ ) = T k\ z , t )  приyw  = h
Л'Т’ (7)

- р -  + Н - ( Т к — Т )  = 0 при yw  = -А

л 1 5  л 1где Рк = Д * --------—,Д, =
д (  дЛ г (8)OZ“

"7 =

ак 8t scoscp 

— s  [cosP (для конической части оболочки), Q,k[г;у( * ) / ) - плотность
зтр

источников тепла, ак ,Хк — коэффициенты температуропроводности и тепло
проводности составных частей, Н~к — относительный коэффициент 
теплоотдачи поверхности у(4) = —/г, Тс(1) —температура внутри среды

У (к )< И ֊  к-  Отметим, что плотность источников является заданной 
функцией.

Примем, что в областях контакта разнородных частей оболочки выпол
няются условия идеального теплового и механического сопряжения [13]:

да, , 97;
д% *+1 д%

«* = г7*+. при 2 = о,2=с (Ю)
где й  — вектор перемещения; а ,  к — вектор напряжений, 4 ~ внешняя 
нормаль к плоскости сечения одной из контактирующих оболочек.

Механические граничные условия могут соответствовать как заданным

Тк = Тк+1 , \ к —  = Хк+1 ——  при z  = 0,z = с (9)
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напряжениям, так и перемещениям или иметь смешанный характер [6 12 
13].

Для получения приближенного решения задачи теплопроводности, 
удобного для использования в используемом алгоритме оптимизации, 
аппроксимируем распределение температуры по толщинной координате у ^  
кубическим полиномом вида

г< *)(*.Ум .0= £^и(*А$ о о/а!
Функции Й,.и.(г^) выразим через усредненные характеристики 

температурного поля по толщине оболочки [14]
А

Тр, = ֊ \ Т ку^^у[к), р = 1,2 (12)

и заданные граничные условия. Уравнение для определения усредненных 
характеристик ТрЛ получим, умножив уравнение теплопроводности (5) на

у£у и проинтегрировав по этой координате с учетом соотношений (12). При 
этом для усредненных характеристик Тх к , Т2 к получаем следующие системы 
уравнений при конвективном теплообмене:

' Ти  -  2 К к ти  -  2 К к тгк = -*уик -  з(я;* г  + я;.* т; )А
* (13)

А*
и теплоизоляции:

(

где

֊ — ֊ к *  ֊  6^;., т2Л - ти = - 15(я :, т* -  г;  )
ак д1)  

яции:

[ Д* - ֊ - ֊ к - 2 / ^ . ,  ֊5/(3А2К *  = -^ к - 2 1/гГ 
■; а* '  (и )
А*- — ֊ к * -5 /Л 27;* -20/(зй2)ГзД =֊Ж 2* -5 //г2Г*

(з + д /;)  . _ и  д . в _5 (2+д*;).д . = (6 + д ч )

П- .и* _ о’ . о' _ (б + )_ р. _ о х9Й1-
Л5.А -77гг՜’ 6к ~ 5к' 1к ~ й2/?‘ ’ *•* ' */г п ‘Ч.к

ВГк = Я*՜1/г ֊  коэффициент Био, Я*՜ -  относительный коэффициент
теплоотдачи с боковой поверхности = —к ,

^  = ~ГТ ^ к {2’У(к)>1)̂ У(к) ’ М'к ~ Хк 0.к(г>У{к)̂ )-I.
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(*)

Неизвестные коэффициенты £>(._и  аппроксимирующего полинома (II) 
определяем из системы уравнений, которую получаем непосредственно 
подстановкой представлений (11) в существующие граничные условия и 
соотношения (12). Эти коэффициенты имеют следующий вид соответственно 
для конвективного теплообмена и теплоизоляции:

А2 „  Л2
0̂,* ~ , Л2 в.

3 и
ЗА

Т» +— К 'глТг.к ֊ ֊ { К , Г  +К;Л՜) 

Г1 ЗА
А

— л; гм - ^ (л ;Лг ֊ а д - )
(15)

*** +— - а д ՜ )

- т ; ,+ - г ,4֊ - г  2 '•* з 2
4 5 1 1

=֊т։к + — т2к - - т \ ь . к = -3 и 18 ֊.* з и

101
(16)

/■ 1 /\ Iб 9 յ
Используя выражения (11), (12), начальные условия (6) и условия 

сопряжения (9), получаем, что условия (6), (9) эквивалентны следующим 
условиям на функции Т, к , Т2Я :

г ,к — Ты, Г2к — о,
дТ,и дТ,

д!

~ Ти .„ Т2 к — Т2 к+1, Хк

у дТ2к пА.,, —г—  = А.**, ——— при / = О

= 0, — —  = 0 при 1 = 0 
дг

_ 9̂1.11*1Кк̂ \'

(17)

( 18)

где 4 -внешняя нормаль к поверхности сечения одной из контактирующих 
оболочек.

В рассматриваемых осесимметричных задачах уравнения 
теплопроводности и термомеханики удобно записать в канонических

координатах [6]. Тогда Д, = Д, = Д3 = Д э  — - Щ г —  1, А, = 1 , А-, = /‘(5 ), где
г  Й 5 \ 5 ^ )

/'(5) - радиус поперечного сечения оболочки, т.е. радиус паралелли; 5 -  
длина меридиана, что отсчитывается от вершины конической оболочки, 
причем 0< .<; < ./? / э т  |3 для конической части, а 5 = К / эш р -I- 2 для
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цилиндрической. Здесь А,, А 2 -коэффициенты первой квадратической
формы срединной поверхности. Выражение для Л Д/с =1,3) получим.
подставляя /'(.у) = лсоэф для конической части оболочки и /-(л՝) = Я -для 
цилиндрической.

Система уравнений (13), (14) в канонических координатах г , 5 будет 
системой дифференциальных уравнений второго порядка в частных 
производных. Для определения ее решения используем метод сеток при 
безусловно устойчивой неявной разностной схеме [7]. Пространственно- 
временную область изменения независимых величин 5 , 1 разобьем сеткой на 
прямоугольники с шагом Л.т по'-меридиональной координате 5 и шагом Ы 
по времени г . Непрерывное распределение функций Ти  , 'Гг . в этой области
заменим дискретными значениями в узлах сетки. Система 
дифференциальных уравнений в частных производных аппроксимируется 
конечно-разностными выражениями с порядком ошибки о (д 52 + Л/ ], а 
начальные и граничные условия -  с порядком погрешности 0(д_?). Эти 
выражения для всех точек дискретизации составляют систему 
алгебраических уравнений для определения величин Г А , . ). Т2к(̂ „,г,„ ) на 
каждом временном слое. Сетка описана следующими зависимостями: 

= и • Ду, /т = т ■ Д/ , 0 < п < N , 0 < т < М  , где N ,М — избранное
количество узлов соответственно по координате 5 с шагом Ду и времени г с 
шагом Д[.

Используя дискретные значения интегральных характеристик, на 
основании соотношений (11), (15), (16) определяем температуру в узлах 
сетки. Потом, исходя из структуры общих решений ключевых уравнений 
механики для конической и цилиндрической оболочек [6, 12, 13], а также 
аппроксимаций температурной зависимости коэффициента температурного 
расширения при помощи кусочно-линейных функций [7], определяем 
дискретные значения ключевых функций, усилий, моментов и напряжений 
для каждого узла , 1,„.

Во многих случаях кусочно-однородные стеклянные оболочки 
изготавливаются из материалов с близкими теплофизическими 
характеристиками. Для одинаковой толщины оболочек при независимых от 
координаты 5 источниках тепла могут буть построены эффективные режимы 
целевого нагрева однородной температурой внешней среды (которая зависит 
только от времени /) . В этом случае изменение температуры внешней среды, 
и как следствие температуры внешней поверхности, вдоль меридиональной 
координаты 5 незначительно и им можно пренебречь. Поэтому можно 
принять, что температура в каждой составной части оболочки является 
функцией толщины и времени I , а перемещения и напряжения -
функциями времени и координат ум , 5 . При этом, значительно упрощается 
решение прямых задач при незначительной погрешности значений
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оптимальной температуры внешней поверхности. В этом случае системы 
дифференциальных уравнений (13), (:4) будут системами обыкновенных 
дифференциальных уравнений первого порядка с постоянными 
коэффициентами, т.е.: 

аТ
֊ —  + 2 + 2“* К * Т2Л = +3ак( я ;л т- + К кТе֊)

(19)

ск +  б + 6акЯ1кТ։л = а кЦгы  +15а ^ Т *  - Л ^ Г ՜ )

С—  + ̂ т Т ,к+ Щ т 2к =акУУ1к+ ^ 'Г  
(II А2 '•* ЗА 2'* ՝ Л ՛* А2

^  + Щ .Тхк+Ы Ь_Тгк=ак]у2к+Ь± Т~
ск А2 '•* ЗА2 2* * 2* А2

Решение такой системы можно найти более эффективно методом
наименьших квадратов [10] при конечно-элементной аппроксимации
функции Т ՜  (/) (в сравнении с вышеизложенным разностным относи тельно 
затрат машинного времени и оперативной памяти компьютера). При этом 
существенно упрощается процедура численного определения параметров 
термонапряженного состояния составной оболочки (процедура получения 
решения прямой задачи),- которая используется в предложенном алгоритме 
оптимизации. В данном случае системы дифференциалных уравнений (19).
(20) для определения температуры в операторном виде запишутся:

А и = /  (21)

где и = (т,,,т2, у ,  /  = (Л * ,/2.*)Г> А  — соответствующий дифференциальный 
оператор, / к , -правые части систем ( 19), (20), символом "Т" обозначены 
транспонированные матрицы. Тогда нахождение решения систем сводится к 
минимизации функционала

/(и ) = ](Аы - / У  (Ли ֊ / ) Л  (22)
о

В результате получаем систему линейных алгебраических уравнений 
относительно неизвестных значений функций , Т{к в узлах разбиения

интервала 0 < / < /. точками 1։- = й, / N , / = 1,М — 1 на N -1  элемент, 
которую решаем методом Гаусса в модификации Холссского. Имея значения 
усредненной температуры Т{к и температурного момента Т^к, с помощью 

соотношений (11), (15), (16) вычисляем температуру для момента времени I- 
в произвольной точке оболочки.

В рассматриваемой осесимметричной задаче для свободной от внешней 
силовой нагрузки составной оболочки напряженное состояние 
характеризуется осевыми сти и кольцевыми <т,д. температурными
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напряжениями, которые связаны с усилиями ЛГ, Л и изгибающими
моментами М ]к, М 2 К соотношениями [6]:

__1_ 

' 2Л 1-у 'е -д _ ф *

У(*)ст2.* = + з л /2> ֊ г  | + ֊ |  - ф1-у
?(*) (23)

|  И 3  Л

где <?,.* = —  | СМ У (*), = т т т  |У(*)Ф*^У(*)> ф *(0 = |сс,*(4>?4֊ сум-
-* -* 7;.

марные чисто тепловые- деформации; -модуль упругости составных 
частей.

Для конической части оболочки эти усилия и моменты определяем с 
известного ключевого уравнения [9]. При этом они имеют следующий вид:

уУ,( , ) = с ,( т ) ^ - ^ Ь е г  4 “ |ь е 1 '  4^  +  с , ( т ) ^ - Ь е 1  4 ֊ - ֊ Ь е г '

М1։) = с ։(т /֊Ь е г ' £ - Д-Ьег 4 + —  Ье1' 4 +
\ъ ъ Ь )

( т / - | ь е Г  4  +  ֊т Ь е 1  4  +  ֊ - Ь е г '  ^

/ Ч Т
( у - 1 ] [ - ֊ Ь е 1  4 - ^ Ьег' ^ г | Ье‘' 4  [ ՛

+ с.

м !,)=с։( х)|- —

+ с2 ('

М 2и =с,(т

м ?
(1 + у)

(24)

А (,Ч °

2 Ье1 4 ՜ ^ 7 Ьег' ^ - у - Ь е Г  4

{ ֊ О-у/Д-Ьег 4 8 и -- ггЬе1 41 + ̂ Ьег' 4 )|
1С0 . Л 4" 4 ;   ̂ л‘ ^ о я  4 4 зи с‘ 4 4Л  А

а (|) = Ал,о)1ёф
ГПР £ =  / с ос1ёР  о • Д,М _  А Л - изгибная жесткость, ф -  угол м еж ду

* V 2А ’ 1 з(1-У 2)
нормалью и осы о вращения, (3 =  я / 2  —ф; Ь ег4 , Ь е1£ , Ь сг4> Ье14 — 

функции Кельвина и их производные; С |(/) , £ -,(/)“  постоянные инте-
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грирования (функции времени); /л = — V2 =» = 12(1 — V2 ):

V -  коэффициент Пуассо! га.
Примем, что на краю цилиндрической оболочки г = /, + /, выполняются 

условия жесткого защемления

^,.3=0, д]К_
дх

■ — 0 ,  \У0 з  —  е, з (25)

а в сечениях сопряжения разнородных частей составной оболочки-условия 
идеального механического сопряжения , которые в усилиях и моментах 
запишутся [9]:

Ля =NU со5ф + 2,.,5тср = е (2);Л  ̂, = М12;в{,) = 0(2);<2(2) = 00)

и г = = Ж (2);М, 2 = Л/,.,;0(2) = 0(3,;Ж (2) = РУ{3) (2б)

где N к , ик -  радиальные усилия и перемещения в конической оболочке; 
01*) _ угол поворота нормали к срединной поверхности; х  = а,2 / Я .  
а* = з(] — V 2 ) / 4А2 , Щ, к = Ж1** / К -  прогиб цилиндрической оболочки.

Напряженное состояние цилиндрической части характеризуется 
отличным от нуля усилием , изгибающими моментами М 1к, М гл и

перерезывающими силами <2 , где

"г* — А ,*  К . *  — е/Д )
1

М. д

Л^2Д=- А ,

£ ^ ^ о £  + (1 + УК ,  

+0+уК.-

/? адг 
уа2 И 52Ж0„

л а*2

(27)

е1(*>. -А
«,3 д'Ж
Я2 дхъ

Здесь к = 2,3; Д.* = к -Жесткость на растяжение, -функция
прогибов, что удовлетворяет известному дифференциальному уравнению 
16,13]

г1+ 4 ^ - ^ ) =  О
дх

При известных е:Я решение этого уравнения запишется следующим 
образом:

(28)
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(2 9 )
^оЛхА =  К и (։)ех с°5х + К-,м(։)е* ьтх + К ^ ^ е ՜ '  соьх 

+ Клк (г)е~х э т  л՜ + егк 

Неизвестные функции времени К ,л(/ = 1,4) и су.( /  = 1,2). которые входят 

в (29) и выражения для усилий и моментов конической оболочки (24), 
определяются в каждый момент времени из условий механического 
сопряжения (26) и граничных условий (25).

В качестве примеров найдены оптимальные по напряжениям режимы 
однородного нагрева внешней средой и заданными источниками тепла 
(постоянной плотности) свободной от силового нагружения оболочки длиной 
2 Я , состоящей из кусочно-однородной цилиндрической части с радиусом 
Я = 0,125“ и толщиной 0,007“ , гладко сопряженной с круговой конической 
оболочкой (фиг. 1). Оболомка изготовлена из материала со следующими 
физико-механическими характеристиками [1]:

Е, = 65,4 /77а; Е 2 = 75,6 ГПа; Е 3 = 63,3 ГПа

\ = 1,63 Вт/(м/9; X, = 0,065 Вт/(м7У;

с, = 795 Дж/(кгАГ;; с , = 339 Дж/(кгК) ;

р .=  2560кг/мЗ. р . = 4080 кг/мЗ;

V, =  У г =  у 3 =  V =0,215

а 3 = 0,74 Вт/(мК) 

с3 = 736 Дж/(кгК) 

р, = 2800 кг/мЗ

Зависимость коэф
фициентов линейного 
теплового расширения 
от температуры для сос
тавных частей оболочки 
1-3 приведена па фиг. 2.

На основании про
веденных численных ис
следований путем срав
нения величин напря

жений в сечениях оболочки установлено, что максимальные температурные 
напряжения в этом случае возникают в зоне сопряжения разнородных частей 
цилиндрической оболочки и расчетным является сечение с координатой 

х = 0,551.
Изменение во времени оптимальной температуры такой составной 

оболочки при теплоизоляции на внутренней поверхности (вычислена по
51



допустимым растягивающим напряжениям на внутренней и внешней 
поверхностях, соответственно, равным 9Мпа и 7 Мпа) показано на фиг. 3, а 
при конвективном теплообмене (определена по допустимым растягивающим 
напряжениям на внутренней и внешней поверхностях, равным 9Мпа) на 
фиг.4.

Фиг. 4
Сплошными линиями изображено изменение во времени оптимальной 

температуры Т* (г) и температурных напряжений на внешней стт и

внутренней а" поверхностях оболочки при отсутствии источников тепла. 
При нагреве от начальной температуры до максимальной растягивающие 
температурные напряжения возникают на внутренней поверхности оболочки, 
а при охлаждении - на внешней. При этом на внутренней поверхности 
расчетными являются кольцевые, а на внешней -меридиональные
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температурные напряжения. На фигуре штриховой линией изображено изме
нение оптимальной температуры в том же сечении при воздействии 
постоянных источников тепла мощностью 1СР вт/мЗ (при тех же допустимых 
растягивающих температурных напряжениях на поверхностях равных 
соответственно 9Мпа и 7Мпа , а при конвективном теплообмене 9Мпа).

Исследования показали, что использование дополнительного подогрева 
указанными источниками тепла в рассматриваемом случае позволяет 
сократить на 25% -30% продолжительность режима нагрева в сравнении с 
режимом, в котором используется только конвективный нагрев, при той же 
максимальной температуре нагрева и тех же допустимых максимальных 
значениях компонент тензора напряжений. Для значений угла

30° < ср. < 90° (через (р, обозначен угол между осью вращения и 
нормалью к внешней основе, проведенной через крайнее сечение конической 
части оболочки) оптимальные режимы толщинного нагрева такой оболочки 
практически не отличаются от режимов нагрева составной оболочки, где 
коническая часть заменена цилиндрической длиной Лс1§Р .

Разработаная методика позволяет определить и исследовать 
оптимальные режимы нагрева конкретных оболочек, что состоят из элемен
тов разной геометрической формы, выбрать рациональные параметры 
дополнительных источников подогрева, которые позволяют значительно 
сократить продолжительность термообработки. Отметим, что режимы термо
обработки, изображенные на фиг. 3, 4, могут использоваться соответственно 
при общей термообработке, отжиге (с целью понижения уровня остаточных 
напряжений), склейке с использованием ситаллоцемента и дегазации.
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ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ

Մեխանիկա 55, Nel. 2002 Механика

УДК 539.3
СВОБОДНЫЕ ПОПЕРЕЧНЫЕ КОЛЕБАНИЯ

ПРЯМОУГОЛЬНЫХ ОРТОТРОПНЫХ ПЛАСТИН
ПЕРЕМЕННОЙ ТОЛЩИНЫ ПРИ УЧЕТЕ ПОПЕРЕЧНЫХ

СДВИГОВ՜'
Геворкян Г.З
Գ.Ջ Գևորգյան

Փոփոխական InuuunupjluG ուղղանկյուն օրրոտրոպ սալերի luquiui (այսակաս տւստանուսմերի 
ըսւյրսյնակաս սահքերի հաշվաուհսմբ

Հեսւեէղով |1' աշխատանքին, րրորս till բերվել փոփոխական հաաուորյան ւարւասկյոԱւ սրրոտրոպ 
սալերի շսրմման հավասարումների ե ձևակերպվի) համապատասխան սկզբնական I. եզրային 
պայմանները ընդլայնական սահքի ղեֆորմացիաների հաշվաոմամր: Որպես սրինան րլիտարկ.ՀՀ I սալերի 
ազատ յայնակաև տատանումների խնդիրը . երբ ւպւհամարվում ևև միջին հարթարրսն տասգԵՍցիւպ 
տեղափոխությունները և պտտմւսճ իներցիան: Սեփական հաճւսիոսթյւււնների մոտավոր npiyihuli հասար 
առաջարկման է Ռիսպի սերողի սխեմա, որտեղ լայնական .ֆիկտիվ րեոի կատարած աշխատանքի հետ 
մեկտեղ դիտարկվում ՚ էաե ֆիկսփվ կտրող ուժերի կատարած աշխատանք;; Այղ սխեմայի • պս:-.՚.յ>|..։սբ 
լուծված է փոխական հաստության ուղղանկրոււ սալերի աղատ տատանումների խեղիրր եզրերի 
հողակապրրեն հենման դեպքում. Կաւհաիվե| է ստացված ւսրոյւււնրների ւ|հրյուծտրյուէ

G.Z. Gevorgyan
On Pree Transversal Vibrations ol Rectangular Orthotropic Plates о) Variable Thickness with 

taking into Account the Transversal Shears

По пналогим с |l] пынолягсм уравнения Движения прямоугольных ортотропных пл. п тин 
переменной толщины н формулирую!՛ я гоотпят« тпуютио начальные и ».paeni.n? условии при 
учете нлиннм« ,информаций поперечных • лвигов В качестве примера >1 поема՛!ривг.ется to,v ՛ 
свободных поперечных колебании счастии при пренебрежении :ժււԽ՚>ւԱ№ւ.\!>ւււ.!% 
Перемещений < рединнон пло՛: хости и инерции нрашания Для ։:ри5лижсИ1:«'Т.1 o;i:>i>.v.v.ui iiv 
собственных частот плосгипки fipeAAaraerca схеме применения метода Рит ца, сл՛ наряду 1 
работой <риктиинои поперечной нагрузки рассматривается также работа фиктивных 
перерелынакниих сил По лей схеме решпегся задача О снободных понерсчц;.;х колебаниях 
шарнирно опертой пластинки линейно-переменной толщины

I. Рассмотрим прямоугольную пластинку переменной толш.ины /? из 
прямолинейно-ортотропного линейно-упругого материала Г (ласгинку 
отнесем к системе декартовых координат .v.i.r, оси которых 
параллельны главным направлениям ортогронии материала Координи! • 
ную плоскость л’у совместим с срединной плоскостью пластинки а ՛ >• ь ՛ 
направим вертикально вниз. Пусть на пластинку действуют 
поверхностные нагрузки, проекции интенсивности которых на 
координатные оси, приведенные к единице площади срединной 
плоскости составляют Аг .У՜./՜ . Здесь и в дальнейшем знаками « — я и 
« —» будем отмечать величины, относящиеся к лицевым поверхностям

’’Работа доложена на VIII всероссийским съезде ио прикладной и 
теоретической механике (Пермь, 23-29 августа 2001г.} 



пластинки з = /;/2 и г = -Л/2 соответственно. Условия опирания краев 
пластанки промзвольны.

Но аналогии с [2| для поперечных касательных напряжений положим
т« =Ф| +2ф2 +г'фи =1|/, +2\|/, + ?2ф3 П 1) 

где

где

(р, 11 ՝!Л -искомые функции только координат л՜, у.
Дифференциальные уравнения движения сплошной среды имеют вид

д'и--- ^֊+ — 4-֊֊—= р----? 
йг ну дг д! ՝

(1.2)

— напряжения, ^»....—перемещения р — плотность мате
риала, / время, а символ (л\у,г) означает круговую перестановку букв. 
Ограничиваясь линейностью распределения перемещений по толщине 
пластинки, можно написать:

[д\и
-“55Ф։ ох

и.. = V — 
8у

и. = XV |1.3|

Здесь и, V, - перемещения срединной плоскости пластинки, а:/-
упругие постоянные материала Компоненты дефюрмации и основных
напряжений пластинки определяются с учетом (13) из геометрически 
чиненных соотношений и соотношений обобщенного закона Гука |11 
соответственно Выражения этих величин, а также внутренних усилий и
моментов пластинки совпадают 
силу чего здесь не приводятся, 
оказывает сопротивления на 
статическими аналогами будут

со своими статическими аналогами. в 
Если считать, что окружающая среда не 
движение пластинки, то со своими 
совпадать также и условия на лицевых

поверхностях пластинки г~±И!2 [2].
Имея в виду вышесказанное 

циальных уравнения движения 
՝ ледукипим уравнениям:

и поступая как обычно, из дифферен- 
сплошной среды (1.1) приходим к

ох

ох

сМ

0' 
ал;

дМ

V 1 -^2+рЛ-7֊Г.
дг
о՛ и-՛

ох ст
'^ = Л'л֊ЛТ,֊^ 

' 12

о>/
?/

ду ох
л;-л г, ֊ — 

12
Здесь '^Ту^,Нх,Ну и

дТ. д8

ох

(7 XV
- У ■ ОХО1

дуд։

" Гг+рА^г

СГ )

М ։, М,, М 1у — внутренние

(1.4)

усилия и

= -/,+рЛ
а

О' т ■

моменты пластанки
Л', = (А” -А”)/2, Г, = (Г-Г')/2
К = Г + Г, 7, =г* +г (1.5)
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Из условий на лицевых поверхностях пластинки 2 = А/2 для 
функций ф2,ф2 и (рт,фз получаются известные выражения |2).

Используя формулы внутренних усилий и моментов и имея в виду
выражения функций (p7ilf/7. (£3 , l//j, из уравнения (II) получим систему 
движения дифференциального элемента срединной плоскости:

А В^ + (В1!+В№)
I GX

d2v (Hi

dxdy
» °"u n ('U »

1л /-К-
dv \öh

dx

+ ß66
du dv^dh , d2it
— +-----------рА—- = —Л
dy dx ) су dr

I n 3՝V /n n \ r» V 
Л //-» ------7 + (^17 + Bff ) ----------  + Ь V
_-ф2 v 12 66fdxdy “dx2

n (du dv । dh 
’ В,. +— —( dy՝ dx J dx

+ 1 В!3 -- тВг2 I — 
I СХ CV CV

d'hА ՛ I В.. —7 + В. 
l cx՛ '12

djh p2iv 
dy2 J dx1 dx

dh2И d'w 
cy2

<7՜՝h <3 ’u՛ 
dxdy dxdy

+ 4^

К'X .(r. d2h dzh} d^ . ch c’7/jl^/.
-A-. S + tzssA Я„ —+Я,—7՛ + Z?P—֊*/<..֊т֊т | — >

dx՜ " dy" J dx is * dx " cy~) • cy

c2h 
dxdy

«55
&>■ , ... fty, 4

T (4 4 4 
dy dx )

-16 <p։ + Ф, i +
dx dy )

(1.6j

+ pÄ112~ + A 
cl2

d'w 
dxdl2

d-(^. ' ch 
dr ? dx

c 
^aydt2

с1?ф( ՝ dh
-^55

= 4 3Z2+h
dh 
dy

dx cxdy
-rlh B,.C-^+Bv

"ar u
d'w''dh dh c2w
------7՜ ----- *** B..----------  
dy' , dx------- dy dxdy

-h2 «55 öi|SL+j8«
dx

d2<Pi
2

+ аЛ^В,Л^С
ärc^՛

-2A aJß„^^ + ß6։ 
ox dx

dh <?(p, R 8>l В
Bx dy

■r8(p։ -p/r
( d2w 
[dj^r2 “«55 = 8X։

0; ,

£4՝ 
a/2 ;

+ «44

-.J - >OH (^՝J] 
dy dx y
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к д
Г '.V + («. -2^)^- +2л|я,г֊՝"

дх'ду аг
5*И^аЛ 
д' Ж

д!1 с՝ и 
‘ 24 ; : 5

/1

2Л ал, в!;

а. Ц1 .0<5(й.,+^)£2!к 
а.-- ) !Л '• №'дхау

^аЧ'. , д ^"Т'А.л Г» ^.8^ Й.^1
<?։՛ Зр л дх дх ) 12 ду дх л дх ду ;

,.84/,-р/г;֊. =ЭД
\су С! О! у

К /равнениям движения пластинки (1.6) нужно присоединить гранич
ные и йачадьнШ условия. При отсутствии сопротивления среды 
граничные условия совпадают со своими статическими аналогами (2| 
Начальные же условия можно представить 8 виде |1):

1фИ/=0 II И!;(Х՝УУ У \'0(л-,>')? IV = %(х,у)
си/дп = и{(х>у), дч/д! ~ У։(х,у), с\и/д( = и-'։(х, у) (1.7)
Здесь п0,\'0,м^ и -заданные компоненты начального пере

мещения и начальной скорости точек срединной плоскости пластинки 
соответственно.

2 Рассмотрим задачу о свободных колебаниях пластинки. Задача 
существенно упрощается в случае поперечных колебаний, когда 
преннбрегеются как тангенциальные перемещения срединной плоскости 
пластинки так и влияние инерции вращения. Положив А'՜ = > = 0, из 
11.6,1 для отмеченною случая получим систему свободных колебаний 
пластинки |3]. Рассмотрим случай, когда толщина пластинки от координат 
г, 1 зависит линейно - Ь — И ,4- Л,х-г Иу

Здесь ,Л? заданные постоянные.
Г՝римем обозначения:
х ха, у уЬ = уат. (Ь = ат). /1 Л0/7,Я, =

а5>Яп = у,. со? = Я, О'/ра?, ф, = 2?,,(рсо5<А>г, и- Лс/сойсо/ (2.11

Ф) = Л’цЦ/совс՛)/, Ла/а = у, = й։ /5, у, Л, /л-
Имея в виду (2.1). уравнения свободных поперечных колебаний 

пластинки (1.6) можно представить в виде
сф 1 2 3
Тх " ш ф + Н (՜' 'Ч’ + ^Ч'Р 2 ^ ■/ ='■ (7.4>-ф) = о

«»+2«« р՝/ 2 <5’7 а.гд՝У\: ,ад, ^7

ах от ^5йгд՜ 1^՜ п}' д'՜ ) т

5 дх-
о В/ х; Т+^(а,2+а,3

т՜ ду дхсу
2хГУ1^+а
Нз дх

у^Лр 
6Л

т сут



О / .
+ <р = £, /,0,4'Ь Он $

а,. 7/ а,. -2а« ё'.( 2 (п о2/ а,:д'_1 . ֊>ааЬ <'՛ I
т ду т ах "оу И их т су1 ; ՛ т ох су ।

֊ *ч ш՜ су2
»■;■■ 5аф | 2у.

т дхду I //л՝
У Ло 
т су

а1 У-> Л1' | 8 г /г \ п
ч р а,. ֊ —4 ад,— +77ТТУ - £Д/-Ф.Ц/) = О 

к т оу дх) Из
(2.2

Безразмерная толщина // 1 + у,.г + у .ту .
3 Рассмотрим одну схему приближенного определения собственных 

частот прямоугольных пластин переменной толщины при учете 
деформации поперечных сдвигов. Будем пользоваться методом Ритца Г. 
Пусть каждая тройка соответствующих членов рядов

л < и < а л
I =Е£ -1 ., /.лх.у). (р = ЕХй.'.®<^֊Л - ХЕГ Ч».(Х..։;>

ь.Т 1-1 1-Я _| = | /=1
удовлетворяет данным краевым условиям пластинки но не удовлетворяет 
диф^теренциалвнылМ уравнениям (2.2). Здесь произвольные-
постоянные ИМея в виду |1.3) и |2 1|, нетрудно убедиться что функции 
.1 .представляют собой амплитудные значения безразмерных виртуаль

ных прогибов, а функции /Л ф .С,ф. Пропорциона.-\Ы1Ы соотвстств՛-. ь 
щям ампмгг. \ным значениям виртуальных деформаций поперечных
Авивов : ластинкй. После подстановки (3.1 ■ в левые части уравнений «2 2 

ио V. чаются величипга. отличные от нуля. Эти величины хвокн՛՜* 
рассмотреть как некоторую распределенную нагрузку /- и перерезы 
вающие силы Л՜ .., А՛ .. Нагрузка 7. . может сЬверШатт, работу на 

виртуальных прогибах, а перерезывающие силы X _ и Л на 
соответствую!.1,их виргуд\ьн:лх деформациях поперечных сдвигов

Следуя методу Ритца, приравним пулю работу / 2 и Л՛, - Л , на 
соот-ветствующих виртуальных прогибах и деформациях

ф[/.,(/,ф;л|/)б4 + £.(/'.ф,ч')бф,.. ^/.։(/,<р,и)бм/. \dxdy =0 |3.2)
п б
Так как вариации <5/՜,, 0р/:, б\|/.. произвольны и независимы друч от 

друга, то из |3.2) следует: 
I !
I [М.Л<р’ ч0./>/^ = о, 

(» I I 
: 1 

,,<&<£■ =0. 
о о

I 1 

о о

I = 1Д...Д, У 1,2,.. .к
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Уравнения (3.3) образуют систему однородных алгебраических 
линейных уравнений относительно .4,(. В<; и С, . Значения собственных 
частот поперечных колебаний пластинки можно определить из условия 
существования нетривиальных решений этой системы, т.е. из условия 
равенства нулю ее определителя. Конечность числа членов выражения 

накладывает определенные ограничения на возможные формы 
изогнутой пластинки. Это равносильно искусственному повышению 
жесткости пластинки, в силу чего найденные приближенные значения 
собственных частот будут выше соответствующих точных значений.

•I. В качестве примера рассмотрим задачу о свободных поперечных 
колебаниях ортотропной пластинки линейно-переменной толщины три 
шарнирном опираний ее кромок. Граничные условия берем в виде:

прих = 0,1 —= 0(Л/т =0) ч/ = 0 (и = 0)./ = 0 (и = 0)
<?л- * дх

С ГА /
при у 0,1 — --аы֊ = о {М у = 0) у = 0(и =0), /■ = 0 (и = 0) (4.Ц 

су ду

Функции

/’ = У. У. Л *‘п -га'5’п АУ» 9 = X Е СО5ПСХЯП /ЯУ 
7-1 1

л А
V = II С,. эпиххеоз /и՝.1

/••I ;'=]

14.2)

удовлетворяют граничным условиям (4.1).
В табл.1 приведены значения первой безразмерной частоты при 

п = к = I, у. = 1, у2 =0. Р = 2. <х;2 = 0.3. а,- = 2, (хгл - 0.4. л = 0.125 
для различных значений /и и /. В предпоследней строке приведены зна 
'•гения безразмерной частоты для полосы, когда в рядах удерживается 
один член и получена приближенная аналитическая формула, а в пос
ледней строке —точные значения безразмерной частоты для полосы |3).

Таблица!
7 1

т 0 1 2 5 10 20
1 1 235 1.128 1.047 0.8852 0.7355 0.5837
5 0.5628 0.5496 0.5373 0.5049 0.4622 0.4019
10 |___________0.5442 0.5323 0.5212 0.4916 0.4519 0.3948
20 0.5396 0.5280 0.5172 0.4883 0.4493 0.3930
100 5$ 0.5381 0.5267 0.5159 0.4872 0.4484 0.3924
об 0.5381 0.5267 0.5159 0.4872 0.4484 0.3924

Точн. реш 
для пол.

0.5140 
______

0.5040 0.4945 
_______

0.4690 
_______

0.4341 0.3827
_______ 1

(>0



В табл. 2 приведены значения (о։| при п = к = 1 для различных 
значений т. у и у, = 0;1, у, = 0; 1 .

Таблица2
г 0 1 2 5 10 У.֊

т = 1
У, =0.ь =0 0.8121 0.7790 0.7499 0.6806 0.6010 0.5046

’Л=1.У:=0 1.235 1.128 1.046 0.8852 0.7355 0.5836 |

У. =0,7. =1 1.235 1.128 1.046 0.8852 0.7355 0.5836 
|

Т,=и?2=1 1.650 1.419 1.270 1.0162 0.8122 0.6242

т = 2
у, = 0, у2 =0 0.4609 0.4534 0.4463 0.4271 0.4003 0.3600

•л =։, у. =0 0.7001 0.6746 0.6519 0.5967 0.5311 0.4485

у, = 0, у, = 1 0.9477 0.8871 0.8378 0.7309 0.6214 0.5010

7, = I. Ъ = 1 1.178 1.068 0.9864 0.8261 0.6790 0.5312

Данные таблиц приводя ։՛ к следующим заключениям:
1 Учет поперечных сдвигов приводит к уменьшению частоты.
2 Поправка, вносимая учетом поперечных сдвигов, уменьшается с 

увеличением гп и наименьшая для полосы.
3 Для пластинки постоянной толщины поправка, вносимая учетом 

поперечных сдвигов, меньше чем для пластинки переменной толщины 
Наибольшая поправка получается при т = 1 ,у։ =1, у? = 1, у = 20 и 
равна 62%.
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ՀԱՅԱՍՏԱՆԻ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԶԳԱՅԻՆ ԱԿԱԴԱՈՎևՅԻ ՏեՂեԿԱ* 1-ԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ

I յնխւսսի1|ա 55 NpI. 2002 Механика

УДК 539.3
НЕЛИНЕЙНОЕ ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ ВОЛН РАСШИРЕНИЯ 

И КРУЧЕНИЯ В УПРУГОМ КРУГОВОМ СТЕРЖНЕ
Минасян М.М.

1Г.1Г Սինասյան
Եյւկայնակահ և պորման ալիքների rp գծային փոխագղեգ արյունը առաձգական կյոր ձ ալում

Աշխւստւսնքում աւաւմնա սիրվել I. առաձգական ձայում րարձր հաճախության ուժեղ ևրկարոոկա.։ 
ւպիրր տր:.հո։մր cjiudp հաճախության պորմաճ երկու ա|իրների: ւհսրոսԱաւփրուր ր»<ւ հիմրամ ղրվաօ I ւ՛ 
4Սաւի1ւ ափթների սինրրոէ: փոխագրեր արյան ոարփոֆիզիկայուս և օպտիկայում կիոաւ՚.վոէ| կարճեցված 
Կսփււ սարումների հայտնի մերողը Որոշված են տրոհման ներիին և վերին շեմե-յր. ինչպես նաև 
Ա|արամես:րւսկան ուժեղացման գործակիցը և պարբերությունը Կատարված ես հաշվարկներ սպյձհպ !. 
պողպատից պատրաստված ձողերի համար. Լ արդյունքները տրված եե ււպյուսակսերի տեսքով

М.М. Minasyan
ЛопНпсэг Interaction of the Longitudinal and Torslonul Was es in Mastic Circular B.n

B piT'ûTc ttcc.M'AOROJto располнйя пеусгойчиьс ть сильной ныгехочас кя нои продольной 
волны при нрлмиейнсм азлимодеиствии г ии^кочостогиыми иоляомн круп ним ■. yr.p.ro-i 
стержне кругового поперечного сечепия. Для поля перемещения приняты приплиж* ниь 
\1 инданна-Гермака. Укороченные нелинейны՛՛ уравнения ныведены методом < ж-хронн •••!. 
дл.ч нормальных колебании i ШДОдедеиы нижний и верхний пороги ПврйМетричеч коп 
'.тилеинп с тлкже коэффиииеи* и период вчоимодейс гвия Для стержня ихгитовлеинок и 
'ШЛИ я тг S/-. пр<.-ш.-д₽н численный анализ результаты Которого н:;՛ д< ювлеяы ч Հ лицами

Как показали Похгаммер и Кри |1.2|. в точней линейной постановке н 
бесконечном упругом стержне кругового поперечного сечения могут 
па. нростраияться бегущие по осевому направлению гармонические волны 
ipëx типов: расширения, изгиба и кручения. Дисперсионное уравнение 
д\я осесимметричных волн представляется в виде произведения

G’. (со, к)G, (<п, к Х./ц (со, А ) = О |Н
что указывай։ на то, что волны разделяются. Однако в нелинейной поста- 
нивке эти волны взаимодействуют, усиливая или ослабляя друт друга 
Одним из механизмов обмена энергий разных волн является фазовый 
синхронизм (согласованность частот и Волновых чисел). Эго явление ши
роко исследовано в физике плазмы, оптике и акустике |'=,5,6.7 В [7| ис- 
I хедовано взаимодействие упругих волн расширения и изгиба по их эле
ментарной теории с учетом квадратичной нелинейности. В данной работе 
рассматривается трсхволнрвое нелинейное синхронное взаимолсйстиш- 
продольной и крутильной колебаний в упругом круговом стержне

R случае волн расширения ( (Հ. (сх А) = 01 и кручения | G ,(о, А ) - 0 | 
точные уравне11ия частот имеют кратные корни и дисперсионные кривые 
состоят из ряда ветвей, соотвотствующих основным и более высоким 
модам (2]. Основные ветви этих мод схематично представлены на фиг I 
(а и б).

Укажем некоторые характерные черты этих кривых.
Кривая Л имеет касательную со = с„к при А՜ = 0 и асимптоту 
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(й-с.к. где с0.с, - "стержневая’ скорость (с0 = ^։£7р) и скорость по 
ворхностных волн Рэлея соответственно. В отличие от дисперсной криво;։ 
к кривая 0 не дисперсная. Уравнение кривой 0 имеет вид со - с\А где 

с, = у и/р—скорость сдвиговых волн. Для ветви, выше некоторой точки

Р на кривой L, групповая скорость волны расширения меньше с2. Jro 
приводит к тому, что ниже этой точки в трехволновом синхронизме:

(О, = ü)2 + (03

к. = - к.
мог.т участвовать одна высокочастотная волна расширения и две низко
частотные волны кручения, а выше этой точки - также две волны росши 
рения и одна низкочастотная волна кручения В первом случае будем го
ворить о резонансной тройке (ЛОО). а во втором случае —о тройке (ЛАВ)

Для вывода нелинейных уравнений, следуя .Ми пдл и ну-Герм ан v |lj 
представим перемешен ин точек с тержня в цилиндрических коордшшгах •՛ 
виде*

и. = w(z.t\ uf = ru(zj)/ a, mw(zj)= rO(z,/) i.3j

где- :: -осевое направление, а —радиус цилиндре։
Вычислив функцию Лагранжа. осредненную по поперечному сечению

стержня, получим:
LUT. Lia'O. 2Xuw.----^4. - +--------- 

4-------4 а
+

+
2(Х + Lib? л, ГХ + ц X + 2ц ,
—---- _0- ---------------+-------------- £ a‘w.

(Г •* 2 4 

<4|

где приведены нелинейные кубические члены, участвующие в 
синхронном взаимодействии. В дальнейшем будем ограничиваться только 
этими нелинейностями. Из принципа Гамильтона получим нелинейные 
уравнения движения стержня в принятом приближении

рте„ ~ (X + 2ц )ш ֊ 2/.и .! а = (X + 2ц )а (0 ‘ ) / 4

ри н - 1ш „ -I- 4Xw. / и + 8(Х 4֊ ц )и / а2 = -(X + ц )с/0; (5)

рО м - цО „ = 2(Х + ц)и0 . ! а + (X + 2ц )(ш .0 . ).
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Отметим. что левые части первых двух уравнений системы (5| 
соответствуют уравнениям Миндлина-Германа [1| с заменой поправочных 
коэффициентов па единицу.

Низшие дисперсионные ветви имеют вид:
G, (охЛ)= [per -(/. + 2ц)£:][рсо2 ֊цА-? -8(?. +ii)/«?]֊ g/r/r /а: (6)

Qi =Р«՜’ -Ц*2 (7> 

где знак минус при С>{означает, что выбрана нижняя ветвь дисперсион
ной кривой к Отметим, что зга ветвь весьма мало отличается от точной 
по форме, лишь только в пределе к-> <п вместо с. получается с\.
Безразмерные (разовые скорости получаются в виде;

с2
4/?;

3-4V + -4-7 
а'к՛

8 V 128

I а'к ) а к՜
= /с2

<-Г/с2 =-֊^—г. ю=(| + уХ1֊2у) 181
2(1

V — коэффициент Пуассона. Дальше будем следовать методике, изложен
ной в работах [4.5]. (’начала рассмотрим резонансную тройку (/.00).

Представим решение системы (5] в форме:
и (.г./) = й(/ )схр( - /кх), н(г)ехр( 1кл), 0(х,/) = 0(/)ехр(-/Лх) 19)

Приняв условие согласований волновых чисел я введя нормальные 
колебания:

получим систему укороченных уравнений: 
(/'«I 2 ~ <■/■«- 2 . б/ .

֊ т со. а. = лта-а..—ь со,а, - -2та.а, -г-~ <.*)чО, - -2ша,а.
<!г 11 ‘ ’ ей' ' • ’ 3 Л2 ' ՛

А'/Д'т (1 + у)г2-(1-у)
п =х —у. у = - ------ -------±------ - с; (111

2<2 + р2 у
Здесь и далее индексы соответствуют порядку резонансных троек
Отметим, что при с >с՜ (1 ¥՛)/()-г-у) у > 0 , а при Г < 0 у<0.

Введя "медленное время" Т = ы, e = A>։/a։ где Е«1 .4,, - 

характерная амп литуда, а Л, - длина продольной волны и представив 
решение системы в виде = /1, ('/’)схр(кдг). для медленно меняющихся 

амплитуд .1 получим систему уравнений:

п . , / \ ^1, « . ,՝ / А \- —Л-. .< схр(-/Дая) - • ֊-----/I, Л схр(/Дея)
(1г ею. с// сф,

— = - — /!։/!’ ехр(/Де>/) Д<!) = (0, - (сп, + Ф,) 112)
(// Е(։).

Из (12) следует закон сохранения энергии и соотношения Мэнли-Роу [6|
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ЕшМ(21=сопя
м,|л,(о)|! -|л,(т)|։)=Ю։(л(г)' - ,1 (О);)=а)^.4,(71 ,1,(0) | (13>

Из этих соотношений следует, что поскольку в рассматриваемой 
резонансной тройке п<0(к} >0. Л. < 0.ку >0) то при у >0 (область 
Длинных волн) возникает распадная неустойчивость (6| и энергия сильной 
высокочастотной продольной волны перекачивается в две другие волны, 
параметрически усиливая их При у < 0 высокочастотная волн.։ усгойчи 
ва и в этом случае происходит только слабое биение колебаний-слабые 
волны не усиливаются. Рассмотрим распадную неустойчивость подробней

Пусть в начальный момент возбуждены сильная высокой, и то тая 
продольная волна и одна из низкочастотных крутильных волн < 
начальными амплитудами Л,(0) Яо,, ֊ Лиз. .4,(0) 0 причем

4,,/ЛП1«1 Для определения порога параметрического усиления (6| 
волн кручения в начальной стадии распада амплитуду продольной волны 
будем считать постоянной Тогда, решив два последних уравнения 
системы |12). получим

/1-(Г) = J,,) ехр(- iAcnr / 2ХсЬа/’ + /AoshaT '2а)

Л։(7)=^-‘֊^-ехр(-1ЛыГ 2)shar Н И
еааь

где а - коэффициент параметрического усиления:

Е a; = ^2L_(W (15.
е'о.ск 4

Из (15) для порога усиления получим опенку:

eAoJo.w.4>,>—<w чи
При полной фазовой синхронности (Д(0 = 0) распадная неустойчи

вость становится безусловной Дальше будем считать До = 0
При тех же начальных условиях решение системы (12) в 

эллиптических функциях Якоби |8.9| имеет вид:

;4(7’f |Я,(Т)՜ ֊ ֊—dn:(c,.v). |л(/1 = 4 —(£>•՝’) (17l
5՜ (0, CO.

где с = £($)+ АтпТ/.тЕч/о^о,, л I + — I —

и Л՛(5) — полный эллиптический интеграл первого рода.
Решения (17) описывают колебания с периодом:

п = 2лЛ(л)7о,о?

'»Л։
После некоторых упрощений, запишем (18| н срор.ме
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П 2зК(з}уу12 + рг К с/У У 

та

где П.=2я •'(•.). период продольных колебаний. Учитывая, что из

оценок А,.. ՛ Ао1 « 1. со,/оу = 0(1) следует оценка 1 л՜՜ - 1. то при 

вычислении полного эллиптического интеграла можно пользоваться 
асимптотической <|юрмулой [9]:

2К(։)=Й1Г6/(1-«։) <20|
Определим коэффициент распадной неустойчивост и как отношение 

максимального осевого напряжения к максимальному касательному 
напряжению в волне кручения при г ~ а.

Учитывая, что
ст „ = (л + 2и )и’,. +21« / а, су л . (21}

этот коэффициент принимает значение
шах|а... с. / л՜ । ! л <------ т—Г =-----1-^= 1-П- + ֊1 1+^. Л+р5/2 (22|
тах;ст„| с \ с л V г

В табл 1 и 2 для меди ( V = 0.35) и стали ( V = 0 28 । на основе формул 
181. .,19 и (22| приведены числовые данные для безразмерной -фазовой 
скорости продольной волны с коэффициента усиления (1 | и величины 
С П/П (/., А, ) Из данных таблиц видно, что параметры взаимодей

ствия существенно зависят от ак . В частности, при фиксированном ра
диусе стержня интенсивность (Г| распадной неустойчивости возрастает в 
сторон՛, коротких волн, одновременно увеличивается и период взаимо
действия. Однако, при этом убывает коэффициент нелинейной вязи При 
достижении точки Р (фиг 1) не,линейная связь в квадратичном ири.бли 
жепии обрывается. При дальнейшем увеличении к коэффициент пели 
ценности меняет знак и. как было отмечено выше сильная высокочас
тотная продольная волна.становится устойчивой, а низкочастотные слабые 
крутильные волны не усиливаются.

В случае резонансной тройки (/./,0), как показывает анализ, 
распадная неустойчивость не прояв.хяется, т. е. сильная высокочастотная 
продольная волна не усиливает низкочастотную продольную или 
низкочастотную крут ильную волны.

В работе рассмотрена временная эволюция при пространственной 
однородности. Аналогично можно рассмотреть пространственную 
эволюцию в стационарном состоянии. В общем случае необходимо 
учитывать как временную так и пространственную эволюцию, как это 
сделано при взаимодействии продольной и изгибной волн [8]. Здесь 
наиболее интересное явление связано с существованием солитонов 
разных 'цветов* - светлых" и "темных' Однако, это предмет отдельного 
исследования. *4'

Следует отметить, что усиления будет тем больше, чем больше длин.", 
стержня. Увеличение со длины можно имитировать соответствующими 
способами закрепления концов, превратив стержень в резонатор
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I аблица 1 1м<'М՛

ак 0.05 0.1 0.2 0.5 1 2 3 •<

с 1.000 0.999 0.999 0.995 0.980 0.924 O.94S 0 7§2 |

Г 1.556 1.156 1.158 1.170 1.216 1.452 1.960 2.689 •

с 0.684 0.685 0.687 0.704 0.772 ' 1.177 2.495 2.088 1

Таблица 2 |CTa.*i;«l

ак 0.05 0.1 0.2 0.5 1 2 3 4

с 1.000 0.999 0.999 0.997 0.987 0.944 0.870 0.800

Г 1.182 1.183 1.184 1.191 1.223 1.418 1.982 2.925

г 0.692 0.695 0.696 0.709 0.759
_______

1.097 1.982 ?
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УПРАВЛЕНИЕ ЭЛЕКТРОМЕХАНИЧЕСКИМ МАНИПУЛЯ
ТОРОМ ПРИ ОГРАНИЧЕНИЯХ НА НАПРЯЖЕНИЕ И ТОК 

Аветисян В. В.

Ч Ч Ut|bu>huj>uüI |Lt(in|iiuûL|uui(l|il|tul(uiÜ ||шй|Ш|пцри։лпр|1 qLQ։ui|։upmi)p juruhuli I. i|piu i]|u|un)utuhutuüiuiJuu^niübLpt։ qbU|pniiJ'1 |iu։iuptp|mu l п> цОшфЬ hu;4muiupnulGbp|i liuiuiulpupqin| blpu|iUM(pt|Hl|։|։.lpn[iiuiib|nui(i)ilpul(iuu diuûjiiqtuuiuinnpl։ tjbljiuiJtupdiuü |u!i։i|>pp pupüiub L hnutuUpf։ пиф i(jnu цр\]шд uuihi)mliiui|nul|nidbLp|i i]tiu(pnid V.V. AvetisyanI lu- control of electro mechanical manipulators with restrictions on tension and current
Решаетс я тадача ущмнхения электромеханическим манипулятором, движение которого описывается системой нелинейных дифференциальных уравнений при ограничениях на напряжение и ток

1. Рассматривается электромеханическая .модель плоского диузиенного манипулятора управляемого с помощью двух независимых приводов, содержащих электродвигатели постоянного тока с независимым возбуждением и редукторы. Движения такого манипулятора в безразмерных единицах описываются системой механических уравнений Лагранжа и уравнений баланса электрических напряжений в цепях якорей электродвигателей (!|(1 ֊ 2МаЬА„ со£<р,)ф, ч֊(Л1: + А/а/. соз ср ?)Л։7ф; ֊
-\faLA зто,фЛ2ф, -ф,)=Л.'‘ ՝ . |1ЦФ; + (Л., •+ Л/ц/,со5Ф:)ЛГ2 ф. + Ма1А^ 5ш<р2 -ф;’ =/Л + 4֊ к\ ф. = кк :и^ I = 1,2В (11) - обобщенные углы поворотов звеньев манипулятора:

а - мина первого эвена £ - расстояние от шарнира, соединяющего первое и второе звенья, до центра масс второго звена. М - масса второго-I звена; т масса ротора электродвигателя, управляющего вторым звеном: /1,|։.1Г./Г, -коэг!>фнциенты. содержащие инерционные и геометрические параметры манипулятора |1] /.,,/? - коэффициенты индуктивности и х\е- кчричечкое^гшротивленне обмотки роторов электродвигателей; —пос* тоянный коэффициент, у։ -ток в обмотке якоря i -го двигателя; н, - уиравчяюшее напряжение пол«։в<»емое на вход /-го двигателя
Ь8



Для системы |!.1| ставится задача управления Требуется найти управляющие напряжения , осуществляющие приведение манипулятора из заданного начального состояния покояФ,(0) = 0, фД0)=О, /.(()) = О, 1 = 1,2 (1.2)в заданное конечное состояние в момент времени ( = Г<рДГ) = <р;( Д(Г) = 0, 1 = 1,2 (1 31R течение всего процесса управления должны выполняться ограничения на напряжения и гоки в пенях электродвигателей|Л1< = 1,2 н .пгде }. максимальная величина тока в цепи /’-го электродвигателяНаряду с полной (1.1), рассмотрим упрощенную модель манипулятора, которая соответствует случаю, когда электромагнитные постоянные времени Т| Д / /\ весьма малы но сравнению со временем транспортной операции, совершаемой роботом, а второе звено манипулятора статически уравновешено. В пом случае выполняются соотношения Л, « 1. Л и в первом приближении члены, содержащие в уравнениях П I,можно опустит?. [2] Тогда уравнения движения (1 1), после исключения из них переменных / . и ограничения (1.4) упрощаются и принимают вид
яд + +*,<р, =«, (4,՜; ф, • #,ф. г/:?ф2 =«;
и <1. ՛ н(.-Л.ф1 |< 'R. = Г),. / = 1.2 |1.б)В 11 3),(1 и), (1 2|,(1.3| перейдем к новым переменнымV. = и. -Аур., I =1,2,= Я։ф.+Я|Л։2411ф2, ф, = Л?42/122|(р1 + Л2<р2 (1.7)х,=Ф։, *з=фр х?=ф?, хл=Ф2В переменных 11.7) задача (1.5),(1-6), 11.2),(1.3) примет ВИДX, =Х2,Х, =У,,Х2 =Х,,Х4=У, (1.4)|у||<п, =л"Уь':«..'=1>2 (1.9)

С'11 = ^-1 ^1 -Л I ^22 ( | ^22 ^12 ) > <43 = Л 2^22 (Аз ~ Л 1 ^22 )с,։ =А2/?,1Д?Л1(/11‘г֊Л11Л2) с23 =А2/?;'А|А2(А|А:֊-<) ‘
СУ2 =<■-'14 =С22 =С,4 =0Л-(0) = Л-0 = 0, 1 = 1.......4 П-10) л1 (Г) = л-]1 = <х.(р: + р.ф',. х2(7') = л2 = 0

х.(Т) = х\ =а2(р’։+р?ф2, х4(Г) = -<1 =°а, = /?,, а֊. = Р5 = ААзА՜?’ Рз = А 69



2 Обозначим через X - (х։,...,Х4 )' и v = (v1.v,)J (разовый вектор и вектор управления системы (1.8) и перепишем систему п векторной формеX = Лх + В\ (2 11г нос тряпными матрицами ?1 Л размеров 4x4. 4x2 и фундамен та м>.чоиматрицей р
.4 =

11ачаль

л зм ера 4х 1 со 'О 1 0 (Г0 0 0 00 0 0 1 .0 0 0 0 lue и конечн

зтветств
. а=

яе углов

виног0 0"1 00 0,0 1, ия пре
Ф(0 =

хставим с

'1 t 0 0j0 1 0 о! (2.210 0 1/^ооо 1Jчедующим обра:юмх(0) = 0. х(7’)=х: (2.3)Запишем решение системы (2.1) с начальным условием 1'2.3՛ г
x(t) = |ф(/)ф-' (t)B(t)v(t)A (2 4)иС учетом (2.3) и (2.4). задача |1.8}-|1.10) сводится к отысканию такого управления v(/), при котором удовлетворяются условие

у]ф'։(/)Я(0у(/)<// = Ф '(7)х՜ <2 5)
и ограничения 11.91 для всех t е [О.Г].Воспользуемся известным подходом |3] построения управления, который в |4 5] был распространен па случай наличия ограничения на управление, а в (6j —на фазовые координаты в задачах успокоения скалярно управляемых многочастотных систем .линейных осцилляторов ; маятникон|.Управление. решающее задачу без учета ограничений |1.9|, ищем в виде v(/) = Q! (t)C. Q(f) == Ф-’(/)Я(/) (2.6iЗдесь ( постоянный вектор, определяемый единственным образом ггак как <1 8| вполне управляема |7,8|)

С=Н՝(Т)Ф'(Т)х' (2.7)из системы линейных алгебраических уравнений г/?(7’)С=ф-'(7)х|։ /<(?•)= (2 81ОПодставляя (2.7),(2.8) в (2.6). а затем (2.б)-(2.8) в (2.1), управление v(/) и фазовую скорость х({) можно представить следующим образом
vit) = Л1 (/,Г) (х’)г, х(/) = G’WHx')7՜.х։ = (<4X4) 12.9) где матрицы = 1,2; и G:=|g'J, ....... 4определяются таким образом:/■" ((, Г) =(Ф 1 R 1 (Т)Ф'(Т) |2.10)
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G\tJ)=A(f)<[>(t)R(t)R ’(Г)Ф '('Г) + В(/)й'(г)(Фч(О)'Л (Г)Ф (Г)

С учетом (2.9), (2.10), искомое управление и соответствующую ему фазовую скорость представим в следующих координатных формах1 = 1.2; х-.(/)=Х^„,('.П^. 7 = 1....... 4 (2.11)
Ограничения (1.9) после подстановки в них (2.11). принимаю! вид

|v,(0! =
д.
Ело.пх.;

9=1

<Т|.,/=1,2 <2.12}
4 4

V, (0+z V, 0) = £ (д (Z, П + л., (/, П) .< 

/=1 9=1

/ = 1,2

(2.131/:,,.(/,Г) = Хе^А(«,Т), i 1,2; q =1....... 4
/=։Выберем время 7' гак, чтобы удовлетворялись ограничения (2.12) и(2.13). Для этого введем следующие функции5,(Г>= тахК.и.Г) 11 = 1.2Л/,(Т) = { тах/С (/,Т) '՜՜ + тах /<(г,7՝) * ч-о^г • •* (2.141

где К (t.T). L.(l,T) определяются из (2.10) и имеют вид£,(1,Т) = £д։(1,Г), 1 = 1,2; Д(/.Т) = Е^(АП. / = 1,2 12-tfj9=1 9=1К соотношениям (2.12),(2.13) применим неравенство Коши Буняковского

, / = 1.2

\9=1 \ <?-> у

Тогда с учетом (2.14),(2.15) неравенства (2.16) перепишутся в виде
i = 1.2

+ [/,.(;,?)]՛ ф1х||М,,(П. 12-1717 = 1,2
Из (2.17) следует, что наложенные ограничения (2.12) и 12 13) будут удовлетзорены для всех /с [0,7’], если время 7՜ > 0 выбирать из следующего условия:

|.г|| = 1пп1|пнп[т]^;(7)։ А7,(7՜)]] (2.18)Таким образом, для .любого заданного л՜1 из условия (2.18) можно найти 71



время Г, а затем определить управление V,-. / 1,2 из (2.11).3. <' помощью (2.10),(2.6)-(2.8),(2.1)-(2.4) определим элементы матриц /•”. с;։ г'=||/4 7=1,2; <7 = 1,....4 (3.1)=Л =-127-’7 + 6Т-г,^ =Л =67--:/-27-,/’։ =/‘ =/' =/д =оС'=Ы’ > = ? = ’>֊"’4
8՝11=8՝)3=-6Г-312+6Т-21, ё\2=г\,^ЗГ-:г-2Г-՝1 132|=^, =֊12Г ։/ + 67-3, = 8'и=(>Т 21-2Т 1£>՝■ Ям ~ Ям = Я.ч = £՝7 ~ Я<1 = Я-с = ОС учетом (3.1)֊(3.2) для функции 5-, Л/,,7 = 1,2 из (2.1-1) будем иметь 5, (Г) =5.(7՜) = 7՜’/6. М,(П = [б/Т2+3(^+<^)' ;.'27-]՜'. 7 = 1,2(3.31 Подставим 8՛.. М,, ։ ֊ 1,2 в условие (2.18). к котором, согласно II 10) положим ;Л֊1 [ - ^'(х.1)' + (х’ У . Из (2.181 получим уравнения для нахождения 7'х' 1И1птп։)г‘||7’:/6, [б7'/'՜’+3(с։^+сг) ? /27’1 ' ( (3.4)

При нахождении / из (3.4) возможны несколько случаен в записи мости от соотношений между параметрами задачи Г|, . I — 1,2Для конкретной модели манипулятора со следующими значениями безразмерных параметров, входящих в (1.8}-|1 10).
I., * 0.001, А2 * 0.003, /< * 0.39, R. * 0.09, к. *1.5, к2 * 1. т]. * 0.1 (3.5) П .* 0.09, сп * 4.0302, с,А = ֊1.3216. с,, *-1.2930, *11.5351П1; А *0.08, /(,.//(,, *0.48, Ма1./А}1 * 0.03, Мак.! ,4:: * 0.21имеют место соотношения с,2, -)- с։՜. < су I- с:.у С учетом >тихнеравенств, из (3.41 найдем 
где Т' определяется из равенства т).З.(Т) = Л/ ,(Т)Г = 4(1-т|2)/'П?(с;։+с?23)' 2 |3 7|Поскольку функции 5\,?\7.Д3.6) монотонно возрастающие, то из уравнений (.3.6) искомое время Т определяется единственным образом Разобьем весь полубесконечный интервал времени 7' на две части: [0,7 ’]. |/',х] Д которым соответствуют два интервала изменения

, !х11.ос .Здесь



|х'| =8(1-п:!)2/Зт|2(4+4) 13-8)определяется подстановкой Т = 7" (3.7) в правую часть одного из уравнений (3.6). Далее, для фиксированного начального состояния (2.3) по г заданному конечному состоянию л՜1. путем сравнения х'| с |х‘ определяем, в каком из двух отрезков лежит искомое 7' Если 7՜ е [(), /"], то 
Т определяется из первого уравнения (3.6)Т = (б|х'|/п2)''г, 0<|х'|<|х' (3.9)Если Т б[7", оо]. то Т определяется из второго уравнения (3.6)
Т = (3(с2,+сг!։)',!|х'| + ^9|х'|г(Л,+с2!5) + 9б|.с'^ )/4, |х'| <|х'|< я (3.10)Соответственно, подставляя (3.1) в (2 11), получаем выражения. н<> которым можно подсчитать компоненты управления в любой момен! времени, а именно:V,(/) = 6.7՜ ;(1-27՜ '()х;, у;(() =67"2(1-27’’/)х; (3.11)где момент времени 7՜ определяется согласно (3.9),(3.10).Из (3.11) следует что чем больше время движения до герминального состояния, тем меньше максимальные величины управляющих функцийСогласно (1.7) перейдем в 13.11) к исходным переменным
и, (о={бл, [л, • (4 4 4 - в •՛«; - ». ■• л,. .4,; < 4 л, ,՛ ли՛ ֊ ।) • х; ], /■ ’): + +{-12х,'/7” + 64,(444 1) 1(Л;144|,х;-Л'х||)/Г:) + 6х!/7՝ «։(/) = {б*г[41(4л,11л3)-1)-,х)-444(444-о-'х,']//-՜’^ + + {֊12х( /г +6*,(444 !)-'(/?. 'И..4Х,' - Н:'х\)!Т:)(+ 6х! т-(3.12) где %; = я,ф;+л’=* М:4. Законы управления (3.12), полученные для упрощенной модели- системы четвертого порядка (1.5), использовались при моделировании транспортных движений двузвенного манипуляционного робота с числовыми значениями безразмерных параметров (3.5). Фигурирующие в выражениях (3.12) конечные значения фазовых координат принимались равными ф.;(7’) = 1 рад.; ф'2(7՝) = 2 рад. В соответствии с этими значениями и с учетом (3.8), (3.5| время окончания процесса было рассчитано по формуле (3.10) при значениях (3.5)- Т = 5.7368 Управления (3.12) при указанных значениях параметров были подставлены в полные уравнения (1.1) и путем численного моделирования проинтегрированы с начальными условиями (1.2) на интервале [0,Г]. На фиг 1 представлены зависимости <р.(7)-(I), ф?(г) (2) для полной системы Соответствующим образом представлены также зависимости ф,(7)-(1), ф,.(г)- (2) 11а фиг.2 Вычисления показали, чти значения фазовых координат и угловых скоростей системы (1.1) в момент 



окончания управляемого процесса равны соответственно<р։(Г)* 1-0072. ф, (Г) 1.9923. ФДГ)* -0.0018. 6.(1)^-00008

Равенство свиде гельствуют о том. что управления расе читанные дли упрощенной модели. обеспечивают приведение манипулятора в мдннное терминальное состояние г приемлемой точностьюЧИТЕРАТУРАI Хветис ян В В Оптимизация транспортных движений промышленных роботов с ограничением на мощность тепловыделения.// Изв \l I СССР, Тохи. Кибернет. 1987. №4 С 200-2072 .Аветисян В.В Оптимальные по энергозатратам перемещения электромеханическсн манипуляционного робота /, Ihr« РАН Теория и Системы Управления 1996 \>4 с. 186-192.■' Кдлмаи Р Об общей теории систем управления. -/ Гр 1-го контр Междунар федерации по антомат управ-ю. (И-АС j М. .Ah < с. СР 1961 1.2 С.521-547-I Черноусько Ф Л О построении ограниченного управления вколебательных системах. // ПММ 1988 Т 52 Вып 1 С 549-5585 Добрынина И- С . Черноусько Ф. Л Ограниченное управлениелинейной системой четвертою порядка // РАН Техн. Кибермет 1992. N? 6 С. 94-100.6 Ананьевский И.М Управление линейной системой четвертого порядка при смешанных ограничениях //ПММ 2000 Т.64 Вып ü С. 901-908.! Хветисян В.В. Ограниченное векторное управление линейной динамической системой // Сб науч. Тр. Конф. "Вопросы оптимальные управления, устойчивости и прочности механических систем՜'. Ереван. 1997. С 13-178 Аветисян В.В. Ограниченное управление линейной динамической системой « ограничением на фазовую скорость // Изв. 11Л11 РА. Механика 2000. I .53 N? 4 С 48-56-Институт механикиИ \Н РА
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ՀԱՅԱՍՏԱՆԻ ԳԻՏՈՒքԺՅՈ ԻՆՆԵՐԻ ԱԶԳԱՅԻՆ ԱԿԱԴԵՍԻԱՑԻ ՏԵՂԵԿԱ4 ԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ

Սեիաւնիկա 55, №1, 2002 Механика

УДК 62-50
ОБ УПРАВЛЯЕМОМ ДВИЖЕНИИ МАТЕРИАЛЬНОЙ 

ТОЧКИ С НЕФИКСИРОВАННОЙ МАССОЙ
А.А.1 укасян, А.Г.Матевосян

11.И. ‘Լուկասյսւե. И Գ. Ս՜աթևոսյան
Չֆիքսված զանգվածով նյութական կետի ղեկավարվող շարժման մասիս

Դիտարկված Լ յֆիքսված ղասզվածով նյութական կետի ղեկավարվող յսւրժումր ղեկավարող 
ֆունկցիայի Սահմանափակության ղեպքոէմ: Կառոպված է ղեկավարող ֆունկցիան սինթեզի տ՛արող, 
ֆիքսած եշաԱավւոխության կորի դեպքում, որը ապահովում I նյութական կետի րերւսմր ֆսպափն 
հւսրթուրյււն սկղբնակետ ղասղվածի բորտ թուլյասւրելի արժեքների դեպքում սեկ նշանափոԽուրրսե 
կետով (Կրված I ղեկավարման կիբնոնետիկ սխեման '՛. ստացված են վերջնական դիրքը րերծւսն 
ժամանակի ղսաւոսսոսկանեերւ! նյութական կետի ցանցվածների տարրեր արմնրևերի դեպքում

А.А. Ghukasjan, A.G. Matcvosyan
About ul controlled movement of a material point of unset mass

Рассматривается управляемое движение мотсриалыюи точки с нефиксированной массой 
с ограничением на управляющую функцию. Построена управляющая функция в форме- 
•ашгеза цри фиксированной линии переклют->1м»1 кптпрая о6рсш՝'1ина- i прйвс,\г-ни<- 
.'ИТСрИ<1ЛЫ1ОЙ точки н начало координат фазовой ПЛОСКОСТИ для всех допустимых Жа-шиии 
՝iûcc с одной гонкой переключения Припади гея кибернетическая схема управлении и 
получены оценки времен приведения и Термин йлъЙОС состояния для различных шт пип 
масс материальной точки

1. Постановка задачи управления. Рассмотрим управляемо? движение 
материальной точки < одной степенью свободы. Уравнение движения 
точки имеет вид

гпх - и 1.1 I)
где х -обобщенная координата точки, и управляющая сила.

Предполагается, что масса т точки нефиксирована. но находится в 
заданных пределах

т(><т<М (1.2)
На управляющую силу наложено следующее ограничение:

I М
ш < 1 + г), где тах Т] ----------- (13)

Л/ 4- /И С)
Требуется построить оптимальное управление в форме синтеза 

п(л\.т) такое, что при любом значении массы т удовлетворяющем огра
ничениям (1.2), всякая траектория движения точки приводилась в начало 
координат фазового пространства при фиксиров։знной линии псрсключс 
ния, построенной для массы т (не нарушая общности, можно считать 
/н'= (Л< +/П0)/2). Требуется также построить управляющую функцию с 
минимальным числом точек переключений и, при возможности, сохранить 
ограничение и < 1

2. Синтез задачи управления. Исследуем сначала задачу оптимального 
приведения материальной точки в начало координат при ограничении
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п| < 1 с фиксированной массой /и'. Известно )1), что для заданной массы 
синтез оптимального но быстродействию управления имеет форму

w(x,x) =

֊1

-1

1

1

при

при

при

при

х>0 

х < 0 

х > 0 

х < 0

и х>-т'х2!2

и 

и 

и

х > тх2/2

х <- т'х2/2

х < т х2/2

12.1)

Этот закон управления полностью определяется кривой
переключений л՜ = ~ т'х /2. Полное время Т приведения материал։.ной 
гички массы №՛ . управляемой но закону (2.1), из начального состояния 
(х,. .х,, ) до терминального состояния (О.О) равно

Т - /п'х() 4 2фп'Ст. = ?и'х0 + 2у[т\

при Сл. = л*р 4- х^т'/2 > 0 12.2)

Г = -п1'хГ։ + 2у[^т'С„е при Сте. = х0 - х2т՝/2 < 0 |2.3|

2.1. Исследуем поведение системы (1.1.1 к случае, когда масса т точки 
нс совпадает со значением /»’.Предположим сначала что масса точки /» 
меньше параметра кривой переключений, т.е.

тс<пкт' |2.4|
Фазовыми траекториями движения точки мессы /?/ при ограничении 

К1 < 1 является семейство парабол х = ± тх'/2 4- С (I]. На фиг 1 жирной 

линией изображена кривая переключений, отвечающая массе »?' и 
ограничению \к < 1 а тонкой сплошной линией— отвечающая массе ».՛

при ограничении (Mi < 1 .
Пусть сначала на

чальная точка находится 
выше кривой переключе 
ний АОВ (фиг I) Траек
тория движения здесь 
состоит из двух ветвей 
парабол В первом слу
чае. когда начальная 
точка (х0. х0 ) нахо
дится между линиями 
ОВ и OF. то при сох
ранении линии перек
лючения АОВ точка 
должна двигаться но 
j । а раболе < -е м с йс тва

х - - тх ' /2 ■՝ С (С 4-x.:w/2 < 0 | при н = -1 до точки пересечения

֊ .и.диь.атои х։ = (2С/(/»-»?')) 2 ՛ Далее, если не изменить величину 
управляющей функции и, возможности которой мы имеем (1.3) то точки 
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может двигаться до начала координат вдоль линии переключения ВО при 
скользящем режиме управления (фиг. 1). Избегая многочисленных точек 
переключения на участке траектории В.О. в рамках ограничения (1.3).

. т-т'
управляющую функцию определим в виде? и = -\-г/. где ------■՛—<0

т՛
При этом линия В.О является траекторией движения точки с массой /и 
(2.4). Аналогично можно построить закон управления и фазовые 
траектории движения точки, когда начальная точка (хи,Х0) находится в 

Областях 2,3,4 (фиг. I).
Синтез оптимального по времени управления с одной точкой 

переключения при сохранении линии переключения ЛОВ имеет вид

при х >0 и х > — т л ~ ‘2

֊1 при х < 0 и х > т хх/2

(1 +л) при х>0 и х= шх/2
м(х,х )=<

1 при х < 0 и х < шх\/2
12.5)

1 при х > 0 и х< шх?/2

0 +п) при х <0 и х - /их2/2

Так как управление происходит ио обратной связи то предполагается, 
что связь имеет возможность в каждый момент времени определи։։, как 
фазовое состояние движения, так и массу материальной точки (фи: 31 
Следовательно, в формуле (2.5) значение т] считается известным

Время движения между точками А и В, равно
/։ /п(х0 х, )=??;(х11 ֊ ^2С/(уи - щ’))՛ а <>т точки В, до начала коорди

нат - т х. = 2С/(?и л?г') ).

Следовательно. полное время движения материальной точки массы т 
из начального состояния (хо,х0) до терминального состояния (0.0) при 

управлении (2.5) равно

Г = 1. 4 1У = тх& 4 у'2(м - Ш՝)(\ С -х0 - Л\?п/2 < 0 (2 й|

Аналогично определяются полные времена движения материальной 
точки в случае когда траектория движения начинается в областях 2.3 4 
(фиг. ։). соответственно

Г - тхс 4- у;2(щ 4- т')С, С = Хо + х‘ш/2 > 0 (2.7)

Т = -/их„ + ^2(/и'- /и)С. С = хп (2.8)

7' = ֊/ИХ0 4- 2(и? + Ш’Х?, (' = X. - X֊ П1:2 < 0 (2.9’1

2.2. Предположим теперь, что масса материальной точки больше 
параметра кривой переключений, то есть /и' < т < М При ограничении



|«| > и законе
управления (2.1| траек
тория движения мате 
риальной точки массы 
т представляет собой 
спираль, содержащую 
бесконечное число вит 
ков [2J Чтобы в законе 
уп р а вле н и я пе ре клю ч е - 
ние происходило не 
более одного раза, 
управляющая функция 
должна принять значе
ния ,// ֊ 1 + ;/ 11.3), где

т-т’ л
7] =-------— > U , после

tn՛
выхода материальной точки на кривую переключения ЛОВ

11е наручная общности, можно считать 'гго начальная точка 
траектории находится выше липни переключений АОЛ фиг.2 (жирная 
линияI Траектория движения точки здесь состоит из двух участков, от 
начальной точки /10 (х(., х.:1) по параболе х= тх /2^С,. |фиг2, 

штриховая линия), где С 0 = Хо - ХцГП/2 > 0 до точки пересечения 

Л | х։ -(2( ‘ /(т +) с кривой переключения АОЛ а затем до 

начала координат — по линии переключения В/)

Время движения между точками /1<; и ВГ/ равно 
I = лн(хп - л՜! )= м(х0 - ^2Сц/(т + /«')), а от точки В^ до начала коорди֊ 

нат равно -т'х՝
Следовательно. полное время 7 движения материальной точки массы 

т - т' л
т . управляемой по закону (2.5), где 1] ~----- -—>0. из начального

т'
состояния (х„,хс,) до терминального состояния (0,0) равно

Т = тх() + ^2(/н -г /н'К.’п, Со = хр + х^т!2 > 0 (2.10)

В случае, когда начальная точка (х0,Хй) находится ниже линии 

переключений ЛОВ. то время движения определяется следующим 
образом:

7՜ = -тх. • ֊ 2(т + т')С9. С„ = х0 ֊ х&?и/2 <0 (2 11)

дибернетйческую схему управления материальной точки с нефик
сированной массой по закону (2.5) можно представить в виде (фиг 3)

С практической точки зрения такие задачи могут возникнуть при 
управлении механических систем, перемещающих грузы, массы которых 
могут меняться в заданных пределах и система управления которых 
оптимальна по быстродействию для конкретного значения массы 
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перемещаемого груза. Подобные задачи при разных поетаЕЮвках и 
методах исследования рассмотрены в таких работах, как |2-1]

(г) - кривая переключений, отвечающая параметру т Х։) (/) - траектория 

движения. II = Хт- (/) — Л'л (/) £ = /П ~ т'
Фиг. 3

3. Сравнение времен движения для различных значений масс 

материальной точки. Обозначим через 7՜՜՛ время движения точки массы 

т из начального состояния (ло.л’о) до начала координат при шконс 

управления (2.5). Если масса т материальной точки совпадает со 
значением т', то управление в форме синтеза (2.1) обеспечивает ее 
приведение в терминальное состояние (0.0) за минимальное время. Время 
движения в этом случае будет

'С =^о + 2^-, <֊\. = хй + л՛՜т՝<2 (3.1)

Беля же масса т не совпадает с расчетным значением /к' то 
справедливо следующее утверждение |2|:

Т” <Тт- ПР»1 т<т (3.2)

Если масса т материальной точки больше значений /и’ го 
справедливы следующие леммы.

Лемма 1. Пусть т՛ < т < А/ . Тогда
I т: <т:՛ <т;, (3.3)

Доказательство. Согласно формуле (2.10). имеем
т; = Мха + 72(М + т')См , Си = хи + х*М /2 > О

т'' = »'-го + у[2(т + т , Ст = х0 + х.;т/2 > О

Поскольку Сл/ и С1п неотрицательны, то при Л:>0 справедливы 

следующие соотношения:

79



= Л/х0 4 у!2(м + т'\х0 + /2) > тх(1 + у]2(м + т')(х0 + х^п/?) >

> тх1} -г у12(т + /«')(;х0 + х^т/2) = 7^" > п։'хп + ^2(т 4- т'\х0 4- х^т/2) >

> гпх9 + 2у/т'(х1 +7>7/2) =

Следовательно, 7’д? > > Лг •

Если л,, <0, то траектория движения каждой из точек разбивается на 

два участка. Обозначим через В2 точку, в которой траектория /МЛ дви

жения точки массы ш выходит на кривую переключений АО фи։՛ 4 

(тонкая сплошная линия), От начальной точки .42 точка с массой т 

сначала движется но дуге параболы л = шл”/2 ь С до точки В (жирная 

линия। а затем по кривой переключений до точки /Л Так как

лежит ниже траектории точкитраектория движения точки массы п:՝

Фиг. 4

массы т, то это 
означает что она 
движется с большей по 
модулю скоростью и. 
следи в а-гель но. быстрее 
достигает состояния 
/Л Второй участок из 

состояния Н. до начала 
координат обе точки 
проходя։ одинаково 
[ 1о:>тому полное время 
движения материальной 
точки массы т' 
меньше, чем время

движения точки массы т . Такая же ситуация справедлива для точек
массы «? и М (фиг.4—тонкая сплошная и штрихованная линии) Лемма 
доказана

Лемма 2 Пусть т' < т" < Л/ . Тогда 7\7 < Л7 (3.4)
Доказательство. Согласно форлгуле (2.10), имеем

г; ֊ ЛД, - +т'Хх։+х02Л//2)
Т"' + х<2(л/ + т’\ха + .х0;<М/2), х„ + х-Я/2 > 0

Следовательно, по условию леммы имеет место Т’̂  < 7՛՜"՛ . Лемма 
доказана.

.М)



Лемма 3. 7'^° - min max 7'm .

Доказательство. Из утверждений (3.2) и леммы 1 вытекает равенство
7л՛;՛ -- шах Т” . то есть при законе управления (2.5) с любым параметром 

ш . удовлетворяющим ограничению (1.2), дольше всего движется точка 

наибольшей допустимой массы А/ . Согласно лемме 2 min TJ' Т*,?1.

Лемма доказана.
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ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ

Ini]utuG]il|iu 55. Nel, 2002 Механик«։

УДК 531.36
ОБ УСТОЙЧИВОСТИ СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ ДИФФЕРЕН 

ЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ С ПЕРИОДИЧЕСКИМИ 
КОЭФФИЦИЕНТАМИ ПО ДЕЙСТВУЮЩЕЙ СИЛЕ

Шагинян С. Г.
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S G Shahtnyiut
On the Stability o1 Actin/ Force of the System* of Differential Equation with I'enodicul <_'ocf։c։cnls

Рогсмотрийвегся шдачп устойчивости i։< действующей силе ՛ исгемы чиноииых \иф<рг 
pciiunaAi.iii.ix уро'ик'нин ՛ пормиличсскмчи коффнииеитоми 1 и՛ менпыо ։ipei)ôpi։;.։o»bmn>i 
binyHDKd Галичи приведено к Задаче устойчивости ио действ. :-<jiiri։ ил՛֊ «истом miii«-;iiiij\ 

дифференциальных уровнепий с по< тавнними коэффициентами ПокйФши ни։ пр»։ 
прбабрезонанни сохраняется >квнвз.\еитн«хп. мдо՛։ устойчивости пи деистнукицей сил։ 
систем <: периодическими и с постоянными коэффициентами

Получены необходимы!,1 i- достаточные условия, при которых система линейных дидк|и* 
ренцидлышх уравнений с периодическими коэффициентами устойчива асимптотически 
устойчива или неустойчива по действующей силе

Рассмотрим систему линейных дифференциальных уравнений 
х = Я(/).г IU

где хе R՜. AÙ) - (/: х н) —матрица, элементы которой непрерывные 
периодические функции периода ©

Рассмотрим также систем}՛
х = л(г)х + ф(г) (2|

где ф(г)удовлетворяет всем условиям, указанным в [1|

Пусть р,,р;.....р. -корни характеристического уравнения системы
к

( 1 ) с кратностями р,.р...... р, соответственно \ к <п. / pt = п )
dl

Известно |2| что всякую систему линейных днферсгронциальных 
уравнений с периодическими коэффициентами можно преобразовать при 
помощи линейной подстановки с периодическими коэффициентами и 
систему уравнений с постоянными коэффициентами 
։ »бозначим через
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У - В(1)х (3)

где В(1) = - (пх??)-мерная действительная матрица, элементы

которой непрерывные, ограниченные, периодические функции периода 
2<> (в общем случае), причем с!е( /?(/)•/ О при любом значении / 

(7,;=!,...,/?)

После преобразования |3) система (1) будет
У = Ау (4|

где матрица Л 2?(/)л(/)2? '(/)— постоянная и имеет вид

(А՝ 0 ... О >
о А ... о

,о о ... 4,
Здесь постоянная матрица А. имеет размерность х р;:

0 ... О 0 ՝
а- ... 0 0

0 ... а о
0 ... -1 (X , у'

(51

а числа и. — 1пр։ (/ 1,....А) -характеристические показатели системы 
(9

(1) [2]
В общем случае, числа комплексные. Так как коэффициенты

уравнения (1) вещественны, то все комплексные корны 
характеристического уравнения и все комплексные решения системы 1-1) 
распадаются на пары сопряженных. Следовательно, есть возможность 
привести систему (4) в систему линейных дифференциальных уравнении 
с постоянными действительными коэффициентами (3).

Делая преобразование (3), система (2) приводится к виду
у = Ау + \у^) (6)

где ф(/)=
цЩ) тоже удовлетворяет всемПокажем, что вектор-функция 

условиям указанным в [I].
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и если

2) так как <р(/) =з 0 при I > Т. то ц/(/) = Д(/)-<р(/)еО при I > Г.
Таким образом, задача устойчивости по действующей силе системы 

II) приводится к задаче устойчивости но действующей силе системы |-1) 
11 чюгтпо |4|, что критерии устойчивости по действующей силе системы 
I I) формулируются следующим образом

I Для того чтобы система |41 была асимптотически устойчива пи 
действующей силе необходимо и достаточно, чтобы корни юотнег- 
инующсго характеристического уравнения имели отрицательные 
вещественные части

2. Для того, чтобы система (4) была устойчива по действующей силе, 
необходимо и достаточно, чтобы соответствующее характеристиче։ ко։՝ 
уравнение имело нулевой корень с кратностью г (1<г5/г). которому 
соогвеитвун п простые элементарные делители. а остальные корни имеют 
отрицательные вещественные части

Во всех остальных случаях система |4| неустойчива но действующей 
силе

Корни характеристического уравнения» соответствутошегб си< теме 
|.4). являются характеристическими показателями системы (!| |2| 
С ледовательно, верны следующие утверждения:

Теорема I. Д\я того, чтобы система |1) была устой чина по 
действующей силе, необходимо и достаточно, чтобы характеристиче։ кие 
показатели а. удовлетворяли следующим условиям

ai существует а = 0 с кратностью р;. которому соотне гствуют простые 
эле ментарн ыс дели тели,

б) Rea <0 (i = J ~ l\
Теорема 2. Д\я того, чтобы система |!) была асимптотически 

устойчива по действующей силе, необходимо и достаточно, чтобы все 
характеристические показатели имели отрицательные вещественные 
части

Во всех остальных случаях система (li неустойчива по действующей 
сило

Замечание Вышесформулированные утверждения можно сформули 
ропать также, используя корни р_ характеристического уравнения 
СИ1 темы (11

Для того, чтобы система |1) была устойчива по дейст-елчощей силе, 
необходим«։ и хи^раточно. чтобы корни соответствуютцпго характерней։ 
четкого уравнения удовлетворяли следующим условиям

<il Существует корень р. = 1 с кратностью р,. которому. 
epOTBerf-rnyjoT простые элементарные делители
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б) |Р л| <1 (/ = 1,-Л; ?*/)

Для того, чтобы система (1) была устойчива ио действующе։։ силе, 
необходимо и достаточно, чтобы все корни характеристического 
уравнения системы (1) были внутри единичного круга.

Во всех остальных случаях система (I) неустойчива по действующей 
силе.

Автор выражает свою искреннюю благодарность доктору физ.-ма։ 
наук, профессору Габриеляну М.С. за постоянное внимание к работ։- а 
также за многие полезные советы и замечания.
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ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ

и1«|ииЦ։|йрц 55. №1. 2002 Механика

Письмо в редакцию

Уважаемая редакция, нами в работе “Влияние индуцированного 
электромагнитного поля и поперечных сдвиговых деформаций на 
колебание проводящих пластин в поперечном магнитном поле' (Изв ИАН 
Армении. 2000. Т. 53. №3. С.59-65) была допущена оплошность Уравнения 
(2.8) должны быть заменены следующими уравнениями:

с? 1 'де. се. с д' с՜ 4тш с-I -1֊ + -^=- х----------- - + —---- — —
д:{дх су) 4яачС.г՜ су՜ с д(, 

с/) С/1
дх ст

с И. дЬ.--- Е+--- £.
Эл* су

= 0
дг

а далее; как 8 тексте. Следует отмётвть, что изменение не влиясч на 
хара к герпетическое уравнение (3.3) и на дальнейшие рассуждения.

Отмстим также что в левых частях уравнений (2.6) и (2.7) пропущен 
3* с: I О 

оператор. ■ = —; 4 л --- ---- г —г .
дх՛ су՛ с՜ с г՜

г 1а эту оплошность нам указал кандидат физ.-мат наук <' \ 
Джилаеян. за ч то и выражаем ому благодарность.

С уважением

авторы статьи: А С Погосян, (.'.В Саркисян.
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