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էլեկտրոդով կոշտ դրոշմի սերրափասցումր սլյեզոկերւսմիկական կիսւսհարրուրյան մեջ երերի 

հաշվաոամով
Ստացված ես պյեգոկհրամիկակաս կիսահարթությաճ համար կոնտակտային իւսդիրնհրի ճշգրիտ 

լուՕամսհրր երերի ազդեցության հաշվառումով, երր դրոշմի ե սլյկվոկհրսյսիկայի միջև տեղի ունի յրիվ 
հարակցում կամ կողոնյաե շփում. Դրոշմի ե պյեղոկնրաճիկայի միջև դրված է էլեկտրոդ Նւսխեակւսն 
րեեւսսցման վեկտորը պյեզոկհրւսմիկւսկան կիսահարրուրյաս եզրի հևա կազմում I կամայւսկւսճ անկյան

A H Babïpyan, A G Hcglaryan, Çi.N. Shahvcrdynn
I he Intrusions of hard stamp with electrode Into piezocerainic half-line, taking into consideration the 

influence of ether

Получены точные решения ряда контактных задач для ньезокерлмичиикон 
полуплоскости с учетом {или без учета) влияния эфира Вектор вреХнариТеАЬной 
поляризации с границей пьезокерамнческой полуплоскости состаилиет произвольный угол

В работе приводятся точные решения контактных задач для 
пьезокерамической полуплоскости с учетом нематериальной средь: 
(эфира), когда между жестким штампом и пьезокерамикой имеет место 
полное сцепление или кулоновское грение, а вектор предварительной 
поляризации составляет произвольный угол с границей полуплоскости 
Рассматривается случай, когда электрические граничные условия также 
задаются в смешанном виде. Аналогичные задачи рассматривались в 
работах [1.2,8].

Как известно [1,2] уравнения равновесия электроупругости для 
плоекбАдеформированного состояния имеют вид 

где и, и и. - проекции вектора перемещений в декартовой системе коор­
динат, и - потенциал электрического поля. Уравнения состояния будут
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дия ди, 
у ~ СП +CD е3}^:> ^х~еМ

ди, ди, 
дх dz

+ е,,£

dll, ди, г, ~ Л / 55 -Л°.- =с1։-^- + с„—^--е,^,. т =т =D =0. (rot£ = 0) 
OX oz

й. = е,։ —1 + еи -^- + г33Е,. й\чО = 0. Е =-дгаску (2) 
ох ог

Общее решение дифференциальных уравнений (1) в полярной 
системе координат (г.ф) для клиновидных областей можно представить в 
виде интеграла Медлина [3.4.5]

«, = Ь,(а?А“ф;(^еР)р;хл.Ф; +х2ф,=о

р=> 4
»-=^Х/ъ(а,)ф,(М,)р-;А. ч>=-т^Е|фр(х.е,)р;кл

ДИ| Д — Г./ Р>=\ !
~ V" (X'G’)COS0' +>-ф,(Х>°>пе» Г-х?֊ 

— Hi вв! । ՝֊* „ U Jr

ф,'(ье,) 

а2.
sin0p -ХФ/X.ejcosO,

*Л’(ф) 
' г*։ d\

1 V- Гаг ' a -։ о . в —> — ' УЛ(схр)j 1®/X,0),)sinej, - <t>„ (Л.0,)со։О,

D« =-,-i Р<(«рф, 

^■ni P’l L

D,. Фр (Х,0р)ып2ф + лФ(Х,0р)
ьмо;

13)

1де использованы обозначения
х = гсозф = pcosO. az = arsine? = р sin0
Р, = '֊лДч>)՛ ։g0p =a,-tg։f>, *;(։?) = cos2 ч> +a’sinJq> 
Ae(a)Y,(a) = a[(c։1 +с„)(е1։-«2е„)-(е3, +еи)(с„-агс„)] 

A„(ct)y,(cc) = (с„ +cM)(ej, +e,s)a2 +(c,, -a2c44)(e,< -a2e„) 

Д,:։ (a) = (c„ ֊ a2c44 )(c44 - a ;c„) + (c,, + c44)2 a2

Г։(а) = с„аг1^)+с„уг(а)֊е,5 =cllalYI(a)-c,։72(a) + e5, 
= -“[CI3 Y, («) - <>5 a Y2 («) + а<?и ],

|4|

Г5(а) = У4<а) + ео
Уч(«) = ел У|(«)-е„а 7г(«)-аеи =-а''[е|։а у,(сс) + е,5у,(а) + е,,]

Здесь Ео- диэлектрическая постоянная эфира, с .- упругие, е, ■ 

электрические. Е диэлектрические постоянные пьезокерамического 
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материала, а = (а|։а2, а3)-корни характеристического многочлена 
шестого порядка, для которых Кеал > О

Л(а) = (с„ -а’с«)^-а2с33)(б„ -а2Е։з) +

+ (е։з ^Сф,) а (еп -а е33) + 2(с]3 +сад)(ез։ +е,5)а (е15 —а е33)~ (5)
֊(е„ + е„)2а2(си -а2с„) + (с„ -а2с„)(е15-а’еф2 = О

1 Пусть пьезокерамическая полуплоскость ограничена лучами ср = ф։ 
и ср = <р. = ср։ + к. а жесткий штамп расположен по отрезке 
L = {0<а <r < b <да, ср = <р2). При этом фаничные условия 
рассматриваемой задачи в случае полного сцепления будут (фиг.1)

аФ('‘.Фх-) = О>^(Г’°*) = О. (0<r <оо, r^L, k=],2)

"ж(''»Ф2) = »4г)՛ z/.-(r(P;) = v0(r). Ф(г,Ф2) = Ч'о = const, (геЛ) (1.1)
Кроме граничных условий (1.1) должны удовлетворяться 

электрические условия контакта пьезокерамики с эфиром.
Ч'(Г,«>-,) = УоО’.’Ф! + 2я). У(ЛФ։) = ф«(г,<р2)

Ч(Г'(₽1) = 'С’о,(г>(₽1+2’1). Д,0'.<1>г) = Д>,(ПФ2). (геД)

Ч'о(''.<Р2) = Ч'о՛
где А—область контакта, ц/0 (г, (р)—потенциальная функция для

также

(1.2)

эфира

Ч/О(Г.Ф) = — f Л(^)^й^“'Ф + Ф2) + ^о(^)^08^(л֊ф + ф2) г 
2ти; L
(О £ г < ос, ф? = <р. + я < ф < ср, - 2я) 

Функции Ф , ищем в виде

фдх,0,) = л/х)8ш x(0P֊epl) + ^(McosX(ep֊0pl)
=aptgq>։. tg0p2 = арtg<p2,(p =1,2,3)

ИЗ)

(1.4)
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Обозначим неизвестные контактные нормальные и касательные 
напряжения через /(г) и g(r') соответственно и вводим обозначения

^(г) = /(г)сх>5ф։ +5(г)8тф,,С(г) = /(г)5։пф, -£(г)со8<р,. (ге А)
^(г,Ф1) = £>0>(г,ф:) = Л(г) . (г€ А) (15)

где Л(г) — неизвестный нормальный компонент вектора электрического 
смещения (индукции) под жестким штампом.

Удовлетворяя всем граничным и контактным условиям, после ряда 
преобразований, определение неизвестных функций Г’\х), С(х) и Л(л) 
(л е А) сводим к решению системы из трех сингулярных интегральных 
уравнений:

|(-о|1о։г+(5„г։+։Д,Л)н0}<й=(/(г)
£
|{5։,С,Я0 +(5а^+РиЛ)£-}<£։ = Г(г) 
£
|{5։,с.н0 +(Д։Г; +5„Л)г}лг = -ч'о (1.6)
£

где Л/0(а) —единичная функция Хевисайда
У(г) = ֊М0(г)СО5ф, +У0(г)51Пф,. ֊ И(г) = Мо(Г)§1Пф, 4- У0(г)СО5ф,
/70 = Н9(г/х-1) . яА =1п|1-г/х! . =1п}1 + г/х| (17|
а (0.5 л — ф։) -угол между вектором предварительной поляризации и 
границей полуплоскости (вектор поляризации направлен внутрь тела).

Постоянные величины Р и Р։ определяются по формулам
Д,= г>(“р).а;‘. ։ .(«,)] Д, =[1. Г,(а,), г։(а„)] 
Д> = 1, а՜,', Г,(ар)]. О,; =[г։(а,),а;', Г։(арз] 
Ди=[1,Гг(а,), Г4(а,)], Дз =[։.<. Г։(а,)] 
Д>= у;'(а,Г։(а₽)]. £>„=[։, ь'(ар). Г։(ар)]

где использованы обозначения

М<х,) =
ъ(%)

^0 ■ А'/ “ Л, ' ^7

(18)

(1.9|Ь2

Пользущ^. теоремой Виета, для уравнения шестого порядка 
доказывается, что матрица { й։ } симметрична то есть И։{ 

(5)
ДЛН

.любого пьезокерамического материала
Для решения интегральных л-равненнй умножим второе и греты? 

уравнения системы (16) на [3, и р. соответственно и прибавим к 
первому уравнению

6



Й^о[Д2^։+Ж։Л+(РА + РА)$г]+ <։>0)
L
+г[(р, Ô22 + р2 D2։)F, + (РД, + P, D„)h ֊ D„G,]}лг = U + P, Г ֊ p,Ve

Далее, требуем выполнение следующих соотношений
рА+рА _ рА+рА _ -А, _ R

Д2 D„ Р,Д2+Р2Д2
или же

Pi^22 4 Рг-^23 = “РоАг ՛ PAz + РЛз ~ Ро -Ц|

Pj/^23 + Рг^зз =—Р<1-^։з (1-12)
Разрешая уравнения (1.11) или (1.12) относительно 0,, 02 и 0О.

получим
Q _р ^3 Аз-^23 О _о ^13 ^12^23

Р։"Ро В2-В В"՜' В2 -В в

J>23 ^22^33 -^23 ^22^33

о2 ________ ^22^33)________________ ,..
О„Д2+О22Д-2Д2.р,։.П։։

На основании (1.10)-(1.13) для определения функций
Z5(x) = 5l2F2(x) + 513A(x)±p-'Bll G։(x) (1.14)

получим следующее известное сингулярное интегральное уравнение:

i я0+—с я %±(x)dr = gî(r). (Х€£) (1.15)

где g*’('') = ^('')±[P, ^XH-P^oL 4'o=COnst (1.16)
Для получения недостающегося уравнения, из последних двух 

уравнений (1.6) исключим функцию G2(x). Тогда для определения 
неизвестной функции
Х(х) = р։ Т2 (х) - Р, Л (х). (5֊, - 5а б„ ) • g(r) = р Дд, У {г) + D,, чл, ] ( 1 -17) 
получим простое интегральное уравнение

^X(x)L՜ (Lx = g(r), (rei) (1.18)
1.

Уравнения (1.15) и (1.18) решаются точно, в замкнутом виде (6.7). 
После решения интегральных уравнений (1.15) и (1.18) контактные 
нормальные и касательные напряжения (/2(^)։ ^2W)» а также 
нормальная проекция вектора индукции (^(х) = Ь(х)) будут 
определяться элементарно из соотношений (1.5), (1.14) и (1.17).

В том случае когда Л - отрезок прямой (а, Ь). решение сингулярных 
интегральных уравнений (1.15) и (1.18) представим в виде ряда Фурье по 
полиномам Якоби и Чевышева соответственно (3.7). Для уравнения (1.15) 
имеем

(а < х < b) (1.19)
<w«0
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где (с)т • символ Похгаммера,

х- =
я(О.5+у)„(О.5-у)„ ^®5(г) 2я рГ1-1

(?,' М = Р^՜' '’• ■,՜՛'’՛(. ш,(х) = (Ь - х)-’։"5(х-«)"՛" (1.20!
\ о - а )

Точное решение уравнения (1.18) приведено п |6]
Первые два коэффициента разложения (1.19) можно определят։, 

также из соотношений
ГХ(х)г/х = —, г[х _ ՝| Х(х) ,1х = [(1/4- у1 )Х, - 2? Ха1 (I 21 >
} соялу Л 2 У 2со$яу

Путем разделения действительных и мнимых частей отсюда 
получаются условия равновесия жесткого штампа.

Аналогичным образом могут быть получены замкнутые решения 
других контактных задач электроупругости с учетом (или без учета) 
нематериальной среды (эфира). Отметим следующий факт: в контактных 
задачах теории упругос ти со сцеплением, напряжения вблизи концов 
жесткого штампа имеют осциляционный характер. В том случае, когда все 
три граничные условия (механические и электрические) задаются в 
смешанном виде, при любом направлении вектора предварительной 
поляризации контактные напряжения на концах штампа обращаются в 
бесконечность монотонно (без рсциляций), независимо от того, учиты­
вается ли влияние эфира или нет.

Приведем значения постоянных 2)} и р* для некоторых 

пьезокерамических материалов (£),. = Л,.), при учете влияния эфира 

(е„ = 8.854 10՜ ՝ф/м) 
1. Пьезо керамика-Р2’Г-4:
/), = 1.37375։, 5, =0.183924.5,, =-0.0752849 513 -0.0173454.

5,, =0.177179, 5„ =֊0.0221169, 533 =֊0.0884141. Ро=2.49О48.

Р, =0.341647. р, =-5.74  0 54 , 80 = ^‘агсфр.’ =0.121538
2.Пьезокерамика-1’2 Т-65/35:
[)а = 1.99038/,/5,, = 0.139673,5. =-0.0604444.5В =-0.0197556, 

5„ = 0.159684.5?, =֊0.0214183.533 =֊0.0174305, ро =3.01575 

Р, =0.586428,Р. = 4.13862, 8„ = п 'агсгцВ;1 =0.101917.
3. Пьезокерамика - ЦТС-19:

= 217.927/. Д, = 0.230068 . Д, = -0.0780912, б13 = ֊0.0130722 

7)., =О.2О9539.^3 =-0.0205082. 533 =-0.00862917, рв = 4.52393 . 

Р, =0.823652.Р3 =-8.81074,6П =7с’;агс(яРп' =0.0692478;

Для сравнения приведем значения постоянных /.) . и Р^ для тех же 

пьезокерам.ических материалов (Ц?=^г,) без учета влияния эфира
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9 (8o=P):
1. П ьезокера м и ка - PZT -1:

= 1.37483/, Д, = 0.183951, Д, = -0.0752509, Д։ =-0,0173318. 

Д։=0177223 Д, =-0.0220996, Д5 =-0.0083345, р0 =2.49178 

Д =0.341825. Д, =-5.74353, 5„ = я 'arctgp՜' = 0.121481;
2.Г1ьезокерамика-Р2Т-6к5/35:
0О =֊1.99345/. Д։ = 0.139707. Д. =֊0.060407 ,Д3 = -0.0197251.

Д, =0.159725, Д, =-0.0213853, Д, =-0.0174036. Д, =3.01951.

Д =0.58716. Д =-4.14378 50 =K'‘arctgP;'= 0 0101799;
3. Пьезокерамика-ЦТС-19:
Dq = 218.093/. Д։ = 0.230084, Д2 =֊0.0780675, Д3 =֊0 0130622 

Д. =0.209576, Д։ =-0.0204925, Д, =-0.00862259, Д, = 4.52713 

Д = 0.824233. Д. = -8.81696, 5„ = я ‘arctgp:' = 0 0692005 .
2. Аналогичным образом задача внедрении жесткого штампа с 

электродом в пьезокерамическую плоскость при наличии кулоновского 
, трения (т,у, = Х<5,Р> = f (/՛). г e D) и учете влияния эфира сводится к

решению следующей системы сишулярных интегральных уравнений 
I{[/4/(х) + 513 sin Ф։ А(х)]//й - [В f(x) + б23 cos ф։ Л(х)]/.՜ }rfx = и (г) (2 11 

IФ****1՜՛'
j{SM(sinip, ֊X cos (ft-J^fcosepj +xsin<p.)/(x) + /)35;?(x)]r}^ = ~'l'.

где
Я=%Д2, Я = Р./зтф, ֊xcos<p.)sin(p|+ D22(cos9։ 4 sin кр-;)cos ср. (2.2)

Путем введения новой неизвестной функции
XW^/(x)[/l + РД, (sino. - у cos о ։ )]•֊/?(х) D-- sin ф. (2.3)

задачу сведем к решению сингулярной) интегрального уравнения
j[H„'֊₽fГ].¥(х) = //(/■)-Pv (reZ.) (241

где числа В и р0 при sin (р։ ^0 определяются из соотнсинений 
pD32(cos<p, +xsin(p,)-ZJ _ Р /,Д - Д, cosip. _
— -ч» —■ I Z.O)
РД, (sin ф։ - X СО$Ф։) 4- А Р], sin ф։

После решения уравнения (2.4) д\я двух пар значений Р и р . 
полученных из (2.5), с помощью формулы (2.3) можно определять 
неизвестные функций /(х) и Л(х).

Как видно из (2.3)֊(2.5), при контакте с трением степени особеннос­
тей напряжений зависят от коэффициента трения (у) и направления 
вектора предварительной поляризации (анизотропии). Если же sin ф, - 0 
то вместо (2 4) будем имел.
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f Дз Д|Дз)^о + (Д2Д ДаДэ)£ J/zG*)^* - Дз^О*) “ ДзФ
I.
/^ДЛ|֊Д2Д։)ЛСО + (ДзД։֊^Д,)Л(х)}£ <&=Д։и(г) -Д,у (2Ь) 
L

В частном случае, для гладкого штампа (х = 0) из (2.5) получим 
Д3Р = Д3 costpj ± \j(Dn “ Д2Д3) cos2 ф։ - Д । Дз sin2 <р։

Ро = +(Дз sin Ч>1) ■՛ 7<Дз -5яДз)со։г <р, -5„5}S sin - ip, (2.7) 

Уравнения (2.4) или (2.6) также решаются в замкнутом виде (6,7).
Отметим, что точные решения рассмотренных здесь задач, а также 

все выкладки, можно было получить, более простым способом, если бы 
воспользовались результатами работы |8|.
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УДК 539.3
О РЕШЕНИИ ЗАДАЧИ ДЛЯ УПРУГОЙ БЕСКОНЕЧНОЙ 

ПЛАСТИНЫ, НА ПОВЕРХНОСТИ КОТОРОЙ ПРИКЛЕЕН
СТРИНГЕР КОНЕЧНОЙ длины

Григорян Э Х.

Է.Խ.Գրիգորյան
Անվերջ առաձգական սալի, որի վրա սոսնձված Լ վերջավոր երկարության սարիճգհր, խնդրի լուծման 

մասին
Աշխատանքում դիտարկվում է կոնտակտային խնդիր անվերջ առաձգական սալի վերաբերյալ որի վրա 

իր ամբողջ երկարությամր սոսնձված է վերջավոր ստրիճգեր: Խնդիրը հանգեցվում է Ֆրեդհոլմի երկրորդ 
սեոի իՕտեգրւպ հավասարման լուծմանը, որի աջ մասը հանդիսանում է խնդրի լուծումը, երր սալը 
բացարձակ կոշտ I: Այնուհետև տրվում է խնդրի պարամետրերի ճշգրիտ գնահատական, որոնց դեպքում 
ստացված ինտեգրալ հավասարումը կարելի Լ լուծել հաջորդական մոտավորության և անվերջ 
հավասարումների սիստեմի մեթոդներով:

E.Kh.Grigoryun
On solution of problem for an elastic infinite plate, on the surface of which finite length stringer 1։ glued

В работе рассматривается контактная задача о передаче нагрузки от стрингера конечной длины к 
упругой бесконечной пластине Причем стрингер по всей своей длине контакта приклеен к пластине Задача 
слодитая к решению интегрального уравнения Фредгольма второго рода, пряная часть которого является 
решением задачи, соответствующей жесткой пластине. Далее дастся точная оценка параметров чадами, при 
которых полученное интегральное уравнение можно решать с помощью методов поцлоловател1.ных 
приближений и бесконечных систем уравнений

Рассматривается задача о передаче нагрузки от стрингера конечной длины к 
упругой бесконечной пластике. Причем стрингер по всей своей длине 'приклеен к 
пластине Вопрос заключается в определении контактных касательных напряжений, 
когда сила приложена к концу х — L стрингера.
Обсуждаемая задача ранее рассматривалась в работе (1] (здесь сила приложена к 
концу х=0 стрингера), где задача свелась к решению интегрального уравнения

х 1
2(x)-P:j(x-u)C(«>֊Y2jln|x֊«|g(«>֊/f = -р2х, 05x^1 (1)

о
1

где К определяется из условия J 2(։/):/м = 1.

о
К =^/7РП + у21пЛ։0(х) = с/(.г)£/Р,Р2 ^Gblr^A

у2 = GbL(\ + v/З - у)/4лт|£2/ ; b, L, А, -ширина, длина. площадь 
поперечного сечения и модуль упругости материала стрингера соответственно: р, G- 
толщина и модуль сдвига материала клея соответственно, I, V, Е2 толщина, 

коэффициент Пуассона и модуль упругости материала пластины соответственно, н,. - 

неизвестная постоянная, Р ֊величина силы, приложенной к концу х = L стрингера. 
</(х) = Ьт.(х) . т(х) -контактные касательные напряжения.
Далее решение уравнения (1) ищется в виде
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S(*)= Йо (*) + С(о)[1 + Y ■ G In X - Л-)] + 2(1 )[1 + у7 (1 - х)1п(1 - х)֊ (1 ֊ х)] + Л(х) 

где 20 (х) = pchp(£ - x)/shp является решением задачи в случае жесткой 

пластины,
В работе |2], где опять рассматривается эта задача, решение уравнения (1) 

строится с помошью ортогональных многочленов Чебышева второго рода.
1. Получение интегрального уравнения задачи. Относительно стрингера 

принимается модель контакта по линии, т.е. допускается, что контактные силы 
сосредоточены по длине средней липин контактного участка, а относительно 
пластины полагается, что во время деформации она находится в условии 
обобщенного плоского напряженного состояния. В таком случае

<2)

где н,(х.О) -горизонтальное перемещение точки пластины при у = 0, а 

остальные обозначения те же, что н выше
Далее, полагая, что стой клея находится в условии чистого сдвига [1). 

получим
«I (х)֊ м2 (х,0) = уАт|, г/(х) = /?т(х) = йСуЛ (3)

де ^(^-перемещение точки стрингера, у-деформация сдвига слоя клея, 

т(х)-касательные напряжения в слое клея В силу вышесказанного, 

относительно стрингера будем иметь:
е/2«,(х) 1
------=-------------н 

дхг Е{А

П мея в виду, что (3)

д(А.)

П 
окончательно получим 

где а՜ = bG/T]EiА.
От мстим, что должны иметь место и ։раничные условия 

du\ I _п <4 
dx ix=0 ’ dx lxsL E՝A

Решение граничной задачи (4), (5) ищем в виде 
о , - 

и՝ (х) - Л։сЬах + shexx + и(х)

(5)

о ՛: ’ *• ।
где м(х) является решением уравнения (4) при нулевых граничных условиях т.е 

о
в (5) надо положить Р = 0. м(х) определяется в виде

м(х) = а2Аи2
где
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1 л„
Аи2 = |а(х.х)։/;(5)с/5 

о
к 1 сЬ[а(/.-х-5՝)]4-сЬ[а(Д -х + х)] х > х

2а$Ьа£ сЬ[а(£ - х - л)] + сЬ[а(£ + х - х)] х < х

Очевидно, что /с(х,х)-непрерывная функция и Л(х,х) = Л(х.х)
Далее, удовлетворив граничным условиям (5). будем иметь 

о
м։(х) = и,(х)+а; |А:(х.х>/,(х)с/у (6)

о
где 

0 / ч Pchax 
и. ( х ) =----------------

Ej/!asha£
Теперь, имея в виду (3), из (6) получим 

t. д
-П-</(х)+п:(х) = а- (*(х,х)и2(х)Ж + м1(х) (7)
bG '

Тогда, н силу того, что имеем равенство (2). уравнение (6) запишется в виде

«W+Y! flnj-T-tf($)ds-aJ pr(x,j՝)jln — ՛ = --('‘и, p/(.v\A +

QsD Г *1 О О Г х1 / û

ÔG° 
+ — U\

П
(8)

Здесь обозначения у', Ь, О, Т|, ։/с тс же, что и во второй странице. 
Для дальнейшего заметим, что спектром симметрического оператора

^2
£2 =------ т֊ + а2, областью определения которого являются дважды

непрерывно дифференцируемые функции, удовлетворяющие условиям
(4и/Лг)^о=О, (</м =0, являются собственные значения

À,=a’Æ(n = 0,U..à а соответствующими собственными функциями

являются функции cos(nxx £). С другой стороны, как известно (3). 

самосопряженный вполне непрерывный оператор А является обратным 
оператором оператора D Это означает, что

. (ппх '(./ \ (nns\ , L‘ С mtx '|/ S
A cos — = J*(x,x)cos — Л = -- -----------— cos ֊— (« = 0,1,2) (9)

\ A J ; \ L J a C+n rC \ L )

Теперь, после замены в (8) х на Z-Х.а X- на Ls .получим

</(х) + у:Л fin------ -q(s)ds~(j.2L |*(х,х)|1п------ q(x)dxds f<?(x)câ +
lo Iх-■г1 я о Нч о (Ю)
At, ։ । &

4 a'У՜'«о р?(х)с/л■ р(х,х)Л * у’£ j<?(s)dsln £ - In £y;a:£: p(£v, £s)cZx * «ь (£x). 
бое о
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Если теперь учесть (9), из (10) окончательно получим искомое интегральное 
уравнение:

I
р(х) +.уI 2L |п(х,s)p(s)ds = р0(х\ 0 £ х < I (II)

I = р0 (х), о S X < 1
"Н )

о 
где

р(х) = q(xL). П(хд)=1п--------г-a2L fin;------ -k(x,x)ch

i*-*l 0J >4 
Po(x)= Wî. p=a£> osxsl

Легко видеть из (11), что p0(x) является решением задачи в случае жесткой 

пластины, г.с решением уравнения (11) при Е: —> =», а также ограниченность 

р(х) при х -> 0 И X -» 1.
Таким образом, задача спелась к решению интегрального уравнения Фредгольма 
второго рода, ядро интегрального уравнения квадратично интегрируема по 
двум переменным, правой частью которого является решение поставленной 
задачи в случае жесткой пластины. В отличие от уравнения (I). здесь неизвестная 
постоянная отсутствует Кроме того, надо отмстить, что при выводе уравнения 
(II) мы нигде не пользовались условием равновесия

|р(д)л = ֊ (12)
о £

Надо полагать что (12) удовлетворяется автоматически в уравнении (11). 
поскольку

= ֊
с **

Действительно, если уравнение (11) записать в виде

֊— p(s]ds~a.2L |л(хл) fin
~ -Я Û о\0

при зтом учитывая, что

(13)

Jlnr—p(4* = Za, cosnrjr, 0<х<1 
о |х֊^

и имея в виду (9). получим 

о о ;Л֊5| о

р(т)с/т cisdx = 0 (14)

откуда и будет следовать наше утверждение
2. Ношение уравнения (11) методом последовательных приближений.
Очевидно, что 

о
где С) некоторая постоянная 

(15)
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Известно [4], что при условии (15) последовательные приближения уравнения 
(II) равномерно сходятся при всех значениях у*2,. которые удов.тетворяют 
неравенству

1 I 
^՝Ч<\. = Лпг(х,5>Л

0 0
Здесь вопрос стоит об оценке величины (1. которая, по-видимому, представляет 
определенный интерес Для этого уравнение (13). которое равносильно 
уравнению (II). представим в виде

р(х)+ уЧ.ВСр(х) = р0(х\0 <, х <, I

где оператор В действует по формуле
։

Лф = Ф - а: 2. [Л(х,$)ф($)с/л
о

в оператор С действует по формуле
I

Сф = |1п 
о

■1 -7 ср(-у 0 < х £ 1

Тогда
I

ВСф = |п(хл)ф(^)л 
о

Рассматривая уравнение (II) в £2(0»1) . будем иметь

Г |5П։ = Лп։(։д)*Л = </։
О о

Теперь оценим норму оператора ВС, т.е. ВС\ = Л Поскольку оператор

•> 2?
В = I - а՝ А , а спектр оператора Л-это числа —г—г----- г—- то спектром

а 2? +
<Х £

оператора В будут числа 1----- — ------ —— Отсюда следует (поскольку
, а 2/ + п~'

оператор В самосопряженный), что норма оператора В равна единице, т.е 
|]Яр = 1. Значит ||ВС|| < рС .

Следовательно, уравнение (II) можно решать методом последовательных 
приближений при у2 В < —Ц, 

где

К И=,Ш1п>-4Л:Л=4^
V о о

(16)
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3. Решение уравнения (11) методом бесконечных систем. 
Решение уравнения (11) ищем в виде

= <17)

Тогда, имея в виду (9), (14), уравнение (11) можно свести к квазивполне регулярной 
бесконечной системе линейных уравнений

bт
п֊

“Т п\՛
-къп 2/DaPcoswjc

Р2 а ... - —— 2 + т л
,/« = 1,2,... (18)

где

Ктп “ j Пп I--- ։'|■ CQSmKxdxcQsnnsds

Г / \ г РаВсоамк
я0Ысо8тяуау = ——----— ,т = 0,1,2,...

£ +/Я 7Г

Квазиполная регулярность системы (18) следует из (15) [4]. Она имеет место при

7‘Л < - (16) Причем ряд (17) сходится равномерно |4]
И

В конце отметим, как оказалось выше (в отличие от работы |1| (1)). 
решение задачи ^(х) не содержит постоянную н0 Этого надо было 
ожидать поскольку, как известно, напряженное состояние в плоской 
задаче теории упругости не зависит от постоянной плоской задачи.
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Սնխսւսիկա 53, №4, 2000 Механика

УДК 539.3
ОБ ОДНОЙ ЗАДАЧЕ ИЗГИБА ПЛАСТИНКИ С ЧАСТИЧНО 

НЕИЗВЕСТНОЙ ГРАНИЦЕЙ
Капанадзе Г.А.

Գ.Ա. Կապանաձե
ՄասՕակի անհայտ եզրով սափ ծոման մի խնդրի մասին

Դիտարկվում է իզոտրոպ առաձգական սափ Օսման խնդիրը երկկապ վերջավոր տիրույթի համար, 
որի արտաքին եզրը ուռուցիկ բազմանկյուն է, իսկ ներքինը՛ փակ ողորկ կոնտուր: Ենթադրվում է, որ 
արտաքին եզրագծի յուրաքնաչյուր օղակին ամրացված է կոշտ ձող և սայր ծովում է ձողերի վրա 
կիրառված նորմալ-ծօող մոմենտներով, իսկ եզրագծի ներքին մասը ազատ Լ արտաքին ւարումներից 
Պահանջվում է որոշել սափ ճկվածքը ե ներքին եզրագծի ձեը այն պայմանից,որ նրա վրա ւոանզենցիսւլ- 
նորմսղ մոմենտը ընդունում է հաստատուն արվեք Քննարկվող խնդիրը քերելով Ռիմաս-Հիլրերտի խնդրին 
և լուծելով այն. կառուցվում է խնդրի էֆեկտիվ լուծումը

GA. KhdpanadZB
One Problem of a Bend of a Plate with partially unknown border

Рассматривается задачи изгиба изотропной упругой ялаепшки для конечной двух 
связной области, »пешней границей которой является выпуклый многоугольник, и внутрен­
ней 'раницей - гладкий замкнутый контур. Предполагается, что на каждом звене внешней 
границы прикреплена жесткая планка и пластинке изгибается нормальнр-изгябающими 
моментами, приложенными к планкам, а внутренняя часть границы свободна от внешних 
усилий Задача заключается н определении прогиба пластинки и формы внутренней 
границы при условии, что на ной тангенциально-нормальный момент принимает постоянное 
значение Путем сведения рассмотренной задачи к задаче Римана «Гильберта лля кругового 
кольца и решением последнего, решение рассмотренной задачи строится эффективно

Краевые задачи изгиба пластинки с частично неизвестной границей 
исследованы в работах (1,2).

Пусть срединная поверхность изотропной упругой пластинки 
занимает конечную двухсвязную область S, внутренней границей 
которой является гладкая замкнутая кривая ԼՀ а внешней границей- 
выпуклый многоугольник (Ло) с границей ճ0. Обозначим через 

Л, (7 = 1....w) вершины (их аффиксы) многоугольника (zQ։). Возьмем

точку z=0 внутри контура £։ й положительное направление на 

Լ = LQ<J Լ՝. оставляющее область Տ слева.

Предположим, что на каждом звене границы Z,o прикреплена жесткая 
планка и пластинка изгибается нормальными моментами, приложенными 
к планкам, a свободна от внешних усилий. Будем считать, что на 

каждом звене границы Lc задан либо угол поворота, либо значение 
главного изгибающего момента.

Рассмотрим задачу: найти прогиб и(х,у) средней поверхности 

пластинки и неизвестную часть границы Լ при условии, что на £։



тангенциальный нормальный момент принимает постоянное значение.
Согласно приближенной теории изгиба пластинки [3| прогиб и(х,у) 

средней поверхности в рассматриваемом случае удовлетворяет уравнению
ДГи(х,у) = 0, z-x + iy&S (1)

и граничным условиям
л/, =/(«) (или - = rf(')]. ^(')=о, чц (2)

ЛД = О, М,։} = О, ЛД = п = const, - 0, t 6 Д

где d(!) = dk = \дук (у„-углы поворота), при /еД“ (Д’— стороны

многоугольника ( /10 )), Л’(0 - перерезывающая сила. ЛД —нормально-

изгибающий момент. АД —крутящий момент, 
нормальный момент.

Па основании известных формул имеем [3]

(о ֊ IX/ [хф(/ ) -1 (p'(Ö - V0] =
J

M„+ïJw(z)& dt 
о

ЛД - тангенциальн՛.

(3)

M,+M։=-4Z)(l-â)Re[<₽lz)]

где а(/) - угол между осью Ох и внешней нормалью границы Д. в точке 
I G Д, D = /?/.՛■՝ [12(1 - ст* )] — цилиндрическая жесткость пластинки.

R силу условий (2) и формулы (3). относительно искомых функций 
$(z) и ц/(г) получаем задачу

Re e“ml';(<p(r)+rÿÇ)+ у (/))]= d(t), t e Д (4)

Ree֊i<։U)(%(p(r)-Z^)-\|/(7))]=c(/)+g(/), t € Д (5)

7.<о(/)-'0Пл1֊Ч/(/)= E(t), tel, (6)

Re[<p'(/)]=P, ГёД (7)

где d(t) ֊ lgy„, c(i) = ci Y Л/ sin(a։ -a ), А/ =—!— f ЛДЛ՛, x = — 
7^ ' 1֊п,Л l֊a

g(f) = gA —действительные постоянные. /?(/) = £’-произвольная (вооб­
ще. ком^^ксная) постоянная, /> = ֊^/[40(1 -СТ)] — действительная посто­

янная.
От искомых функций (p(z) и щ(з) требуем, чтоб».! cp(z) была 

непрерывна в замкнутой области S±L, a \՝ri'(z) и U»(z) непрерывно 
пр.одолжимы на границу области 5՛ всюду, за исключением, может быть, 
вершин многоугольника (Д), в окрестностях которых выполняются
условия
18



условия
|<р'(4 |ч4г)|<М|г-Л։|'‘՛, О <5, <1

Сложением (4) и (5) и затем дифференцированием по дуговой 
абсциссе 5 получаем

1т[ф'(0] = 0 (8)

Пусть 2 = ©(£) — конформное отображение области 5’ на круговое* 
кольцо £) (1 <|£| < R), где Л—неизвестное число, которое следует 

определит։. Будем считать, что переходит в окружность /п. (|^| = R). а

—в окружность /։, (|С| = I). Обозначим через точки окружности /(|, 

соответствующие точкам (можно полага й, а, = R )
Рассмотрим функцию 

ф(;)=ф'[<о(;)]-р (9)
По условиям (7) и (8| заключаем, что функция Ф(С) является 

решением задачи Римана-Гильберта для кругового кольца /)
КеФ(г)=0, Г€/1։ 1тФ(/) = 0. /е/0

Отсюда заключаем, что Ф(£) = 0 и. следовательно, из формулы (9) 
получаем \

р(г)=р-г, (10)
Следовательно, на основании условия (4)-(6), для функций 

ф0(О= ՝4аК)] И <й(С)՛ голоморфных в кольце Л), получаем граничную 

задачу
Яе[в'с)[р(х֊1)о(о)֊ф0(о))]=с(а)+^(а), сг е /с

р(х - 1)о(о)- ц/До) = Е(р\ се!՝

Для упрощения записи кусочно-постоянные функции 
а[Сй(а)1-.И°(°)] обозначим опять через а(о),...,^(а) Так будем 

поступать и в дальнейшем относительно кусочно-постоянных функций и 
определим их на всей плоскости равенствами /(ш) = /(с) (0<г < со)

Легко заметить что на /0 имеет место равенство
Ке[е’^°кй(о)]=/0(а), об/0 (12)

где /0(о)=Ке^ л г/1(о)} Л(о) = Л4, (1^ -дуги окружности /0.

соатвспствующие сторонам £{*')

Из условий (11) и (12) относилельно функций (о(£) и Ц/0(С) получим 
грайичную задачу

Ке[е-‘”®(г)]=/։(т)1 те/0 (13)
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, . 1 —т-; £(о) .
“(о)----- Г—п,И0(д)= 06/,

р(х-1) р(х֊1)
(14)

где /,(т) = /0(г)----- -------Чс(т) + £(т)
р(х֊1)

Рассмотрим новую искомую функцию определяемую
формулой

■ 1 1՜ ГП г 
՝7—л чь - +£ -<И<1

R
(15)

В силу условий (14| заключаем, что И'ХС) является голоморфной 
функцией в кольце Г) (1/ R < |Д| < R), и удовлетворяет граничным 

условиям
Кее’,’(’)И'(-г)]=/0(т), те/0

Кс|е^<,1И^)]=/֊1(Д ;е/0՜

где /' -окружность |С| = —, /’(։) = /,(։)+—т֊1 л Ке1е՜'“/-՜] 
Л р(х-1)

Теперь рассмотрим многоугольник (/!,). целиком расположенный 

внутри контура Д. и подобный многоугольник (Лу) так, чтобы 

соответственные вершины были расположены на одном и том же луче 
проведенном из точки г = 0 (коэффициент подобия р пока не фикси­

руем) Вершины многоугольника (Л.) обозначим через А I Л՝_ ~ Л, I, а
Ч Р ) 

границу — через Д.

Обозначим через двухсвязную область, ограниченную многоуголь­
никами (Л..) и (Л։). Положительным направлением на границе области 

5 (/. = Д о Д) выберем то, которое область 5 оставляет слева.

Пусть функция 2=0) (С) конформно отображает область 5' на 

круговое кольцо О (1 / R <’С; < R]. При этом Д переходит в окружность 

/0, а Д - в окружность /0 Функция со (^) должна удовлетворять 
гра н и ч н ы м тело в и я м

Ке[е“м?;со’(т)]=.Д(т)

Ие[е-,а(?,*։Цт/ R7 )]= -- Дс(т/ R2), т е /0 

Р
Дифферен.цируя граничные условия (17) по 5, получим

(1?1
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Не (?) =0, те/0
(18)

Ие (г) =0, /е/0

Решение задачи (18)

[3] имеет вид

(относительно функции “■ (<;)> класса

։/(<;)=к ■е*՝ р[е(я4'^(я*Ч)- л4;՜2 ■ R2

гДес(;)=ГК;-О։Г5-, ХС)=ГЛ֊>Г- 6- = 

1-1 л»։ \ л /
о Аа։п — величина внутреннего угла при вершине Ак.

с0 = — (1п[е*|<։(:֊1-Я2-т 21—, к —действительная постоянная
4я? / т4 

(19)

0 у>0
I /<-1

где

Формуле (19) .можно придать вид

у?-|

(20)

гк)=ПП р-/-։ Д-1\
Таким образом, функция (0 (£) имеет вид

/

(211

С 
аХ'

где £,0 - фиксированная точка области £> .

Из приведенных результатов заключаем, что функция е 
представлена в виде е2։а^ = ), где %(^) = й)’ и. таким

хМ х(т/я2)
образом, граничные условия (17) можно записать в виде 

пв+я^ге^Мт)]-՛ /0(т) (22)

Я(т/Л։)+ Я(т/Л’)= 2е“(!>р՜՛[х(т/Я:/0(т/Л2), те 10

гАеП(;) = <0-'(ОЬсК)Г'.
Необходимое и достаточное условие разрешимости задачи (22) имеет 

вид
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k, со* (т) t P k of (т/Л3) 1

Из этого условия находим зависимость между р и /?

' '\/т

р= Я- --------------------- -—;
(/о(ф'“‘”Го/(г)

(23)
т v/t

1о

Вернемся теперь к задаче (16). Легко заметить, что если -
I •

решение задачи (16), то И"(С) = о (с). где <0 (с,) определена формулой 
(20) Для того, чтобы задачи (16) и (17) были одни и те же. потребу м, 
чтобы имело место равенство

I I -֊ ||1е[е ,а''*Л(,)]= —Л—-т[е(/)+й(/)֊ 1<е(е'й£^)] (24|

V р.՛ ли-։)

Если постоянные (к = и Е ~Е}+(Е. подберем так чтобы 

имело место равенство 124) то уравнение контура Д определится из
соотношения

125)

а функция будез иметь вид

ч' ,(;)-p(x֊ib
Е E, CeD (26)

В качестве примера рассмотрим случай, когда (т^) — правильный 

многоугольник Предположим, что на каждой стороне многоугольника 
действует один и тот же постоянный нормально-изгибающий момент М .

Начало координатной системы возьмем в центре многоугольника 
(.4. ). а ось. Ох направим перпендикулярно к стороне . В этом случае 
можно допустить
ЯА = гехрс --1' т — (к-|) ■, dK =—-(А-1), ал 

п г։ п
= Я-ехр' —(А'֊1) 

п
(27)

В сил^этих формул легко показать, что функция / (т) является 
постоянной

/9(r)=rcos- 
п

Кусочно-постоянная функция г(т) в этом случае имеет вид
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с(т)= М
о-1

Л . 2л .

7-> « 2(o-l)sin " - 
п

cos--cos-(2£-l) , 
п п

М

Таким образом, условие (24) примет вид (считаем = 0 )

я 1
COS-=—7------- г" Ти-1)

cos-K(2£-l) 
ctg--------п f .

П . Л51 п
-(E! созал 4- E, sinaМ

или, то же самое
(. 1 'l л М л М 2п,, л л
К pj п 2(ст-1)р(х֊1) п 2(а-|)р(х-1) п п

М . 2л/, л E, 2nf. л Е, . 2п ( л
+ Г7—тг~?---- \sin — И՜ О—Н—icos—U-1)—; -—г sin (к -1)2(о-1)р(х-1) п v 7 p(x-l) п V 7 p(x-l) п ' 7

(28)

Если возьмем
М х л

——ctg 2 2п
из (28) получам

!-1
. PJ

лл 
reos —

п 2р(х ֊ 1/а -1)' п

Отсюда, учитывая, что р = -Л[4£)(1 - с)]՜1, получаем формулу для к :

, MEh1
к =------------------------ ----- ֊ (29)

12(1-»-о)* г sin К I-
«I р;
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ՀԱՅԱՍՏԱՆԻ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԶԳԱՅԻՆ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ

ՍՆխաճիկա 53, №4, 2000 Механика

УДК 539.3
О ДВУХ варил։ itax расчетных моделей пластинок 

Гну ни В.Ц.
Վ.Ց Գսունի

Սալերի հաշվարկային մոդելների երկու տարբերակների մասին

Աշիւատանբւոմ ynijy է տրվում, որ սալերի հաշվարկային մոդելները. որոնք հաշվի եև տոնուս 
ընդլայնական սահրերի ե նորմալ լարման ագդեցությաններր, բնական է համատեղել սալի նորմալ 
տեդափոխության (ճկվածքի) ըստ հաստության փոփոխման ենթադրության հետ

Դ իտարկվում է նաև սայի հաշվարկի տարբերակ, որտեդ ենթադրվում է սայի հիմնական լարածների 
գծային օրենքով փոփոխուրյոէնր ըստ հաստության

V.Ts. Gnunl
On the two variants of the plate« calculation models

Нисгоищая рпбсигй написанная no мотивам статей [12]. имеет целью покляйть что 
расчетцы՛. модели и георий пластинок учитывающие влияние поперечных сдвигов и 
։ ymecjtiuiiKv дополняющие п.’орию Кирхгофа |3|. было бы иггествемным совместить >: 
предположением изменяемости нормального перемещения (прогиба! по толщине пластинки 
3 работе приводится Вариант расчетной модели пластинки.« свободной от предположений 
постоянства прогиба пластинки на толщин«; я малости поперечно։ о нормального 
напряжения

Следует отметит։, что и настоящее время варианты расчетных моделей [•’.-«] впрввг 
’Читаться классическими, так как содержат главную часть уточнений и дополнений к теории 
Кйрхгофп. Однако, для строгости изложения следует отказаться также и от предположений 
рапенства нулю поперечной деформации растяжения (сжатия и малости поперечного 
нормального напряжения

Во пторой части работы приводятся уравнения теории пластин п напряжениях при 
предположении линейно։ о изменения основных напряжений по поперечной координате

1. Пусть упругая прямоугольная пластинка размерами a.bji отнесена 

к прямоугольной декартовой системе координат Oxyz так, что координат­

ная плоскость 2 - 0 совпадает с срединной плоскостью пластинки 
Пластинка изготовлена из трансверсально-изотропного материала и 
плоскости z = const совпадают с плоскостями изотропии материала 
Трансверсально-изотропное тело характеризуется техническими постояв 
ними V, G = /? / 2(14֊ v), Е', С, v", v' = v”E՝ IЕ .

Перемещения произвольной точки (л՜,.)՛,z) пластинки представ­
ляются в виде

гден(х.у), v(.r.у). ։.г(а՜, у) — искомые перемещения срединной плоскости 

пластинки, ф,(х, у). <р(л\у) - искомые функции

При фДл՞, у) з 0, ф(л‘,у) = 0 получаются соотношения классической 

теории пластинок, основанные на гипотезе Кирхгофа.
Па основе (11) для поперечных деформаций сдвига получаются
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ев=ф։+г֊т7֊ — ֊ ,Еи=ф2+2֊^֊~ ֊ 
дх 2 дх оу 2 ду

(1.2)

Из условий отсутствия касательных напряжений а։з,Огз на лицевых

поверхностях (? = ±0.5Л) пластинки получается

=о. (ч>, = СОПБ0. ч>,ох ду

А2 сер
<Рз =

А 2 (7<р

8 ду
следовательно,

(1.3)

8п
ди д2 ( А7

= -------г—г ч՛--------о
дх дх՝ 8 у

ди ду д2 ( 1г 4 

ду дх дхду\ 8՜ ?

4

1 Г А? 2лсо
еп =—-- г —' 21 4 (1.41

Е (ди &А Ег ( д2 д' ¥
------- - ---- + У—----------- - —-• + V---- - И'------- фду 1 ду‘ Д 8 ,1

*22 =
Е (ду ом) Ег ( д2 д2 V Л2 "1 

------- ֊ | ----+ V-----  !---------- -  ---- -  + V---- Г И1 ф 
дх1-уЦ Эу дх2 /. 8

Е (ди д\'^ Ег д2 ( А2 
------------ ----  + ------------------------------уу---------- (А
2(1 + V) чду дх) (1 + V) дхду . 8

2 44 ' РГ =
А2

(1.5)

Поперечное нормальное напряжение а33 определяется из третьего 
уравнения равновесия

отп ! 5о„ , _0
дх ду д-

(1.6)

Интегрированием уравнения (1.6) по г и удовлетворением условий 
аЭз|гмО.5Л =0> а»|г=-0,5Л =

получается

(1.7)

и уравнение для определения искомой ф(л',у)

(1-8)

дх ’

=

% =
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Из соотношений для напряжений (1.5) для усилий и моментов 
получаются

{ди ду 
л. = С — + v — 

& ду

у՞/?

2(1 ֊V)

ду Т22=С ^ + У ди

ox

v"h
------------q 2(1-v)'

Тп»—С12 2

М

22 ~

а2 д2
—- + V—-
дх՜ ду՜

ди д\՛ — + — 
ду дх

h2 *

2 дхду 2 дх2 ду2

для задачи изгиба

(1.9)

w-
8

ду2 дх2
А2 )

VV------- ф +
8

y"h2
10(1 -v)4

y"h2
------------- q
10(1-v)

M12=-(l֊v)Z)
д2

дхду к

Л2
VV------- ф

8
(1.101

= ££Эф т = G’h2 ftp
12 дх' 23 ~ 12 ду (1.11)

r Eh 
где С = ------- ֊,

1-у
Усилия и

£) =
Eh2

12(1-V2)

моменты удовлетворяют уравнениям равновесия во
внутренних усилиях и моментах, откуда получаются: 
для обобщенного плоского напряженного состояния

д*и 1-у$2п 1 + у д2у _(1 + у)у" дц

дх2 2

1 + v д'и

2 2 дхду 2Е дх

1-у d2v d2v (1 + v)v" dq
(1 12)

2Е ду

D.^\v-q - Е у"

8(1 - v2)G’ lO(l-v)
Л2 (1.13)

к которым добавляется также уравнение (1.8)

Д(р = -

К системе уравнений 
граничные условия:
а) заделанной край х = const 
и = v = 0 — для плоской задачи,

12
G'h2 4 

(1.12Н1.14)

(1.14)

необходимо присоединить

h2 л д
w------- Ф = 0, —

24 дх

Л2
и'֊ - ф =0, — iv-------ф =0

8 , ду. Г
(1.15)

д h

8

-для задачи изгиба.
б) свободный край
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7], = 7՜:? = О ~ДЛЯ плоской задачи, 

Л/ц = О, М12 = 0, Т12 = 0 — для задачи изгибе 

в) условия Навье (ст։| = 0. и2 = 0, м3 = 0) 

- свободно опер тый край
7’п =0, V = 0 - для плоской задачи,

Н 16)

н* - = о, лл. = о, ~ I
24 11 М

1 
ап = —

2

Пусть

52Ф 6!Ф 3!Ф
~ 2 . ап ~ а ; ՝ аЧ — я Д,

ду дх дхду

5=4/ 5=4/
=֊ + <₽. Ьа =^Г + Ч>, =-^т-

ст дх охау

где Ф(х,у), Ч'Сх. у). <р(х,у)-искомые функции, тогда уравнения (2.3) 

удовлетворяются тождественно, а из (2.4) получается уравнение для 
определения искомой функции <р(х, у)

12
А(? = "7Г^(л’-у) (֊271

п

/г _
------- ф = 0 -для задачи изгиба.

8 \
(1-17)

2. Представляет интерес получение уравнения теории тонких 
пластинок в напряжениях.
Пусть напряжения (х,>,2) (/= 1,2) изменяются по толщине по 

линейному .закону
= «Дх,у) + гдДх,у) (<,./ =1.2) (2 I)

где ач. Ьу — шесть искомых функций.

Из уравнений равновесия теории упругости в напряжениях и из 
условий на лицевых поверхностях пластинки 

о(3(х,у,±А/2) = 0 (7 = 1,2), а„(х,у,Л/2) = 0, ап(х,.у-А/2) = - с](х,у) (2 2) 

получается

= о, да'1 2 । = р
дх ду ’ дх ду

дгЬп 

дх!

, дгЬ21

дхду ф՛2

а =Я—ст =-ЛдЬ" , дЬ'2' 
п 2\ 4 Д дх ду )’ 23 2 \ 4 Д дх ду ,

1-^(зЛ2-4н2)7(.г,у)

(2.3)

(2.4)

(2.5)

(2.6)
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В силу (2.1), (2.5). (2.6) и из обобщенного закона Гука напряжений 
и деформаций получаются

Я2 л2 ’ а2
а„ =—т(Ф + гЧ')+г<₽,аи =—(ф + гТ)+г<р,сг1г=֊^—(Ф + гТ)

ду дх дхау

1 Л2 
= - — 13 2Ч 4 ֊2 7« а23 = 

дх

1Гл2
(28)

I , 
=-т !- 4(ЗЙ:-4гг)9(х,>.)

1 (д2Ф д2Ф

-ч ду"

1 га2Ф

£ дх1

дх2

2 д2<¥ д2\у . . Vя , 2
֊ т֊т֊^ — + (1-у)ф--?(ЗЛ -4г 
Е ду дх И

£|2 = -

а;Ф у' 
ду' * 2

]
<? Е дх

2(1+у)з2ф 2(1+у)зг»р

1 
Еп = - 

20

Е дхду

Г*։ т------- 2՜
4

дхду

дх'

-',4т + С1-'')ф-7г(ЗЛ։ -4*2)9 

ду №

12.9)

2 20'4
------- 2

су

£

£

5» =

V
I

Е

1

1-4(3*
2Е И

А \,П > \ 2\^0-4г՜) <7—-Д(Ф + 2ЧР)------у2ф
Е Е

Из уравнения совместности

2

Л
2

Е

д2г{
-’У

52е„ _<5\2
дх2 дхду

(2.10)

Для определения искомых Ф(х,у), Т(х,У) получаются уравнения

△ • Ф - _ 2----- Д д
2

^,^12(1-У) у"л2 л)
--------------△ <7 10(1-V) /

|2.И)

(2.12)

Таким образом, уравнение (2.11) характеризует обобщенное плоское 
напряженное состояние, а уравнения (2.7), (2.12)-изгиб пластинки 
Формулами (2.8), (2.9) определяется напряженное и деформированное 
состояние пластинки. По деформациям пластинки (2.9) можно с 
точностью жесткого смещения и поворота определить перемещения 
произвольной точки пластинки и рассматривать краевые задачи изгиба 
пластинки.
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Необходимо отметить что граничные условия на краях пластинки 
будут удовлетворены интегрально по координате 2
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ՀԱՅԱՍՏԱՆԻ ԳԻՏՈհԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱՋԳԱՅԻՆ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ
Щ-ф։шО|11ци 53, №4, 2000 МеханикаУДК 539.1

РАСПРОСТРАНЕНИЕ НЕЛИНЕЙНЫХ КВАЗИПОПЕРЕЧ­
НЫХ ВОЗМУЩЕНИЙ В УПРУГИХ ПРОВОДЯЩИХ СРЕДАХ 

Минасян М. М.

Մ.Մ. ՍրեասյանՔվազիլայնական ոյ գծային գրգռումների տարածումը առաձգական հագորդիյ միջավայրերումԱշխատագրում “կարճ" ալիքների մոտավորությամբ ոաումհասիրվել ես ոյ գծային բվագիլայնակաե գրգռումների տարածումը անհամասեո էլեկտրահաղորդի՝ միջավայրերում: Հավասարումներիսիմետրիկացման համար կիրառվել Լ Ֆրիդրիխսի մեթււդը: Լայնորեն օգտագործվել են ֆիզիկական ե մաթեմատիկական բնույթի էվրիստկական խիստ հիմնավորված մեթոդներ Հաշվի հն առնված նաե ղիսպծրսիայի ե զխփսրսցիայի տարրեր մեխանիզմներ
М.М. ծ1ևատտ1էսւ

ТЬс Ргира^аИиП оГ ^опНпспг "1п։егте«НШс" РегшгЬиПопз |ո Е1ссСгисиш!ис11пц ЕЬмНс Ме<1|ип|В работе исследуется распространение неликейцых к»азилоиср<?чиых возмущений п проводящих средах. Учитываются начальная неоднородность Среды, и также различные механизмы, порождающие дисперсию и диссипацию. Для вывода трехмерных уравнений распространения интенсивности волны применяется теория "коротких волн г исполыюпднием метода Фридрихе а симметризации гиперболических систем и ряда эврис ичесхих строгих методов физического и математического характеров ("малый" и "бо.лЬЩОЙ’ принципы Гюйгенса принцип инвариантности характеристических многообразий гиперболических систем термодинамический принцип изменения энтропии на скачке, адиабатический закон распространения энергии возмущения и др.) для эффективного вычисления коэффициентов кубической нелинейности. дифрахцкохшого оператора и коэффициентов диссипации и дисперсии.Основной метод вывода всех результатов базируется здесь на теории 'коротких волн", разработанной в газовой динамике |1.2] и на обобщенной п работах автора (3,4,5] применительно к системам общего вида
для функций м(м,,м2, ..ми).Теория 'коротких волн" позволяет вывести из системы (1) одни уравнение, описывающее распространение одноволновых возмущений. Для интенсивности возмущения а(х,,х2,х3>/) получается уравнение (14](' . г 1 Г СУ к—֊ է՜՝ Ծ—ՔԾ = <;«р т-т-+լ и, ^7.օ*Հ ах^дх^ % &,

(а,Р = 2.3)Ժ1ոՇ\ ԾԾ 
ժէ дх{

ծ ժ 1п R2 Ж
к+ т. с — + (21Уравнение записано в декартовой системе, связанной с линейным фронтом, представляющим одну из характерисгических поверхностей единичной кратности.30



Проблеме редукции систем уравнений к одному уравнению посвящено отромное число работ [1-14], в которых применены различные по схеме, но аналогичные по своей сути методы. Для тсрмовязкомаг- нитоупругой среды, а также для других сред конкретные коэффициенты получены в работах А.Г Багдоева. В его монографии (4) для поперечных волн уравнение вида (2) выведено не в полной мере, как это сделано для "быстрых" и ‘'медленных" волн. В частности, это касается нелинейности, которая, как будет показано здесь, кубическая. Кроме того, здесь упрощены коэффициенты поперечного (дифракционного) оператора и рассмотрены другие модели термовязкоупрутости.Для сложных сред, когда число уравнений системы, следовательно, размерности векторов и матриц становятся непомерно великими, вычисление коэффициентов представляет громоздкий и утомительный труд. С другой стороны, имеется достаточное количество фактов физического и математического содержаний общего характера, эффективное использование которых позволяет существенно облегчить труд и постро։ггь окончательное уравнение, минуя многие промежуточные выкладкиОтправной точкой является закон геометрической оптики [17]. Многие выкладки существенно упрощаются, если идеальная система (без правой части) симметрична и гиперболична. Процедура симметризации системы законов сохранения хорошо разработана в трудах С.К.Годунова [15], Фридрихса и Лакса [16]- Метод Фридрихса имеет то преимущество, что окончательная система записывается в терминах "начальных" функции w ■.Для идеально проводящих тел без намагничивания и поляризации идеальная система уравнений содержит уравнение импульса, магнитной индукции и кинематики [18.19,20] Проведя симметризацию по фридрихсу в лагранжевом представлении, получим симметричную систему
8V, _ эд, 5Fn„ Bt 3J дВ, В, 8J дВкМл 111 — ■ - “Т* — - ------- —га ад„ ад.. ае ц„ dF, at,՛ 

dL™ 8F«
а ’ dFv ay щ'ау' ар„ д. 

(3)
ад av,

с дополнительными соотношениями
dv r dU

,Т = зД' ^ = р°ад’ 
Г, = —(в,.в.--в։

В,. = JBk = вк —‘ 4 а/ 4
ав.
—- = 0 J = DelE, (4)Поскольку некоторые коэффициенты (в частности, коэффициент нелинейности) вычисляются из одномерных уравнений, то удобно ввестивектор "укороченной" дисторсии и соответствующий представлениям [19, 20) по

ди, 
дх ’ дх

(5.1Из характеристического уравнения линеаризированной идеальной
|гч
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системы уравнение поверхности нормалей для поперечной волны (7)
с,Ч;+(^)՝=1, с,2 = 2р0|֊-։

получается в виде |4,18] * = /?, <6)ч vHo'-^Po ?Переходим к конкретизации коэффициентов уравнения трехмерных "коротких волн" Условия совместностей на линейном фронте- для 7 волны имеют вид |18]
= 8Kf' = а/(в*й\ (7)При вычислении коэффициентов (2) будем пользоваться эвристическими методами, изложенными в ]22].Функция /?(/) определяется из принципа сохранения энергии в одна бати веском j 1 риближен и и;, „ ,2 _ pflc;J2B’2E

<3 R = pov C.Z = ~— = const вдоль лучей (8)Д.[де £ - площадь поверхности фронта, ограниченной лучевой трубкой Коэффициенты поперечного оператора получаются из (6);
= (9>с. с, ; сгЭти коэффициенты выведены также в (4|, но в другой записи Нетрудно показать, чти после их упрощений они совпадают с (9). Как видно, поверхность нормалей выпукла наружу, и все точки ее эллиптические. Омбилических точек нет при произвольном магнитном поле Для подтверждения мысли о том, что прямые выводы коэффициентов из системы могут стат։, источником появления случайных ошибок, укажем на работу |8|, в которой коэффициент поперечного оператора не верен ни по значению |и для продольных волн), ни но знаку Правильный коэффициент следует из (9) при отсутствии магнитного поля.Теперь определим коэффициент нелинейности. Для рассматриваемой волны т՝ - 0 (исключительный случай}, и поэтому следует удерживать в уравнении возмущений нелинейности более высокого порядка для уточнения условий совместности (7). Записав систему |3) в подвижной системе и интегрируя первое приближение с учетом соотношений (7) получим

-• (с^=р=у^| 1101Коэффициент кубической нелинейности легче вычислить, используя условиеТюгонио на разрыве, которое имеет вид {19]
Разлагая (11) по степеням возмущений и упрощая полученное соотношение в главных выражениях, получим
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2_4Т6з' = —с0 12 '
диС ,=---- ,V д>У

С" = (12)
Учитывая, что имеет порядок ст՜, а Ь'. - порядок о н ;10), из (12) получим с учетом (7)

РЛ?= 8 с,2Вычислив изменение полной энергии возмущения заключенного внутри лучевой трубки между линейным
(13)

в объеме, фронтом иударной волной и приписав это изменение скачку энтропии на ударной волне (14,22], получим
с1Е _ т2Кал
(Ь

=-с/гоь' (14)

т___ 1^1—и —с
-с^֊ь; 24

Коэффициент т2 определяется из (14) с учетом (8) и (13).Поскольку при наличии магнитного поля 
С1 с; + Ь. *

(15)то отсюда следует, что магнитное поле усиливает условие возрастания энтропии на (/) фронте разрываВ качестве примера рассмотрим нелинейную модель упругого изотропного тела; рассмотренного в (21]. Для внутренней энергии имеем разложение
рои=рЛ5+£л’+Ц^

Аш ~
•I

(1 . 3-В + -И 8 (16)
Из этого разложения следует1 Д+2ц р 3 £— с =—“+- + 24 т- 8 4 8 4При отсутствии магнитного поля (171этот результат совпадает саналогичным результатом нейтральной среды (21 ] Сравнивая значенияскачка энтропии (13) со значением, получим коэффициент т2Теперь рассмотрим вопрос диссипативного и дисперсионного возмущений.

полученным на основании (14).
влияния различных факторов характеров на распространениеИсходя из общей теории вывода уравнения "коротких" волн, сделаем ряд упрощающих предположений. Это в первую очередь относится к записи дополнительных слагаемых в одномерном представлении. Кроме этого, для вычисления указанных членов можно в равной степени

+

4
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пользоваться как лагранжевыми, так и эйлеровыми координатами, поскольку в линейном приближении обе переменные эквивалентны По той же причине всеми нелинейностями в этих слагаемых пренебрегаем.Из всех механизмов, порождающих диссипацию и дисперсию, как наиболее важные, будем рассматривать; влияние теплового поля, конечную электропроводность; вязкость обусловленную зависимостью тензора напряжения от тензора скорости деформаций; вязкость, обусловленную памятью материала ( теория наследственности).Сначала рассмотрим влияние теплопроводности и конечной электропроводности. Уравнение теплопроводности примем в виде 118}Р С —+ ГД--?.й + п0?..7 = ХДГ + М?хв)։ (18)йг д։ ц0Здес ь С- удельная теплоемкость при постоянной деформации. Т{, - начальная температура, р-коэффициент температурных напряжений (теплового расширения), я,, -коэффициент влияния электрического тока на плотность теплового потока, X - коэффициент теплопроводности-коэффициент магнитной вязкости.Закон Ома обобщается в виде [18|
7 = с(е ++ (19)где о՛ -коэффициент электропроводности, -коэффициент влияния теплового поля на плотность электрического тока и р։,-плотность свободных зарядов. В дальнейшем будем пренебрегать джоулевым теплом (последний член в (18)) и считать рс =0.Из (18) и НО) в “короткой волне” получается уравнение- Р«С С~ - Гор ֊ = - ֊ ֊- + Лоав1 п х 5^-1 (20)

ох ох с ох' охРассмотрим дна предельных случая распространения тепла [24]В адиабатическом приближении можно пренебречь первым членом в[20). Тогда, интегрируя оставшиеся члены, получим:
дх X л (21)В конечном итоге это уравнение, введя соответствующие обозначения, можно представить в виде (22)В другом предельном изотермическом случае можно считать малым нервы ффчлен в правой части в (20). Методом последовательных пр11 бл и ж< .* и и й получи м.

Р/-
,дГ 

дх ах ох с ах
\ .X *•

- пост/? >1 > - •; 
дх

(23)Введя соответствующие обозначения, (23) представим в виде
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^Г=7г_6
р сх дх > дх2 ’ 8 (24)

' Р0СВ уравнении импульса учет температурных напряжений будет
адГо1 ражен дополнительным членом —13 — в правой части, а конечная

проводимость - в уравнении индукции членом ц,п д2В'
дх2

Как видно,конечная проводимость порождает обычную высокочастотную вязкость, в то время как теплопроводность играет разные роли в двух рассмотренных предельных случаях. В первом, адиабатическом случае, приходим к выводу, что температурное поле не влияет на геометрию распространения слабых возмущений (лучи, бихарактеристики, линейный фронт, скорость распространения линейных возмущений), а также на качественные закономерности нелинейных возмущений (возникновение разрыва скачок энтропии и т.д.). Влияние теплового поля здесь порождает низкочастотное рассеяние, как дополнительный эффект к рассеянию из- за неоднородности и геометрического расхождения лучей. В итоге- функции Ф заменяется произведением 'Рехр(-м).В изотермическом случае, подставив выражение (24) в уравнение импульса и объединив его с упругими напряжениями, получимс* У՞՜ Я 7* сГ с2 у'у =с„+Рчу;։ Я=₽"-5Р ։25։
(X сх сх схЕсли второе слагаемое в правой части (25) приводит к высокочас­тотному рассеянию, как обычная вязкость, то первое слагаемое приводит к пересмотру и геометрии распространения линейных возмущений и переучету всех коэффициентов одномерного уравнения “коротких ’волн.Для вязкоупругой среды, когда вязкость проявляется в виде зависимости вязких напряжений от тензора скоростей деформаций, исчерпывающие исследования содержатся в работах А.Г Багдоева |4| Результаты, полученные им, показывают, что тепловое поле может существенно влиять на все явления распространения нелинейных возмущений.Для материала наследственного тина можно исходить из линейных соотношений [25|’■՛ ' = (26)

Будем считал., что ядро вольтеррового оператора содержит слагаемое с 8 -особенностью (мгновенный упругий отклик) и регулярную часть наследственности. Кроме того, будем имел, в виду материалы с ’короткой" памятью. Пусть а-характерное время релаксации. Будем 35



счи та й, ядра операторов быстро исчезающими при / > а Можно ввести высокочастотные и низкочастотные модули |26| В силу сделанных предположений для девиатора напряжений и среднего давления получимЧ =2(7о3е, +2(Св֊О0)[5^а}^Г(^-^-...] О о
- &р ֊ Kfi + (Л„ - К J 56т} ’Г, И + О 127)Действуя дальше аналогичным образом, как и в случае газовой динамики |2б| и МЕД |12), легко можно вычисличъ диссипативные и дисперсионные члены, при тугом определенную роль сыграет разностный коэффициент.Поскольку соотношения (26) и (27) линейны то в итоге нелиней- носгь механического поля будет носить геометрический характер из- щ конечности деформаций. Можно. конечно, обобщить (27) и на случай физической нелинейности, представив С и К функциями от инвариантов тензора деформацийАвтор благодарит Л.Г Багдоева >а полезные советы и обсуждения ряда положений настоящей работы.
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ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ
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УДК 539.1+532.5
СТАЦИОНАРНАЯ АККРЕЦИЯ ИДЕАЛЬНОГО ГАЗА 

С КОНИЧЕСКОЙ УДАРНОЙ ВОЛНОЙ
Григорян С.Д.
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S.D. Grigoryan
Stationary accretion of an ideal gas under a strong conical shock wave

Найдены стоционорпый решения с сильной кинической удорной полной, описывающие 
аккрецию идеального газа ни притягивающий центр.Указаны первые интегралы конических 
гс-чевий идеального газа Исследованы условия сущесгаования решений, определенных во 
псом прострпистне

В многочисленных астрофизических явлениях возникает задача о ста 
ционарной обтекании массивной звезды потоком газа. В данной работе 
мы рассматриваем эту задачу при следующих предположениях: 1) масса 
шезды М много больше массы газа, расположенной в ее окрестности; 2| 
газ является идеальным; 3) радиус звезды /? много больше ее 
гравитационного радиуса /С»/^ =2GMi с~ ;4) скорости движения газа 
v«c где с— скорость света.

При такой идеализации задача сводится к исследованию стацио­
нарного движения идеального газа в поле притягивающего центра в 
классической ньютоновской теории, причем само гравитацией газа можно 
пренебречь Мы предположим также, что движение газа обладает осевой 
симметрией и относится к классу так называемых конических решений, 
лля которых в цилиндрических координатах г,ф,все параметры газа 
существенно зависят только от одной переменной X. = г/ г .

Стационарная аккреция газа при других предположениях изучалась в 
большом числе работ,обзор которых содержится в книге Зельдовича и 
Новикова 1971г п ъ работе Сюняева 1978г Конические течения газа без 
гравитацшь рассматривались впервые в классической работе Тейлора и 
Маккс'ла Т9Ф1г при изучении движения тела конической формы в возду­
хе. Эти решения применялись также Рудерманом и Шпигелем в 1971г для 
моделирования движения газа в кильватерном следе, возникающем позади 
звезды движущейся с постоянной скоростью через однородный газ. 
Исследование конических потоков газа в поле притягивающего центра 
впервые было начато в работе Бисноватого-Когана и др. в 1979г., где 
задача исследовалась, главным образом, численными методами В данной 
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работе станибй&рная аккреция газа с конической ударной волной 
изучается с помощью строгих аналитических и геометрических методов

§1. Стационарные конические течения газа в поле притягивающего 
центра.

Уравнения газовой динамики для стационарных решений с осевой 
симметрией в цилиндрических координатах /',(Д/имеют следующий вид

Зу Оу Н'՜ 1 8п си дм улу л
V— + и---------- =-------- + Л, V — + н — + — = 0

дг дг г р дг дг дг г
ди ди 1 др _ д(ру) 3(рм) ру _

у —+ н—- =------- + < + + — =0 (1.1)
дг дг р & дг дг г

Р^О
дг дг

Здесь и,У,й> -радиальная, вертикальная и вращательная компоненты 
скорости газа, р — давление, р — плотность, у > 1 — показатель адиабаты 
В рассматриваемой задаче У7, и Л. радиальная и вертикальная составляю­
щее си,ль! гравитационного притяжения массы V/, расположенной и 
точке г = 0,2=0:

где С - гравитационная постоянная [G]= А’Л՜/ ' 1 ".
Конические решения системы уравнений (1.1) имеют следующий вид.

р = 4М4 р = ^г”р(х), v = Z>rT(x)
И Г (1.3)

и=Лг*С/(Х), vv = 6/Q(a), д=- 
г

где константы а и Ь имеют размерности [«] = Ml:՜3.[/.)] I. ' Т , к и 
5 —безразмерные константы; из условия конечности массы газа в 
окрестности центра получаем 5<3 Конические решения вида (1.3) при 
к~0 изучались впервые Тейлором и Макколом в качестве модели 
обтекания потоком газа тела конической формы.

Система уравнений (1.1) при условиях (1.2) имеют решения вида 
(1.3) только при одном значении к =-1/2 В этом случае из констант 
задачи G. М и b формируется одна безразмерная константа 
ш= GMjb1 Для исследования решений вида (1.3) удобно ввести угол 
9 = агс1дли использовать компоненту скорости Г,. направленную по 

лучу ?v = z/r= const и компоненту скорости , направленную по 
нормали к Vf



Система уравнений (1.!) - (1.2) мя решений вида (1.3) при 
п рео бра зовани и коорди н ат

0 = агс1§ л, R 
переходит в следующую систему обыкновенных дифференциальных 
уравнений по 0:

~ = -(? ” 0-+“֊ 1(* " Зу)у + 2(у - 1)*1ё0] 
з0 х 2х

уравнение для функции /? отделяется

R'
R

у+(1-$^9

Здесь параметр Д!-= 3/2—($+])/у . Замкнутая система уравнений (1.6) 
полностью определяет стационарные конические течения газа в поле 
притягивающего центра .

§2 . Первые интегралы конических течений газа
Ряд первых интегралов системы (1.6) (1.7| можно получить путем 

простых вычислений Из уравнений для и R' непосредственно 
следует закон сохранения

Г՝\ = (го(хсо8 0)' ՜') ՝ (Ях(со50)'՜’)՜ ՝ =сопб1 (2.1) 
Этот и наград аналогичен известному интегралу адиабатичности для авто­
модельных решений уравнений газовой динамики [б].. Интеграл (2.1) при 

у* 5/^ позволяет выразить в явном виде функцию R через решение 

системы (1.6) .
Из уравнений (1.6) для и 1|/' получаем
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7г2=2ф(хсО89)7-1(\|/СО80)5 =СОП5( (2.2}

Вейлу интеграла Л функция \|/ при у х 5/3 выражается через 21(,х,0 и 
поэтому система (1.6) сводится к системе трех уравнений для функции

Случай одноатомного газа у = 5/3 для рассматриваемых решений 
является исключительным: приу = 5/3 интегралы (2.1) и (2.2) сводятся к 
интегралу

Е3 =г0(хсозО)^ =СОП51 (2.3)

Интеграл Е3 также позволяет понизить порядок системы (1.6) на 
единицу.

Для нахождения более сложных интегралов системы (1.6) 
необходимо привлечь энергетические соображения11. Оценим полное 
изменение энергии газа, заключенного в коническом секторе 
Х.<Х<Х2 , в единицу времени

Поток энергии в единицу времени через конус Х=сопз1 равен 
со

2л |еулг(1 + Х2р^/՛ 
а

где Уп = (г/ - Ху)/(1 + X*) -компонента скорости газа ортогональная к 

поверхности конуса. £ —энергия единицы объема газа:
р у2+м2+^2 СЛ/р

Ь֊р1 + Р 2 р+?)’'г
Работа, совершаемая газом против сил давления, равна

□О
2л | рупг(1 + Х2)^г

Полное изменение энергии газа Е внутри конического сектора 
Х,<Х<Х2 имеет вид:

1паЬ2 
о

ур У;±У?+&
0֊г)Я 2

(2.1)

Д\я стационарного течения газа с1Е,/с1( = 0; отсюда следует 
сохранение интеграла (2.4), вычисленного при различных значениях X. 
Однако интеграл в (2.4) в общем случае равен ±оо; только в специальном 

՛■ Закон сохранения энергии для исследования автомодельных решений впервые 
был применен Седовым (6՛ новые применения этого закона, позволившие 
обнаружить автомодельные пульсации газа в звездах, были найдены 
Богоявленским [2,3].
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случае, когда подынтегральное выражение в (2.4) равно нулю, прове­
денное рассуждение доказывает сохранение нулевого уровня функции

„ . уР , г.’+и/ + Яг , т 
(7֊1)Я 2 (1 + 2?)’’ (251

После преобразования в переменные (1.5) функция Н принимает вид
/7 = w(cos О)/7о, =zn + х2 + у2 +w: ֊1 12.61

Дифференцирование функции /70 в силу системы (1.6) приводит к 
уравнению

Н^н (2.7;
X

Отсюда следует прямое доказательство сохранения траекториями системь 
(1.6) уровня 7/ = /70 =0.

Из уравнения (2.7) и уравнения (1.6) для z'o получаем первый интеграл
FA =z0(xcos9)“ 7/ц < Y՛2 = const (2.8)

Из уравнения (2.7) и уравнения (1.6) для Ц/' получаем первый интеграл
= Н^\\)2 cos2 0 = const (29|

который при у £ 5 / 3 выражается через предыдущие интегралы
Г5 = (Л/7г4)2/(5Эу)

В силу интегралов (2.2) и (2.8) функции 2,. и у/ при у * 5/3 выра­
жаются через .г. у\ 9 и поэтому система четырех уравнений (1.6) 
сводится к системе двух обыкновенных дифференциальных уравнений на 
рункпии х, г При у = 5/3 такое же понижение порядка системы ; 1 6.

достигается с помощью интегрален (2.3) и (2.9).
При значениях параметров у аг , удовлетворяющих условию 

՛ 7-<г)'1г']=/-(5+1Х7-0=։
и Д 2 ; 2?

(2 101

или 5 = (у + 1)/(у - 1) система (1.61 имеет еще один интеграл
F. = 77.3(/7(| + I-/)=(?„ + х: + цГ \zQ + х? +у- + цг -1)= const (2.1 Ц

При выполнении условия |2 10) и Z7 * 0 три первых интеграла (2.8), (2.9) 
и (2 11) вместе с выражением На (2.6) позволяет выразить X, у, г6.Ч/ 
через /7(|. 9. В результате этого система четырех уравнений (16) сводится 
к одному уравнению (2.7) после подстановки полученных выражений для 
л՜ и у через //։։.0 .

§3 . Стационарная аккреция газа с конической ударной волной

1. Поверхность L = х‘ = 0 является поверхностью непродол- 

жимости решений для системы (1.6) . Действительно, с двух сторон 
производная х обращается в ±<эо и меняет знак поэтому траектории, 
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втыкающиеся в поверхность £ = 0. могут быть продолжены при всех 
9(-Л/2 <9 <п/2) только с введением разрыва Наличие у системы (1.6) 
поверхности непродолжимости решений £ = 0 является формальной 
причиной возникновения в стационарных конических течениях газа 
ударной волны на которой Л = г/г = const . Фронт ударной волны в 
•тих -решениях имеет форму конуса Поверхность L = 0 делит прост­

ранство переменных х, у։г0,ф на "сверхзвуковую" область £>0. где 
скорость газа И (ортогональная к поверхности конуса X = const) больше 

скорости звука Vo.= (dpМрУ*и дозвуковую' область Z. <0. где

vr <vc
Условия Гюгонио сшивки решений на фронте ударной нолны имеют, 

как известно. следующий вид :
*»« ••-■p1Vi«>pjV: V, =v„ A+p,v/ =р, ,Piv,‘
I YPi у/ _ 'IPs V/ 

&-։)р> 2 (y->)pj 2

Здесь индексы 1 и 2 определяют параметры газа по разные стороны от по­
верхности разрыва, величины V означают компоненты скорости, ортого­
нальные к разрыву; касательные к разрыву компоненты скорости vt не 
меняются.

После подстановки в (3.1) выражений (! 3)-(!.5) получаем условия на 
скачке:

у,=у, V, =Уг
UCf™1 ' ՝ T±1^l+jc’=z + т 1 (3-21

к - 2у X, ' ” 2

Отметим, что при преобразовании Гюгонио (3.2i величина
Но =zo + X* -г у* -г ц/՜ - ) сохраняется

П. Проведем построение стационарных решений, описывающих 
следующее явление. Пусть на массивное гравитирующее тело набегает 
поток холодного газа, в этом потоке возникает сильная коническая 
ударная волна, за которой температура газа существенно отлична от нуля, 
за фронтом ударной волны происходит аккреция газа на центр.

В случае сильной ударной волны можно считать, что газ перед 
фронтом ударной волны имеет нулевую температуру, то есть ?01 = О 

Величины z0| и х, за фронтом ударной волны в силу (3.2) при 
z0l = 0 связаны условием

z0? = 4ух,j (у -1) (3.3)
В дальнейшем предположим, что в потоке газа отсутствует вращение 
(\|/а0) и величина HQ =0. В этом случае система (1.6) после подстанов­

ку 20=1 — х’- у' (в силу инвариантности условия //,, = 0) сводится к
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системе двух дифференциальных уравнений на функции х и у 
определенной внутри единичного круга 2)2:з0 = 1-х? — у' ^0 (фиг.1) ,

Система (1.6) при г0 - 0 описывает стационарное движение холодного 
газа (пыли) и интегрируется в явном виде:

х = 51п| |(0֊0О)| у = -со8(֊(0-ео); (3.4)

Соответствующее точное решение имеет следующий вид;
֊ (2C-W)l',cos[(e t-e,,)/?] __(2GAf)''?sin[(O4-9o)/2]

(r’+z2)^ (rl + z2
՝ ' ՝ ' (3.5)

asin2‘֊->[(0 + 0o)/2] n „
p =----- ' ■ W = O’P = °

r\r + Z )
В решении (3.5) плотность p и скорости и, V стремятся к нулю при 
(г? 4- z1 ]֊> со

Путем прямого вычисления нетрудно убедиться, что система (1.6| при
0—>я/2т //,, =0 имеет решение 5 со следующей асимптотикой при
9 ֊> п/2 :

, 2
х - асозО, у = ֊1 + Вх* =—----- ?Х*

где константы аДА выражаются через параметры у , к
„ 5 ֊ Зу 4 + (у-1Х2а?֊3) . 5 + у(2ае-3)

4у ՝ 2(5 + гХ2<е-ЗХг-։) ’ 5-7
Асимтотика (3.6) имеет физический смысл при к > 0, что в силу

(3.6)

(3.7)

(3.7) и
К = 3/2 - (б'+ 1) у при у< 5 означает 5 <3/2. Асимптотика (3.6) при 
а>О(у<5/3) описывает аккрецию на центр. При этом параметры газа
при 0 —> тс/2 (X = z/r—>х) имеют следующий асимптотический вид:

v = и =֊(2см)՝12 ֊, »-о

, xlO-(S‘ï)x
1 2 IР = «С0 — ! - 

г \Г }

„ G Ma 
=2а----—-с0

7*

(3.8)

Частицы газа в асимптотике (3.8) падают в центр i =z = 0 по кривым
z=c։

которые при у < 5/3 касаются оси z В асимптотике (3.9)
(3.9)
при

Р

,.-»У'(**у)

у < 5/3 , д < 3/2 плотность газа р —> х при X —> со ; при
5 < 7/(5 + у) давление газа р —> х при 7-֊~> '-х>

Траектория (3.4) (граница круга 2)7) при преобразовании Гюгонио на
ударной волне (3.2) переходит, в силу (3.3), в э,д\ипс
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Поверхность непродолжимости решений

(3.10)

£ = х- ֊(у֊1)го/2 = О в

= 1

рассматриваемом случае проектируется в эллипс Ео : 

У + 1 2 2 ,X =1 (3.11|
у-1

Очевидно, что при у >1 эллипс Е, лежит внутри эллипса#, (фиг.1) .
Траектория 5, имеющая асимптотику (3.6), находится (в окрестности 

точки Г, (х = 0» >’ = -՝!)) в дозвуковой области Л < 0 или внутри эллипса 
£0 (3.11), при А<1. что в силу (3.7) и к = 3/2 - ($ 4-1) V означает
5>(1+у)/4, Траектория 8 находится (в окрестности точки У. | внутри 

эллипса при Р>РоЦ((у+1)/(у-1))՜ и вне эллипса при р <ф0. 

Условие Р =р0 в силу (3.7) означает

у2 +6у + 55=50=3---- -1----- <312)
8у

При 1 <у <5/3 имеем 3/2>5,,> 4/3. то есть значение д0 находится н 
области физической применимости асимптотики (З.б) (к>0 или 
5<3/2). При изменении в окрестности траектория $, имеющая 
асимптотику (З.б), переходит с одной стороны эллипса Е. на другую 
Поэтому при всех 5 в некоторой окрестное?™ заведомо существует 
пересечение траектории 5 с эллипсом Е} Пусть этс пересечение 
происходит при 0 = 0] в точке К(0։) с координатами (х2,у,) и пусть 
Л' - точка с координатами (Л'։,у2), переходящая в точку К(0։ ) при 
преобразовании Гюгонио (3.2). Проведенные предварительные построения 
позволяют теперь перейти к конструкции искомого решения,

Стационарное движение газа с конической ударной волной в поле 
притягивающего центра описывается следующими двумя решениями 
Фронт ударной волны является конусом 0 = 0,.

В области перед ударной волной при -я/2<О<0о решение имеет 
вид (3.4)- (3.5). где 0О = (() -2агс51П л՜,) и соответствует дуге к (от точки 

А\ до ) па окружности х2 + у2 =1 (фиг.1) Это решение описывает 
стационарное движение газа (холодного газа). В области за ударной 
волной при 0 < 0 < тг/2 решение описывается отрезком траектории 8 от 
точки К(0-։) до точки У1 (фиг.1). Траектория .5, являющаяся решением 

системы (1.6) при /70 =0, = 0 имеет при (9 —> /г/2 асимптотику (3.61
Соответствующее стационарное решение имеет при А = г / г —> со 
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асимптотику (3.8) и описывает аккрецию газа на притягивающий центр 
г = г = 0 касаясь линии (3.9). и плотность газа р на оси г = 0 равна со 
Траектории частиц в построенном решении показаны на фиг. 2

Полученное решение допускает обобщение при Н - 0. V = О 
При этом асимп тотика решения при 0 —> п/2 по-прежнему имеет вид 
(3 6). из уравнения (2.7) находим асимптотику //։) = с(соз<р)‘։'՜ 1՜'՜^ —> О 

при 0 —> тс/2 .

111. Отметим, что при II ^0 и у <5/3 все стационарные решения
вила (1.3) при наличии вращения газа (ц/ * 01 существуют только на 
отрезке |е| < е0 < л/2 и не продолжимы при |0| —> к/2 

Действительно, в силу z0 > 0 из условия Яо =z0 +х2 + у՜ + \\Г - 1 <0 
следует 'Ю4Ы-М) < 1. Поэтому в силу наличия первого интеграла 

(2.2) решение с у 0. Н» < 0 при у < 5/3 не может существовать 

при |0| -> я/2 При у < 5/3 в силу наличия интеграла (2.3) имеем

// -___ -1___
° UcosS)2’

+ х2 + у2 + ц/2 -1 >
4(F, 3)v 

(cos 0)' ‘
(313)
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Поэтому при у = 5/3 все стационарные решения вида (1 3) при /70 <0 
(включая случай ху = 0 ) не могут быть продолжены при |0| —> п/2 .

При ц/I) и Яо > 0 существуют решения, продолжимые при 
|0| —> тг/ 2 Для всех таких решении в силу существования первого 

интеграла (2.9) имеем /7П —> со при |0| я/2

При у = 5/3 существуют решения, имеющие следующую асимпто­
тику при 0 —> я/2 :

ОкТрзУ1* 5х К ,
(С050)‘4 ' 2СО50 ° (ХСО50)М ’

где /г = 1-3՝. Решения с асимптотикой (3.14) при 0 < 5 < 1 могут быть 
использованы для моделирования стационарных движений газа в поле 
притягивающего центра, в которых частицы газа при / —> ± оо уходят на 
бесконечность.
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ՀԱՑԱՍՏԱՆԻ ԳԻՏՈՒԹՅՈԻՆՆԵՐԻ ԱԶԳԱՅԻՆ ԱԿԱԴԵ՜ՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ

Մեխաճիկա 53, №4, 2000 Механика
УДК 62-50

ОГРАНИЧЕННОЕ УПРАВЛЕНИЕ ЛИНЕЙНОЙ 
ДИНАМИЧЕСКОЙ СИСТЕМОЙ С ОГРАНИЧЕНИЕМ НА

ФАЗОВУЮ СКОРОСТЬ
Аветисян В.В.

Վ Վ Ավեսփսյաս
Գծային դինամիկական համակարգի սահմանափակ ղեկավարումը 

սահմանափակ ֆազային արագության դեպքում
Դիտարկվում է գծային դինամիկական համակարգը կամայական սկզբնական ւփճակից տրված 

վերջնական վիճակ րհրոդ ղեկավարման կառուցման խնդիրը, երբ առկա են սահմանափակումներ 
ղեկավարման I. համակարգի ֆազային արագության վեկտորների կոմպոնենտների վրա: Համակարգի 
դինամիկական պարամետրերի համար ստացված Են պայմաններ, որոնց դեպքում դիտարկվող խնդիրը 
լուծելի I. տրված սահմանավւակամներին բավարարող ցանկացած սկզբնական Ь վերջնական վիճակների 
համար-

v. V.Avctlsye ո
Constrained control of linear dynamic system with restrictions on velocity

Рассматривается задача построения управления, обеспечивающего переход линейной 
динамической системы из произвольного начального состояния и заданное конечное 
состояние при ограничениях на компоненты вектора управлении и иектора фазового 
состояния системы Получены условия на динамические параметры системы, при которых 
поставленная задача разрешима для любых начальных и конечных состояний, 
удовлетворяющих наложенным ограничениям.

1. Рассматривается линейная управляемая динамическая система 
вида

x=A(t)x+B(t)u (1.1)

Հգ) = *° <1-2>

Здесь X = (xn...,xn)-вектор фазовых координат, и - (и,,...,ми) -вектор 

управления. Л(г) и Z?(f) -вещественные кусочно-непрерывно зависящие 
от времени ! матрицы размеров их ո и ո՝Հու соответственно

Требуется построить управляющую вектор-функцию w(/), 
осуществляющую переход системы из произвольного начального 

состояния в заданный момент է = Zo (1.2) в произвольное конечное 

состояние^ некоторый момент { = Т

х(Т) = х' (1.3)

при условии, что на компоненты м֊(/) и Л'Д/) вектора управления м(/) 

и вектора фазовой скорости x(t) при t G [г0,Г] наложены следующие

ограничения:
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6, > 0, i = l,...,/л (14)

|х/0|^ау, a, >O,j = l.....,n

Запишем решение системы (1.1),(1.2)

J(Z) = Ф(<) x° +
I 

|ф-|(т)В(т)и(т)Л

*0

где Ф(/) - фундаментальная; определяемая условиями 

Фи,,) - Еп, Еп - единичная матрица размера лхл

(1-5)

(1.6)

Ф = Я(Г)Ф,

Учитывая (1.3) и (:.6|, задача сводится к отысканию такого управления 
«(/), при котором удовлетворяются условие

[ф = Ф‘’(Г)х’ -дг° (1-7)

и ограничения (1.4), а соответствующее этому управлению фазовая 
скорость х(/.) удовлетворяет ограничению (1.5) для всех /е[/0,Г].

2. Воспользуемся известным подходом |1| построения управления Этот 
подход в |2,3] был распространен на случай наличия ограничения на 
управление-в задачах успокоения многочастотных систем линейных 
осцилляторов (маятников), скалярно управляемых, а в |4| на основе этих 
работ-при ограничениях (1.4)

Следуя указанному подходу, управление решающее задачу без учета 
ограничений (1.4), (1 5), ищем в виде
М ц(о=ег(/)с, е(о=ф’’(ов(/) м

где C = (C։,...,CJ• постоянный вектор, определяемый из системы 

линейных алгебраических уравнений

■ Л(Г)-С=Ф '(Г).г'֊.?, R(T) = (tyi! (2.2)
h

В случае полной управляемости системы (1.1), матрица R('f') 
неособая [5] и поэтому (2.2) имеет единственное решение

С = Л‘‘(П’(Фч(П^-х<։) (2.3)

Учитывая (2.1)-(2.3) и подставляя (2 1)-(2.3),(1 5) в (1.1) управление м(7) и 

соответствующую ему фазовую скорость Л’(/) можно представить в 
следующем виде:

и(() = Г((,Г)(х')г, F = (F’,F՛)

^t) = G0.r)-(j)r,G = (Gl>,G'); Г =(Л*') (2.4)

где элементы блочных матриц Г*‘ и G определяются выражениями
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Г°(1,Т) = ֊(Ф-'(։)В(1)У R՜'(Г), Р,(.։,Т)=(Ф-'(։)В(1))т Я-'(Т)Ф-'(Т) 

ва(1,Т) = Л(/)Ф(<) - Л(()Ф(ОЛ(։)Л՜'(7՜) - В(։)ВТ(։)(Ф ' (О)7 Л''(Г) (2.5)

С (։,Г) = Л(г)Ф(г)Я(/)Я՜’ (ПФ՜1 (Т) + В(։)ВГ (/)(ф-‘ (())г R(Т)Ф՜1 (Г)

/'0,1 0,1 г՜՝ 0.1 у»0.17 и §- элементы матриц г и С/ соответственно.

Введем обозначения

А«.П=
г“(/,7-), 9 = 1.--«

4('.П. 9 =« + !,....2«

ц =

д - п + 1,...,2л
(2-6)

Тогда с учетом (2.5) и (2.6) искомое управление и соответствующую 
ему фазовую скорость можно представить в следующих координатных 
формах:

«ЛО

7 = 1.,...,л (2.7)

Решение х(г) системы (1.1),(1.2) при управлении и(1) с компонентами 

(2.7) ,\\я любого Т > 0 удовлетворяет краевому условию (1.3). При этом, 
однако, построенное управление и соответствующая ему фазовая скорость 
не обязательно удовлетворяют наложенным ограничениям (1.4) и (1.5). Для 
того, чтобы учесть эти ограничения, введем следующие функции

5, (г7*)= тах , / = 1..... т

(2-8)

Л///0,П= тахА?(/0,сТ) 7 = 1,....«

где К определяются из (2.6) и имеют вид

= ։ = >.= = (2.9)

К соотношениям (2.7) применим неравенство Коши-Буняковского
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k|s|x-|[Ki(/0>r,D]’'Js|x-|S'(-'(z0,r), i = l....m
|х/|<|х-|[л/(/0,г,т)]'(։<|х,|л/;'(«։,г), j=i....,n

Из (2.11) следует,что наложенные ограничения (1.4) и (1.5) на компоненты 
векторов управления и фазовой скорости будут удовлетворены для всех 
I «= если время Т > 0 выбирать из следующего условия:

И= min [М,(։0,Г), а։М Д^Т)] (2.12)
1 1 iS/Sm.lSySir

Таким образом, построение управления к(/) = (н։ И т(г)) 

осуществляется по следующей последовательности. Определяются 

элементы матрицы F')A, G"[ с помощью формул (2 1)-(2.6) и

подсчитываются функции S (г0, Г), М (г0, Г) i = 1.....m, j = 1......п с

помощью (2.8),(2.9). Далее, для любых заданных f, и х из условия (2.12) 

находится время Т . а затем определяются и,, j - из (2.7).

3. Проиллюстрируем вышеизложенную схему построения управления 
для системы четвертого порядка

Ф| =«։“м2> Ф2 =«2֊ «՛ (3.1)

|м։ (/)(</?,, |и2(/)\<Ь2, Ь2=} (3.2)

|yj(r)|<Gn |Ф,(г)|^а2 (3.3)

Система (3,1)-(3.3| в безразмерной форме описывает движения раз­
личных механических моделей, в частности, плоские движения статически 
уравновешенным вторым звеном двузвенного манипулятора (б). В (3.1)- 
(3.3) \|/|,\|/2- обобщенные координаты (абсолютные углы в шарнирах 

манипулятора) , a at,a2,b]tb2 - заданные безразмерные постоянные.

Определим управления так, чтобы система (3.1) перешла из

начального состояния покоя при t = О
% (0) = 0,ф։(0) = 0, у 2 (0) = 0, ф, (0) = 0 (3.4)

в заданное конечное состояние покоя при I = Т
Ч/|(Т) = Ч/‘Р ц/,(Г) = 0, Ф2(Т) = ц/‘, Ц/2(Г) = О (3.5)

и при этом удовлетворялись ограничения (3.2).(3.3) для всех I € [0,7՝]

Пусть Х = (ХрХ2,х3,х4) = (1g ply pig,, ф2)г-фазовый вектор системы 

(3.1). Представим уравнения (3.1) в общем виде (1.1)
х = Ах + Ви (3.6)

с постоянными матрицами А, В размеров 4x4. 4x2 и фундаментальной 
матрицей Ф(/) соответственно
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Замечание. Система (3.6),(3.7),(3.2) вполне управляема Действительно, 
вместо (3.2) рассмотрим ограничение

'0 1 0 <0 о <1 / 0 0"

0 0 0 0 1 ֊1 0 1 0 0
А =

0 0 0 1
. в =

0 0
, Ф(г) =

0 0 1 Z
(3.7)

.0 0 0 .0 0 0 ь
Начальные (3.4) и конечные (3.5) условия запишем в общем виде

х(0) = 0, х(Т) =(^', х',х1)г=(чДо,ч<,о)г (3.8)

|и| = ум; + Uj г - min, Д, i = 1,2 (3.2')

Согласно [7]. система (3.6).(3.7),(3.2') вполне управляема, так как 

имеет место условие Калмана (1J и Rei. = 0, / = 1.... .4, где л. -

собственные числа матрицы А. Поскольку с: IV.. где 

И'. = {и : |и! < г], lVt = (и : |uj < b;}. то вполне управляема и система 

(3.6},(3.7),(3.2),
Из (2.4) следует, что при построении управления достаточно вычислить 

элементы матриц F1. G՛ (2.5). С помощью (3.7),(2.1 )-(2 6) найдем

= ||4||, i = 1,2;? = 1.....4, ft\ = /А = 4, = ֊12T-’t + 6Г-
(3.9)

4 = f,\ = f'» = бт-ь - 2Т-՝, 4, = 4 = о

G' =;|g’,i|. ; = 1..... 4;?=i,...,4, g;, =4, = -6Г’С +67-2/
(3.10) 

g'u = g)4 = зт!г-2T-'t,

g'n = g» = 6T-2t - 2T՜՝, ;,=g;4 = g'j = g՝2t = gj, = g\2 = g;, = g{։ = 0

Тогда для вспомогательных функций 5,4 = 1,2 и Л/,, у =1.3 ил (2.8) 

будем иметь
5,(7՜) = (72/Г + 32/Т2)՜1'’, 5։(7) = л/2Х,, М,(Т) = М,(Г) = 213Т |3.11| 

Подставим 5(,1 = 1,2 и М,.,у = 1,3 из (3 11) в условие (2.12)', в кото­

ром, согласно (3.8), положим X՝ ՛ = у(х, )2 + (х! )2 . Из (2.12) получим 

уравнения для нахождения Т В зависимости от соотношений между 

параметрами задачи а՝ ,а2 ,Ь} ,Ь2 возможны следующие случаи:

1. 1. Л] < а., <\2 Ь2.Тогда, если а) > 8%'2 а}/3, то из (2.12)

получим
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р,(Т), 
1М,(Т),

Т е |0, Т,, 
Те[т„,«> (3.12. а|

где 7’п определяется из равенства (7*) = Л/, (Г)

Т„ = [288а,։ /(%,’ -128а,2)]'г

Поскольку функции у (3.11) монотонно возрастающие, то из 

уравнений (3.12, а) искомое время Т определяется единственным образом 
'V/ иг \ \1/гТ= 1б|х։|2+^25б|х։|4+72Ь12|х,|2^ /Ь2 I , Те[0.Т։։] (3.12, а!)

Г = з|х’|/2а։, Гб[Т1։,«>] (3.12, а2)

Если а) Ь, > 8^/2~а1 /3 , то из (2.12) получим

|х‘| = 5,(Т)» Ге[т,оо] (3.12. Ь)

откуда с учетом (3.11) найдем

^
|/з\ \’/а

1б[х‘|2 +^25б|х’|* + 726,г|х*|г^ /&2 (3.12. Ы)

Нахождение времени Т в остальных случаях производится 
ным образом. Окончательно получаем

аналогич-

2.1. а։ <а2, 6] 
а) Ьг >8а, /3

1 ' [л/, (Г),

>

Тер Ти 
Те[Т։,,<»'

7\։ = [144а2 /(962- 128а2)} 2 (3.13, а)

Т =
у/г

> Г<=[0,Г2։] (3.13, а1)

Ге[Г։„=о] (3.13, а2)

6) &г<8а,/3

д И = 52(Г), Те [о,со] (3.13, Ь)

г =

1.3. а, > а2, 6։ < 

а)

•|4+зб/>2|х* (3.13. Ы)
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5, (Г), т е 10, т,։
МУ(Т), Те[г13,^'

Гп = [288а; /(9Ь: - 128д')]' •2
(3.14, а)

1/2

т =
V'2

/6,2 , Т е [о, 7], ] (3.14. а!|

Т е [Г„.=о] 1314 а2)

Ь) Ь,<8у12а,/3

|.х-| = 5,(Г), Т е [О,«.] (3.14. Ь)

1/2 у/2 
//>,2 (3.14. Ш)

2.3. л։ > а2, Ь} > < 2 Ь2 
л) 5, > 8л2 /3

, . 5г(Г), Ге[О.Гя
4 |М։(Т). Те[Ти>«

Т21 =[144а -/(96/ -128« ‘)}'2 (3.15. а>

г = (3.15. а!)

Т=3|х'72вг.

Ь) 1>2<8а2/3

Ге[Л„=о] (3.15. а2)

(3.15, Ь)

Т = 81х֊|’ +(б^г|4+збй։г(х*| 2
х։/г

(3.15. Ы)

Таким образом, расчет управления можно провести по
последовательности Пусть параметры задачи удовлетворяют

следующей 
одному из

случаев /./.) (а), / - 1,2; /-= 1,3- Разобьем весь полубесконечный интервал 
изменения Т на две части: [о,7^ ։[^»00]՛ которым соответствуют два

интервала изменения
V

. Здесь |х’| = 1,2; 7 = 1,3
определяйся подстановкой в правые части уравнений (3.12, а.Ь|-(3.15, а.Ь|

значений 7՜ = 7^,/ = 1,2;у = 1,3 из (3.12. а1,а2)-(3.15, а!.а2) соответственно.

Далее, для фиксированного начального состояния (/ = 0, х° = 0) (3.8) по 

заданному конечному состоянию х1. путем сравнения х’ с х*|
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определяем, в каком из двух отрезков лежит искомое Г. Если 7' € [О, Т, ], 

то Т определяется одним из формул (3.12, а1)-(3.15. а1). Если Т € [т\, оо] 

то Т определяется с помощью (3.12, а1)-(3.15, а1).
Если, же параметры задачи удовлетворяют одному из случаев 

г,/.) (Ь), I -1,2; / = 1,3 , то по заданному л՜1 время Т на всем интервале 

изменения [0,со), определяется единственным образом из уравнений 

(3.12,Ь)-(3.15,Ь) и выражается с помощью (3.12.Ы)-(3.15,Ь1) соответственно.
Теперь для заданного начального и конечного состояний (3.8) 

компоненты управления в любой момент времени можно подсчитывать по 
формулам

и1(։) = 67”г(1֊2Г’г)^՛ +2Т-'(37"'г-2)х; + 

+бт՜2 (1 - гт-'о^; + 2Г՜' (зт-'г ֊ 2)х1

иг (I) = 6Г2 (1 - 2Т՝1)х\ + 2Т-‘ (ЗТ՜1/ ֊ 2)х;

в которых время Т определяется по формулам (3.12,а1,а2,Ы|- 
(3.15, а1,а2,Ы) согласно вышеизложенному.
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ՀԱՅԱՍՏԱՆԻ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԶԳԱՅԻՆ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵ՜ՂԵԿԱԳԻՐ
ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ

Մեխանիկա 53, №4, 2000 Механика

УДК 518.9:531.01
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНАЯ ИГРА УКЛОНЕНИЯ

МАТЕРИАЛЬНЫХ ТОЧЕК ОТ НЕСКОЛЬКИХ ЦЕЛЕВЫХ 
МНОЖЕСТВ В ОДНОРОДНОМ ЦЕНТРАЛЬНОМ ПОЛЕ

Барсегян В.Р., Симонян Т.А.
Վ.Ռ Բարսեղյան, Տ U Աիմոնյան

Շատ նպատակային բազմություններից նյութական կետերի շեղման ղիֆերենցիալ խաղ համստես 
կենտրոնական դաշտում

Դիտարկվում է համասեռ կենտրոնական դաշտում շատ նպատակային բազմություններից շեղման 
դխ՚իերեևցխպ խաղ ստոխասսփկ մասնակի ծրագրային ստրատեգիաների ղասում, երթ խաղը ընթանում 1 
նեղ սֆերիկ շերտերում. Երկրորդ խաղացողը կառուցում է իր ստրատեգիան հետևելով նախօրոք 
կառուցված ուղղորդին, աոաջին խաղացողի ամենաւոժեո ղիմայյրոՓյւսն ղևպրում: Հարթ դեպքում երկու 
նպատակային թաղմուրյոէններից շեղման համար կառուցված է երկրորդ խաղացողի ստրատեգիան 
Ոերված ՚ ուղղորդից համակ.պպի իրական սպայիս վիճակի շեյվմաՍ գնահատականը ժամանակի 
ցանկացած պահի համար:

V.R Barscghyan, Т.А. Simonyan
Г1ч- d: ftcjcnnal game nfihe deviation of substantial points from several target seis in '.he honwgeneous 

central fitrfd

Рассматривается дифференциальная игра уклонения от нескольких нелепых множеств и 
г.ласси - rpxe.CTH’iecKnx частично-программных стратегий в однородном центральном поле. 
Когда игра ирот-.кает и тг :1хих сферических слоях. Второй игрок строит свою стратегию 
отслеживая построенный поводырь. при самом упорном сопротивлении со стороны первого 
игрока В компланарном случае при двух целевых множествах построено стратегия второго 
игрока которая об՛ гпёчивает уклонение от этих множеств и получена оценка для величины 
расстояния истинного фа.'ювого состояния :ястемы >т поводыря в любой момент времени

1. Рассмотрим процесс преследования летательных аппаратов, услов­
но называемых перехватчиком н целые Для описания движения перех­
ватчика и цели, считая их материальными точками и пренебрегая Возму­
щениями от иесферичности Земли, атмосферным сопротивлением и при­
тяжением других небесных тел. запишем векторные уравнения для каж­
дого аппарата, участвующего в сближении [1]

1Ъ ֊ ֊ ֊ ԼԱ-ГП + !֊֊Гп=М, rn+~r4 = V {1.1)
Г гո 'ц

где г и Гц -геоцентрические радиус-векторы перехватчика и цели; и и

V — равнодействующие векторы ускорения от тяги двигателей перехват­
чика и цели; Цо — гравитационная постоянная Земли

Предполагая, что преследование протекает в тонких сферических 
слоях гравитационного поля |1| и считая, что двигатели управления рабо­
тают непрерывно, уравнения (1.1) принимают вид

՜ ■> “ ~ շ՜Гк + ОГп=г/, Гц + С0Г,։=У (1.2)

2 Ногде W , г - const - средний радиус сферического слоя.
г 9«I»
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Вычитая из первого уравнения 11 2) второе и определяя вектор даль­
ности от цели до перехватчика г = га -гц, получим

г+со3г = м-V (1 3|
Уравнение (1.3) в нормальной форме запишется

х = Ах + Ви + Су (1.4)
где .г = (.г, ,х2...» х6)'. х։ = х, х, = х *3 = У • *4 = У . л5 = з. х6 = ?

0 1 0 0 0 0՝ г0 0 (Г ' 0 0 0 4
■■֊(О’ 0 0 0 0 0 1 0 0 -10 0

0 0 0 10 0 0 0 0 0 0 0
А = ,в = . С =

0 0 -д>3 0 0 0 0 1 0 0-10

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
„ 0 0 0 0 -о2 0, .0 0 1у ко о -ь
Управления и = (и, .и,,и,)' И у = (у,,уг удовлетворяю՛!

ограничениям
и2 + и2 + и* < А.‘. V?* у} + V3 < & о

^2 (1.5)
Здесь и далее штрих означает транспонирование
Пусть заданы моменты времени Го = < ... < Эр։ = 0
Рассмотрим дифференциальную игру уклонения системы (1.4) в 

моменты времени , (Л = 1,...,/и) от множеств

ХЛ'Я9<]֊Л* (^ = !....,/«) ПО»

когда управления !*(•) и у(-) выбираются из класса стохастических час 

тично-программных управлений на интервале времени [Го,О] (2.3|
Следуя работе |3), стохастические частично-программные управле-

' ния игроков, как измеримые по I, 0) и неупреждающие функции на 
полуинтервале [т,, т|+։) имеют вид

«|(/>(0,ф,]) = и,.((|^,...4,.л[т,.]) (1.71

(1.8,

при т/ </<тЛ1, где т։,т2,...,ти являются узлами разбиения интервала 

времени [Го,6] с диаметром 6 = 5ир(т,.։ -т։) таким, что моменты време- 
г

ни 0. (к = являются узлами разбиения, т.е.

Т,о = ^ = Э(1, т։. = = Зт = 9
Случайное движение системы (1.4) определится как решение сто­

хастического дифференциального уравнения

при частично-программных управлениях н;(՛) и У.(-) и начальной 

позиции (т/։х[т։.]), т.е.
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*('Л,..... 4,.-.) = -Vp,T,MT,]+ |А'[г,т][й։<(т,.) + Су(т,)]А (t.9)

при т,< t < тж. Здесь .¥[r,x] - фундаментальная матрица решений одно-
родной

ЛГ[/,т>

части системы (1.4) и имеет вид
, . sin(£»(r-T։

coscd(/ —т)------------) 0 0
о

- (1) sin <i>(/ -- т) cos ю(/ - т) 0 0
- _ . . sin«(/-T)0 0 cos«(f-t) -------------

w
0 0 -tosin w(r-т) cos w(/֊ т)
Л n A n

0

0

0

0

COS 10 (/ -

-osin o)(/

X
0

0

0

0
_4 sin w(z-t)

0 0 0 0
о

-r) cosco(/-t)>
Иными словами, перехватчик (первый игрок) стремится сблизить сто­

хастическое движение (1.9) системы к множествам Мк (к = I.....т) (1.6)

не позже, чем к моментам времени (к = 1,...,/?։)■ Целью второго игро­
ка является выбором своей стратегии (1.8) уклонить стохастическое дви­
жение (1 9) системы от всех множеств Мк (к = до моментов О, .

2. Наряду со стохастическим движением (1.9) исходной системы (1.4) 
рассмотрим детерминированное движение точки (поводыры И4?) 
которое формируется так, чтобы в процессе игры они взаимно отслежива­
лись (2-4). Динамика поводыря определяется следующим уравнением

, й>= Ли» + Ви + Су (2.1)

Составим гипотетические рассогласования (к = 1,...,/??)
|3.4|:

(z* vv>

8«

3,) = max 7J-¥[ЭА4- I , min ГкУ[ЭХ+ 
')4il=l •,wl2-i«?+u?s>.3|

+ [ max 1[,т]Сг(т)г/т + min /'р 
J vjCv^ + VjSXj ՛ -pGMt (2.2)

Г з.

Стратегия второго игрока •*']}. обеспечивающая уклонение 

каждого движения w(0 системы (2.1) от множеств \Мi} до моментов

времени .....$/ч если w0 =w(ftl) не принадлежит множеству М}, оп-
ределяются из условия [3, 5] 

dx

max

СГДм,] =

т 3.-U dx
, [sfO.w.T

(2.3)l^X[x,t]^CV

(Эх , - р < I < -Ц, к = /я)

где р. > О -сколь угодно малое число, /^’—векторы, максимизирующие 
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■ 2i единственность которых следует из выполнения для к (к =1,...,м) 
условия (5)

9
I n(Bu + Cv)k min Г.Ви + max /'Cv
| * v?.v?.V‘sa’2 *

которое в данном случае принимает следующий вид:
4?(vi - и,) + /,4(v2 - и2) + 46(vj — w3) < (X, — Х։ \'/Л2 + /м + /*6 .

(А=1,...,/н)
Пучок абсолютно-непрерывных функций. который является 

поводырем, будет решением следующего дифференциального уравнения:
Aw+Bu[t] + Cv w0=w(f0) (2.4)

где н[/] - любое допустимое управление, а V определяется из условия 
(2-3).

Так как целью второго игрока является получение гарантированного 
результата, обеспечивающего соответствующие уклонения от целевых 
множеств М։,...։Мв при самом упорном сопротивлении первого игрока, 
то второй игрок прицеливает движение на построенный поводырь

Рассмотрим компланарный случай и пусть т = 2. тогда, предпола­
гая, что

a) /i։ = /43 =0 (А' = 1,2) из (2.2) при к = 1 имеем
= тах{/пЛ։(с w, w, 9,) +

•| ., • • К- и ՛■'
+ I min [m։/I2cos©(9։-т)' + и2/|4 СО5ф(Э։-т)]Ж; + (2.5)

+ [ max ,[v։/l2 cosco(S, -t) + v,/,4 coso)(9։ -t)]c/t + min Гр}
•'Y’+VjjSX*

где . ՛ J
/f։(Zjv։3։) = W'2(/)cosco(Sl -r)- w1(/)o>sina)(9l -/)

Z?l(GW,9։) = W4(!0<C9Sw(3i -/) - VVj(OO)Sin<o(3։ -i)
Проведя необходимые выкладки, из (2.5) получим

0 _ 4(J,w,S։) /0 _ /?։(Г,^,Э։)

(Г, W,3։) + Bf (t, w,0,) у/ А; и, W, 3]) -г В; (г, w, 9,)

Е'.''(О*Д)=л/^('.и/,&,) + В,г((,и',Э,)+(ХгА)А1('АК (2.6)
8|

где Aj(/,S։)= jicosco(9։ -т)|г/т
/ >?г •• .1 Г՛։

Аналогичным образом из (2.2) при А = 2 будем иметь

^0 =______ £| ______
да.чад+о’а.х«,»,)'
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1° = *24
7с2(^,32) + Д2(^,Э2)

Е.։»>(/,уу,9г)=7с2(/,уу,92) + Д2(/,уу,9г)+(Х2-Х, )*,(:, 9,)֊а2 (2-2)

где приняты обозначения
С|(г,м',$1) = уу,(г)соэсо(Э2 -/)-и/։(х)(о$т©(Э2 -г) 
2)։(г,уу,32) = И24(Г)СО8С0(32 ֊0֊ ^3(г)<05)псо(^2 - г)

^2(С^2)= рСО8(1)(32 -т)|с/т

I
Таким образом, подставляя выражения для Е)0) из (2.6) и е2У) из (2.7) 

в (2.3) и проведя соответствующие вычисления для управлений второго 
игрока, обеспечивающих уклонение от множеств Л/( и М2, будем иметь:

при /02Г5т<9, ^։(Г,уу) = Х2Е1(։.уу)(е;20,уу) + Е2(Г,уу)|"'2

Уи (/, уу) = Х2Е, (/, уу)[д 2 («, ») + Е,2 (Г, уу)]"'2

при 9, < / < т < 92 У1г(Г, уу) = Х2С2(/, уу)[С2 (?,уу) + £>2 (Г, уу)]՜

И2, (/, уу) = Х2Д (։, уу)[С2 («, уу) + Е2 (г, уу)]՜՛'2

Здесь приняты следующие обозначения:
(г’ = Л, (г, у^) + С, (Г, И'), £։ (Г, и») = В, (Г, и') + £)2 (?, и^)

Эг/12 СО5(0(т-0 Зг/՞ СОЗСО(т-Г)
Л (г, уу) = ֊ Л. В2 (г, уу) = - у------- —Де^Чг.уу.Э,)]2 /[еГС'.чЭ,)]2

(2.8)
М2

(2.9)

</т

ч Эг/2°2 С05СО(Т֊0 , _ . . 3г/24 С08СО(Т֊Г)
с,(;,^) = - -г—------ -—А(г,и2) = - и*------- ֊—4,][Е(2”(л*л)Г

</т

б) При/п=/и= 0 {к — 1,2), проведя аналогичные рассуждения, 
для управлений второго игрока, обеспечивающих уклонение от множеств 
М} и М2, будем иметь;

при Г0</<т<9, ^ДГ.уу) = Х2Е2(Г,уу)[е22(/,уу) + Е22(։>уу)]՜՛'2

М'> уу) = 12Е2 (Г, уу)[е22 (/, уу) + Е2 (Г, уу)]՜*'2 |

при 9,г/2т<9г Кк(«,н') = Х1С!(/,и')[с2(։,И') + О2(/,и')]

КД(,уу) = лгД(1,уу)[с]2(г,уу) + Дг(г,уу)]՜՛'2 ՛ |

где приняты следующие обозначения:
'Г2(Г,И') = Л.(/,и») + С/Г.и'), £2(г,и/) = 2?з(/,™) + Оу(1,ы)

(2-Ю)

(2.11)

. . . 1 Эг БШ со(т - 0 .
ле>^)=— Н>)—-—“/[еГ’а.уу.Д)]2

1 31 
Д«,и') = — ( 

ГЛ ' I

/։°3 8Шй)(т ֊/)

® /[Ё^О.уу.З,)]
(Ут

2
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8)'У^֊') ։h
Г[е: (r,w,»2)]

D2(/,w) = -1 sinQ(T-Z) 
to ’[^(r,w,32)]2 di

ei°,(r,w,d1) = \M։ (r,xv,3։) + 5?(r,w,d։) +(%2

8?\r,w,92) = y[ci (f,w,$2) + Z>?(z,xv,32) + (/-2 -л։)Л2(С&2) - a2

Ai(t,w՝&}) = w։(r)cos©(&։ -() + xv,(r) — sinc)(Sj -t)
CO

j3։(/,w,3։) = Wj(/)cosco(3t -/) + w2(r) —sinfc)(S, -t)
CO

Ci(f,w,32) = xv։(r)cos©(32 -f) + xv2(/) — sinco(32 -t)
0)

Z)i(z,xv,32) = w3(r)cosco(S2 ֊0 + xv4(/) — sincd(32 -r) 
co

ro _________A^t,w,S,)_______
[—2 —2

\j A] (r,w, 9։) f B\ (Z,w, &։) yj Al (Mv,3.) + B\ (?,xv,3.)

_______ Ci Q, w, 32)________ 
y/Ci (t,w,S2) + ZX(/,xv,32)

Di(4w,33) 

y'Ci (l,w,S2) + Di (/,xv,S2)

I 'Л,.(Л $/) = — |^п©($<■ -т)|е/т (/ = 1,2)
® /

Подставляя полученные выражения для стратегий второго игрока 
1 г(Л^) = ^),И2е(/,и^)} в случае а) (2.8) при /е[г0,^,] и (2.9) при

/е[3։,Э2] (и,\и в случае б) (2.10) и (2.11) соответственно) в уравнение 

(2.4) и интегрируя соответствующими начгьхьными условиями, будем 
иметь пучок движений точки поводыря М/). уклоняющих от целевых 

множеств М{ и М2 при любом допустимом воздействии со стороны пер­
вого игрока.

3. Пусть (. € [/0,^։]. х(г. ) = х. - истинное положение системы.

Предполагается также, что второй игрок не может точно определить 
истинное положение системы д.. измеренное с ошибкой положение 

обозначим через х. Условия прицеливания второго игрока на построен­
ный поводырь при самом упорном сопротивлении первого игрока будут

(w. - х. У Ви* = min (w. - х. У Ви 
и; »uj '

(xv. - х. УCv’ = min (>v. - х. )'Cv
v?+Vj £lj

где XV. есть самое близкое положение точки х.
Конкретное движение поводыря определяется из уравнения 

хЦг) = Ли#) + Ви’ + Су (ху. = хг(г.))
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а реальное движение точки определяется
х[Г] = Лф] + ^м(г) + О‘ 

где и(/) - любое допустимое управление.
Обозначая расстояние между фазовым состоянием системы и пово­

дырем через

р(о=||>чо֊^]||
(евклидову норму вектора И'(Г) — х[/]), получим [3]

4«։ *»։
( 2^Д 1 2*22$,

Р2р. + Х8՛ ррг(։.)е +—[ф(8,) + с«/с,] е
\ 1-1 /

у = ||4=72(<04+1). с = ||С|| = 72. </ = Х։.где

< €у, >0. ф(5,) -> 0 при 5, -> 0 .

з, = 4« -■։,
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ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ

Մեխանիկա 53, №4, 2000 Механика

УДК 62.50

ИГРОВЫЕ ЗАДАЧИ УПРАВЛЕНИЯ ОХВАТОМ МАНИПУЛЯТОРА

Гукасян А.А., Степанян В.К.

11.11 ՂուկասյաՕ, Վ.Ք- Սաեփանյան
ՍանիպոէԱատորի բռնիչի ղեկավարման խաղային խնդիրներ

Հիմնավորվում է. մանիպուլյատորի բռնիչի ղեկավարման խաղային խնդիրների դրվածքները. երբ 
յուրաքանչյուր ազատության աստիճան ունի երկու ղեկավարող ազդեցություններ Դինամիկ 
ծրագրավորման Լ էրստրեմալ նշանառության մեթոդներով ուսումնասիրվում է տարբեր խաղային 
խնդիրներ, տրված նպատակային բազմության և ղեկավարման ֆունկցիաների տարբեր 
սահմանափակումների ու րաոակասային ֆունկցիոնայի մինիմաքսի դեպքում:

A.A.Ghukasyan. V.K. Stepanyan 
Game problems of the manipulator's grasp

Приводится обоснование примененсния игровых постановок задачи управления схвато.м 
мпннпулнционкьгх роботов, в случае, когда управление по каждой степени подвижности 
осуществляется двумя управляющими воздействиями. На основе метода динамического 
программирования и экстремального прицеливания исследованы розные игровые задачи < 
жданным целевым множеством при разных ограничениях на управляющие воздействия и на 
минимакс квадратичного функционала

Введение. Развитее робототехники в будущем предполагав! совер­
шенствование конструкции и управления с целью обеспечения более 
плавных и контролируемых движений, которые свойственны биологичес­
ким объектам Этот путь развития приводит к созданию биотехнических 
объектов со многими элементами искусственного интеллекта. Контроли­
руемые движения в этих системах можно осуществить с двумя или 
Несколькими управляющими воздействиями, которые могут конфлик­
товать или содействовать о процессе движения в зависимости от 
полученной информации о складывающейся ситуации.

В работе делается попытка создать систему управления вышеука­
занного типа для управления движением (ориентацией) схвата манипуля­
тора с двумя степенями подвижности. Предполагается, что движения по 
каждой степени подвижности создаются двумя управляющими 
воздействиями. которые противодействуют между собой. Здесь конфликт 
имеет виртуальный характер и заключается в том, что одно из этих 
управляющих воздействий (первый игрок) исполняет роль движущей 
силы, а второе (второй игрок) - удерживающей обеспечивая, тем самым, 
плавное (в широком смысле) движение схвата. Сформулированы разные 
игровые задачи управления, для исследования которых используется 
метод динамического программирования и экстремального прицеливания. 
|1-!1

1 .Расчетная модель схвата и уравнения движений. Рассматривается 
схват манипулятора типичной конструкции |5|. кинематическая схема 
которого представлена на фиг. I. Движение (ориентация) схвата 
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Фиг 1

происходит по степеням подвижности а,,а?. где а, характеризует 
поворот относительно оси ОХ., а а, - 
относительно оси ОХ.

Динамика независимых движений 
схвата по указанным степеням подвиж 
йости описывается следующими диф 
ференциальными уравнениями

Л“, =а('=1-2) И-1>
где /։,/3 - соответствыющие моменты 
инерции относительно осей вращения 
й (/ = 1,2)—обобщенные управля­

ющие моменты каждый из которых состоит из двух слагаемых
(7 = 1,2) (1.2)

Первые слагаемые в (1.2) являются движущими моментами 
(/ = 1,2), а вторые лм։У։ (/ = 1,2) — удерживающими. п,.т{ (/ = 1.2)- 

передаточные числа приводных систем или коэффициенты усиления [5].
После перехода к безразмерным переменным

С-1/Т., и, = пу.Т? //., у\ = ту 'Г՜ //. (/ = 1,2) (1.3)
уравнения (1.1) с последующим опусканием штрихов, относительно 
переменных а, =д-|,сх1 = х2,а, = х\,а2 = принимают вид

х = Ах + Ви + Су (1.4)
где х = (х|։....,х4)',?<=(«!,«,)’, У = (у|гу2)г,а А и В \В = -С\- 
соответственно (4x4) и (4х2)-мерные матрицы

О 0՜0 10 0 
00 00
0 0 0 1 
00 0 0 0 1

В обозначениях (1.3) Т. — принятое за единицу измерения 
характерное время ориентации схвата Углы поворота а;-1(/ = 1,2) 
Тогда для безразмерных переменных и параметров системы (1.4) 
выполняются следующие соотношения порядков: х - 1, и ~ I, V ~ 1 |6].

2 . Игровые задачи управления. Рассмотрим две позиционные игровые 
задачи управления схватом.

Задача!. Движущая сторона (первый игрок), оперирующая 
управлением и-(и},и:) стремится привести (ориентировать) схват из 
начального;-^, состояния (Гп, л֊(/0)) в заданное конечное состояние 
(Г, х(7')) и минимизировать при этом функционал Дм.У) на 
движениях системы (1.4). а удерживающая сторона (второй игрок)., 
оперирующая управлением V = (V,, V 2) стремится уклонить схват от цели 
(7',а(7՜)) и максимизировать значение функционала Дм.У) Игроки 
выбирают свои стратегии из класса позиционных.
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Для удобства дальнейших исследований примем за конечное 
состояние начало координат фазового пространства и !С։ = 0. Пусть 
функционал J(«,v) задан в виде:

F Л“.у]=1Й։+М5,-т’Мя)л <2 4
о

где ||х| есть евклидовая норма вектора хе/?՜', ||м| = и‘Ru

'ivu// = v 1 а (2х2)-матрицы Я, Н определены положительно
В соответствии с поставленной задачей! требуется определить 

оптимальные стратегии м°(х) и V՛ (х), которые доставляют минимакс и 
максимин функционалу (2.1) соответственно.

В общем случае, когда х 6 /?Л, и, v G Rm, а А и В \В = -С\ 
соответственно (нхи) и (н х т) -мерные матрицы, решение поставленной 
задачи имеет вид (7, 8]

f = . v°(x) = -\н~'Сг i2.2i
2 дх 2у дх

где J’Fjx) есть определенно-положительное решение уравнения Беллмана-
Айзекса

—- Лх-г 
дх

1 oW^ г
~С1Г՝СТ-BR-'B

5W
—- = 0 

дх
(2-3|

4 дх ^2у

с граничным условием И’у(0) = 0. Решение уравнения (2.3) представляет­

ся в виде И/7(х) = хгСх, где симметричная матрица С7 удовлетворяет 
уравнению Риккати

ЛТС, + ОА + С(7՜3СН-'СТ - В1<-'Вт)в = 0 (2 4)
Матричное уравнение (2 4) представляет собой систему нелинейных 

алгебраических уравнений со многими неизвестными, решение которой в 
общем случае можно получить с применением вычислительной техники

В рассматриваемом случае (1.4), (2.1), уравнение Беллмана-Айзекса

1Г’(х) = .11 + -г==^ +-г==хЛ +-<—/— /1+ г-^=*г +
V 7Р+։ /г-н /?+։

,-------------- г________  (2-5)
+ |1Н-7^х,г + -?|1=хЛ + -г2=1|1 + ֊7===х4

V /г +1 +> ^+ч /г +1
имеет решение у >1, где для упрощения вычислений матрицы 
выбраны единичными .

Подставляя (2.5) в (2.2), получим следующие выражения для опти­
мальной стратегии:

65



wl “ r-z---- “ г-:--------- Д + —-----
Vy’֊i V? + >V vy’+i

vj’(x„x:)=- - l-—X,----- j== ll + -j=L=x,

yVy -1 YV7 +4 ՝n+'

«°(x3,x,) =- Л— x, —i=L= ;। +
Vr’-i ;Yj+i\ vr+i

- - (2.6)
v?(x„x4) =- —r^=x, - -4== jl + 7== -4

yVy՜-' yVy'+Ч vy +>
Подставляя (2.6) в (2.4). получим асимптотические устойчивые оптом 

альные фазовые траектории управления схватом манипулятора
Вторую игровую задачу управления схватом сформулируем сле­

дующим образом
Задача 2 Пусть ограничения на управления и и V для системы (1 4| 

заданы в виде
n е Р, v g Q (2.7)

где Р и Q -компакты в /?' Задачей первого игрока является приведе­
ние в момент времени Т манипулятор из заданного начального состояния 
{t,.x\! )) в начало координат фазового пространства с помощью 
позиционною управления и, удолетврряющего первому ограничению 
(2 7) (,елыо второго игрока является противостояние »тому движению ՛ 
помощью позиционного управления v, удовлетворяющего второму 
ограничению (2.7),

В соответствии с поставленной задачей определим целевое множество 
М( следующим образом:

Ме = {(t,x): t > /0 = 0, х = 0} (2.8)
Теперь задачей первого игрока является сближение позиции (j,x) к 

целевому множеству Ме в момент / = Т □ задачей второго игрока 
уклонение от Мг вплоть до момента t = Т.

Исследование поставленной задачи для линейных систем проводится 
методом экстремального прицеливания |3|, который позволяет с помощью 
некоторых вспомогательных программных конструкций в регулярных 
<՝.л\п?аях построить оптимальные стратегии для исходной позиционной 
лнерференн.яальной игры Вычисленная для каждой текущей позиции 
(f,.v) ейстемы (1.4) на вспомогательных движениях некоторая функция 

Е (!,хгГ) заменяет функцию Бедъмана (задача 1)
Согласно методу экстремального прицеливания, необходимо для 

каждой текущей позиции (l,x) вычислить функцию
е°(/,х,Г) = max х(/,х,Г,/) + с (2.9)

где |j/|: - евклидовая норма вектора прице.ливания /. с некоторая 
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положительная постоянная, а функция yjJ,x,TJ) имеет вид
Х(г,л>7',/) = р1(г,Л/) + рг(ЛГ,/) + Рм(/) + /г^[Т,г]х (2.10)

Г • г
p,(Z,T,/)= fmin (lTX[T,x]Bu)dx, P1(t,T,l)= (max (/гХ[Т,т]О)Л 

• иеР * v«0

Pw(/) = min lrq = 0
~Ч9^е.

Здесь X[r,/] - фундаментальная матрица системы (1.4)
Как известно [3]. если множества Р и Q подобны 

(Р = Ю, г > 1). то р։(/,7’,/) =-гр2(г,7’,/) и ситуация в данной 
задаче является регулярной. Это означает, что задача на максимум 
(2.9) имеет единственное решение /°(Г,х, Г)

Игровую задачу 2 (сближения-уклонения) для схвата 
манипулятора рассмотрим при следующих 
управляющие функции:

«I е Л = М *4 w2 G Рг = < хД

v։ efl = {|v։| <цД v2 eQ2 = {jv2|<p2 ‘

и = (w։, u2) e P = {(U|, w2)։. w2 + «2 < X2}

v = (v„v2)€fl ={(v։,v2): v2 +v;<p՜ 

Задача управления схватом (1.4), (2.7). (2.8)
(2.11) распадается на две группы задач, для уравнения второго порядка 

х, =>хг
12-131 

=u,-v,
с ограничениями на управления

«I е У’ -(«,՛< X,) (2.14)
и с целевым множеством

М}с = {(f.x|։x2):/>0, х, =х2 =0} (2.15)

ограничениях на

Л1-=Ь. = Г>| (2Д J)

Рз Р2

(2.121

при ограничении типа

Фиг. 2

Р, ('.&/)={ min{«,[/, (Г-т) + /2
• '«ДА,

Замечание 1. Необходимо отме­
тить, что к уравнениям типа (2.13) 
приводит также уравнение движения 
многозвенного манипулятора, управ­
ление которого по каждой степени 
подвижности происходит независимо 
от остальных [6. 9).

Применяя метод экстремального 
прицеливания для задачи (2.13)-(2.15), 
получим 

г
г/т = -Х։ ] |п1(/1(Г-т) + /2//т (2.16)

Интеграл (2.16) в разных областях плоскости (/։>/2) (фиг.2) имеет 
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различные значения

- У [ А(Г - 'V - Иг(г - <)]. г = {/, Й 0. /г г о }и (/, < о. /, г (г - г)/,(

[ I, (7 - <)•' <֊ 21,(Т - ։) ], Г, - (I, < 0.1, < 0 }»1 /, > О, I, $ (/ - 7)/,) (2.17)
Р,(<.7.() =

ЦТ-!)1 +21!(Т-:)+21̂  
'1
/։

1.{Т֊П2 + 2/.;(Г-0+2А 
А

Г, = {/, >0,(/-Г)/։ </, < 0)

г< = {/, >0,0-7՝)/, </, <о}

Экстремальная задача (2.9) в этом случае приводится к виду

£°(/,х1,х2,Т) = шах {/։[х( + (Г -()х2] + !2х2 +(1- —)р։(/.Г,/)} + с (2.18) 
НIе’ X ।

где р։ (/,?',/) имеет вид (2.17), а |7 ] = (/;’ + /2)^.

Экстремальная задача (2 18) в плоскости (/,,/2) исследуется методом 
Лагранжа

1) при (/։,/2)бГ,
. .у

Е-(/,л„л;,7) = кг.+(7-/)х;-1(и,-1,)(Г-/)!]։+[.ъ +(ц,-Х,)(Т-Г)]=| ‘ л с 

+(Г-0х։+|^1-Л1)(7-֊0։)][«,։(Лх„х։>Г)֊еГ' >2 >91

/3°((,х„х3,Т) = (х:+(//1֊Я,)(Г-г)К(։,х,>х2>П-с]՜1

2) при (/|,/,)еГ3

£?((,х,Г) = |[х, + (Г-()х, + ֊(>., ֊R,)(Т-/)=]; +[х, + (X, -И,)(7-/)!'} ' 4-с 

/,։(f>x,,x2,Г) = [x1 + (r-Ո«^+|U1-p,)(T-ՈMk’(^xifxг,Г)-c]-, (2.20!

/г0(/,х1,х!,П=(А+и,֊А1)(Г֊/)]к”(։,^,^,П-с]՜'

3) При (/։,/2)еГ3 исследование экстремальной задачи (2 18) 
приводится к решению следующей системы алгебраических уравнений:

х, +(7--Г)хг +1(х, -и,)(Т֊0г -(И| -Х,)/=/,-: +2Л/, =0

.гз+^,֊и..)(Г-г) + 2(И|֊Х|)/;/-'+2А/1=0 /,’+/,’=! (2.2»

относит^хьно неизвестных /п/2, к. Из (2.21) получим следующее 
решение для экстремальной задачи (2.18):
Е“((,х։>хг, Т) = {[х, + (Т - /)х, -1(х, - и,) (Г -0’ +

4-(х, -Ц|)<р2]г +[хг -(х|-и,)(7֊/)-2(Х| -ц,)<р]2}й +<■
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l°(t,X„x7,T) = [X, + (Т-։)хг -l(x, -ц,)(Г-г)г +
2 (2.22)

+ (X I - н I )<₽’ *1 >*։•T'> - 4’
/?0.х„хг.Г)=(х,-(х|-ц,)(Г-/)֊2(х,֊Ц,)ч>К(/.л„хг,П֊СГ՛
где ф есть действительный корень кубического уравнения

,<₽’+• 2+ х1+(Г֊Пх։-֊(л,֊И,)(Т-/)-՝ (x.-p.j'U-
(2.23)

-[х։-(Х1-р,)(Т֊»)](х,֊И,У1=0 

который единственен при условии

4{2*(Г-»>։ + -а, -и,)(Т-гУ }’ +27U +(Х, -и,)(Г-г)К -н,)֊՛)’ >0 12.24)

и имеет вид

= -(-։08п + 12(129’
6 \

где

(х.-и.Г

Ф

3 = 2 + х. +

Л = Чл։ - (X, - р, )(Т ֊ г) - X, ](л, ֊ ц,)՜՛
Если условия (2.24) не выполняются, то (2 23) имеет три 

действительных корня
4)При (/։,/2)еГ4 ьля t'([,x},x2,T). l?(t,x},x,,T) и /У(дхрх?,Г) 

получаем выражения, аналогичные (2.22)-(2.24). где вместо величины 
֊(л։ -Ц։) следует поставить (л։ -р։).

Следовательно, после исследования экстремальной задачи (2.18), для 
тех позиций (дх,,х?). где t‘(t,x ,х2,Т)>с можно определить опти­
мальную стратегию первого игрока из задачи на минимум |3(

Z0’ (r.x,T)X[I,r]Bu0(r,x) = min/0’ (t,x,T)X[T,t]Bu (2.25)
»e?

который в данном случае имеет вил
[/^/,х1,хг,П(Г-О֊Ло(/.х։,х։.7՝)]^(/։х1.х2) =

= тт[/,°(г.х|,х2,Г)(Г-О-֊/?(/,хрх5,Т)]и| (r,xt,Xj)

Оптимальная стратегия первого игрока (2.25) имеет вид
u,o(/,xnx2) = -kJsign((/I°(cxI,x,,r)(r֊O-֊/:(Cx։,x2,r)) (2.26)
Для остальных позиций оптимальная стратегия t4։0(/,x։ ,х?) есть 

любой вектор, удовлетворяющий ограничению (2.14).
Для определения оптимальной стратегии V0(/,x) второго игрока, в 

общем случае (1.4),(2.7)-(2.9). необходимо вычислить вектор прицеливания 
s(t,x). согласно равенству (3)
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5 (!.х.Т)= |(е'>(г.х>т)-<')'2%7[т,/]/°(Г։х)А (Т <Г„(1г>,х„)) (2.27)
f

где £°(/։л։т) — сеть значений максимума (2.9) при Т = т .
Заметим, что как здесь, так и выше, Г0(/0,х0) есть наименьший 

корень уравнения
£°(/олЛ,П = 0

Стратегия /0(Г,х) определяется из следующей задачи на максимум (3)
Z (f,x)Cv°(/,x) = max s'\t,x)Cv 12.281КС(? -

для всех позиций (t>x)<zG, где
G = {(Г,х): s°(t,x,T) > c,O<t < т} (2.29)

В рассматриваемом случае (2.13)-(2.18). оптимальная стратегия второго 
игрока для всех позиции (t,x) е G}. которые имеют вид

G’, = [(Z..x։, х2): е° (t, , х2, Т) > с, 0 < i < Т] (2.30) 
определяется из следующей задачи на максимум (2.28)

-sr(t, v.,x:,7')v;>(txl,x,) = max (-Г(*.хрх2?Т)у.(рх՝,х,У) (2.31)

Решение задачи (2.31) определяется формулой
v, (t,x},x2) = -p]sign5(/.xl>x2>7'), где 

т
s(i,xl,xi,T) =

!
при u,x։,x2) G G v (t.x yx ) есть мобой вектор, удовлетворяющий 

условию v։ i < /֊! .
Замечание 2. Если условие (2.24) не выполняется, то вектор 

прицеливания (/;՛ (ЛХрХ^Т) ,/2(/,хрх3,Г)) не единственен и они 
Образуют множество Г.~(t.X,T).

Если для всякой позиции (/.х)€<7| и при всяком выборе вектора 
v е Q, = co{v g Q]} найдется по крайней мерс один максимизирующий 

момент т0
£°(Г,х) = min е, (г,х,т)тер.Т]

и один вектор и е Р = со\и е Р\ такой, что для любого вектора I" из 
множеств /?‘(Г,х,т0) и д\я всех t > т0 выполняется неравенство

1"т(Ви + Cv) < min lQTBu + max /orCv (2.32)
weP vcQ

го экстремальная к множеству ir[7'] = [(z,x): 0 < г < T, e° (/, x} = c] стра­

тегия u‘'(Z,x) гарантирует д\я всякого движения х[/] = х[м0,х0,и ] 

системы (14) встречу с множеством (2.8) к момент\т t ~Т, если только 
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(/0, А'(1) = с [3] Легко проверить, что неравенство (2.32) в данном случае 
выполняется.

Перейдем к исследованию игровой задачи 2 (сближения-уклонения) 
управления движением (ориентацией) схвата манипулятора (фиг. I) 
уравнения которого имеют вид (1.4), при ограничениях на управления 
(2.12) и целевом множестве

Л/г = {(/, х): х = (х,, х2, х3, х4), / > 0, х = 0} (2.33)

согласно (2.10) в рассматриваемом случае определяется 
следующим выражением:

р,О,Г,/)= [ т\п(ГХ[Т,х]Ви)(1т = --{Т-1+Ьа-')х
Л и?7

х[а(Т-1У +2Ь(Т-1') + с1]У1 -ЬсГ՝<1Уг +аУ։(<2-Ь'а')* (2.34)

х(1п[яУ։(Г-0+*а'' + (а(7’-<)г+Ж7'֊Г) + <//Ч֊>п№а'/’-^))} 
где приняты следующие обозначения

«=/,2+/2, ь=/,/,+/,/.,<у = /2+/.2, / =
Заметим, что если необходимо совместить только геометрически։՝ 

координаты схвата манипулятора, то /2 = Ц = 0 и £и(1,х,Т) (2.§) 
вид:

е°(Г,х, Г) = шах{/։[х, + (Г - /)х2 ] + /3[х3 + (Т - ()х4 ] +

+|((н-М(Т֊0։1(/’Н’Л
гдеИ = (/,3+/з։)1'’.

В (2.35) максимум достигается при
/,° (/, х, Т) = [х, + (Т - ։ )х, ](х, + (Г - Ох, ]-’ + [х, + (7' - г)х. ]’ 

хТ) = [х, + (Т ֊ Ох. ]|х, + (Т - ()х, ]2 + [х, + (Т ֊ Ох. ]’ Р

/2’(/,хГ) = 0, /°(։,хГ) = 0 
и имеет следующий вид;

8’((,х,Т) = }х, + (Г- Ох, ]2 + [х, + (Т - 1)х, ]2 - ֊(7- ֊ 02 (К ֊ 10

Согласно (2.25), оптимальная стратегия первого игрока
позициях, где Е0(/,х,Т) > с , здесь определяется выражениями

И,°(г, X) = -Ц/’ (г, X. Г)(/“ (г,х, 7-) + 7“ (/, х, Г))]-' '2 

и’ (/,х) = (/, х, Т)^2 (г.'х, Т) + /” (г, х, 7’))]-*'2

имеют

(2.35)

(2.36)

в тех

(2.37|

а оптимальная стратегия второго игрока в позициях, где 
согласно (2.28) имеет вид
^(г,х) = у2(лх) = |х^(г։х,Т), где

е0(г,х,Г)>с.
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•V}° (Г, X, Г) = j[e0 (z, х, т) ֊ с]՜2 (т - t)l? (t,x, x)dt

' Г<Г0(70,х0) (2.38i
(z,x, Т) = J[e<,(/,х,т) ֊с]՜2 (т -1)1 у G,х, x)dt

Г • -i
Таким образом, вектор прицеливания и оптимальные стратегии 

движения (ориентации) схвата манипулятора при ограничениях на 
управляющие функции (2.11), (2.12). определяются в явном виде

Заключение. Строится математическая модель схвата манипулятора, 
который должен осуществить оптимальное |в смысле дополнительных 
критерий) и контролируемые движения. Управления по каждой степени 
подвижности схвата реализуются двумя управляющими воздействиями С 
применением методов динамического программирования и 
экстремального прицеливания исследованы две позиционные игровые 
задачи управления при разных ограничениях на управляющие 
воздействия. Получены оптимальные стратегии управления движением 
(ориентации) схвата мнипулятора в явном виде, которые можно 
реализовать в системе управления с обратной связью. Аналогичные 
исследования можно проводить также д\я многозвенного манипулятора с 
несколькими степенями подвижности.
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УДК 531.36

ОБ УСТОЙЧИВОСТИ ПО ДЕЙСТВУЮЩЕЙ СИЛЕ ДЛЯ 
УРАВНЕНИЙ С ЗАПАЗДЫВАЮЩИМ АРГУМЕНТОМ 

Шагинян С.Г.

Ս.Դ Շւսհինյան
ՍԻշացոդ արգումենտով դիֆերենցիալ հավասարումների համակարգերի ըստ ազդող ուժի կայունության 

մասին
Դիտարկվում Լ ուշացող արգումենտով դիֆերենցիալ հավասարումների համակարգերի կայո։նւ։դ>յան 

խնդիրր. երր համակարգի վրա ժամանակի վերջավոր միջավայրում ազդում են իճտեգրսւ|Ով փոքր գրգոոդ 
աժեր

Տրված է ըստ ազդող ուժի կայունության սահմանումը այդպիսի համակարգերի |ո։ծումների համար 
Ստացված են բավարար պայմաններ, որոնց դեպքում համակարգի տրիվյայ թոսումը ասիմպտոտիկ 
կայան է ամբողջում սովորական իմաստով Որոշված են նաև պայմաններ գծային համակարգերի ըստ 
ավդոդ ուժի կայունության համար:

S.G.Sbahluymi
On the stability of acting force of the systems of differential equation with time lags.

Рлссм.прппастся задача устоЛчпиостн систем дифференциальных урппнециП с зшыздышпощцм 
apryucinoM, koi да на систему на конечном промежутке времени деЛсшуюг н»ггс1рилыю малые возмушаюшис 
енлы, г.с. силы. которые пыьпраюшя из ьолсе широких клпссш» фуихпнП. чем որս постоянно лейстъукяипх 
nni'iynu.-iiiixx. Они ншугььль пмиулмиымп силами конечно։! мощиосо։

Получены достаточные услоиии, при Которых тршшалыкм: решение системы асимптотически 
усгоПчипо г. целом и сиычиом смысле Определены также условия, при которых лиясЛндя система устойчива 
но /.еВешуынеЛ силе.

1. Пусть имеем систему дифференциальных уравнений с запаздываю­
щим аргументом

х = Г(х(/);л(г-т)) (1.1)
где л՜ £ R F : R"' —> R՝ — непрерывная вектор-функция, удовлетворяю­
щая всем условиям существования и единственности решений системы 
(1.1) ||1], с. 31) в компактном множестве

М = {х(т); ||х(-)’|, < *>; т е [0;/։]; h > о} (1 2)

и F(0).= 0.
Норму вектор-функции х(т) можно выбрать различными способами. Це­
лесообразно здесь выбрать в виде

1

kV £lxwrfT ’
Докажем следующую теорему аналогичную теореме Барбашина-Красовс­
кого об устойчивости в целом для систем обыкновенных дифферен­
циальных уравнений (2):

Теорема 1. Если мя системы (1.1) существует оиределенно-положи-
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тельный функционал V(%(•)) , определенный на функции х(т) е М , для 
которого

a) lim К(х(-)) = оо (1.3)

dV(x (t-x))
б) производная ---------------- ([1], с. 141) вдоль интегральных

dt
кривых системы (1.1) неположительна, притом не существует ни одна це- 

, л, й dV{x (t-x)')
лая полутраектория (кроме х = 0), вдоль которой ------------------= 0 (где

dt
X (f-т) —решение системы (1.1), определяемое начальной вектор-функ- 
цией ц/ = ц/(7); t0 - h < t < t0), 
то решение X s 0 системы (1.1) асимптоматически устойчиво в целом.

Доказательство. Так как для решения X = 0 системы (1.1) имеют 
место все условия теоремы об устойчивости ([1] с.141), то это решение 
устойчиво. Пусть х = xv(Z-т) —такое решение системы (1.1), которое оп­
ределяется некоторой начальной вектор-функцией = V|j(Z), где 

= ф(Ч)—непрерывная функция при te[t0-h՛, ?0].
Обозначим через cz М некоторый компакт, содержащий часть 

траектории x:v(x) при ^ = ^0'» Xv(t) е с М, и пусть 

А= sup r(xv(-)).

Так как F(xv(•))—непрерывный функционал, а —компактное 
множество, то Л<оо. Следовательно, согласно условию (1.3), существует 
число Н > 0 такое, что И(х(-)) < А при ||х(-)||А < Н и а ||Х(‘)||А - 

При этих условиях для системы (1.1) имеет место теорема Красовского об 
асимптотической устойчивости ([3], с.181), т.е. lim]lx(-)l =0.Откуда и 

следует асимптотическая устойчивость в целом решения xs 0 системы 
(1-1).

Таким образом, вышеуказанная теорема доказана.
2. Снова рассмотрим систему (1) и систему

х = F(x(Z-t), х(/)) + ф(/) (2.1)
где (p(t) удовлетворяет всем условиям, указанным в [4];

б) ср(/) = 0 при ։>Т
Здесь Т > Го + /г — заданный момент времени.

Определение 1. Решение Х^О системы (1.1) назовем устойчивым по 
действующей силе, если для любого числа 8 > 0 существует число 8 > 0 
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такое, что для всех решений хДг-т) системы (2.1) ||х(-)|* <£ при

2
1>Т + Л, если 1Мт)։а<6« ё Рм'И'

2
<6.

Определение 2. Решение х = 0 системы (1.1) назовем асимптотически 
устойчивым по действующей силе, если для каждого решения хщ(( т) 

системы (2.1) удовлетворяется условие Нт х^(-); =0 при всех 

непрерывных начальных функциях \|/(()

Рассмотрим систему линейных дифференциальных уравнений с 
постоянными коэффициентами с запаздывающим аргументом

х = Ах + Вх(/-т) (2.2)
где Л и В - пхп- постоянные матрицы, а х 6 R՞.

Предположим, что все корни характеристического уравнения
|Л֊Х£| = О (2-3)

имеют отрицательные вещественные части.
Покажем, что в этом случае система (2.2) асимптотически устойчива по 

действующей силе. Действительно, при вышеуказанных условиях для 
системы

х = Ах (2.4)
согласно теореме. Ляпунова ((5), с. 106) существует определенно-положи­
тельная квадратичная форма

а^х.-Х/

такая, что
(IV
&

Для системы (2.2) в качестве функции Ляпунова выбираем:
• п п г

у (*(■))=- £ +2л И
1 <./-1 /.I -л

(2.5)

где е, > 0 (г = — сколь угодно малые числа
Вычислим производную функционала ^(х()) вдоль решений системы 
(22):
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л м=(Окх (')+• ■ •+ал (0)+

+ Ё“Л <О(*л х, (Г - т) +...+V. (г - т)) +£е,- (х,2 (/) ֊ х2 (/ ֊ т))= (2.6)
1.7=1

= ֊Ё1О - 8/ Х? (О ֊ Ёа Ах/ ('X ('-■։)+■*’ (' - х)1 
.=1 >./■։

/ \
Известно (|3), с 196), что если ||^||о=₽>0 |। !'2?||0 = тпах| 

к 1 I у

достаточно малое число, то величины с։ можно подобрать так. чтобы 
производная (2.6) была определенно-отрицательной (например,

8.= —,2 = 1,...,«)- Следовательно, для системы (2.2) имеют место все 
2п

условия теоремы I. откуда следует, что система (2.2) асимптотически 
устойчива в целом. Следовательно, согласно определению 2, она 
асимптотически устойчива и по действующей силе.

3 Предположим теперь, что в системе 12.2) В - цА (и. -достаточно 
малое число) и корни уравнения (2.3) удовлетворяют следующим 
условиям
а) X =0 (/ = 1,2,...,/с) притом гапдЛ = п - к (к<п)՛,
б) ИеЛ, <0 (у = £ + !,,..,и) (3.1)
Если корни уравнения (2.3) таковы, что существует хотя бы один корень с 
неотрицательной действительной частью, который не удовлетворяет 
условиям -3.1), то система (2.4) будеч неустойчивой по действующей силе- 
16) Следовательно, система (2.2) также будет неустойчивой по действую­
щей силе.

Докажем следующую теорему՛
Теорема 2. Если корни характеристического уравнения (2.3) системы 

(2.2) удовлетворяют условиям (3.1). то система (2.2) устойчива по 
действующей силе.

Доказательство. Известно, что если корни уравнения (2.3) 
удовлетворяют условиям (3.1), ((6), с. 141), то существует такая матрица 
С (бе1С*0), что

р 0 0 0...................0

0 0 0 0...................0
4И.,=о։о'= 0 0....0 .....,

, о 0.... о < ы......;
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Следовательно. В} - CBC' = C\iAC' = yiCAC՜' = Ц/1։.
Выполняя линейное преобразование у = Сх. систему (2.2) можно 
привести к следующему виду:

>՛, =0, 1 = 1»..., Л;

+ 13.2)

+ М<*(/ “ Т) 4֊... + dinyn (t - т)), j = к +

Выполняя такое же преобразование у = Сх относительно системы 
х = Ах + Bx(t - т) + (р(?)

получим
Z=V(W (։ = 1.-Л) (3.3)
Z =<ыЛ.>(') + - + ^Л.(<) + , • , .

о и) (3.4)
+ Д., л.. (' - т) + - + diny, (։ ֊ т) + v (/),

где v(z) = C<₽(z) и если

Значит

Интегрируя систему (3.2) отдельно, получим 

уЛ‘-^ = уА‘0-^+ (‘ = 1.....*)

т
И = “т)+ р։(;)Л при Г>Г + Л,

где у(Г0 - т) - начальная функция. Следовательно,

А.(*) -IHV0

V0

<3 + 8, =- ' 2
(3.5)

если
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Ио-<.(*) <б’

через ;у(')|1А ,/г) обозначена норма ^-мерного функционального прост­
ранства.
Так как все корни характеристического уравнения системы 

Л + •••+<»>’. (; = * + ՝.....«) (36)
имеют отрицательные вещественные части, то, согласно теореме 
Ляпунова (|5]. с. 106-108), существует определенно-положительная форма

I "
К, = ֊ такая, что

о-?)

Для системы (3.2) в качестве функционала Ляпунова возьмем

г(>(т))=֊ X аиУ:У)+ Ёе< (3.8)

где £ > 0 (; = к + —достаточно малые числа, а

I л (7);
Очевидно, что функционал ¥(у( У) определенно-положителен и 

1нп И(։у(-)) = оо

Вычислим производную функционала Г(у(՛)) вдоль решений системы (3.2)

</И(у(/-т))
(11

(3.2) = ХацУ} (') + •■•+(։)) +

л
+ И (‘ -։)+-+^,у„ (I - т)) +

+ Хс(и2(г)-?,’0-т)) = -£/ +

+н Е“^Л'Хс/а.,У2.1о^)+<,ло-т)+ ХбЛл2(о-?,г('-•')) =
1.,1-к И /-Ы
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=-£((>-8(Хх?(')-+> (')л('-т)+у':(I -т))

Правые части системы (3.2) удовлетворяют условиям

(3.9)

(3.10)

где а = ||л| ■ шах 
/./-4*1...Л

1(«-*)

Тогда квадратичная форма (3.9) при малых ц будет определен не­
отрицательной ({3|, с. 196). То есть, согласно теореме I. для решений 
системы (3.2) будет иметь место условие

Следовательно, существует такой момент времени Г. > 7՛ + Л что

у(Г -т)|
8

< —; при I > (, 
Л,{п-к) 2

(3 11)

Тогда, согласно (3.5) и (3.11), для любого числа е>0 существует число 
6 > 0 и момент времени /. > Т + Л такие, что |[у(/ -т)\ < 8 при / > /.

<б и

Теорема доказана
Автор статьи выражает свою искреннюю благодарность доктору физ. 

мат наук, профессору Габриеляну М.С. за постоянное внимание к работе, 
а также за многие полезные советы и замечания

Работа выполнена в рамках научной темы под грифом 95-862. 
финансирующейся из государственных централизованных источников РА

ЛИТЕРАТУРА
1 Эльсгольц ;\.Э., Норкин С.Б. Введение в теорию дифференциальных 

уравнений с отклоняющимся аргументом. - М.: Наука, 1971. 295 с.
2 Бйрбашия Е.А, Красовский Н.Н. О существовании функции Ляпунова 

в случае асиМптоматической устойчивости в целом. —ПММ, 1954. т. 18. 
нып. 3.

3 Красовский II.Н. Некоторые задачи теории устойчивости движения. 
М.՛ Физматгиз, 1959. 211 с.

•1. Габриеля^ М.С., Шагинян С.Г О построении функции Ляпунова.-Уч 
записки ЕГУ, 1987, № 1, с. 39-45

5. Ляпунов А.М Общая задача об устойчивости движения. М. —Л.. 
Гостехиздат, 1950. -171 с.

6 Шагинян С.Г Об одной задаче теории устойчивости.—Уч. записки 
ЕГУ. 1987. № 1. с 39-46.

7. Гантмахер Ф.Р. Теория матриц.-М.: Наука. 1988. 548 с.
Ереванский государственный 
университет

Поступила в редакцию 
8 12 1999.

79



ՀԱՅԱՍՏԱՆԻ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԶԳԱՅԻՆ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԴԻՐ
ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ

Մեխանիկա 53, №4, 2000 Механика

УДК.678.067.5.539.4.
ИССЛЕДОВАНИЕ МЕХАНИЧЕСКИХ СВОЙСТВ 

ГЕТИНАКСА, ИЗГОТОВЛЕННОГО С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ 
ТЕХНОЛОГИИ РЕГУЛИРУЕМОГО ТЕРМОПРЕССОВАНИЯ

Валесян С.Ш.

Ս Շ Վսղեսյան
Կարգավորվող ջերմամամխան տեխնոլոգիայի զզտագործմամբ պսււորասսւված զետինակսի 

մեխանիկական հատկությունների հետազոտումը

Աշխատանքում րերված են զետինակսի, որը պատրաստված է վարկավորվող շերմամամլմաէւ 
տհխԱպոււխսւով, մեխանիկական հատկությունների փորձարարական հետազոտումների տվյայեերը 
Կատարված է ■շերմամամլման ճնշման հաշվարկը պո|իմևյփզացիւսյի ընթացքում և ցույց է արված նրա 
ազդեցությունը դեսփնակսի ամրարյան ե աոաձդականհտյան գործակցի վրա

Տ.Տհ -Valcryau
The Investigation of mechanical pioperties of getinacks manufacturing with the use of 

regulation thennoprcssing technology

В работе приводится данные экспериментальных ксследоианий механических свойств 
гетинакса, ияотовленног֊-- по технологии регулируемого термопрессовок ям. Сделан расчет 
Ддклеиия термопрессожшия и процессе полимеризации и показано млиянве его нп прочность 
и модуль упругости гетикахса

Как известно [1]. прессование композита в процессе его отвердения 
существенно повышает его прочность. В связи с этим была разработана и 
опробована на стеклопластиковых и углепластиковых трубах технология 
термопрессования (самопрессования). основанная на разнице коэффи­
циентов температурного расширения материалов внутренней и наружной 
оправок, что обеспечивает уменьшение зазора между оправками и. как 
следствие, прессование композита без использования прессового 
оборудования |2|. Эта технология особенно эффективна при изготовлении 
тонкостенных большеразмерных труб Однако при использовании этой 
технологии изменение давления прессования может осуществляться лишь 
путем изменения толщин оправок, что весьма неэффективно, так как 
приводит к весьма незначительным изменениям давления прессования и 
для труб малого размера - к очень слабому прессованию вообще.

В работах (3] предлагалась технология регулируемого термопрес­
сования, которая. благодаря специальному конструкторскому решению 
оправок, мтоеспечивает давление прессования в весьма широких пределах 
и может быть использована для изготовления изделий различной формы.

В настоящей работе осуществляется исследование прочности плоских 
образцов гетинакса в зависимости от давления прессования, получаемого 
при использования технологии регулируемого термопрессования

Гетипакс представляет собой листовой слоистый материал, изготов- 
ченный высокотемпературным прессованием бумаги, пропитанной 
полимерным связующим (4|. Для проведения исследований был исполь- 
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зовам препрег из сульфатцеллюлозной бумаги (ГОСТ 25500-82)

Фиг.1

На фиг.1. схематически показана прессформа, разработанная и 
изготовленная в Институте механики. Прессуемый полуфабрикат 1 в виде 
лент препрега с размерами 110-^35 мм, состоящих из листов в коли­
честве 52 штук помещается между прессующими плитами 5 и 5' на ко­
торые упираются алюминиевые втулки 3 в результате завинчивания упор­
ных гаек 4 на сплошной титановый стержень 2. В результате нагрева 
конструкции, вследствие того, что температурное расширение алюминия 
больше, чем у титана, очевидно, происходит сближение прессующих плит, 
обеспечивая прессование материала. Давление прессования может быть 
регулируемо путем изменения мин и материалов втулок 3 и стержня 2 
или введением дополнительных втулок с шайбами б (фиг.2.).

Фи г. 2
Ниже рассматривается расчет давления прессования полуфабриката 

при повышении температуры.
Положим, что при некоторой температуре Тй в результате завинчи­

вания гаек 4 (фиг.1.) до упора расстояние между прессующими плитами 
составляет Лэаэ и напряжения в элементах системы пренебрежимо малы 
Здесь мы имеем

1о +/5 + /5 + Лзаз = /т П)
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После нагрева до некоторой температуры принимается, что 
расстояние между прессующими плитами равно толщине уже 
изготовленного листа гетинакса. При этом будем иметь

֊Р/5/£сГ5+50 =/т(1 + атДТ) + Р/т/£т/; ' '

где Р —усилие прессования, ДГ = Т — Тп , а ,Е и Р — коэффициенты 
температурного расширения, модуль упругости и площадь поперечного 
сечения, соответственно, для алюминия, титана и стали, здесь учтено, что 
одна из прессующих пластин 5' изготовлена из стали. При использовании 
11} и (2) получим следующую формулу для расчета усилия прессования.

р = Аг[(/а+/5Ха.-ат)+/;(ас֊ат)]+50-/|м](1-а,Д7՜)

£։г;+/т е,г.
Пренебрегая толщинами прессующих элементов по отношению к 

длинам втулок, получим следующую приближенную формулу:

/. Е.Е.+1, ЕГР,
Давление же прессования определяется по формуле

4 2S (5)

где 5' - площадь поверхности образца, по которой он прессуется. Здесь 
учтено, что прессованию подвергаются одновременно два образца.

На фиг 2. схематически представлена конструкция прессформы с 
введением дополнительных втулок 3' и 3" Для этого случая формула для 
расчета усилия прессования запишется так:
р АГ[(/. +/5Хал -«т)+(/Ч/"Ха. ֊ат)+/;(а, -а,)]-ь8,-Л„3(1-аДГ) (6) 

/. Е,Е,+Г Е՝Е'+1- Е"Е" + 1,.ЕлЕ,+1, EcFi+l, EtF,
а приближенная формула -

р = АТ[/.(а, -ат)+(/'+/"Х«,-<хт)]+5<,
ЕлРп + Г Е'F'+l" Е"F"+1., ErF,

(7)
где !''J՝"',E' и Е''- площади сечений и модули упругости материалов 
дополнительных втулок, здесь

+ 4 + ^5 + = Ц <8)
Были изготовлены 3 серии опытных образцов. Образцы первой серии 

изготовлены на прессформе согласно фиг.1, при следующих данных:
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I = 60см,/< = 2см,/< = 0,75см, Л = 0,4см,Е. = 0,7 • 10՜ кгс/см',

Е = 2.1 • 10‘кгс/см2, £т = 1,08 ■ 10‘ кгс/см’.а, = 23 ■ 10՜“ —, 
град

Д = 13-10՜“—,Д = 8,5-10՜“—,ДТ = 150* С, = 1,44см2,
град град

= 10,17см2, =9,5 8см2.

При этом были получены образцы толщиной 8 = 0,35см Образцы 
второй серии изготовлены на прессформе, согласно фиг.2 при следующих

данных: /'= 5см,/"= 18,5см,а, = 23■ 10՜“ —,Г= 2,69см2,/7"» 7,95смг 
град

остальные данные совпадают с данными, приведенными для 1 серии, при 
этом были получены образцы толщиной 6 = 0,30см . Образцы ■ третьей 
серии изготовлены на прессформе. согласно фиг.2 при следующих 
данных

I. = 37см,/'=28,5см,/"=17см,а, = 13-10՜“—,.Р'= Г"= 14,37см2 
град

остальные данные совпадают с данными, приведенными для I серии, при 
этом были получены образцы толщиной 8 = 0,34см .

Кроме того, были изготовлены образцы по той же технологии , но 
практически без прессования (поверх полуфабрикатов при полимери­
зации была поставлена металлическая плита, обеспечивающая давление 
прессования » 0,015кгс/см?).

Образцы всех партий после полимеризации остывали вместе с 
выключенной печью во избежание внутренних температурных 
напряжений. Для испытаний на растяжение образцы подвергались 
механической обработке с приданием им формы двухсторонних лопаток 
("восьмерок") по ГОСТ-у 11262-80 (фиг.З) |5)

Испытания на растяжение осуществлялись на испытательной машине 
7Т> 10/90 при скорости нагружения 5 мм/мин.

Результаты испытаний приведены в нижеследующей таблице:
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Таблица
Серия Расчетное давле­

ние прессования, 
кгс/см՜

Удель­
ный вес 
г/см3

Прочность при 
растяжении, 
кгс/см ‘

Модуль 
упругости, 
кгс/см'

1 18 68 1.2 1173,33113.22 408,16
2 24,19 1.3 1361,11 + 149.97 476,19
3 50,82 1,27 1403,68+56,41 478,24

без 0.015 0,511 552,711183,08
пресс. 1

Экспериментальные значения прочности при растяжении даны с до­
пусками с достоверностью 68,3%, то есть с этой вероятностью действи­
тельные значения прочности (математические ожидания) находятся в 
приведенных пределах (6].

Как можно заключить из данных таблицы, с увеличением давления 
прессования прочность композита увеличивается. При этом несколько 
увеличиваются и значения модулей упругости при растяжении.

Проведенные исследования позволяют заключить, что метод регулиру­
емого термопрессования позволяет осуществлять прессование образцов 
при полимеризации, эффективно влияя на их прочность и дефор­
мационные свойства.
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УДК 517.43
О ВЫПУКЛОСТИ СЛЕДОВ ПОЛУОГРАНИЧЕННЫХ САМО­

СОПРЯЖЕННЫХ ОПЕРАТОРОВ, ЗАВИСЯЩИХ ОТ
ПАРАМЕТРА

Локшин А.А., Сагомонян Е.А,
U.U Լոկջին, Ե Ա Սագոմոնյան 

Պարամետրիս կախված կիսասահմանափակ ինրնահամալուծ օպերատորների հետրերի ուռուցիկության 
մասիս

Հոդվածում ապացուցվում է թեորեմ, որը որոշակի պայմաններում ապահովում է պարամետրից 
կախված ներրեիէ) կիսասահմանափակ ինշնահամւպուծ օպերատրրեերի հաջորդական սեփական 
արժեքների ղամարների պարւսմետրակաճ ուռուցիկությունը:

A.A. Lokshin. E.A. Sagomonyan
Abou։ concavity of traces of semi-hounded self-adjoint operators depending on a parameter

В заметке устанавливается теорема, гарантирующая при определенных условиях 
параметрическую выпуклость сумм последовательных собственных значений полуогра 
ниченпых операторов, зависящих от параметра

Пусть Л* абстрактное сепарабельное гильбертово пространство со 
скалярным произведением /•,•) и нормой [՛ . Пусть далее, Н 

полуограниченный снизу самосопряженный оператор, действующий в Л" 
fl = խւ։՛-А)-параметр, изменяющийся в некоторой выпуклой области 
G’c R' . Облает։, определения £)(Л/(л)) оператора Н(а) считаем, вообще 
говоря, зависящей от а. однако, предполагаем, что существует такое не 
зависящее от а линейное подпространство £>0 пространства Л*, на 
котором //(fl) существенно самосопряжен при каждом а Շ G Мам 
понадобится следующее 
определение Оператор Н(а) (удовлетворяющий перечисленным 
выше условиям) называется существенно выпуклым вверх по параметр} 
а в областиб' если для любых a,beG и любого элемента и G Д 
справедливо неравенство

/ц( ո*ւ л >
\ - 2 ) ՝ I Հ

Теорема Пусть Н(а) — полуограниченный снизу самосопряженный 
опратор, существенно выпуклый вверх по параметру а շ G ( G -выпуклая 
область в/?"). Пусть, далее нижняя часть спектра оператора /-/(«), a G G 
является чисто дискретной и состоит из собственных значений 
/Г, (а),/ = 1,2,..., которые мы считаем занумерованными в порядке 
возрастания с учетом кратности Положим
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6\(а) = Ех(а} + Ёг(а) + ..лЕк(а\ к = 1,2,... (2)
Тогда при аеС все функции 54(а) выпуклы вверх.
Доказательство Прежде всего, заметим, что справедливо 
равенство (!)

5\(^)=тГ£(Я(а)м։.,и.) (3>

где инфимум берется по всем ортоиормированным
,Ч],....ик 6 О(Н(л)). Далее, пусть а, ЪеС и пусть

наборам

а +Ь
Ф, < = 1,2.... к

где (О.,.-символ Кронекера!. В силу существенной самосоп­

ряженности оператора И на для любого Е > 0, очевидно,

найдутся такие V., V 2,..., V. е А)։), что

<8, (/ = 1,2,..., А)

Ортонормируя набор V։, 72,..., , легко замечаем, что справедливо
следующее утверждение: для любого € > 0 найдется ортонормированный 
набор ,...,иу е такой, что

-X*/«։ \
В частности, отсюда следует, что

<Е

^.И'. )-Е (4)

Геперь. используя существенную выпуклость оператора //, имеем из (41’

г,у , и;

Далее, учитывая ортовормированность набора {и;} и соотношение (3). 
имеем из предыдущего неравенства

переходя здесь к пределу при 8 —*0, получаем требуемый результат. 
Замена н и е . В случае полуограниченного самосопряженного 
оператора, линейно зависящего от параметра а с областью определения 
не зависящей от этого параметра выпуклость вверх функций (а) была 
установлена в [1|.

Н

а + Ь
2

а + Ь ՛ । 
—

а + Ь а + Ь

5,
а + Ь

а г о
9

а + /? 
о

х

2
, и'

— Е
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Приведем пример, иллюстрирующий действие доказанной выше 
теоремы Рассмотрим в следующее одномерное уравнение
Шредингера, зависящее от параметра X (X > 1):

77(Х)фз
d2 
dx2

ф = £(л)ф (5)

(здесь п - натуральное. и>1). Как известно (2|. оператор 7/(Х) сущест­
венно самосопряжен на Поэтому в силу предыдущей теоремы
функции 5Д.(X) выпуклы вверх; здесь, как и выше, через 5. (X) обозна­
чены суммы последовательных собственных значений рассматриваемого 
оператора

Однако, для операторов с потенциалами, состоящими из конечных 
сумм однородных функций, можно получать и более сильные 
утверждения. Действительно, сделаем в (5) замену положив

х = ауу, Х = а° (6|
где а - вещественный скалярный параметр, у и ß-вещественные
постоянные, которые будуг определены ниже. Тогда 
перепишется следующим образом:

/7(б’)<р= - + 2л

a2' dy'
ф =£(<?}?

Очевидно, что оператор Н(а) существенно самосопряжен

(5), очевидно.

(71

на C''[r \ ): он

будет существенно выпуклым по а, если будет удовлетворяться одна из
двух систем неравенств:

0<֊2у<1
«2у<0 
[0<2лу + ₽<1

О < -2у < I 
или ■ 2у > 1 

|o<2?iy + ß<l
(8)

В частности, решением первой из этих систем служит
у = 1/2, ß = n + l (9)

Итак, при условии (9) оператор Н(а) из левой части (7) является
существенно выпуклым по а (при Л > 1 ибо а = X1 ‘ | Теперь из (7) и (9> 
у силу доказанной выше теоремы вытекает, что при а > I функции 

(д՞*՜1 I выпуклы по а (к - 1,2,...).
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