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Bending of an Infinite Non-hotnugeneous Beam, Lying on an 

Elastic Half-plane

Pate м.нрпи.нуп :i Koni.iKTHdii мдоча об ir.irnOe бесконечной балки, сосгомщей n i двух 
р.ипых шпуист.конечных частей. лежащей ua i ртище упругой полуплен; кос in. При помощи 
ооио։ц<ч1но1о iipeuOpoaoihiiiiiH Фуры: и мигодо <|ыктори нщни построено шмкиугое решение 
JXVI4IIРассматривается контактная задача д\я упругой полуплоскости, граница которой вдавливается бесконечной кусочно-однородной балкой, с модулем упругости А'(.г) = £։0(- л*)+ Л,0(л՜). где 0(х) - функция Хевисайда Исследование ведется без учега касательных контактных напряжений и без учета явления отрыва балки от границы упругой 
। >луплоско<ти. Задача с Помощью обобщенного преобразования Фурье один я к решению функционального уравнения на действительной оси. <.'(роится замкнутое решение задачи.Рас - м*>1 репная здесь задача относится к достаточно хорошо изученной области теории контакзных задач о взаимодействии loiiKorreiiiibix элементов в виде балок, плит и накладок с линейно- . формируемыми основаниями. Не останавливаясь на подробностях, которые можно найти и 11|. укажем лишь работы |2-6|, тесно связанные с изучаемой здесь задачей. В [2, 3| получено замкнутое решение задач об и и ное бесконечной кусочно-одпородной и полубескоп<!чной плиты на упругом полупространстве. В |1| и |5| построено замкнутое решение задач о контактном взаимодействии бесконечной кусочно-однороДйой накладки и полубоскопечной балки с упругой иолуплоежос.тыо. В |б| рассмотрена га же* задача для полосы, что и в |5|, но с: учетом касательных контактных напряжений. Здесь решение задачи сведено к системе ерредгольмовских интегральных уравнений второго рода, допускающее решение методом последовательных приближений.Пусть кусочно-одно|)одная бесжонечная балка вдавливается на границу упругой полуплоскости с помощью сил /JS(.v-l-a) и О5(х֊Ь). приложенных на балку. Ось Ох направлена по границе полуплоскости, а



Oy - но ее внутренней нормали. Тогда для двух полубескопочных частей балки будем имен» уравнения
/Лтт = ^5(л- + л) </(4

ах

l)2~=Qf>(x֊b)-q(x), 
ах

-оо < х < О

О < х < оопри условиях v(-0)=v(+0), v'(-0)=v'(+0)v
I) -֊ = /J. х =-О
°'Т 

c/Х
= и. 

х = -О
‘ с/х՛

с/х'

х = +0
+0где \'(х)-вертикальные перемещения балки, (/(.г)-интенсивность нормальных контактных напряжений, /}}=Е}У., /ЛЕу/</. ֊ момен! инерции относительно оси О:, перпендикулярной к плоскости 

хау.Введем функции/Г(х) = 0(±х)/1(х), Л ՝(а)= | А՛ (хУ^Лх

А (г)=֊Ггде 0(х)-функция Хевисайда. И дальнейшем функции типи А (х) будем называть (+)функцией. А՛ (х) - (-)функцией Причем и шести», что /•՝ 1 [л ’ (а)/? ’ (g)] является (+) функцией, а 1՛ '[.4 (а)/? (а)]- (-) функцией. Здесь /■ — прямое, a /•" ՛ —обратное преобразование Фурье.Введем еще функцию F'(x) - 0(-х)—+ 0(х)— . Применив к | (х) 
ах ахоперацию дифференцирования в смысле теории обобщенных функции.из (1| при помощи условий (1) получим‘Ц- = - 7֊<7 (•') ֊ ту՜<7՛ (•<)+ "։18(х)+ а,5'(х)+

с/х О} ЛА
+ 5(.х + а)+-^-5(х-/>), (-а><х<со) (2)

с/х: .г = +0 с/х2 х = -0
4



М0 - изгибающий момент в точке х ֊ 0.t/3v d3v------Г = О. 
dx3 х - +0 dx х = -О

( 1 1 Игде* ап =------------ (Л,0 1^/Л0О-перерезывающая сила при х = 0Условия равновесия балки запишутся в видеj q(x)dx = P + Q, f xq(x)dx =Ь(*) - aP (3)Далее, применив в (2) обобщенное преобразование Фурье, будем иметь/а'Г(а) = ֊ту? (а)-~<7’(о)+Ч, ֊+ ֊е"°" + (4)С.՛ другой (тороны, для граничных точек упругой полуплоскости имеемб7//,(х,О) l-v'rc/(.ç) / \
—=------- -^-ds, (- а> < л* < оо) (5)

dx пр - хгде п,(л\0) -вертикальные перемощения граничных точек упругой полуплоскости, Ц—модуль сдвига, V - коэффициен т Пуассона упругой полуплоскости. Условие контакта между балкой и полуплоскостью имеет вид
diiAx.O) , ч / ч— ——- - Р (л), (- оо < х < ос) (6)

clxПрименив к (5) и (6) преобразование Фурье, при этом имея в виду теорему о свертке, получим
(7)Игде î/(g)֊ q (о)н <7 (а) Ддлее, подставив (7) в (-1). получим искомое разрешающее функциональное уравнение.(Xi + |a|’)<7 (а)+(х3,+ |а|’^'(а)^/(с) (֊«><а<оо) («)

ГЛ<-
X,=H>֊v)O,]”. ^=M>֊v)/Xf '/(g) = Х\1’е ,л6 + + ֊т֊Ц ֊)Таким образом, задача спелась к решению функционального уравнения (U) ,\ля решения этого уравнения запишем его заново и видеÆ(a)7(a)+ç(a) = 7(a), (֊oo<<j<œ) (9)где
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A, + |a| л,+ |а|Теперь приступим к решению уравнения (9) |5.7|. Для этого факторизуем А" (ст) представив ее в вил«^(ст)=^-(сг)^'(ст) (10)где К (а) является преобразованием Фурье (+)функции. а К (а) - (-)функции. Причем
к' (а) = ехр(я * (о-)} К (а) = ехр(/? (а))/Г(сг) = Я(ст) = р?(Д,я*о -«

Заметим, что из абсолютной интегрируемости 7?(z) следует, что 7?՝(ст)—>0 при |а|->00 и (к"(а)) ՝ тоже является преобразованием Фурье (-) функций. Следовательно, К (а)->1 при |а|—>со.Далее, имея в виду (10). уравнение (9) запишем в виде
Представим / (а)/ К (а) в виде•^^ = ф'(а)+ф'(а), (-х<а<<ю) (12)

где Ф'(а) = |ф(«)еи“</н, ф՝(а)= |ф(и)г'т'</м о ֊«■ф(п) = — (а)Заметим, в котором нетрудно убедиться, что ф(п) является абсолютно интегрируемой функцией, то есть ф' (а)—>0 при |а| —> ».Имея в виду (12), уравнение (И) запишется в виде
М'(р)=К (а)^'(а)-ф'(а)=ф (а) - - Г (а), (֊<ю<а<х) (13)л (а)Из уравнения. ՛. (13) следует, что М' (х) и /. (х) являютсяобобщенными функциями, сосредоточенные в нулевой точке, причем |1!|Л/'(х)=/. (х)=2«։61,։1(х) (14) 
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где 810,(х) = б(х). а 81“*(х)- производные функции Дирака б(х).Применив к (14) обобщенное преобразование Фурье, получимЛ7֊(а)=Г(а)=^4,о*4=0то есть А'(<з)?’(а)-ф’(°)=£А+4=0Т(о)-Ш- = ^»°‘ (15)л \Р) 1=0Если учесть, что ^(а)->0 при |а| —>оо (из абсолютной интегрируемости </(х)) и поведения функций А''(а), <₽՝(а) при |о| —>оо, будем имен., что />, =0 (А՛ = 0,1,. ,,л). Тогда, как следует из (15), искомое решение задачи будет иметь вид^*(а)=<р (а)/А (а), <Г(а)=ф (а)К (о)или же д(а)=<р’(о)/Л: (а)+ф (с)А (а) (16)В случае однородной бесконечной балки, то есть при X, = X, = X получим л Х3(Ре’““+(2ей‘)
?(<>) = ՝ , ,7 ' С7)Л +|а|которое совпадаете решением Шехтера, приведенным в |1|.Замел им, что уравнения равновесия балки (3) можно записать в виде?(о)=Р + 0, 7'(б) = /(А>е-аР)при помощи которых определяются неизвестные постоянные и я, ^(а), как преобразование Фурье абсолютно интегрируемой функции </(х). является непрерывной функцией и стремится к нулю при |о|—>со. Кроме того, как следует из (16), 7(0) имеет порядок 1/|а|о при |а| -» оо. Из сказанного следует, что <?(сг) является абсолютно интегрируемой функцией. Отсюда следует, что б/(х) является непрерывной функцией для всех хе(-со,оо). Более того, из (16) можно получить следующие асимптотические представления для контактных напряжений:х,'(/(х)= [<₽-(о)г(4Х>-х3,/М)֊бЛл-'(м*2У':]М՜4 +о[(М)՜']при х —> +ооА;|г/(х)=֊[блл-1 -г^-хрхф+ф (о)Хх,4 + о1(х,л)5] при X —> -ООс/(х) = </(о) + о(х 1п |х|) при х —> 0 (18)где Л = Р + С(Х, / X,)’ + аор/Х:;(1 - V). Г(х) - известная Гамма-функция. 7



В частном случае, для однородной балки, когда Х։ = X, = X, из (17) получим
\'д(х}= ՛ ֊-^Г(4Х\*)՜4+о[(Х,.г)'] при |х| -> со Лкоторое, как нетрудно видеть, совпалаот с (18).Знак ( ) в последней формуле показывает, что контактные давления меняют знак, то есть в случае свободно лежащей балки могут образоваться зоны отрыва. ЛИТЕРАТУРА1. Разви тие теории контактных задач в СССР. - М.. Наука, 1976.2. Попов Г.Я. О спаренных ишегро-дифференциальных уравнениях изгиба, лежащей на упругом полупространстве неограниченной пли гы кусочно-постоянной жесткости.- Изв. Вузов.Математика, №1, 1957 и №3. 1958.3. Попов Г.Я Изгиб полубесконечной пли ты, лежащей на линейно* деформируемом основании. - Г1ММ, 1961, вын.1, г.25.•1 Григорян Э.Х Передача паугрузки от кусочно-однородной бесконечной накладки к упругой полуплоскости. - Уч.зап ЕГУ, ест.н., 1979. №3.5 Григорян Э.Х. Изгиб полубесконечной балки, лежащей на упругой полуплоскости. - Изв. НАН РА. Механика, 1992, т.45, №1-2, с.11-26.6. Керопян Л.В. К контактной задаче для упругой полосы с упругой разнородной бесконечной накладкой. - Межвуз. сб. науч гр. "Механика", Ереван, изд.ЕГУ. вын.8, 19917. Крейн С.Г. Линейные уравнения в банаховом пространстве. ■ М.: Наука 1971. 104 с.8. Справочная математическая библиотека. Функциональный анализ. - М : Наука, 1972. 283 сИнститут механики Поступила в редакциюНА)1 Армении 30.06.1998

8



-.-л - LII.SI’.-Ы• Ч-bSbi-i ՛ UiEVubPb llyQU31>bUlill4bUl։UilbSb4blil'q.hP ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ
52, №3,1999 МеханикаУДК 539.3

НЕКОТОРЫЕ ЗАДАЧИ О ПРОДОЛЬНЫХ КОЛЕБАНИЯХ 
СТЕРЖНЕЙ ПЕРЕМЕННОГО ПОПЕРЕЧНОГО СЕЧЕНИЯ '

Гаспарян А.Е., |Хачатрян А.А.]
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11. E. Gasparyan, {a.A. KI rath; it nan]
Some problems on longitudinal vibrations of rods with variable cross-sections

Решены злд.»чк о щюдолъпых колебаниях стержней. площади поперечных сечений 
которых меняются по дпум различным семейсгинм функций. Получены необходимые 
(|х»рмулы и соотношения дли перемещений. Рассмотрены числопые примеры.В настоящей работе. являющейся как бы продолжением статьи |1|, рассматриваются стержни, площади поперечных сечений которых по длине стержня изменяются по законам следующих двух семейств функции:

Здесь для каждого стержня, независимо от значения индекса дт(о)=Л, =«•;.,(/} <*>։) 1-2)Предположим, стержни имеют форму тела вращения. При этом на фиг.1 представлены примерные графики радиусов Лт(х) поперечных сечений для некоторых значений т при А՜ = 16. Здесь /\ (х) е.сп, выпуклая кривая. /'2 (х) - прямая (случай усеченного конуса), все остальные - вогнутые.Отметим, что для функций /*.т(х) в огкрыгом интервале (0<х</) имеют место следующие неравенства:
' Настоящая статья является исправленным вариантом статьи, опубликованной в журнале Изв. НАН РЛ "Механика" 1994, т47 К?5-6, с. 14-23, в которой по вине редакции допущены ошибки, искажающие суть работы. Редколлегия 9



'•.„(х).<Г„ ,(*)<'■(*) = r<> exl’[ ֊ ֊ In V*J< r„,,,(*)</,,,(x) (3)
где r(x) является предельным значением функций Г.т(х), когда w —> х и представляет собой границу раздела двух рассматриваемых семейств. На фиг.1 график функции г(х) представлен пунктирной линией. Отметим, что именно этот предельный случай достаточно подробно рассмотрен в 111.

Как известно, свободное продольное колебание стержней переменного поперечного сечения описывается следующим дифференциальным уравнением:<52« Г'(х)ди _ 1 д-и
----   ՛------7~\ ~—1---- Г И) йс 1г(х) дх а՛ 81'Здесь «(х,/)-продольное перемещение точек стержня с координатой х в момент времени Г, а'=Ыр, /՛., р - модуль упругое, и и плотность материала.,\ля решения конкретных примеров к уравнении։ (4) присоединяются необходимые граничные и начальные условия.Ниже рассматриваются задачи, где стержни (1). закрепленные в одном конце х = 0, растянуты силой Р и в момент времени /=0 внезапно освобождаются от силы, представив им свободно колебаться.1 В этом пункте рассмотрим стержни (х) - первого семейства (1|Подставляя в уравнение (4) значение /֊„(х) из (1), с заменой X на

а

1-5„- = а
” 1

(1.1)
и производя разделение переменных п„,(а,1) = %(а)/(1) получим

8՜ т

а.

I2 T'
—— = -и՜
а2 Т

(1.2)или
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tu a՝ л
I +—— 7 = О 

г-Общие решения уравнений (1.3) имею г вид
Х(а) = <х р V,i ֊-a I i '1/ L

(I 3)
û)

;•< \ , . . й>а/ / ֊ .4. cos — I + A. sm —/V/ , / 4 !Для рассматриваемой задачи граничные и начальные следующие:
ии11 при а = 1 "„=0, 3) при I = 0 —— = 0
dl

(14)условия
(1.51I 5ii п2) при a - —= -------= 0 4) при t = 0 и „

Ч/к 5аИз первых двух условий (1.5) имеем

и из третьего условия Ал =0.Из системы (1.6) для определения о) получаем следующее трансцендентное уравнение, которое имеет неограниченное количество корней (il = 1,2,. ):
(1.7)

(1.(>)

Таким образом, общее решение рассматриваемой задачи можноП|>ед<'1они1т> в виде са а cos-у-/ (1.8)Удовлетворив тон epi, чсгвергому условию (1.5), получаем
-'M W. -а") (1.9)

Для определения величин Вп следует учесть, что здесь функции в квадратных скобках ортогональны в интервале \/у[к < а < 1 с весом а (доказательство не приводится).После определения величин Вп и некоторых преобразований, окончательное решение задачи представим в виде 11



Отметим, что это решение верно для всех конечных значений /и ■ 1,2. .. (/) ՛ 0,1/2.1. 3/2,. ) несмотря на то, что в четвертом условии (1.5) случай т = I (/.' О) является особым и при отдельном его рассмотрении необходимо было бы произвести предельный переход /> -> ОИз решения 11.10) можно получить соответствующее решение для стержня постоянного поперечного сечения (к = I). Но для этого <ледует учесть, чю при к -> 1 аргументы функции Берселя безгранично возрастают, так как при /том б„Л„ ->0 и поэтому необходимо предварительно пользоваться их асимптотическими разложениями. Тогда трансцендентное уравнение (1.7) преобразуется к виду
cos<a„=0, = (2л-|)я/2 (1.11)Дался! в (1.10), пользуясь асимптотическими разложениями и учитывая (I II). после; перехода к переменной .V и пределу к —> I получим известное! решение рассматриваемой задачи для стержня но՛ Эминого поперечного сечения [2|

. SPI » (֊))’"' . 2л —] 2и-1« Л'./l- — -> ~тЯП--------- 7LVC0S---------- Tillt 1.12я’Л7 .£(2л l)֊ 2/ 21-с ■ гмссгип., 'сто при нечетных значениях in 1.3, индексы 6i ■ швых ՛!• акции целые числа, а при четных .шачсниях III - 2,4,. укис ՛ iiii.ie Индексы принимают шачения целое 'тело плюс 1/2. В последнем случае известно, что бесселевы функции выражаются через племен гарные функции.2. Теперь рассмотрим стержни /•՝ т(х)-второго семейства (1). Подставляя в уравнение (I) значение /■'„(.г) из (1), с заменой X па р1 + Х„у = р (1<р<^) (21)
и производя разделение переменных "„,(ß./)=v,„(р,/). Z(P)0(O.получим

zI ß J er 0
(2.2)или



/•+^±1г' + ^-2 = о 
₽ & |2.3)

Общие решения уравнений (2.3) имеют вид
2(р)֊р’

„/д ,, С1а „ . {1а©(/) = С, СОЗ- — / +С4 81П — / (2.4)Для рассматриваемой задачи граничные и начальные условия следующие:1)нрир = 1 ¥„=0, 3) при I = 0 —— = 0 (2.5)
5/2) при Р = V* = о 4) V„(Р,0) = -Р (1 -Р

СР 2^0^Поступая аналогично первому пункту, получим следующее трансцендентное уравнение относительно (// = 1,2,. )

Прежде чем перейти к определению величин Оп, преобразуем(рансценденгное уравнение (2.6). Учитывая, что <7 = -/?-1<0 и пользуясь известными формулами перехода от отрицательных к положительным индексам бесселевых функций, уравнение (2.6) приводится к виду
Из сравнения уравнений (2.8) и (1.7) следует, что е„ = <о„

(28)
(2.9)Таким образом, имеет место любопытный факт, что в поставленной здесь задаче для стержней обоих семейств (1), определяемых одним и гем же значением т, их собственные числа совпадают.После удовлетворения четвертому условию (2.5) и учитывая (2.9),получим

Р! (р* -Р ’)|2 |())
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Пользуясь ортогональностью функции в квадратных скобках (2.10) с весом Р в интервале 1 2 р < у[к . определяем коэффициенты /)„. после чего общее решение задачи будет

После перехода от отрицательных к положительным индексам бесселевых функций, окончательное решение задачи принимает вид

Отмстим, что результат (112). полученный для стержней постоянного поперечного сечения из (1.10), получается аналогичным образом также и из (2.12).3. Выше было показано, что в рассматриваемой задаче для обоих семейств стержней (I) трансцендентное уравнение одно и то же (1.7). Корни этого трансцендентного уравнения <о„ зависят от параметров т и к . то есть и„ = со„(ш,Л).Рассмотрим частные случаи (т = 2 и т = 4), при которых бесселевы функции выражаются через элементарные функцииа) т = 2 (/7 = 1/ 2)В том случае из (1) имеем 8; = I - 1/-УГ, X, = у/к - 1 = у]к 8,.Обозначив <оя(2,А) = ^л(а) из (1.7) получим
Отсюда, после замены бесселевых функции соответствующими их выражениями, получим Р-2)Здесь очевидно, что интересующие рас положительные корпи трансцендентного уравнения (3.2) находятся в следующих интервалах:(2тт-1)՞ < £„ <»п (и = 1,2......... .) (3.3)
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Они расположены ближе к левому краю и по мере возрастания п приближаются к левому .значению (3.3).В табл.1 приведены значения нескольких корней уравнения (3.2) при двух значениях к (к = 2, к = 10) Таблица 1
/1 €„(2) п 4„(2) Мю)1 1,7973 2,3209 4 11,0331 1 1,18652 4.7985 5,1125 5 14,1664 14,28743 7,9062 8,1144 6 17,3026 17,4024В общих решениях (1.10) и (2.12), произведя необходимые замены и некоторые преобразования с учетом (3.2), соответственно получим

, , г^кРГк 
«:(«■') " ~77— 

Л/'о“

. 2ШХ, 
V ,(р,/) =-------- -

ЕР„

б) т - 4, (/> - 3/2)

СО5 —/ /
^-а)С0^ + СО8Ч„) 5/ / (3.4)

(3.5)
В этом случае из (1) имеем 6.. = 1-1/л/А, Х4 = лД - 1 ~ Лб4. Обозначив <£>„(4,л) = Г|л(л). из (1.7) получим
После соответствующих преобразований, трансцендентное уравнение (3.6) принимает вид

|]„ 1Г -38.Х՜= -—7----- ч , .■ (3.7)54 (ЗХ4 +2)п;+ЗХ-4Для того, чтобы иметь четкое представление о корнях этого уравнения, необходимо исследован, его правую часть как функцию от Т|
/(ч)=-

ц Т|г-364Х4

84 (ЗХ4 +2)п2+ЗХ;4 (3.8)
Прежде всего отметим, что эта функция нечетная, а нас интересует ее поведение только при положительных значениях Г|.Приведем некоторые характерные данные из результатов исследования функции (3.8).Функция (3.8) с возрастанием 1] возрастает от нуля (причем /*(о) = I), принимая свое максимальное значение /’(г)) = 0 при

___________ 654___________

+5,)2 - 464 +34ТЛ -б4

затем убывает, обращаясь в пул։, при 1] = 1]* = Х4 Л364
15



Имеем точку перегиба (/"(‘И) = 0) асимптоту с уравнением при г| = ЗХ4 / ^/ЗХ.4 •։• 2 и

На фиг.2 представлены графики функции (3.8) при трех значениях 
к (к = 4; 9; 1б). Интересно также очмети-п». что при к < 24 Г|*<я/2.Из приведенных здесь данных о функции (3.8) нетрудно заключить, что корни Г|Л трансцендентного уравнения (3.7), аналогично находятся в интервалах (3.3).В табл.2 приведены значения несколькихкорней уравнения (3.7) при двух значениях к (к = 2, к = 10)Таблица 2

п ч,.(2) п„(ю) п п.(2) п„6о)1 1,7982 2,3603 4 11,0326 11,16592 4,7976 5,0853 5 14,1660 14,27013 7,9057 8,0885 6 17,3024 17,3879
Рассматривая значения корней £>„(к) (при /?/ = 2) и Г|„ (при т 4), можно отметить, что при одном и том же значении к они мало отличаются друг от друга (в особенности при к = 2)Что же касается решений //4(а,/) и У4(р,/), хотя они после преобразований выражаются через элементарные функции, здесь не будем приводить из-за громоздкости их выражений.ЛИТЕРАТУРАI Гаспарян А.Е., Хачатрян Л.Л. О продольных колебаниях стержней с переменными поперечными сечениями. - Изв.АН Армении, Механика, 1993. т.46, №3-4, с.36-41.2. Тимошенко С.П. Колебания в инженерном дело. - М.: Физматгиз, 1959. 440 с.Институт механики Поступила в редакциюНАН Армении 6.04.1993
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ՀԱՅԱՍՏԱՆԻ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԶԳԱՅԻՆ ԱԿԱԴԵՍԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ

ՍՆ|սա(փ1լա 52, №3,1999 МеханикаУДК 539.3:534.2ВОЛНЫ ТИПА РЭЛЕЯ В ПОЛУБЕСКОНЕЧНОЙ ГОФРИРОВАННОЙ ПЛАСТИНКЕГулгазарян Г.Р.
Դ.Ռ. ՂոդդազարյանՌելեի տիպի ալիքները կիսաանվերջ ծալքավոր սալումԱշխատանքում հետազոտվում I հարթ, սելևի տիպի ալիքների տարածման հարցը, որոնք մարում են կիսաանվերջ ծալքավոր սափ ազատ եզրից ծնխների ուղղությամբ, երր ծռման կոշտությանը ընդունվում I հավասար զերոյի (անմոմենտ խնդիր):Ենթադրվում է. որ ծնխները ուղղահայաց են սալի եզրին և միջին մակերևույթի ուղղորդ կորի կորությունը ունի հեւոեյսղ տեսքը /? * (0) = ^8 ՇՕՏ £ > 0, —00<|3<Օ0Այսւոեղ 8 = ՉՕՈՏէ , 0 ֊ն միջին մակերևույթի ուղղորդ կորի փոփոխական աղեղի օրենտացված երկարությունն Լ: Գտնվում և թվային մեթոդով լուծվում է ղիսպերսիոն հավասարումը

С.И. СЬЫдЬагагуап
ТЬе у/ауеь о( ИеукЧдЬ (урс 1п 5сш1-1иВиПе доПсгсс! р1а1с

В работе Доследуется вопрос распространения плоских воли типа Рэлея, затухающих ог свободного края полубесконечной гофрнропаппой пластинки вдоль направления ее образующих, когда жесткость па изгиб принимается рапной кулю (бе:1мо.ме1ггная задача).Предполагается, что образующие ортогональны к краю иластинхи и кривизна направляющей кривой срединной поверхности имеет вид
R !(р) = ДесозАр, к>0, -оо<Р<ооЗдесь 8 — ԸՕՈՏէ. Р -ориентированная длина переменной дуги направляющей кривой срединной поверхности. Находятся и численным методом решаются дисперсионные уравнения.Вопросы распространения плоской волны тина Рэлея, затухающей от свободного края полубесконечной пластинки, изучены в |1,2|В качестве исходных уравнений возьмем следующие уравнения, которые соответствуют безмоментной теории цилиндрических оболочек |3|:

1 - а 52//, 1 + и д2и2 а сЦ _
5а2 2 ср2 2՜ <Эадр + /? 5а ~ ''

1-аЛ, 52«, 1+а52и. ЭГ«.՝! ,---------------г-------г--------------- ։- + — — =Хи, (1)
2 За2 5р 2 5а5₽ 5₽ R) 2

1 5«, а <%/, и,
R ар R За R 5Здесь //,, и2, иу -проекции смещения точки срединной поверхности, а, р — ортогональные координапл точки срединной поверхности, 1 ~ /? ’ (р) - кривизна направляющей кривой, У . " 17

ս ծ' и



Л = ()-о!)а2р/£ (2)где р - удельная плотность материала оболочки, Е -модуль Юнга, о коэффициент Пуассона, со - угловая частота.Для дальнейшей цели удобно систему (1) заменить системой уравнений |-1|
г. 5’ (и, \ S3 Г"։ 2Я. й f и,

■ d^\R) rVcflUd l-aôPU?J 

1 дп, о du. u,--------------------- + —1- ֊ Xu.
R 5p R da R -Здесь оператор

Г = ДА + (3 ֊ о)/(1 ֊ а)лД + 2Х2 /(1 ֊ о) Граничные условия принимают вид:
=0> =о

йр c'a a - 0 da cP R /a = 0 
__ я

« (a.p) - » (a,p +2к/А՛), i - 1,3, V|« | = 0 
7>Периодическое решение системы (3) ищем в виде / вс

и, (р) = ехр(Ааеа) «„ /2 + cos2/»Â-p 
\ »1=1w

/л(р) ехр(А-аеа)У^ v,m sin 2/nA'p wi=l
и, (р) = ехр(Лаеа)^м':л1, cos(2i» - 1)А(3 

т-1Подставим (6) в (3). Из первых двух уравнений (3) получим ‘■'з«":« =e/2æp,„(>i'2m.l +м'2п„)
=-е/2(2,»>!т(и\„ , +М',„„)

= оаг -I-4wr + сп]:, Ь,п = (2 +a)œ2 ֊ Инг + тр

с2„ = (æ2 -4/п2)՜ + (3 -a)/2t]:(æ: -4/п2)+(1 - о)/21]’ 

1]2 = 2X/[t’(l -0)], ш , = и՛,, т = 0,ООПри т = 0 в (7) «(| заменяется на и„!?.

(3)

(4)

1-г>)

(О)

(7)

Ил чретьего уравнения (3), учитывая, что и՛ , = и՛,.I du,
R са

Л2£ *—æexp(/ræa)£ (и2^2 +h,„)cos(2hi - 1>р
*- /и II du,

ТГар
к'ъ **—֊exp(*æa)2[(2»i - 2)v,„ , + 2mv,„]cos(2w - 1>Р 

m 1
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-^• = ^-ехр(А-$а)Х1’‘’!л, > +2»%1 +«’2,.,]cos(2m-l>₽ (8)Получим бесконечную систему уравнений8I + [<Л, + E2(p„ + R„, . = 0 (9)l’A«
+4wrZ>2m -aae4m)c,^2

= (cj«2 + (2'" + 2):*2.,.2 (><>)

Q„ = -2(1 - a)n2c2l.Cj„,2, m = 0,coМожно показать, что бесконечный определитель системы (9) при любом комплексном |г|] >2(1+о)с:! и ге относится к известному классу сходящихся определителей — к нормальным определителям |5|. В этом можно убедиться, деля каждую ею строку на -2(1-о)|]՝(2ш + |)8, 
т - 0, ос соответственно, и воспользоваться тем, что в выражениях Рт и Л’Л1 из (10) отсутствует пР.Чтобы система (9) имела нетривиальное решение, необходимо и достаточно, чтобы ее определитель (он является определителем типа Хилла) равнялся нулю: Л)(а},л,о,е)= 0 • (11)Уравнение (11) устанавливает функциональную зависимость В явной форме эта зависимость устанавливается следующим образом. Возьмем /) из (И) при конечном п и приравняем нулю:

Ц,.,(ж.П.о.е)՜0 (>2)Найдем решение алтебраи веского уравнения (12). Точное решение получится из ае„ приЗаметим, что определитель /Jn,։ вычисляет^ следующей рекуррентной формулой:Д =«„ +е!(2Д + «„), /Л =[(?, +eJ(2P, +Л,)]о,= U + е zt > 2 (13)Пусть аа, и гв2 яиляются корнями уравнения (11) с отрицательными дейгиш 1СЛ1.НЫМИ частями и (и,|(-',,И’!'1,. .и'2^.։, ) (/ = 1,2) являются нетривиальными решениями системы (9) ири (/ = 1,2)cooniCTcnieiHio.Решение задачи (3), (5) представим в виде
2 . Z « >

w, = ^2 ехр(/гге;а] «J,;)/2 + ^»?J cos2/»AP | 
\ n’-l /

2 / \ °
«, = ^2 ехр^а^а^ v^J, sin 2wZ.p 11 -l j

j- I n»֊l 19



и, = Хехй(*ае/а£»у.| соз(2»։ ֊ 1^Р

Здесь и^, /л = 0,оо-значения и2т, У2т из (7) при ае=«у
нР1 кг I, Т

= —ехр1к$ а!К 2 4 у 1

соответственно. Заметим, что И'!'1 + X Н»-։ + и'г™-1 )со52»'*₽ (>5)1Я=1Подставляя (14) в (5) и учитывая (15), придем к системе уравнений

где
4'1 = «>2™ - - ас^
«I,'1 = 2"®, Й- +*з'Л »’-1 = «'I <’2>11 азт՛ М™- ^-значения а2„, Ь2п, сгт из (7) при ае=а( соответственноНетривиальное решение системы |1б) можно получить, например, следующим образом. Возьмем м'};) = = .. = и>^2 , = 0, у = 1,2,находим нетривиальное решение системы ։ л<т։ . 2 «о։ , I’»)

/=1 С2т /=1 е2та остальные неизвестные находим по формулам=(->)'«’*».1. 7 ='.2, / = !.«> И9)Чтобы система (18) имела негривиальное решение, необходимо и достаточно, ч тобы
^)51”-4”В*!)=(1-агМ®,-®,)хх (у,а2ае2+у2а,®2+Уз(®,2+а;)+У4} = О т = 1,<ю (20)где У! = 2[8(1 +с)п։։-от]՜’) у, =֊г|г(8/«? +ап;)у, = 2с>г(4/н- -г)2) у4 = аг|’(4/г)2 - г,2) (21)Уравнения (20) эквивалентны уравненияму,«’®? +у2$,а2 +Уз(ае2+ае2)+у4 =0. /п = 1,«> (22)которые являются дисперсионными уранпениями задачи (1), (5).Справедливы следующие рперждения:1 .При фиксированном т и при всех >], удовлетворяющих неравенствам 6^2(1 + а) < г] < 2т (23)уравнение = 0 имеет два озрица тельных корня
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а}՞'1 = -(4/п2-г)2)1'՜, аг1"1 = ֊['*'"’-(1-а)/2тг )'՜ (24)2 .При достаточно малом 8 и при условии (23) уравнение (11) имеет два ае՜- формальных решения вида
а; = (а1;1)2 + аУ’ег + р‘”’е4 + ... } = 1,2 (25)где

а(”> = 4т?(а։"։)2/1Т՛. а'"‘-(вги2+ап7/(4т14) (26)Первое утверждение очевидно. Для доказательства второго утверждения, в уравнении (12) возьмем п = т и в зоне (23) корни уравнения (12) ищем в виде
а;, =(г(;>)2+а<;’е2 + р(;>е4+ „ 7 = 1,2 (27)Подставляя (27) в (12), учитывая (13) и приравнивая к нулю коэффициенты при 82, получим формулы (26).Легко заметить, что коэффициенты при 82 в (27) не изменяются, если использован» в (12) определители более высокого порядка, чем 

т +1. Таким образом, доказаны формулы (25) с достоверными значениями и а^*1.Используя выражение (25), дисперсионные уравнения (22) запишутся в виде
4 е2 ]+ У/Х«!՞’®'”1 /®(՞' + /а(”')+

+ у,(а5",| + а;”',)}+<?(е4)=О, г» = 1,оо (28)где постоянная в О-члене не зависит от т При £—>0 уравнения (28) приводятся к уравнениям
а!'”)[8(1+а)«г-гр]-1):а(2" =0, /и = 1,оо (29)которые эквивалентны соответствующим дисперсионным уравнениям Рэлея для пластинки |6|, |7|.

(2-г|'/4«г) --֊ 1 б(1 - гу /4/»2)[|-• (I - а)г|2 /(в/и2)]. /и = 1,оо (30)В табл. 1 приведены значения Г]/(2/н) (безразмерная характеристика собственной частоты задачи (1), (5)) в зависимости от т и £ при 
с 1/3 Для решения уравнения (22) используются приближенные формулы

а; =(а(,"’)):+а(;')е2, у =1,2 (31)Численные расчеты подтверждают тот факт. что при малых £ значения Г|/(2г»). /и = 1,оо в гофрированной пластинке (при отсутствии жесткости на изгиб) хорошо аппроксимируются фазовыми скоростями волн типа Рэлея для пластинки.
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Таблица 1
т

4/(2'»)
е = 0 8 = 1 6 = 1/2 6 = 1/101 0,91940 0,92293 0,92041 0,919442 - - 0,91966 0,91947 0,919403 -- 0,91945 0,91941 0,919404 0,91942 0,91941 0,919405 0,91941 0,91940 0,919406 - - 0,91940 0,91940 0,919407 - - 0,91940 0,91940 0,91940

ЛИТЕРАТУРА1. Коненков 1О.К. Об нагибной полке "релеевского" типа. - Лкуст. жури.. I960, т.6, вып.1, с. 124-126.2. Амбарцумян С.А., Белубскян М.В. К вопросу об нагибных волнах, локализованных вдоль кромки пластинки. - ПМ, 1994, т.30, №2, с.61-68.3. Гольденвейзер Л.Л., Лидский В.Б., Товстик М.Е. Свободные колебания ■гонких упругих оболочек. - М.: Наука, 1979. 383 с.4. Гулгазарян Г.Р. Приближенные частоты собственных колебаний некруговой цилиндрической оболочки. - Изо. НАН РА, Механика. 1996. т.49, №1. с.61-70.5. Уиттекер Э.Т.. Натсон Дж.11. Курс современного анализа. Т.1. - М.: Физматтиз, 1963. 342 с.6. Багдасарян Р.Л., Белубокян М.В., Казарян К.Б. Волны типа Рилея в нолубесконечпой замкнутой цилиндрической оболочке,- В сб: Волновые задачи механики, Нижний Новгород: 1992, с.87-93.7. Тимошенко С.П., Гудьер Дж. Теория упругости. - М.: Наука, 1975. 575с.Армнеди петиту г им. Х.Лбовяна Поступила в редакциюИнститут механики НАН Армении 1.04.1997
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ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ

Մեխանիկա 52, №3, 1999 Механика

УДК 531.36
ОПРЕДЕЛЕНИЕ УСЛОВИЙ ТЕХНИЧЕСКОЙ УСТОЙЧИВОСТИ 
ПАРАМЕТРИЧЕСКИ ВОЗБУЖДАЕМЫХ РАСПРЕДЕЛЕННЫХ 

СИСТЕМ
Матвийчук К.С.

Կ.Ս. Մատվիյչուկ
Պարամետրորեն qpqnt|nq բաշխված համակարգերի տեխնիկական կայունության ււրոշումր

Հետագոտվամ I. ււյ գծային ւգարամ1ւսւրորե11 գրգռվող բաշխված պրոցեսների տեխնիկական 
կայունությունը վերջավոր, անվերջ ժամանակի հատվածներում, ասիմպտոտիկ տեխնիկական 
կսւյւոնւոթյանլւ հ|ղբևրայան տարածության մեջ: Օգտագործելով համեմատության մեթոգը 1,յապա(ավի 
երկրորդ մերողի հետ ե ինրՕահամալուծ օպերատորների համար Ռ-ելեյի հարաբերության I րաորեմսղ 
հատկությունների հիմբի վրա հիլբերտյան տարածության մեջ ստացված են տրված համակարգերի 
տեխնիկական կայունության բավարար պայմաններ:

K.S. Matvichuk
Definition of the Condition of the Technical Stability of Paramctrical Excited 

Distributed System

Исследуется техпичпская устойчивость на конечном, бесконечном промежутках 
времени. асимптотическая техническая устойчивость нелинейных параметрически 
возбуждаемых распределенных процессов в гильбертовом пространстве. С нспользоваиием 
метода сравнения в сочетании со вторим методом Ляпунова н на базе экстремальных 
свойств отношений Рэлеи для самосопряженных операторов в гильбертовом пространстве 
получены достаточные условия технической устойчивости заданных систем.

Настоящая работа посвящена исследованию технической 
устойчивости (1-7) параметрически возбуждаемых (8.9] нелинейных 
распределенных процессов на конечном и бесконечном промежутках 
времени, асимптотической технической устойчивое™. Для решения 
данной задачи применяются метод сравнения |8,С,10|, метод собственных 
значений в сочетании со вторым методом Ляпунова при использовании 
экстремальных свойств отношений Рэлея для самосопряженных 
операторов в гильбертовом пространстве (4,7,10-13].

I.Постановка задачи. Рассмотрим класс динамических процессов, 
описываемых в области '1\ х Ц 7', с Т = [10, + х), /„ > 0. D С. /<՝, 

х = (х,,...,xv) е/?“, нелинейными уравнениями в частных производных 
öu{t,x)ldt = 2(/,р)и(/,х), Z(/, ц)и(1,х) = £(/)«(/, х) +

, . (Ч
+ |х7'[/,х,//(/,х),йс(/,х)/<)/, <? «(/,х)/йг,...,|.1], хе D, ։ е'Г, 

п(/,х) - 2Д-мерный вектор состояния, удовлетворяющий краевым 
условиям

G'«(/,x) = 0, хе С, С - граница D (2)

w(r0,x) = w0(x) Р)
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Вектор-функция и0(х) имеет чистые производные необходимых 

порядков в /9с/Г; оператор Л(/) обозначает (2Л^ х 2?/)-мерную 
матрицу линейных дифференциальных операторов в частых 
производных по х с зависящими от / непрерывными коэффициентами; 
О < ц < Г. /г = (Т7], — нелинейная вектор-функция, непрерывная в
заданной ограниченной облает изменения своих аргументов и при 
//(/,.г) = 0 не обязательно обращается в нуль.

Рассмотрим действительное функциональное пространство Н 2?/ - 
мерных векторов непрерывных функций, определенных в 7,х£). 
Определим в Н скалярное произведение

(‘'|,к?)=/''|(Л«Ж.(/>х)А. (-1)
о

Пусть И расширено так, что оно оказывается гильбертовым 
|8,11,12). ||»||-норма в /7. Полагаем, что Г по X удовлетворяют 

условию /'՝е//. Vj.be (0,1). Пусть (/-линейный, не зависящий от I 
оператор в Н. действующий в заданной области (20 С /7, а его 

замыкание 6՛ имеет компактную область определения (2<7 |11,12|. 
Считаем, задача (1)-(3) имеет |5,9| однозначное непрерывное решение 
«(/,х,ц), обладающее в 7, х/7, 7,хС необходимыми производными, 
входящими в (1)-(3), и принадлежащее со всеми необходимыми 
производными пространству /7. Пусть множество IV состояний 
процесса (1)-(3) есть подмножество пространства Н, такое, у которого 
элементы удовлетворяют граничному условию (2) и другим условиям 
гладкости, обеспечивающим свойство непрерывности функции /.(/)« 
задачи (1 )-(3) |8,9,11,12).

При условиях (2), (3) рассмотрим линейную краевую задачу 
ди(1,х)/д1 - £(/)«(/, х) хе I), I е '1\ е 7' (5)

Пусть существует решение н(/,х) задачи (5), (2), (3),
удовлетворяющее тем же свойствам регулярности, что и «(/,х,|1) (5,9). 
Тогда решению ։7(/,х) для каждого / можно сопоставить элемент в И/. 
само и(/,х) образует в IV некоторую траекторию, а /.(/) есть оператор 
в /7. действующий в области IV С Н 1.(1) IV -> Н, 2(Г,х,ц) есть 
оператор, также действующий из Ж в /7 при каждом ц 6 (0,1) 
2(/,ц) IV ->/7111,12). Решение и(1, х,ц) представляет некоторую 
траекторию в IV. отличающуюся в общем от траектории, 
соответствующей (5). Пусть существует сопряженный оператор £'(/) к 
1.(1). Определим меру р(и,й)

р(". V) = (4-т.4>-)+ X (л-֊-4-) и. уе№ (б)
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где : - U ։՛, Jj—оператор iuaaim:iiu iiitoro иреибра.мтаниц. a 

I,. .4 линсИпые дифференциальные utiejMiopu и H . дет tuytouiitc n 

fl |H II). Ладану (IM֊1) pat tMaipniiae.M 1։ облает.
Q {’.х.я.р /-’€ /J c 7'. xg D c IC. / -- const :■ 0

V//. 1Г(Г, * p)a //. Z(f.p) il' -> /7, 0 < ц < ц„ < l| (7)

^Функционал Ляпунова и соотнск (нукнцнс соотношения. 
I'.ll ■ MOtpilM функционал

Г[г/,г] - (f/,//(/>/). я g JF Vil

i,v /ЯП H -> H -(лмосопрпженими оператор и смысли |ii,11.12j 
(v./?(O»') = (»'.#U)») v.urJF |’ij

юдержш игобходимые. диффе|>енциалм1Ы11 .i.m мешы nu v. 
дш|и||ерснц>|рус՝мый ио /. имеет ту же paJMvpnucib, чп> и 1.(1) Пусп, 
B(l) определен tax. что

('[я./j ар (11.0). а - const > 0 (ни
Пу< н. определены [5.0,11| значение i ՛[//,.(х)./,, ] на начальных 

данных |.Чфункции 7'(7.|i) и »՛><каншая <։ . удоплегнорнютие уч л-иншм

/'(/..|0>й. V' 7'(/.(i)<C, С «const >0. V/G/ . uêto.l» ЦП

Пусп. oipaiiMueiHiiafl niie|>aTop Л'(/ ) : II' -> Н равен 
Л'(/) - 7. (l)ll(f) 1 /Д/)/.(/) + 77(/J. где /j(/) ֊</[Zf(/)]/i/f Полаые.м, чю 

iiMeei ме< 10 а<д\ача о coGe iпенных iit.vie.neix |7,U|
N(i)u = я е JF, tel, (i2j

■ КИЧ1ЛЧ1ПЫС значения которой яплннш ч 1М’1це1|иснными oipaiiieiviiiii.iMii 
1 ■личинами {).,</) л՝я п'Ч'Х /с '7 при ном I pact Maipniuiei<и липн. 

как 1ьтрам>*1р Ооо.шачим ?.Г1„, V) наибольшее (обстпснное шачепие |Г.’| 

lly. it. ладана -.блаиь; А (/),ц /G/JcZ, г< < г •՛ ос,
. (I) 1>. Ь - const > 0, 0 < JÎ < Ц. < ։}. II которой | а։чм</1рич .шдачу

KiHiiH •раннения |5,1։,Н1| Обо значим 7՛ </.|t). I՛ нд֊ль решении 
1.1 VI4 |1J-(3J И (5), (2>, (3) < ooiiHfTciiicinio.

З.Услиинн технической устойчнностм cikic.mm. ,\лн Л Ч имеем 
следующие споисПЫ.

Теорема. Пусп. <нранемииы уч линия. I ,\Л'1 к|՝1<՝пых ։адач и 
|.т|. (2|, (?.). 1,\е при нижеуказанных сш>и< шах рс|улчрни<nt их 
хм я[н||ицие1пии oitvjwropia /.(f) ont. мнерагоры и II
денешующие n ебласти И' С II . < ущестмую։ решенич ■ 
иышеука ыипыми сцоиепычи 2. Существуй! положительно ■•нр. делен֊ 
|1ыи 1>|||осн11-л1.но меры р(я.О) (|>у|1кци<лшл ! ՛{»./] (if./?(/),я). 

Ш>рожд<чшый .ад.нн|ым oitepaiopoM //(/) Н >Н. Для 1.(1) 



существует сопряженный оператор Л’(/), удовлетворяющий при 
V V, И' € И7 у слов и ю

(1(/>,ВДм’)=(»,Г(0в(1)|г) ИЗ)
4. В задаче (12) оператор В *(/)М(/) является компактным при 

/с7]с7'. 5. Существуют постоянные (\ > 0, / = 1,2,3,4 и значение 
ц,>0, удовлетворяющее условию [р-ц]<ц1, неотрицательные, 

непрерывные на 1\ С Г функции /(/),(/ = 1,2,3), у(/), для которых 
справедливы неравенства:
а) ||„(/,х,ц)-»7(/,х)||||Л(/)[«(/,х,ц)֊«(/,х)]||2С|/1(0

б) 2||)1/-(7. ц) - цЛ(/, й)||||Я(/)/г(/, х, ц)|| < (/)
в) |Г(/,Д)||||В(/)М(/,Х,Ц)||<С^(/)

>) |Г-[«(Г,.г),/]֊Г[«(/.х),/]|2С4у(/)

б. I! области Л существует скалярная задача Коши сравнения

= 04

Яс) = У„ 2 >'[и„(х)л], С(/,Р) = |[С4Лу(т) + /,(т,ц)рт

/з(/.м) = <’,/(/) + €’;/,(/) + 2цС,/,(/) (15)

решение которой ХО = ХЛ^о>Л) определено при / G 1\ и 
удовлетворяет неравенствам

»+с(/,ЖР(/тй), teT„yQ<a (16)
Тогда 1. Процессы, описываемые задачей (1)-(3) в //. технически 

устойчивы в области £1 на промежутке времени 7։. 2. Если условия 
•теоремы справедливы на каждом интервале 7’։ QT, тогда процессы (1)- 
(3) технически устойчивы в области Q на бесконечном промежутке 
времени Т. 3. Если функции J(f), о(/,|1) удовлетворяют условию

J(/) 4- о(/, ц) -֊> 0 при / ֊> -Ко, ц G (0, |10) (17)
то процессы (1 )-(3) асимптотически технически устойчивы в области Q.

Доказательство. Вычислим dV(t)/dl вдоль решения задачи (1)-(3)
= (».№(/>)+ 2ц(Л-(/,ц),Л(/)м)

^/) =/.-(/)«(/)+ /?(/)£(/) + £(/) (18)
Задача (12) связана с линейной краевой задачей (5). (2), (3). 

Используя величины (i7(z,x),х)\ fi(/'(/,p),ZJ(/)i7(/,.r)), для (8) 
получаем неравенство
dV(l)ldt < (iii(/, х), ^()17(г, х)) + X, ц) ֊ 17(/, х)|]||У(/)[м(/, х, и) -17(1, х)]|| я

+ 2||) J՛ (1,ц) - цС(/, ц)|| X ||й(/)и(/, X, ц)|| + 2м| А(/, й|||Я(/)11(/, X, ц)|| (19)



И;։ (19) и условий теоремы вдоль решения (I)-(3) имеем 
clV(t)/dt < (и(/,х),N(t)ii(t,х))+ /,(/,fi) / е 7' (20)

Убеждаемся, что М(/) -самосопряженный оператор в смысле (9| 
Тогда задача (12) имеет вещее,пенные собственные значения. Согласно 
условиям -I теоремы задача (12) при всех I ё 1\ сТ имеет ограниченные
собственные значения, то есть Л.^ (/)-ограниченная действительная 
величина [12,14.15). Собственные векторы задачи (12) образуют полную 
систему в IV. Находим неравенство |7, (1,12,14)
(и^(/)«)/(и,/#(/)«)< А,т„((), /е7]сТ; иеИ'сН. где имеем 

|Х,„„(/)| 2 ь. Отсюда вместо (20) получаем оценку

г/г(о/<// < (24
Из (21) 15.6.10) следует задача Коши сравнения (14), (15), порожденная 
операторами 2(1), 1.(1), В(1) Используя при V/ е 7’ решение задачи 
(14). (15)

>’(/) Л,ехр /Хт,(т)Л +ехр |ХЛ,„(т)Л X

xj /(/.ii)cxp •т/т -a(Z.fi), /(tji) = C\by(l) + /5(т.ц).

но теорёме о дифференциальных неравенствах из [10| вдоль решения 
//(/..г, ц) краевой задачи (1)-(3) для ^[м] (8) находим оценку 

1,[«(/.х,ц),(]<ЯО + <з(/,Ц). VI€ 7р Используя условия (16) теоремы, 
получаем неравенства

И[и((,х,ц),/]<Р(/,ц), И[м0(х)./„]< я, Vz0,/g 7J (22)
откуда следует, что при условиях пюремы возмущенная траектория из 
Q процессов (1)֊(3) будет находиться от невозмущенной //(/,х,ц) = О 
при V/ е 1\ на "расстоянии", не превышающем по величине пределов, 
определяемых наперед заданными функцией P(/,J1), постоянной а. 
11еравенства (22) характеризуют заданную мерой р(//,0) окрестность 

p(w,0) < С, С - const > 0 невозмущен но то процесса, где С 
определяется первым неравенством из (22). Два последних утверждения 

»теоремы доказываются очевидным образом с незначительными 
изменениями. На этом доказательство теоремы завершено.

4.Техническая устойчивость нелинейных состояний стойки при 
параметрическом возбуждении. Рассматриваем в гильбертовом 
пространстве нелинейную краевую задачу о поперечных колебаниях 
вертикально расположенной стойки, шарнирно закрепленной в 
'основаниях и натруженной переменной во времени продольной 
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, И ё (0.1)

возбуждающей силой /(/) Эту задачу представим в операторной форме, 
используя результаты из |8.14|

£?//(/. ,г)/с/ = Z(/,p)H(/,.v) -
= l.(i)ti(i,x)-t[d(t,i<2(.t,x),ti',(t.x)) 

f ° 11 /--Р
-Дл)а։/ас: -pj’ “Qi ֊«,’(/, x)^(/,x)

«(/,x) -(«,(/,X).n(l,x))՛, «,(/,.V) = !<'(/,.x), H.(t,x) = dll}(l,X)/cl

"(£•*) t 0 = w„(.v), «„(x) = (>l'0(.Y),V„(.V))‘ (24)

11(1,0) I) = 0, d2ti(tfi)l 8x'՜ Г՝и(1,\)/dx2 = 0 (25)

Совместно с задачей (23)-(25) рассйотрим линейную задачу при (24), 
(25):

5n(/,X)7(?Z = /,(/)»(/,х) (26)

где w(t, х)-поиеречные смещения точек осевой линии сгонки 

•а՛,, (х). г, (х)-четырежды непрерывно дифференцируемые функции но] 
xef) [о.|], 7 = [о,/,,ц ՛](£= const > 0)-заданный промежуток 

времени. Гс 7 =[/„,«>) Для /(/) возможен гармонический закон 

изменения |В|

/(/) = 4тс' (/?„ + Я, COS(OZ), Я„ ֊֊= РиГ-/4п2 Id, Л, = 1>г-/4т.:Ы , Р„ 

hociobihihh составляющая сжимающей силы: Р, -постоянная амплитуды 

пульсирующей составляющей продольной с илы; 7—длина стойки; Е - 

модуле. Юнга, 7 момент инерции поперечною сечения стойки 
опюсин'лыю ее оси. проходящей через ее центр масс; р -коэффицшан 

демпфирования; )1б(Р,1). Для /(/) могут быть и другие представления 
Считаем, что краевая задача (23)-(25) имеет однозначное iieiipenbniiioe 
решение: й'(Г,.т,ц) в облает TxD при )1 е (0,1). обладающее в /՝х/7 
согласно (23|-(25) необходимыми непре|>ывпыми производными и 
принадлежащее вместе с указанными производными всщссгвеиЙом) 

гильбертовому пространству OniocineAbiio реН1<:ния »'(7,Л')1
линейной задачи (26), (24), (25) допускаем аналогичные свойства.

Рассмотрим гильб1:ртого пространство И векторов {г/, (1,х),п, (/,х)] 

с непрерывными функциями ut{l,x), u,(t,x) при tel, хе D, ms 
которых |14|
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(w, v) = j £ u։ (Z, x)v, (Z, x)zZr, u, v e H 
d »=։

Задачу (23)-(25) рассмотрим в области
Q= ^,х,н1Уди} ldttd2u{ I dl2 ,ди} I дху...уд4их I Ox4, f (r),p / e Ty xtD, 

|1"|||г5Мй'1/й112s*!>||f'5’"i/5/’||!*4lR'i/acILSc>.

l^4'«՛ /Й4||, < c4, |/(z)| < cs, 6, = const > 0,(z = 1,2,3), c: = const > 0,

(j- 1,2,3.4,5), ц e (0,1) li качестве меры p(u,0) в IV с H , где W 
аналогично |14|, положим

р(»,0) = ||[(д2и7аг2)՜ + (S>։7chr)2 + тг2 + v2 j/x| (27)

Сопряженный оператор L (?) к £(/) имеет представление
ч (0 & /дхА)~ f(l)(d2 /8х2)}

£(/) = !՝ ? р I 1281

При условиях |8,14] рассмотрим функционал

(y(Z) - некоторый коэффициент, непрерывно дифференцируемый по 

Z ё 1, а, -некоторый постоянный параметр), который будет определенно 

положительным относительно меры p(zz,O) при условиях

IО < р < 1, (1 - р)4п2 - (р + е) > у(1)
[а, > ц֊р: /4 - ел2 +р2 /[4(1-р)]; е = const > 0

р-фиксированное значение параметра ре (0,1). Находим:

N, = f- р(9" л(')(9! /ахг) - А'(0(а3 /&2)+ s_ 'i
( -g<,')(p2/дх:)+& ֊Р J

/»(/) = P/(/)-«7l'(,)/z*. i'W = /(/)-Y(/)-Sj =a, ±p2/4 (31)
Имеем задачу о собственных значениях при (29)-(31):

W(/)^ = КВ(1)у, у = О',,у,)еW, teT (32)

Уравнение (32) сведем к уравнению для одной компоненты yt: 
d“yt /бхА + А(/)(з2_>'|/ах2)+ c(t)y} = 0 (33)

^■(/)= {(X । P)[P/(O֊Y(/) + Xy(O] • 2|/(')-у(')](6. -Хр/2)}{(Х + Р)2 -
-17(1) ?(')]■՝ }՜', Ф) = [мх + Р)8, - (5. - хр/2)2]/[(х + Р)2 - (/(/) ֊ 7(1)):] 
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(34) 
уравнение

(35)

при следующих граничных условиях:
z('.o) = z('.i) = o, a>,(/,o)/ar2 =а>,(М)/аг= =0

Соответствующее уравнению (33) характеристическое 
имеет корни

г, = +i{k/2 + Jk2/4-cJ , r2 =-i(k/2 + ^к2/4-с^

r.=+i[k/2֊ylk2/4֊с\2, r4 =-/(a/2֊VP/4-c)’ ?

Рассмотрим только случай, когда k(l) >0, V/ е 7՝ При этом 
получаем две последовательности собственных функций |1!| 
а) при о 0, к1 > 4с

у,(Z,.г) - С,(/)sin лх + С,(/)cost,х + С,(Z)sin г2х + С4(Z) cosr2x (36) 
если справедливо условие

(г/ + г2 - 2r2 r2 )sin i\ sin г, = 0, г,, = (а՜ /2 ±-Jk2 /4-с'j (37) 

б) при с < 0, к_ > 4с

р, (Z, х) = С, (/) sin г.х + С2 (z) cosr,x + С, (z)shr2x+С4 (Z)chz 2х (38)

если справедливо условие
(г,4 + г' + 2r2г;)sinz,shr, =0, г, 2 = (+ к/2 + ^к2/4-cJ (39)

Для максимального собственного значения Xmix (Z) имеем
-P֊vW/2[A„ -¥(/)]+[(7(0/2k -y(/)D= +(2[/(/)- 1

-Y(Z)](a, +(p/2)№, ֊Y(Ol/(/)֊Y(O]!/(l֊Y(/)/A„)]l,:j(0 = max

// = 1,2..., \/teT (40)
Используя равснсгво

f„(2--)P)2-[K/Y!(')b: = a,U-+P)2и» 

убеждаемся |14|, что kn * у при любом целом п, VZ 6 7՛ Должно 

выполняться для условие

к„ >0֊ц)4я:֊(р+ е), /» = 1,2,. (42)

при каждом Z е Г совместно с условиями (37) или (39). Если кп —>оо, то 

величина X стремится к пределу = ~Р + [/(() — ТО)]. Значение 

Х„ = 0 отсутствует |8,11,12|. Имеет смысл величина А = 5ир|Хп>„(/)|, 
«г

зависимая от условий (37) (или (39)) и (42). Собственные векторы в (32) 

|8.14] образует полную ситему в И2 с /7 . Используем величины
Л7(т,х,ц) = [| - и’г(т,х,ц)][3и,^,х,ц)/й]։ и^,х,)1),
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£(/.М) = n[ù(f.x) «(/. xjO./J £(f,p)| g к = const > 0.

Л?,(/.х) = [1 - w;(/,x)][civ(Cx)/<5/]'u(/.x) Вдоль решения задачи (23|-|25) 

i fl имеем с/Г[м(/,х,ц)./]/<7/ <. ХГ11(/)1'’[м(/.х,ц)./]чц/’1(/)4 R.

/(/) (1 + 0/2^/,(/)]_. Л = (|Ц֊ц| + 2н)(р/2ИХ1 + ^)6Д, + Л*.

Р<1О МО1|»1Ч при /с[о./.Д '|=Г, уравнение cjmihichhh

А/А Х^оЯ.- » о(/,й)]_ а(/,ц) = ||ц(1 + 0/2)'Л/,(т)|, • Лрт (43) 

2(0) = г>։. з0 è F(MJx),0). :0 <, â = const > 0 (44)

Согласно | Ю| вдоль решении задачи (23)-(25| и:։ (43), (41) находим

I'[u'(/,x.p).(ôm(/.x.m)/c/)./]s exp (т)А

(45)хехр /еГ [о.Лц Ыо.Лц"|<Л - Р(/,ц),

СлСДОВвНИ1.Н0, окончательно II облисш Q при / С Г имеем 
неравенство
r|i»։(/.xj։).(ftv(/.x,g)/â),/]g К. t g T в [э.А < jï | jî 1 = т։п^։'!.ц՜'}

К =схр(Л4н1)^ + /7ц-։11(1-»-р/2)(А, + Л,%’ +/?]} (46)

И । доказанной теоремы слсдуег техническая усюйчишяги. > нетемы 

(<’ >Н25| а / Если оценки (45)-(46) выполняются при всех Т С / . то 

и, и)՛ <1 (23)-(25), заданные при всех 7 с/ технически усюичипы в 

/ Дост точно условие «< им 1ттогич<ч кои зехничесхой устойчивое т Суде։ 
выполнено, если до|1ол11ите.л1.но < п|мпедли1ю: 5(/) • с(/, ц) —> 0 при 

/ -> 4<ю. ц. Д е (0.1).
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ՀԱՅԱՍՏԱՆԻ ԴԽՏՈԻԹ-ՅՈՒ՜ւ-ՆևՐԻ ԱԶԳԱՅԻՆ ԱԿԱԳԵՍԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ
ՍՆ|սան|ւկսւУДК 532.516 52, №3,1999 Механика

ЭРОЗИЯ ПОЧВЫ НА СКЛОНАХ ВОЗВЫШЕННОСТЕЙ 
ТУРБУЛЕНТНЫМ ПОТОКОМ СЛОЯ ЖИДКОСТИ, 

ОБРАЗОВАННОГО ДОЖДЕМ 
Сагомонян А.Я.

11. Ош. ՍսպոմոնյանՀոցի էօոզիան բարձրունբհերի լանջերիս անձրևից առաջացած հեցուկի շերտի տուրբուլևնտ հոսանբովՈրոշվում I լանջի մակերևույթին առաջացած, հոց /ներթափանցած անձրևի կա|>ի|ների հեցուկի շերտի տուրբալեհտ հոսանքը: Մոտավոր մերողով ստացված է խնցրի շերտի հաստությամբ հոսանթի պարամետրերը որոշով անալիտիկ լուծումը՛ Դիտարկված է մասնավոր ցեպբ, երբ հոսանքում կախված հոցի մասնիկները ցանցվածով ե ծավալով միատեսակ են. Օգտագործելով Պրանցտլի մեբոցը որոշված I հոցի մասնիկների բաշխումը հեցուկի շերտի հաստությամբ, որը բույլ Լ տալիս որոշել նրանց զանգվածային ծաիւսը վայրկրսնում շերտի լայնական կտրվածքով:AJa-SagomonyanSoil Erosion on the Slopes of the 11 ills Formed by a Turbulent Flow of a Kain-made LayerОпределяется турбулентный поток жидкости кипел), дожди, не проникшей ц почву, п образовавшемся слое на поперхносги склона. Приближенным методом позучопо аналитическое решение задачи, определяющее параметры потока ио золщиие слоя. Проведен анализ решения. Рассмотрен частный случай, когда взвешенные в потоке частицы почвы по массе и объему одинаковы Используя метод Прандтля, изложенный п книге |3| в списке литература рукописи, автором определено распределение частиц почвы по толщине слоя ж։։дкости, позполяющее определить массовый секундный расход их через поперечное сечение слоя.1. Часть непропикшей в почву жидкости капель дождя образует па поверхности склона слой жидкости, стекающей к его подножию под действием силы тяжести. Другая часть жидкости капель, проникшая в поры почвы через поверхность склона, образует водонасыщенную область почвы, примыкающей к агой поверхности. Предполагается, что среда в этой области остается в покое. Ударное, воздействие капель дождя, проникание жидкости в поры и замачивание частиц почвы приводят к разрушению слабосвязанных частиц на более мелкие, свободные от сил сцепления частицы. Опыт показывает, что дальше происходит замедленное движение мелких частиц в слое жидкости в направлении нормали к поверхности склона. Скорость этих частиц в направлении потока практически равна скорости частиц жидкости Восхождение отдельных частиц по нормали может продолжаться вплоть до свободной поверхности слоя жидкости. Более прочные крупные частицы почвы (гальки) при этом приходят в очень медленное движение вдоль поперхносги склона, сосредотачиваясь вблизи этой поверхности. После прекращения восходящего движения частиц, под действием силы тяжести начинается их падение» (осаждение) в слое, преодолевая сопротивление жидкости. Падающие частицы достигают поверхности 33



склони в точках, лежащих ниже по течению потока в слое от точек их старта. На смену осаждающихся частиц с поверхности склона поднимаются другие частицы. В результате этого процесса достигается равновесное движение частиц почвы в поток«՝ жидкости в слое. Эту среду в слое естественно назван. суспензией Процесс уноса частиц почвы равновесным потоком суспензии вниз к подножию называется дождевой (водной) эрозией почвы Дождевая эрозия и.։ склонах возвышенностей вместе с частицами уносит наиболее продородную часть вещества почвы па склонах. Поэтому исследование этого явления актуально при выработке проз иноэрозийных мер. В настоящее время имеется большое количество работ, посвященных изучению водной эрозии почв. В их числе значительное место занимают результаты полевых и лабораторных исследований. В недавно вышедшей книге |1| большой список работ по проблеме эрозии почв. Поток суспензии в слое характерен завихренностью, интенсивность которой зависит от интенсивности дождя и степени шероховатости поверхности склона |2,3]. I (аличие завихренности позволяет представить качественную картину начала восходящего движения мелких и легких частиц почвы, покоящихся на поверхности склона. В результате обтекания этих свободных от сил сцепления частиц возникает циркуляция скорости потока вокруг них. Это приводит к появлению подъемной силы, действующей па частицу. Во многих случаях эта (.ила превосходи՛։ все , друтйе силы, действующие на згу же частицу. При этом условии, очевидно, что частиц«։ начнет восходящее движение с уменьшающейся составляющей скоростью по нормали к поверхности склона. Далее предполагается, что между поверхностью склона и прилегающей к ней поверхностью крупных частиц силы сцепления действуют дискретно п отдельных точках их связи. То есть, между этими поверхностями имеется сквозная щель (зазоры) очень малой толщины.В рассматриваемой суспензии объемная концентрация обычно мала и можно се моделирован, несжимаемой вязкой жидкостью с плотностью р. Поток жидкости в гонкой щели порождает сдвиговые напряжения, действующие на поверхность гальки, способные разрушить связи и устранить силы сцепления. Возникающая после этого подъемная сила, действующая на крупную частицу, но может преодолеть силы сопротивления, но она может двигаться вдоль поверхности склона под действием в этом направлении гидродинамических сил. При этом количество уходящих частиц с данного места равно количеству приходящих на это место. То есть, количество проходящих частиц вдоль поверхности склона не изменяется |2,3,4,5|.Из теоретических работ, посвященных проблеме восхождения осаждения и перенос«։ твердых частиц в потоке жидкости, следуе։ ' отметить фундаментальную работу НЕ. Жуковского, опубликованную ։ ( 1919 году [6]. В этом исследовании на основе теории вихревого движение ՝ построена математическая модель, позволившая автору получить ря; > конкретных результатов, имеющих большое научное и практическое/ значение. Модель 11.0. Жуковского может служить основой для решеню 1 34



современных задач проблемы. Необходимо еще отметить исследования ф.И.Франкля под названием "К теории движения взвешанных частиц”, опубликованных в книге |7|, (<:.бб9-687). В этой работе выведены обобщенные уравнения "диффузионной теории" движения наносов |5,7].2.Постановка задачи. Обычно объемная концентрация мелких частиц в слое водной суспензии мала, порядка 10’* 4-10՜5. Чаще опа моделируется вязкой несжимаемой жидкостью, коэффициент вязкости Т| которой определяется по формуле А.Эйнштейна |8|

** под углом а. То есть предельный случай, когда кривизна поверхности равна пулю, а число Рейнольдса, в котором за характерную ч длину взят радиус кривизны поверхности, равно бесконечности. г.Скорость дождевых капель Го одинакова, постоянна и параллельнаЧ ускорению силы зяжесги %. Величин«! -порядка 5-9 м/с. Объемнаяконцентрация жидкости капель со постоянна, равномерно распределена в "дождевом" пространстве и имеет порядок 10՜' -10՜°. Концентрация

г| = ц(1 + у.’), г«1где ц—коэффициент вязкости воды, г -объемная концентрация частиц почвы, у-постоянный множитель. Для сферических твердых частиц
7 = 2,5.В настоящей работе движение суспензии определяется без учета влияния твердых частиц, поток суспензии заменяется потоком вязкой несжимаемой воды в слое. Приняв скорость V водною потока в слое за скорость суспензии, можно определить массовую концентрацию частиц из уравнения переноса (5|

Ро т + Р<лдгаск = -сП у(р(, V)где р0-плотность суспензии в целом, с—массовая концентрация частиц (отношение массы частиц в единице объема к плотности р0), через Vобозначена подлежащая определению разность между средней скоростью частиц и скоростью V. В диффузионной теории переноса пользуются законом Фика |5]
Dv =---- grade
с где О—коэффициент диффузии частиц почвы в суспензии. Рассматривается плосконараллель* ное движение. Поверхность склона считается неограниченной плоскостью, наклонной ка 7 горизон ту (поверхности Земли) 
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пор почв (пористость) т также постоянна и равномерно распределена в почве склона. В дождевом пространстве над поверхностью слоя текущей суспензии давление постоянно и равно атмосферному давлению. Выберем начало декартовой системы координат на поверхности склона, ось х направим вдоль нее, вниз по течению, ось у — по внешней нормали плоскости склона (фит. 1). В силу принятых условий задачи, граница между слоем суспензии и пространством дождя будет проницаемой плоскостью разрыва параметров среды, параллельная поверхности склона. Все параметры жидкости в слое не завися т от х, а толщина слоя h будет՝ функцией только времени: /На тряпице y-h(t) выполняются тряпичные условия
ш (л ь cosa) = h + v,, pcow 4- cosa^ cos a ֊ v v) = - Pa

y = h(t\ pw(/z + cosa)(K0sina-//,)= tj։ h = — (1)
dtВ лих равенствах p-плотность воды, us, v։ -компоненты скорости за поверхностью разрыва, /’-давления за и перед пей, т,- нанряжение сдвига за ней Ниже показано, что максимальное значение толщин /?(/) слоя жидкости - суп, малая величина, пропорциональная объемной концентрации жидкости капель в дождевом пространстве. В урат :/՝ниях плоского движения жидкости в узком слое между граничными линиями малой кривизны, порядок отношения сил инерции к силам трения рпредсЖётся "приведенным" числом Рейнольдса Re’ H.9j Re՛ = Ref—'l , Re = —, v = — (2)1

\LJ v pгде /.-средний радиус кривизны, U -характерная скорость вдоль границ. В рассматриваемой задаче число Рейнольдса Re равно бесконечности, а приведенное число Рейнольдса Re равно нулю Конечно, ли значений надо рассматривать как асимптотические.Условия (I) на границе у = h(t) устанавливают следующий порядок • величин, имеющий место и во всем слое текущей несжимаемой i жидкости:
В последнем неравенстве (3) / -характерная мина граничных линии и мя нашей задачи оно выполняется всегда. Сказанное о и ри веден и о.՝՛ ։ числе Рейнольдса и условия (3) позволяют упростить основные уравнения;, турбулентного пульсационного движения (4,9,10|. Производя । уравнениях 11а вье-Стокса для осредненного турбулентного движения^ упрощения, какие делают при выводе уравнений пограничного слоя, м> турбулентного течения в рассматриваемом слое получим уравнения36



ди . д2и д I —Л ёи
р—= Р^։1па + ц—+ —V ри-у х = ц— (4)

ст оу' ду ду

8Р 8 / — ди „ ..
—- = -р£со։а+—1-ру I, — = 0, V = у(/) (5)
ду ду' ' дхЗдесь и՜, V—теперь осреднснные компоненты скорости по осям х, у; 

Р осреднепное давление. Символы //', V' означают компоненты скорости пульсаций по этим осям, черточка над их произведением означает осреднение лого произведения. Величина v' -осрсдненный квадрат скорости пульсации по оси у. В рассматриваемой задаче v' - функция только времени I. Одной из основных задач теории турбулентного движения жидкост является формулировка гипотез, основанных па анализе результатов эксперимента, позволяющих установить связь между осредненным и пульсационным движением. Так например, на основе гипотезы Л.Прандтля о длине пути перемешивания жидкости получена следующая формула для касательного пульсационного напряжения |10| (с.238)
'где /'-длина нуги перемешивания. Заметим, что в настоящее время величине /' уже не придают обязательный смысл "пути перемешивания", «I характеризует геометрическую структуру турбулентного потока, то есть масштаб турбулентности |5| (с.698). Учитывая (б), уравнение (4) представим в виде

ди . д / \ди - =xsma + -— (v + e)֊֊ 
Ct 0'[ г՛

V = H, g = /'v' 
р

(7)У ՝З.Срсдний квадрат вертикальных пульсационных скоростей не зависит от J и является малой величиной во много раз меныпей квадрата максимальной скорости породненного потока в этом направлении |7] (С.685). На этом основании в формуле (5), в правой части уравнения, определяющего давление, отбросим член, содержащий эту ■величину. То есть принимается, что давление в потоке определяется весом жидкости |Н]. Принимая в уловиях (3) Рх = Ра, получим
дР
— = -р#со$а, Р Р1 = р# соза(// т), 0 < у < /1 («)
УВ ряде работ (например, |12,13|) принимается, что на пористой границе скорость проникания жидкое։и И’ в поры почвы линейно Зависит от давления с постоянным коэффициентом пропорциональности Л'. Тогда, принимая это условие согласно (8), для рассматриваемой задачи получим равенство

и* =Хр£со$аЛ(/) (9)
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Теперь определим толщину слоя жидкости h(t) используя закон сохранения .массы. Пусть ds — элемент граничной линии y = l։(J) (фиг.1). В единицу времени через ds втёдег жидкость капель в слой с массой 
dMy.

dM, = pads(h + J-'u cos a) h = — -За это же время через элемент ds поверхности склона на противоположной стороне; из слоя в почву вытечет жидкость массы ЛЙ/,:<2М, = рпи1\Крусо&а11(1)где »' -пористость почвы. При вышеприпятых предположениях разность 
dMt -dM, равняется секундному изменению массы жидкости в объема 1 х А х ds:

dM. -dM, = —{phds) = pdsh 
StЭто выражение определяет скорость движения границы

j wK,-»»Kpgcosa/rl-a>а также величину толщины h(t) при условии I = О, Л = Оад = и(1-^’} A = ^,£^№cosa 
mKpg 1 - ©Решение (И) имеет асимптотическое значение при / - со

-А-^- 
тКр^

(И)
(121Скорость границы Л можно представить формулой

По гипотезе Прандтля длина нуги перемешивания зависит от у в виде равенства [3,4]
l' = ky (14)постоянный коэффициент пропорциональности к для воды принимает значение к = 0,4 . Используя последнее равенство, представим уравнение(7) в виде

д ди ( п \ ди п , 1—.2 , ,
----------(у + Ну) -------- #81П(х, /З-куу -ку (15)J д։и подчеркнем, что у' .зависит только от времени. Уравнение (15) можно решать методом последовательных приближений, изложенном в работе (14] и использованном для аналогичной задачи в (11|. За первое38



приближение примем решение квазисгатического движения 
5 дн / „ ч

— —(у + Ву) = ֊^5ша
су\_8у JПоело интегрирования его по у, получим 

си допау С, 
ду V + Ву V + ВуИнтегрирование (17) ио у приводит к решению

(16)
(17)

, . £<։тау 
н(у.1) = -- „ '

I)
С, \’5 эн։ а
~В в- 1п(\м ՝Ву) + С2 (18)Функции времени С, и Сг определяются из граничных условий на границах слоя турбулентного движения жидкости. Выпишем второе равенство граничных условий (1) па поверхности у = /։(/):

р(/1 + 1/11со5а)()/0з!па-//։)=т։, т։=ц—+ т’ (19)
йуПри малых значениях объемной концентрации жидкости капель а«1. па преобладающей части границы у = 11(1), давление равно атмосферному. а вязкая часть напряжения сдвига равна пулю. Эксперименты показывают, что на этой поверхности рейнольдсоно напряжение сдвига т', определенное по формуле (б), достигает минимального значения |֊1| (с.565). В настоящей задаче это значение имеет порядок и. В принципе задачу можно решат։- при граничном условии (19). С целью установить приближенные условия, приводящие к простому решению задачи, обезразмерим уравнение! (19), разделим его члены на р^увт'а Оценка величин безразмерных членов в полученном уравнении позволяет установить два возможных граничных условия

у = 11(1), и =И08та или — = 0 
йуЗдесь принимается первое условие

у -11(1), и - и в - Уо $т а (20)О обосновании выбора условия (20) сказано ниже. Более сложно (установление граничных условий на шероховатой поверхности склона 115,3,41- На основании изложенного в начале статьи, принимается следующая модель. Вблизи поверхности склона в слое суспензии |образуегся подслой с предельной концентрацией частиц почвы, в котором еще возможно движение воды. На границе подслоя происходит равновесное восхождение и осаждение! частиц почвы. Толщина подслоя Д значительно меньше толщины слоя И(у(1</1). Предельная концентрация в настоящей работе предполагается заданной. При [определении постоянных интегрирования в решении (18), продольной 



скоростью среды в подслое прснебрегается. а грсшичньк* условия сносятся с поверхности = на поверхность склона ^ = 0 В результате։ граничное условие для продольно»! скорости па поверхности склона запишется в видеу = о, //(о,о = о (21)Теперь решение (18), .удовлетворяющее условиям (20) и (21). запишется так:
sin а 1п( I + By ! у) g sin аи(Л') + _>■■/։) (22)

« ln(l + ß/;/v) ßЕсли не сделать Указанную сноску, а выполнить условие и - 0 на границе у = у0. то вместо (22) получили следующее выражение для 11родольной скорости:
ln(v» By)-ln(v +Ду0). ч g sin а //(V./) = - -------

В ln(v т Bh) ֊ ln(v I Z?v„ )
(22')

При у{1 ~ 0 кто выражение* переходит в (22) Формула (22) определяет решение задачи в квазистатическом приближении, го оси» решение уравнения (16). Второе и последующие приближения строя тся методом работы (14| гак, как это сделано в |11|. Рассматриваемое здесь движение относится к ползущимся движениям |4,5| и здесь ограничиваемся (22). Из этого решения следует, что максимальное значение продольной скорости пп достигается внутри слоя на некотором расстоянии от поверхности склона )’} < h Затем скорость u(yj) уменьшается при у >у} и достигает значения Pysina на поверхности У Л )то1 результат экспериментально подтвержден в статье Y.Yoon. Н Wenzel, опубликованной в журнале 116| в 1971 году.Можно показать, из решения (16), полученного при втором условии
I ÔU _

у = //, — = и и условии (21), следует, что скорость достигает максимума 
'Ъ'на границе y~h Выше было отмечено, что Д^ина пути перемещения рассматривается как параметр, определяющий маепгщб турбулентности. 11а при мер, в теории ''свободной'' турбулентности, в задаче истечения турбулентной струи принимается, что скорость изменения ширины струи пропорциональна поперечной пульсационной скорости |4|, (с.675). В рассматриваемой задаче поверхность слоя суспензии приближенно можно рассматривать как свободную поверхность и, по аналогии.принять V V'= ₽,/!(/)где ß,-постоянный безразмерный коэффициент. Используя формулу (13), эго равенство представим в виде
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, p.coKcosa ,Ftv' = Г!-----°-------- е & (23)1 -соТеперь величина В в решении (22) определяется выражением/;(/) = ^Ae-«CoSa, А = 0,4 (2-1)1֊оСледует отметить, что средн коэффициентов, использованных в настоящей рабою нот новых. Все они известны, используются в других исследованиях, в частности, в работах, содержащихся в списке литературы статьи.•1. Перенос взвешанных частиц потоком суспензии удобно рассчитать методом, предложенным Л.Прандтлем |3| (с.4-14). Рассмотрим частый вид суспензии, когда твердые частицы в смеси одинаковы. Взаимодействием частиц пренебрегаете!, а сила сопротивления покоящейся жидкое!и линейно зависит от скорости падения частиц под действием силы тяжести. Так для сферических частиц радиуса R, при силе сопротивления Стокса, скорость частиц вдоль оси у определяется ио формуле |4.Н| (/_(/ -- 2/< (P՛ -Р)Хcosct9цгде р։-плотность ма териала частиц, р — плотность воды.Скорость падения частиц вдоль оси у в потоке суспензии v0 запишется гак |5,8| v„ = V + и (25)скорость V в правой части (25)' определяется из условия сохранения массы в (I) и зная, ння h в формуле (13)v ■ -и J'0‘ cosa(l - <? ®) (26)Следуя \ Прандт.м . |3| пульсационное напряжение сдвига в (б) представим в виде т ’ ֊ Д —A,=kpv'y, i = 0,4 (27)
Sy

где скорость v' определена по формуле (6). В теории переноса /fx называется коэффициентом переноса количества движения |3,5,7|Пусть /1W -коэффициент переноса массы М :^=л,-где с-массовая концентрация частиц в суспензии. Тогда коэффициент переноса объема Av определяется иа равенства
= рА,.Установлено, что /lw в 1,4-2 раза больше |3,4|. Тогда, полагая к = 0,4 41



дл>1 ВОЛЫ, получим
Л,, = РуУ Р = 0,56 - 0,8 (28)Пусть число взвешенных частиц в единице объема равно П. Эта концентрация является убывающей функцией вдоль оси у. По закону переноса, согласно (28), поток частиц вверх, в единицу времени, через единицу площади запишется в виде

, с/н _ , Л;
-А„ — = -РуУ— (29)

с1у с!уВ равновесном процессе этот поток взвешеных частиц компенсируется нисходящим переносом падающих частиц со скоростью V,,. В единицу времени через единицу площади опускается количество частиц н|у0| . Следовательно,
«^0| = -₽¥>— 

чиПосле интегрирования при у = уп, п = П\ получим (3)
» ( У ” 1уо| 

— = — , »1 =1—1 
", Ру'

(30)
где н, - количество частиц при указанной выше предельной концентрации (состоянии насыщения), ^-введенная выше координата границы подслоя среды в этом состоянии. Пусть числовая концентрацияв подслое постоянна, а среда в нем находится в состоянии твердого тела (подобно вязкопластической среде при малых напряжениях сдвига). Пренебрегая силой инерции ползучего движения и учитывая условия рассматриваемой задачи, приходим к выводу: среда в подслое между двумя поперечными сечениями и боковыми границами у = 0 и у - ус находится в равновесии [5| (с.479). Со стороны склона на боковую поверхность выделенного объема действует сила трения скольжения, а па другой боковой поверхности у = Д'о действует сила, возникающая от напряжения сдвига. Действующей силой является составляющая силы тяжести вдоль поверхности склона. Выделим массу сЬ\1 - р0_у0с/г в объеме у(,с1х, где р0-влотносгь среды подслоя, с/х -расстояние между двумя поперечными сечениями ого го слоя. Условие равновесия сил, действующих па массу, можно записать в виде равенства

тил-- ^р0у0^со5а</у + Ро)’„уяп ас/х = ОИз этого равенства следует формула, определяющая толщину подслояУо =----- л֊֊-- ------ 5---- х (31)
Ро#(*о сова-эта)где £0—статический коэффициент трения, определяется из опыта, он42



с.ия.зпи с углом 1'рения ф равенством ка = (дф. 11а поверхности трения грунта о грунт угол ф имеет порядок 14° ֊15°; символом ти обозначено напряжение сдвига на боковой поверхности объема при 
У~У„- Пренебрегая рейнольдсовым напряжением сдвига т' в окрестности поверхности склона, получим Ти=цй//3у или же= Т|йс / Оу: коэффициент 1] определен формулой Эйнштейна в начале статьи. Величина ди Юу есть производная по у от функции (22) при
у = 0 или производная по у от функции (22՛) при J',, = 0, у = 0. IJобоих случаях получим: 

ди gsina (. e/jsina'l В 
ду В V В Jvln(l + B/;/v) (32)Пусть Az —объемная конценчрация материала частиц и подслое,Объем одной частицы, тогда можно написать равенства Ро=РЛ + Р(1”Ю> П՝=№/У, (33)При известной предельной объемной концентрации , объеме частицы Г', приведенные выше соотношения позволяют определить в формуле(30) толщину подслоя j’d предельную числовую концентрацию /7ГУмножив число частиц п на массу каждой частицы /?/, и на скоростьпотока по формуле (22). получим значение потока массы в единицу времени через единицу площади. Полный поток массы частиц в единицу времени определяется интегралом
ЦЙ=sin “(жж И ln(1+ ,1у,^1у -
Уо t ' Л' '

(34)

После вычисления интегралов, формулу (34) можно представить вследующем виде:
ш, рш(_)’,/)г/р = /, +/2 (35)

w/i.^ + g/Qsinay,, 
(1-т)В

1п(1 + Дур / у) _ В г (,)7у„)' "'</у
1п(1 + Bh / у) у ; 1 + Яр/у

(36)

ffl/iigsinay02 

(2-т)В

h

.՝ ՛Формула Л.Прандтля (3<1) показывает, что очень маленькие частицы.
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ՀԱՅԱՍՏԱՆԻ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԶԳԱՅԻՆ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ
Մէւխսւնիկա 52, №3, 1999 МеханикаУДК 539.1

РЕШЕНИЕ ЛИНЕЙНОЙ И НЕЛИНЕЙНОЙ ЗАДАЧ В 
ОКРЕСТНОСТИ ТОЧЕК КАСАНИЯ ФРОНТОВ ВОЛН 

Багдоев А.Г.

Ա.Դ. Ր-ագգոև11լ]ւրնևրի ճակատների հպման կետի շրջակայքում գծային և ոչ գծային խնդրի |ուծումըԿամայակամ միջավայրի համար, որը նկարագրվում I. հիպերրպիկ րվագիգծային հավասարումների համակարգով, որոշված 1ւն ճառագայթային Լուծումները, գծային լուծումները գիֆրակցիոն խնդրի համար և ոչ գծային լուծումը: A.G. BagdocvSolution of linear and nonlinear problems in vicinity of tangency point of waves fronts
Рлссм<ггрипл1отся линейное и пелипейное решения системы кв<гзилипойпих гиперболических ypaniinmui и окрестности точек клсония произвольной полны с точечной или дифракционной волной.Подобные решения потикают при прохождении акустических или упругих волн около экрана, отражении волн от тела, имеющего угловую точку. Найдено одномерное или лучевое решение, описывающее решение вдали от точки касания волн, линейное решение в окрестности точки касания и нелинейное решение, сращиваемое с линейным и нелинейным одномерными решениями.§1. Интенсивность волны вдоль луча для произвольной системы линейных гиперболических уравнений с переменными коэффициентамиПусть имеется произвольная линейная система уравнений с переменными коэффициентами в и+ 1 -мерном пространстве времени

=°- <’=<’ о»Здесь к = 0,1, х0 = / обозначает время, х4. (к = I, ,?/) - координаты точки, по повторяющимся индексам понимается суммирование. На характеристической поверхности ф(х4.) = 0 выполняется условие Д=|а‘‘><р>։| = 0 (1.2)Рассматриваются характеристики единичной кратности, что по уменьшает общности. Нужно найти вид решения уравнений (1.1) в окрестности <р = 0. Пусть ф = 0 есть уравнение волны. Тогда решение позади волны (<р > 0) можно иска л» в виде лучевого ряда«, =Е"5')(х<)Л(ф); Л(<₽)=°. ч><0 о.з) з=0
Л, 1 (ф) = Л (ф), Л (Ф) = фГ / Г(5 4- а 4- 1) (1.4)45



Из (1.3) можно найти
=Е ((Р)'Рч +"м/։((Р)} (’•>)

Наибольшее но порядку слагаемое будет при л՝ = 0. Тогда в порядке (ра ’ получится из (1.1)
оЖ»"’<>)(х») = 0 |։б)откуда видно. что поверхность <р = 0 характеристическая и выполнено условие (1.2). Подставляя (1.3), (1.5) в (1.1) и приравнивая члены порядка ф՛՝, можно получить

+"1‘)«',)<р^+7?'5‘‘)=0 ”7)Из (1.6). учитывая, что но (1.2) существует нетривиальное решение (1.6). пропорциональное собственному вектору 5, матрицы о.^'ф,,.можно получить ;/<и) = ф5;, а*''ф,։ ,S'; = 0 (1.1!)где Ф-произвольный скаляр, дающий лучевое решение. Характеристический определитель Д в (1.2), где ф։. = 0ф/ЙУ, в силу (1.8) должен быть пропорционален <т,(‘'S,5՝;Ф։. и ввиду произвола в выборе параметра s в уравнениях лучей<Zr, </ф,
т=\- -г = -д- (1'9)ск dsможно полагать Д = <^‘)5,5'?ф։, Д = 0 (1.10)Из (1.10) получит»Д.„ = fl’։)S,S, +2о’'|ф,5,5ЛФ< (1.11)где использована симметричность по /, /.В силу (1.8) имеет место вдоль ф = 0Ч =a^S,S/ (1.12)Кроме того, можно счи татьиУ’ = 5,Ф, (1.13)поскольку в (1.7) коэффициенты при «J" те же, что и у в (1.6).Умножая (1.7) па 5։ и подставляя в него (1.8), можно найти 

а'УЗ,5,Ф.к+а^5,3,,к Ф + 7;,S,S ,Ф = ОЗаписывая
2a^>S1S,,^^ ]̂S,Sl}-a^S,Sl 

охкучитывая, что по (1.9), (1.12)
dxk/di = a^S,Si/a^S,Sl =Q

(l.i-D
(115)
(116)

46



CL есть вектор лучевой скорости, используя также лемму о решенияхобыкновенных дифференциальных уравнений 11 ], согласно которой
{a^S.S, /a^S,St},t = d\n J Idt, J ֊. g(x, ■ Y„) 

s(/,e....e„.,) (1.17)где ./ ecu. якобиан от декартовых координат x։ к лучевым координатам0j։ S -1 0, = const есть уравнение луча, можно из (1.14)-(1.17) получить, интегрируя вдоль луча
Ф =

...» Q.fW 
yj^S.S,./ ' I [2 8Xi ч// li.i«)

Таким об|мзом, получено лучевое решение для системы уравнении (1.1) в форме (1.10). Соотношение (1.17) также можно получить, применяя теорему Гаусса-Остроградского к лучевой трубке |2,3] в виде 
(Х\ </1пХо , —- =----------. где д есп. нормальная скорость волны, о - площадьX Жсечения лучевой трубки, отнесенная к ее начальному значению, причем ,/ = Хо (1.19)II частности, для плоской задачи х, = х, х; = у. вводя радиус-вектор точек волны г =r(t,Q), можно получить

а -
сг_ 
cQ

(1-20),\ля идеальных сред уравнение (I I) можно умножить па н, и показать, что для получения закона сохранения энергии нужно полагать
,/՝«=Я (՛-211

Этот <|так1 был отмечен М.М.Минасяном, которому автор выражает благодарность.Тогда указанный закон примем вид
[a^>iilit/ = 0, к = 0,1,. ,п (1.22)причем из (1.18), (1.19) получится
^ = C(Q,)/yja^S,S1^ (1.23)В трехмерном пространстве к = 0,1,2,3. Можно в качество Ф взять величину скорости частиц.Как показано, вариационным методом |4| для произвольной среды и более строгим методом для широкого круга сред в |5. 6, 7| следует для движущихся перед волной сред считать
«.'“‘■V, =рФ» +"„)/с„ i’2-՛։где р - начальная плотность среды, X = Ся + ия есть нормальная скорость волны, ип - нормальная к волне невозмущенная скорость частиц.Таким образом, найдено одномерное но нормали к волне линейное или лучевое решение для произвольных сред даваемое (1 18). и для 47



идеальных сред (1.23). (1.24) для скорости частиц Ф. Другой подход к определению лучевого решения в магнитной газодинамике для неоднородной движущейся среды дан в [5,(։|, где указаны также нуги обобщения на произвольную идеальную среду.То, что (1.24) имеет место, можно показать из эвристических соображений. Для неподвижной впереди волны среды с учетом уравнений движения можно полагать Л*',)5,$у=р Для движущейся впереди волны среды, учитывая связь исходной системы кобрдннат со связанной с частицами среды Хк = .V, + ик, икчпк =ип можно получить
д д д

— ------й х, й Хк дХкКроме того, из условий совместности па волне б/Й—>-Х6’. 
81дХк —> Пк8' |3] можно получить (>/дХк == -(/),/Х)с/Й и получится

д2Й х. X,’ й Хк 01откуда в подвижной системе координат следует выбрать соотношение (1.24).§2. Определение линейного решения в окрестности точки касания произвольной волны с точечной или дифракционной волной

Фиг 1 наличии нескольких волн

Рассмотрим две типич- *1 ные дифракционные волновые задачи. Сначала возьмем непроницаемый полубеско- ночный плоский экран, на 
С который в момент / = О надает произвольная волна О/10 (фиг.1). В моментвремени / волна СЛ40 занимает положение АВ и. кроме того, имеется точечная волна ВВ', произведенная вершиной О экрана. При в среде следует вернуть их в начальное положение и определить решение па волнах АВ с помощью начального условия на волне ОАо. При этом, согласно теории Кирхгофа, следует для решения в окрестности точки В касания волн интегрировать по освещенной части падающей волны, то есть по х։>0, где ось Л'։ касается начальной волны в точке О. Удобно вместо координаты, отсчитываемой по нормали к начальной волне, вводить время пробега от точки интегрирования до начальной волны С>։ полагая= “6‘о£ • ։’ЛС‘ со = сп9 + ип0 ость начальная скорость волны, £-время 48



пробега от точки (х,,^,) до ОА0. Тогда начальное условие для волны Л/У. вблизи которой и։ = S,u , можно взять в виде»=«, = а’К)*(х,)’/Г(Х + 1) (2.1)где St ес$ь значение собственного вектора на АВ. Такое же начальное условие получится из граничной задачи отражения волны АС от угла, при этом для определения отраженных волн АВ, А'В' можно решать Чистому алгебраических уравнений и из граничных условий па сторонах угла определять лучевым методом решение на АВ. Тогда начальное условие на волне OAQ получится продолжением решения на АВ к моменту / - О, и поскольку при переходе к решению на точечной волне 
BB' следует считать решение на BB' равным нулю, при замене граничной задачи на начальную задачу следует, как и выше, полагать / - 0, -0 при xt <0 и брать начальное условие в форме (2.1). Тот жевывод получится при решении граничной задачи для системы уравнений с постоянными коэффициентами, например, задачи о проникании клина в магнитоупругую среду при начальном магнитном ноле, направленным параллельно поверхности среды. В полученных методом Смирнова- Соболева интегралах по поверх пости среды можно показан,, что при определении решения вблизи точки В интеграл по отрицательным значениям координаты X есть малая более высокого порядка, чем интеграл по положительным х-ам, что после перехода к начальным условиям на СЛ40 позволяет интегрировать решения ио ОА0, для значений х, >0. и выбирав, начальное условие в виде (2.1). Решение системы уравнений (11) в окрестности точки В можно искать в виде, обобщающим решение волнового уравнения с переменной скоростью звука |8| и уравнений с постоянными коэффициентами |‘)|и, ֊ .s>. и = (2^)'Дс0Ф(ф)?ао(ОНх|)?/Г(Х + 1)Л1^ (2.2) 3где степень особенности фундаментального решения Ф(<р),՜’ вблизи фронта полны выбирается из его поведения вблизи волны |10|. Тогда, подставляя (2.2) в систему (1.1). можно убедиться, что Ф удовлетворяет уравнениям для лучевого решения $1 и дается формулами (1.13), (1.24), а для идеальных сред дается (1.23), (1.24) Выбор постоянной 6 (0,) в (1.18), (1.23) и степени эйконала в лучевом решении (1.4) а ֊֊3/2 для формулы (2.2), как будет՛ показано далее, позволяет удовлетворить решением (2.2) начальному условию (2.1). Выбор а = ֊3/2 следует также из асимптотической формулы для фундаментального решения вблизи волны |Н>). Согласно принципу взаимности для фундаментального решения 110, 11) можно в качестве лучевого решения и эйконала брать значения Ф и <р не только для точечной волны BB' с центром в точке 
О. (а точнее, с центром в точке интегрирования .г,, £), но и для обращенной точечной волны или квазиокружности с центром в точке
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M(xty) и вычисляемой в начальном положении. Для удовлетворения начальному условию (2.1) в (2.2), как будет показано нами далее, следует в лучевом решении Ф постоянную С из (1.18), (1.23) брать в виде С(0.) = 7ро/£\со ” получится
Ф = VPet֊»KcoP(b» +"и)’с}' (2-3)где р0, сП{ , и — начальные значения р, сп, ип. Тогда (2.2) дает

и=.-(гяТа)' Я [л (/)<2 (<Р).5: «)!՛ (*> Y. /г(Х +i)]аад^Ю=«'>^к„։(о„+Н„)20}' (2.4)При вычислении формулы эйконала обращенной волны /■,/՛ или квазиокружности можно использовать видоизмененные! соотношения работы |8| на случай двумерной дифракционной задачи. Величина ф в (2.1) есть время пробега от Л71' до точки (х։,0 произвольного луча. Выбрав за базовый луч ММ0 и обозначая через 5 координату Х։ точки 
Mlt пересечения указанного луча с начальной волной, через / - /ф время пробега от точки М до волны АВ или от волны £7*’ до начальной волны ОА{} вдоль луча Л7Л7О, ибо. когда точка М принадлежит 
АВ((~1Ф), квазиокружность Л7- касается ОА0 в точке Л/о, учитывая, что в точке Л/о происходит касание, обозначая также через и к2 кривизны EF и OAlt, -вычисленные в точке О, можно, разлагая расстояние с6(ф + £) от EF до OAQ в ряд Тейлора ио степеням .г, - s, получить аналогично одномерному случаю, рассмотренному в |8|Л ֊Л, Y1 гФ = t ֊ -----(х, ֊ л) ֊ (, (25)

2с0Из (2.5), обозначая 5 = /-/ф, -x = t-tg, где 5 = 0 даст уравнение 
АН, т = 0-уравнение НВ' и учитывая, что, koi да точка (х,у) принадлежит точечной волне t = /, обращенная волна или квазиокружносп. EF проходит через точку О. можно получить (Ф = 0,х, =0,С = 0)

Кроме того, обозначая через 0 угол нормали лучей к точечной волне В В’ при выходе из точки О с осью Х։, через 0О значение 0 для точки В, через 0о-0 угол между указанными нормалями, проведя через точку Л/о нормали и Л7Г|(9 к волнам Е1՝\ ОА(,, можно
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получить (фиг.1) 0„-0 = /ООМа + А()РМ„ или, поскольку
/00М„ = -4,х, /.ОРМ,, = 4,л՛ получится0, ֊0 = 5(4,-С) (2.7)Полученное соотношение проверено прямым вычислением для уравнений с постоянными коэффициентами, а также с коэффициентами, зависящими от одной координаты |9, 12|. В (2.4) интегралы пони маю гея в смысле главного значения или берегся конечная чаегь интеграла |12]. Тогда согласно (2.4), (2.5), после интегрирования но частям, конечная чаегь интеграла имеет' вид

и (лД1/|[л(/)С,1;;(Ф).'':ад51 (х,)?/г(х+ (2.8)В силу равенства/֊/.„-^-^•(г.-л^Ф'. = <201
2со Лл/Ф-Сможно получить

1 МЛ(Х,1/2) ч.֊։/ V, : .11 - /— г,-.- .֊ сч Г С-г1). (ф), ^Х1 (2.10)
х72 Г(Х։1) 3В л«1ЛЫ1<гй111е.м различаются две облает в окрестности В: позади точечной волны В В' и между ЛВ.ВВ' В области позади ВВ' имеет место I > 1Х . В (2.10) следует интегрировать в пределах от О до значения X, обращающего <р* в нульX, = л՛±.7, ? = ,у2соб(А| ~к2) (2.11)причем при I >/, имеет место 7>т и знак минус в (2.11) не подходит. Поэтому областью интегрирования будет 0<х, <5 + 7. Вычисление (2.10) дасп решение при Т>/ |9|

, <1 гг 1 т 3 _ 1-о՝1
и - Л, о — X, X а—, л н—1՜ ц,-—— 1’2-12)

'и 2 2 2 )где 3 есть гипергеометрическая функция
х 2’՛ ’ ’с„Г(1 + р)(1 -и/'1'2*“ /^(4, - 4,)Г(Х + 3/2 + Ц) (2.13) 

где (о = (0 - 0и ){2с֊05(4, - 4 , )}՛՝.Полагая в (2.12), (2.13) X = О, Ц = 0, что соответствует в (2.1) начальной волне со скачком решения, можно получить решение около точки В при / >/л, в виде„= агс1д^^'~А?— (2.14)0-0,,
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В области /</ч, впереди точечной волны можно интегрируя в пределах (2.11)
„ = (go^rзГ-ЯкЕд+!, п

(к,-к,)" ■ Г(Х + 1) I 2 2 (0 )I In симой волне Ali ö~ 0 и о ~ оо

получип..
1215)

Ас„ о’?' 
7*,Л2Т(х+1) (2.16)

Тогди можно перейти к начальной волне ОАо, на которой 8 = £ и (2 16)лает
„ - Ас»1 ^А,-А, Г(Х + 1) (2.17)

где согласно (2.4) при / -> 0 получится А(1) = а0 /с0л/оИсходя из принципа взаимности для фундвментлльного решения |1| можно, вводя радиус-вектор для обращенной волны £/•' г' = ,причем Р = const дает лучи волны ЕЕ. получить при / —» О
I I а = тт = ар(2.17) дает А,1 и поскольку А.» А,, получится (А|-А,)а«1. Тогда

и, «а°СХ«р/Г(Х + 1) (2.18)то есть начальное условие (2 1) удовлетворяется решением (2.2). Для неоднородной задачи мелкой воды решение (2.13), (2.15) получено в (14] Решение (2 12), (2.13) вблизи точечной волны ÄS' вдали от В в силу (2.6) можно записать в виде Т « 0,1 - а ® -cu(^, ~ )т/(0 _ 0<>)’
и = А,. А, х

А Г(1+й)С”- Х-‘‘ , т: 
(0-0оГ' Лгд + з/2-rfi) (2 19)и поскольку г есть эйконал и дает профиль лучевого решения (1.4) на волне /7//, а вдоль лучей 0 = const, из (2.19) следует, что /!(/), даваемое (2.14), в самом деле есть амплитуда для точечной волны ВВ' лучевого решения§3. Определенно нелинейного решения в окрестности точки В касания волнКак следует из линейного решения (2.14) для скачкообразной начальной волны при малых Ф ~ у в окрестности волны, имеющей порядок т - у, ди Юх. - 1 и нелинейные члены в уравнениях движения среды следует удерживать. Поскольку наибольшие трудности представляет получение нелинейного уравнения в проекции на направление наиболее быстрого изменения параметров, здесь предлагается метод получения :гго1о равнения с помощью уравнения 52



характеристики. Уравнение волны АВ в линейной задаче согласно (2.6) имеет вид 5 = 0.
т = (0֊0„):/2с0(*,-*,) (3.1)Отсюда видно, что дифференциальные уравнения характеристик линейной задачи вблизи точки В имеют вид

_ с0 В(к. ֊/г,) дтГ = — - ——--, — = -Г — (3.2)
2 с/1 '5/Но дифференциальное уравнение характеристической кривой имеет »ид
— = «?,,+у„)|дгаал| (З.з)где Сп -нормальная скорость нелинейной характеристики относительно частиц среды. V п -нормальная к волне скорость частицы среды.Обозначаем через сп и ип соответственные значения невозмущеп- ных величин С„ и уя и полагаем и - Уя Сп -сп 4-(ап - 1)ц, где и мало, а“// дает вклад в скорость Сп + уп за счет нелинейных членов в выражении Сп через параметры среды, который можно найти из условий совместности па нелинейной характеристике. //, находятся через и из уравнений

(3.4)Таким образом, а° всегда может быть найдено 112]. Тогда из (3.3) получится. что уравнение одномерных по т нелинейных характеристик имеет вид Эг/Э/= а «///,, =сп+ип и после сравнения с (3.2) можно убедиться, что уравнение нелинейных двумерных характеристик вблизи В имеет вид
При этом дифференциальное уравнение в проекции па т, имеющее (3.5) своим уравнением характеристик, запишется в виде<Р.П -ГЧ<оо 1/Н',п-п</1пФ/Л =0 (3.6)Здесь в силу произвола выбора 4х можно полагать и = 4Х... и добавлено слагаемое -«(/1пФ/Л, дающее с точностью до независящего от I множителя одномерное по т линейное или лучевое решение Ф §1 около В В՛.Вводя функцию Уо = 4Х,О, можно (3.6) записать в виде//։/֊Гч0 -1-а0//) Ф/б// = 0, и,а = уйм (3.7)Можно искать решение уравнений (3.7), переходящее для конечных т <0 в линейное решение (2.14) в виде [9]

53



"VvT = Фи, v0 = TÂTTov. v = ֊ ֊^֊ ֊ЛЧЛ| Л2/С0 Kl K2 co_-----(0-6„) t г + r a-----+ (• , 82(*,-*:K I H, Jk, -Çn _ sin Ц7Г
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52, №3,1999 Механика

Вводное слово к дискуссии15 апреля и 6 мая 1999 г. редакцией журнала Известия НАН Армении "Механика" была организована дискуссия на тему: "О методах приведения трехмерных задач теории упругости к двумерным՛՛.В настоящее время эти вопросы представляются важными для определения пределов применимости тех или иных расчетных моделей тонкостенных элементов конструкций в зависимости от их физикомеханических и геометрических характеристик и условий нагружения.По решению редколлегии журнала в настоящем номере печатаются некоторые материалы, представленные на дискуссии.
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ՀԱՅԱՍՏԱՆԻ <|ԽՏՈՒ(.Ս։ա֊Ն1,է;(4' ԱԶԳԱՅԻՆ ԱԿԱԳԵՍԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ
ՍՆխաԱիկւս 52, N°3, 1999 Механика
УДК 539.3ОБ АСИМПТОТИЧЕСКОМ МЕТОДЕ В ТЕОРИИ ПЛАСТИН И ОБОЛОЧЕКАгаловян Л.А.

Լ.Ա. ԱդալովյանԱսիմւդտոտիկ մեթոդի մասին սա|երի և թաղանթների տեսությունումՇարադրված I շերտ-հեծ անների, սալերի ե թաղանթների եդրային խնդիրների լուծման ասիմւդտոտիկ մեթոդը: Բերված Լ ակնարկ րարակ մարմինների ստատիկ և դինամիկ, դասական և ոյ դասական եզրային խնդիրների թսծամների և կարևոր արդյունքների, որոնք ստացվևլ են լուծելով առաձգականության տեաոթյան 1ոսմաւդասոսսխան հավասարումները սաիմպտոսփկ մեթոդով:L.A. AghalovyanOn Asymptotic Met hod in the Theory of Plates and ShellsИаллгасгся асимптотический метод решении краевых задач балок-полос, пластин и оболочек. Ириподеи обзор работ и результатом по статическим и днпмичм ким. классическим и неклассичсским краевым задачам тонких тех па основе асимптотиче< кого метода решения соответствующих уравпепим теории упругости.Суть метода. Уравнения теории упругости, написанные п безразмерной системе координат для балок, пластин и оболочек, являются сингулярно возмущенными малым параметром 8. В качестве 8 обычно выбирают для балок отношение диаметра поперечного сечения к длине балки, а для пласт-ин -и оболочек-отношение полутолщины к характерному размеру срединной поверхности.Существует принципиальная разница между регулярно и сингулярно возмущенными уравнениями. Проиллюстрируем сказанное на двух простейших примерах.Уравнение и” + £//' = 0 (1)является регулярно возмущенным малым параметром 8. Его решение 
и = с։ + с2е ,л является непрерывной функцией от 8. Решение задачи Коши или краевой задачи для уравнения (1) можно найти простым разложением по степеням малого параметра:

и = еяиг) s = 0,<x> (2)
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Здесь и далее обозначение $ = 0։со означает, что по немому (повторяющемуся) индексу S происходит суммирование от нуля до оо. Подставив (2) в (1), получим рекуррентные уравненияw*+w^։=0 (3)При з =0 есть полное соответствие между порядком укороченного(невозмущенного) уравнения = 0 и числом начальных и краевых условий. Решение при малом е близко к решению при 8 = 0. Задача в дальнейшем заключается в улучшении этого результата с помощью вычисления более высоких приближений.Для сингулярно возмущенного уравнения (малый параметр является коэффициентом старшей производной)6//* + //' = 0 (4)решение // = с3 + с4е vc терпит разрыв при Е = 0.Возникает вопрос: можно ли решение уравнения (4) определить разложением в степенной ряд по малому параметру 8. Непосредственное применение разложения (2) приводит к рекуррентным уравнениям=0 (5)то есть к понижению порядка, а следовательно, к невозможности удовлетворения всем начальным и граничным условиям. Но оказалось, что разложением (2) можно найти регулярную часть решения. Возникает вопрос, можно ли представлением типа (2) определить и сингулярную часть (ехр(-х/е)) решения. Оказалось, что можно, но для этого необходимо сделать в уравнении (4) замену переменной / = лг / 8 и решение вновь полученного уравнения отыскать в виде* (2) (второе расщепление исходного оператора). Этому расщеплению соответствуют разрывные по 8 решения, известные как решения пограничного слоя. Оказалось, что оперируя этими двумя типами решения, можно удовлетворить начальным и граничным условиям.Таким образом, решение сингулярно возмущенного уравнения невозможно найти одним разложением по малому параметру. Его определение асимптотическим методом включает следующие этапы: а) построение решений, соответствующих первому расщеплению (решений укороченного уравнения и уравнений для последующих приближений типа (э)). В теории балок, пластин и оболочек эго решение называют решением внутренней задачи или основным решением; б) построение решений пограничного слоя, соответствующих второму расщеплению исходного возмущенного оператора: в) сопряжение (сращивание, согласование) найденных, качественно различных решений при помощи краевых и начальных условий.Более подробное представление о сингулярно возмущенных уравнениях и методах их решения можно составить, например, по монографиям (1-6). 57



Система уравнений теории упругости для тонкостенных тел имеет ту специфику, что параметр является коэффициентом не всего старшего оператора, а только его части. Эго приводит к тому, что вырожденная (»(»возмущенная) система имеет мспыную пространственную размерность, число же пограничных функций становится бесконечным, по счетным |7|.При асимптотическом подходе։ очень важным также является правильное определение асимптотических порядков искомых величин, ибо не все компоненты тензора напряжений и вектора перемещения имеют одинаковый вклад в напряженно-деформированное состояние. Установление такой асимптотики является одним из основных этапов асимптотическою подхода. Оно имеет более глубокие корпи, ибо сформулируя любой физический закон, или принимая ту или иную гипотезу, фактически задается некая асимптотика. Не случайно, что установление этой асимптотики (закона) многие авторы считают искусством |8,9).Отметйм, ч то последний подход широко практиковался и продолжает практиковаться в гидроаэромеханике, в механике же деформируемого твердого тела его использование связано с применением асимптотического метод«։.Для большей наглядности изложение асимптотического метода начнем с плоских задач теории упругости.§1. Плоская задача для полосы (растяжение-сжатие стержней и изгиб балок)Требуется определить решение плоской задачи теории упругости в юти О = {(х,}') л* е [0,?11 р| £ Л, 2Л « /}. когда на продольных(.торонах прямоугольника заданы значения напряжений ап, о,,. а на торцах л* = 0,/ -значения напряжений, перемещений или смешанные условия.При переходе к безразмерным координатам £ = л*//, С, -- у/И и безразмерным компонентам вектора перемещения (I • •////, I7 -\’//. уравнения плоской задачи для изотропной полосы записываются в виде։
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е = /։//Система (1.1) сингулярно возмущена малым параметром 8 параметром 81). Попробуем найти решение этой системы (большим по схеме,изложенной выше. Решение складывается из решения внутренней задачи (основное в смысле классической теории балок и плас։ин решение) и пограничного слоя. Решение внутренней задачи будем искать в виде։ |10)
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= И-2>
։=0где О — любое из напряжений и безразмерных перемещений, д целое число, которое։ характеризует асимптотический порядок данной величины. Оно вообще различно для различных напряжений и перемещений и определяется таким образом, чтобы после подстановки (1.2) в (1.1) и приравнивания коэффициентов при одинаковых степенях е. получить рекуррентную с истему относительно; В пашем случае задача разбивается на симметричную задачу (растяжение-сжатие) с ։раничными условиямиОд,. =16 'А'։, о>։ =}'։ при у = ±11 (1.3)и па кососимметричную (изгиб) задачу с граничными условиямиО. =8 '/V,, Су=±У2 при >’ = ±Л (1.4)где

X, = (.Г±Л՜ )/2, У = (г+Г )/2, / = 1,2 (1.5)- тангенциальные и нормальные составляющие։ внешней нагрузки, действующие на продольных кромках полосы у = ±И.Несложно установить, ч то<7 = 2 для о,., О ; </= 1 для <7 = 0 для <зу (1.6)для Г. с/ = 1 в симметричной и </ = 3 в кососимметричной задачах.Отмен им, что асимп тотика (1.2). (1.6) единственная, которая приводит к непротиворечивой системе относительно Эта асимптотика соответствует граничным условиям (1.3), (1.4). Если изменить граничные условия при у = ±11. то существенным образом меняется и асимптотика (1.6). Поэтому одним из основных моментов асимптотического метода являйся установление правильной асимптотики, при этом сказанное относится нс՝ только к задачам теории упругости. но и к любой физической задаче, рассматриваемой п узкой области. Иногда для этого бывает полезным использовать решения задач, найденных иным методом. Например. асимптотика (1.2), (1.6) вытекает также из точного (в смысле՝ Сен-Венина) решения для консольной балки, изгибаемой равномерно распределенной нормальной нагрузкой интенсивности </ (11. с.(>4| 3 Ч \ .՝ 2 3^1Ст‘=-Жл՜^]

3 </ Г 1 ։ , . 2 , Да,.=------ (1.7)> 4ЛЦЗ ’ 3 )

Точное решение (1.7) получено методом использования полиномов в качестве бигармопической функции. Если в (1.7) перейти к безразмерным переменным с, ֊ х/1, £ = у/11, оно примет вид 59



0, = ֊We
4 3 ) (!.»)

то een» ax-o(s՜2), <5^, ~o(e ՛)• ov~o(e0), что подтверждает справедливость асимптотики (1.2), (1.6). В связи с этим отметим некорректность утверждения одного из участников затянувГиёйся дискуссии по теории иласгин и оболочек [ 12-22) о том, что "исходные асимптотические порядки напряжений и перемещений ... обоснования не имеют ..." |211.В 110,23) доказано, что асимптотическим методом можно получи ть не только решение (1.7), но и все те решения, которые найдены пузом выбора бигармонической функции в виде полиномов. Более того, асимптотическим методом выведены рекуррентные формулы, автоматически обеспечивающие бигармоничность полиномов. Решения широкого спектра таких задач приведены в |23).в симметричной задаче ((/,ox,ov-функции, в задаче изгиба—наоборот) через z/4, которое определяется из
Подставив (1.2), (1.6) в (1.1), четные, G , Г — нечетные по С, все величины выражаются уравнения

с1хг 1хв кососимметричной же задаче (изгиб) все величины выражаются через которое определяется из уравнения
Ы—— = (1(110) 

ахгде ЕЕ -жесткость при растяжении-сжатии, Е1 — жесткость при изгибе, /—момент инерции поперечного сечения. При л՛ = 0 уравнение (1.9) совпадает с классическим уравнением расгяжения-сжачия стержней, а уравнение (1.10)—с классическим уравнением изгиба балки. Таким образом, установлен факт, что построение исходного приближения внутренней задачи идентично теории растяжения-сжатия стержней и изгиба балок, основанной на гипотезе плоских сечений. Более того, исходное приближение при асимптотическом подходе дает больше информации, чем классическая теория балок Бернулли-Кулона-Эйлера, ибо позволяет вычислить также напряжения последним изкоторых в классической теории вообще? пренебрегают.Согласно (1.9), (1.10) решение внутренней задачи содержит две произвольные постоянные в симметричной и четыре в кососимметричной задачах. Их этих постоянных соответственно одна в симметричной и две в кососимметричной задачах будут характеризовать жесткое смещение, остальные же постоянные должны быть определены 60



из условий при Х = 0,/. Очевидно, что одной постоянной в решении симметричной и двумя в кососимметричной задачах невозможно удовлетворить условиям в каждой точке горцов х = 0, /, что косвенным образом подтверждает сингулярную возмущенность уравнений исходной задачи. Следовательно, необходимо построить принципиально новое решение тоже;. Естественно выяснить возможность существования решения типа пограничного слоя.Для построения вблизи х = 0 решения пограничного слоя, в уравнения (1.1) вводится новая замена переменной / = £/£, и решение вновь полученной системы отыскивается в виде функций тина п огра и слоя [10, 23, 24]Л, = е։''' 1^‘ ’(С)ехр(- Л/), 5 = О, ;V (1.11)Усшнавливается, что Хо = Хи = %4-1, а значение целого числа % однозначно определяется в ходе сопряжения (сращивания) внутреннего и погранслоя решений. Решение (1.11) должно при £ = ±1 удовлетворять однородным граничным условиям
ov,=a„ = 0Дли коэффициентов /Л’ (С,) представления (I II) имеем

4" 77 /'л4՝’> а<Х’, = 7-4". 4" = 4֊4'4"
-^+(2+v>:: 4' 

где в симметричной задаче^fc)=Csinа Хл - корень уравнения sin 2ХП + 2Х„ = 0в кососимметричной задаче/•;,fc)=sinX„(;-^gX„coSXX sin2X„-2X„=0

(1.12)

(1.13)
(I 14)
(1.15)Решение (1 11), (1.13)-(1.15) для произвольного 5 является точным, то [есть удовлетворяет всем уравнениям теории упругости и граничным улооиям (1.12). фактически это решение является известным однородным решением Шиффа-Папковича-Лурье.Таким образом, принимая гипотезу плоских сечений, гем самым теряется целый класс точного решения. Укажем также, что эго решение невозможно получить пи по теории Рейсснера, ни по теории типа Тимошенко, ни по одной из су1цеству1рй\их других прикладных теории балок, пластин и оболочек. Без этого решения невозможно достаточно точно удовлепюрнть граничным условиям на боковой поверхности. Забегая вперед укажем, что в пространственных краевых задачах для изотропных и ортотропных пластин и оболочек помимо плоского погранслоя существует также антиилоский погранслой (краевое кручение). Теории Рейсснера, Амбарцумяна, типа Тимошенко учитывают этот пограничный слой, однако они нс описывают плоский погранслой Построение обоих пограничных слоев не является прихотью сторонников 61



асимптотического метода, а отражает математическую сущность краевой задачи для гонких тел. Укажем также, что, как правило, погранслои через граничные условия на боковой поверхности влияют также на проникающее (основное) решение, поэтому без их целостного построения вряд ли уместно утверждать об уточнении результатов классической теории. Функции пограничного слоя убывают как ехр(- И.еЛ„/) и для того, чтобы напряженно-деформированное состояниев прямоугольнике можно было бы расчленить на внутреннее и типа погранслоя, его продольный размер / должен быть таким, чтобывеличины порядка О ехр - были пренебрежимо малы посравнению с единицей. Учитывая что в симметричной задаче КеХ։*2,11, а в кососимметричной КеА.,^3.75, эго требование будет практически выполнено уже на расстоянии от торца полутора-двух толщин.Решение погранслоя (1.11), (1.13) имеет весьма важное свойствонапряжения О , О дур п произвольном поперечном сечении / -1^ самоуравиовешенпы:
I 1 I= = О, |ад>;,< = 0 Ц.16)

֊1 -I -1что позволяет непосредственно сращивать (сопрягать) внутреннее и погранслоя решения.Таким образом, асимптозическим решением исходной сингулярно возмущенной краевой задачи является
1 = 0 +1^ + 1^' (1.17)гдо У решение внутренней задачи; /^|(,/{^֊решения погранслоси, соотп'-н 1вующие торцевым сечениям Л' - 0, / Решение (1.17) содержи։ достаточное количество произвольных постоянных для удовле) ворси ия любым граничным условиям при л՜- 0, /. Например, в случае задания при х-0 значений напряжений, однозначно устанавливается % = -2 и используя свойство самоуравновешеп и ости напряжений потранглоя (1.16), определяются все произвольные постоянные в решении внутренней задачи. Их ровно столько, сколько условий (1.16), что указывает на более глубокую логическую согласованность внутреннего и погранслоя решений. В случае первой краевой задачи самоуравнрвешенная часть торцевой нагрузки нс влияет на решение внутренней задачи, пограничный же слон берет на себя самоуравновешенную часть этой нагрузки. Этот чисто математический результат подтверждает справедливость принципа Сеп-Вспана в плоских задачах. Иллюстрирующие сказанное примеры приведены в |1<>,23|.Перемещения погранслоя не обладают самоуравновсшенностью (1.16) (то есть принцип Сен-Венана для перемещений несправедлив), поэтому сопряжение внутреннего и погранслоя решений осуществляется иным способом. Для сопряжения решений можно использовать вариационные принципы, методы граничной коллокации, наименьших квадра тов и др. |23|.62



|< саключеиин »roro раздели отметим, 'По примененный для плоских задач прием построения решений внутренней задачи, погранслоя, сопряжения них решений, без особою трудл рас пространиеня на аки юфрппые полосы. прострапстт1синые ыдачи изотропных и анизотропных пластин и оболочек, поэтому и мы так подробно остановились на плоской задаче§2. Пространственная краевая задача для пластин и оболочекРешение уравнений пространственной задачи теории упругости для пластин и оболочек, кик и о случае балок-полос. складыпастся ил решений внутренней мдачн и пограничных слое«. Асимптотические порядки компонентов тензора напряжений и вектора перемещения по PHyipcinic й задаче для изотропных пластин установлены и (25.20|. Эта д< имииликп 1<1Д|И'п:я формулой |1 2) с тон лини, розницей, что С"֊
Ч ~ 2 М* °na՛ «.я,. «и՛ «а • Я =1 м» пи„ ап, (2.1)</ - I для а,; для и, (] 1 в симметричной, </ ֊ 3 п кососимметричной задачах.AcHMiiiviMKd (2.1) остается в силе для орппропных пластинок и пластинок < общей анизотропией |21 постоянная упругости) с подчеркнутой разницей о том. что порядок ко:и|>фнциеи1.ш ’(£,«].£) разложения (1.2) существенно зависит or соотношения значений постоянных упругости ио различным направлениям |23,27|.В симметричной мдаче псе величины вы|мжаются через дне двумерные функции, которые определяются и т уравнений обобщенного плоскою напряженного состоянии, п кососимметричной же задаче псе величины выражаются через функцию прогиба, которая определястсл и i ypiniHTinii a частных npon.tno.yn >л четертого порядка типа классического уравнения изгиба пластинок Зги уравнения, написанные для исходного приближения, совпадают t классическими уравнениями рас гяж< iiiiT-сж.пич и изгиба пластинок. Последующие приближения приводят к повторному решению них y|MiiiieiiHH. но < новыми п|мш.|ми частями Как и и случае плоской ։адачи. решения них уравнении не содержат дос заточного количества ирон пюльных постоянных (функции) для удонле!вороних граничным условиям ||ро<Т|М11стисннои задачи на боковой поверхности. Преимущество той или другой теории следует оцемитт. именно в этом плане насколнко точно с позиций Трехмерной задачи удовлетворены граничные условия на боковой поверхности разумеемся, при одноврсмсппЬм удонле!норенпи уравнении раиновое ин и соотношений состояния ■ обобщенного закона ГукаВ । илу сингулярной позмущеннскти задачи, недостающим решением ни.лястс!с решение типа iiorjiaiiH'inoro слоя Доказано, что в и loipoiint.ix и oproipoiiiifjx пластинках и оболочках мотуг существовап. дтш типа погранслоя: аитиилоскин (К|мевое кручение) и плоский |24,25,28,2<j|. Первый из этих iiorpaiicAoeii отсутствует в плоских задачах В о|тп|юпных пластинах при удтленнн ш боковой новерхши-пт а՜«., вовнутрь пластины они затухают по экспоне|ЩЙал1>|1ому мкону, но си существенно ра:1лнч11ымн ско|мхтими |232-1| В симметричной юдпче |растяж<ч1ис-сж<пие) iiiii иилоскнй типранслой затухши как 63



(22)а в кососимметричной задаче (изгиб) как (2.3)При модулях сдвига G23 <<G։2 :jr|01' погранслой может проникай.достаточно глубоко (слабый погранслой), а при 6’23 —>а> анч»плоским погранслой исчезает—факт, который был известен и из других исследований.Плоский погранслой затухает как
( п . а-а0Лсхр -Кел*---------  (2.4)
I И )где Re -действительная часть первого корня с ReX.,>0 соответствующего характеристического трансцендентного уравнения. В зависимости от значений постоянных упругосги возможны следующие варианты чрансценденгных уравнений (23|:

a) sin 2рХ„ ± 2рХ„ = 0 (2.5)
б) со sin z„±sin®z„ =0

+Р:)Х„. а = (р;-р,)/(р,+р.), 0<<0<1 (2.61

в) to sin z„ ±sh<oz„ = 0
z„ = 2pX„, <o=a/p, 0<co< 1 (2.7)где a, P, P.,,p: —вещссгвенные параметры, вычисляемые через постойные упругосги. Случаи а) практически имеет моего для изотропных пластинок, случай б) при G’,, < , случай в) при

Решение пограничного с лоя удов.. i воряет некоторым условиям, известным как условия согла< ■ панно«ти погранслоя и внутренней задачи. Они впервые были выведены А.Грином |29| и являются обобщением условий (1.16) на случай пространственной задачи. Эти условия используются для сопряжения внутреннего и погранслоярешений.Для ортотропных пластинок асимптотическое решениепространственной задачи кюрии упругосги имеет вид
1=0™ (2.8)где Q™ -решение внутренней задачи, Q", Qp-решения ангиплоского и плоского погранслоев, вещественные числа х и М- характеризуют интенсивности погранслоев, их значения зависят от тина граничных условий на боковой поверхности и определяются в ходе сопряжения внутреннего и погранслоя решений. Появление в решении (2.8) произвольных пока коэффициентов е*, естественно, поскольку 
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Йогранслой определяется из однородных уравнений при однородных ’* граничных условиях.Используя (2.8) и условия согласованности внутреннего и по гран слоя решений, удается удовлетворить пространственным граничным условиям на боковой поверхности. В результате, решение 
। трехмерной задачи сводится к решению краевых задач меньшей размерности для внутреннего и пограцелой состояний. Ограничившись тем или иным приближением для внутренней задачи и пограничных слоев, с определенной точностью, в смысле решения трехмерной задачи, 
। вычисляете;։ напряженно-деформированное состояние пластинки. Если ограничиться построением исходного приближения внутренней задачи, то приведенные двумерные уравнения и соответствующие им граничные условия совпадают с классическими. Важно отметить, что различным граничным условиям пространственной задачи могут соответствовать одни и те же ус ловия классической теории пластинок. I (апример, граничным условиям

=<\ф = «' = 0 и = у = » = 0 при а = а„ (2.9)пространственной задачи в кососимметричной задаче соответствуют классические условия шарнирного опиранияЛ7(։=0, = 0 при а = а0 (2.10)Условиям пространственной задачи
и = у = \у = 0 и м = =и> = 0 при а = а0 (2.11)в задаче изгиба соответствуют условия жесткой заделки классической теории л д№ л1Г = 0, — = 0 при а=а„ (2.12)

<ЬаВ симметричной же задаче (расгяжение-сжатие) первой группе условии (2.9) соответствуют условия свободного края классической теории растяжения-сжатия пластинку:^=0, =0 при а = а0 (2.13)а второй группе условий (2.9) - условия свободного в продольном направлении края:
Та =0, V = 0 при а = а0 (2.14)Следовательно, перед тем как рассуждать о погрешности классической теории, необходимо выяснить соответствующую пространственную краевую задачу, которой она соответствует.При рассмотрении последующих приближений в результате сопряжения решений внугренней задачи и пограничного слоя выясняется, что погранслой через граничные условия влияет՛ на внугрепнее напряженно-деформированное состояние. Например, в случае свободного края это сопряжение приводит к следующим новым граничным условиям для ортотропных пластин (23, 30|:

гв=о, 5„р=о
Ма-.-^АЬ—^ = 0 (2.15)

у
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&р у G,,Первой группе условий (2.9) (шарнирное закрепление первого соответствуют приведенные условия:
£

рода)

"" Е;
= 0

'1гу:1 а««
(2.16)

ма
^Ah^ + hk,,

уо'в а?Р °
D,MV = О

И' = 0Второй же группе условий (2.9) (шарнирное закрепление второго рода) соответствуют.
Та +11^--—к„ й2Т. = О

“ Е: 1-У,,Уг, * РК =0 при а = а0 (2.17)
+ - ДЧ=°fi l-vl2v2.

IV = 0где G\., Д։, v,t -соответственно, модули сдвига, Юнга, коэффициент Пуассона А[։-геодезическая кривизна, 1), —некоторая постоянная упругости материала, êvp - элементарная дуга линии ct = oto А = 1.26- постоянная Гольденвейзера-Колос для изотропной пластинки, подчеркнутые члены— поправки к классическим граничным условиям. В (2.15) подчеркнутые члены отражают влияние анти плоско! о погранслоя, в (2.16)— влияние, как ан ти плоского, гак и плоского (слагаемые, содержащие ЕХЕ21Е^} иогра недоев, в (2.17) - влияние плоского погранслоя.Как следует из (2.15). в случае свободного края (а^ =<Уар =аа/ = $ при а=а0) главенствующую роль играет ангинлоский погранслой, плоским же потранслоем можно пренебречь. В случае шарнирного закрепления первого рода (О^ = = м = 0 при а = ау) из (2.16)следует, что важную роль играют оба погранслоя, в случае же шарнира второго рода (оаа = v = И’ = 0 при а =а0) главную роль играет плоский погранслой, аптиплоским же потранслоем можно пренебречь. Из сказанного можно сделать вывод что чем жеегче закреплена боковая поверхноегь, гем ярче проявляется воздействие плоского погранслоя, в пратиином случае проявляет себя ангинлоский погранслой, что 66



физически вполне очевидно Отметим также, что если классическая теория пластин не ставит разницы между двумя вариантами условий (2.9), го условия (2.16), (2 17) подчеркивают их отличие. Как было отмечено выше, теории Рейсснера, типа Тимошенко учитывают лишь антинлоский погранслой, следовательно, ими можно воспользоваться в тех случаях, когда закрепление свободно в тангенциальном направлении, например, в случае свободного края. Это необходимо особо подчеркнуть в связи с дискуссией по теории пластин 112-22].Естественно выяснить соотношения асимптотической теории с другими прикладными теориями. Установлено, что если во внутренней задаче асимптотической теории ограничиться первыми тремя приближениями, то полученное разрешающее уравнение для прогиба практически совпадает с уравнением изгиба итерационной теории (? Л.Амбарцумяна |31]. Приведем зти уравнения для трансверсально- изотропных пластин. По асимптотической теории (23,31)
одди^г-Гг—-0,75—у'У2/') (2.18)

V G' Е' Jio(l-v)По итерационной теории |32|
/?ддж = г֊[2—(2.19) 

G Е J10(l-v)где штрихами очмечены упругие характеристики в плоскости, перпендикулярной плоскости изотропии, Z — нормальная составляющая внешней нагрузки. D-жесткость при изгибе. Уравнения (2.18) и (2.19) отличаются лишь коэффициентом при ElЕ'. Это различие вызвано тем, что в (2.19) не учтено поперечное обжатие. Как следует из (2.18), (2.19), поправка к классической теории зависит от отношений GIG', El Е' и если GIG'»EI Е', обжатием можно пренебречь. Поперечное обжатие учтено в "Новой итерациочгной ге<; С.А. Амбарцумяна |33|, тогда уравнения асимптотической теории внутренней задачи, соответствующие первым трем приближениям, совпаду՛’ основными уравнениями “Новой итерационной теории". Отметим, го итерационные теории не учитывают пограничные слои. "Обн. теория" же С.Л. Амбарцумяна учитывает антинлоский погранслой. монографии (23) рассмотрена задача изгиба полубесконечной ՛: рансверсально-изотропчюй полосы Q ֊ {(.г. j-,z):x е[О.со), |j/| < /, |.՝| < Л} под воздействием изгибающего момента, приложенного на бокову.. поверхность х = 0 и шарнирно закрепленной по боковым поверхностям у = И.Задача решена и рамках уравнений асимптотической теории при новых граничных условиях (2.15) (естественно, с- неоднородными правыми частями, то есть <: учетом приложенного торцевого изгибающего момента) и аналогичных (2.16) граничных условиях на боковых поверхностях у-±1. Проведено сравнение найденного решения с решением той же задачи по 'Общей теории" С.Л. Амбарцумяна, то есть на основе уравнений |32|, сгр.140
ДД^ = 0
ДФ-5:Ф = 0, 52 = -Д-— (2.20)
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при граничных условиях типа Пуассона.Сравнение решений по обеим теориям показало их практическое совпадение. 11а при мер. по теории С.А. Амбарцумяна сдвиговой краевой эффект затухает, как
ехр

я Г՜ 10(7 ?
— 1 + —;——гтХI У п-в (2/։)2

(2 21)а по асимптотической теории, как
ехр (2.22)

Как правило, —-—-—— »1, пренебрегая в (2.21) единицей под Я О’ (2Л)՜радикалом и принимая Л‘~10, приведенные выше скорости затухания совпадут. Совпадают также решение внутренней задачи и решение по теории С.А. Амбарцумяна. Здесь знаменательным является то, что эти решения были получены при помощи различных уравнений с различными граничными условиями. Отсюда вытекает, что полезно сравнивать не уравнения теорий, а окончательные результаты. Сели учет сдвига в теории С.А. Амбарцумяна приводит к появлению второго уравнения (2.20), то в асимптотической теории он приводит к новым граничным условиям (2.15).Так обстоит и с теорией Рейсснера. Она учитывает сдвиговой краевой эффект и его влияние на проникающее решение. Однако эти теории не учитывают плоский погранслой и его влияние на внутреннее напряженное состояние. При асимптотическом подходе процесс получения последующих результатов детерминирован, при остальных же подходах он отсутствует и замыкается в рамки возможностей приня тых гипотез.Асимптотический метод позволил положительно решип» вопрос определения напряженно-деформириваппых состояний пластинок, материал которых обладает анизотропией общего вида (21 упругая постоянная). Решение проблемы сведено к последовательному решению классических уравнений растяжения-сжатия и изгиба пластинок, имеющих плоскость упругой симметрии. Пограничный слой таких пластинок, в отличие от изотропных и ортотропных, не распадается на плоский и ан типлоский погранслой и определяется из краевой задачи для обыкновенного дифференциального оператора шестого порядка [2'3).Изложенная для пластинок процедура определения внутреннего и погранслоя напряженных состояний распространена на изотропные и анизотропные оболочки [23,34].§3. Неклассические краевые задачи балок, пластин и оболочекАсимптотический метод проявил преимущества в особенности при решении принципиально новых классов задач для тонкостенных тел, когда гипотезы классической теории неприемлемы, а формулировка новых гипотез затруднена. К такого рода задачам относятся неклассическис краевые задачи балок-полос, пластин и оболочек. Под этим подразумеваются задачи, когда на лицевых поверхностях 68



тонкостенных тел заданы не компоненты тензора напряжений, как в классических задачах, а иные условия - вектор перемещения, смешанные условия и др., хотя такие краевые задачи с позиций теории упругости также являются классическими. Эти задачи являются основными в фундаментостроении, расчетах аэродромных и других покрытий, прокладок, в сейсмологии. Для их решения использовались, в основном, методы математической теории упругости - метод Фурье, интегральных преобразований, теория потенциала, и то в большинстве своем для бесконечных и нолубескопечных областей |35,3б|.В первой же работе по этой проблеме с применением асимптотического метода, посвященного определению напряженно- деформированного состояния полосы-балкиП={(х^):х6[0,/],Н<Л,Л«/}, когда па одной из ее лицевых поверхностей задано значение вектора перемещения 
(ti(-h) = и (х), v(- h) = v'(x)). а на другой-значения вектора перемещения, компоненты тензора напряжений или смешанные условия, была установлена принципиально новая асимптотик«։ для компонентов тензора напряжений и вектор«։ перемещения. Решение внутренней задачи имеет вид |37] = .V = 0JV (3.1)где q - -1 для Gx, о/, q = 0 для //, v (3.2)Асимптотика (3.1), (3.2) резко отличается от асимптотики в случае первой краевой задачи, которая приведена в §1. 15 отличие от классического случая, здесь все напряжения равноправны, гипотеза же плоских сечений здесь не применима. Другой отличительной чертой является то, что решение внутренней задачи полностью определяется из граничных условий при y = ±h, условия же при х = 0, / не влияют на это решение, ими обусловлен цогранслой. Для широкого класса граничных условий получено точное решение внутренней задачи (23,37) . 11апример. если полоса в своей плоскости обладает анизотропией общего вида, нижняя грань жестко закреплена и = V՜ = 0, а на верхнюю грань у = h действуют нагрузки с постоянной интенсивностью: ад^(Л)=г'։ о ,(/?) - . т', o j ~ const, решение имеет вид

= )/«,>. о„. = т՜, а, = с;

" = W՛+4б^Л>'+л)> v = (/)„a; +j,st')G'+/)) (з.з)
Л| “ (Я||^22 ~а\г)^а\\ • Л1о = ,

Лх. =("11«бб-«1б)/апгде Ц* “упругие постоянные, для ортотропной полосы а,6=яи=Л|։ = 0.В работе (38] было доказано, что асимптотика (3.1). (3.2) остается верной и для двухслойных и многослойных полос-балок, моделирующих, в частности, совместную работу фундамента и основания сооружения по модели сжимаемого слоя. Па основе полученных точных решений выявлены рамки применимости прикладных моделей оснований - 69



фундаментов, в частости, модели Винклера-Фусса. Доказано, что для основания с общей анизотропией эта модель непригодна, она применима для изотропных и ортотропных оснований. В последнем случае коэффициентом постели служит 138,23]„ _ 1 _
Для изотропного слоя К =~ и совпадает с ранее известным и выведенным иным путем коэффициентом [39|, что еще раз подтверждает обоснованность асимптотического метода.Асимптотическим методом получено решение для слоя с переменным по толщине упругим модулем, что позволило вывести формулу вычисления коэффициента постели для моделей Вигхардта, Клейна и др. Например, если основанием служит слой мощности (толщины) /д, а модуль Юнга меняется но толщине слоя линейно, принимая значения [/•?,, Е3], коэффициентом постели является |40|

к = к„ , с = л՝։ / £, (з..г>)
1псгде = £, /(1 -V;)/։■, - коэффициент постели основания с постоянным модулем упругости Е2 и мощностью Л2.Леи митотическим методом решены неклассические краевые задачи для полос при сосредоточенных и кусочно-непрерывных нагрузках, для полос переменной ширины, однослойных и многослойных полос с реологическими свойствами |41,42,43].Следует особо подчеркнув то важное обстоятельство, что асимптотика напряжений и перемещений чутко реагирует на замену граничных условий при у = ±11. Например, если на лицевой поверхности у = ■։■/? заданы значения напряжений, а на поверхности 

у ֊ -)1 — нормальная компонента вектора перемещения и каса тельное напряжение (то есть если в классических условиях заменип» условие относительно и .(-/?) условием для 'у(֊//)), то имеем совершенно иную асимптотику |44,45]:<7 = ֊ 1 для ах> а>։, и, V, <■/ = 0 для (3.6)Поэтому для тонкостенных тел весьма важным становится правильный выбор исходной физической модели.Примененный для решения плоских смешанных краевых задач асимптотический метод нами использован для решения неклассических краевых задач анизотропных пластин. При этом анизотропия может быть общей (21 упругая постоянная), помимо поверхностных могут присутствовать объемные силы, а также температурные поля. Когда на одной из лицевых поверхностей пластины задан вектор перемещения, не противоположной —условия первой, второй или смешанных краевых задач теории упругости, найдена । инципиалыю отлчающаяся от классической асимптотика |46|</ = -] для ; </ = 0 для //о, мр, (3.7) 
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позволившая определить в самом общем виде интеграл трехмерной задачи. Эти результаты распространены на слоистые анизотропные термоупругие пластины [47,48]. Па основе полученных результатов, в частности. установлена формула коэффициента постели 27-слойногоортотронного основания:
1 -

О - (3.8)Асимптотический метод оказался эффективным также для решения краевых задач пластин переменной толщины (49|, слоистых пластин с чередующимися упругими и реологическими слоями |50|.Как и в случае балок-полос, асимптотика компонентов тензора напряжений и вектора перемещения пластин чутко реагирует на вид граничных условий на лицевых поверхностях |51|. Например, если па лицевой поверхности г-И плаепшки заданы значения напряжений ос, а.., а па 2 - -11 значения од.,, О>7, IV, асимптотика такова |51| <7 = -1 для ох, ог, а., и, V, и*<7 = 0 дл>1а„, с>5 (3.9)которая принципиально отличается от асимптотики классической теории. Существенно отличаются и соответствующие двумерные уравнения. При асимптотике (3.1), (3.9) все искомые* величины выражаются через тангенциальные перемещения, относительно когорых вытекают двумерные дифференциальные уравнения Относительно же IV, в противовес классической теории, где в задаче изгибе։ оно играет главенствующую роль, не получается никакого дифференциального уравнения.Асимптотическим методом получены также решения пеклассических задач для однослойных и двухслойных анизотропных оболочек. Построен общий интеграл внутренней задачи, который проиллюстрирован решением ряда прикладных задач. В частности, получено решение для ортотропной цилиндрической оболочки, внешняя поверхность которой жестко закреплена, а внутри действует постоянное давление [23,52].Из работ этого направления укажем также работу А.Л. Гольденвейзера [53].О выполненных работах с применением асимптотического метода можно составить дополни тельное представление։ по обзору [54].§4. Задачи на собственные и вынужденные колебанияАсимптотический метод оказался эффективным не только для решения статических, по и для решения динамических задач. Он оказался эффективным, в частности, в задачах определения частот и форм собственных колебаний ортотропных и анизотропных полос-балок и пластин (55-57), имеющих важное значение в сейсмостойком строительстве и сейсмологии. В работах [55,50] на основе динамических уравнений теории упругости определены частоты и формы собственных колебаний ортотропной полосы-балки £2 = {(х։֊у):х е [0,/], Ы < /, /1 «/}, когда одна из лицевых поверхностей жестко закреплена, а другая свободна, жестко закреплена или стеснена в тангенциальном71



направлении. Например, когда обе продольные стороны ортотропной полосы жестко закреплены (н(1Л) = у(+Л) - 0), доказано, что в полосевозникают два типа собственных колебаний : сдвиговые с частотами
X» Гб,;
2АУР՜

ТИ1
---- - V
211

не (4.1)и продольные с частотами
й)"1’

ТЦ1 ! 7'.՝2 _ ~Л

2/,У' //<֊ № (4.2)где V., V,,-известные в сейсмологии скорости распространения сдвиговых и продольных волн.Если же продольная сторона у - И ортотропной полосы свободна (<!„,(/?) = аг(^)՜ о)՛ 0 сгорона у =-/? жестко закреплена, частотами собственных колебаний являются
=7г(2"+1Х. =77(2" + 1)7,,- <М4/7 4/7Определены собственные функции (формы собственных колебаний) и доказана их ортогональность. Эти результаты обобщены на слоистые полосы-балки |58-60|. Для двухслойной полосы доказано, что хотя в ней и возникают сдвиговые и продольные собственные колебания, однако нет явной связи типа (4.1)-(4.3) между частотами собственных колебаний и скоростями сейсмических волн. 11апример, когда продольные стороны двухслойной полосы О = {(х, у) .г е [0,/], - //, < у < /г,} жестко закреплены, частоты собственных колебаний определяются из уравнения

а$\п(/)(л,) = с$\п(с1(Л,) (4.4)где =/72со2. /? = та*(Д,Л2). ,\ля сдвиговых собственных колебаний

£։ = 111 //?, = Ь2 / И, р7, р" - пло тности слоев.Для продольных собственных колебаний

В случае ортотропных пластинок, на основе асимптотического решения уравнений пространственной задачи установлено, что в72
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M.V. Belubckyan

On (he discussion about plates theory

Обсуждаются некоторые выводы дискуссии ио теории илистии. пронсденпых 
журналом РАН. MIT.Теория пластин Кирхгофа или теория ККТ (Кирхгоф-Кельвин-Тег) зарекомендовала себя как замечательный инструмент для исследования прочности, устойчивости и колебаний элементов конструкций из пластин. Более того, в некоторых случаях возможны также и упрощенные! варианты теории Кирхгофа 11,2).Однако, как и любая приближенная теория, ее применение имеет определенные ограничения. В настоящее время рамки применимости теории Кирхгофа, в основном, установлены и это один из основных результатов дискуссии, организованной журналом МТГ. Основные проблемные вопросы, связанные с теорией Кирхгофа, следующие.1. I {('которые вариан ты закреплений кромок пластин.2. Появление неинтегрируемой особенности в угловых точках пластины.3. Нечувствительность относительно Г|>апсверсалы1ой изотропии.4. Сведение пространственной гиперболической системы уравнений к двумерному параболическому уравнению.Эти вопросы были обсуждены на страницах журнала МТГ (3-9), а также на семинаре "Волновые, процессы" Института механики НАН Армении 110,11|. Были обсуждены и другие вопросы. Однако часть из них приводится к указанным, а другая часть требует дальнейших обсуждений.Теории, учитывающие поперечные сдвиги и моменты инерций вращения, дают ответы на все четыре вопроса. Поэтому В.В. Васильев предлагает называть классической теорией один из вариантов уточненной теории, а теорию Кирхгофа рассматривать как упрощенный вариант классической теории. В этом смысле следует отметить и другие упрощенные варианты. например, варианты, предложенные в |12,13) или вариант, используемый в сейсмологии, улучшенная трактовка которой приводится в работе՝ Л. А. Мовсисяна |14|.В связи с вышеуказанным возникает вопрос: а какова роль асимптотических методов в теории пластин? Чтобы ответить на этот вопрос , необходимо обратить внимание на один важный факт теории Кирхгофа. А именно, гипотеза Кирхгофа имеет не только геометрическую 
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сущность, но и физическую. Более конкретно, точность гипотезы Кирхгоф« зависит не только от относительной толщины пластинки, но и от отношений упругих характеристик по толщине и вдоль. Это обстоятельство впервые было установлено С.А. Амбарцумяном в 1958 году 115,16) и в настоящее время общеприня то. Более того, установлено также, что точность гипотезы Кирхгофа существенно зависит от способов нагружения и от неоднородности геометрических и упругих свойств пластинки. Поэтому асимптотический метод основанный только па малом геометрическом параметре с требованием, чтобы первое (нулевое) приближение соответствовало тоории Кирхгофа, не может- существенно расширить область применимости. В частности, не может ответить на поставленные выше четыре вопроса.Тем не менее полезность асимптотического метода, основанного на малом геометрическом па |Х1.метре, очевидна, как уточнение результатов теории пластин Кирхгофа и как обоснование теории, в смысле установления границ применимости. Этот метод может бы։ъ эффективным и при установлении гипотез, точность которых зависит от малости отосительной толщины, для пластин с усложненными физикомеханическими свойствами и при различных условиях на лицевых поверхностях.С другой стороны, становится ясным, что дальнейшее развитие асимптотического метод«։ должно быть связано с привлечением нескольких параметров, в частости, параметров, связанных с физическими свойствами и параметров, характеризующих способ нагрузки |17|.Возможно также, что к асимптотическому методу должно быть предъявлено требование, чтобы в первом приближении получить вариант уточненной теории. Такие попы тки уже есть |18|.
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НЕКОТОРЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ ПО СТАТЬЕ 
"К ДИСКУССИИ ПО ТЕОРИИ ПЛАСТИН" Лгалопяп Л.А.

Լ.Ա. ԱղալովյանՈրոշ դիտողություններ «Սալերի տեսության վերաբերյալ բանավեճի մասին» հողվածի վերաբերյալՔննարկվում են նշված հողվածի ե ասիմպտոտիկ մերողով սալերի և րաղանրների տեսության կառուցման որոշ դրույթները: L. A AghalovyanSome remarks on (he article “To the discussion on plates theory”Обсуждаются некоторые положения указанной статьи и асимптотического метода построения теории пластин и оболочек.Известная дискуссия по классической и уточненным теориям пластин, развернутая на страницах журнала Изв. РАН, МТТ, возобновила интерес научной общественности к прикладным теориям пластин и оболочек, в частности, к вопросам более четкого установления рамок их применимости. Является очевидным, что эти рамки могут быть установлены лишь с позиций решения трехмерной задачи, т.е. выяснения вопроса — с какой точностью та или иная прикладная теория аппроксимирует решение трехмерной краевой задачи.В настоящее время математически установлено, что пространственная краевая задача теории упругости для тонких тел (балки, пластины, оболочки) является сингулярно возмущенной. Из теории же подобных уравнений и их систем следует, что их решения складываются из медленно меняющихся решений и решений типа пограничного слоя. Эти решения могут быть построены, в частости, асимптотическими методами. Вернувшись к теориям, основанным на тех или иных гипотезах, следует выяснить степень описания ими медленно меняющихся и типа пограничного слоя интегралов.Судя по статье [1J, ее автор, к сожалению, плохо представляет или не знаком с возможностями асимптотического метода. Из его изложения следует, что асимптотический метод якобы не реагирует на "отношения упругих характеристик по толщине и вдоль", что "асимптотический метод, основанный только на малом геометрическом параметре с требованием, чтобы первое (нулевое) приближение соответствовало теории Кирхгофа, не может существенно расширить область применимости".Во-первых, никто не требовал (здесь предварительно заказы не принимаются), чтобы первое (нулевое) приближение соответствовало теории Кирхгофа. Асимптотическим методом лишь были построены вышеуказанные медленно меняющиеся (интеграл внутренней задачи) и типа пограничного слоя решения (2-5]. Единственным требованием здесь 80



является возможность получения итерационного процесса, т.е. непротиворечивой системы для последовательного определения коэффициентов асимптотического разложения. Были найдены асимптотические порядки искомых компонентов тензора напряжений и вектора перемещения во внутренней задаче и построены итерационные процессы для вычисления этих искомых величин. То обстоятельство, что исходное приближение во внутренней задаче практически совпало с данными по теории Кирхгофа, лишь подтверждает корректность последней теории. Здесь особо подчеркнем, что асимптотика искомых величии чутко реагирует на тип граничных условий, накладываемых на лицевые поверхности пластинки или оболочки. На это мы неоднократно обращали внимание исследователей. Нами были установлены новые асимптотики для иных классов задач (неклассические краевые задачи пластин и оболочек), принципиально отличающиеся от кирхгофоской [5- 7]. Здесь тоже никто ничего дополнительно не "требует", а делается упор на результаты, вытекающие из корректно построенного итерационного процесса.Во-вторых, найденная асимптотика искомых величин, соответствующая первой краевой задаче теории упругости, т.е. классической теории пластин, является единственной, а данные для исходного приближения характеризуют асимптотические порядки (главные части) искомых величин. Единственность найденной асимптотики следует также из единственности решения краевой задачи теории упругости. Попытки найти иную асимптотику для той же краевой задачи приводят к провалу. Так обстоит и с работой [8], на которую ссылается М.В.Белубекян. Приводимая в работе (8| асимптотика противоречива, ибо если выписать уравнения для исходного приближения, то невозможно удовлетворить граничным условиям на лицевых поверхностях г = ±Л пластинки, когда там заданы отличные от нуля компоненты тензора напряжений. Именно этому случаю посвящены теория Кирхгофа и существующие уточненные теории, являющиеся предметом развернутой дискуссии.То, что гипогезы Кирхгофа имеют "не только геометрическую сущность, но и физическую", следует՛ также из асимптотической теории. Нами, в частости, для ортотропных пластин и оболочек установлены погрешности классической теории в зависимости от показателей анизотропии /,, /2. Считается, что Е3/Ех = <9(е'՛ ) , б13/(7]2 = <9(е'2),С23/(712 = О(е'2) (см. [5], гл.8, §5, стр.332; гл.3, §4, стр.149, §5, стр.169; гл.4, §6; гл.5, §3, стр.229). Этот же вопрос для слоистых ортотропных полос изучен в |9|. Учет анизотропных свойств в поперечных плоскостях пластин асимптотическим методом детерминирован, т.е. метод позволяет не только оценивать погрешность классической теории, ио и построением последующих приближений асимптотического разложения учитывать подобную анизотропию, указать случаи, когда найденная асимптотика, а следовательно и использование гипотез Кирхгофа, перестают быть верными.Введение нескольких параметров, "в частности, связанных с физическими свойствами", должно исходить из конкретной задачи, отражать, например, очень сильную анизотропию (типа Ст-р/С7,3 = О(е՜2)), геометрический же малый параметр 8 = Л/я с самого начала 81



естественным образом входит в уравнения теории упругости и позволяет выявлять те факторы, которые связаны с анизотропией в поперечных плоскостях пластины, с изменяемостью внешней нагрузки и др., построением последующих приближений учитывать их влияния.Несостоятельным является утверждение автора статьи [1| о том, "что к асимптотическому методу должно быть предъявлено требование, чтобы в первом приближении получить вариант уточненной теории". Как указано выше, исходное приближение асимптотической теории соответствует классической теории и об уточнении классической теории может идти речь лишь когда построены последующие приближения во внутренней задаче и пограничные слои. Ограничившись тем или иным количеством приближений, предлагаем ту или иную прикладную модель |4,5|. Требование же, чтобы исходное приближение совпало с уточненной теорией, лишено основания, это означало бы, что классическая теория в корне ошибочна, а существующие уточненные теории вовсе не уточняют результаты по классической теории, а являются сугубо новыми, отвергающими результаты этой теории. Между тем, различными авторами доказано, что уточнения, вносимые этими теориями, не являются порядка слагаемых, соответствующих кирхгофовской теории, даже в случае сильной анизотропии |]0-12]. Об исключительных случаях указало выше. Таким образом, асимптотическим методом можно предложить уточненную теорию, но она не будет соответствовать исходному (первому) приближению асимптотического разложения (4, 5, 13|.Что же касается ответов на поставленные в [1] четыре якобы проблемных вопроса, то на них асимптотическим методом давно даны ответы, в частности, большая серия граничных условий пространственной задачи подвергнута асимптотическому анализу в (4, гл.29; 5, гл.4; 14]. Хотелось бы увидеть анализ тех же граничных условий по сдвиговой теории и ответ на вопрос о точности удовлетворения поставленным краевым условиям. Автор статьи преувеличивает возможности теорий, учитывающих поперечные сдвиги. Известно, что эти теории не учитывают всех факторов, в частности, поперечное обжатие, вклад которого для анизотропных пластин может оказаться соизмеримым со вкладом сдвигового фактора, плоский пограничный слой и его влияние на внутреннее напряженно-деформированное состояние, т.е. с позиции трехмерной задачи отсутствуют целые классы решений.По уточненным теориям нет приемлемого ответа на вопрос об особенностях в угловых точках. Известно, что удовлетворительный ответ па него можно получить на основе уравнений пространственной задачи теории упругости. Этот вопрос с исчерпывающей полнотой изучен в работах М.Вильямса, Д.Боджи, К.С.Чобаняпа, О.К.Аксентян, О.Н.Лущика и др. [15-17]. Рассмотрение же этого вопроса на основе классической и уточненной теорий имеет смысл лишь в том плане, чтобы выяснить, насколько эти результаты (как особенности решений соответствующих уравнений математической физики) соответствуют истинным, т.е. особенностям на основе уравнений теории упругости.В заключение хочется подчеркнуть, что асимптотический метод с большим успехом может быть использован для решения новых классов задач для гонких тел, не поддающихся решению методом гипотез (сами гипотезы с самого начала не очевидны). Именно в этих областях пас ожидают принципиально новые результаты, а не в областях с фиктивным введеггием новых параметров.82
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Հայաստանի գիտությունների ազգային ակադեմիայի տեղեկագիր 
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УДК 539.3

К ВОПРОСУ ПРИМЕНИМОСТИ ГИПОТЕЗЫ КИРХГОФА В 
ТЕОРИИ АНИЗОТРОПНЫХ ПЛАСТИН

Мовсисян Л.А.

L.II, Մովսիսյան
Անիզոտրոպ սալերի տեսությունում Կիրիյհոֆի վարկածի կիրաոելիության մաււին

Քանի որ Կիրիւհոֆի վարկածը թացի երկրաչափականից ունի նաև ֆիզիկական րնւոյյ» ււ՝ րպպւ 
սւնիզոտրոս|ությունների ղեպրում Լ„ որ նա կիրսյոե|ի է

L.A. Movsisyan
Օո thc Applicability of thc Hypothesis of Kirchhoff in thc Theory of Anisotropie Plates

Так как гипотеза Кирхгофа помимо гсомстричсскоф имеет и физический смысл, то пе для 
всяких анизотропий она применима.

По инициативе редколлегии журнала "Механика" 15.04.1999 г. и 
6.05.1999 г. состоялись семинары, тема: методы сведения трехмерных 
задач теории упругости к двумерным. Поводом послужила дискуссия, 
развернувшаяся в последние годы в журнале "Механика твердого тела" 
по поводу применимости теории Кирхгофа изгиба пластин. Так как у нас 
в Институте механики, более того, п редколлегии имею гея приверженцы 
как классической и уточненных теорий, так и асимптотической теории, 
то было бы небесполезно обменяться мнениями по этому поводу. Идея 
созыва семинара принадлежит автору настоящих строк, поэтому 
напрашивалось и его мнение по обсуждаемому вопросу.

Классическая теория изгиба пластин действительно создана и 
развита классиками и весьма обширен круг ее применимости. Однако 
существую։ задачи, в которых она приводит к заведомо сомнительным 
или даже неверным результатам. Наряду с не раз отмеченными фактами 
(неволновой характер уравнения, лишнее условие при свободном крае и 
появление сосредоточенных сил вследствие приведения трех условий к 
двум, появление сосредоточенных сил в задаче штампа и др.), С.А. 
Амбарцумяном не раз было подчеркнуто, что гипотеза Кирхгофа помимо 
геометрического имеет и физический характер. В многочисленных 
задачах для ортотропных материалов со слабыми сдвиговыми 
жесткостями показано |1|, насколько сильно могут отличаться различные 
величины (прогиб, частота, критическая сила), вычисленные по 
классической и но уточненным теориям.

К перечисленным следует добавить вот еще что. Классическая 
теория при общей анизотропии качественно меняет НДС.

Например, при цилиндрическом изгибе по уточненной теории 
помимо изгиба появляется также кручение, которое отсутствует в 
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классической постановке. В последнем случае уравнения изгиба при 
ортотропном или анизотропном материалах по виду, вообще, не 
отличаются. Что касается асимптотических методов сведения трехмерных 
уравнений анизотропной теории упругости к двумерным, то мне 
представляется, что вряд ли получатся одинаковые асимптотики при 
4, Л //֊л---------- и — ), то есть не всегда гипотеза прямых нормалей/-- л

применима. Вовсе не подвергая сомнению законность и строгость 
получениях результатов Л.А. Агаловяном и его школой, всегда 
подчеркивалось, что в асимптотическом разложении первым 
приближением является классическая теория, которая безразлична к

4, отношению---- .4.
В своем пространном выступлении Л.А.Агаловян, помимо прочего, 

упрекал, что не читали монографию [2], привел длинную цитату (стр.55), 
которая заканчивается словами ... "Тогда ограничиться лишь 
классической теорией будет слишком грубо". Далее ... "В таких 
предельных случаях сильной анизотропии, в зависимости от показателей 
анизотропии и изменяемости внешней нагрузки, необходимо найти или 
другую асимптотику, или вообще нельзя применять асимптотический 
метод, а заодно и классическую теорию" (Подчеркнуто мною Л.М. Не 
напрасно сказано "Читайте классиков").

Очень даже замечательно, что все в порядке, его может вызывать 
только чувство глубокого удовлетворения. Значит, все-так и при малом 

—— довольствоваться только первым приближением (классическим) 
4 

нельзя. И по его же словам, уже при учете следующего приближения для 
таких отношений упругих постоянных, получается результат, точь-в-точь 
совпадающий с аналогичным, полученным по уточненной теории [ 11.

Кажется уже все ясно. Недоразумений нет. Можно пойти по пути 
|2|. в первом члене разложения получить классическую теорию, и если 
анизотропия сильная, не довольствоваться первым приближением. Осп» и 
второй путь. Построить такую асимптотику, которая с самого начала 
уловила характер анизотропии, о чем высказал с самого начала автор 
настоящих строк.
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НЕКОТОРЫЕ СООБРАЖЕНИЯ О РАСЧЕТНЫХ МОДЕЛЯХ 
УПРУГИХ ПЛАСТИНОК

Гнуни В.Ц.

Վ.Ց. Գնունի
Առաձգական սալերի հաշվարկային մոդելների մասին մի թանի դատողություններ
Աշխատանքում բերվում են մի քանի պարզագույն օրինակներ, որոնք ցույց են տալիս, որ չի կարոդ 

լինել սալերի հաշվարկի համընդհանուր մեթոդ: Հաշվար1փ յուրաքանչյուր մեթոդ, ռրը թույյ I. տալիս 
առաձգականության տեսության եռաչափ հավասարումների ինտեգրումը ըստ ընդլայնական կոորդինատի, 
բնականաբար ունի իր կիրառության սահմանները, և ւսյդ ասհմանների որոշումն պետք է հանդիսանա 
հետագա ուսումնասիրությունների առարկան:

V.Ts. Gnuny 
Some Considerations on the Computational Models of the Elastic Plates

В статье ua простейших примерах показывается, *гго и теории пластинок не может быть 
всеобъемлющей расчетной модели. Каждая расчетная модель, позволяющая интегрирование 
трехмерных уравнений теории упругости по поперечной координате, естественно имеет свои 
пределы применимости, и определенно этих пределов является предметом необходимых 
дальнейших исследований.

Как принято, пластинкой называется цилиндрическое, в частности, 
призматическое тело, высота .(толщина) которого Л существенно меньше 
от других размеров в плоскости направляющей.

Вышеприведенное определение характеризует лишь геометрию 
пластинки. Однако, положенные в основу методов расчета гонки 
н/.-- .чинок предположения имеют физический характер.

I. Предположения о поперечных деформациях
да, „ ди, ди, _ ди, ди, ле., =—- = 0, еп =—L+—- = 0, е,. =—- +—- О
<ж3 <ж3 ох} ох3 охг 

(1.1)

и о пренебрежении в первых двух уравнениях обобщенного закона Гука 
влиянием поперечного нормального напряжения Ծ33 по сравнению с 
нормальными напряжениями ан,а22, приводят к классической модели 
расчета на изгиб тонких пластинок (теория Кирхгофа - 1850 год).

Гипотезы (1.1) имеют простую геометрическую интерпретацию.
Нормальный к срединной плоскости (х3 = 0) линейный элемент после
деформации остается нормальным к деформированной срединной 
плоскости и не меняет свою длину. Фактически изотропное тело 
заменяется некоторой моделью трансверсально-изотропного тела |1).

1 / х V՛en =y(Gi։-va22)֊—ծ33, е. ^(o32-van)՜ V 
—֊Ծ,, 
Е 33
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1 v' z \ 1 1 1e53 ~ r-,a53 ~ г-Д°П + °22.)> 623 e!3 ~ e!2 ~ °I2 f1՛2)

£ E G G G
для которого поперечные характеристики упругое™

£'->оо, G'->oo (1.3)
причем из условия £v' = £'v* следует, что v՞ —>0.

Здесь и в дальнейшем все обозначения общепринятые 11 -4].
Из (1.2), при (1.3) следует

=7(0»«зз = 7(^2-v°u)֊ ^3=770,2 

ZS Zu \.J
e33 = 0, е։з = 0, e23 = 0 (1-4)

что совпадает с результатом классической теории пластинок |2-3].
Из (1.2), (1.4) следует, что если материал тела на самом деле 

трансверсально-изотропный (ортотропный), то при EIE',GIG' (для 
ортотропного тела £, /£3> Е2 /£3, Gn/Gn, G]2/G2i) меньше единицы, 
ошибка, вносимая классической теорией, уменьшается, а при 
Е1Е’> 1, С/С > 1 -увеличивается монотонно с увеличением этих 
отношений. При £/£'» 1, С/С » 1 область применения классической 
теории пластинок существенно уменьшается |1].

Расчетные модели пласт-инок, учитывающие податливость материала 
тела в поперечном направлении (уточненные теории) (рактически 
позволяют увеличить возможные значения относительной толщины и 
расширить класс рассматриваемых задач |5,б|.

2. Однако, при расчетах пластинок, уточненные теории, содержащие 
поправки к классической теории порядка 112 /а՝ для изотропных 
пласт-инок и ЕИг 1Саг для трс заерсально-изотропиых пластинок, 
должны применяться с некоторой осторожностью.

В подтверждение вышесказанного рассмотрим пример задачи 
устойчивости длиной (£>»а) прян угольной пластинки толщины И. 
сжатой продольны » усилием Р.

По классической и уточненнст, |1| теориям критические усилия 
трансверсально-изогройной пластинки суть

р;2=Ро=о^, ра
TVEh2 

+ 10(1-v2)gV
(2.1)

где D = Eh3 /12(1 - v2) - жесткость на изгиб.
Критическое усилие! той же пластинки, определенное с учетом

_ 0 0деформации начального состояния , е33, то есть с учетом изменения
ширины и толщины пластинки до потери устойчивости, суть

. (2 + 3v">2/r
1- 12(f-Vp՜

(2.2)
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Здесь и случае изотропной пластинки ЕЮ' = 2(1 +у), у* = у. При 
у = 0,3, АМ = 0,2

/^ = 0,898Ро, Р*=1,117Р0
и очевидно, что при совместном учете влияния поперечных сдвигов и 
деформаций начального состояния классическая геория
уравновешена и для изотропной пластинки практически =Р0-

В случае же трансверсально-изотропных пластинок удельный вес 
поправочного члена в (2.1) увеличивается с увеличением отношения 
ЕЮ' и приобретает доминирующее значение по Сравнению с 
поправкой, связанной с учетом начальных деформаций.

3. Рассмотрим другой простейший пример. Пусть замкнутая круговая 
цилиндрическая оболочка с размерами /, R, Л и со свободными горцами 
загружена внутренним давлением г/.

По безмомен гной теории отличное от нуля напряжение
0°, = /?<?Л (3.1)

Если учесть увеличение радиуса па величину г/Л՜ / ЕЙ и уменьшение 
толщины приближенно на \qRlh, то

Здесь поправка от учета изменения R, h имеет порядок Rih, что 
указывает на необходимость более осторожного применения методов, 
основанных на разложениях по малому параметру hlR.

4. Известно |4|, что с уменьшением относительной толщины 
пластинки h/c, где С = min(<7,/>), увеличивается допустимое значение 
(предельное значение) относительного прогиба wlh. Изгиб шарнирно 
опертой по четырем краям квадратной пластинки (<։ = />), загруженной 
постоянным давлением q, в первом приближении, при v = 0,3, 
описывается уравнением

2.5i/+7J =? ип
где f = f/h, q =9iq-qlZiChAЕ, /-прогиб в центре пластинки.

Здесь, при f - h. влияние второго слагаемого в левой части 
существенно. Линейные уравнения расчета тонких пластинок, 
основанные на малости относительной толщины, могут привести к 
значительным погрешностям, т.к. для достаточно малых толщин 
уравнения равновесия и геометрические соотношения становятся 
нелинейными (гибкая пластинка) |4|.

Например, для предельного состояния квадратной пластинки из 
высокопрочной стали, при уровне допустимого напряжения а. = £/200, 
получается

q. =35,1 кГ/см3, /.=0,570 при h = a!3Q
с/, = 21,1 кГ/см3, /.=0,919 при h = a!40
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< ;.= 15,4 кГ/см2, /.=1,30 при 11 = а!50
где <?., /. - соотвстс-гаующие предельные значения постоянного давления 
</. и максимального прогиба (прогиб в центре) /.

В линейной постановке в рассматриваемом примере получается
< /. = 34,5 кГ/см2, /. =0,698 при Л = а/30
< /. = 19,5 кГ/см2, /. = 1,14 при Л = я/40
< {. = 12,5 кГ/см2, /. = 1,77 при Л = а / 50

Здесь ошибка в несущей способности, вследствие неучета 
нелинейности, становится значительным при Л/а>1/40 и составляет 
7,7% при 11 = а/40 и 19% при Л = а/50. Ошибка для предельного 
значения максимального прогиба значительна уже при /։ = о/30 и 
составляет 22,5%.

Таким образом, линейная классическая теория, основанная на 
существенной малости отношения 111а, правомерна лишь для не очень 
тонких пластинок.

Рассмотренные выше простейшие примеры показывают՛, что в 
теории пластинок не может быть всеобъемлющей расчетной модели. 
Каждая расчетная модель, позволяющая интегрирование трехмерных 
уравнений теории упругости по поперечной координате, естественно 
имеет свои пределы применимости, и определение этих пределов 
является предметом необходимых дальнейших исследований.
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