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На основе гипотезы магшггоупругостл тонких тел и уточненной теории оболочек 
получены уравнения движения ортотропной круговой цилиндрической оболочки с 
ортотропной электропроводностью во внешнем магнитном ноле. Исследованп 
осесимметричная задача колебания цилиндрической оболочки и продольном магнитном поле.

1. Рассмотрим задачу колебания ортотропной круговой 
цилиндрической оболочки с ортотропной электропроводностью 
[а< ] ,сгр,<7у ) ВО внешнем магнитном поле с постоянным вектором 

напряженности 7/0(//аа,//0(рО) нормальный к срединной поверхности 

оболочки, компонент которого равен пулю. В силу тонкости оболочки 
продольная Доставляющая магнитного поля приближенно считается 
постоянной.

Оболочка с радиусом кривизны К = к 1 = const и с постоянной 
толщиной h в криволинейной ортогональной системе координат (а,р,у), 
расположена так, что срединная поверхность совпадает с координатной 
поверхностью (а,Р,0) (у = 0), причем координатные линии совпадают с 
линиями кривизны срединной Поверхности, а главные направления 
упругости — с координатными линиями а,Р,у [1J. Принимается, что 
коэффициенты квадратичной формы срединной поверхности А и В 
равны единице.

Оболочка находится в электромагнитном поле и претерпевает 
малые возмущения, а сторонние токи и заряды отсутствуют, 
коэффициенты магнитной проницаемости Ц։ в области оболочки и во 
внешней области равны единице, слагаемые с множителями (ер - 1) и 

3



токи смещения пренебрежимо молы (е—коэффициент диэлектрической 
проницаемости!. Предполагается, что для рассматриваемой задачи 
справедливы линеаризованные уравнения электродинамики для внешней 
и внутренней (оболочки) областей и линейные уравнения теории 
упругости для оболочки 11. 2|.

Считается справедливой гипотеза магнитоупругости тонких тел, 
согласно которой |2, 3|:

е, =<р(а,Р,/), е, = ф(а,Р,/), А3=/(а,р,/) (I I)

где е — тангенциальные компоненты вектора напряженности 
возбуждаемого в оболочке электрического поля, — нормальная 
компонента вектора напряженности возбуждаемого в оболочке 
магнитного поля. Здесь и в последующем индексы а,Р,у при 
необходимости, заменяются цифрами 1, 2, 3 соответственно.

В рассматриваемой постановке для уравнений магнитоупругости 
оболочки получим [2, 3)

<?А ЗА, 4п 1 Г Ви,—1------—а <•', — —-в,
сР су с 1 А с!

дЬ 5И 4 тс 1 (д"з п )<? +- —-В ,
ду да с 2 = А д/ °՛;— -
ЗА ЭА 4 л 1 (а', г.—------!- = — О, е. ч—--- В ~- —“ в
да <?р с А Аа, 03 д! ՛")

(1.2)

где е — компоненты вектора напряженности возбуждаемого в оболочке 
электрического поля, И — компоненты вектора напряженности 
возбуждаемого в оболочке магнитного поля, с - электродинамическая 
постоянная (с = 3• 1010см/сек), - коэффициенты тензора электро­

проводности среды, Вв1 — тангенциальные компоненты вектора 
магнитной индукции, н։ — перемещения какой-либо точки оболочки.

Далее принимается уточненная теория оболочек |1,4|, согласно 
которой для перемещений какой-либо точки оболочки имеем

сИри = //.=//-у— + у—а. .Ф-у —-Фа 1 ’да 8 55 6

, а»' а3 ... ., а3 ... з л
и = и, = и + уки-у —- + у֊-«44КР֊уЧ— «44Т-У ֊-=-4/ (1.3)

Ср о 10 О
", = «з = ><■

где и = и(а,р,/), и = и(а.р,/), Н' = н(а,Р,/) — компоненты
перемещения срединной поверхности оболочки, Ф = Ф(а,р,/), 
ф = ф(а,р,/) - искомые функции, характеризующие деформации 

поперечного сдвига, а = С՜,1՜, ^ = 0,3‘— коэффициенты упругости, 

б15 — модули поперечного сдвига.
Обобщенный закон Гука принимается в форме |1. 4|
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«и = В,Л + Впеь< °Р = Й-'Л + Л2е«

т«р ~ В6беа$' ТОГ - Л'!%’ Трг ~ В^В1>1 

где для упругих коэффициентов имеем

£. £, у,£, у,£,
я, =----- ։—, , Я. = 2 ' = —!-?-

1-у,у2 - 1-у,у, ■ 1-у։у, ։-у,у, (1.5)

В66 = ^12’ Взз = ^13’ ВА4 ~ ^23 

£ -модули упругости, Сл - модули сдвига, V, - коэффициенты 
Пуассона.

Согласно (1.3) для компонент тензора деформаций имеем

еа =е> +'«՜ + Т2П, +7’6,. ер =е,+ухз +Г2П. +Г30, 

йаР =Ш +’|'Т֊ +У2^ + у’Х

1 (л2 Л IГ л2 А
е„=а.. —------у՜ Ф, <?„ = «..--------у ф’ 55 2 Д 4 ՛ ) Я 21.4 у 

(1.0)

где

6.
он до , сч до
—, В, =—+ А1Г, ®=—+ — 
да 2 ср да ср

X

Л2 
—а.
8 5
Л2 
—а 
8 •

6Ф
да ' 
6Ф

32й>
X, =-‘5~г да՝ 

д2м՛
X; = ~=2 С'Р

к'зу

(1.7)

(1.8)
<?₽ ’

6Ф

. д''ы .(ди би՝] 
т = ֊2--------- А------------бабр 1бр да)

„ , А2 .
П, =0, п, =-*х. -—*я.

1о о-Р
6Фк Ь՜ дФ , 

V = — т------2ка,<---------ко16
дФ

ар
0' б^ба’ 0, = —а

' 6 '

6Ф 
" да 
оФ 
ар

(1-9)

Х = --
6

сФ
а.. — + а

. 5 5 ар
6Ф
са

(1.10)

2

Очевидно, что к приведенным уравнениям должны быть 
присоединены трехмерные уравнения электродинамики для окружающей 
среды (вакуум). Для приведения общей пространственной задачи 
магнитоупругости оболочки к двумерной предполагаем, что, при 
относительно больших R, вне оболочки существуют внешние области 
(толщина которых отсчитывается от поверхностей оболочки у = ±/?/2 по 
внешней нормали), в которых можно допускать, что тангенциальные 
компоненты возмущенного магнитного поля не зависят от у, а 
тангенциальные компоненты возмущенного электрического поля и 
нормальная компонента возмущенного магнитного поля быстро затухают 
при удалении от наружных поверхностей оболочки |1. 5].
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В этой постановке, при весьма малых значениях отношения , 
с достаточно высокой точностью, для возмущенного электромагнитного 
поля вокруг оболочки. имеем следующие уравнения |1. 5|

[](/<+л,) = о, [](/<+/>;) = О 

п д2 д2 1 д2
да՝ dß* с' дг

(1И)

(1.12)

где h\h — значения /? при у = ±Л/2 соответственно, Х։։ - 
некоторый характерный для данной задачи размер толщины 
пограничного слоя вокруг оболочки (включая область внутри замкнутой 
оболочки). В частности, Хо может быть равно длине полуволны упругих 
колебаний оболочки Х։.

2. Внутренним напряжениям оболочки (1.4) соогветсвуют 
эквивалентные силы и моменты, приведенные на единицу длины 
срединной поверхности |1. 4|

7;=с„е|+Д>,г|, +с,,е2+£>,,1],

г: = с22в2 + УЛ2П2 +с12е1 +°,2П|
( “\h~ А

= с ш + D v+ к\ D х’ +-----ОХ12 об об I 66 2Q 66 I

5 = ссо + D v (2.1)21 00 об

V=—Ф, ДГ = — ¥
1 12 2 12

где для жесткостей имеем

h3
Gt=hB., D,-—В. (2.2)tk tk * tk 12 tk » ’

Уравнения движения оболочки запишутся следующим образом:

ЭТ öS',.
-т±+֊ = Л + Ц-& aß 1 1

a^1 aw,-и; +—ь+—= 
2 <Та oß

а/;
—=- + —— + kN, =I\ +U.aß a« 22.

pj+f/3 (2.3)
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дМ, дН_ 
да + 30 = Я, +Г.

дМ, дН к, п т- + — - Л\ = Я, +1, За - - -

где

Р =- [р(} + 1о/)Кс1у, и, = | р(1 + Ат)֊—
-ад ад °1՜
ад д'֊ и *2'4’

R = - |ур(1 +ку)КЛу, Г= У ур(1 + Лу)֊т^у-</у 
1<: ад с1

рК -компоненты объемной силы электромагнитного происхождения.

отнесенные к единице объем!) тела, р- плотность материале оболочки.
Объемные силы электромагнитного происхождения, вызванные 

движением оболочки в магнитном поле, определяются формулами (2,3.5):

Ш а
рК, =-----—а.е, + —

с с

ди, , ди, 
В"'В"-~д/՜՜ в"г~д1՜

получим

В а,( ди, , ди, А

Р^з = + Выа=)^՜

(2.5)

Из уравнений (1.2) с учетом (1.1), после некоторых преобразований

4 л ей, ЗЛ <5
—а.е. =
с ' 3 За др с՛

ди, ди.
12.6)

Л,' +Л,՜
Л, =-!------ !-

2
& 4пс, 

да с

д/ 4па, 
др с

Из (2.5) согласно (2.6) получим

рАл,
ЗЛА

-------------------- , рл.
4п \ са с^>)

В^(дИ2 ЭИД
4я1^а сфу

(2.7)

(2.8)

. +/>:/?, = ——- 
2

в<п д* 
с д/.

с а

Отметим, что и рК^ отличаются лишь знаком и величиной 
интенсивности соответствующих компонент магнитной индукции. В 
отличие от случая колебаний оболочек и пласгин в поперечном 
магнитном ноле, здесь рК не зависят оз характеристик деформаций 
поперечного сдвига.

Наконец, согласно (1.1), (2.7) из (2.5) и (2.8) для компонент 
объемной силы электромагнитного происхождения получим:

р^,
В02 о Г3<Р Д„; 3:мЛ ! р <3)|! | вы 3:1/

с '1да с бад/) :1с?р с ,
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Наконец, преобразуя уравнения внутренней задачи
магнитоупругосги (1.2) с учетом (1.1). (2.6). (2.7). получим

5f _h'-h 4па/?., а,- 
са А с \ с dt
gf -Л; , 4лаГ g„,
с|3 Л с I с 8t)

о\у охр [ I cf 0
8а с?Р с ct

(2.10)

а для определения нормальной компоненты возбуждаемого 
электрического поля получим

„о,Гар °:рФ ! B.,i t?2»՛
’a, lea с 8a8t) <з31зр с cfict

В..: ди (d2w А2 сФ 
------у--------------а „  dt \dadt 8 ” Л. (2.11)

а> Г, а> э2и> h2
-----г у к--------------+ •—а
dt I а гра 8 ■ aJ Y 6 а

Рассматривая (2.11), замечаем, что здесь мы, наряду с членами

обычного взаимодействия, имеем также члены типа
Д„, с-Ф(У) 

8 "с 81
, а„ ви, at>m 

или у------------------- , представляющие взаимодействия нового тина |3|.
6 с dt

Окончательно из (2.3), (2.10) и (111), после очевидных подстановок 
и преобразований, согласно (1.1), (1.3) - (1.10), (2.1). (2.4), (2.7) и (2.9), 
получим следующую полную систему десяти дифференциальных 
уравнений магнитоупругих колебаний рассматриваемой оболочки, 
относительно десяти функций //, и, W, Ф, Т, f, (р, \р, 

(/< -л,). (л; -*;)

16' 12 66'՛
а՝.՛

дадр2 сасР
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-k — D a.
8

g:<t> , c 'u , h' e3w 
ph—r - k —p-------r

Pr 12 Badr
(2i2i

. h' c'<t> . B h1 (Pip g’w 
+k---- pa..—— ~k ——— a, —----- —------120 ” dr c 12 lea c cadt.

c dfidl.

c’v c’u
” ap'- ca

+A—fpl :
> --£> — 
”<?P: “cap

, x c2u 
“■’fadp*1

-k — Da,
40 «

, Pw՛
Cp 

P:<1>
Pacp

-kh-
16

P:T
Pp:

— Da
5 6<i ՛

gM
Pad + k—'V = 

12
(2.13)

, c՝u , A՛ eSr , Ir B2'¥
= ph—--k—p------- + k-—pa —— +

dr 12 Ppg/՜ 120 44 dr

+ ֊֊W- 
c 12 -\cp c ctydt) A Pa

B„, P:it՛^ 
c dadt)

Pu du ,՝n P:w
k( „ — + k( „—- + k-C„»’ + k-D„—r- 

- PP '= Pa ” “ cP՜

,, h: „ PT h'՛ P<& h'։ c'V
16 “ 44 gp 12 Pa 12 cP

(2-1-1)

d2w B <
= -ph—— + —-hc,\ <p - 

dr c \
B1>1 
c dl)

Br^01 1, ( c'"'
—^-/ra, v|/ +—— 

c c St,c
d3w 
ca'

(/2,,+2Z)..)-֊^A- + it2/A, 
՛= “'/VPP '=

dw 
— +
ca

,,, (d2u c:u h:\ (c:<I> _ p-’<t>^ 
+kD . —;----------- -------- a.. /0 —~ + Z) —+“W cagpj 10 ՝\ " Pa֊ M PpJ

+—
12

(215)

h3 d3w h3 d2<b , h3 d2u
= P-----------r-P-----—r~k—p—- +

12 cadr 120 ” di՝ \2 cr
Zr’ L f f'V , ^oi c՜11''

4----------Q----------------------4- Q I ------ 4--------------
c 12 lea c da.dtj c fadt.

d3w

Pa:PP
, ■. _ Pw 

+ k£)„ — 
n cp

+
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Г 8-ц
+ ЧахЭР 8а

/ \ 82Ф+а><(Д,:+Ч..)^р

/г' 83»’ И՝
= р-----------~ ֊ Р-----

12 ера- 120
д„ллГ Гл₽ ц

А2 
------а

10

+ — Ч
12

с?֊՝Т
’44 а2

. Л՛՝

44(?Л

К =

-2к

+ а.

с 81

, а^

а՝?
----Г + ---- г<1р- 66 8а-)

8՝-у
— Р—г “
12 8г

р՝М' ! аир

+

(2.16)

(2.17)

(218)

с 12 Аса с

Ли с<р [ 1 <У _ р 
8а гР с а
<у А,’ -А՜ 4па.
8а А с

8} Л: ֊Л: 4ла,

са8!,

Г л
ч» + -\

( в

< ср с сра)

= 0

— пи 
<Ы

<8

- 
«

I 
м

 | ~г
= 

11 
1

• 
— 

• 
Г
1

1̂ 
■=■

к с

с а >

1^1
с 8/)

а>)

= 0

= 0

(2.20)

(2.21)

К полученной системе уравнений (2.12) — (2.21), присоединяя 
граничные и начальные условия задачи |1-5], можно решай, задачи 
колебаний и распространения волны в ортотропной, электропроводящей 
круговой цилиндрической оболочке в продольном магнитном поле. 
Однако, в общем виде задачи эти почти неразрешимы. Целесообразнее 
рассматривать отдельные частные случаи.

3. Рассмотрим осесимметричную задачу круговой цилиндрической 
оболочки. Пусть в оболочке реализуется такое осесимметричное 
напряженное состояние, при котором все искомые величины функции — 
лишь координаты а и времени / . В этом случае, очевидно, функция Ф . 
характеризующая поперечные сдвиги в плоскостях уОР, равна нулю.

Ограничиваясь точностью технической уточненной теории оболо­
чек |1. 4], т. е. строго придерживаясь точности 1±/?2/R՜ - I, из (2.12) — 
(2.21), получим следующую систему разрешающих уравнений задачи:

~ д'и ,, I Эи’ . д2п 1г дуы
( „ ----- + ( „------- = р/7---- г-0------------- ֊ +

да՜ _ R да дг \2Rdadt՜
, х п \ (3.1)

Л5 с‘Ф /г [ счр #(12 |
+Р120ЯЛ՝՝ аР ГТг« \ах с сад/)

г (з.2)
Лх՜ 8г с 12Л 1са с 8а81)
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где

_ 1 ди _ IV А3 <5Ф , 32>г
С ,,------- + С„ —------------= -р/1—- +

' R да 22 R2 12 да дг

а’«- 1 ды а2 а2Ф а3
—Г + Д,, —-----------Д, ,а« —— + —
да3 R՜ да 10 " ” да՜ 12
а՝ а3»» а5 а2Ф л3 э2»

Р-----------г-р--------------Г-р----- -----г +\2дадг н120 ” дг иПК. дг
֊ А 3 Г Д’ В°2 ^и՛' 

с 12 '1аа с дадг

(3.3)

(3.4)

) 1 ֊ ?П 7,3 дг» А|^_ГД> Дог 32иД П51
66 R да2 РШ1дГ с 12 '1аа с дад/)

^+1^ = о 
да с д/
д^ Л,’ - А՜ 4па, (

да А с к с д1)
А,‘-А, 4по,

2 0, 1 Фп с \ с аГ

[],(а; -л,՜)՜—[—+
с д/2

о,(‘.-֊л)4^- 
՝ • - ՛ кпС С!

■ 0

(3.6)

(3.7)

(3.8)

(3.9)

(3.10)

п,= а2____ 1__а^_
да2 с2 дг

(3.11)

Совместно рассматривая уравнения (3.2) и (3.5), после примитивных 
преобразований с учетом (2.2), приходим к известному уравнению

_ а2и , а2« .
11121

т. е. в рассматриваемой осесимметричной задаче волновые процессы по 
координате р (напомним, что и — перемещение срединной 
поверхности по направлению координаты Р) не зависят от 
электромагнитных характеристик оболочки и внешнего магнитного поля. 
Таким образом, имея ввиду лишь электромагнитоупругие 
взаимодействия, мы приходим к системе восьми уравнений (3.1), (3.3), 
(3.4), (З.б)-(З.П) относительно восьми искомых функций 
II, и՛, Ф, /, ф, ф, (/;' - А՜) и (А,’ - А՜).

Пусть искомые функции представлены следующим образом: 

[и-,/,Ф,(А; ֊ Д)1 = [>%./,,. ФоЛор“' апЛа
’ : (3.13)

[«,Ф,Ф,(А,+ -Л,՜)] = [и0,Ф„, Фо.А.ор“ соька 
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где величины с индексом "О"— искомые постоянные, (0=(0։+/С0,— 

величина, характеризующая частоту колебаний и затухание, к = яХ/ — 
волновое число, Х։ —длина полуволны.

Подставляя (3.13) в систему уравнений (3.1) —(3.10) и введя 
безразм ерные параметры

. /Г С11 с..
е-=֊а„р<о,-„ ц=-, ^=-

Ф 4тта,ш„ Вф = —2- у =------5—2. / = у -В-1 ри>' Х е-к' ' У՛ 

п=_а_ 
<Д> ' “о

где (Оо — частота свободных преимущественно поперечных колебаний 
оболочки без учета поперечных сдвигов

С|.ЛГ,4 к2 с„ 12

12р V 'R- спКгИг)
(3.15)

после серии несложных преобразований приходим к следующей системе 
алгебраических уравнений относительно «,1,й'0,Ф1,/1:

~и0(1 + огЯ:) + и'п^— + сгг]2уП2) ֊ Ф,а21]у02П2 = О

-«„х'.у + и’1>(ц + а2уП2 +рО) + Ф1а;г1У4 + /,О = 0 (3.1б)

«„ —О2 - >г I —1- + а2О2 + Ф,(а2 +02 + а202П2) = 0
У \ У ) ՛՛

и'0хРО + /1(1+е + %О) = 0

Приравнивая определитель этой системы к нулю, с точностью

1±Д«1, 1±у,т|*1, 1±- +,6-Д«1, 1±а4П4»1 
У а՜ У

приходим к следующему характеристическому уравнению для 
определения относительной частоты колебаний О:

(1 + а2Н?)ш3а2у2х(а: +02 + а2г|у2) + О2(1 + е)а2у2 х
(3.17)

х(а; +92 +а211у2) + о[(а2 + 02)(р- у2)х + а2пу4х +

+В(а: +02)(1 +с)] + (1 +е)[(а2 +02)(ц ֊ V՜’) + а2г)У4]} = О

Отсюда легко заметить, что первое уравнение (1+а2О2) = 0 

описывает продольные колебания рассматриваемой оболочки, с 
указанной выше точностью. В часг։։осги, переходя к частоте колебаний 
СО . получим
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1 + ^=0 

сп*՜
ИЛИ =±л _£< ...

]р(>-ч;)

Частоты преимущественно поперечных колебаний получим из 
второго уравнения { }=0. В этом случае, очевидно, разумнее
пользоваться численным анализом.

Пусть, в частности, оболочка изготовлена из трансверсального 
изотропного материала и имеет следующие исходные параметры:
/՛,՝ = 7.68-1011 дин/см2, у(=0.25. (7= 10"дин/см2 (и (7= 4 • 1О’"дин/см2).

р = 3г/см2. И = 0.1 см (и Л = 0.01 см). /? = 5см. с= 3-1О10 см/сек. 
О, = 2.5- 1017сек՜’ (и с2 = 5-1017 сек՜'). А волновое число пусть будет 
равно 5, т.е. к = ттА,՜1 =5, Х։ = 2яЛ.

В нижеследующих двух таблицах приводятся значения П в 

зависимости от р при О'= 10։1дин/см2, когда о2 = 2.5-10՛7 сек՜’ (табл. 
1,3) и а, = 5-10՛7 сек ' (табл. 2, 4).

Таблица I

р Я. п2 я0,.|0-4э

Яе Яе 1т Яе 1т
10 -0.0405 -0.0008 0.8839 -0.0008 -0.8839 5.4584
20 -0.0390 -0.0015 0.9004 -0.0015 -0.9004 7.7194
40 -0.0364 -0.0029 0.9327 -0.0029 -0.9327 10.9169
60 -0.0341 -0.0040 0.9638 -0.0040 -0.9638 13.3704
80 -0.0320 -0.0050 0.9940 -0.0050 -0.9940 15.4388
100 -0.0302 -0.0059 1.0234 -0.0059 -1.0234 17.2611
120 -0.0286 -0.0068 1.0519 -0.0068 -1.0519 18.9085

Таблица 2

Р Я, я2 «3 «„•Ю-э

Яе Яе 1т Яе 1т
10 -0.0267 -0.0002 0.8755 -0.0002 -0.8755 3.8597
20 -0.0203 -0.0004 0.8839 -0.0004 -0.8839 5.4584
40 -0.0195 -0.0008 0.9005 -0.0008 -0.9005 7.7194
60 -0.0188 -0.0011 0.9167 -0.0011 -0.9167 9.4543
80 -0.0182 -0.0014 0.9327 -0.0014 -0.9327 10.9169
100 -0.0176 -0.0017 0.9485 -0.0017 -0.9485 12.2054
120 -0.0170 -0.0020 0.9639 -0.0020 •0.9639 13.3704
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Далее рассмотрим два других случая, когда С=4- 101идин/сма, т. е. 
когда модуль поперечного сдвига в 2.5 раза меньше.

Таблица 3

р о. <2, VII’ '3

Ие Яе 1т Ке 1т
10 -0.0402 -0.0010 0.8039 -0.0010 -0.8039 5.4584
20 -0.0384 -0.0019 0.8221 -0.0019 -0.8221 7.7194
40 -0.0353 -0.0034 0.8574 -0.0034 -0.8574 10.9169
60 -0.0327 -0.0047 0.8913 -0.0047 -0.8913 13.3704
»0 -0.0304 -0.0059 0.9240 -0.0059 -0.9240 15.4388
100 -0.0284 -0.0068 0.9556 -0.0068 -0.9556 17.2611
120 -0.0267 -0.0077 0.9861 -0.0077 -0.9861 18.9085

Таблица 4

Р о, О, Во1.1О-э

Яе Ие 1т Ие 1т
10 -0.0206 -0.0003 0.7946 -0.0003 -0.7946 3.8597
20 -0.0201 -0.0005 0.8038 -0.0005 -0.8038 5.4584
40 -0.0192 -0.0009 0.8220 -0.0009 -0.8220 7.7194
60 -0.0184 -0.0013 0.8398 -0.0013 -0.8398 9.4543
80 -0.0177 -0.0017 0.8573 -0.0017 -0.8573 10.9169
100 -0.0170 -0.0020 0.8743 -0.0020 -0.8743 12.2054
120 -0.0164 -0.0024 0.8911 •0.0024 -0.8911 13.3704

Рассматривая таблицы, во-первых, замечаем^ что с уменьшением 
модуля поперечного сдвига уменьшается частота колебаний ), что

же касается затухания то оно, наоборот, увеличивается, когда

рассматриваем корпи О, и и уменьшается в случае £1(.
Наблюдается некоторое увеличение частоты колебаний (примерно в 20% 
при =2.5-10’ и 10% при о, = 5-10|/) с увеличением напряженности 

магнитного поля примерно в 3.5 раза. При увеличении напряженности 
магнитного поля (в 3.5 раза) существенно увеличиваются коэффициенты 
затухания при О, и примерно в 8-10 раз, а коэффициенты

затухания, соответствующие О։, уменьшаются примерно в 1.5 раза.
Увеличение коэффициента электропроводимости в два раза 

незначительно влияет па частоту колебаний, но приводит к уменьшению 
коэффициентов затухания примерно в два раза.
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Посмотрим, что произойдет при существенном изменении 
геометрических параметров оболочки. Пусть теперь относительная 
толщина оболочки уменьшится в десять раз, т. е. пусть /? = 0.01 см при 
/? = 5см, а волновое число в 1.5 раза, т. е. пусть теперь к = 3.3333 
(вместо пяти). Остальные величины неизменны, при этом рассмотрим 
лишь одно значение для модуля поперечного сдвига С = 10“ дип/см2.

Результаты подсчета корней характеристического уравнения в 
зависимости от р (примерно в тех же диапазонах изменения В01) 
приводятся в нижеследующих таблицах, при двух значениях 
коэффициента электропроводности о,: о, = 2.5-1017 сек՜1 (табл. 5.) и 

а, = 5 - 10|7сек՜’ (табл. 6.)

Таблица 5

р Я, п. Во,.1О֊’э

1<е Ие 1т Ке 1т
0.2 -0.5583 -0.0267 1.0124 -0.0267 -1.0124 4.6933
0.4 -0.5099 -0.0587 1.0584 -0.0587 -1.0584 6.6373
0.6 -0.4669 •0.0724 1.1051 -0.0724 -1.1051 8 1291
0.8 -0.4289 -0.0914 1.1517 -0.0914 -1.1517 9.3866
1.0 -0.3957 -0.1080 1.1981 -0.1080 -1.1981 10.4945
2.0 -0.2813 -0.1652 1.4172 -0.1652 -1.4172 14.8416
3.0 -0.2169 -0.1974 1.6126 -0.1974 -1.6126 18.1771
4.0 -0.1765 -0.2176 1.7881 -0.2176 -1.7881 20.9891

Таблица б

Р е, П, В0,-10'э

Яс Яе 1т Яе 1т
0.2 -0.2889 -0.0085 0.9954 -0.0085 -0.9954 3.3187
0.4 -0.2735 -0.0162 1.0229 -0.0162 -1.0229 4.6933
0.6 -0.2595 -0.0232 1.0500 -0.0232 -1.0500 5.7481
0.8 -0.2468 -0.0295 1.0767 -0.0295 -1.0767 6.6373
1.0 -0.2351 -0.0354 1.1029 -0.0354 -1.1029 7.4208
2.0 -0.1895 -0.0582 1.2276 -0.0582 -1.2276 10.4946
3.0 -0.1584 -0.0737 1.3423 -0.0737 -1.3423 12.8531
4.0 -0.1359 ■0.0849 1.4486 -0.0849 -1.4486 14.8416

Рассматривая табл. 5 и б, замечаем, что в случае весьма тонкой 
оболочки увеличение напряженности магнитного поля примерно в зри 
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раза приводи ! к увеличению часто՛™ колебаний примерно на 40% (два- 
четыре раза больше, чем в предыдущих случаях). Что же касается 
коэффициентов затухания (ИеО, и 1<еО։). то в этом случае, (в тех же 
пределах изменения напряженности магнитного поля) повышаются нс в 
8-10 раз. а только в 4-5 раз. А коэффициенты затухания, 
соответствующие О՛, уменьшаются несколько больше - в два раза (в 

предыдущих случаях было 1.5 раза).
В п.З мы рассмотрели весьма частный пример осесимметричных 

колебаний круговой цилиндрической оболочки в осевом магнитном поле 
и привели результаты некоторых приближенных подсчетов частот 
колебаний и затуханий. Здесь мы не претендуем на полноту решении. 
Полную картину колебания и распространения волн можно получить из 
подробного анализа системы уравнений (3.1)-(3.10) или, в крайнем случае, 
из системы (3.16) без каких-либо приближений.

Настоящее исследование выполнено по гранту 1ГЧТАБ-94-1210.
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ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ

1Ռխան|ւ1|Ա1 50, №3-1, 1997 Механика
О РЕШЕНИИ ЗАДАЧИ ДЛЯ АНИЗОТРОПНОЙ 

ПОЛУПЛОСКОСТИ, НА ГРАНИЦЕ КОТОРОЙ ПРИКЛЕЕН 
НЕЛИНЕЙНО-ДЕФОРМИРУЕМЫЙ СТРИНГЕР КОНЕЧНОЙ 

ДЛИНЫ

Саркисян В.С., Керопян А.В.

Վ.Ս. Սարզսյան, Ա.Վ. Քերորյան
Անիզոտրոպ կիսահարթության համար խնդրի լուծման մասին, որի եզրին 

ււոսնձված Լ ոչ զծայնորեն ւլեֆորմացվոդ վերջավոր երկարության վերադիր

Դիտարկված է կոնտակտային խնղիր անիզոտրոպ կիսահարթության համար, որի եզրը 
ուժեղացված է ոչ զծային օրենքով դեֆորմացվոդ վերջավոր երկարության առաձգական վերադիյավ. րնդ 
որում կապը վերադիրի և կիսահարթության միջև իրականացված է քարակ սոսնձսւշերտի միջոցով՛ Հաշվի Լ 
առնված վերջինիս ֆիզիկամեիոսնիկական բնութագրերը

Խնդրի (ածումը, վերադիրի նյութի նկատմամբ ոչ զծային դրվածքով, հանզեցվւսծ Լ անհայտ 
շոշափող կոնտակտային լարումների նկատմամբ Կոշտ կորիզով ոչ զծային ւփնզալւար 
իէոոեզրոդիֆերենցիալ հավասարման (ածման: Վերջինիս Լուծումը կառուցված Լ փոքր պարամետրի 
մեթոդով՛

V.S. Sarkisian, A.V. Kcropian
On (he solution of the problem for anisotropic half-plane on the edge of which a nonlinear deformable 

stringer of finite legth Is glued

Рассматривается задача о контактном взаимодействии пслипейно-деформируемого ио 
степенному закону стрингера (накладки) конечной длини с линейно-деформируемым 
основанием и виде анизотропной полуплоскости, когда контакт между ними осуществляется 
через тонкий слой клея с другими физико-механическими характеристиками.Контактная задача для бесконечной пластины, усиленной через тонкий слой клея стрингером конечной длины, рассмотрена в работе |1|, а в (2) - задача о передаче нагрузки от степенно-упрочняющегося стрингера конечной длины к анизотропной полуплоскости.В настоящей работе рассматривается задача о контактном взаимодействии нелинейно-деформируемого по степенному закону стрингера (накладки) конечной длины с линейно-деформируемым основанием в виде анизотропной (неортотропной) полуплоскости, когда контакт между ними осуществляется через тонкий слой клея (с другими упругими и геометрическими характеристиками).Решение задачи, в постановке нелинейной теории установившейся ползучести относительно стрингера при степенном законе связи между напряжениями и деформациями, предложенном II.X.Арутюняном |3|, сводится к решению нелинейного сингулярного интегро- дифференциального уравнения с ядром Коши относительно неизвестных тангенциальных контактных напряжений при определенных граничных условиях. Далее, с помошыо малого параметра строится решение этого уравнения.§1. Постановка задачи и вывод основного разрешающего уравнения. Пусть анизотропная, имеющая одну плоскость упругой симметрии, полуплоскость на отрезке своей границы усилена 
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стрингером (накладкой) малой толщины Л , причем предполагается, что для материала ее имеет место нелинейное соотношение вида:
e«10=k[°("(x)] (v>]) <’•։)где — деформация точек стрингера, о "(х)- осевое напряжение, — коэффициент ползучести, V > I - показатель ползучести.Здесь предполагается, что контакт между стрингером и полуплоскостью осуществляется через тонкий слой клея (модуль упругости Ек , коэффициент Пуассона V. и толщина /?х. ).Предполагая, что слой клея находится в условиях чистого сдвига |1|, задача заключается в определении тангенциальных контактных напряжений, когда к одному из концов стрингера (в точке х = а ) приложена горизонтальная сила Р (фиг.1).

Фиг. 1

Из уравнения рав­новесия элемента стрингера и соот­ношения (1.1), после интегрирования, для горизонтальных перемещений и *(х) точек стрингера будем иметь
К х >՛

«(1 '(х) = ]՜ (]" т(л)Л)՝'^ + «(|)(-а) (1.2)
-а -агде г(х) — интенсивность тангенциальных контактных напряжений.С другой стороны известно |4,5|, что горизонтальные перемещения г/(֊|(х,0) граничных точек анизотропной (неортотропной) полуплоскости, когда на отрезке [֊֊ст.сг] ее границы действуют тангенциальные напряжения интенсивности т(х). определяется формулой:м’:)(х,0) = —— Г1пт—■—гтСЛ/.т + с (1.3)я < -V -где с - некоторая константа, А'՜’ = /1, ֊Р^Ц.+Ц.-Ц.-Ц.], а ц,и ц, и их сопряженные Ц,,Ц2, являются корнями уравнения р11Г֊2Р,Л3+(2₽,г+Рм)|?-233Л+₽п = 0Р - упругие коэффициенты материала полуплоскости. В случае, когда анизотропное тело является ортотропным, коэффициенты ₽и.=Р26=0-Далее полагая, что каждый дифференциальный элемент слоя клея находится в условиях чистого сдвига [1,6,7], будем иметь:«(1,(х)-м':’(х,0) = *’т(х), -а<х<а (1.4)гдеГ=Л։/Сл. $=£,/2(1 + у։)
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ф(х) =

Теперь, подставляя (1.2) и (1.3) в (1.4), после замены переменных х и ах , у на ау, 5 на as , получим следующее нелинейное интегральное уравнение относительно \у(х) :v(x) = X* f(f \\/(s)dsydy- — fln-j֊!—гц/(.у)<й + с (1.5) .11 тс J։ л|х-л|Здесь введены обозначенияат(«г) агК0Р'-'--------- . л —--------------- .
P k h

. aA™ a(uw(-a)-c)

а =Т-֊С> П- (1-6’где неизвестная постоянная будет определяться из условия1jv(s)a!s=l (1.7)-1Далее из (1.5) следует, что \|/(х) в точках стрингера х = ±1 имеет конечные значения.Отметим также, что при 1* = 0 , т.е. когда материал стрингера становится жестким, вместо (1.5) будем иметь:* 1 1у(х) = -— fln-j—-jv(s)<fc + c" (1.8)л J, a|x-s| ' 'где с" = -ас/Рк՛.С другой стороны, после дифференцирования (1.5) и вводя функцию ф(х) = j y(s)ds (1.9)֊1вместо уравнения (1.5), будем иметь:аф"(х) + — j—Х[ф(х)]' (1.10)
которое, согласно (1.7), должно рассматриваться при граничных условиях ф(-1) = 0. ф(1) = 1 (111)Здесь 1 Г Г аК.Р'1-'

а՛ аА{:} ՛ a А^/РВ (1.10) интеграл понимается в смысле главного значения по Коши.Таким образом, задача определения тангенциальных контактных напряжений сведена к решению нелинейного сингулярного интегро- дифференциального уравнения (1.10) при граничных условиях (1.11)Отметим, что при v = 1 имеем случай линейно-упругого стрингера, решение которой приведено в [7], а при а = 0, т.е. без учета материала склеивания, решение задачи приведено в |2.4).§2. Решение нелинейного, сингулярного интегро- дифференциального уравнения (1.10). Решение уравнения (1.10) при



условиях (1.11) будем искан, методом малого параметра. При этом будем рассматривать два случая:а) а является малым парЖегррм (т.е. осдабевается влияние материала склей ва 11 и я).в) X является малым параметром (т.е. материал стрингера становится жестким).1°. Сначала представим решение уравнения (1.10) в виде ряда но степеням малого параметра а :ф(х)=£“‘ф.(х) <2-ч
k'-OПодставляя значения ф(х) из (2.1) в (1.10) и приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях а , находим:

-f/B*=х[<р,0)Г <2-2)

+хХ<’[ч>о(х)]'.. [<f>iW]‘ (2-з)
m=l

-ФГ,(Х) (**?)
где

Л(֊) = v(v-l)-(v-* + l) = v(v-l)...(v֊A+ffl + l) 

‘ к\ ' *” (Ьи-1)|

4£’ = 0 при Л = 1;2Следовательно, из (1.11) в силу (2.1). будем иметь следующие граничные условия:Фо(֊1) = О. Фо(1) = 1. (2-4)Ф1.(֊1) = о. <рД1) = 0 при к>\ (2.5)Итак, решение нелинейного, сингулярного интегро-дифферен­циального уравнения (1.10) сводится к решению систем рекуррентных систем сингулярных интегро-дифференциальных уравнений (2.2) и (2.3) при условиях (2.4) и (2.5).Решение уравнения (2.2) при условиях (2.4), после обращения сингулярного интеграла и интегрирования его обеих частей сводится к решению следующего нелинейного интегрального уравнения и приведена в |2,4|:

х (2.6)которое после замены переменных X = COSTty , 5 = COSTI/ . 0 <, у, t < 1 преобразуется к виду:
ФМ+J ^(jh;= О о

(2.7)



где Ф(з') = пМ + У - I ■ и(>’) = Ф„ (соб ну) 4-У-*(•>')] = -ЯП л^ФЫ - у +1]՝ (2.8)

2

К(у,/) = 1п . *(' + )’) 51П՜------ -2
У՝)

. (о <_>',/<!)
Решение и исследование нелинейного интегрального уравнения (2.7) типа Гаммершгейна приведена в (2,4,5).Не останавливаясь на подробностях, отмстим, что решение уравнения (2.7) представляется в виде:(о<^<]) (2«>

л/=1где согласно спектральному соотношению
/?/| !п о • ^~У) 

51П~------- -
2

54 П ТШМсЬ = 51 п типу (/п = 1,2,...)
будем иметь следующие:

51П7Ш?У (0<^<1;т=1,2,. .)ортонормированные собственные функции ядра К^у,^, отвечающие собственным значениям Хяг=??7 (т = 1,2,...) , а хт - неизвестныекоэффициенты, которые определяются из следующей эквивалентной исходному уравнению (2.7) нелинейной бесконечной системы уравнений:
('”=>д-) 

о I *=։ J
(210)Далее, отправляясь от (2.9), приближенное решение уравнения (2.7) представим в виде:

Ф/^Е^ХМ ("=1>2֊-) (2.11)аналогично предыдущей, задачу определения коэффициентов Хлл1 (/?? = 1,2,.../?; /7 = 1,2,...) сведем следующей конечной нелинейной системы:
неизвестныхк решению

/77 = 1,2,, ./»; п = 1,2,...) (2.12)Как и в |2|, на основе известной теории нелинейных интегральных уравнений типа Гаммерштейна, доказывается, что решение систем (2.10) и (2.12) существует и единственное.Кроме того, доказывается, что решение ФЛ(^) при 11 —> оо стремится к решению ф(з՛) • исходному уравнению. Тем самым доказывается, что решение нелинейного уравнения (2.7) существует. 
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единственно и его со сколь угодно большой точностью можно аппроксимировать функцией Ф„(>՜) по формуле (2.11).Определив таким способом ф(_у) . согласно (2.8) определяется и Ф0(х) 'Далее, после определения ф0(х) , решение (2.3) при условиях (2.5), последовательно можно получить, представляй эти решения в виде(8,9|:ф* и=-?==ճ (м<1. *21) (2.13)VI -X /Г=О где Т„(х) ~ многочлены Чебышева первого рода |10|,
Х^' (А > 1; п = 0,1,2...) - неизвестные коэффициенты.Не останавливаясь на подробностях, отметим, что после интегрирования (2.13) и удовлетворяя граничным условиям (2.5), находим, что %^=0(*>1) и, следовательно,

<р։(х) = -л/Г7?Х-֊-ք/„.,(*) (*ճ1) ւշԱ)ո=։ •'где 4/ (х)- многочлены Чебышева второго рода |10|.Теперь, подставляя (2.13) и (2.14) в (2.3), для определения коэффициентов Х^՝ (к > 1, п = 1,2....) , известным способом (4,8,9), получим следующую совокупность бесконечных систем линейных алгебраических уравнений:
+ (*Ճ1;« = 1,2,..) (2.15)ո=1где =՜Ւ7-, 1 («К-! (*М - х2[ф0(х)]"'А

Հ*’=-|Р1-«гК1(«)(₽*-|(«>*+К -1+ — Հ’>171 - х2 £/„.,(х)• [ф„(х)]՝ ' х (2.16)
х [<р, (х)]‘ Л + — X Հ2 /Л ֊ХЧ >(х)х т--1 -1х[ф»(х)]" "'[ф>(х)]‘ '"""ч„Лх№ '« = ւ.շ,--)Далее традиционным способом (4,8,9) доказывается квазивполие ре|-улярпостъ системы (2.15).2°. Теперь представим решение уравнения (1.10) в виде ряда по степеням малого параметра Л :'Оф(х)=2Х&(х) (2->7)х-=оПодставляя (2.17) в (1.10) и приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях X , находим:
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%(Х)Д|*Д/5 = О 
к .V - X (2.18)

-' ’ (2.19)
«кмГ. к.(*)Г (^9

т=1ГАе _ у(у֊1)-[у֊(*֊2)] м _ у(у-1)—[у-(Л-111-2)]
Л * (Л-1)! ՝ (Л-т-2)!й)՝’’ = 1 при к = 1 ;В™ = 0 при к = 1,2при граничных условиях£о(-։)=°- &0)=1 (220)&(-։) = о - &(0=° 12-21>Таким образом, решение нелинейного. си и гуля рного и 1 п егро-дифференциального уравнения (1.10), при граничных условиях (1.11), сводится к решению систем рекуррентных линейных сингулярных интегро-дифференциальных уравнений (2.18) и (2.19) при граничных условиях (2.20) и (2.21). Сначала рассмотрим (2.18). Решение (2.18), при условиях (2.20), сведем к бесконечной системе линейных уравнении.Как уже было сказанью, из (1.5) следует, что тангенциальные контактные напряжения в точках стрингера Л' = ±1 имеют конечные значения. Поэтому будем искать такое решение (2.18), которое в точках № ±1 имело конечные значения 11,6,7]. Как и в |7|, представимрешение в виде --------- « Л°)^(•у) = А + V + ,(у) (-1 <X< 1) (2.22)л=1 ''

где
Л =к(>)+^(֊’)]/2 • =[я'(1)-^.(֊1)]/2

ип_։(х) ֊ многочлены Чебышева второго рода, - неизвестные коэффициенты.Теперь интегрируя (2.22) и удовлетворяя первому граничному условию (2.20), получим:&,(*) = 4(у+։)+-у(х2 - о + Е^-б.(х) (2-231
*• лв1 "где

еп(х) = |7Г7с.,(х> (» = 1,2,...)-1или после вычисления
-| Л-0 + -51п26 I. //=1
2< 2 )“'՛ 3111(11 + 1)6 51п(?/-1)0

2(/1 + 1) 2(11-1) ’ "_2’՛
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2Удовлетворяя второму условию (2.20), находим у՞ = —(1 -2ЛЦВычисляя теперь (х) . будем иметь:
2’o'W = -So-Z

п=1 7Г7՜Подставляя теперь (2.22). (2.24) в (2.IH) и вычисляя интеграл i ֊у* = Ж * (Л+ М'"֊у ֊ VШ
Л Л 1ТЛ ,.а| ппосле элементарных выкладок приходим к соотношениюyjoi W , 1уХ0)у. 
ri'" Vi-х2 art ՛՛ "

(2.21)

(2.25)где
/o(x)=(i,£^i։+֊L(H„+/V)in^

Теперь умножим обе части равенства (2.25) на Г(х) (,„=1,2,...)проинтегрируем в пределах от -1 до 1 и используя условие ортогональности многочленов Чебышева первого рода (10|, известным способом получим бесконечую систему алгебраических уравнении:
,(“) +1у £<՛> У1О) = у1՛’’ 
т т.п' п ■' т

а п-1

(т = 1,2,...) (2.26)где
2Л՜"' = — fcosnOcosm0sinOcfi, (т.п = 1,2,...) (2.27)

о ”/•(»> _ _ j /■()(Cos6)cos>n0sin&/0, 0 = arccosx71 o’
Z,(cos0) = (1 + ֊ (Л„ + cos0)ln

Далее, после вычисления интегралов (2.27), бесконечную систему (2.26) можно представить в виде:У’)+1ул-(ПУ») = 6(") (,„ = 2,з,...)
' т т.п' п т \ '

а /t-2
(2.28)где

=
п (w - и

(2.29)

*(“> = я )АЯ1> (,„ = 2֊з֊...)’ т ТИХ՝՝ о/ «а с ’ ՝ /Теперь после составления сумм
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5’"=- |«(')1|+У|к(|)| m (X m 'l ”,<nизвестным способом (4,8,9] можем показать, что эти суммы и свободные члены стремятся к нулю при т —> со , которое непосредственно следует из (2-29)- Следовательно. бесконечная система (2.28) при любых конечных значениях параметра а квазивполне регулярна.Далее отметим, что после определения коэффициентов из (2.28), g„(l) и gy(-l) бУАУг определяться из (1.8), постановкой в ней 
х = 1 и х = -1 .Теперь, после определения g0(x) . вполне аналогичным образом, можем найти решение уравнения (2.19) при граничных условиях (2.21). С этой целью представим их решения в виде________  «■ у(*)

g'(x)=A,+Zf,.v + Vl֊x2X—Ц,.,0 (*sl, |х|<1) 12.30) п=1где
л,=[?;о)+£(֊1)]/2. ^=[я'(1)֊^(֊о]/2

Uп ,(х) (71=1,2...)- многочлены Чебышева второго рода, 4*1 (**>) — неизвестные коэффициен ты.Теперь, не останавливаясь па подробностях, отметим, что вполне аналогичным образом для определения неизвестных коэффициентов 
у^1 , где y<t, = -4At/n (i>l). получим совокупность бесконечных систем алгебраических уравнений, которые отличаются друг от друга лишь свободными членами:

yw+LyK у™=Ьм (к >1; т = 2,3,...) (2.31)а и=2где ядро К = /^։1м , т.е. имеет вид (2.29), а свободные члены имеют вид:
4А

+ —к-КтУ (к > I; т = 2,3,...) (2.32)где
^’=֊М«(^ (**»)

У (x) = fl+—^В. + — (а +Вx)ln-——fg„(-v)]' 1 'х
ФМ ՛ “Е5Ж.(х)Г '" Wx)]‘ " s Оm=lДалее, аналогичным способом доказывается квазивполне ре1улярнос1Ъ бесконечных систем (2.31) при любых конечных значениях параметра а . Отметим также, что после определения У*’ из (2.31), определяются и значения контактных напряжений в точках л՜ = ±1 .

25



ЛИТЕРАТУРА

I. Lubkin J.L. and Lewis L.C. Adhesive shear How lor an axially loaded, finite stringer bonded to an infinite sheet. - Quart. J. of Meeh, and Applied Math. vol. XXIII. p. 521(1970).2. Саркисян B.C., Мхитарян В.Г., Овсепян А.О. Передача нагрузки от степенно упрочняющейся накладки к деформируемому основанию. — Изв. АН Арм. ССР, Механика, 1975. т.28, №5.3. Арутюнян Н.Х. Плоская контактная задача терии пластичности со сгепенем упрочнением материала. - Изв. АН Арм ССР, сер.ф.-м.н., 1959. №2, с.77-105.4. Саркисян В.С. Некоторые задачи математической теории упругости анизотропного тела. —Ереван: Изд-во ЕГУ, 1976. 534с.5. Галин Л.А. Контактные задачи теории упругости и вязкоупругости. -М.Маука, 1980. 304с.6. Григорян Э.Х., Керопян А.В., Саркисян В.С. Контактная задача для упругой полуплоскости, граница которой усилена склеенными с ней полубёсконечными накладками. — Изв. РАН, МТТ, 1992, №3, с.180-184.7. Керопян Л.В., Саркисян В.С. Решение задачи для анизотропной полуплоскости, на границе которой приклеена накладка конечной длины. —Юбилейная научная конф., посвящ. 60-летию основания института им. М. Налбандяна Сб. научных трудов, т. 1. Высшая школа. Гюмри, 1994, с.73-76.8. Александров В.М., Мхитарян С.М. Контактные задачи для тел с тонкими покрытиями и прослойками. -М.Маука. 1983. 487с.9. Григолюк Э.И., Толкачев В.М.. Контактные задачи теории пластин и оболочек. - М.: Маш и построение, 1980. 416с.Ю.Градштейн И.С и Рыжик Н.М. Таблицы интегралов, сумм, рядов и произведений. —М.Маука, 1971. 1108с.Ереванский госуниверситет Поступила в редакцию5.12.1995

26



ՀԱՅԱՍՏԱՆԻ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԶԳԱՅԻՆ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ 
ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ

ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ

ՍՆ|սան|ւկա 50, №3-4, 1997 Механика

ЗОНА УПРОЧНЕНИЯ ПРИ ИЗГИБЕ ЛИСТА

Задоян М.А.

Մ.Ա. Ջագոյան
Ամրւսպնգման գոտինհրը շերտի ծսման ժամանակ

Հետազոտվում է ամրապնդման գոտինեբը շերտի ծռման ժամանակ, երբ նյութի ձգման 
դիագրաման օժտված Լ հետ-եոաոնուրյան գծային ամրապնդման միջակայքով. Խնդիրը քննարկվում I, 
հարը ւլեֆորմացխսյի պայմաններում, աւոսնց օգտագործելու ոսլիդ նորմալների հիպոթեզը. Ստացված են 
լարանների րադադրիչները սէպմվալ և ձգվււդ գոտիներամ, որոշված I չեզոք' գոաա շատախցը: Այդ գոտին 
հանդիսանում է լարումների խզման մակերևույթ:

Որոշված է սահմանային մոմենտի արժեքը, որը կարոդ Լ կրել շերտը:

MA Zadoyan
The Areas of Hardening In the case of Plate Bending

Исследуются зовы упрочнения при изгибе .чиста, когда после площадки текучести в 
диаграмме }>астяжсиия материала наступает этап линейного упрочнения.

Задача рассматривается в рамках плоской де^юрмации. без использования гипотезы 
прямых нормалей. Получены компоиепты напряжений в сжатой и растянутой зонах, 
определен радиус нейтрального слоя, являющийся поверхностью разрыва напряжений.

Определен предельный момент, который может выдержать лист.

В работе Р.Хилла |1| рассмотрен чистый изгиб прямоугольного 
листа из несжимаемого идеально-пластичного материала. Задача 
рассматривается в рамках плоской деформации, без использования 
гипотезы прямых нормалей. Получены компоненты напряжений в 
сжатой и растянутой зонах, определен радиус нейтрального слоя, 
который является поверхностью разрыва напряжений, и, наконец, 
предельный момент, который может выдержать лист.
Многие металлические материалы после зоны текучести приобретаю! 
способность заметно повышать свою сопротивляемость дальнейшему 
пластическому деформированию. Па фиг.1 приведена схематизированная 
диаграмма растяжения такого ясесгкопласгического материала, 
имеющего после текучести, для простоты, этап линейного упрочнения.
По такой же схеме, а также по диаграмме, имеющей начальную упругую 

зону, в работах |2.3] исследован но запредельное состояние пластинки под 
воздействием сосредоточенной силы, состояние пластинки, с круговым 
отверстием, находящегося под воздействием силы, приложенной в ее 
плоскости в бесконечности.

Величины Ծ ,8 . Ծ. . 8. - механические параметры, определя­
емые из экспериментов по одноосному расстяжению или по испытанию 
тонкостенных труб на кручение. Точка (ծ., 8.) на диаграмме 

соответствует временному сопротивлению материала.
1.Постановка задачи и основные уравнения
Рассматривается запредельное напряженное состояние толстого 

листа из несжимаемого, идеально-жесткопластического упрочняющегося 
материала, находящегося в состоянии плоской деформации под 
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воздействием изгибающих моментов М , приложенных на торцевых 
сечениях. Задача заключается в определении напряженного состояния 
листа и предельного значения момента, соответствующего временному 
сопротивлению материала.

В случае плоской деформации имеем уравнения равновесия

^+1^ + 2^,=0 + 0
5г г ае г 5г /• ае г л (П

соотношения между компонентами деформаций и перемещений
ди п 1 дч . дч V 1 ди

е =—, е,=- +-------, 2у . =---------- + ——
' дг 0 г г сЮ * дг г г 89

Между интенсивности ми напряжений и деформаций принимаем 
зависимость

аа=/(ео)ео гАе Ж) =
а

ео

Н

11 ри 0 < < €1 0 3$

п ри е Ss.Se. * зз 0 •
О

причем г.։ = — , Я =------ параметры, характеризующие деформа- 

гивные свойства материала.
Зависимости между компонентами деформаций и напряжений при 

условии несжимаемости материала 8. +80 = 0 принимаются в виде

а» = 2ЛЕоК

где 5^ - символ Кронекера, а а - среднее давление

Компоненты перемещений ищем в виде
С 

и=Аг+—. V = 2Лг6 
г

Соответственно, деформации будут

е0 = -ег = ֊Л + ֊. У*=0

Полагаем, что при г = р деформации равны нулю, тогда
С - Ар՜ . Находим

Это означает, что

Когда лист целиком находится в состоянии текучести, т.е. до 
появления зон упрочнения, имеем р = л/яй . Тогда легко заметить, что в 
состоянии текучести £0 принимает свое наибольшее значение во
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внутренних волокнах г=а Таким образом, зона упрочнения 
начинается распространяться с внутренней стороны при 
М > = о И ' /2 , где // ֊ Ь - а .

2. Одностороннее упрочнение

При М > /V/, с внутренней
стороны распространяется зона 
упрочнения (фиг.2). Тогда, учитывая, 
что

будем иметь

п ри а < г < р՛

II ри р, < г < р 

п ри р < г < Ь

где Г = Р, - граничная цилиндрическая поворхиосп. между зонами 
упрочнения и текучее։и. Значение р! , а также и р , следует определять 
в ходе решения задачи

1) Решение н зоне упрочнения. Принимая
Ог -о0 = 4.4//^^г- I ' при л<г<р։ (2)

и подставляя в уравнения равновесия (1). которые при Т։0 =0 примут 
вид

и интегрируя с учетом граничного условия а, = 0 при г = а , находим 

а =2/1/71 21п —+ —-
К а I- и-)

а„=2Л// 2 + 21п--Дг֊М аьг<р, Н)
к а г՜ ст)

Здесь /1.р,р։ — неизвестные постоянные.
2/ Решение и зоне текучести р։ < /' < р . Принимая в уравнении 

(3) <3' а0 = 2о и интегрируя, получаем

о =/^-2о 1п— . р <г<р 
4 Р| 

29



где В - произвольная постоянная. Используя условия пенрерывносри 
О и ао на граничной поверхности г - р, , находим выражения 

напряжений

о = 2Л/у| 21п—+ Д--^г|-2а 1п-—
I а Р,՜ «') ' Р,

а, =23/7 21п—+ Д--^- -2с 1п—-2а р,<г.р (•>) 
I « р,՜ ") ’ р,

а также соотношение между параметрами

Неизвестные постоянные, содержащиеся в выражениях 
напряжений, определяется в дальнейшем.

3) Решение п зоне текучести р<Г<Ь. Полагая в уравнении 
равновесия (3) ао֊а։ = 2а։ и интегрируя с учетом граничного 
условия (5 -0 при г = 1) , получаем

а =-2а 1п- . а0 -• 2ад-2а։1п— р<г<Ь (7) 
1 г г

Условие непрерывности а։ при г = р дает

А^21п — = а 1п-— (8)

V а р; а՜) ’ Лр,

•1) Условие разрушения. Когда на диаграмме а„ приближайся к 
тачению а. , т.е. при временном сопротивлении материала, в листе 
появляется тенденция к разрушению. Условие аГ1 - а. назовем 
интегральным условием разрушения или просто условием разрушения.

Принимая а() ~ а. на внутренних волокнах, т.е. аг-а0=2а 
при г = а из (2) получаем

Далее, вводя обозначение |Л = а„/а и подставляя значение А в 
уровнения (6) и (8). получаем
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Таким образом, для заданного значения Ц > I из (И) определяется 
р , а из (10) значение р։ . Принимая в (11) ц = 1 , находим р = у[аЬ . а 

из (10) р, =а .
Соответствующий изгибающий момент определяется формулой 

р| Р Ь
М = | <з*гс1г + | <3#с1г + | <5ьгс1г 

а Р| Р

Подставляя значение Я из (9) в формулы (4), (5), (7) для а0 , 
после вычисления этих интегралов получим

= р21п—г + -(б2+р2-2р2) + -
Р 2

2 2 2 2
р р р, Лр2

а2

Полученные формулы справедливы до значения ц. = ц( . при 
котором впервые на внешнем волокне г = Ь появляются деформации 
упрочнения.

Значение ц։ . а также соответствующие величины р10»р0 и Л/( 
определяются в дальнейшем.

3. Двухсторонее упрочнение

При М > М} , т.е. 

при Ц > Ц։ с внешней 
стороны листа распро­
страняется вторая зона 
упрочнения (фиг.2). Радиус 
этой граничной поверх­
ности между зонами 
текучести и упрочнения 
обозначим через р, .

Фиг. 2
I) Решение в зоне упрочнения а<г<р1 . Аналогичным образом 

получаем

а = 2АН| 21п —+ —--•2^-] (12)
\ а г а՜)

а =2Л/7| 2 + 21п---^֊^| а<г<р
0 к а а՜ г՜) 

где А . р , р. - неизвестные постоянные.
2) Решение в зоне текучести р, < г < р . Для компонентов 

напряжений получаем

а = 2АН 21п^- + Дг-^ -2о 1п—
I а Р> а՜) Р,
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а„ =2Я//| 21п —+ ДГ-^Г| - 2о 1л — -2а . р.<г<р (13) 
I а Р,՜ 1 р,

Из условия непрерывности а0 на граничной поверхности г = р 
находим

2Л//1 Дг- )1=о (14)
1р>՜ )

3) Решение в зоне текучести р < г < рп . Принимая в 
дифференциальном уравнении равновесия (3) о0 — и
интегрируя, будем иметь

р,
ог = £)-2ож 1н—, о0=сг+2о։ (15)

где О - произвольная постоянная.
4 У Решение в зоне упрочнения р, < г < Ь . В этой зоне имеем

ао ~ ^ео • т-е- ао ~°г = 4/^Ч 1 
\ Р| 7

Подставляя в уравнение (3) и интегрируя с использованием 
граничного условия 0 =0 при г = Ь , получим

с =2/1//[^--^г-21п֊'1 .а =2/1яГ2-^т-^г-21п-'| (16)
1г2 Ь- г) 0 I >- Ь2 г)

Далее, и ? условия непрерывност и сг и о0 на граничной 
поверхности г = р, определим

О = 2Ля(Х-- - 21п —^1

1р; ь- р2) 
и соотношение между параметрами

2АН 1-Дг =О (17)
к р/7

Имеем также условие непрерывности о , на нейтральной 
поверхности г = р . Получим

л/21пАРь+Р1_Р1-4+Й=а Ш-^֊

I «р2 р; р; а- ь-) • р,р.
Используя условие разрушения а0 =а. . для А находим значение 

согласно (9). ,\ля радиусов граничных поверхностей получаем

Р, =у~-^Рг/ , ('=|֊2) 08)
туц + 1±р /а՜

где верхние знаки для / = 1 . а нижние для 1 = 2, а также уравнение 
ней трального слоя

Ь՜ ц + 1-р а1 
ц)п —----- ------

а ц- 1+р /а
+ (2-ц)  ̂+ ц^ 

а՜ Ь'
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(19)

Принимая в формуле р, ио (18) и. = ц։ при р, = Ь , получаем

а Ь -Ро
Далее, подставляя это значение Ц = Ц։ в (19) и полагая в нем 

р - ро , находим уравнение относительно р0 .
Предельное положение нейтральной поверхности Р = р. 

получается из (19) предельным переходом при ц —> оо

Р. = л < о՜ -а՜
Соответственно, из (18) при ц -> оо находим р = р,_ = р. .

Вычисляя изгибающий момент при Ц > Ц, 
Р։ Р Р, Ь

М = [ аогЛ' + | О/с/г + / О0'<Л' + [ ^.,г^г 
О Р| Р Р,

с использованием формул (12), (13), (15). (16), получаем

Определенный практический интерес представляет график 
функции М = Л/(ц)
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ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ

UT|inu(i|il|iu 50, №3-4, 1997 Механика
О ДВУХ ЗАДАЧАХ АНИЗОТРОПНОЙ ДВУХСЛОЙНОЙ 

ПОЛОСЫ ПРИ НЕПОЛНОМ КОНТАКТЕ МЕЖДУ СЛОЯМИ 
Агаловян Л.А., Хачатрян А.М.

I..U. Ui|tiqnt|jui(i, (1.1Г. luiu^unnpjuiG
Цб||<|Iimpnii) Iqilpbpinfi bplpii |uGq|ip6bp|i i5uni|Ui /lipinbpli G|iyL n; |p|n| l|n(hiiiiil|ui|i qbiqpnitf

Ll։>]tniiinui(ipp (iq|ipilu)i> l iu(i[iqnuipnu| bplylipin 2bpui-lilidti)li|i |iupi|iudiuj]i(i i|b4>np6uig|uiri 
t|]iotnl]]i iiiiiniGliuiiiIipiiipjuilip, bpp l|iiGimulpn|i qd|i t|ptu inpi|uid I uiiuGqli(jy]iui[ inbipui|m]iniip|ni6(ihp|i 
uHupphpinpjuifi <pn|»?pb) рш^иЛиб ophGpy

LA. Ayhalovlan, A.M. Kbachatrian 
On Iwo problems of an anlsotropc Iwo-laycrccl slrip wltli an 

Incomplete coutact belwceu tlic strlps

Рассматриваются вопросы определения и лиализа ii<iiipfl/Keiiiio-Ae<popMiiponaiiiioru 
состояния двухслойной анизотропной полосы-балки, когда па линии контакта задастся шкон 
распределения разности (скачка) таппшциальпого перемещения.Многие прикладные задачи для слоистых структур приводят к рассмотрению случаев неполного контакта между слоями. Например, сейсмологические наблюдения указывают, что динамические характеристики отраженных и преломленных волн па сейсмических границах не всегда соответствуют представлениям о границе, как о жестком контакте между двумя средами. Для описания полей сейсмических волн, образующихся на тонких границах, используют граничные условия, отличные от условий жесткого контакта, в частности, условия, учитывающие скачок тангенциальных смещений |!,2|.Работа посвящена определению и анализу напряженно- деформированного состояния (НДС) двухслойной анизотропной полосы- балки при неполном контакте между слоями. Считается, что слои в плоскости полосы обладают анизотропией общего вида. В работах |3,4| асимптотическим методом построены решения слоистых анизотропных балок, когда между слоями имеется полный контакт, а на продольных сторонах заданы значения соответствующих компонентов тензора напряжений. Когда контакт между слоями неполный, аналогичные исследования проведены для двухслойной анизотропной балки-полосы в |5,б|. Асимптотические решения смешанных краевых задач для двухслойных анизотропных балок-полос получены в работе |7|. Во всех упомянутых задачах, где имеется неполный контакт между слоями, считается, что на линии контакта задан закон распределения касательного напряжения.В настоящей работе, на линии контакта задается закон распределения разности (скачка) тангенциального перемещения |1,2| .1. Рассматриваются задачи определения НДС анизотропной двухслойной балки-полосыQ = {(.г,у):х <= [0,/], - Л, < у < /?։, /?։.//, «/} , когда па продольных сторонах заданы условия первой или смешанной краевых задач кюрии упругости, между слоями — условия неполного кон։акта, а на торцах 
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.V = 0, / - производные условия краевых задач теории упругости. Слои имею։-толщины Ьк . коэффициенты упругости (А = 1,2) .Условиями па продольных краях являются:Задача 1 —
ад>.=//Л Т-(х), а֊.=±Г(л-)Задача 2 —

(4 иа'у =°,М У<:)=///;у (х) На линии раздела слоев у — О
(1-3)

при У (1.1)
при У = Ьупри У = -Ь2 (1.2)должны быть выполненыследующие условия неполного контакта:

//,-//=/(х), V =у,, а(|) = о(2’, а14 = <?2>2 I •' \ Л I 2 ’ у у ’ .» луФункция /(х) считается заданной в зависимости от выбранной моделиДля решения поставленных задач вводится безразмерная система координат и малый параметр е
С, = у/И, е = Ь/1. Л = (Л,+Л,)/2 (1.4)В силу сингулярной возмущенности основных уравнений, решения складываются из двух типов решений-внутреннего, г.е. незатухающего при удалении от торцов в глубь области и типа пограничного слоя |8-10|.Решения внутренних задач будем искать в виде д(*ке-’*£е'д<*-*) (1.5)>=0- любое из напряжений или безразмерных перемещений

Цк-= 11 кР ՛ = 5 “ номеР приближения, к — номер слоя.Целые числа дк должны быть такими, чтобы после подстановки (1.5) в преобразованные уравнения плоской задачи получить непротиворечивую систему для определения (л՛’1 . Они характеризуют также интенсивность (порядок) соответствующей величины. В рассмотренных задачах для можно установить такие значения: задача I 13.8) —< 7, =2 для <7, =0 для а'*1< 7, = 1 для <?*’, <7։=3 для А = 1,2 (1.6)задача 2 |7| —< 7, =0 для <7, =1 для (1.7)Сравнение асимптотик (1.6) и (1.7) показывает, что характер НДС чутко реагирует на тип условий на продольных кромках и даже, заменив одно условие другим, что имеет место в (1.2) по сравнению с (1.1), как убедимся ниже, качественно и принципиально меняется картина на11ряженно-деформироваиного состояния.Подставив (1.5) в преобразованные по (1.4) уравнения плоской задачи теории упругости анизотропного тела, используя для каждого случая (1.6) или (1.7), получим систему относительно , решив которую, будем иметь;задача 1 —
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г;11 = ։Нм>(^)+у'<м)(^;) • </!։) =-<-Ч+«(‘-։1(€)+И‘”(^л)
<՛' = I/« >." » ф<"(€4) по)

«՛:•՝*=>М’ «'472-<ч)+а^(%)+сг(^)

< ՝՛='/<?(<с72֊-^ч7б)-о:;,\задача 2 —
К<’> = .Л’>С0 +.. Ц? = п^) + И‘ (•■Я
<■ ил-՛՛'-Входящие в (1.8) и (1.9) неизвестные функции и՛1' О՝''' подложат определению из условий (1.1)-(1.3), авеличины со звездочкой, как обычно, являются известными, если построены приближения меньше л՛ и определялся по формулам; задача I —

у-՛*-'1 = +^'а(^1+^>а1‘ ՝ ։»иJ у 12 X -- У -Ь ху ]
о

֊ у <*>)<
,1 \ 16 д 26 у 66 лу »4 )

֊«!:^(:.։՜11) с.ю)

О Озадача 2 —
у-** •՝ = +^)а'"՜'1 +«£’а" ՝՜2՝)^о
"•՛* " = +«'՜2' - ')< 

О ОН)
оу =֊<>/«;:> <?-֊” ֊ •’+

оПолагая, что с самого начала (.V = 0) должно проявляться влияние неполного контакта, т.е. функции /(х) > последняя должна быть предсгавима в виде/(х) = е1/,л/(,\ ^=0Л (1.12)
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где q = -2 и -1 для задач 1,2, соответственно. Удовлетворив условиямконтакта (1.3). получим
им=и' и՛

.(И 
уО

= H^’ = W<'>= а.и>"Удовлетворив также граничным условиям (1.1) или (1.2). получимследующие перемещений: задача 1 — дифференциальные уравнения для определения

задача 2 —
где

d2u^ dW'

<К,Л 1

d'-uM
- ֊+ С,

(1.14)л<м)

(1.13)

^-=р\։} 
л,- '

= №
<%■ -

q

(1.151с, =;,/<,՛■ C=c1+c=-’/И1)^K==A-/A> =-w

Р՝

<7

֊£/К). D = D^D2

’"»՝(«,)-?,<!;՛(<,)-с»1У'(с) (116)

= yf^iy1 a±<0) =a‘ , a'(0) =a՛
X‘֊W = уФ) =a-՛«՛) =оя>1 = 0 S>Q

xy у rИмеем также формулы (Ы7)
a(u) = y-w +СЛ,^>֊о^>(С,)֊;,а^”(С|)֊Для задачи 2 получаются

,м . ,1« _ и-1 - ,!«(;,). . «м = „«(У -

v = V՜, I®*) = 0 при 5 > оСистема уравнений (1.14) и (1.16) вместе с соотношениями (1.8)- (1.11). (1.17) и (1.18) позволяют определить все величины внутренней задачи. Однако. решением только внутренней задачи можно 
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удовлетворить торцевым условиям лишь интегрально. Для полного удовлетворения этим условиям необходимо построить еще решение типа пограничного слоя. Напомним, что решение типа пограничного слоя удовлетворяет однородным условиям как на продольных сторонах двухслойной балки-полосы, так и на линии контакта. Следовательно, решения тина пограничного слоя для рассматриваемых задач совпадаю։ с соответствующими решениями для двухслойных балок-полос при полном к&нгакте Между слоями. Для задачи 1 эго решение; нос.троено в2. Модель нежесткого контакта интерпретируют как включение •гонкого слоя с исчезающе малой сдвиговой жесткостью ( ц(։ - констанча Ляме) между контактирующими средами. Толщина этого слоя Л, —> 0 , «I отношение X ~ 1*п1 А.Л1п может принимать любое значениеД. ->0от 0 до оо .Предельному случаю X ~> 0 соответствует жесткий контакт, другому предельному случаю х 00 _ скользящий контакт ( = с'՜' = 0 ). Для промежуточного состояния принимается [ 1,2|
= Х°£’||0 (21)Остальные же условия контакта (1.3) остаются неизменнымиПринимая условие (2.1), тем самым, мы задаем функцию= . что, в свою очередь, второе условие (1.13)превращает в условие «>=-'> = ,/'•’» +%а^։ (2.2)В итоге система уравнений (1.14) преобразуется к виду

4/2«1'''1 «У՜*//*1՜*’
С----- — + Х.СС,------ — + К------ — -

«V 1 ; <4 Л,

,,</4и-|։> „ Л1”
/9-----— + К----- — + у К, К,----- 1

й? * 1 2 сП,6

ск^ -И (2'3) ас/. -ч"где
Ч < }

(2.4)а уравнение (1.15) принимает вид (2.5)где
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DV1'17>Р=/7’ + хС —֊--------^-) -■'<-
<^՜ dt;п (2 6)

raPp’<J)
чяр[ JИз сисгемы (2.3) вытекает

л^-(к2-ср)^=е>г (2 7)
1 K^-C^-(KK,-C2D^<ДЛ СК,-КС2[ 2 dt, ■ v - 2 ’ <гегде

D = xfCjC^ + K.^C-K^, +СЛ,)]?Р = Cq" + xC,G ֊ К^- ֊ хС, К2 (2.8)
Решение дифференциального уравнения (2.7) имеет вида) (№ - CD)/D > О

и-« = срзЬАд+ерсьАД+cpv/з!+с‘։Ч72!+С'*Ч+СР + >VP
б) (№-С£>)/Р <0и,։*’ = cP cos АД + С’Р sin АД + cpv/з! + CpV /2! + Ср4 + ср + ><'
в) k՝-֊cd=o. и-(1) = ^срл^7"!+и,Р ։2-9>

п-0Здесь Х = ^|(№ ֊CD)/d\, М’Р - некоторое частное решение первого уравнения (2.7).Общим решением дифференциального уравнения (2.5) является н(| ։> = Ср cosX4 + С’Р sin АД + СР^ + Ср + ир(£) (2.10)где _____________________________________________X = +ДрЛ;)/(х^/Х^Р-СР)■ "Р • некоторое частноерешение неоднородного уравнения (2.5).Перемещения и напряжения, соответствующие первому слою, определяются по формулам
+«Р-'>(^С), и՛-*’ = v-W - v‘<2-')(^X) + 

ар։' = х/ярД-сР sin ХД + сРсозАд)-н;СР/аР -

и11 ъ
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<■՛ = x:/«;;i(c;')coS^+ci'isinX4)(c֊c1)

4 <fo^_ ■14 (2.11)

d для второго слоя имеем
Г13-*1 = V֊ v*(3 j|(^<;2) +v’°-։|(<;X)

г/՛2 *՛ = (с;•՛ «»ч+<■;՝ sin ^)(i - тсхс,/«;;’)+

+ Х a •9'

r UI2 >•

n \ ’

d<S' "(Е.Ц 

* ,

**\ 1

о1/' = 4f(’-C;։) sin4 + C‘։> cosW;)+4r^'’ + 
‘',i ’ an 

(2.121
J

֊^^Xj-^Sy^'cos^^’sin^)֊ 
яп Я11

a(v 1 = V(CW cosW= + C(4 sin -„■. ^уя0) _

v сГ"՛՛"ЙМЙ < -x« ~

C, p<՛ _ ihff-’CT ск,2 J

' < J и #Jl J
a<;-‘l=a;,<>>֊a;u>(^(;i) + a;!M(4.C)
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Из (2.11), (2.12) следует, что в значения напряжений входят три пеивестные константы . Между тем, когда имеется полныйконтакт между слоями, в выражения напряжений входит только одна константа |7|.Таким образом, в отличие от случаев полного контакта, контакт типа (2.1) приводит в обоих случаях к повышению порядка разрешающих дифференциальных уравнений и. как следствие, увеличению числа произвольных констант в решении внутренней задачи. Значения этих постоянных могут быть определены из граничных условий при л* = 0, / с привлечением решения пограничного слоя, т.е. пограничный слой будет непосредственно влиять на решение внутренней задачи. Для удовлетворения граничных условий можно употреблять приближенные методы, например, метод наименьших квадратов, метод Треффца и др. |11|. The research described in this publication was made possible in pari by Grant № MVSOOO from the International Sciece Foundation.
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ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ

in>luuiG|il|iu 50, №3-1, 1997 Механик«
К СВОБОДНЫМ КОЛЕБАНИЯМ НЕОДНОРОДНЫХ 

ПЛАСТИН

Мовсисян Л.А.
I. II.ITnipiJiujiuG 

UGhunSiuuUo и ui i Ji uiqtiiui iniuu։ui(in։6Glip|i ihuujiü

1|iuiiupl|tjiitü I lqil|tujGiul|itiG Ipuri pGr][uijGuil|iuh tuGhuitfiuuliimipjiuG mu[|i uiqmin innimuiGiiitftitqip 
(q|iuliiuj|i(i dnnttf) [iliiuiiijüiulpuG uujlipbp|i hui2i|uitmitfni| fhunuIGu>u|ipi|uid op|iGiul|tilipp pmj| UG икпЦш 
ipiitnLpii quiuintpuG uibiimpjuifl IiJipiimlqJinipjiuG uiuliüuiGGtqiJi GuiuJiG՛

•ßGGui|ilp|iud t Guili tujC qhiqpp. hpp luGliiinhuulininpjniüp l[b։n]i qjqipji innnjuuiuin|il| .]«iifil|(]|iui 1. I< 
liiul|tuquj|i։i |uGii|։pi)' J Gpqbu tnpijuid huiftui|unq>jiiiGGbp|i GJiyngniJ lpupli||i L npn^hi uiGliiuihmibi»npjiiiGp:

I-A.Mov.sisian
About the free vibration of nonhomogcncous plate

Исследуются свободные колебания неоднородных пластин. Начиная с |1|, автором 
были рассмотрены многочисленные задачи определения собственных чисел (критические 
параметры. частоты) упругих и упруго-пластических систем с различьями 
неоднородностями. Здесь, в отличие от них. уравнение движения берется с учетом 
поперечных сдвигов. Последний не является самоцелью, а в какой-то степени ։. зволш 
определить пределы применимости классической теории и для неоднородных пластин 
Продольная и поперечной неоднородности изучаются в отдельности

Вскольэ изучаются еще два вопроса: случай, когда неоднородность является 
стохастической и обратная задача - как по частотам определить псодпородпость.1. Имеется изотропная неоднородная пластинка. Координатная плоскость ху находится в срединной плоскости пластинки. Для перемещений принимается2г / 22".■= "(у,у) + -“ ф(.г.х). "у = '',(х<у) + =^Ч'(т..»’)> ■ м(х.х) (1 1|которым соотвегствуют деформации

2г 2г 2г^=е|+ТХ'՝ ег=82+“ГХ2’ ^=<0+ТХИ п п (1.2)
ел=У2Здесь Л-толщина пластинки

ди дуе, = —, е. = —, 
дх '■ ду

ди ду<0 = — + — 
ду дх

бф бфХ,=—. Х,=-т- 
дх ду

_ бхр бф 
ду дх

(1-3)2 би՛■Л=Гф+'ЗГ- И дх
2 би՛= — ш + —
h дуЕсли предполагать, что модуль упругости - функция от трех координат, а коэффициент Пуассона постоянен (обычно по понятным соображениям так и принимается, например |2|, к тому же это не 
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существенно и можно было обойтись без такого предположения) и представить его в виде суммы чётной и нечетной функций относительно£(х,Лг) = Е^х.у.г) + £,(х,^,х) (1.4)то соотношения упругости запишутся
Г 7.’ л V/« 0 А V/, 0 р‘‘1

А 
3 

м,
=

/о 0
1^/

2 0
0

А

/, 

0

V/,

0

—л2 ’
0 « 8 .З1

м2 0 Ха
н

2
т

(1.5)

где 
, '42 «г к/2

1О = I. = , -Л ГЕ.ик, I, = ГЕх<к0 |֊Н/=° 1 л(|֊^)1' - *(1-у2)^2Если плотность материала также представить в виде (1.4), то уравнения движения будут
«V, ау, _ а2«՛ ам, ая „ а2« _ а2Ф
дх ду дг дх ду дг ' д!2

дН дМ, 
— +—- 
дх ду

^_а+Л1^ + Л,£ч£ 
- “• ՛ а/2 ■ дгНет смысла записывать уравнение в перемещениях, отметим лишь, что, как и следовало ожидать. в общем случае плоская задача и задача изгиба не распадаются.,\ля выяснения характера влияния неоднородности на частоты и пределы применимости классической теории изгиба 

( И дн 1՛ йш՝!<р =-------- \|/ = —-— будет изучен ряд одномерных задач. По этим
\ 2 дх 2 ду!же соображениям в отдельное™ будут рассмотрены поперечная и продольная неоднородности.Рассмотрение двумерных задач принципиальных трудностей не вызывает и можно провести совершенно аналогичным образом |3|.2. Здесь будем рассматривать две задачи свободных колебании, когда имеется поперечная неоднородность. Пусть коэффициент упругости есть

2
Е = Ео + —з£,, £„, Е. = соле!

И
(2.1)Уравнениями движения будут

Л д2и 1 _ 52<(Л д2и ,(2 <Эср 92и'>1 д2н

кйг՜ 3 дх՜ 1 дГ 1Л дх дх՜) д/2
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(2.2)Здесь л —£о Е° 8 А= р(1-^)’ -2(1+у)р’Так как нет՛ определенной зависимости между коэффициентом упругости и плотностью материала, для простоты здесь и в дальнейшем последняя принимается постоянной.Для граничных условий свободного опирания частотное уравнение будет
со6 ֊

2с~А,՜ ч-п՜^——X՜ | со4 4-[бг2с"Х‘'^^-4-2А.՜^ +

- /»Л . _ .Л. = —, /п= 1,2,3,.../В табл. 1 приведены величины, пропорциональныебезразмерной частоты для различных 6 и с, = значениям яЛ
йТгкаждого случая наибольшие значения £1 соответствуют инерции поворота, средние - продольному движению и наименьшие ֊ изгибу. Коэффициент Пуассона взят равным 0.3.Для сравнения значений изгибной частоты, полученных по (2.3) и по классической постановке в табл. 2 приведены их значения для некоторых 6 для балки (у = 0). В каждой клетке в первых строках помещены значения с учетом сдвига, а во вторых - без него. Истинные значения £1 есть приведенные в таблицах, умноженные на 10՜'1. В последних столбцах таблиц здесь и в дальнейшем помещены значения и.

Таблица I0 0.25 0.5 0.75 1 п1.072 1.073 1.073 1.074 1.073 01/5 3.317 3.379 3.372 3.358 3.379 10.6306 0.6244 0.6054 0.5719 0.5204 11.019 1.019 1.019 1.019 1.019 01/10 1.691 1.691 1.690 1.688 1.686 11 659 1.642 1.590 1.498 1.358 21.027 1.027 1.027 1.027 1.0271/15 1.069 1.069 1.069 1.069 1.068 2 г0.6727 0.6652 0.6431 0.6053 0.5504 2
Из таблиц видно, что помимо известных выводов относительно частот, определенных но классической и уточненных теориях, увеличение неоднородности (8 ) увеличивает՝ разность между ними
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Таблица 20 0.5 1 п1/5 0.53480.5657 0.51280.5514 0.43930.4669 1
1/10 1.3931.483 1.5341.360 1.1401.162 2
1/15 0.56660.5666 0.53570.5422 0.45820.4628 3Частоты, соответствующие инерции поворота и растяжению, менее чувствительные к изменению неоднородности в отличие от изгибной частоты. Частоты инерции поворота с увеличением неоднородности увеличиваются, в то время как изгибная частота, наоборот, уменьшается.Рассмотрим теперь симметричную относительно срединной плоскости случай неоднородносги:4^՜Е=ЕО+֊Г£, (2.4)Изгиб здесь не сопровождается продольным движением и уравнениями движения будут:

Частотное уравнение для тех же граничных условий будет (О'1 -со2[л(1+42) + /?54:] + ЛЛ8^ =0 (2.6)В табл. 3 приведены значения П для некоторых Е, и 6 для балки.Для каждой в первых строках помещены частоты инерции поворота, а во вторых ֊ изгибине. Для последних в каждой клетке первые числа получены по (2.6), а во вторые - по классической теорииВ отличие от предыдущего случая здесь и сдвиговые частоты чувствительны к неоднородности.
Таблица 3-1 0 1 10 п

1/5 0.8382 1.057 1.229 2.246 00.34250.3578 0.53480.5657 0.67230.7155 1.3871.497 1
1/10 0.8254 1.015 1.174 2.125 00.88490.8944 1.3931.414 1.7521.788 3.6653.742 2
Рассматривая приведенные таблицы, можно заключить, что даже при существенной неоднородносги для топких пластин можно пользоваться классической теорией (для Е, = 0.1 разница между 
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частотами, вычисленная ио классической и по уточненной теориях для первой при 5 = 1. а для второй при 6 = 10, отличаются не более 2%)3. Теперь рассмотрим движение пластинки, для которой неоднородность только продольная. Тогда уравнениями движения будут:
д2»՛ 

= PW (3.1)
д Etl(x) ftp 
ex 1 ֊ v? ex

6 5и>'
<p +-------Л 8x-

d2<p

+P7T?\ля свободно опертой пластинки решение (3.1) будем искать, как
sinX х, (p = e։C0,V(p cosX x

Z—j m in ~ L—t ' m m
m] m=l

(3.2)Тогда, представляя известную безразмерную функцию /(х) в виде ряда
Д, = Д,/(4 /(*) = iXC0SM. = (3-3>

для неизвестных и фт получим бесконечную систему однородных алгебраических уравнений. Из -условия разрешимости последней определяются шетоты. Вог эта система:°оФо +|Е°л(2(₽о + <₽„ +"£л/Зи;) = П = <р0
" «=։-

-ч.„)(у3-ч>„+"ч) +(Ч +а2,,,Нх

х! ֊֊ — сря1 + । - 2П2 И’ш = 0 (3.4)
У ([я (1 + А ) + п (1-А )1ф +4з(а +а km<- ) +
»—i|[ о|-л\ /ян/ ттл\ wv»/J’ и \ т-п m*nj~ п J
т*п
+[2о (1 + А ) + а, (1֊Л )-2П’1<р +т/з(2а + « \hniw =0

0\ игл»/ 2т \ mmj J г»» \ 0 .т/-' /г»

А 2А =-------nine՜п։п 1 - VВ качестве примеров изучены следующие случаи неоднородности:
a) /(x) = a0+o„cosXB,x, »»=1,2,..») /(х) = а + Ау, а0 =<» + ֊, at =-^֊т[(֊1)‘- 1] (3.5)
с) f(x)=Ae՛, ао=^(е’-1), at = |(-1)V - 1]
,\ля выяснения вклада неоднородности на значения часто!, а также вопроса применимости классической теории эти же задачи были изучены и в классической постановке.Тогда вместо (3.4) имеем[(Ч -л:0- v)]»’„+SK-„ = о (з.б)

л=1

46



Можно показан» |4|, что в общих предположениях относительно /(.г) детерминант системы (3.6) нормальный |5|. Для системы (3.4) сходимость процесса определения собственных значений показана численно.I) табл. 4 размещены значения О (V = 0.3) для трех случаев в (3.5)
при различных тп и а Ь "1

-Л 
а )

и вычисленные по (3.4) и (3.6)(а = 0 соответствует однородной пластинке). И здесь видно, что поправка уточненной теории для приведенных неоднородностей, в общем, имеет почти тог же порядок, что и для однородной пластинки.4. В пп.2,3 предполагалась неоднородность детерминированной. Однако, еслл она случайная функция от координат и заданы ее вероятные характеристики, го по известным формулам преобразований (б| можно определить эти же характеристики и для частот.
Таблица 4

\ т 1 . 2 5 а = 0 па ь с а 1> с а Ь с1/5 0.6520.607 0.8220.766 0.8770.819 0.5580.532 0.9390.874 1.1641.088 0.6290.587 1.2141.127 3.1442.964 0.6760.630 1
1/10 1.6291.599 2.0552.016 2.1942.154 1.3971.379 2.3472.303 2.9092.857 1.5731.544 3.0352.975 7.8617.738 1.9611.659 2
1/15 7.2437.181 9.1339.055 9.7519.670 6.2106.173 10.4310.34 12.9312.82 6.9946.936 13.4913.36 34.9434.70 7.5247.476 3Для примеров типа п.2 это очень просто, а для продольной неоднородности по п.3, если, например, предполагать, что упругий коэффициент является стационарной функцией от х, то в разложениях типа (3.3) случайными окажутся коэффициенты с известными вероятностными характеристиками. Тогда, хотя . бы принципиально, можно определить данные для частот. Практическую реализацию лучше осуществить, довольствуясь приближенными формулами для частот. Однако, здесь нас интересует такой вопрос - при заданных ак как ведут себя частоты, определенные по классической и по уточненной постановках? Поэтому будем изучать простой случай и пропой закон функции распределения случайных величин. Возьмем случай 1 из (3.5) при П1-2. Тогда основная изгибная частота в предположении малости но сравнению с единицей будет

П = («-0.5я,/1—— (4.1)

՝° 1-у а„+0.5«и 2£4В классической постановке второй член во второй скобке отсутствует.Пусть случайной величиной окажется только а() и пусть для нее верен закон равномерного распределения с предельными значениями -
и а՝*՛. Тогда плотность вероятности будет
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А(П) а<=)_а(') 
«о

+ 2«;) 

(П+а:):
(4.2)

Если значения вопрос поставить следующим образом, имеем средние частот (<й>), определенные по классической и по
уточненной теориям 4° +<՝(с средним значением =--------------).Какова вероятность, чтобы каждая из этих интервале ±д(< £1 >) от соответствующих средних частот находилась в своих значений?Так как

£1, -£2։ 1 + ֊^ 1-
1- V

а:
(й1+Я,)(П;+О;) (4-3)то понятно, что вероятность для частот, определенных по уточненной теории, будет больше, чем по классической.5. Процедура определения частот по заданной неоднородности (п.З) можно использовать также для решения образной задачи - по заданным частотам определить неоднородность. Следует отметить, однако, что в общем случае это невозможно. Дело в том, что при определении т частот, например из (3.6) присутствуют 2т +1 коэффициентов ак Так что, при решении обратной задачи для определения 2т 4-1 коэффициентов имеем всего т уравнений. Другое дело, если известен вид неоднородности. но неизвестны необходимые параметры, характеризующие ее. Для второго примера (3.5), когда неизвестными являются величины а и Ь. зная две частоты £1 О,, легко получип» ихприближенные значения

Ь £^, 4՜ И, 
Л 4 = —!------— ь = ^-

64172Выполнение работы поддерживалось фирмой "Анушик". Основная часть вычислительной работы проведена Г.З.Геворкяном. Им припишу благодарность.
ЛИТЕРАТУРА1 Мовсисян Л.А. Об устойчивости упругой балки при продольном ударе,- Докл. АН ЛрмССР, 1969, г.49, №3, с.124-130.2. Ломакин В.Л. Теория упругости неоднородных тел. - М.: Изд.-во МГУ, 1976.3. Мовсисян Л.А К термовязкоупругой устойчивости пластин из композитов.-Мат. Всес. н. сем. "Актуальные проблемы неоднородной механики". Ереван, 1991, с.180-186.4. Мовсисян Л.А. К определению частот неоднородной балки.-Изв. ПАИ Армении, Механика, 1996, т.49, №4, с.19-28.5. Канторович Л.В. и Крылов В.И. Приближенные методы высшего анализа. М.-Л.: Гостехиздат, 1949. 695 с.6. Вептцель Е.С. Теория вероятностей,- М : Наука. 1969. 576 с.Институт механики НАН Армении Поступила в редакцию21 12.1995
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ՀԱՅԱՍՏԱՆԻ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԶԳԱՅԻՆ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ
ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ

ՍՆխւսՏիկա 50, №3-4, 1997 Механика
ВОЛНЫ ТИПА РЭЛЕЯ В ПОЛУБЕСКОНЕЧНОЙ КРУГОВОЙ 

ЗАМКНУТОЙ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКЕ

Белубекян М.В., Гулгазарян Г.Р., Саакян А.В.

Մ.Վ. Բելո։րհ1լյան, Գ.Ռ, Ղուլղաղարյան, Ա.Վ. Սահակյան Ռելեյի տիպի ալիքները կիււաանվհրջ փակ շրջանային գլանային թաղանթումԱշխատանքում հետւս(|ոտվում է. հարթ (ոչ ծոման), ոելհյի տիպի ալիքների ւոարածման հարցը, որթ մարում I կիսաանվերջ շրջանային գլանային թաղանթի աղատ ծայրից ծւ՚փչի ուղղությամբ:Հետազոտումը կատարվում I ճկուն իզոտրոպ կիսաանվերջ թաղանթի համար. հաշւ[ի առնելով ծոման կոշտության առկայությունը:Ապացուցվում I., որ թաղանթի ցանկացած հարաբերական հաստության և երկուսից մեծ ալիքային թւ|ի ղեպբում գոյություն ունի փողային արագության ոչ չափողական 1] բնութագրիչ, որը բավարարում է 0 < V) < 1 անհավասարությունը:
M.V. Bclubckian. G.R. Gulgaznryun. A.V. Sahakian

The waves of raylciglts type in semi - infinite dossed drculiar 
cilindrical shells

В работе исследуется вопрос распространения плоской (не изгнбной) подлы типа 
Рэлея, затухающей от свободного торца полубес конечной круговой цилиндрической 
оболочки вдоль направления се образующих. Исследование проводится дм։ изотропной 
упругой полубес ко печной оболочки с учетом изгнбной жесткости.

Доказывается, что при любой относительной толщине оболочки и числе волн больше 
двух, существует безразмерная характерсстика «разовой скорости Г| . удовлетворяющая 

неравенству 0 < Т| < 1 .1.Моментная задача. В качестве исходных уравнений возьмем следующие уравнения, которые соответствуют технической теории цилиндрических оболочек |1]:
а3«, 1 + а д2и, с ди.------- !--------------- !----------------±֊ ч------- - = Хч/
да2 2 ар3 2 ааоР Л да '
1-оа3?/; а3»г 1 + д а2и, , 1 а»3

2 да2 ар3 2՜ «хар л ар 3
\ ои а ди и ц Д’и,----------- --------- - + ֊■ = Хи.

3 R ар R да R՜ ’Здесь R - радиус направляющей окружности, смещения точки срединной поверхности, а координаты точки срединной поверхностиX = (1 -<Г )(02р/&где р - удельная плопюсть материала оболочки,

WpHj.u, - проекции и Р ■ ортогональные
(12)

Е - модуль Юнга, Ծкоэффициент Пуассона, <0 - угловая частота, Ц4 =А*/12 ( h - 
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относительная толщина оболочки), А - оператор Лапласа, А2 = ДА - бигармонический оператор.,.\ля дальнейшей цели удобно систему (1.1) заменить системой уравнений |2|
(А. 3-о,А 2X4 । 5’"з ©$’"։ 2Ха ди
I 1-о 1-о7 R 5а50՜ R 5а’ (1-о)Я5а

(,2 З-о, А 2X4 2 + о 5’и, 13’«, 2Х ди,
к 1-о 1-0,4 R 505а՜ R 50 (|-о)Л 50

.... 3-а, ... 2Х2 )
и Д'Д՜», +------ ХДД՜«, +-------Д՜;/. -V ’1-о ’1-а 3)

,а2 3֊0,.л 1-0՜РЧХД и-------- X՜ Д//+-—г-+----Н
1-о ’ R՜ да4

X 2(1 +о), д'и 2Х: С 1
R՜ ' R2 да՜ l-a\R■

(1.3)
-А. а. = ОГраничные условия на свободном торце цилиндра принимают вид

д2 и. Г д2и. 1 дглЛ ди, (ди, и Л
—-* + о—г+-— = 0.—+о—-— =0да՛ (.50՜ R 50 да (.50 ^/а.„

ди,
50

ди,
—2- + 4ц4 
5а

1 д: и, 
R 5ай0

1 ди, 
1ё1а (1.-1)

да 7 5а50՜ R 5а50
= 0Решение системы (1.3) ищем и виде

", и ехр и> г, С05— 0
R

( т
Уехр^-ха • "'о 51П—0

R
(1.5)

"з=ехР^Х^ »»псое—0 
RПодставим (1.5) в (1.3). Из первых двух уравнений системы (1.3) получим:

_ _1_____________х(0Х2 +1+ОП2)____________

"'(х: -։) +(з-о)/2 п2(х: -1)+(|-0)/2п4 (1.6)
у = _1___________ (2+д)х: -1 + т____________

"'(х2-։) +(3-о)/2 Г|2(х2 -1) + (1 ֊ о)/2 г)4где



И։ третьето уравнения системы (1.3), учитывая, что (1.5) является нетривиальным решением, получим следующее характеристическое уравнение:
Х'-У|Х’+У.Х4-Т;Х:+Т4 -° 1’8>

где г, =4-(3֊а)/2гг
2(1 ч а)Л / 3, Л - 1 - о 4У , = 6 4- -----—----- А 4- — 3֊О) П +----------Г|

пг \ 2 / 2
. (< 34-2(5 . 3/_ Л - /3~(5 , . Ч,| 4у.-4-^2Л4----- 7—А 4--(3 - 4-— Л4-1-о||] (1.9)
/, ՝\\ . ((, 1 4» 1-с^ ՝ , 4^

Г+—

А = (1 -о)/(2л2м?) . </2=ц4//С՝Исходя из критерия Гурвица, можно дока за п», что при любом (Г , С и |///| > 2 существует т) = Г|(( такое, что 0 < Т)о < I и для всех 1] . удовлетворяющих неравенствам,0^Г)^1]у (1.10)все четыре %2 - корни уравнения (1.8), имеют положи тельные д«и<мнительные части. Вне условий (1.10) корни уравнения (1.8) этим свойством не обладают.Последнее высказывание эквивалентно тому, что система уравнений (1.1) при условии (1.10) имеет четыре решения вида (1.5), которые затухают при а —> -нс .,\ля определенности предположим, что /и>0 и у (/ = 1,2,3,4)являются корнями уравнения (1.8) с отрицательными действительными частями. Пусть
УУ>(п,а,Р) = (^ Л',//,). ./՛- 1,2,3,4 (1 И)являются решениями системы (1.1) вида (1.5) при % = %,,/ = 1,2,3,4 соответственно.Решение задачи (1.1), (1.4) ищем в виде 

4 
и՛ = 22 и- и ехр

\~՝ ) X՜" (№ г»
", =Х1,'Л;еХР^Х;^51П֊Р

1п}

???сов—В 
К (1.12)

, V I '"о"з = Х՝1՛;"., = Л,11', схР^Х;а |СО8^₽где и V, - зннчсиии и и V из (1.6) при Х = Х։ > оотистггвенно.Под. гапляя (112) в (1.1). придем к сисгеме урлвпепии
(1.13)
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if/11 ։ .111 2-0 'l> -7 -(2-0) -7 +■-------X V ill՛ 0V 'r 1 R 1 -J 1Подставим значения и и v . / =1.2,3,4 u (I .13), получим
- R
У-К-ir =0, 1 = 1,2,3,4 (1.1-1)
՝Cj 'где

Л1/ =(Х/ “a)Cl -°bllm՜ ■ K՝-l = 'Q՛! ~Ch! ~OC,

R +UII",Z + (1+ 4<1;)Л( //» ) |1.15)Л4, =X?((x; -2 + a)cy ֊(2֊o)* /w:)</y =l+or);+ax; , Л = (2 + a)x; + tf - I
S =(X1 ~ ’) +(3֊CT)/2 rl2(xJ - l) + (l-c)/2nJЧтобы система (1.14) имела нетривиальное решение, необходимо и достаточно, чтобы ее определи гель обратился в нуль. Отсюда приходим к уравнению для определения Г] (116)Производя элементарные действия над столбцами определителя, получим <՛ ,7>где

к = (х, -Х;)(х, -х-.Хх, -xj(x, -х,)(х2֊х4)(х3-х4)=(х, +Х;)(х" +Х,?Х; +Х2 +((3-a)/2n՝ ֊ (118)
- 2-°)(х; +х;)+Ч)֊ "'13 = х;֊х;х, ֊-х; +(у,-х;)' 

ХСТ:-ХЛ, нХи) + ((3-о)/2 11 -2-a)(r, +\-Х4՝,)+^ ■

'"и = ((-’ - °)/2 Ч; ֊2 ֊ о + У, )*՛, + S - »Л, = Л-,"'г: =(>-с2 -a(io)/2 rf)(X| +Х.) •/«,.֊- l-a՜՛ -a(l-a)/2n: .
= 0 . /«„ = Л;| . m,, = 4а=(х^ + х’х5 + Х[Х2 +

тх,Х; +х2)+б/..(х? +х,х, +х;)+(/5 =('’«՜՝(у, Х') +

+ <)(■'>', -Х4) + 4«:Х,Х.Х5 • "',4 =4":(у1 +\) + (/?

'"4, = Л4. ■/"42=х','+х;х;+х"х2+х’х2 + х;х՝2+х,х;+х2 +
((3-о)/2п; -4 + а)(х^ +Х,’х, Х?Х2 +Х,Х2 +Х2) +

+<(х; +х,х. +Х;)+^ ■ i"4, =(у; -у,х4 -у2 +< +
+ (х, -Х2)((3-с)/2 л2 -4 + а))(л- -Х4) +
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+ (г, “х4 +(3“°)/2 п2 -4 + а)х,Х,Х, , ты = у; +</, - 

֊У, +7т7 + Т,((3֊а)/2п: -4 + о) + (у, + (3-а)/2т|2 -4 + о)л:.

* , = Х, +Х; +Х, +Х4 •
• 5, = Х|Х:+Х,Х, + Х,Х4+Х;Х3+Х,Х4+Х,Х4 •

=Х,Х,Х, +Х,Х,Х4 + Х,Х,Х4 +Х;Х,Х4 •
с/1 = 1 + 2а ֊(2 + а)а/«г - (3 -а)(1 +<з)/2 г)2 + (| -а)/2т];

сЦ = 4а:((3-а)/21]2 -2) + ((2 + а)(1+4а:) + а)/»г

с1. = 4«’(1-(3-а)/2т]: +(1 - а)/2 И4) +

+ () -Ьаг|: +(1+4а’)(г|: -1))/'п: •

с/, = 5 - 2а ֊(3 - а)՜/2 ту +0 -а)/2 И՛ -(4- а;)/»г .

< /, = -(2-а)(1 -(3-а)/2т|2 +(1 -<з)/2х\ - (2 -а)(п՜ - 1)/шЗаметим, что в двух значениях г] , удовлетворяющих условию (1.10), уравнение (1.8) имеет двухкратные корни (этот факт устанавливается численным анализом корней уравнения (1.8)Ясно, что в этих значениях г] , определитель /X аннулируется и не может отвечать па вопрос: являются ли они характеристиками (разовой скорости или нетДля определенности предположим, что X, =Х, при П= П, Тогда векторы У'՝(т|1,а,Р) и ,а,Р) из (1.11) сливаются.Можно, однако, вместо решений у11 ’(г|,СС,Р) и у_|(г),а,Р) ввести пару решений г" (1],а,р) и с|_|(г|,а,Р) системы (1.1) по формулам
2(п=у.)։ гР)=(у=1_у.)у(Х2_Х|) (1Л9)которые также убывают при а —» -ню . Легко проверить, что решения(1.19) остаются линейно-независимыми и при Т)= И, ■Решение задачи (1.1), (1.4) ищем в виде

у = и'1г1'1 +и>,212' + И'3У’։ + И'4У4’ (1.20)Учитывая граничные условия (1.4). мы придем к системе уравнений
Л, (R, R,} ш, Я, Я— ш4- ——----- -- -----И’. 4-—И' =0 (1.21)С, 1с, с,;х2-Х, с3 ։ с4где с;,Л',/,у'՛ - 1,2,3,4 определяются формулой (1.15).Легко заметить, что определитель системы (1.21) можно преобразовать к виду £>, =(с,с,с,с,) ' к,\т | (1.22)где

А՛, =(х, -х,)(х, -х4)(х; -х3)(х: -х4)(х5-х4)который при И - П։ не аннулируется. Таким образом, дисперсионным уравнением задачи (1.1), (1.4) являсггся уравнение



I'", ,1 , , =° (1.'23(где элементы определяются формулами (1.18).
Замечание I. Так как в выражениях (1.9), (1.15) т входит в четные степени, а замена % па — х »7 = 1,2Д4 не отражается на величине 

Е) из (1.16), то Г] не зависит от знаков т и от одноименных »паков действительных частей х? (./ = 1.2Д4) .
Замечание. 2. Численный анализ показывает, что уравнение (1.23) при условии (1.10) имеет только один корень.2.Безмоментная задача. Подставим в (1.1) и (1.4) ц = 0Отбрасываем первое и четвертое условия из (1.4). Так возникает вырожденная (безмоментная) задача:

1-0 д2и, |+а д2и, а ди, ,
да՛ 2 ср՜ 2 Заср R са
1-е д2и, д2и, 1 + <з с2«. | ди, ,----------------г------- Г-----------------L +------- - = Хи. (2.1)

2 да՛ ср՜ 2 саср R cP
1 ди, а ди и,

-------- - -+ — = Хи. 
R ар R да R ’

ди, ди, ди, С ди, и Л—L + —* =0, —L + a—=0 (2.2)
да йр „ да I оР Rj՛ а=0 ' а=0Здесь используем систему (1.3), полагая ц = 0 . Решение системы(2.1) ищем в виде (1.5). Тогда, из третьего уравнения системы (1.3) (при ц = 0 ) получим следующее характеристическое уравнение:

где X,ZJ +g2x2 + g, =0 (2.3)

Заметим, что уравнение (2.3) имеет два корпя <: отрицательными действительными частями только тогда, когда 0 < Г] < 1 и |/;/| > 2Пусть, например. Х՝»Х2 ' корни уравнения (2.3) с отрицательными действительными частями и т>0 . Решение задачи (2.1), (2.2) ищем ввиде V՝ , I \ j \ "’а11} = ZJ1 /z ехР^Х ctjcos“P

"2 = z »’ V exp^֊֊x;aj sin -Рv՝ > (т j \ "’о
"з =L’t' expl — x2alcos֊43 

(2.5)
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где //' и V7 - значения и и V из (1.6) при х = %' . Используя граничные условия (2.2), придем к дисперсионному уравнению
, (26)х| 4 4- 2а 4- 1 + 7° Iг|՜ - 8(1 4-а);1 + Д-| =0 

\ пг ) \ пг)Уравнение (2.6) эквивалентно уравнениям (11) из [3] и (24) из |4|. Заметим, что вид уравнения (2.6) инвариантен относительно изменения знака т и одноименных знаков действительных частей %1 и у/В табл. 1 приведены значения Г) в зависимости от т и а՜ при а = 1/3 .
Таблица 1

т п

а2 = 1/4800 а2 =1/120000 а՜ — 0 (безм. задача)1 2 3 42 0,04461 0,00894 0,977093 0,07091 0,01421 0,947294 0,09669 0,01939 0,935585 0,12211 0,02448 0,929906 0,14741 0,02955 0,926757 0,17259 0,03457 0,924838 0,19774 0,03962 0,923579 0,22282 0,04461 0,9227010 0,24788 0,04970 0,9220811 0,27295 0,05468 0,9216212 0,29782 0,05958 0,91265
ЛИТЕРАТУРАI. Гольденвейзер А.Л., Андский В.Б., Товетик М.Е. Свободные колебания тонких упругих оболочек.-М.: Наука, 1979. 383с.2. Гулгазарян Г.Р. Приближенные частоты собственных колебании некруговой цилиндрической оболочки.-Изв. НАН Армении, Механика, 1996, т.49, Nsi, с.61-70.3. Багдасарян Р.А., Белубекян М.В., Казарян К.Б. Волны типа Рэлея в полубесконечной замкнутой цилиндрической оболочке.- Волновые задачи механики. Нижний Новгород, 1992, 153с.4. Гулгазарян Г.Р., Казарян К.Б. Волны типа Рэлея в полубесконечной замкнутой цилиндрической оболочке.-Изв. НАН Армении, Механика, 1997, т.50, №1, с.27-33

Институт механики НАН Армении Поступила в редакцию29.03.1996
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ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ

Մեխանիկա 50, №3-1, 1997 Механика

РАСПРОСТРАНЕНИЕ ВОЛН В УПРУГОМ НЕОДНОРОДНОМ 
АКУСТИЧЕСКОМ ПОЛУПРОСТРАНСТВЕ, ВЫЗВАННЫХ 

ТОЧЕЧНЫМ ИСТОЧНИКОМ ДАВЛЕНИЯ
Саакян С.Г.
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Saliaklau S.G.
The propagation of waves in Ilie elastic Inhomogeneous asoustlc halfspace, induced by a point 

source of pressure.

В работе рассматривается задача о распространении волн давления в упругом 
неоднородном акустическом полупространстве от внутреннего точечного источники 
давления. Предполагается, «по параметры, которые характеризуют свойства акустическом 
среды, зависят от глубины по экспоненциальному закону.

Решение задачи в изображениях построено методом интегральных преобразований. 
Предложен новый подход для обращения решения и изображениях методом Каньяра-Хупа 
[1|. который дает возможность получить точное аналитическое решение задачи В виде 
эффект ивпых формул.

Приведен анализ полученного решения. Далее исследовано поведение волн вблизи 
плоской границы неоднородной акустической среды и показано, «по для этой неоднородной 
Среды происходит полное внутреннее отражение падающих поли. Известно (2], что для 
полного внутреннего отражения характерны волны с комплексным эйконалом, называемые 
неоднородными. Получено, что в этом случае неоднородные волны могут быть описаны я 
рамках лучевого метода, как в случае полного внутреннего отражения волн от плоской 
границы раздела двух однородных упругих сред {3J.

Исследованы также установившиеся движения неоднородною акустического 
полупространства и получено условие, при котором появляются стоячие волны.

1. Формулировка задачи и ес решение в изображениях. В рамках 
линейной теории упругости распространение волн в упругой 
неоднородной акустической среде с учетом массовых сил описывается 
уравнением (1|

^-~ = Л + —grad(Xdivß) (1.1)
81 р

где « - вектор перемещения, F — плотность массовых сил, X - 
коэффициент сжа тия и р - плотность среды.

Определив давление р по формуле
p = -X.div« (1.2)

и применив операцию дивергенции к обеим частям уравнения (1.1), 
получим
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. 1 . J 1Др — gradpgradw —;—— = pdi vr (1.3)
p c2 dr

где A - оператор Лапласа, с = д/Х/р — скорость распространения волн 
давления в акустической среде.

Следует отметить, ято по фрормуле (1.2) давление определяется с 
точностью до слагаемого градиента гармонической функции. Это 
слагаемое определим возмущенным состоянием акустической среды гак, 
что в выбранный начальный момент времени давление в ней равнялось 
нулю.

Уравнение (1.3) в цилиндрической системе координат (z\0,r) при 

условии, что коэффициент сжатия X , плотность р среды и div/7 
зада 11 ыфун к ция м и

А. = cxp(a2z); p = poexp(a2z) (1.4)

div# = ЛЛ(асо')5(')~~5(г ֊ zc) (1.5)

имеет вид
! 1 ф ! д2р , 1 д-р

дг2 г дг с2 д/2
(1.6)

= -2Р,‘ ехр(а:гр0(ас0/)5(/)^5(г - :0)

где А.о, р0, а, со - -Ло/Ро՛ Р՝ = Р0Л ” известные постоянные. 

5(с) - дельта-функция Дирака, /7(/) - функция Хевисайда, ./,(;) - 
функция Бесселя первого рода нулевого порядка.

Решение уравнения (1.6) в области з> 0 ищется при условиях:

Хг,гд)| =0;
Л,„о 8t = 0; = 0 tl-7)

Решение уравнения (1.6) находим методом интегральных 
преобразований Примем, что 

v>
p(r,z,s) = j р(г,г„1)е^1 (1.8)

о

p(k, z, .у) = j p(r, z, s) ■ J\ (kr)rdr (1.9)
о 

«•
p(r, z,s) = jp(k,z, л) • ,/0 (kr)kdk (1.10)

0
В изображениях уравнение (1.6) будет

Ч'-Р ZPl>p(ab)s(z-z.) (||1|
cd(s/cS +a՜

где
m = -^k2 +(s/cl)y +a2 (1.12)
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Ветвь радикала т определяется условием т > 0 при
к > 0, л > 0 .

Уравнение (1.10) имеет фундаментальную систему решений
Д = зЬ(гот), Д,=ехр(-гот) (113)

Пользуясь фундаментальной системой решений (1.13) и граничных 
условий

Нт/3(А.г,л) = 0; Нт= 0 (1.14)

построим функцию Грина. Имеем
, 5Ь(зш) ехр(-^от)! п ри 0 $ ; <

С(гЛ) =----- (1.15)
ехр(-гти)511(Е/н) п ри < з < +да

Тогда решение уравнения (1.11) будет

/Х^-z..v) =------- , ~Р\_ jG'(z.£)exp(a4)8(£ "

С^1СЛ +«2 °
Подставив выражение (1.15) в (1.16), получим

№ г 2К ехр(«Ч) у 

co4(s/M՜+a’

X

(116)

sh(zw)exp(-zu/«) 

exp(-zz»)sh(z0/w)

n ри 0 < z < z0

п ри z(1 < z < +oc
(1.17)

Окончательно формулу (1.17) напишем в виде

Ж ֊■ л) = 1 ° - Р , g=! exp[-|z - z0 |m] ֊ exp[֊|z + z„ |wl! (1.18) 

co"’V(s/co)՜ +“;

2. Обращение изображений решения. Обращение Ханкеля (1.18) 
дается формулой (1.10):

. л’ ехр(“Ч)
/7(Г г. *) = ֊-■ х (2-1)

со^со) +«՜

W j

х | от lexpH2 _ Z“H_ ехр[-1г+
Подставив в (2.1) интегральное представление Пуассона (5|

1 2в= — f exppAr cos<p]t/(p (2.21

получим
/?u‘exp(a;z0)

+ а т

- ехр^֊|г + г ։|ш + /АтсозфЛ кЛк&р

В двухкратном интеграле (2.3)

(2.3)

заменим переменные
интегрирования к,ц> новыми переменными С0,</ по формулам
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к coscp = j + a՜ co; к sin (p = ) + a՜ (/ (2.4j
В результате перехода от полярной системы координат к 

декартовой получим

*скйск[+j j — exрГ+ a2 (|z + z0|m0 - /cor) pWt/ ■ (2.5)

где
т0 = д/ю2 +< + 1 (2.6)

Сначала находим оригинал изображения Лапласа
«О со I

£,($) = I1~ехр[-5(2/по “7 = 1,2 (2-7)

где
г2 = г+го <28>

Тогда, оригинал изображения (2.3) получается из соотношения |5]

I, (а/(-’/Со): +а9 - (Со') - а Ь, (29)

Обращение изображения £։(л) возможно получить методом 

Каньяра. Обращение £,(•՝) не представляет трудности и получается 
простой заменой на г, в оригинале изображения £,(.*)■

На комплексной плоскости (О рассмотрим линию
։ = 2]та-1(й1՛ (2.10)

где / принимает только действительные и положи тельные значения
Решив уравнение (2.10) относительно со , получим

(0 (<?,/) = (/7г ± 2, -г)/R; (211)

тде

= л> у1<г + •; л, = V'2 +(г՜2«) (2՛12)

1т си
д Уравнение (2.12) опре-

£=с>о е*оо деляет на плоскости
комплексного перемен-

X X. с кого © одну ветвь
Сг / \ гиперболы с вершиной в

________ [_____ (?՛^^___________________ , точке
Яв ш со = -1Гу1ц2 + 1 //< и 

я՜. , V/ / ,
:: асимптотами

а^а>=±г/г, при 
'6 (',.+«) ■

Фиг. 1
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Чтобы вычислить внутренний интеграл в формуле (2.7), рассмотрим 
31 .>т интеграл по замкнутому контуру, состоящему из действительной 
оси, из ветви гиперболы (2.11) и из дуги (', и С, окружности с 
большим радиусом с центром в начале координат (фиг.1). Ветвь 
гиперболы (2.11) не пересекает внешний разрез, проведенный между 

точками ветвления + 1 в плоскости со , так как г/R, <1
Согласно теории вычетов Коши и по лемме Жордана внутренний 
интеграл (2.7) по действительной оси преобразуется в интеграл по 
гиперболе (2.11). Окончательно имеем

д/ ехр(-5/)<7/гЛ7 (2.13)

где о.
В двухкратном интеграле (2.13) поменяем порядок интегрирования, 

получим

где

(2-М)

(2.15)

Подынтегральная функция в (2.14) терпит разрыв непрерывности
при ц - да и, поэтому, интеграл вычисляется 
значения по Коши, который указан символом 
интеграла.

Таким образом, в результате удачной замены

в смысле главного
перед знаком

переменного (2.4) и
выбора контура интегрирования (2.5), получается преобразование 
Лапласа известной функции.

Из (2.1-1) следует, что оригинал изображения Х,(л) будет

^„(<7,0

^(/) = -2Я(/-Л,)у./л/Ке
О от.

О1 Л/ (2.16)

Вычисляя интеграл (2.16), получим

Отсюда, для оригинала изображения £.(■՝՝) имеем

(2 17)

(2.18)

где

(219)
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Подставив полученные выражения (2.17) и (2.18) в (2.9), после 
интегрирования получим

г, (+а9=-у- я(с«' -л,)+у- -л;] <2-20>
/ 1 ъ

Окончательно, волны давления в упругом неоднородном 
акустическом полупространстве, вызванные внутренним точечным 
источником, определяются формулой:

Х''.֊./) = уехР(«:го)|у//(со' - Л|Ч х

(2.211
х(а7(Со')5-Л1 ] - У Н^' ~ Л=Ро(а^(со')՜ -

В частности, решение аналогичной задачи для упругого 
однородного акустического полупространства получается из формулы 
(2.21), если примем а = 0 .

3. Исследование решения. Решение (2.21) представляется суммой 
двух слагаемых. Первое из них определяет падающие волны, фронт 
которых определяется уравнением

Г:+(.--г„);=(Со/): (3.1)

В пространстве (г,6, г) уравнение (3.1) определяет сферу с 
радиусом с*0/ и с центром в точке приложения источника давления 

(фиг.2). Начиная с момента времени /* = 20/с’0 падающие волны 
доходят плоской границы полупространства и происходи т отражение.

Фиг. 2
Отраженные волны определяются вторым слагаемым формулы 

(2.21). Фронтом отраженных волн является часть сферы

'■:+(*+го)2 =(со')՜’ г>0 (3-2) 
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с радиусом с։)/ и с центром в точке, симметричной точке приложения 
источника давления, относительно плоской границы акустического 
иолу проста яства (фиг.З). Таким образом, в любой момент времени 
1>Г фронт волн давления определяется пересечением двух 

сферических поверхностей (3.1) и (3.2) при г>0 .
Отраженные волны распространяются так. как будто лучи исходят 

от источника, находящегося в точке . Это явление связано с
полным внутренним отражением падающих волн от плоской границы 
неоднородной акустической среды.

Амплитуды падающих и отраженных волн давления определяются, 
соответстве!։ но, формулами

_дехр(а2.՝,>) _р0'ехр(а\)
71, —------------------------ , 71 _ —-------------------------

я/?, - тгЯ,

В решении (2.21) множители 70^а.^(с0/)՜ - Л; 7 = 1.2 

обусловлены неоднородностью акустической среды.
Волны давления, как следовало ожидать, претерпевают конечный 

разрыв непрерывности на фронтах падающих и отраженных волн.
4. Дисперсия. Эффект дисперсии характерен для волн 

распространяющихся в неоднородных средах. Теперь исследуем 
дисперсионные свойства акустической среды, для чего решение в 
изображении Лапласа (2.1) напишем для установившихся волн:

р(г,:,1а) = р„(г,2,ш) = р’ ехр(а:г„)ехр(/а>/) х

® । И-и

х ^1ехрН2 ~ - ехрНг+
где

/я(<о) = т/Лг -Ь2; Ь= а> —
] со со

(4.2)

Вычислим интегралы (4.1), пользуясь известным результатом |5| 
(с.457).

» expl-ay/k2 -у: [ expj+zyVa2 + Л: [
f ./„ (bk)----- > kdk =------------------------L-— ->■ (4.3)
и у/к՜ -у у/a՜ +Ь-

Имеем

p„(r.z,(o) = ^’ ехр(а\)^֊-ехр(/П|)-֊-ехр(/П.)[ (4.4) 

где
О, = ©/ —R yja: ֊(и/с0)՜; 7 = 1,2

есть фазы падающих и отраженных волом, соответственно.
Определим (разовую скорость волн. При условии, что Q, = const 

имеем
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(О
=   —Т--Г (4.5)

(11 к(р)
где

к(а>) -^а- -(ш/с0)՜ (4.6)

есть волновое число падающих и отраженных волн.
Из решения (4.4) для установившихся колебаний видно, что при 

(0<ОС0 в неоднородной акустической среде появляются стоячие 
волны.
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ՀԱՅԱՍՏԱՆԻ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԶԳԱՅԻՆ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ
ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ

Մեխանիկա 50, №3-4, 1997 Механика
ИЗГИБ ОРТОТРОПНОЙ КРУГЛОЙ ПЛАСТИНКИ ПЕРЕМЕННОЙ ТОЛЩИНЫ С УЧЕТОМ ПОПЕРЕЧНОГО СДВИГА 1Аревшатян Н.Г., Киракосян Р.М., Степанян С.П.

Ն.Գ. Արևշատյան , Ռ.Մ. Կիրակոսյան, Ս.Պ. ՍտեփւսնյանՓոփոխական հաստության օրթոտրոս| կյոր սալի ծռումը ընդլայնական սահթի հաշվառմամբճշզրտված (1| տեսության շրջանակներում լուծվում Լ հավասաոաչափ բաշխված բեռի ազդեցության տակ դտնվոդ զծայնորեն փոփոխական հաւոուոթյան օրթոսւրուդ կլոր սափ ծռման խնդիրը ընդլայնական սահթի հաշվաոմամբ: Դիտարկվում են սայի եզրազծի հողակասրւրհն հենման ե կոշս։ ամրակցման դեպքերը: Կիրսավում Լ եզրային խնդիրը Կոշու խնդրի բերելէ եդանակը [2], [3]:Ստացած արդյունքների վերլուծության հիման վրա արվում են որակական եզրակացություններ սափ առավելազույն ճկվածքի ւ[րա ընդլայնական սահթի ազդեցության վերաբերյալ՜ կախված նյութի օրթոտրոպիայի բնույթից ե հաաոաթյան փոփոխման վարքից:N.G’.Arcvshatian, R-M.Kirakosiiin. S.P.StcpanianOn Bending of Orthotropic Circular Plate of Variable Thickness With the Account of Transverse Shear StrainsВ ромках уточненной теории |1] решается задача изгиба ортотропной круглой пластинки линейно-псремешюй толщины, находящейся под действием равномерно распределенной поверхностной нагрузки, при учете влияния поперечного сдвига. Рассматриваются случаи шарнирного опирания и защемления контура пластинки. Применяется метод приведения краевой задачи к соответствующей задаче Коши [2J, (3]. На основе анализа полученных результатов делаются качественные заключения о влиянии поперечного сдвига на величину наибольшего прогиба пластинки в зависимости от характера ортотропии материала и поведешь։ изменения толщины пластинки.1. Пусть шарнирно опертая или защемленная по контуру ортотропная пластинка радиуса /?, толщина которой h, изменяется по закону
h=hn+h.r, 0<r<R, А, >-— (1.1)oi’ ' 1Հ ՚находится под действием равномерно распределенной поперечной нагрузки интенсивности q. Здесь г - радиальная координата, հ0 - толщина пластинки в центре, а параметр հ՝ характеризует поведение изменения толщины в радиальном направлении.Рассмотрим задачу изгиба пластики в рамках уточненной теории |1], учитывающей влияние деформаций поперечных сдвигов. Воспользуемся методом формального приведения краевой задачи к соответствующей задаче Коши |2|. [3|. Введем следующие обозначения:Ао Л . , ,, Вв - В,

г = ср, — = s, — = у, h = h.H, — = т՜, — = п
с s Вг а0") Доложена на международной конференции по теоретической и прикладной механике (Ереван. 17-19, IX. 1994 г.)
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т]В0/В г =1,  V,. =0.3
Таблица 2

л ,л / а0 -0.5 0 1

0 40 80 0 20 40 0 10 20

шарнирное опирание

\У* 3.003 3.251 3.498 1.279 1.404 1.529 0.399 0.451 0.502

л ш ֊ 8.25 16.48 ֊ 9.77 19.5 ֊ 12.7 25.4

Защемление
*И' 1.003 1.365 1.726 0.313 0.438 0.563 0.079 0.117 0.156

д 3 36.1 72.14 - 39.9 79.8 - 49.0 97.9

д  / дз / ш ֊ 4.37 4.38 - 4.08 4.09 - 3.86 3.85

ро/В,. = 2 ,  уг =0.3
Таблица 3

Л,Д/Л„ -0.5 0 1

Мог: 0 20 40 0 10 20 0 5 10

шарнирное опирание

1.069 1.224 1.379 0.376 0.438 0.501 0.105 0.128 0.150

- 14.5 29.0 - 16.6 33.2 - 21.4 42.8

Защемление

IV* 0.516 0.696 0.877 0.167 0.230 0.292 0.045 0.065 0.085

А, - 35.0 69.9 ֊ 37.4 74.7 - 44.3 88.7

Дз/Дш - 2.41 2.41 ֊ 2.25 2.25 ֊ 2.07 2.07

Данные таблиц приводят к следующим заключениям:

1. Учет поперечного сдвига, как и следовало ожидать, и в случа» 
переменной толщины, приводит к увеличению прогибов пластинки.

2. Размер увеличения прогиба существенным образом зависит от 
характера орготропии материала и от поведения изменения 
толщины пластинки.

Он растет при:
а) увеличении отношения В г / С п , то есть уменьшения 
относительного модуля поперечного сдвига;
б) росте параметра И\Я/Ь0 , то есть уголщении пластинки вдоль 
радиуса;
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Ои . ЪЦ . б/н7— = А <1 =------- = — = а, ф, = а„/ (1.2)(/,. »а„А- с/рла -//=;-, ф = и. М, = а,Д:л7г, Л/о = о,Д;Л7„ "РЗдесь с — неизвестная постоянная размерности длины, р — безразмерная радиальная координата, ф։ ֊ функция, характеризующая влияние поперечного сдвига |1|, о0 ֊ характерное напряжение, В1.В0. и Вг. — механические параметры материала пластинки |4|.С помощью этих обозначений для безразмерных величин толщины/7 и изгибающих моментов пластинки Мг и Л/о получим
Н = 1 + ур, Мг

/кН3 /
+ У.

м0 = -
п$Н3т2

12р
(v_.pt> 4-у) (1.3)

где V - соответствующий коэффициент Пуассона.Осесиммертичный изгиб пластинки описывается следующей системой обыкновенных дифференциальных уравнений первого порядка |1|:4и=и _д'р 1+4ури|"' 
dp ’с/р Н՝ pH р:Л/ (1.4)В малой окрестности центра пластинки р<р0. где р0 - достаточно малое число, система (1.4) допускает асимптотические решения

Л։Р՛", т<3 А^р՛"-', т<3

У =
1 • з .—д р 1пр, т = 3 , и = • ^</*р21пр, т = 3 (1.5)

—уР2. 11 >3 
,9-т2

"'>3
[9-пГЗдесь < 0 - произвольная постоянная.Систему уравнений (1.4) удобно решать численно. Задаваясь некоторыми значениями параметров у։,/։,.</՛ и переходя к конечным разностям, можно значения функции у и и в последующих друг другу сечениях р =р(_,4-Др, (/ = 1,2,3, ) вычислить по формулам= У,-| +и,_,Др. и, = и,_, -»-/•,_1Др (/ = 1,2,3,...) (1.6)Здесь Др - шаг численного интегрирования.Начальные значения уи и и0 определяются из асимптотических выражений (1.5) для некоторого малого р0. Численное интегрирование системы (1.4) продолжается до того значения безразмерной координаты рв = R/с, для которого удовлетворяется краевое условие задачи, откуда и определяется неизвестная постоянная с. Этим фактически завершается решение задачи, поскольку после него можно вычислить значения расчетных величин в лвтбой точке пластинки.
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Рассмотрим два вариан та краевых условий:
/. Условие шарнирного опирания

ри + V, т2у = 0 (Л/г = 0) (1.7)

2. Условие защемления
у = 0 ("г=0) (18)Так как с удалением от центра защемленной по контуру пластинки изгибающий момент М г убывает и, не доходя до края, в некотором сечении превращается в нуль, то сначала удовлетворяется условие шарнирного опирания. Поэтому в ходе решения задачи защемленной по контуру пластинки попутно получается и решение задачи при шарнирном опирании. При желании можно путем варьирования одного из параметр^ Л։, у и (/* добиться того, чтобы краевое условие удовлетворялось при р = 1. Тогда безразмерный прогиб пластинки определится по формуле ! 1

* = --)(у+Н՝М> (։•«)л ргде
П.Ч2уН I 2 \ </*«Л 2

2. В табл. 1-3 представлены значения величини,-д = 2!к1_’!л1.1Оо% (2.1)
Л„ Я’ 6с/подсчитанные? при некоторых характерных значениях параметров 

И\К/Ьа, и Й /О՛,.. Через ՝ и И'о обозначены прогибыцентра пластинки, полученные по классической и уточненной теориям. Величина А определяет поправку к наибольшему прогибу пластинки в процентах, вносимую с учетом поперечного сдвига. В последних строках таблиц приведены значения отношения поправок, соответствующих защемлению А։ и шарнирному опиранию Д(|| контура пластинки
Таблица I

=0.5, Уг=0.3

МА -0.5 0 1
/6,. 0 50 100 0 30 50 0 10 20шарнирное опрапие
|/ 7.014 7.208 7.403 3.806 3.994 4.119 1.456 1.520 1.584

֊ 2.77 5.55 - 4.92 8.20 - 4.38 8.76Защемление
V 1.638 2.095 2.551 0.477 0.664 0.789 0.109 0.146 0.183— 27.9 55.7 ֊ 39.3 65.5 - 34.00 67.9— 10.07 10.04 —■ 7.99 7.99 — 7.76 7.75
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в) увеличении параметра В^/Вг, то есть отношения модулей Юнга материала, кольцевого и радиального направлений Е^/Е? .Поправка, вносимая учетом поперечного сдвига, при защемлении контура пластинки получается значительно больше, чем при шарнирном опирании. Отношение них поправок уменьшается с ростом модуля упругости материала в кольцевом и.травлении.Например, при возрастании отношения £’0/£', от 0.2 
отношение А /А 3 / II! убывает в пять раз.

ЛИТЕРАТУРА1. Киракосян Р.М. К уточненной теории цилиндрически ортотропных пластин переменной толщины. - Изв. 1-1АН Армении, Механика, 1994, т.47, №5-6, с.64-73.2. Ильюшин А.А. Пластичность. - М.-Л.: Гостах издат, 1948.3. Киракосян Р.М. Об одной задаче круглой пластинки наименьшего объема за пределом упругости материала. - Изв. АН Арм.ССР, Механика, 1977, т.30, №1, с.21-32.4. Амбарцумян С.А. Теория анизотропных пластин. - М.: Паука, 1987. 360 с.
Институт механики НАН Армении Поступила в редакцию29.05.1996
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ՀԱՅԱՍՏԱՆԻ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԶԳԱՅԻՆ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻՏԵՂԵԿԱԳԻՐ
ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК .АРМЕНИИ

Մեխասիկա 50, №3-4, 1997 Механика

НАПРЯЖЕННОЕ СОСТОЯНИЕ МИКРОПЛИТ ЗЕМНОЙ
КОРЫ И МАКСИМАЛЬНО ВОЗМОЖНАЯ ЭНЕРГИЯ 

ЗЕМЛЕТРЯСЕНИЙ

Хачикян АС., Казарян Л.С., Нерсисян Г.Г.

Խաչիկյան Ա.Ս., Ղսւգարյան Լ Ս.։ ՆԵրսիսյան Դ.Դ.
Ծրկրակեւ|ևի սալերի [արվւսծային վիճակը և երկրաշարժի հնարավոր աօավե|ագույն էներգիան

Դիտարկվում է երկրակեղևի սափ լարվածային վիճակից կախված նրա տարրեր մասերում 
առաջացող երկրաշարժի էներգիայի հնարավոր սաավեըսգույն արմերի որոշման խնղիրը; Սափ 
ըսրվածային վիճակը որոշվում է երկու հրկրսւշարժի նախապատրաստության օջախի սակայարյան ու 
րացւոկտյուրյան ղևպրերում: Երկրաշարժի րնրացրւմ արտազատվող հնարավոր աոավերսգույն էներգիան 
որոշված է որպես այղ երկու լարվածային վիճակներում կուտակված առաձգական էներգիաների 
տարբե[Սորյուն:Խնււրի լուծումը ստուգվում է վերջավոր տարրերի մերողով, երկրաշարժի առաջացման մի 
որոշակի մեխանիզմի համար: Առաջարկվող մեթոդիկան հնարավորություն է րնձեոնում տսղ սափ տարրեր 
մասերի սեյսմիկ վտանգավորության համեմատական գնահատականը կախված նրա լարվածային 
վիճակից

A.S. Khnchikum. Լ.Տ. Gazarian, G.G. Ncrslsian
On the stressed state of curthcrust plates and earthquake's possible maximum energy

Рассматривается задача определения максимально возможного значения энергии 
землетрясения, возникающего в разных частях микроплпт земной хори, в зависимости от их 
нанряженнога состояния. Напряженное состояние микроплнты определяется в двух случаях: 
при наличии и отсутствии очага подготовки землетрясения. Максимально возможное 
значение выделяющейся при землетрясении энергии определено хак разность накопленных 
упругих энергий при этих двух напряженных состояниях. Решение задачи получено методом 
конечных элементов для одного определенного механизма возникновения землетрясения. 
Предложенная методика дает возможность получения оценки относительной сейсмической 
опасности разных частей плиты в зависимости от ее напряженного состояния

I. Ըստ որոշ վարկածների [1,2,3] առաջարկվում է տեկտոնական երկրաշարժի առաջացման հետևյալ պարզեցված սխեման: Հարակից սափրի ազդեցության հետևանքով դիտարկվող սալում լարումները աճում են: Երբեմն սափ որևէ մառում ազատ շարժման խոչընդոտի կամ կոշտության փոփոխության պատճառով առաջանում է լարումների կոնցենտրացիա: Երբ թորումները գերազանցում են ամրության սահմանը տեղի է ունենում հանկարծակի քայքայում՝ երկրաշարժ: Կուտակված առաձգական էներգիան անջատվում է քայքայման ընթացքւմ:Դիտարկենք երկրակեղևի մի հատված. որն իրենից ներկայացնում է մի այնպիսի սալ կամ սալերի համախումբ որ նրա եզրերին հայտնի է կից սալեր]» ազդեցությունը՜ տրված լարումների կամ տեղափոխությունների (արագությունների) տեսքով: Սափ մեխանիկական հատկությունները համարում ենք հայտնի: Այս պայմանն ելավ լուծելով առաձգականության տեսության համապսւսւասխան եզրային խնդիրը, կարոդ ենք որոշել սափ լարվածային վիճակը արտահայտված նրա կետերի 
Ս' տեղաւխվաոթյուններով:Հետևելով երկրաշարժի առաջացման նշված վարկածներին ընդունենք, որ դիտարկվող սափ որևէ մասում առաջացել է շարժման (դեֆորմացիայի) խոչընդոտ, սափ տվյալ մասում տեղափոխությունների վրա դրված սահմանափակումների տեսքով: Լուծելով աոաձգականուեթյան տեսության առաջացած նոր եզրային խնդիրը, կստանանք սափ լարվածային վիճակը խոչընդոտի առկայության դեպքում,

•) Աշխատանքը ստացել է Հայաստանի Ամերիկյան Համտլսարանի օժանդակությանը 
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արտահայտված նրա կետերի Ս" տեղափոխությունների միջոցոփԱկնհայտ I., որ դիտարկվող սալի Ս' և Ս” տեղափոխություններով արտահայտված երկու տարրեր լարվածային վիճակներում կուտակված առաձգական էներգիաների տարբերությունը իրենից ներկայացնում I. այն աոաձդական էներգիան , որ կարող I. անջատվել |սոչընղոտն առաջացնող կապերի վերացման դեպքւմ: Ամրության սահմանը գերազանցող լարումների հավասար մակարդակը պահպանելու պայմաններում դիտարկվող սայի տարբեր մասերում տեդակայված խոչընդոտների համար որոշելով անջատվող հնարավոր առավելագույն էներգիայի մեծությունը, կունենանք սալի լարվածային վիճակից կախված նրա տարրեր մասերի սեյսմիկ վտանգավորության համեմատական բնութագիրը:
2. Շարադրվածը պարզաբանենք մի զննական օրինակով: Ընդունենք, որ դիտարկվող սալը գտնվում 1. հարթ լարվածության պայմաններում և զբաղեցնում Լ

0 < X < ժ?, 0 V < հ տիրույթը: Պարզության համար ընդունենք, որ սայր իզոտրոպ է և համասեռ ըստ մեխանիկական հատկությունների: Հարակից սալերի ազդեցությունը ներկայացվում է եզրային պայմանների միջոցով: Հաջորդաբար իրականացնենք առաջարկված մեթոդի էտապները:
2.1. Որոշենք լարումները դիտարկվող սալում ապագա օջախը ներկայացնող խոչընդոտի բացակայության պայմաններում: Ընդունենք, որ հարակից սալերի ազդեցությունը ներկայացվում է հետևյսդ եզրային պայմաններով.

// = V = 0, >' = ծ, 0 < X < օ

X = 0, >' = 0, 0 < X < (7օ, -շԴ (ճր - ր) / (« ֊ ), )ք = 0, օՀ<ճ<օ (I)

=Դ> ? = 0, 0 ճ X Տ հնր = 0
է = 0, 0 < )> < հ, էր = օԱ = օ
Ծ« =Պ> 0 < _բ < Ե, <

[.V = <7Այստեղ տեղափոխությունների և լարումների համար օգտագործված են սովորական նշանակումները, , ճ,. - հաստատուններ են:Դիտարկվող սայում լարումները որոշենք վերջավոր տարրերի մեթոդով: Սալի զբաղեցրած տիրույթը բաժանենք 2/77X7? ուղղանկյան եռանկյունների: Հետևելով վերջավոր տարրերի մեթոդին (4) ներկայացնում ենք տեղափոխությունները յուրաքանչյուր տարրի տիրույթում գծային ֆունկցիայի տեսքով՜
Ա = ՕՇյ 4֊0էշ* + 0է3>', V = ՕԱ +ՕՕյ* + Օէ6յ' (2)որտեղ (X (7 = 1,2,.. .,6) հաստատուններ են:Լարումները և դեֆորմացիաները կլինեն համասեռ յուրաքանչյուր եռանկյան տիրույթում՝ ժ// &։

Տ'՜3բ’ ^՜ժբ՜՚՜ժր£ £ ճ 0)Ծ =------- 5֊(6 ֊76 ), Ծ = -------֊(6 ֊76 ), X = . <7* .. ։_^ ,Օգտագործելով դեֆորմացիաների էներգիայի մինիմումի պայմանը և բավարարեյով (1) եզրային պայմաններին վերջավոր տարրերի մերողին համապատասխան, ստանում ենք հանգույցային վետերի տեղափոխությունների նկատմամբ հանրահաշվական գծային հավասարումների համակարգ, որ համաոոտարյան համար այստեղ շենք բերում: Համակարգը (ածվում Լ բվային եղանակով և այղպիսով որոշվում են սափ կետերի տ1պափւվսուրյանները: Որոշվում
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11G նաև լարումներն ու դեֆորմացիաները (2-3) բանաձևերով, ինչպես նաև ռեֆորմացիայի էներգիան'
2’ =|ï(£xax +'fvX'>dxdy (4>

Q
2.2 Սափ լարված այ ի ն դաշտը երկրաշարժի հնարավոր ապագա օջախը ներկայացնող խոչնղոտի (լարումների կոնցենտրացիայի աղբյուրի) առկայության դեպքում որոշելու համար քսոչընդոտը ներկայացնենք սափ կամայական տեղամասում տեղափոխությունների վրա դրված սահմանափակումների տեսքով:

W=V=0, երբ p Zi < p + ly 
q Zi Zq + ky

(5)
p + l Z m 
q + k < nԱյստեղ /, j խոչընդոտը ներկայացնող տիրույթին պատկանող վերջավոր տարրերի կոորդինատներն են, p, q, l, k դրական ամբողջ թվեր են, որոնք որոշում են այդ տիրույթի դիրքը և չափերը: Տիրույթի չափերի որոշման եղանակը բերվում I ստորև:Վարվելով նույն ձևով, ինչ որ նախորդ դեպքում, միայն բավարարելով (1) և (5) եզրային պայմաններին, կազմում ենք հավասարումների համակարգ հանգույցային կետերի տեղափոխությունների նկատմամբ: Թվային եղանակով լուծելով այդ համակարգը, կստանանք սափ կետերի ս"է v" տեղափոխությունները, ինչպես նաև համապատասխան լարումները, դեֆորմացիաները և դեֆորմացիայի Q" էներգիան խոչընդոտի առկայության դեպքում:Ընդունելով, որ տեղի ունեցող պրոցեսները լիովին առաձգական են, նկատում ենք, որ խոչընդոտի տիրույթի վրա լրացուցիչ կապերի վերացման դեպքում հանգում ենք աոաջին խնդրի պայմաններին: Վերջինս թույլ է տափս եզրակացնելու, որ 

AQ = iQ'~Q "i տարբերությունը հավասար է կապերի վերացման դեպքում անջատվող առաձգական էներգիային:
2.3. Սափ լարվածային դաշտի անհամասեոությւսն պատճառով արգելակված տիրույթի վրա լարումները նստացվեն տարբեր սափ տարբեր տեղամասերի համար: Արգելակված տիրույթի (յսոչընդոտի) չափերը որոշենք սափ տարբեր տեղամասերում քայքայման միատեսակ պայմանները ապահովելու պայմանից: Այդ նպատակով յուրաքանչյուր տեղամասում որոշենք խոչընդոտի այն չափերը, որի դեպքում ըստ ամրության հաշվարկային ընտրված տեսության գործող էֆֆեկտիվ լարումները հավասարվում հն տվյալ տեղամասում ապարների համար հայտնի ամրության սահմանին:Հաշվենք արգելակված տիրույթի վրա ազդող ուժերի գլխավոր վեկտորը և գլխավոր մոմենտը տիրույթի երկրաչափական կենտրոնի նկատմամբ:

ա ա CÛԻնտեգրումը կատարվում է տիրույթի եզրով, իսկ XQyQ - ն տիրույթի կենտրոնի կոորդինատներն են, ԾԱ,Ծ)։յ - տիրույթի կոնտուրի վրա ազդող համապատասխան ուղղության լարումներն են:Ընդունենք, պարզության համար, որ արգելակված տիրույթում լարումները բաշխված են պարզ լարվածային վիճակների համադրման ձևով և որ ամրության սահմանը [t] սափ բոլոր տեղամասերում հաստատուն է, կունենանք
T = + œWj < [t]որտեղ Տ արգելակված տիրույթի մակերեսն է, a - ն տիրույթի ձևից և չափից կախված հայտնի հաստատուն է, [t] ամրության սահմանն է ըստ առավելագույն շոշափող լարումների պայմանի [5]: Այդ դեպքում տիրույթի չափերը կորոշենք հետևյալ անհավասարությունից՛(Վ(1 - e) ճ t < [t](1 + e) (6)

71



£ • ը ընտրվում է ըստ անհրաժեշտ ճշտությունն ապահովելու պայմանի:Այսպիսով սալի բոլոր տեղամասերում որոշվում են ամրության միատեսակ պայմաններ ապահովող տիրույթների չափերը, և այղ չափերի դեպքում հաշվվում է կապերի վերացման դեպքում անջատվող առաձգական էներգիան: Դիտարկվող օրինակի համար կատարված հաշվարկների արդյունքը ցույց է տրված գրաֆիկի տեսքով (նկ. 1): Կարելի է նկատել, որ աոավե| վտանգավոր է սալի կոշտ ամրակցված ևգրի շրջակայքը:
3. Քննարկենք համառոտ կերպով ստացվող արդյունքների իրականության հետ համապատասխանության հարցը: Խնդրի լուծման ընթացքում արված ընդունելությունները կարելի 1. պայմանականորեն բաժանել երեք խմբի:Առաջին խումբ ընդունելությունները կապված են երկրակեղևի դիտարկվող սալի մեղանիկական հատկությունների և շրջակա սալերի հետ նրա փոխազդեց արյան որոշման հետ, որոնք անհրաժեշտ են սալի լարվածային վիճակը որոշելու համար: Շատ քիչ դեպքերում նման բավարար վստահելի ինֆորմացիա գոյություն անի իրական երկրակեղևի սալերի համար, չնայած կատարվող բազմաթիվ հետազոտությունների շնորհիվ (6-9) տվյալները արւսգ աճում են: Այս տեսակետից ստացված արդյունքների իրական փնելը որոշվում է նախնական տվյալների հավաստիությամբ:Երկրորդ յսումբ ընդունելությունները կապված են դրված եզրային խնդիրների լուծման հետ: Պւսրգ է, որ թվային հւսշվվման տարբեր մեթոդները, ինչպես և օգտագործված վերջավոր տարրերի մեթոդը, հնարավորություն են տափս կառուցել բավարար ճշգրտությամբ լուծումներ: Սակայն կարոդ է վիճահարույց յինել խոչընդոտի շրջւսկայքում լարումների կոնցենտրացիայի հաշվառման և ամրության կոնկրետ տեսության կիրառելիության հարցը: Այստեղ ընդունված է, որ անջատվող էներգիայի առավելագույն հնարավոր արժեքի որոշման խնդիրը փովին համապատասխանում է համասեռ լարվածային վիճակում խոչընդոտի առավելագույն դիմադրողականության պայմանին. Նկատի է առնվում նաև, որ առաջադրված նպատակի տեսակետից էական է ոչ թե անջատվող էներգիայի բացարձակ մեծությունը, այլ տարբեր տեղամասերում անջատվող էներգիայի համեմատական մեծությունը:Երրորդ խումբ սահմանափակումները կապված են երկրաշարժի նախւսպատրաստության և ընթացքի ընտրված վարկածի հետ: Արդյունքները, այդպիսով, վերաբերվում են միայն ըստ տվյալ վարկածի տեղի ունեցող պրոցեսին և իրականության հես։ առնչվում են այնքանով, որքանով որ դիտարկվող վարկածը համապատասխանում է իրականությանը տվյալ տեղանքում: Ըստ երևույթին նման հաշվարկներ կարող են կատարվել նաև ուսումնասիրվող տեղանքում երկրաշարժի նախապատրաստման հնարավոր այլ վարկածների դեպքում:Վերոհիշյալ քննարկումից կարելի է եզրակացնել որ ստացված արդյունքները հիմնականում կհամապատասխանեն իրականությանը, երբ իրական է սափ որոշված լարվածային վիճակը: Այդ դեպքում առաջարկված մեթոդիկայռվ կարելի I. ստանալ սալի տարբեր տեղամասերի սեյսմիկ վտանգավորության համեմատական իրական բնութագիրը կախված սափ լարվածային վիճակից: Նշենք, որ նման եզրակացությունների կարելի է հանգել նաև դիտարկե|ով սափ ընդհանրացված հարթ լարվածային և եռաչափ լարվածային վիճակները: Նկ.1 Սափ տեղա­մասերի հարաբե­րական սեյսմիկ վտանգավորության

Լպյուրաները, օւ 2Ք = 2ծ, <7, = ֊67
1 3

րուո

7 = 0,25; շ-շ = 5է,;Դփ| = 025
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ՀԱՅԱՍՏԱՆԻ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԶԳԱՅԻՆ ԱԿԱԴԻՍԻԱՅԻ 
ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ

ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ

I )Ն|սանիկա 50, №3-1, 1997 Механики

О СВЯЗИ ПАРАМЕТРОВ ОПТИЧЕСКОГО ИЗОБРАЖЕНИЯ С 
ДЕФОРМАЦИЯМИ ОТРАЖАЮЩЕЙ ПОВЕРХНОСТИ

Саркисян А.А.
Ա.Ա.Սարգսյան

Օպտիկական պատկերի պարամետրերի և անդրադարձնող մակերևւսյրի ղեֆորմացիաների 
կապի մասին

Անդրադարձնալ օպտիկական մակեր1տւյրների սստպման համար qnjmpjiuh ունեն անաբերտցիոն 
կետերի հատկւււրյանների վրա հիմնված բազմացան մերողներ: Այղ հարցը դրականության մեջ բավարար 
ծավալով լուսաբանված I: Մերողների նպատակը օպտիկական մակերեայրների շեղումներով 
(իդեալականից) պայմանավորված ալիրային ճակատի աղավաղումների փորձնական որոշումն է՛ Սակայն, 
մեծ հայելիների ամրացման համակարգեր նախագծելիս հարկ I լինում այղ աոնչուրյունլ! ունենալ 
անալիտիկ տեպավ' նաիւացծվոդ կոնստրուկցիան զնահատելու համար: Ներկայացված աշխատանքում 
սֆերիկ հայելու համար ղուլա են բերված անդրադարձնող մակերևույթի շեղումներից կախված լուսավոր 
կետի պատկերի աւրսվաղամներր (երկրաչափական ձեր. էներգիայի բաշխումը):

A.A.Sarkisiim
On (he relation between the parameters of the optical image and the deformations of the reflecting 

surface

В роботе приводятся аналитические соотношения, связывающие параметры 
оптического изображения точечного источника света, помещенного в центре кривизны 
отражающей сферической поверхности, с реформациями сферы. Полученные зависимости 
позволяют оцепить качество изображения с учетом возможных деформаций отражающей 
поверхности.

Методы контроля озражающих поверхностей. основанные на 
использовании свойств анаберрационных точек, весьма разнообразны. В 
достаточном объеме с необходимой библиографией они приведены в |1|. 
Целью методов является экспери ментальное определение искажений 
сферического фронта, вызванных отклонениями отражающей 
поверхности. Однако на стадии проектирования подвесов больших 
зеркал возникает необходимость, для оценки конкретной конструкции, 
иметь эту связь в аналитическом виде.

В данной работе, на примере сферического зеркала, выводятся 
аналитические зависимости между отклонениями отражающей 
поверхности (возможными деформациями) и искажениями 
анаберрационного изображения точечного источника, а также 
распределением энергии в пятне.

Имеется отражающая поверхность (фиг. 1). выполненная в виде 
идеального сферического сегмента (радиус сферы R(), радиус сегмента 
р0), в центре кривизны (точка О) которого расположен точечный 
источник света. Очевидно, отраженные от сферы лучи сойдутся в той же 
точке О. При деформациях сферической поверхности точечное 
изображение исказится, и в плоскости N, проходящей через точку О и 
перпендикулярной главной оптической оси ՕՕ', вместо точки получится 
пятно.
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«
Пользуясь правилами
геометрической оптики, 
свяжем деформации сфери­
ческой поверхности с 
параметрами пятна изобра­
жения. Сферическую по­
верхность отнесем к системе 
ортогональных криволи­
нейных координат, в данном 
случае углов а( и а,, 
отсчитываемых соответ­
ственно вдоль меридиана и 
параллельного крута.

Фиг. I
Как известно |2], сферическую поверхность можно представить 

вектор-фупкцией
Я=Я[а,,а;] (1)

Свяжем с точкой недеформированной сферической
поверхности оси координатного базиса с единичными векторами 

е,,еп. и е2 касательны к координатным линиям а։ и а,, а 
перпендикулярен к е1 и е,.

При деформации сферической поверхности точка £(ара,) 

переместится на величину вектора д(ара2) в точку К. Можно 
записать

Д = е,// + е,у + <? и> I 2 п 
где и, V, являются проекциями вектора Д на базисные оси. Введем 
обозначения еуи-и, е,у = у, е ։г = н’ Проведем плоскость Н, 
касающуюся сферы в точке Л и включающую векторы « и V 
Проведем перпендикуляр к плоскости из точки М - конца 
результирующего вектора и + у до пересечения со сферой (точка М' | 
Если криволинейные координаты представить в виде функций какого- 
либо параметра 5, то уравнение (1) запишется в виде

Я = Я[а,(5);а,(5)] 

и опишет кривую на сферической поверхности. Можно за параметр л՛ 
принять длину дуги кривой, проходящей через точки £, М* и 
находящейся в плоскости £АлМ. Когда точки £ и М' достаточно 
близки, то дугу АЛ/' можно принять за приращение аргумента Ал. 
Соответствующее приращение радиус-вектора R при переходе из £ в 
№ выразится вектором £Л/', который по формуле Тейлора можно 
представить в виде

АМ' = я(.гА,)֊ я(л- ) = ДЯ = Я(л, > + ֊ Я(л, Х^)2 + - <2>
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Здесь и далее точкой сверху обозначены производные по .$. Вектор 
R можно представить суммой

Я = — а,+^—а, (3)
са։ га, "

составляющие которой находятся в плоскости Н и направлены вдоль 
координатных линий а, и а, в точке Л, причем |/?) = I и находится в 

плоскости, включающей точки А, М, /V/'. Отсюда
/?Дл = и + V (4)

и, с учетом (3), 
дЕ . д дИ аи =---- а. Ал; V =----- а,Дл՛ (5)
Ах, Ах, 2

Если принять, что //, V, и* величины одного порядка, то из (5) 
следует, что эго величины первого порядка малости относи тельно Дл. Из 
фиг. 2 видно, что

£ЛГ = /Л/ + ММ\ ММ’ = £ЛГ - Ш
Учитывая (2), (4) и равенство ЛЛ/ = « + У, можно записать

ММ' = ֊ Л(л; )(Ду)2 +... (6)

Очевидно, что ММ' - та наименьшая величина, на которую 
отклонилась би от сферы 'точка /,, переместившись на величину и + V . 
Следовательно, на основании (б) можно утверждать, что отклонение от 
сферы, вызванное перемещением и + V . есть величина второго порядка 
малости относительно Ду. С другой стороны, для полного перемещения 
А можно записать, что смещение от сферы равно: КМ = и՛ + ММ’. Так 
как и՛ и ММ' коллинеарны, то отклонение от сферы, вызванное 
перемещением н> ( как и А), есть величина первого порядка малости 
относительно Ду. Значит, при деформациях отражающей сферической 
поверхности по влиянию на суммарное отступление от сферичности 
существенно лишь перемещение н՛.

Рассмотрим теперь плоскость, проходящую через главную 
оптическую ось 00' и точку Л сферы (фиг. 1). Она показана на фи> 3.
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Фиг. 3

Сечение сферы - окружность 
LO' - соответствует коорди­
натной линии а։ при задан­
ном а2= const. Если 
элементарная площадка AF 
окрестности точки L 
сместится вдоль луча 0L на 
величину 8, оставаясь 
нормальной к нему (поло­
жение а), то, очевидно, 
отраженный луч вернется в 
точку О.

При наклоне, определяемом углом 5и'/Л։5а1 , когда нормаль к А/7' 
остается в плоскости чертежа (положение в), отраженный луч, оставаясь 
в плоскости чертежа, смещается в плоскости изображения на 
величину

2^0 д\гг =-----'------------ (7)
*’ со8а։ /11с)а1

где

В случае наклона площадки Л/՛' на угол дю/ А26а2 , когда нормаль 
к ней перемещается в плоскости, перпендикулярной к плоскости чертежа 
(фиг.З) и проходящей через ОЬ, луч смещается в плоскости М 
перпендикулярно к /*а на величину

г “I = 2Я
dw 

А՝са՝
(8)

Отсюда можно
утверждать, что параметры 
пятна изображения обуслов­
лены не перемещением И', а 
его производными дш/да.՝ и 
сНг/с’а, .

На фиг. 4 изображена 
проекция сферы на плоскость 
изображения №.

Как видно из чертежа, 
смещение га и проекция ОЬ 
находятся на одной прямой, а 

перпендикулярно к .
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Введем систему прямоугольных координа т в плоскости N, тогда 
для координат точки L', связанной с L , получим:

х — г cosa,-r sina,, y = r sina, + г cosa, (9)
После подстановки (7) и (8) в (9) получим:

2Я0 о о
х =------------- ֊— cosa, ֊ 2/?,-------- sin a,

cosa. Леа, * Л,скх,
■ (10)

2Я0 dw . dwу =---- 2-----------sina, + 2 R----------cosa,
cosa( Axda-i

В полярных координатах г и 0 система (10) имеет вид:

г = ^га, +%; e = arctg—+ а, (11)

Полученные выражения (10) и (11) показывают, что при известном 
H’(a,,a,), a, и a, могут рассматриваться как криволинейные 

координаты для пятна изображения. Каждой точке сферической 
поверхности соответствует точка на изображении, следовательно, можно 
построить оптическое изображение, соответствующее данному 
деформированному состоянию сферы. Например, задавая a, = const, 
можно построить однопараметрическую кривую на оптическом 
изображении х = х(а,); >’ = _у(а2). соответствующую окружное™ на 

сфере.
Данному деформированому состоянию сферы соответствует и 

определенное распределение энергии на оптическом изображении, 
определяемое коэффициентом

где
ДА - элементарная площадка поверхности сферы (окрестность 

точки £ );
Д/ - соответствующая АЛ площадка на оптическом изображении 

(окрестность точки £');
Согласно |2|, при ортогональности а, и а, для сферы можно 

записан., что
ДА = ^,Да, ■ Л,Да, (13)

В общем случае а, и а, могут быть неортогональными 
координатами для пятна изображения.

Можно записать 
л Йг буДх =—--Да Ду =^-Да (14)

ба, 1 ՛ са, '
и 

л ЙХ . . бУ .Дх =—-Да,, Ду =_2_.д0ц (15)
ба, - са,

т. е. приращениям Да, и Да, на сфере соответствуют приращения (14) 
и (15), которые могут рассматриваться как ортогональные компоненты 
векторов Да, и Да, на оптическом изображении, следовательно,
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= Дх, • Ду, - Дг, ■ Ду, (16)
После подстановки (13), (14). (15), (16) в (12) получим: 

ох оу ох ду 
Лх, йа, За, За,

Из системы (10), определяя СтоЗа, и сЬг/са. . получим:

Л сова , . у
-----= —-------- ֊(хсова. + увша, 5а, 2Я к - • :7

(17) 
5>г -4, / \

----- --  ——(-хеша. + г сова.Лх, 2Я/ ֊ ' ■’
Из (17) вытекает, что для определении 5и’/са, »' 5»г/5а. нужно иметь 

координаты соответствующих точек /1а,;а,) и /’(х.у). Если 

поверхность деформированной сферы сканировать узким пучком, 
проходящим через центр кривизны О сферы, то пучок, отраженный от 
окрестности точки Л сферы, как показано на фиг. 1. с известными 
координатами а, и а, в плоскости Л' соберется в окрестности точки 
/.’ изображения с координатами X и у, которые можно определить 
(замерить). Подставляя значения координат в систему (17), можно 
определить Аг/са, и Аг/5а, . Это равносильно тому, что па всей 
поверхности сферического сегмента определены частные производные 
функции и(а1,а.). При известных частных производных 

первообразную функцию можно найти с помощью криволинейного 
интеграла (3|

/ \ г си՛ . Аг ,на,,а, = -----аа, +----- </а,+ш
' ՛ -1 6а, са.

Значения >г можно определить для любых точек на сфере < 
точностью до произвольной постоянной и՛,.
Диалогичные выражения можно вывести для других систем. Например, 
опустив число 2 в (7). (8), (10) и (17), можно получить формулы для 
схемы, в которой точечный источник удален в бесконечность, а 
отражающая поверхность - пологая параболоида вращения.

Очевидно, что полученные выражения можно использовать для 
систем, разрешение которых существенно хуже диффракционного 
предела.
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ՀԱՅԱՍՏԱՆԻ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԶԳԱՅԻՆ Ա’քԱԴԵՄԻԱՅԻ 
ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ

ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ

Մեխանիկա 50, №3-4, 1997 Механика

О ВЛИЯНИИ СВЯЗАННОСТИ ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ И 
МЕХАНИЧЕСКИХ ГЮЛЕЙ НА ПОВЕДЕНИЕ ИХ 

ХАРАКТЕРИСТИК В КУСОЧНО-ОДНОРОДНОМ ТЕЛЕ

Саргсян А.М.

НАГ. Սարդսյան
Կաււր առ կտոր համասեռ մարմնում Լլեկսւթական և մեխանիկական դաշտերի 

կապակցվածության ազդեցությունը նրանց րնութադրխնևրի վրա

էլեկսէրաաոաձզականւոթյան դծային տեսության ւյրվածթով հետազոտված I կտոր աո կտոր 
համաււեո սեպի տեսք անեցոդ րնղւայնական կտրվածթով պրիզմաձե մարմնի 1ղեկւորաւսռամզսւկւսն 
հավասարակշռությանը. երր մի եզրում տրված են ատսձզական թորումը և էլեկտրոստատիկ պոտենցիաւը, 
իսկ մյուս եզրում՛ առաձգական աեդափոխամները և 1|եկսւրոստսափկ պոտհնցիսդը

Բացւսհայտված I. րադադըււպ մարմնի միացման մակերևույթի 1պրի չրջակտյրւոմ դաշտերի 
կապակցվսւծության ազդեցությանը առաձգական լարումների և է|ևկտրական դաշտի լարվածության վարրի 
վրա

A.M. Sargsian
On the Influence of electrical and mechanical fields connection on the behaviour of their chiinictcristics in a 

piece - homogeneous body

В постановке линейной теории электроуиругости исследопапо электроу прутов 
равновесие призматическою тела с поперечным сечением п виде кусочно-однородного тола, 
когда на одной грани -заданы упругое напряжение и электростатический потенциал а на 
другой грани ֊ упругое перем2111011110 и электростатический потенциал.

Выяснено влияние гпязанпости электрических и механических полей на поведение 
упругих напряжений и паиряжешюсти элсктпических полей в окрестности края поверхности 
контакта кусочно-однородного тела.

В работах |1,2] исследованы две задачи эдектроупруто,сги для 
составного призматического тела, когда на его границах заданы либо 
упругие напряжения и электрические потенциалы, либо упругие 
перемещения и электрические потенциалы.

В данной работе с целью выяснения влияния связанности 
эл0Кчри^|йких и механических полей на поведение упругих напряжений 
и напряженности электрических полей рассматривается антиплоская 
смешанная задача электроупругости для составного призматического 
тела с поперечным сечением в виде кусочно-однородного клина, 
изготовленного из пьезокристаллов класса 4пнп. 6шт и т.д. с различными 
электроун руги м и свойства ми..

Фиг. 1

На одной границе призматического 
тела заданы упругое напряжение и 
электрический потенциал, а на другой 
границе - упругое перемещение и 
электрический потенциал. Главная ось 
симметрии пьезокристаллов (ось 2) 
перпендикулярна к поперечному 
сечению составного тела и проходит 
через вершину кусочно-однородного 
клина (фиг. 1).
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В цилиндрической системе координат решение ангиплоской задачи 
□лектроунругости для сосланного тела приводится к интегрированию 
дифференциальных уравнений |3|

ди?(г,е) = о, дф?(г,е)=о. (7=1,2) т
< о следующими граничными

= Ф,(г), Ф,(сб) = Ф.(г), 0 = е,
/’Сдз /’Си (2)

«,(г,0) = /.(/■). ф (г,0) = \|/: (/'), 0 = -0.
и контактными условиями при 0 = 0

,1)^/, ...» <~Ч>. йф,
44 ее 15 ге 44 ее 15 ее

„(пй'1 _и»аф. _ >=> дф3 ....
615 го Е го ~ ■' ее 6 го 11
«,(?•,о) = «.(/■,©). Ф,(с0) = Ф2(/-,е)

где и} - упругие перемещения, ф; - электростатические потенциалы, А- 

двумерный оператор Лапласа, с^1, е’՜'1 - модули упругости,
пьезомодули и диэлектрические проницаемости пьезоматериалов, 

./?(/’) и \|/у(/ )• заданные функции.
Первое граничное и первые два контакшых условия получаются и» 

уравнений состояния |3|

х\£ =<м47& т!.-՛ =с2)?и)_
1.)^ - /У'1 = (4)

- ,-ее' “ г,-
н/)=_£Ь.

гее' "՛ ег
Здесь То., у0., У компоненты упругих напряжений и 

де(})ормацни, /)0, /),, Л’о, Л, - компоненты векторов электрической
индукций и напряженности электрического поля.

Решение краевой задачи (1) (3) получается 
ипгегральпого преобразования Мелина в виде |1,2)

ти) то.-
Л,(Л9). 

Д5(р)
I г^(/’-9);. 

2га-1'- Д5(р)

с помощью

(5)

где пуп, интегрирования I. лежи, к полосе 0< Ие/?<5. определяемой 
поведением функций при г 0 и Г ֊^> со |1.2,4|

/ ,,(/?,0)= +е\{'П1 соз/>е - +е\{’К1 з^прв

/■.;(/Л0)^ созре+[■',[՝Н +е\С1\ 51П/)0

Д.(/?) = (« С. +а СУ(Ь,8, -Л 5’ ) + а.,Л,(й,(+е.С )((՛. - С ) (6) 
0.25я,Д3(/>)Л; =<р,'(/?)п(/>)Л', т/.(^)[<П1(/>)(֊,+<7„/>.^(е)5:]п, + 

+ 'Й|(/?)Л1‘'Л(‘-')֊''՛: +'Й.՝(р)е|(6|Ф?

-0.25а, Д.//;)^ = <.',^е,|[ф1'(/,)С; +.Л(/>)Й|Ф'|]֊'>Л + 

-ГЧ'|(/,)“:Л€(«)‘<>': + Ч'г(/’)пЛ(Аз)51
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0.2&7,й/’=Д,(/>)Я; = [<рД/>)С +7:(р)д,5,]։1^4(/>л;1)' ')
+ >|/х

*
ЬеС

0.25^/)' 2Д;(/7)/); =(֊1);1е,Е11А ГЛ':

^(«)
+ М':(/-’К ' (е+л.,Л

е'е^Ь^

1

П(х) = 5,С, + хС,5,, £(х) = 5,5,

Д = 2±^֊, Ь,=——, Ь2=А—— 
е.+а0е- е+ппе ‘ е+а0

ХЯ, Д,

пе +б/11е՜ 
е + аое

67 + 67 х* е — е а — вь =----- ь^= ,. ь, = ,, л -֊ь+ь.
аъ+а^е՛ ՛ аг+аое՝ аг+аае՜

Л, = А;՛ -я(Л6, ~Ь.՝ + а„еЬ2, ё; =е,/)
С, =со5/?0;. 5 =5!п/ЯЭ;, ('. со5/20_, 5. = 51пр0.

?-’> Л2» ё(2) ё"’е(,)а = ֊^~ е = — е = -" а = -'лк՝.
,.и) ’ Е -I» ’ еп- ՝ ՛՛ ,.п)Е<ч
С44 Ь С|5 С44С’

а± =а±1, /> =Л±1, 0. =0, ±0,

Ф| (/?)- /:(р)> УД/3)՜ преобразования Мелина функции 
/•ф(г), /,(г), ф,(г) соответственно.

Формулы для компонентов вектора электрической индукции 
получаются из (5), (6) путем замены в /'|Д/2,0) и /'^(/7.0) с^1 нас’^, а 

е^’- иа(-е/)

Для исследования поведения упругих напряжений в окрестиосги 
края поверхности контакта составного тела (точка А на фиг. 1) дополним 
прямую /. влево некоторым полукругом и применим теорему о вычетах.

Если полюсами подинтегральных функций (5) являются только 
корни уравнения

Д3(р) = 0 (7)
и все они просты, будем иметь

■■леД^(/>,) = </Д(р)/Ф, ■ Рц- корни уравнения (7). причем 1<ерн > 0, 

Ке р} < Ие/л, < • • •, (?/ =1,2,3, ).
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В случае существования непростых полюсов формула вычисления 
вычетов в таких точках будет иная |41.

Па основании (8) заключаем, что около края поверхности контакта 
характер напряженного состояния определяется величиной 
действительной части первого корня /;, = £>։ + /Г|։. При > 1 в 
окрестности угловой точки А имеет место нулевое напряженное 
состояние (малонапряженное состояние). Если < 1, то при 
приближении к угловой точке А напряжения неограниченно возрастают 
(концентрационное состояние). В случае = 1 напряжения в 
окрестности точки А конечны и вообще отличны от нуля (предельное 
состояние).

В четиом случае, когда а - е. из (7) следует, что
(а+С+а_С_)(/>Л ֊b.S ) = 0 (9)

Равенство нулю первого множителя (9) приводит к известному 
уравнению антиплоской задачи теории упругости |5|. Соответствующая 
предельная кривая (построенная из условия Re/;։ = I ), которая в 
плоскости 0։,02 при конкретных значениях а = с\^}/с^ разделяет 

области малонапряженности (Re р} > 1) и концентрационного 

состояния (Rep, < 1) , представлена на фиг.2 сплошной линией.

Равенство нулю 
второго множителя 
приводи։՛ к предельной 
кривой, приведенной 
на фиг.2 пунктирной 
линией.
Соответствующая слу­
чаю а = е предельная 
кривая является грани­
цей области, заштрихо­
ванной простой штри­
ховкой (область концен­
трации напряжений).

Фиг. 2
Следовательно, в рассмотренном случае пьезоэффект не влияет на 

степень особенности напряжений.
Полагая в (5)-(7) а = е = е = 1 , приходим к решению задачи 

электроупрутосги однородного клина, для которого р, = 7с/2(0։ +0,) . 
Таким образом, и в однородном клине при данных граничных условиях 
пьезоэффект не влияет на особенность упругих напряжений.

С целью выявления основных закономерностей возникновения 
нулевого напряженного состояния или концентрации напряжений около 
края поверхности контакта составного тела па ЭВМ определены первые 
корни уравнения (7) в зависимости от электромеханических и 
геометрических параметров следующих соединяемых пар: 1. ЦТС4-2пО| 
2. ЦТС4֊Сс18, 3. ЦТС19-2пО, 4. 2пО-Са$, 5. ЦТС4-ЦТС19. 
Материалы соединяемых пар и их свойства заимствованы из (б).

Соответствующие предельные кривые представлены на фиг. 3. Там 
же пунктирной линией приведена предельная кривая в предположении 
отсутствия пьезоэффекта.
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Видно, что связанность 
электрических и меха­
нических полей сильно 
влияет на поведение 
упругих напряжений в 
окрестности края 
поверхности контакта 
кусочно-однородного 
тела, в данном случае 
имеет место расши­
рение зоны концентра­
ции напряжений.

Все сказанное выше о поведении упругих напряжений справедливо 
также для компонентов векторов электрической индукции и 
напряженности электрического поля.
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ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ
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О СУЩЕСТВОВАНИИ СДВИГОВОЙ ПОВЕРХНОСТНОЙ 
ВОЛНЫ В СЛАБО-НЕОДНОРОДНОМ ПОЛУПРОСТРАНСТВЕ 

СО СЛОЕМ

Мухсихачоян А.Р.
U. П-.1Г|н]ии]>1иш; njuiG

Cb|iuint| pntji uiGhunîiuubn l|[iuininui|uiidnipjniGntd nuihp|i tiuil[lipLntjpm||i(î tu|]ip|i qnjiiipjiuG 
riinu|iG

<lnnit)qntnt[tud l Inuüuinbn jbpui ntGligiiq i|bpuiii]ipiit| pntq uilihuitiumbn l||iuuiuiui|itu<niipjntGnitf 
1.jiui[ji ифиф iiqjipfibpli qnjmpjuiG lpu|ut|uid uilihiuûuiubr։ d[i^iiii|iuip|i ipuGipni] фпфп]нфн|
unnuàquilpuli pGnipuiqp|>,՝Gbp|ig.

<I>nipuj|i(t lupuiqinpjiuli фпф|ф1П1p.juiG umippbp ü|iÿiulpu.ipbp]i hunhup иипидфпд bG q]iuiqbpu]in(i 
lmn|iiiuuipnitfGhp b üuil(liplinijpuij|iû iu|j։p|i qiijnipjuiG upi>|üiuGGbp, |iul| puipuil| jbpinni| iquippbpuiptiip 
luGhunSimibo ri|iyun|iujp|i huiüuip рЬрфид bü q|iuu|bpu|mli Ipiphp: ôn|ijg l шрфпд. пр б|ытфидф 
uililiiiHÎuiubniHpjiHlip ipiiDliniû I. «!)фрпр» uiuqiphp bplpiipinpjUjG uiuhp|i diiil|bpbnijpiuj]i(i шфрЬЬр|| 
qnjnipjuiG hunhiip

Л.К. Mukhsikhadioyan
On cxistuncc of л shear surface wave in wctik-nunhonioEcncuus scinl-spasc with layer

Исследована задача. и которой рассматривается олиородпый слой со слабо- 
неодкородпой подложкой с точки зрения существования модифицированной полны Ляна в 
зависимости от медленно изменяющихся упругих характеристик неоднородной среды. ,\\я 
разных диапазонов фазовой скорости получены дисперсно иные уравнения и условия 
существования сдвиговой поверхностной волны (СНВ). Для периодически неоднородной 
с|>еды с тонким слоем приведены дисперсионные кривые.

Показано, что неоднородность среды играет рол։, как бы своего рода фильтра ՛ для 
существования той или иной длины СПВ.

Помимо основных типов поверхностных волн, в настоящее время 
предложен и изучен ряд обобщений и новых разновидностей 
поверхностных волн. Интересным новым обобщением волны Лява 
являются сдвиговые поверхностные волны (СПВ) в полупространстве с 
небольшой поверхностной неоднородностью, рассмотренные в работах 
|3-5|. В книге |2| изложена как теория рассеяния поверхностных 
акустических волн на приповерхностных неоднородностях. так и 
распространение этих волн в слоистых средах, на поверхностях 
переменной крутизны и т. д.

1. Представляет интерес задача, в которой рассматривается 
однородный слой со слабо-неоднородной подложкой

(ц.(л),Р,(У;)) с точки зрения существования модифицированной 

волны Лява в зависимости от переменных упругих характеристик. 
Слабая неоднородность среды заключается в том, что считаются 
медленно изменяющимися не только упругие характеристики 
рассматриваемой среды, но и амплитуда искомой волны, вследствие чего 
препебрегаются второе производное амплитуды, а также произведения 
производных от амплитуд и от упругих характеристик. Выберем 
координатную систему таким образом, чтобы ось ОХ^ была направлена 
в ։лубь подложки, а ОХ՝ - по направлению распространения волны 
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Слой занимает область < х, <0). а подложка - (х, > 0). Пусть иоле 

перемещений СПВ имеет вид: (./{б; 0; И'(х։, х„./ = 1; 2 .

Уравнение движения в слое и в подложке соответственно 
запишутся следующим образом:

Д^ = с,՜2^

где с, и с2 = [ц,(х:)/р;(х2)]/ - скорости сдвиговых

объемных волн соответственно в слое и в подложке.
Граничные условия на поверхности слоя X, = -И и на поверхности

раздела слой-подложка х, = О 
образом:

запишутся соответственно следующим

dW,—L = 0;
5х2

дЖ 8W,

-h

(12)
х, =0

где Цо = ц (0). Решения уравнений (1.1) ищем в виде

~ <Р|.2(Х2)ехР[,(Ч ~й/)]

Уравнения движения преобразуются к виду

dx:
+ Л:а^ф1 = О (1.3)

М:'(\,)[)1;(л)<р:(х;)] -А-:(1-Т])ф2(х1) = 0 (1.4)

Таким образом, поле упругих перемещений СПВ в слою принимает 
вид

= [В51п(Ла|х,) + Осо^а|х,^ехрр(Ах| -со/)]

Исходя из предположения, что среда подложки является 
неоднородной, ищем решение уравнения (1.4) по методу ВКБ |4|

<₽,(*,) = Л(х,)ехр 

(1.5)
слабо-

(1.6)

где считается, что А(х,) - слабо изменяющаяся по X, функция, т. е. 
пренебрежимы Л"(хг), ц'(х;)Я’(х,) и т. д. Удовлетворяя (1,6) 
уравнению (1.4) с точностью допущения слабо-изменяющихся функций и 
с учетом затухания волны на бесконечности

0<п(х,)<1 (1.7)
получим поле СП13 слабо-неоднородной подложки

7 I--------- 1 ехр[/(Ах - со/)]
и; = 4 ехр -к J —֊Ч----- Чг 0-8)L о Х:(х,)[1-П(хг)]
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Решения (1.5) и (1.8) удовлетворяют граничным условиям (1.2), в 
результате чего получим дисперсионное уравнение задачи

2^8(ЛЛа,) = а0-:а,'[ц;ц(|'а- +с^'(1-а;) + 2*а’] (1.9)

где
«о = (> - По)' ՜, а, =(т),no.i=v7coj. 110)

Со=е.(0), g = g։/n„
В уравнение (1.9) входят параметры среды и их первые 

производные только при =0, т. е. фазовая скорость СПВ (фактически 
не зависит от "формы" объемных неоднородностей. Это следствие как 
сильных требований на "слабость" неоднородностей, так и того, что 
искомая волна локализована вблизи поверхности х2=0. Необходимо 
отметить, что при выводе решений (1.5), (1.8) и дисперсионного 
уравнения (1.9) предполагалось, что а( является реальной, тогда, когда 
а0 может быть только реальной в силу затухания волны в подложке. 
При рассмотрении однородной подложки, дисперсионное ^равнение (1.9) 
сводится к классическому уравнению Лява. Если толщина слоя намного 
меньше длины искомой волны, то среда допускает распространение СПВ 
с фазовой скоростью

По = vjco՜2 = -Сосо՜'] ' (’ Ч)

которая с точностью совпадает со скоростью СПВ, распространяющейся 
в слабо-неоднородном полупространстве при к —> 0 |11. Однако, должен 
удовлетворя ть условию (1.7), вследствие чего получим

с'<0, и' >0 или с'>0, ц;<0 (1.12)
Возможны три варианта взаимоположения постоянных величин 

с0,с, и v0 |6|. Рассмотрим первый вариант
V0<Cj<C0 (1.13)

Здесь, как следует из (1.10), а( становится мнимой, а ссо реальной. 

Допустим а։ =/р։, где P։=(1-T|J является реальной. Тогда 

дисперсионное уравнение (1.9) преобразуется к виду
4По) = 2^(1-По)(1-Поб)':։Ьр(1-пое)']+ 

+2Р(1-Г]0)3': +ц;цп,(1֊г|о) + Ас'с0'1По =0 

где 0 = CqCj 2, Р = kh.
Исходя из того, что функция £(ло), являющаяся монотонной, на 

краях области своего определения (1.7) принимает значения 
противоположных знаков, условия существования СПВ запишутся в 
виде:

а) Если р.' > 0 и с' <0, то могут распространяться СПВ любой 
длины.

б) Если ц' <0 и с' £0. то могут распространяться СПВ длиною, 
удовлетворяющей неравенству

2P[i+gth/>]<-Ap;p;՛ (i.i5)
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в) Если Но <0 и <0. то могут распространяться СПВ длиною, 
удовлетворяющей неравенству

2Р[1+^ЙР]>֊Лц;ц;' (1.16)

Если но выполняется ни одно из перечисленных условий, то среда 
не допускает существования СПВ для первого варианта (1.13).

Сравнивая вышеполученные условия с условиями существования 
СПВ в слабо-неоднородном полупространстве, заметим, что за счет 
изменения длины волны класс допускаемых волн уменьшайся в случае 
выполнения условий б) и, наоборот, увеличивается в случае в). При 
выполнении условий а) класс волн изменений не терпит. Однако, 
необходимо отметить, что к вышеперечисленным условиям а), б) и в) 
приходится присоединить условия, полученные от требования 
ограниченности функции 111(РР։). После несложных вычислений эти 

условия запишутся
Р,<Р<Р2 (1.17)

где ?| = Л[,*4’-'Пое)' :!(1-11о) '2]

Л =(-л/2)(։“По) ’ ’[(’֊иЖ +со<П„]

Тут нужно, чтобы Р^ было положительным, что, в свою очередь, 
приводит к усложнению уже имеющиеся условия (1.12), а именно: для 
каждой из условий а), б) и в) оно запишется соответственно в следующих 
формах:

П;<Г|„<1 (1.18а)

0<Т)о<1% (1186)

о < По < 1 (1.18в)
2. Для наглядности рассмотрим конкретный пример слабо­

неоднородной среды. Допустим плотность и модуль сдвига среды 
изменяются по следующим законам:

Р = Ро(։ + е, 5'п(гаг://)) (21)

Р = Ио(1+825'п(7сх://)) (22<

с условием 0<8|2 «1, где р0,Ц0 - соответствующие значения р и ц 

на границе X =0. а / - период изменения неоднородности но глубине 
подложки. Для среды (2.1), (2.2) выполняемы условия существования 
волны а), если 6, <е,. Дисперсионное уравнение (1.14) в данном случае 
примет вид

1 ■* (2.3)
+2Р(1-П0)3'2 +<?е2(1 ֊</»]„) = О

здесь 7 = тс/?//, с! = 3/2.
При выводе (2.3) предполагалось, что =2е2. Если толщина слоя 

намного меньше периода неоднородностей (Л«/), а это значит, что 
слой не "чувствует" неоднородности подложки, приходим к классической 
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задаче Лява. которая при расположении скоростей (1.13) решений не 
имеет.

Предположение о тонкости слоя позволяет трансцендентное 
уравнение (2.3) привести к квадратному уравнению

2^4' ֊ ЧоХ1" Ч,6)-1՜2^ ~ Ч«)' +<7Е:(| "‘Ч) = 0 (2.4)

Чтобы провести исследование дисперсионных кривых, задаваемых 
функциональной зависимостью /(г|о,Р) = 0 ио (2.4), зададим значения 

некоторых постоянных в табл. 1 (А).
Кривая фазовой скоросги, начиная со значения Т|‘=2/3, 

монотонно возрастает и стремится к значению Г)^ = П0(Р —> <»). 
определенное но

2*0- и.)՛ ■ + + ц>,;՛(1-п«,)+2^(‘ - 0ч,)' 0 - п,.) ■
Переходим к исследованию неоднородной среды (2.1) с условием

-1 «е,, <0 (2.5)

В данном случае выполняются условия б), если е. > е,. Исследуем 
(2.4) с учетом (1.15), которое ври длиноволновом приближении 
принимает вид

0<Р<Р0 (2.6)
где Рь=р1֊2^,-1](2^)՜'

Из-за длиноволнового приближения Ро « 1, следовательно.

?»-е,(<7/2)֊1 (2.7)
Несколько £ должна быть положительной, получим

£>-2/е3 (28)

Постоянные g. 0, (/ и е, зададим в табл. 1 (Б). В этом случае 

кривая (разовой скорости, начиная со значения Т]‘ = 2/3 (Р—>0) и 

монотонно убывая, стремится к значению Ро (т)0 ~> О).

И. наконец, в последнем случае этого варианта рассмотрим 
неоднородную среду (2.1) с условиями

0^е,«1, -1«е, <0 (2.9)
Нетрудно убедиться в том, что здесь выполняются условия в). 

Опять исследуется дисперсионное уравнение (2.4), где с1 = 1/2 
(поскольку берегся е, =0). Условие (1 16) упрощается, принимая вид 
Р>Р0. Исходя из соображений, проведенных в предыдущем случае, 
получим условия (2.7) и (2.8). Дисперсионная кривая начинается со 
значения Р(| и монотонно возрастая, асимптотически стремится к 

значению Г)„ ■
Переходим к рассмотрению второго варианта расположения 

скоростей
с,<У0<с„ (2.10)

Так как в этом случае а։ остается реальной, поэтому исследуется 
дисперсионное уравнение (1.9). Первая мода начинается со значения 
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(1.11) и с возрастанием Р монотонно убывает, стремясь к нижнему 
пределу рассматриваемого диапазона скоростей с}. В отличие от 
предыдущих вариантов, здесь имеем моды высших порядков. Они. 
отделяясь от верхней границы рассматриваемого диапазона скоростей, 
также монотонно убывают с возрастанием Р.

В конце обсудим третий вариант расположения скоростей
Уо<с,<со (2.11)

Настоящий вариант представляет из себя комбинацию двух 
вариантов - при с։ < V < б'(| приходим ко второму варианту, а при 
О < V < С, исследование уравнения (1.14) проводится аналогично 
исследованию, сделанному для первого варианта (1.13). Однако, условия 
существования волны здесь на Р ставят новые ограничения:

АЗ) Если ц' >0 и с' <0, то могут распространяться СПВ длиною 
0<Р<Р3 (2.12)

■•ле Р3 = ֊^[с'с0'е '(։-0 ') '’г+рЖ'(1֊е')' ]

Учитывая условие (1.18а) и область определения в данном случае, 
получим

<<П„ <9'. 1<0<1/п;

БЗ) Если ц' < 0 и с' > 0, то могут распространяться СПВ длиною 

2Р[1^гь/’]>-ц'ц;1л р>р}.

ВЗ) Если р' <0 и с'ъ < 0, то могут распространяться СПВ длиною 

2Р[1 + #М>]<^1Х'Л о </></>,
Далее целесообразно исследования продолжать для определённой 

неоднородной среды. Пусть среда задана в виде (2.1), (2.2). Условия АЗ) 
выполняются при 8, <£г Предполагая 8, =28, и учитывая табл. 1(В), 
получим численные ограничения для Г] 0 и Р.

Таблица I

А Б в г

г 1 1 1 1

е 0.5 0.5 1.2 1.2

ч 1 300 1 300

е2 0.01 -0.01 0.01 -0.01

1? области 0 1 < Т|о <1 они имеют вид подобно моде высших 

порядков. Нулевая мода, начиная со значения Г|’=2/3, монотонно 

возрастает до конца области определения 0 ', при которой Р = Л. 
Неоднородная среда (2.1), (2.5) допускает распространение СПВ. если 
82 >8,. С помощью табл. 1 (Г), предположения 8։ =28, и условии (2.6)- 
(2.8) получаем численные ограничения для СР 8- Легко зам< ить, 
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что нулевая мода изменений не терпит по сравнению с единственной 
модой. А в области О՜1 < Т| < 1 существуют моды высших порядков. 
Условия существования волны ВЗ) выполняются для среды (2.1). (2.7). 
Считая, что =0 и используя постоянные табл. 1 (Г), получим новые 
ограничения для Р, Г|о- Как видно, нулевая мода начинается со значения 

и монотонно возрастает до Ру.
При втором (2.10) и третьем (2.11) вариантах фазовая скорость 

принимает единственное значение только в том случае, если Р меньше, 
чем то его значение, которое принимает вторая кривая при значении 
со(т>о = ])’ ПУСТЪ По = |՛ тогла “о =°. Исходя из (1.9),

необходимое условие запишется Р < (3/2)я(0 -1) ’ При первом 
варианте (1.13) все три исследованные среды допускали единственную 
моду фазовой скорости СП В.
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ՀԱՅԱՍՏԱՆԻ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԶԳԱՅԻՆ ԱԿԱԴԵՍԻԱՅԻ 
ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ

ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ

ՍՆխւսնի1|Ա1 50, №3-4, 1997 Механика

ОБ ОДНОЙ ЗАДАЧЕ ПО ПРОДОЛЬНЫМ КОЛЕБАНИЯМ 
СТЕРЖНЯ, ИЗГОТОВЛЕННОГО ИЗ РАЗНОМОДУЛЬНОГО 

МАТЕРИАЛА

| Хачатрян А.А. |

U.U. Խաչատրյան
Տարամոդւոլ նյութից ս|ատրաստ։|ած ձողի երկայնական 

տատանումների մի խնդրի մասին

Դիտարկվում I. ծայրերում ամրացված ձուլի երկայնական տատանումները, երբ ձողի ինչ որ 
կտրվածքում նրա ասանցրի ոպղուրյամբ ազդող ւսժը հանկարծ հետսդվամ Լ:

Աոաջին կետում քերվում Լ այդ խնդրի լուծումը, երբ ձողը պատրաստված I սովորական հյուրից: 
Երկրորդ կետում բերվում է այդ նայն խնդրի լուծումը մի մասնավոր ղեպրի համար, երբ ձոդը 
պատրաստված I, տարաճողոՎ նյութից:

Л.А. K'hnclintrinn
On a problem of the longitudinal vibration of the rod made from different moduls material

Рассматривается продольное колебание стержня с закрепленными концами, когда 
действующая вдоль оси стержня citta. приложенная в некотором его сечении, внезапно 
удаляется.

В первом пункте приводится решение этой задачи для стержня, изготовленною из 
обычного материала. Во втором пункте. при одном частном случае, решается эта шдача. 
когда стержень изготовлен из разпомодульпого материала.

I. Стержень длины / с закрепленными концами находится иод 
действием силы I1 . приложенной в сечении X = /, и направленной 
вдоль оси стержня. В момент времени I = 0 внезапно удаляется сила и 
■тогда частицы стержня начнут совершать колебательные движения.

Уравнение движения имеет вид
, <52и д211 2 г. ,, ,,

= а = Е/р (1.1)
дх՜ дг

где Л’, р - модуль упругости и плотность материала стержня. Граничные 
и начальные условия в данной задаче следующие:

ди
при х = 0 и х = I и = 0 . при / = 0 —- = 0

df
(х/1 0<х</ Р! /

„ри/ = о «М = '^(/_г)Л ".=-^ п-2>

Здесь /, =/-/], Р - площадь поперечного сечения стержня.
Пользуясь методом разделения переменных из уравнения (1.1), 

после удовлетворения граничным условиям и первому начальному 
условию, для продольного перемещения получим 

, ч . пюс rniat
u(xj) = sin-—cos—— (1.3)

«I * '
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После удовлетворения второму начальному условию, 
предварительно разлагая функцию и(х,0) (1.2) в ряд Фурье по синусам, 
для Лп получим

. 1 »4
" Л2/,/, и2 /

В силу этого, для //(х,/) окончательно будем иметь

. . 2и0/՜ — 1 . nid . ппх imat
= ^T^^s'n~7^3'n~rcos~r

Я \ 1 Л=| п

(1.4)

(1.5)

Отсюда видно, что частицы стержня совершают периодическое 
движение с периодом, равным Т = 2//а . В частном случае, когда сила 
приложена в середине стержня к=12=1/2), из (1.5) получаемся 

известное решение |1]
/ \ 8//(, X՜' ( 0 /л . \ КХ /о , \

и(х,/) = —Г-У / ’ , sin(2» - 1)—cos(2zz - >)—— (1.6)
я" „al (2,1-1) I ‘

Из (1.5) в момент, когда I = Т/2 = 1/а, находим

О < х <, 7,
1,<х<1

(1.7)

то есть при / = l/а часть стержня (0 < х < /, ) будет находиться в 
сжатом, а остальная часть его в растянутом состоянии. Из физических 
соображений это очевидно, так как нет потери энергии и это положение 
стержня соответствует случаю, когда если бы сила Р была приложена в 
сечении X = / и была направлена в сторону х = 0 .

Заметим, что ряд (1.5) сходится весьма медленно и поэтому 
непосредственным использованием его сложно будег судить о 
перемещениях любого сечения стержня с течением времени. Однако есть 
возможность суммировать этот ряд после чего все эти вопросы 
решаются легко.

Для суммирования ряда (1.5) прежде всего необходимо там 
произведение, содержащее X и t , представить в виде суммы и 
использовать разложение, получаемое при представлении функции 
н(х.О) из (1.2) в ряд Фурье с продолжением ее нечетным образом.

Не останавливаясь на ходе суммирования ряда (1.5), приведем 
окончательные выражения для перемещения w(x,z) в отдельных
интервалах времени

О < Z՛ <I,/а

2/,х

-2/,(х-7)

О < х S /, - az,
/, - а/, < х < / + /2 - а/, 

l + l2-att < х < /

(1.8)
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Па фиг.1 приведен график функции h(x,/J (для случая /, >7, ), 

представляющий собой ломаную линию ОВ}С}С Ломаная ОВС 
соответствует моменту 1} = 0 . а ОК}С - моменту /, = 12/а .

l2/a<t2 <lja

2/,х

/(/.-^-(/.-/Jx

,֊4(x-/)

0 < x £ 7, - а/, 

/,-«/, Sx</ + /, -al, 

l + l,-at,<x 2 7

(1.9)

График этой функции является ломаная ОВ,С2С , а при
I = IJa график принимает положение ОК2С .

Фиг. 1

</«<', <//«

График этой функции является ломаная ОВ3С3С , а при /։ = 1/а 
график принимает положение (ЮС .

7/а</4 <(/ + /,)/<»
-2/,х

-/(/ + /,-Ч)֊(/,֊7;)х

2/;(х-7)

О < х < 7 + 7, - al
(1.11)

1 + 1,-aL < х < at - 7, 2 4 4 J
at- 7, <x <7 4 I

График этой функции (чтобы не загромождать график) имеет 
примерный вид, как ломаная ОВ^С^С , а при = (/ + 1^/а график 

принимает положение ОК^С .
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(/+л)/ст <z5 <(/+/,)/«
2/,x

Ъ֊7-7:)֊«֊7:?
2/2(x֊7)

0 < x < al՝ - / -/, 
(1121 

ai՝-l - /, < x < atf - /,

a/s - /, S x < /

График этой функции имеет примерный вид. как ломанач 
О В, С,С. . а при /5=(/ + /|)/а график принимает положение ОК С

(l+ l^ja <t( <21/0

21,х
l(att-l-l2)-(l,-l։)x

-27,(х֊/)

О < х < al. - / - /, 
(113) 

at^-l-l, < х < 2/ + /, - а։՝, 

2/ + /, -at6 <х$/

График этой функции имеет примерный вид как ломаная 
ОВ{\С . а при t6 = 21/а график принимает положение ОВС • Этим и 

завершается период колебания.
Нетрудно заметить, что все прямые ВС, и KtC, ОК, 

наралельны между собой и их наклон к оси х определяется величиной 
֊«„(/, -/2)/2/,/2 .

Следует отметить, что аналогичный результат. но совершенно 
другими методами, получен в книге |2| при решении задачи о 
поперечных колебаниях струны закрепленной в обоих концах, а это не 
удивительно, так как с точки зрения ма тематики эти задачи идентичны.

2. Рассмотрим теперь поставленную в пункте задачу для случая, 
когда стержень изготовлен из разномодульного материала. Как известно 
|3|, в этом случае уравнение движения для растянутой зоны есть

д2и 82и 2 ,°՝^^՝ а'=Е/р ,21) 

а для сжатой зоны-
, д2и с2и 2 ,
ЧТ = 47՜’ "г =Е /р <2 '2>
ох՜ 8г

где Zs* и Е՜ - модули упругости при растяжении и сжатии.
Сложность решения этой задачи заключается в том, что с 

течением времени в процессе колебания становится невозможным четко 
определить зоны растяжения и сжатия. Однако, в одном частном, когда 
место приложения силы Р удовлетворяет условию

/, //2 = а, /а, = ^Е՛ /Е՜ (2.3)

эта чрудность преодолевается и задача решается до конца.
В начальный момент часть стержня (0 < X S /,) находится в 

растянутом, а остальная часть (/, < X < /) ■ в сжатом состоянии. С начала 
удаления силы Р (l = 0) до некоторого пока неизвестного времени 
уравнение движения для первой части есть (2.1). а для второй части- (2.2). 
В этом промежутке времени граничные и начальные условия те же. что и 

95



в задаче первого пункта (1.2) с тон лишь разницей, что здесь величина 
«0 , при учете (2.3). имеет вид

Р/./2
"о =----<24>

FNE'E-
Кроме того, к граничным условиям добавляется также условие

и(/,-0,/) = «(/,+0,/) (2.5)
Решение для растя нугой части, удовлетворяющем первому 

граничному и первому начальному условиям, можмо представи л» в виде
■х>

n(x,t) = 22 А„ sina „xcosa „a,i 0 s x < /, 

Разлагая теперь в ряд Фурье по синусам функцию
0 < х < /,
/, < х < 21,

и приравнивая ее к »(х,0) из (2.6), получим

Ч (-Ï)՞՜1 . ю 

n-(2«-l)2’ " 2/,

(2.6)

(2.7)

(2.8)

Для сжатой части производим замену 1—Х=у. Тогда для ее 
решения, удовлетворяющего второму граничному и первому начальному 
условиям, представится в виде

//(у,/) = V 13п $лпО.пусо$£1паЛ 0<у<1,
л=1

Разлагая в ряд Фурье по синусам функцию 
0£у£/2

}'ЛУ> 1,[212-у !2<у<212

и приравнивая ее к »(з'.О) из (2.9). получим

8»й (֊I)-՛ (2и-1>
" я:(2„֊1)֊” " 2/,

В результате сравнения (2.8) и (2 11) будем иметь

(2.9)

(2.10)

(2-11)

(2.12)Л, = й„, <0 „/,=□„/,

Таким образом, решение для «(х,/) в рассматриваемом
промежугке времени, с учетом (2.3). можно представить в виде

о<х</, (2-։з)
х 2А

. (2«֊1)п(/֊х)
51П -------- —------- 1, <. X < /

2/, ՛
удовлетворяющее также граничному условию (2.5). Здесь 
/й =/։/л։ =/2/а2 - время, при котором волна растяжения из точки 
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л' = /։ доходит до точки х = 0 , а волна сжатия - из точки х = /։ до 
точки х = / .

Следует отметить, что формула для //(х,/) (2.13) имеет силу 
только для промежутка времени 0 <! I < /0 .

Из (2.13) видно, что в момент, когда / = /0, //(х,/о) = 0 . то есть 
стержень принимает свое недеформированное положение. 11о частицы 
стержня продолжают свои движения. R течение времени от / = /0 до 
/ = 2/0 волна сжатия от точки х = 0 достигает в точку х = /оя, = /, , а 

волна растяжения ֊ от точки Х = / также до точки х = /-1па] = Л 
Значит, в промежутке времени /0 < / < 2/(> часть стержня 0 < х < /, 
будет находиться в сжатом, а часть /, < л* < / в растянутом состоянии.

Скорость движения част иц стержня в момент, когда / = /0 , есть

ди 
д!

4и„ у 1
7t/„ „,2п- I

(2п ֊ 1)лх
sin-5------------

21,

sin -------- —
21

“о— 2-14)
Л.

Н промежутке времени /,,</< 2/„ уравнение движения для
масти стержня 0 < х </, есп. (2.2). а для части /2 < х < I - (2.1) Здесь
граничные условия те же, что и при 0 </</„, кроме (2.5), которое 
занимается на и(/, - 0, /) = и(/, + 0, /) , а начальные условия следующие: 

„ Зи и„
при I =и = О, — =----- (2.15)

3/ /„
Здесь ход решения в принципе тот же, как и для промежутка 

времени 0 < / < /0 . После удовлетворения всем граничным и начальным 
условиям, решение для //(х,/) в промежутке времени /„</<2/,,.
представим в виде

Чу (֊О'"՛ соз(2"֊0да
п-^(2/,֊1У 2г„ X

. (2/7 - |)ях 
sin֊------ L— с

2/,

sJ2”-1^֊*) /,

2'.
Здесь, принимая / = 2/0 . получим

(2.16)
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(2и- 1)тсх 
51П֊------------ 0 < .V < /, X

2/, * /,
X

(2»-1)п(/-х) 

2/|

= -"о

Ц 2 х < /

- (2.171
1-х

Сравнивая //(х,2/0) с //(х,0) замечаем, что /։ и /, 
поменялись местами и изменился знак плюс на минус. Это положение 
стержня (при 1 = 2/„ ) соответствует случаю, когда если бы сила Р 
была приложена в сечении стержня X = Л и была направлена в сторону 
х = 0 . Таким образом, в момент, когда / = 2/ц , часть стержня в 

интервале 0 < / < /0 находится в сжатом, а другая часть ( Л < х < / ) - в 
растянутом состоянии. Далее за время К/а, = /0 волна сжатия из точки
х = Л доходит до точки х = 0 . а волна растяжения - из точки х = /, 

до точки х = / . Поэтому в промежутке времени 2/0 < / < 3/0 уравнение 
движения для части стержня 0 < X < /, есть (2.2). а для части
/, < х < / - (2.1). Граничные условия те же, что и для промежутка 

_ с// л
времени /0 < / < 2/0 . а начальные условия - при / = /0 — - и , а

//(х,2/0) определяется функцией (2.17). После решения и некоторых 
преобразований для //(х,/) получаем формулу, совпадающую с (2.16). 
Следовательно, выражение для ?/(х,/) (2.16) представляет собой 
решение задачи для промежутка времени /։, < / < 3/0 .

Из (2.16) видно, что при / = 3/0 ;/(х,3/0) = 0 . то есть стержень 
снова принимает свое недеформированное положение. Но частицы 
стержня продолжают свои движения вдоль положительного направления 
оси х . В течение времени от / = 3/0 до / = 4/0 волна растяжения от 
точки х = 0 достигает до точки х = /։ , а волна сжатия - от точки 
х = / также до точки х = /, . Значит, в промежутке времени 
3/,, < / < 4/0 часть стержня 0 < х < /, будет находи ться в растя нутом, а 

остальная часть - в сжатом состоянии Чтобы не повторяться, отметим, 
что выражение для //(х,/) в промежутке времени 3/0 < ( < 4/0 
совпадает с выражением (2.13), полученным для промежутка времени 
0</</0 .

Из (2.13) видно, что при / = 4/0 и(х,4/0) =//(х,0) , стержень 
принимает свое первоначальное положение. Поэтому здесь мы имеем 
дело с периодическим движением, с периодом, равным 4/л

Таким образом, поставленная здесь задача решена. Еше раз 
отметим, что для промежутка времени 0 < / < /() и 3/0 < / < 4/0 
решение представляется формулой (2.13), а для промежутка времени 
/0 < / < 3/ц - формулой (2.16).

В частном случае, когда стержень изготовлен из обычного 
материала 1Е' = Е՜) , из (2.13) и (2.16) получается формула (1.6), но не 
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формула (1.5), так как из-за принятого нами соотношения (2.3) следует, 
что /,=/,= //2 •

Здесь, как и в первом пункте, для четкого представления о том, 
что происходит с перемещениями частиц стержня в течение времени, 
необходимо суммировать ряды в формулах (2.13) и (2.16)

Для суммирования ряда первой строки формулы (2.13) пользуемся 
рядом Фурье по синусам функции (2.7). а для второй строки - функцией 
(2.!(•).,Vя суммирования же рядов формулы (2.16) пользуемся теми же 
разложениями, но в соответствующих местах, поменяв местами А и 
/, .

Не останавливаясь на ходе суммирования этих рядов, приведем 
окончательные выражения для перемещения //(л՜./) в отдельных 
и нтервала х времен и.

0</, </։,

0< А' </։ -а,/, 

/։ - aïtl < .v < /։ +н;/|

4 + aj՝ <х</

(2.1В)

На фиг. 2 приведен график функции //(х,/։) (для случая 
/։ > /, ). представляющий собой ломаную линию ОВ՝С}С Ломаная 
ОВС соответствует момен ту /, = 0 , а прямая ОС - момен ту 1՝ = /0 .

О < Л' < 3/, - aj2 

3/. a2f2<x<a}i2+/. -2/, 

С7,/, +Л -2/, < а-£/

Графиком этой функции при /(|</, <2/0 является ломаная 
ОВЛСС , «I при / - 2/,, график принимает положение 01)С . График 

же »той функции при 2/„ </, <3/,, имеет примерный вид, как ломаная 
ОВ.(\С , а при /, = 31, график представляет собой прямую ОС
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3t„ </, <4z,

x//,

(g ~ -’бЗЛи 
(/֊■՝>

и(х./.)=«„

0 < x < a}/3 - 3/։

<7։/3 ֊ 3/, < x < / + ЗЛ - <?,/.

/ + 3/, - a2l3 < x <1

(2.20)

График этой функции имеет примерный вид, как ломаная 
(?В|С|С а при /3 = 4/0 график принимает положение О ВС . Этим и 

завершается период колебания.
В заключение отметим. что прямые В}С\, В2С2 наралельны оси х.
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ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ

41i|uuiG|iI|ili 50, №3-1, 1097 Механика

ОБ ОТДЕЛЕНИИ ПЛАНАРНЫХ И ПОПЕРЕЧНЫХ 
КОЛЕБАНИЙ ТОНКИХ ПЬЕЗОЭЛЕКТРИЧЕСКИХ ПЛАСТИН

Мкртчян Л.Р.

(ПцнпмтЬ
nui|iuil| ii||iti<]nl.iLI|in[i|il| niu[lip|i ицшйшр L рГпцп^ГниЦшб inii)ininGniGGh[i]i uiGyiuinriuiG Giiiu[iG

(12]uiiiunul'ipind i|]iuiuiplp(iiiG T>G pdi|[iujliiipt>G pLtiimigijiu։) 6mm ijiunji jniquulj u|]։bqnl|blpnji|il| 
nni[hp|i uiquiui b luiipl|uii]ptulpuG inunmuGnirtlibjip. Uui|hp|i iiiipt|iudui-i]ti44ipihi)<j|iiiG i|Jicii։il|jT huirimp 
|1Г1ц1пГп||П|5 I tptitiiulpuG inbuiiipjiuGp b inuipphpnipjitth ln։ijinG|i hhinuiqninnip)inG(ilip|i. L|tilpnpuilpuli 
ipininji hinGiup n> h|i h|iupiplH| ։՝|i qpi|ind: RGqiuGQntn I. ilfiiujli, пр l.[bl|inpiul|UiG qui;in|i tipniiliGg]iiu|]i l]inpli||i 
I libplpu|iu<jGL| pliijpiijGuilpiiG l|iin|iq]iGiiiin|i Glpuimhnrip u|nibuip|il| h Iiiulpuu|i6binp]il| .]uiibl|g|i։ublqi|i 
<|iiiihup|i uibiipn։|: -3n|iji| t mpi]iini, lip прп;н|1Ц| LihlpnpiiilpuG liqpmjjiG upujihiiliGlipJi qT.tqpnni iqpiiGuip 
inniininGnniGhpp. npnGg rtby tfiuuGuilpjntri I l|lilpnpiiilpuli qui<nn|i iipunbGq|nti||i Inulpiiu]i6liiiqi|il| riiinip, 
ni(iyuiuii|niri bfi pliiipiijliinlpnli iiiuiiiiuiGiiiriGli|i|ii). npnlig dbg diniiGiul|qnid I. (hub L|lilpiipiut|iuG ipuyuili 
upnntiG<l|iiU|]i u|iiHiuip|ili rtiuup: РЬрфий L шпшдфшЧ uq։qinibp(itip]i pi|uij|iG hnnibd։uuiiupjinli|i:

L.R.Mktrdiiiui
On separation of transverse and planar vibrations of piezoelectric plates

В работа рассматриваются свободные п вынужденные колебания поперечно 
поляризованных тонких пьезоэлектрических пластин класса 6mm Относит ем.н». 
напряжспно-дсформированпого состоянии пластин принимается клагс ическая теория В 
отличие or известных исследований, на потенциал электрического поля гипотезы не 
налагаются, кроме тою. что ноюпциал поля можно иредставип. н виде суммы симметричных 
и антш. имметрнчиых отпосительпо поперечной координаты, функций. Нокаэыпаегся, чго при 
определенных электрических граничных условиях планарные колебания (колебапич 
обобщенного плоскою состоянии) с антисиммегричной частью потенциала электрического 
поля отделяются от поперечных колебаний с симметричной частью потенциала поля 
Приводится численное с)>авпение иолучеппых реэулыатов.

I. Пусгь гонкая поперечно-поляризованная пьезоэлектрическая 
прямоугольная пластинка постоянной толщины 2h отнесена к системе 
прямоугольных декартовых координат так, чтобы плоскость (AWZ) 
совпадала со срединной плоскостью пластинки.

Упрощенные материальные соотношения, в которых согласно 
классической теории пластин пренебрегаются нормальное напряжение 
G.. и поперечные сдвиговые напряжения ап, а?2, возьмем в виде:

Д| = + 4Ъ°:2 +</п65> = 0, е,, = е,, = 0
<6՝ = +t/.|6’3; et, = 2(л՝н - .V.Ja,, 111,
Д = е,Л,; D2 = е.Д,; D, = е,/Д +г/я(оп + а..)

.Здесь - компоненты вектора электрической индукции, а 
компоненты напряжен поспи поля, дл>1 которых имеем

Е, =-^- 
дх։

Тогда, па основе гипотезы Кирхгофа из (1.1) можно найти напряжения в 
пластинке по (формулам
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<5,2

8u dv f с:и՛ й2и-] 
— + v г —- + V г 
йг ду \йг՜ ду՜)

Е Sv ди (S'w й2и'| , ,, х «р
——-------ь V— - г —- + v—֊ +</,.( I + V)—l-v|_cjy дх 1йу՜ дх՜) ' Sz

12 ~
Е (ди dv . d2w

—------?l-----ь------2z-------
2(l + v)<5y дх схду,

(1.2)

а также компоненты вектора Электрической индукции

А dnE(du dv 'if 2Ed;.'}d<f>-J— — +------zAxi' - g.--------- — —
1-vW.r dy ) \ \-v)dz

Dt=-e>* Д=-ЁЛ 
՛ 'ax- ■ 'ay

Здесь //, v, ։։՛ - перемещения срединной плоскости пластинки. Из 
условий статической эквивалентности, вместо напряжений удобно ввести 
внутренние силы и момент։»!, отнесенные к единице длины срединной 
плоскости пластинки.

„ Jou с\Л Jdv dti\
<йг ду) \.йу дх)

„ \-\’,(ди av՝) ,, ,, а2ч-
S =------ ( — +— . H = -(l-vW—— (1.3)

2 key дх) дхду

.. Jdzw а:чЛ , 1 г , |
Л-/, = -D\ —- + v—г + М ф + <р —

Vftr ду-) V h\ )

. у ,/1 Г J 'l
М-. = -/J —г + v—г + ИА ф. + <р — фаг 

дх-J < h\ )
где введены следующие обозначения:

1-V՜ 1-v Л1՜՜''՜)

а ф. и ф. - значения электростатического потенциала на лицевых 
плоскостях пластики г - ±Ь.
Рассмотрим следующие поверхностные условия:

°м = 0> ам=аэ2=° (’•-•)
<։) <р = ф1'1, £>з=41’’

а также другие варианты электрических поверхностных условий:
б) ф = 0, в) = 0 и их сочетания па лицевых плоскостях з = ±Л.

Осредним уравнения движения пластинки. Тогда получим 
выражения перерезывающих сил. а также уравнения колебаний 
пластинки относительно перемещений срединной плоскости и 
потенциала электрического поля.

п д д ( 1 г ,
1У} = -и—/Ун + пА— <р + ф — Ф«-

дх дх V И3, )
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д (? I IяЛ', =-£>—Ди’ + ЛЛ— <р +<р — [цхЕ 
ду ду к, * -л -

(1.5)

Ди +
1 + V с
1 - V дх

, (<и(' + у) с1 , 2р(1 + у) 5;и
Л ' Е д!2

1 + у д ( дч (лЛ «Л|(1 + у) д , , 2р(1 + у) д2ч
Ду +---------- — + — +——-------- -— <р -<р ) = —1——

1-у дДйх ду) Л дух ' Е дг

£>Д2и' + 2рй^-^--ЛЛД ф + <р --[ф«к|=0 (1.6)
дг к )

К этим уравнениям движения дополняется уравнение
электростатики, которое возьмем в трехмерном виде

е,Дф + й—֊- + ЛД՝։' = 0 (1.7)
&՜

Здесь Н = е, -2В3}А > 0 (так как е, по порядку больше, чем 
с131А). Из системы (1.6) видно,что если на лицевых плоскостях пластинки 
заданы постоянные значения потенциала электрического поля ф. и ф_, 
тогда планарные колебания (колебания обобщенного плоского 
напряженного состояния) отделяются от поперечных колебаний.
Выразим перемещения срединной плоскости и и V через две функции 
Фи Т.

зф ат аФ ат
и =---- + —, у = —------- —

дх ду ду дх
Тогда, после некоторых преобразований система (1.6) преобразуется к 
следующему виду:

<А.Е
Здесь, как обычно, у, = —— - коэффициент электромеханической 

2рЛ
Е , Е 

2р(1 + у) р(1-у֊) 

Функции Ф и Т в системе(1.8) отделяются, но они связаны 
электрическими поверхностными условиями. И задачи планарных и 
поперечных колебаний взаимосвязаны.

Пусть потенциал электрического поля таков, что его можно 
представить в виде суммы симметричных и антисимметричных 
относительно поперечной координаты, функций (р = фс 4֊ фа, 
где фДх.ф.Л) = ф, (х,у -1г). Фа(х,>',А) = ֊фД*’.?' -Л)
Тогда система (1.6), а также уравнение электростатики (1.7) распадаются 
на две самостоятельные системы
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с’АЧ'-—г=0
' дГ-
, д2Ф

с;аф--^г + 2х,ф„. =о

Л^֊^֊ + е,Д<р„ =0

(1.9)

, З2»' 2ЛЛ | . Д/'бф՝) 1
А>Дчг + 2рЛ— ---------- М(е,<р +Лм') + — —- > = 0

дг е, Л \ & /11 (1.10)
5-^£- + Д(е|ф։ +Ли') = 0

Из приведенных уравнений видно, что уравнения планарных 
колебаний, в которых участвует также антисимметричная часть 
потенциала электрического поля в общем случае отделяются от 
уравнений поперечных колебаний с симметричной частью 
электростатического потенциала.

Будем искать решения системы (1.9) и (1.10) в виде гармонических 
волн

Т = Ч/„ ехр/(со/ ֊ к{х- к2у), Ф = Ф„ехр/(ш/ ֊ к}х- к2у) (1.11) 

и՛ = м'о ехр/(со/ -к}х- к2у), <р = /(г)ехр/(ш/ - к}х- к2у)
В этом случае первое уравнение системы (1.9) приводит к сдвиговой 

волне (БУ)

Рассмотрим следующие электрические поверхностные условия 
ф = фИ, при г = ±И (1.13)

где символом (е) обозначена внешняя среда. Примем, что 
фИ = + <рМ

где ф1/՝ и ф^- потенциалы электрического поля для внешней среды, 
которые соответствуют симметричной и антисимметричной частям 
потенциала ноля соответственно. Тогда выбранные электрические 
поверхностные условия (1.13) имеют вид

К уравнениям (1.9) и (1.10) и к граничным условиям (1.14) 
присоединяются также уравнения внешней среды

^ + ДфМ=0; ^ + Дф(/)=0

Итак, при рассматриваемых электрических поверхностных условиях 
уравнения и граничные условия разделяются и приводят к 
самостоятельным системам относительно функций Ф, <ра, и 
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и\ <рс,<р| соответственно. Первая система описывас։ колебания 
частотой

(]; _ (2Л*~х, -А'с,е„)1Ьх*/? + А:с,;Зх 

В% - гДУг/кИ
а вторая - с частотой

X т՜“’ 1Ьх«1 ֊ 1.)к'г„ + гА2к:Иг " к11 
Е!

2рЛ(«Х1ЬхАЛ - в0)
, е,

1ле г = 7
При электрических граничных условиях б), т.е. когда лицевые 

поверхности пластинки электродирива пы и заземлены, имеем
(рг = 0, (ра = 0 при 2 = ±Л

В этом случае из системы (1.9) отделяется также уравнение, приводящее 
к продольной волне (РУ)

(О2 ,
—г = с; (1.15)
к’

г.е., планарные колебания отделяются от поперечных колебании и не 
зависят от пьезоэффекта, а поперечные колебания происходят с 
частотой

, Г)ЬЛ кА
<Л- (^кЬ-^кИ) (1.16)

2рЛ рЛе,х
А для электрического ноля внутри пластинки имеем

е11сЬ/М .

Разлагая в уравнении (1.16) функцию гИх^А в ряд по степеням 
ук!1 (т.к. х^А « 1) и сохраняя первые три члена этого ряда. получим:

о
Ок
2рА|_ 1֊2х Х<>=—7֊ 11.17). где

Согласно (1.17) частота поперечных колебаний при

увеличивайся, а при х.. > ~ * уменьшается. При Хи - ~ получим

СО՜ —> со . Однако вычисления для различных материалов показываю։.
1

что параметр Хи для реальных пьезоэлектриков «— Например,

В случае, когда лицевые поверхности пластинки 
неэлектродированы и /93 = 0 . планарные и поперечные колебания 
отделяются и происходят с частотами

материал Р2Т-4 С<15 ВаТ։О3 ЦТС-4 ЦТС-19 ТБК-3

Хи 1.41-10՜3 0.2-1 О՛4 0.08-10՜5 1.16-10-2 6.3-103 5-1 О՛3
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, 2х/Я111Х*Л , , , /)к4 к'А՜, ч
и՜ =—!----------- + с;А-՜ . <о՜ =------------------ (х£Лс։ЬхМ֊ I)

%2? 2рЛ ре,
в) Когда следующие поверхностные условия заданы на лицевых 
плоскостях пластинки

Ф = О при 2 - И , /Э3 = 0 при г - -11
планарные и поперечные колебания взаимосвязаны и частота колебаний 
определяется из биквадратного уравнения |1|.

2 Рассмотрим вынужденные колебания пластинки-полосы. 
Пластинка колеблется под действием переменной во времени 
электрической нагрузки, заданной на лицевых плоскостях пластинки. 
Рассматриваются два случая электрических поверхноегых условий

а) ф, = ф(,ехр(/со/)81п(7сг/бт) . ф = фоехр(/<о/)8т(тсг/л)

б) Ф± = Фи ехр(/со/)5։п(тсг/а) (2.1)
Пусть на торцевых плоскостях пластинки-полосы л* = 0, а заданы 
следующие граничные условия:

7' =0, w = 0, М} = 0, ф = 0 (2.2)
Из уравнений колебаний пластинки (1.6) и выбранных граничных 
условий следует, что в случае вынужденных колебаний также планарные 
и поперечные колебания отделяются друг от друга.

Решая задачу в случае электрических поверхностных условий а), 
получим резонансные планарные колебания

^3l(I-V’) 1 /. Ч / 7аЛ

и - ——;— -------——exp(/со/)соя —I֊©2/©; n ' AaJ
а

< резонансной частотой

Выражение (2.3) совпадает со значением, полученным ранее в |2). 
Но в отличие от этой работы, здесь планарные колебания влекут также 
поперечные колебания с частотой

. Dk4 (я/«)՜ A՝ , ч
<0՜ =------ +------ ------- I-а tha) (2.4)2рЛ ре, v ’

тяЛ которые не резонансные. Здесь а =----- .
а

Решая же задачу в случае электрических поверхностных условий 
б), получим резонансные поперечные колебания В этом случае 
планарные колебания не зависят от пьезоэффекта и частота колебаний 
имеет вид (2.3). Л для поперечных колебаний

-2/7Л(я/'л)'ф0(1 - a՜1 tha) 
со0 =---------- -г---------------------- ------------гт-------------г

£>(к/бг) -2рЛсо2 + 2Л28։’’Л(7с/с/)‘(1 ֊a ‘tha)
и резонансные частоты имеют вид (2.4).
Разлагая в формуле (2.4) функцию th в ряд по степеням a и 
ограничиваясь тремя членами ряда, получим, ч то во втором приближении 

СО2/® о (гАе (й'о — DkAfiph ) не зависит от толщины пластинки, а в 
третьем п риближе։ ։ и и
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со
!■£ 5£Sсо

3. Рассмотрим вопрос разделяемосги механических граничных
условий но торцах пластинки. Возьмем различные механические
граничные условия, нпнример для кроя х = 0 .

I) Пусть край х = 0 шарнирно оперт. Тогда, используя выражения 
внутренних сил и моментов (1.3), получим:

+ 2Л<ра. =0.
ди ду — +— 
ду дх

и՛ = 0

֊ ^֊֊^ + М 2фс. - 7 [Фс^ 

дх՜ < h Jh )
2) В случае, когда край свободен, имеем:

(ди сНЛ л л
—+ v— +2Лф, =0 , 

kchr оу)
ди dv 
— + — 
ду дх

д՜ и՛ д՜ и՛
дхг ду

+ I1A 2<рс —[ф/Zz =0 
к ■ )

֊/J—Ди’ + ЛЯ—|
дх дх

д} и*
^Т = 0схду

= 0

3) В случае, когда край х = 0 жестко заделан

и՛ = 0, — = 0, и = 0, V - 0 
дх

Как видно, в рассматриваемых граничных условиях уравнения для 
и՛, фс и //, V, фа разделяются.

4. Рассмотрим вынужденные колебания гонкой пьезоэлектрической 
пластинки-полосы, которая шарнирно оперта по краям х = 0,а. 
Колебания проиходят под действием электрического потенциала ф .
заданного на торцах пластинки.

Пусть заданы следующие электрические поверхностные условия
Ф, =0 при z = h и ф =0 при z--h (4.1)

При выбранных поверхностных условиях (4.1) планарные 
колебания пластинки отделяются от поперечных колебаний и не зависят 
от пьезоэффскта.

Рассмотрим уравнения, описывающие поперечные колебания 
пластинки-полосы (1.10).

Выбранные граничные условия имеют вид:
а) и՛ = 0, Л/х = 0, ф = VQ sino/ при х = 0,а (4.2)
Решив поставленную граничную задачу для потенциала ноля и 

перемещений, плучим
., . / ч . НТСХ •X֊’ и^Хфс = + 2_/Р„(з)81П----- SIHCO/, И'= 81П(0/2^И'п sin

(7 а

e, 7UJ

■chZ"\ 
а

Jch^A 
а

А 
— 
е։

(4.3)
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Отсюда можем дЪлучить резонансные частоты поперечных 
колебаний:

+ v)
th^ 

а

а

<0՜ =0 при >з = 2,4,6,.. (4.4)
Рассмотрим другие варианты электрических граничных условий: 
б) Пусть фс = Р'„ sinw/ при х = 0

Фс = -И„ sin<о/ при х-а (4.5)
В этом случае для резонансных частот колебаний получаем: 

<й,:,=0 при 33 = 1,3,5,. (4.6)

Г ,
, _ E fTU/Y 1Г кзз/зУ rf,‘,£(l + v) а ।

~ p(l-v:)V а) ll a ) 8,(1-v)

V a J 
при п = 2,4,6,... (4.7)
в) Пусть (рс = Fq sinco/ при х = 0

Фс = 0 при .г = а (4.8)
При этих граничных условиях для резонансных частот получаем то 

же выражение (4.7), только для всех натуральных п .
Сравним полученные резонансные частоты колебаний пластинки с 

резонансными частотами задачи, рассмотренной в |1|. В указанной 
работе рассматривались вынужденные колебания шарнирно-опертой 
пьезоэлектрической пластинки-полосы, когда на лицевых плоскостях 

заданы ‘ф. = ±е"'^ф0„(х)81п^- 
п=1 а 

а на торцах пластинки потенциал поля равен нулю.
Для рассматриваемой задачи резонансные частоты планарных 

колебаний имеют вид:

(4.9)

а поперечные колебания не резонансные.
Вычислим 'Р=со'/со;п для пластинки-полосы, изготовленной из 

пьезокерамики Р2Т-4 при различных значениях относительной толщины 
И/а и для различных вариантов электрических граничных условии
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Исходные параметры пьезокерамики PZT-4 следующие:
= 1475, é|j = 13OO, <731 =-123-10՜8, d„ =496-IO՜8

<У„ = 289■ 10՜8 \d,t -r0i cmojc|, S® = 12.3- IO՜'3

S3® = 15.5-I0՜13, =-4.05-10՜13, £* = -5.31-10 13

5Д = 39.0-10 |3,[£^֊см2ди»՜'], p = 7.5 г см՜3
Таблица I

n\(j/a 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05

1 3.3-Ю՜'1 1.318-10-3 2.966-Ю՝3 5.27310՜3 8.239’Ю'3

3 2.966-10՜3 1.186-Ю՜2 2.669-10'2 4.745-Ю՜2 7.414-Ю՜2

5 8.239-Ю՜3 3.295-Ю՜2 7.414-Ю՜2 1.318-Ю՜1 2.059-Ю՜1

7 1.615-Ю՜3 6.458-Ю՜2 1.453-Ю՜1 2.583-Ю՜1 4.035-Ю՜1

9 2.669-Ю՜2 1.067-Ю՜1 2.401-Ю՜1 4.268-Ю՜1 6.668-Ю՜1

Таблица 2

/ïN^/cr 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05

2 1.318-Ю՜3 5.273-Ю՜3 1.186-Ю՜2 2.109-Ю՜2 3.295-Ю՜2

4 5.273-10՜3 2.109-Ю՜2 4.745-Ю՜2 8.435-Ю՜2 1.317-Ю՜1

6 1.186-Ю՜2 4.745-Ю՜2 1.067-Ю՜1 1.897-Ю՜1 2.964-Ю՜1

8 2.109- Ю՜2 8.435-Ю՜2 1.897-10՜1 3.372-Ю՜1 5.26910՜1

10 3.295-10'2 1.317-Ю՜1 2.964-10՜1 5.269-Ю՜1 8.231-Ю՜1

В табл. 1, 2. приведены численные результаты отношения Ч7 
резонансных частот указанных задач в случае электрических граничных 
условий соответственно а) и б) для /7=1,...ДО и 
h/а = 0.01, 0.02, 0.03, 0.04, 0.05.. В первом случае 4х = 0 при четных п, а 
во втором случае Ч7 = 0 при нечетных п .

В случае электрических граничных условий в) отношение Ч7 
принимает значения обеих таблиц (для всех И = 1,...,10).

Численные результаты показывают, что с возрастанием п значения 
резонансных частот обеих задач сближаются.

Для очень тонких пластин (Л/я = 0.01) резонансные частоты 
поперечных колебаний на два порядка меньше, чем соответствующие 
резонансные частоты планарных колебаний. Для остальных случаев 
относительной толщины h/a на порядок меньше. С увеличением 
относительной толщины пласгинки значения рзонансных частот обеих 
задач сближаются.

Сравним значения резонансных частот поперечных колебаний 
задачи, когда на лицевых плоскостях пластики заданы условия

Юм 7DC ifm •<р =фое sin— (р = -фое sin — 
а а

для потенциала электрического поля и рассматриваемой задачи, когда 
пластинка колеблется под действием потенциала поля, заданного на 
торцевых плоскостях.
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В случае граничных условий (4.2) эти значения совпадают при 
нечетных п. (При четных значениях п в рассматриваемой задаче).

В случае граничных условий (4.5) эти значения совпадают при 
нечетных значениях п. В случае же условий (4.8) резонансные частоты 
обеих рассматриваемых задач совпадают при всех значениях п .

Рассмотренные в работе свободные и вынужденные колебания 
пластинки приводят к следующим выводам.

Если потенциал электрического поля внутри пластинки таков, что 
его можно представить в виде суммы симметричной и антисимметричной 
относительно поперечной координаты функций, то уравнение планарных 
колебаний, где участвует также антисимметричная часть потенциала 
поля, отделяется от уравнений поперечных колебаний, в которых 
участвует симметричная часть потенциала поля. Но эти колебания 
связаны граничными условиями. Показано, что при соответствующем 
выборе электрических поверхностных условий упомянутые задачи 
отделяются друг от друга. Отделяются также рассмотренные 
механические условия на торцах пластинки.

Рассмотрены задачи вынужденных колебаний пластинки, когда на 
лицевых плоскостях заданы периодически изменяемые во времени 
потенциалы электрического поля. В случае чисто планарных колебаний 
полученные резонансные частот совпадают с ранее известными [2|. Но 
в отличие от работ |2], здесь планарные колебания влекут также 
поперечные колебания, которые не резонансные. Показано, что при 
определенных электрических поверхностных условиях возможны чисто 
поперечные резонансные колебания. Исследовано взаимодействие 
планарных и поперечных колебаний в общем случае.

Рассмотрена задача вынужденных поперечных колебаний 
пластинки под действием различных электрических нагрузок, заданных 
на торцевых плоскостях. Полученные резонансные частоты 
сравниваются с резонансными частотами планарных и поперечных 
колебаний, когда пластинка колеблется под действием электрической 
нагрузки, заданной на лицевых плоскостях (для пьезокерамики Р2Т-4). 
Численные результаты показывают, для очень тонких пласт-ин 
(/?/а = 0.01) резонансные частот поперечных колебаний (в задаче 
колебаний под действием торцевой нагрузки) на два порядка меньше, 
чем соответствующие резонансные частот планарных колебаний (в 
задаче колебаний под действием заданной на поверхности нагрузки). Для 
остальных случаев рассмотренной относительной толщины 
{h/а = 0.02,...0.05) эти частоты отличаются на порядок. С возрастанием п 
значения резонансных частот обеих задач сближаются.

Автор выражает благодарность профессору М.В.Белубекяну за 
постановку задачи и ценные консультации.
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ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ

Մեխանիկա 50, №3-4, 1997 Механика

ОБ ОДНОЙ СМЕШАННОЙ ЗАДАЧЕ ДЛЯ СОСТАВНОЙ 
ПЛОСКОСТИ, СОСТОЯЩЕЙ ИЗ ДВУХ КЛИНОВИДНЫХ 

ОБЛАСТЕЙ, ОСЛАБЛЕННОЙ СИММЕТРИЧНОЙ 
ПОЛУБЕСКОНЕЧНОЙ ТРЕЩИНОЙ, ПРОХОДЯЩЕЙ ЧЕРЕЗ 

ВЕРШИНУ КЛИНЬЕВ

Аветикян В.Е.
Վ.Ե.Ավետիթյան

Երկու սեպաձև in իրույթներ ից բաղկացած բաղադրյա| հարթության մի խաոը խնդրի մասին, որթ 
թոԱացված Լ նրա սիմետրիայի աոանցբի վրա դտնվող և սեպերի դադարով անցնողկիսաանվերջ 

ճաքով

Դիտարկված L խառը խնդիր երկու սեպաձև տիրույթներից թաղկացած րաղադրյալ հարթության 
համար, որթ թուլացված է, նրա սիմետրիայի առանցքի վրա դտնվոդ և սեպերի դադարով անցնող 
կիսաանվերջ ճաթով

Խնդրի լուծումը բերված I. Վիներ-Հոպֆի .ֆունկցիոնալ հավասարմանը, որի տակ լուծումը ստացված 
է:

V.E.Avctikjan
On ո mixed problem for n plane, which is composed of two wedges mid weakened with n crack, placed along 

Its symmetry axis and overlapping the vertex of the wedges

Рассматривается смешанная задача для кусочпо«одпородиой плоскости, состоящей и i 
д$ух клиновидных областей. жестко сцепленных вдоль границ 

9 = iOC (0 < (X < 7Г,0 < Г < , ослабленной симметричной полубес конечной 
трещиной, проходящей через вершину клиньев. Решение задачи сведено к функцоинальному 
уроненшо Винера-Хопфа. получено его замкнутое решение. Определено значение 
коэффициента особенности в конце трещины.

Рассмотрим смешанную задачу для кусочно-однородной плоскости, 
состоящей из двух клиновидных областей, жестко сцепленных вдоль 
границ 9 = ±а (0<а < я,0 <г < со). имеющих модуль Юнга и 
коэффициент Пуассона £pv։ при -а<9<а и ^շ,\>շ при 
а < 9 < 2я - а, соответственно. При 9 = 0, 0 < /* < со и 9 = я, 0 < г < а 
имеется полубесконечная трещина, к берегам которой приложены 
заданные постоянные нормальные нагрузки.

Граничные условия сформулированной симметричной задачи 
можно записать так:

9=а, խ] = [«3] = 0; [а.,] = [тгЭ] = 0, 0<г<со (1)

9 = 0, тгЭ =0, 0<г<оо; օ8=-Ծ|, 0<г<а (2)

Э = я, ծ„=֊ծ„, 0<г<а; ււԳ=0, а<г<«>эо а (3)
9 = к, тгЭ = 0, 0 < г < оо

И «9 - смещения, Os,TrS - напряжения, Ծ0,Ծ, - заданные постоянные 

величины, [Л՛'] - скачок величины Л. На бесконечное-™ напряжения 
исчезаю'!՝.
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Применяя интегральное преобразование Меллина с комплексным 
параметром р .к уравнениям Ламе и к граничным условиям задачи (I)- 
(3), после некоторых выкладок для поставленной задачи получим 
следующее функциональное уравнение Винера-Хопфа:

. д(р) Г—*z , \ а« 1 д(р)
Г ед Г(р+>я) - 77 ед

(-е < Rep < 0, 0 < е < 1)
£>1(p) = A2[G1 + 3sin2np] - A']G2 - (1 + v,)/!,]-(1 + v2)/l2, k = E2/E՝

D.(p[ = к [//, + //„ + 5 sin; лр] - k^H, + H„ + Bt(C,, ֊ (1 + v,))] +

+ Й,[С,, -(1 + v,)]. Dj(p) = 8//3 + 6£[2sin лр-Д,]

G2 = A,(5, ֊ v,5)֊ 2(1 + У;)Л3 ֊ 4Д0 + 2[2A0 ֊ (1 ֊ v,)a,] x

xsin2(K-a)p + 2p(l + v,)[a + Ao - 2psin2(n-a)p]sin2 a, (./ = 1;2)

Ho = 2pBt sin2 a -0.5Д,/!,

Ht = Bj (6, ֊ v,5) ֊ 2(5, ֊ v,6) + 20, + С/, (7 = 1; 2)

H} = Ao cosnp + [3։ + A2 - pv,(l - p)sin2 ajsinTip

A3 = Д, sin2np- До sin2 яр (4)
C,j =2-(v, +vj֊p(p֊l)(l + v,)(l + vjsin2a

B: =(3-vjsin2(%-a)p + p(l +v )sin2a-2, (z = l;2)

A, = (3 - v,)sin2^-a)p + p(l + v,)sin2a, (z = 1,2)
Q: =2psin2a[l + (p-l)(l +v()sin2 pa]

5 = sin2 pa-p2 sin2 a, 5, = sin2 pa + p2 sin2 a

До = sin2pa + psin2a, Д, = sin2pa - psin2a
Д = sin20t-a)p- psin2a, Д2 = sin2pa + psin2 a 

i «
zz8(p) = Jzzs(ar,n)r^'z/r, aj(p+ 1,л) = (a.,(ar,Tt)rpdr 

0 1
Преобразуем уравнение (4) к следующему виду:
£2Г ֊(р+ 1) = 2ctg^(p)[a3(p+ +

-е < Re р < О
, Е>,(р) — , ч [du.(аг,п) п , . .

Решение функционального уравнения (5) ищем в классе функции 
|1.2|

_1 _ _£
а8(р+1,л) ֊ |р| 2, Г_(р + 1)~|р|-2 при |р|֊>«> (б)

п своих областях регулярностей, так как

112



. с/ч3(аг,п)
и ----- —------  при г —> 1 имеют корневую особенность.

Далее при помощи факторизации |1.2]
°(р) = В (р)/1) (р). - е < Ие р < 0. О1 (р) = ехр[-Л/г1 (/?)]

Л(г) = ֊֊ |1пО(р)г'|'”|>ф -е<с<0 (7)

Р^лр = М* (р)М՜ (р). М1 (р) = Г(1 Т р)[ г( | + р ՛

1
где М±(р)֊\р\1 при |р| —> со в своих областях регулярности, из
уравнения (5) получим

2а„ЛГ(р)Д*(р) + Ао, Р,(р) р-(р) 
р(р + 1) р + 1 Р2(р) М-(р)

(8)

(-8 < Ие р < 0)

Используя представления |2,3|
М\р)Р\р) = Г М\р)р\р) + ЛГ(-!)£>*(-1)1 _ ЛГ (-!)£>*(֊ О 

р(р + 0 /Хр+0 р+> р+1

И*՛>՛՛>■«■('*'>*'>
1 я»

ф ■ (р + 1) = | ф(г)г рс։г, ф + (р + 1) = | ф(/ )г ^г 
О I

функциональное уравнение (8) представим в следующем виде: 
Р(р}-, . 2а 0М •(-!)/?• (-1) , .

+Аа։ф + (р+|), (~е<Кер<0) (9)
Н силу теоремы об аналитическом продолжении и теоремы 

.Лиувилля, учитывая поведения функций, входящих в (9), (6) и (7), 
получим следующее решение задачи:

. 2с0МЧ-\}Р+(֊\) м-(р) , л/-(р)_ . 
^-(р+1). 1+; I. лд7|+ч_^ф |+.) (10)

-=т/г. , , Ч _ °0 . М*(-\)Р\-1) Оор кО]р ф*(р+1)
9 ’ Р + 1 Л/+(р)П+(р) Р + 1 2 ЛУ+(р)/У(р)
Из (11) для а8(г,п) при г—>я получим следующую 

ассимптотическую формулу:
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ՀԱՅԱՍՏԱՆԻ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԶԳԱՅԻՆ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ 
ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ

ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ

Մեխանիկա 50, №3-4, 1997 Механика

О СДВИГОВЫХ КОЛЕБАНИЯХ ПЬЕЗОЭЛЕКТРИЧЕСКОГО 
ПОЛУПРОСТРАНСТВА, НА ГРАНИЧНОЙ ПОВЕРХНОСТИ 

КОТОРОГО ПРИКРЕПЛЕН УПРУГИЙ ПРОВОДЯЩИЙ СЛОЙ 
Саркисян Л.В.

Լ.Վ. Սարգսյան
Պիեզոէ|եկտրիկ կիսատարածության սւսհթայիճ տատանումները, երբ նրա եզրային 

մակերևույթին ամրացված է առաձգական հաղորղիչ շերտ

Աշխատանքում ուսումնասիրված I սյիեգոէլեկտրիկ կիսատւսրածությսւն սահթային 
տատանումները, երբ նրա եզրային մակերևույթին ամրացված է փոքր հաստություն ունեցող առաձգական 
հաղորղիչ շերտ: Խնգիրլւ լուծվում է Ֆուրյեի ինտեգրալ ձևափոխության միջոցով: Տեղափոխությունը և 
էլեկտրական պոտենցիալը ներկայացված են ա|իթային և ոչ Աղիքային մասերի գումարի տեսքով 
Ստացված է, որ ալիքային մասը բաղկացած I ոչ միայն մակերևութային և ծավալային ափքնեորից. այլ նաև 
Ա|11Փ1>9 (պայմանավորված պիեզոէֆեկտով), որը տարածվում է ըստ կիսատարածության խորության-

Ստացված են նաև ասիմպտոտիկ բանաձևեր, որոնք բնութագրում են տեղափոխության և 
էլեկտրական պոտենցիալի վարքը անվերջությունում և պարունակում են ալիքային մաս, որը տարածվում է 
կիսատարածության եզրային մակերևույթին ուղղահայաց:

UV.Sargsian
On the shear vibrations of piezoelectric half-space, in the case when clastic conducting layer on the 

boundary surface is fastened

В роботе рассматривается задача о сдвиговых установившихся колебаниях 
пьезоэлектрического полупространства (пьезоэлектрик класса 6mm гексагональной 
симметрии), па граничной поверхности которого прикреплен упругим проводящий слой 
малой толщины. Задача решается с помощью метода интегрального преобразования Фурье. 
Перемещения и электрический потенциал представлены в виде суммы волновых и 
неволновых частей. Обнаружено, что волновые части состоят не только из поверхностных и 
обычных объемных волн, но и волны (обусловленной пьезоэффектом), распространяющейся 
вглубь от поверхности полупространства. Наличие упругого проводящего слоя приведет к 
изменению волнового числа поверхностной волны, а также к изменению амплитуды и срази 
колебаний. Получены асимптотические формулы, характеризующие поведения перемещений 
и электрического потенциала па дальной зоне, которые содержат волновую часть 
распространяющейся перпендикулярно к граничной поверхности иолу пространства.

Пусть имеем пьезоэлектрическое полупространство (пьезоэлектрик 
класса 6mm гексагональной симметрии), на граничной поверхности 
которого прикреплен проводящий упругий слой малой толщины. 
Отнесем к пьезоэлектрическому полупространству прямоугольную 
систему координат Oxyz таким образом, чтобы ось 0z совпадала с 
осью симме'грии пьезоэлектрика, а ось О.г была направлена вдоль 
границы раздела полупространства и проводящего слоя. Контактной 
поверхностью полупространства со слоем является плоскость у = 0 . Под 
действием на граничной поверхности слоя периодической силы 
Л?"1<й'0(х) , где 0(х) -функция Дирака, (ù -частота колебаний, է - 

параметр, характеризующий время, происходят сдвиговые 
установившиеся колебания пьезоэлектрического полупространства и 
проводящего слоя. Ставится задача определения перемещений и 
электрического потенциала, а также анализа волнового процесса в 
пьезоэлектрике.
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Приступив к решению задачи, поле упругих перемещений
проводящего слоя 
перемещений и
соответственно в

ищем в виде П[ = (0,0,и’1(х,^)е՜'“) , а поле упругих
электрического потенциала полупространства 

виде /7, = (0,0,>г,(х,^)е'к‘՝г),Ф(х, у,/) = Ф(х,у)е

Тогда поставленная задача для амплитуд перемещений и электрического 
потенциала формулируется в виде следующей контактной задачи |1|:

Ди', + к2 и>, = О (И
__ е

АФ = —— Аи\ , 
е„

(2)

Дч՛, + Л,2«’, = О (3|
условие контакта

сЛ
։г, = И', 

граничное условие

С ՛

а»»,
= с-н-^Г ау

ао
+ в15֊Т՜ 

х-0

ф = о, у = 0.

= -Рб(х),

где кг = ш/с,, с; = б\/р,, С2 = см/(\ + Х2), X

(4)

(5)

(6)

-коэффи-
циент электромеханической связи, е15 - пьезоэлектрическая постоянная, 
ен -диэлектрическая постоянная пьезоэлектрика, р2 - плотность

материала пьезоэлектрика, -упругая п остоя иная п ьезоэлектри ка,
*,=«»/«,, с^=С1/Р,’Я, и р. -

А сматериала слоя соответственно, А = —: 
дх

модуль сдвига и плотность

а2
Н----- г- - оператор Лапласа.

9.У
Далее уравнение (3) интегрировав по толщине, получим

А2
1 а>г, 

Л ду
֊֊гб(х). 

б, Л
(7)

где
1 0 

йГ|(х) = ֊_[н’,(х,>')с{и

В (3), в силу малост и /? . полагалось И'(х,.у) = й'Дх) (-/? < у < 0)
С помощью интегрального преобразования Фурье, разрешив 

контактную задачу (1), (2), (4), (5),(7), получим
-га|/> ՛?

Щ, (X, у) = — | —, --------------------------------
2я - л|о|+ЛС7, (о2 - к-)

(8)

е֊«И-|о;,^ст
ф(х,3') = -—— [ —= 

еп 2п-«В^а2 ֊к; - Л|о| +АС,(ст2
— + ^֊М'2(Л-,У) (9)
*Г) гц

где А = е25/е„ , В = см +е\/г.
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Функция /(а) = В-^а2-к2 - Л|а| + ЛО,(сГ-к2) имеет нули 

±а՜ , которые являются волновыми числами поверхностной волны.

Причем, как нетрудно убедиться, к, <а^<а„ при 

В ' у/В2 - А2 < <1 и при 0 < 1։(к2 -к})< Ак2 (к2 + к,)(],' ,

где а„ = Вк2(В~ - Л2)~|/2 - волновое число поверхностной волны,

соответствующего случаю Л = 0 . Вопросы существования 
поверхностных волн для пьезоэлектрического полупространства, на 
граничной поверхности косорото прикреплен проводящий слой, 
подробно исследованы в работе |2|. Чтобы ։г,(х,_у) и Ф(.г,_]') 
удовлетворяли условиям уходящей волны, кончу]։ интегрирования в (8), 
(9), должен обходить точки -Аг:,-о' сверху, а точки к2 ,а’ снизу [3], 

причем — к2 = -1у]к2 -а՜ .

Поступая так, как в работе |4|, для ։г(т,ф) получим
■р /։• < ’1" 1

и'Гг-.ф) = —е ' ' 4 Г , ------------ [й(а2 ֊ к;) +
п +'т)Ч'1(а,Ф)1

+ к; 81п<р(Я$1П<р -։Л|со։<р|) - ։ЛО|«51Пф(а2 - к: + к2 ֊ к: со։2 Ф)]с “Вт + 

,,, »1а|со5<р| + ։'д/а2 -к: ։т<р1(а։1пф-;^а2 -А2|со։ф|1
+ —— е*։> Г  ---------------------- . ■ --------------------------------- -е''с1х +

К о ^а:-Аг2ф;(а,<р)

+ Л4„ ехр['<И“ >/ап2 _ к1у\ <|0>

где
Ф,(а,<р) = (В2 -Л‘)(а2 -£:2) + £,2(В։1пф-/Л|со։ф|)՜ +

+ 2<ялс;|а51гнр(а: -к} + к2 -А2со։2 ф) - 2ЛЛб,а|со։ф|(а.: -к2 ят՜ ф-А,2)֊

-Л2О2((а2 - к; ։т2 <р)՜ +к4 -2к;(а: со։2<р + А; ։т: ։р)1, а = -А, -։х

Ф.(а.ф) = - в/азшф ֊ 1^/а1 - А։: |со։ф|| - Ик], Ца|со։ф) ч - к; ливр) ֊к,:

֊ Л2^|сО5ф|+/7<Х: -&2 51П<Р^ , а = -кг 51Пф֊ IX 

При у = 0 будем иметь

Я 7, Ф1(а։0)

АР_ ?_______________ те՜՛1*1_______________

71 0 А2т2 - (в-у/т2 + к2 - /ЛО՝, (т2 + к{ 
Л + /Чe’։’:|։, ПИ

где
Ф։(а,о) = (в։ - А2)а2 - В2к; - ЛО,(а2 -А,:)(2а-1 + ЛС,(аг а = -к: -п

Как видно из (10), первый член представляет обычную объемную 
волну, второй член эта волна, обусловленная пьезоэффёетом, 
распространяющаяся вглубь от поверхности полупространства, трещи 
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член представляет поверхностную волну. Как нетрудно видеть, второй 
член в (10) это нсволновая часть ^(/,0) (11). Наличие проводящего 
упругого слоя приводит к изменению амплитуды и фазы колебаний, а 
также влияет на скорость распространения поверхностной волны 
Блю стейна -Гуляева.

Далее исходя из того, что подынтегральные выражения в (10) 
экспоненциально убывают, главный вклад в значениях интегралов дает 
их поведения в окрестности т = 0 . В силу вышесказанного для ^(г,ф) 
при больших значениях г , получим

,'BPsin q> В51Пф-;Л|со5ф| + ihG}(k}e -к2 cos2 ф)
(/?51Пф-/Л|со5ф|֊/71б1(А1е - Ar, cos՜’ф)) /ку՛

И’(г,ф) =

+ '%(Л фИ12' + РА„ ехр(/<|х| - ^<2 - к; у), (12)

где

_________ АР_________  

п(В - ihGfik^՜ (к2х)՜
+ 0((А-2г)-3) при х 0

м’о(р,О) =-------- -------- - — + о((к,г') ')
° (В-Ж?,^)2 V ֊ > )

В (12) второй член представляет волновую часть, обусловленную 
пьезоэффектом, распростапякяцуюся по направлению оси у .

Поступая аналогичным образом, как выше, для »’(х,0) при 
больших значениях X , будем иметь формулу

Ч'(л'.О) =

+ (R ЪС к\Чк\' + 0((<|ХП + (13)

п(В -ihGxzkx) (к2х) ' '
Как видно из (13), колебания точек граничной поверхности 

полупространства, на дальней зоне, можно считать волновыми, если 
ограничиваться членами порядка (Аг2|х|) • Опять поступая, как в

работе [4|, для Ф(/‘,ф) будем иметь

\ ^15 Г + , /. I । 71Л .
Ф('-,<Р) = ——J—-------- —--------- л exp / С х +- -V +

е„ п J ф(Х) 47

+ “7֊1[(Лт֊'7'С'г»(т: +(^zo)2) + в7х2 +(Сго)2) +

еп 0L^

+^t+/AG,z0(t2 +(*lz0)2)-B5/x2 +(Vo)2) (Н)

- ехр(га;|х| ֊ +—»(г, ф)
Sll еп
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где
= |со$ф| 4-/ Бт ф, = |сО8ф|֊/^Пф (о < ф < к)

Как нетрудно видеть из (14), в отличие от М'Олф), Ф(г,ф) имеем 
неволновую часть при 0<ф<я. Очевидно, что Ф(г,ф) имеет также 
волновую часть, распространяющуюся вглубь от поверхности 
полупространства.

При больших значениях г электрический потенциал имеет вид

Ф(г,<р) =

ехр / £,|х| + 71 -к., у 
е„ РВ L < -1 1 4? _

ен х/Зл -еЛ,)- Л]՜֊

е15 Р isinф
е,, л (ihG,ek,-В)к2г

֊֊-РЛ('а’.Н-а>) + 
8п

+ —>i'(r,<p) + o((Z:,r)0< <р < те.
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ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ

Մեխանիկա 50, №3-4, 1997 Механика

ОБ ОДНОМ ЧИСЛЕННОМ МЕТОДЕ РЕШЕНИЯ ОСЕСИМ­
МЕТРИЧНОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ СПЛОШНОГО ВЕСОМОГО 

ЦИЛИНДРА КОНЕЧНОЙ ДЛИНЫ ПРИ ОДНОМ 
ЗАКРЕПЛЕННОМ ТОРЦЕ

Торосян В.С.Վ.Ս. ԹորոսյանՄեկ հիմքով ամրակցված վերջավոր երկարությամբ կշոելի հոծ գլանի աոանցքասիմետրիկ դեֆորմացիայի խնդրի լուծման մի թվային եդանակի մասինԴիտարկվում է մեկ հիմքով ամրակցված վերջավոր երկարությամբ կշոելի հոծ գլանի աոանցքասիմհտրիկ գեֆորմացիայի խնդիրը: Օգտագործեր!»! տարբերակային սխեմաները, խնդիրը բերվում է գծային հանրահաշվական հավասարումների համակարգի: Այն լուծելու համար կիրաովում է գրաֆների տեսությունը: Երկու դեպքերի համար բերվում են թվային օրինակներ:
V.S.Tor o&sian

On one numerical method of solution of the axisymmetrical problem for a solid weighted cylinder of a 
finite length with one fastened end-wall

В работе рассматривается осесимметричная задача для сплошного весомого цилиндра 
конечной длппы при одном закрепленном торце. Используя разностные схемы, задача 
сводится к решению систем линейных алгебраических уравнений, при решении которых 
применяется теория графов. Приведены численные примеры.

(1)

Հ1 2ս

1. Рассматривается осесимметричная деформация сплошного 
однородного цилиндра конечной длины под действием собственного веса, 
когда на нижнем торце отсутствуют перемещения, а на другом торце и 
на боковой поверхности отсутствуют напряжения.

Аналитическое решение этой задачи методом Фурье дано в работе 
[1]. Уравнения равновесия в цилиндрической системе координат для 
случая осевой симметрии при наличии объемных сил в перемещениях 
имеют вид

1 9Д и. рЛ .
+-------------------г + — = 0

l-2v or гг G

г

1 ժձ pZ
1 -2v dz G (2)

Здесь и, и и, — компоненты перемещения, р 
материала цилиндра, С — модуль сдвига, Л и £ — 
объемных сил

_2 д2 19 д2 ди, и, ди,
дг2 г дг дг2 дг г дг

плотность
компоненты

Если ось г направить в обратную сторону действия силы тяжести 
для компонентов объемных сил, будем иметь R = 0, £ = .

Уравнения (1), (2) напишем в следующем виде:
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где

д'и, д2и, д2и. 1 ди,
(1 4-041----у-4-----— +04------ 4 (1 4 И)----- --

дг1 дг1 дгдг г дг
, -,д2и д2и д'и, 1 Зи. а ди,
11 +04)---7֊ + —г- + а------ +------ - +------ -

дг2 дг2 дгдг г дг г дг

= 0 (3)

(4)

1-2у’
7?= Р£ 

Л
Уравнения (3). (4) представляют собой эллиптическую систему 

дифференциальных уравнений в частных производных в прямоугольнике

Граничные условия для этой системы имеют вид 
и,(г,6) = и,(г,6) = О (0<г<Л} (5)

где

(О < г < R) (6)
<5,(Л,г) = т„(Л,г) = О (7)

с, =■- 26
/ ди,

и, ди.
1 - 2уУ дг г

V (ди, и,
дг 

ди.
■|    +-------- —■- 4—— 4------
I дг \-2у\ дг г дг 

ди, ди Л

а у Г Зн,

Из постановки задачи следует, что на оси симметрии выполняются 
соотношения

ц,(0,г) = т„(О,г) = О (0<г<1) (8)

Требуется найти непрерывные в С0=С0оГ (где Г — граница 

прямоугольника) решения и. (г,г), и.(г,г) уравнения (3). (4), которые на 
сторонах прямоугольника удовлетворяют граничным условиям (5)-(7) и 
соотношению (8).

2, В замкнутой области О0 = Г введем прямоугольную 

равномерную сетку со = со, хсо2 = {(г,г)/г ею,, г есо2} . где 

со, = {г,/г, = /Л,, ։՛ = 0,1,2,— сетка на отрезке [0,7?]; 

С02 = {г,/г, = /Л2, 1 = 0,1,2,...,Л'2) - сетка на отрезке [0,/]. Множество 
внутренних узлов сетки ю обозначим через

со = {(г,г)/г ею,, г ею2}, со, = {г,/г, =И\, I = 0,1,2..... Ы, -1}

(й2={г,/г, =։Иг, ; = 0,1,2,...,^ -1} 

а множество граничных узлов - через у = ю \ ю .
Граничную задачу (3)-(7) с учетом (8) поставим в соответствии 

следующей разностной задаче:
(1+а)(иХ ++а("։);; +(1+аХ(“г); _(1+аК", =° <9»

(1+а)(«Х +а("г);; +а^М; = Г <10>
(г, г) 6 со

12!



и,- О
и, = О
(г, г) 6 у, г = О

А / \(1 + Р)("Д- + у(а^!£ + Р^1 +Р(л);..) + Р^|“г + Р(",); = 0

(„) )• ).՝)+(„). =0
՝ •’> 2^ 1 + р Лг,‘ 1 + Р к ■’“) У /։

(Ч)

(12)

(13)

(14)

(г, г) еу, г = Л, г * 0,1 
К

+ у(1 + ^гиг + ус/. И, = О

(и.). “ ^\иг - 0 <15>

(г,г) еу, г = R, г - I

О + Р)(и։). + у (у + Р(м )., + Р^, («,),.] + Р^,«, + Р(» ); =0 (16)

?. + зр 
1 + Р

2-ЗР
1 + РЛ", ~ = о

разностную задачу

51Г%,- 
£> У,

(19)

(г,г) еу, г = I, г * О, Л (17)
и, =0
. . . , (18)
(։<•),= 0 (г,г}еу, г = 0

где

^)=?

Разностная задача (9)-(18) на решениях задачи (1)-(2), (5)-(8) имеет 
второй порядок апроксимации.

3. Решение линейных алгебраических систем уравнений.
После несложных 

можно написать в виде 
А 
С

где матрицы А, В,С, О размеров блочно­
трехдиагональные матрицы с размерами блоков 7/, х 77,, причем 
каждый блок в свою очередь или трехдиагональная матрица или 
диагональная матрица, а /у,Г'՝2 — вектор-столбцы порядка Л^Л^.
Обозначим через £ матрицу

1 = И в] 

с о
Матрица Л — размера 2Л^М2 х 2М1?/2 представляет собой 

ленточную матрицу с полушириной ленты + Л’։ + 1.
Решение уравнения (19) прямым методом (типа Гаусса) приводит к 

заполнению нулевых элементов в матрице £. Ниже будет показано, как 
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с помощью теории графов можно существенно уменьшит։, ширину ленты 
матрицы А,

Не ограничивая общности, можно считать, что — четные
числа. Обозначим через С(Д) I раф матрицы /,, который можно 
представить в виде

где под каждой вершиной /,/ = 1,2,..., 2//,?/, графа О(£)
ассоциируется одноименная блочная строка матрицы Л . Перенумеруем 
вершины графа О(/_) следующим образом. На первой строке в порядке

до 2/</}Х2 ֊ 1. а во второй -
четные числа от 2 до 2Ы11'12
возрастания буду/ нечетные числа от

Фиг. ։
После такой нумерации в преобразованной матрице £ 

полуширина ленты будет равна |2| ЗУ.+1. Каждая перенумерация 
вершины / графа б(£) на /, равносильна тому [2], что одновременно
меняются местами строки с номерами /,/, и столбцы с номерами /,/, 
Учитывая это обстоятельство и используя схему фиг. 1, можно построит!, 
перестановочную матрицу Р такую, что матрица Ь-Р'РР (Р։ - 
транспонированная матрица к матрице Р), будет блочно­
трехдиагональной матрицей с размерами блоков 2Л^ х 27/,. Пусть Р - 
блочно-перестановочная матрица, где единичные матрицы Е размера 

стоят на местах (1.1), (2,3), (3,5), .... .
(#։ЛГ2+1,2); (Л^+2,4); ...

(277,ЛС,, 27У|Л^2) . Легко проверить, что матрица Р’ЬР будет блочно- 
трехдиагональной матрицей. Обозначим через Г вектор размера 

1 х 27/,/V, решение следуюшей системы:
Р'ЬРУ = РТ

Тогда решение исходной задачи (19) можно найти по формуле
Х=РУ

(20)

(21)
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Для решения уравнения (20) построен блочный аналог метода 
представления решения с помощью рекуррентных последовательностей 
(3), который учитывает структуру блоков в матрице.

Пусть решается следующая система линейных алгебраических 
уравнений:

Л,Х,+23,%։=/,
А,Х,_, + В,Х, + С,ХМ =/, I =2,3,...,л-1 (22)

АГ , +с„х„ = /„
где матрицы Я,,В,,С, - т х т размера, а векторы , /, имеют 
порядок т. Тогда решение уравнения (22) можно представичъ и виде

= А = 1,2,...,«/»։
Здесь Рк - частное решение неоднородного уравнения

- Р} = Р0, В,Р2=^-А^
СкРм =/к֊ ВкРк ֊ АкР„ к = 2,3,...,« -1

Ро - любой начальный вектор
д}кг j = 1։2,...,?л - общие решения однородного уравнения

СЛ,.М = ~ВкЧ,к - к = 2,3,...,л- 1
в качестве начальных векторов у = 1,2,...,/« можно взять любую
линейно-независимую систему векторов. у = 1,2,.. ,т пока 
неизвестные постоянные. Потребуем, чтобы векторы Хп_ХУХп 
удовлетворяли последнему уравнению системы (22)

( т I I т I
Л Р . + У га . + С„ Л + У г,= /„ п I л~| ) * /.л—I 1 л I л I •* л

Ч /=1 / \ /»։ / 
или

Х(Л<7/л-1 +с^1.'у1 = ^Л.у-С„Р„
/в‘

Это условие и позволяет определить неизвестные числа 
г;, у = 1,...,/я. Решение уравнения (22) по этому методу требует 

выполнения (в главной его члены при ^l,^շ->oo) 52.5^7^2 
арифметических операций. Заметим, что если мы при решении 
уравнения (22) использовали блочный аналог метода прогонки, то 
требовалось выполнение арифметических операций.

4. Численная реализация.
Для приведенного алгоритма произведен численных эксперимент в 

двух случаях значений пары
Перемещения на граничных точках сетки ш показаны в таблицах.

Случай №1
ЛГ|=10; #2=10; =0.1; у = 0.375; Р = \

и, (10.1) = 0.00898 и, (1.10) = -0.01793
и, (10.2) = 0 00954 и։ (2.10) = -0.01793
ц,(10.3) = 0.01014 и.(З.Ю) = -0.01794
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„,(10.4) = 0.01017 
„,(10.5) = 0.01017
„,(10.6) = 0.01015 
։/,(10.7) = 0.01012

«,(108) = 0.01009 
„,(10.9) = 0.01008
„,(10.10) = 0.01006

«,(4 10) = -0.01792 
„,(5.10) =-0.01791 
и, (6.10) = ֊0.01787 
«,(7.10) = ֊0.01789 

«,(8.10) = -0.01877 
«,(9.10) = -0.01942 
«,(10.10) = -0.02192

Случай №2
У, = 20; = 20; Л, = Л2 = 0.05; V = 0.375; Г = 1

«,(20.1) = 0.00669 
«,(20.2) = 0.00894 
„,(20.3) = 0.00913 
„,(20.4) = 0.00956 
„,(20.5) = 0.00982 
„,(20.6) = 0.00997 
„,(20.7) = 0.00996 
„,(20.8) = 0.01018 
„,(20.9) = 001018 
„,(20.10) = 0.01019 
„,(20.11) = 0.01016 
«,(20.12) = 0.01017 
«,(20.13) = 0.01016 
«,(20.14) = 0.01013 
«,(20.15) = 0.01012 
«,(20.16) = 0.01008 
«,(20.17) = 0.01007 
«,(20.18) = 0.01006 
„,(20.19) = 0.01006 
«,(20.20) = 0.01004

«,(1.20) = -0.01792 
«,(2.20) = -0.01792
„,(3.20) = -0.01793 
„,(4.20) = -0.01792 
«,(5.20) = -0.01793 
«,(6.20) = -0.01794 
«,(7.20) = -0.01791 
«,(8.20) = -0.01794 
«,(9.20) = -0.01794
«,(10.20) = -0.01795 
«,(11.20) = -0.01796 

«,(12.20) = -0.01798 
«,(13.20) = -0.01801 
«,(14.20) = -0.01811 
«,(15.20)= ֊0.01886 
„,(16.20) = ֊0.01887 
„,(17.20) = -0.01892 
„,(18.20) = -0.01931 
«,(19.20) = -0.02186 
„,(20.20) = -0.02196

Используя разностные схемы, мы получили значения компонентов 
перемещения „,(г,г), „,(г, г) в узлах сетки СО и, следовательно, можно 
определить деформированную поверхность цилиндра. В частности, для 
осевых перемещений и,(г, г) наибольшее перемещение получает точка с 

координатами (Л, /), т.е. |„,(т,/)| <|„,(Л, /)|. Относительно радиальных 

перемещений «,(г.г) можно сказать, что боковая поверхность упругого 
цилиндра, при защемленном нижнем торце, под действием собственного 
веса, выпучивается, то есть цилиндр расширяется. Таким же образом 
можно определить также характер изменения напряжения а, и т на 
нижнем защемленном торце цилиндра.
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Численный эксперимент произведен также для частного решения 
уравнения (3), (4) (частное решение взято в виде иг(г,г)=Аг2, 

и.(г,г)-= Аг2, А = В ЭТ°М сл^чае Решения получены 

локально с точностью 10՜5.
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