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Исходя ll.l OCIIOnilMX положенllfi теории упругой УСТОЙЧИВОСТИ I I] II TCOJMIII 
M.irilllTOyilpytOCTII МаГИИТОМЯ| КОГО фср|ЮМ.1ПП1П10ГО тела |2.3|, 1111СДС11Ы yjl.HIIICIIIIM II 
COOTimCtlIVtOUllie Гр.111ИЧИЫС vciomui, описывающие IIO.IMyUtCllltOC M.irtiinoviipyroc 
состояние проводящих ферромагнитных тел it стационарном магнитном поле. Принимая 
iiinoTCiy Кп|>хго<рф.1 и применяя, и|х>дложсиный о работах 14,5]. асимптотический мето.։. 
сфо]»|ул11|Юп.Н1Нля цк-хмернля шддча сведена к диумерной и случае тонких пластик 
11|>слложснныГ| здесь способ с ослеп ня трехмерных задач к двумерным был использован в 
работах |5.6] при исследовании иппштоупругих колебании проподлщих 
исфсрромагнптных пластин и позволил решать конщи-тные задачи для пластин конечных 
1>а.<ме|юп Имеются также некоторые (юлультлты. относящиеся к notijvocv M.uiiurovnpvroti 
устойчппости непроводящих ферромагнитных пластин и попг|М'Ч11ом магнитном нале [7.8).

I. Постановка задачи маснитпупругой устойчивости проводящего 

ферромагнитного тела Пусть изотропное злектропроподящее ։сло 
(отнесенное к декартовой прямоугольной системе координат X,. X,. X, ) 

изготовлено из упругого магнитомягкого ферромагнитного материала и 

находится но внешнем стационарном магнитном поле с заданным 
вектором напряженности Нп. электромагнитные свойства среды.

окружающей тело, эквивалентны свойствам вакуума.



Известно, что при помещении ферромагнитного тела и магнитное поле 

происходит намагничивание материала, приводящее как к изменению 
напряженности магии i ною поля во всем пространстве, так и к 
появлению массовых и поверхностных сил Под действием них сил в 

геле устанавливается начальное псвозмущепное состояние, характерна)՛ 

ющееся вектором перемещения Но. тензором упругих напряжении О՜,, и 

векторами В. М. Н магнитной индукции, намагничен пости н 

напряженности невозмущенного магнитного поля
Интенсивность указанных сил магнитного происхождения, в силу 

стационарности невозму щепного состояния, определяется следующими 
формулами [2.3]

X = Цо Л/V // (объемные силы) 

Р.= T ֊T N (поверх Пос i ныс силы) (1.1)

где Цо магнитная постоянная (д0 = 4л՜ Ю՜7// / Д:). V оператор 

Гамильтона. /V единичный вектор внешней нормали к иевозмущеиной 

поверхности пластинки, которую, как и в обычной теории упругой 
устойчивости [I], отождествляется с поверхностью Г начального

Л 
нелеформированного тела. Т тензор напряжений Максвелла

Л = «,В.֊֊Д»Й՜ «S,.

= 5<1 (12)

индекс ”е" здесь и в дальнейшем обозначает принадлежность к внешней 
области (пространство вне пластинки).

Векторы В и Н в вакууме связаны соотношением В{‘} = Ц.цН[е'. 

а в магнитомягком ферромагнитном материале с линейной характерис­

тикой соотношением

В = ц0(Н+ W) = g0(H + xW) = Hl>grH (1.3)
и удовлетворяет (в квазистатическом приближении) уравнениям 

Максвелла, которые с учетом (1.3) имеют вид 

rot Н = 0 , div Н = О

roiHlel=0. div Нм = 0 (1.4)



В (1.3) X магнитная восприимчивость, Цг=Х+1 опккптельная 

магнитная проницаемость материала пластинки

Следовательно, напряженность невозмущенного магнитного поля Н 

(складываемая из напряженности заданного внешнего магнитного поля 
֊»°

На и напряженности магнитного поля Н . создаваемою нам.п ничнва 

пнем тела Н = Н„ += Нп +является решением уравне 

иия (I 1) п удовлетворяет следующим известным условиям сопряжения 

на поверхности Г недеформированиой пластинки՜

[д-В'''рУ = 0. [«-Й|"]хЛ' = 0 (1.5)

и следующие условия на бесконечности՜
В{1} —> Ц()/?о или —> 0 при Л*]*՝ + Л*2 + Л*з —»со (1.6)

Для полного описания невозмущенного состояния остается принести 

уравнения и соответствующие поверхностные условия относительно 

компонент тензора упругих напряжений невозмущенного состояния 

Определение Од. согласно (1.1), сводится к решению следующей 

задачи классической теории упругости

â°N = P0

Таким образом, задача магнитоупругост невозмущенного состояния 
сводится к поэтапному решению следующих двух задач 1 ) определение 
характеристик невозмущенного магнипюго поля на основе (13) (1.6): 2) 

определение напряжений О’” невозмущенного состояния на основе (1.7) 

с использованием (1.1). (1 2) и решения первой задачи.
Отметим (как это видно из (I 5)(1 7) и сделанного предположения 

относительно нормали /V ). что при решении указанных выше з.щач 

(при определении магии гоупругих характеристик невозмущенного 
состояния) не учитывается влияние дс(|юрмацнп невозмущенного 

состояния и, как следствие этого, определение характеристик 

невозмущенного магнитного поля сводится к задаче определения 
магнитного поля нсдеформпрованной пластинки. Отметим также, что 

появление в невозмущенном состоянии магнитного давления



/^обусловлено разрывом компонент тензора напряжении Максвелла па 

поверхности пластинки. Указанный разрыв является следствием того, что 

магнитная проницаемость материала пластинки |1Г отлична от единицы 

(Ц;.>>1) и поэтому нормальная компонента напряженности маиппиото 

поля и тангенциальные компоненты вектора Магнитной нндукцпн на 

поверхности Г претерпевают разрыв
Сообщим упругому проводящему ферромагнитному теле некоторое 

упругое возмущение и. В результате каждая характеристика 

нсвозмущенного состояния получит соответствующее возмущение 

6՜ + ^, Н+И.. .] и мат нитоупругая система перейдет в 

состояние возмущенного движения. Характерце гики возмущенного дви 

жения должны удовлетворять нелинейным уравнениям теории магнито 

упругое in проводящего магнитомягкого ферромагнитного тела и 
условиям сопряжения на его деформированной поверхности (2.3]. При 

нимая возмущения малыми, эти уравнения и поверхностные условия 
аналогично работам 11,3,9] линеаризуются В результате получаются 

следующие линейные уравнения и граничные условия oiноситсяьно 

возмущений соответствующих магиигоупругих величин невозму щепного 
состояния (влиянием токов смещения на характеристики упругих 
колебаний пренебрежено).

уравнения во внутренней области (в области, занимаемой телом)

Т— Vik + °™ з— + ft - р-ГТ* 
дх,„) дг

Е ( v j. I (dii, dti, 1 о \
=ik+(18)

f = (rot Л )х/20 W+pnz[(/7V)A +(/7v)//]

rot Л = <Tp + ^-x/fj (1.9)

Э/։ г-
rote = -g0HrV’ <։«՝’/1=0 

Э/
уравнения во внешней области (в области вне тела пластинки)

rot/7<e)=0. divftW=0

rot = divew=o (1.10)
dt
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граничные условия на поверхности нелеформировацКой пластинки 
(ад-+°ММА/‘=^՛1 +^™ ~Ткт№՜^ (|,1)

[мл -лг1]^ =[мл™ -
1 уХ'т

Лх[г՛'’ - ?]=[«■'■-ер*1 (| 12)

е,1и4 {[л„ ֊ л,1,՛՛1 ]л',„ - [«„ - «Г]֊ Д'՛, | = о

В (1 8) (1 12) Е модуль упругости. V коэффициент Пуассона. р 

плотность, о коэффициент электропроводности материала пластинки. 

в вектор напряженности возмущенного электрического ноля. Е^ 

тензор Лсвп-Чнвита. у$п) величина нормальной скорости частицы, 

находящейся на поверхности разрыва. Г1։. ^‘возмущения компонент 

тензора напряжений Максвелла для тела и окружающей среды 

соответственно

= Я.Й,(Л,И.+Л,И,)-51,двЙ/7
(1.13)

= а»[л.''’«;'՛ + к"н:г՛ -г,,«՛"/?"’]
К системе уравнений (1.9). (I 10) необходимо присоединить также 

условия затухания возмущении электромагнитных величии па 
бесконечности.

2. Двумерные уравнения магнитоупругой устойчивости тонкой 

пластинки Пусть упругая изотропная проводящая ферромагнитная 
пластинка постоянной толщины 2/т в прямоугольной системе координат 

л|։лг..г, расположена так. что ее срединная плоскость совпадает с 

координатной плоскостью (а|։л:). Для сведения трехмерных уравнений 

магнитоупругой устойчивости (1.8) к двумерным уравнениям 

устойчивости тонких пластин принимается гипотеза недеформнруемых 

нормалей, сослано которой имеем следующие известные соотношения.

где и(х|,х2,С), у(х։,х2,1) и \у(х։.х2Д) возмущения перемещений точек 

срединной плоскости пластинки.
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Используя (2 1) из закона Гука для <тц . а?? и Ои получаются 
следующие приближенные выражения:

Е <?у [ д2 »е д' те И

а" ' । ֊ V1 [аг, + р аГ" и

<г:. = (2.2)
I- V' [<?х5 дх1 Эх;

֊ I _ э <?՜»՛ |
СТ|: “ 2(1 + ։')[*. + Л, ■՝՝ Л.Л. ]

Как и и обычной теории упругой устойчивое ти тонких плас гни, будем 

считать, «по деформации удлинения и сдвига малы по сравнению с 

соответствующими углами поворота 2(0 = ю\и и. в своей очереди мн 

последние величины малы по опфшению к единице. Кроме того, всеми 
величинами. характеризующими влияние поворотов о>3 вокруг оси Ол .. 

будем пренебрегать; Согласно изложенному, подставляя (2.1) и (2 2) и 
(1 8) и «средняя полученные при этом уравнения по толщине пластинки, 

с учетом (1.7). получим следующие двумерные уравнения 

магннтоупругой устойчивости рассматриваемой пластинки: 
£’("л)+^-(а” -ст'')+^՜^+с'<*=£  ̂$•

2£/т 2111 Е <Л

_ж2 ~ , Э2Н> О Э2И' Л О Э2УР о Э2И' ( + _ \
од-и>+^у։— -,0 — -2/» —-— <“ — - о„ ֊ а„ ֊

д(~ сК| аг։<Л2 '

э э
- -/։

Л Л

"V Й’с^",)Лз “57 =0-
В уравнениях (2 3) индексами "+" и " " здесь и в д;и1Ы1сй1ием 

отмечены значения соответствующих величии на поверхностях пластинки 
.г, = И и д՜, = -Л соотпеГственно:

д2 и I - V д2 и I + л д ' V



f) ' V 
LAII. V) = —r 

dx;

б = х,у֊.
dx,

3(1-v՜)

2 dx‘ 2
G. = A',^- 

dr,
л Э2

dtf Эл՜!

d֊\։ dx, 

k^. 

dx։

(2 4)

(/.A-= 1.2)

усилия, характеризующие нсвоамушенкое состояние пластинки.

которые определим. решая задачу (17)

Входящие п уранненпс (2.3) неизвестные величины О՜՛;, (?֊1.2.3) 

определяем, используя поверхностные условия (1 10) при л՛, = ±h l-I.i 

.них условий, с учетом (1 7) и (2.1) имеем

/.± _ ;.(<։)± — X rr(e)
՛" Л| "цЛ’Эх,՛

л?
Цг ՛ дх2

нХ ֊ЛГ։± = х[да М (2.5)

«Г -<jrl± =ХНоНо2

ab = MoHo3)[/'i',)± ֊Л*]֊ HoX^oi’fнт Y՜ + Н^'ЗГ՜! (2 6)

L J L 0X| dv2 J
O?, = Ио/^ф’Г- ֊ л?]֊ HoXW'v[^՛ + ЯЙ’М

1 J L wi dx2 J
Озз = Ц<|Л'п'[Л|± -/>ie,±] + Uo^f[^ -Л1<’)±] +

֊[/tf’֊^ •
[Hr k Эл-| dv2JJ

Поверхностные условия (2.5) являются следствием непрерывности 

нормальной компоненты магнитной индукции возмущенного магнитного 
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поля и тангенциальных компонент возмущенного электромагнитного поля 
на лицевых поверхностях пластинки (.v, = ±11) Аналогичные условия 

имеют место и на боковой поверхности пластинки. Например, если часть 

торцевой поверхности является плоской с внешней нормалью, 
параллельной осп 0.x՛,, то на этой части боковой поверхности при 

л։= const условие непрерывности нормальной компоненты магнитной

||илукцп11. согласно (I 12), (2.1) и (1 5). запишется следующим образом.

I f lr I I г fir 1 г fir I

|_ дх2 ох,

д‘\у j

дх,<)х2 J
(2.7)

Подставляя (2 6) в систему (2.3). замечаем, что в ней кроме основных 

неизвестных функций и.у.ху входят также значения компонент /7 и 

/У,1'1 невозмущенного магнитного поля (которые определяются из 

решения заДачп (14)(1.6)) и значения возмущений Л, и Л,<г> 

Определение Л, и Л, сводится к решению уравнений (1.9) и (1.10) с

красными условиями (2.5) на лицевых поверхностях пластинки и 

условиями типа (2 7) па боковой поверхности плаепгикн К этим 

условиям необходимо присоединип. также условия Л/*1 0 На

бесконечности

7. О приведении трехмерной задачи магнитоупругои устойчивости 

тонких пластин к двумерной Как видно из предыдущего пункта, в 
двумерные уравнения (2.3) устойчивости пластинки входят величины 

А/,.///1. /։, и /։/ • являющиеся решениями трехмерных задач (1.4) (1.6) 

и (1.9). (1.10). (2.5). (2.7) соответствен по Указанные задачи, насколько 

нам известно, нельзя решить в явном виде Поэтому, в основном, 

применяются приближенные или численные методы решения подобных 

задач. В работе [ 10] численным методом решены задачи определения
II /,<’> в случае сверхпроводящей пластинки-полосы (случай, когда 

присутствие пластинки наиболее сильно влияет на изменение и /т, ' 

в продольном магнитном поле Численные результаты показывают, что 
величины АУ, и Л,11՜1 вне некоторого, достаточно узкого пограничного 

слоя, практически совпадают с величинами * и /г}'**. являющимися 

решением тех же задач в случае бесконечной пластинки. Исходя из 
кого, в дальнейшем будем принимать Н, Н,9. Н՝'} Н՝՛". h, = 
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Л,’ п А,’*0 = А;1՜'*. Легко проверить, что величины /7, * . /7|1,> ’ и /?։ *. 

В^ определяются формулами՜

_(г։« - _(сГ
Н = Нп, В = р0 Н = /7<> = Ви

. ... (3.1)
н; = н01, н; = яо:. н; =—нпх. в = ^гн՛

Решение задачи, определяющей 11, ’ и А։(,>'. будем искать в классе 

гармонических волн, представляя искомые магпптоуиругие возмущения в 

виде 
и = ип ехррХбХ - к.х. - А,.т, )1, и -4 (и. V, и՛).

г , „ (3.2)
<2 = </(л\)схр[/(йХ-А։х։ -к,х,)]. 0->(А,’''’,4’?”./։,’.<) 

где к, и к, волновые числа.

Подставляя (3.2) в уравнения (1.9), (1.10) и удовлетворяя 

поверхностным условиям (2.5), определяем неизвестные функции г/(х») 

(выраженные через м0.у0.й)Л) и. следовательно, интересующие нас 

величины А," и А,’(г>. Выражения для указанных величин, и общем 

случае, когда заданное магнитное поле имеет произвольное направление, 
получаются громоздкими п здесь нс приводятся. Поэтому ограничиваемся 

рассмотрением двух наиболее важных случаев задания внешнего 

магии того поля: поперечное магнитное поле и продольное магнитное 

поле.
а) Поперечное магнитное поле. (5 этом случае Для электромагнитных 

возмущений, после выполнения вышеуказанных операций, получаются 

следующие выражения:
[ у/сЬух, д\у дод,сг$11Удч д2 (ди дч )

1 0> [ ц,82 дх, к\'8։ ^х։а[Л| <9х2^

(33)
У- 8, }дх,дг)

/, - /■/ [ ЧУсЬУА сХу + д2 Г ди । А- 1 _
//,5, йс, Ау5, <?.г2)

У* 8, )дх2дг!

II



где
к։ = А? + А2. V2 = к: + А2 + //„р.айо, . .
& * <֊՛ (3.4)
д, = У$1й'А + Ар,с1։Г/։. <5, = ГспУЛ + Ад,$ЬуЛ.

В дальнейшем будем принимать, что край пластинки неподвижны в 
своей плоскости В этом случае, на основе (3 I) легко заметить. что 
задача (1.7) имеет следующее решение О՞, = /25(; / 2роц; . л 

остальные компоненты тензора равны нулю Учитывая сказанное из (2 3) 
в силу (3.1) и (3.3) замечаем, что задачи продольных и поперечных 

магнптоуиругпх колебании пласгннкп .тля рассматриваемого случая 

разделяются и описываются следующими уравнениями
уравнения продольных колебании

, и4. Г, . Д,(У'-А') + /Уг5Ьу/|1<?Гс)2и ]
Е\':ц, [ А5, уЛ _|<?Д<9.1՜2 йт,оЬ-з ]

= (3֊5)
Е аг

. (1-Рг)В«стГ. .
[ к51 ук с?։; ]

_ р(1 ֊ д!) с>\
Е Л: '

уравнение поперечных колебаний

йд:„. + 2рЛ^+2^Г|+4^_ -ф-к-
А- «,Л Ц,8211) (

2ЬаВ'у [/8},,Л А:/г V2-А2 1+//17/„ Т^Дн1 Л 
-----г-2- ֊—42 + ц, (I + АЛ)) +----- +—;-------т֊1— 6, —- = Оу*//г [ 8гИ ՝ 3 V* 82И Л

где
8Х = уЛс1։уЛ-$ЬуЛ.

Из (3 6) легко получить уравнение поперечных магнптоупругих 

колебаний пластинки в случае диэлектрического (|н՝рромагпнтного 
материала ( о = 0). полученного в |7,8] и в случае проводящего 
|(еферромап1итного материала ( / = (0. порученного в (9,111

12



Интересным являете« также случай идеально проводящего 

<|>ср|Х>мап11п՝ног<> материала ( о ->« .у * 0 ) Уравнение поперечных 

колебании для этого случая представляется в виде

0 + 24—Дги- + 2р!1֊- =^-(\ + Д-Л)Д»Г = 0, (3.7)
3 ) дг ц0

которое при х ~ 0 (идеально проводящий неферромагннтнын материал) 

совпадает с уравнением магнитоупругих колебаний рассматриваемой 
пластинки в поперечном магнитном иоле, полученным в [12.13] на основе 

предположения бесконечности пластинки
Уравнение (3.7) показывает, что в отличие от диэлектрической 

ферромагнитной пластинки (такая пластинка теряет статическую 
устойчивость в поперечном магнитном поле [7]). идеально проводящая 

ферромагнитная пластинка вобщее говоря, является устойчивым под 
действием указанного магнитного поля. Отметим также, что уравнение 

(3.7) не получается из уравнения (3.6) путем предельного перехода 

(С —> <»). Оно получено обычным путем па основе । пнотезы 

недеформирусмых нормалей и модели идеального проводника. Причиной 
несовпадения уравнения (3.7) с уравнением, полученным из (3.6) при 

а —> «о является то. что при выводе уравнения (3.6) использованы 

условия непрерывности тангенциальных составляющих магнитного поля 
па поверхности пластинки Указанные условия непрерывности в случае 

модели идеального проводника нарушаются велело вис появления 
индуцированного поверхностного тока.

6) Продольное магнитное поле В этом случае аналогичным образом, 

как выше, для возмущений магнитного ноля получакпея выражения:

у2-к2 д
у2 дх.

Bu։"-Baiv t

До

13



я И՛*՜'՜'’

5=-йГ
Используя условия неподвижности края пластинки в своей плоскости, 

легко заметить. что задача (17) для рассматриваемого случая имеет 
нулевое решение՛ 0՞ = 0 Учитывая это и выражения (3.8) из (2.3).

как и в случае поперечного магнитного поля, получается, что уравнения 
продольных и поперечных магнитоупругих колебаний отделяются и 
имеют вид.

уравнения продольных колебаний

р<|-я:) гги 
е л: ՛

V' ''

(3.9)

V ЯикмЛ ( Л, <л,) рп )
/Х1-д’)<1а 

е а:'

уравнение поперечных колебаний

г»а2 о / 2//։ Г, /1 յ 25ЬуЛУ|,,д ч 2а1111 с)О&ы + 2рЬ—---------— 1+Л ску/։------------- /-(Дн՛)-------------- — {(I -
Л՜ Док[. '] V д'

-г^ци-) 4-Л-г(310)
V/։ ) \у хИуИ 3 ) £_X

где дифференциальный оператор I. определяется выражением

/- = й;’Ч + 2а„1в.,!Т^-+»0!!—. а а- = я0;,+В;.. 

олу дл-^л՛, Эх,

Из (3.9) и (3.10) легко получить уравнение магнитоупругпх 

колебаний пластинки в случае проводящего нсферромагнитиого 
материала (/ = 0). полученные в (<).||| и следующее уравнение, 

описывающее поперечные колебания диэлектрической ( о = 0) 
<|и;рромапп1тной пластинки в продольном магнитном поле

Од-֊„. + 2рЛ^Г + 2ТЛГ, + Х(*М1»,-25|.»,)1 (№) = о (3 ։ 1} 

с)1 ՝ Д о [ кЬ($ккЬ + Д,с1։А7») J

Уравнение (3.11) показывает, что рассматриваемая пластинка (веном 

ним. что края пластинки неподвижны в своей плоскости) может терять 
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статическую устойчивость в продольном магнитном поле
Интересным является также случай идеально проводящего ферромаг 

интпого материала ( а -» х * О ) Уравнение поперечных колебании 

для .»того случая получается в виде

/ЛД^ + ЗрА^-֊[| + 7т1м՝֊') = 0 (3.12)
дг кН)

которое при х = 0 идеально проводящий нсферромагнитный материал 
совпадает с уравнением магнитоупругпх колебаний рассматриваемой 

пластинки в продольном магнитном поле, полученном в [12.13]. Здесь 
также уравнение (3.12) нс получается из (3 10) путем предельного 

перехода ( о -> « )

Таким образом, получены основные уравнения возмущенного 
состояния проводящей ферромагнитной пластинки как в поперечном 
(уравнения (3.5) (3 7)). так и в продольном (уравнения (3.9)(3 12)) 

магнитных полях, в которые входят неизвестные волновые числа к1 в 

к2 К этим уравнениям и каждой конкретной задаче необходимо 

присоединить условия закрепления краев пластинки Волновые числа к1 

и к, определяем, используя асимптотический метод, развитый в работах 

|4 6]. В дальнейшем будем рассматривать прямоугольные пластинки, 
принимая |у2/г|«1. В случаях диэлектрических или идеально

проводящих пластин это условие заменяется более простым условием 

А‘/Г«1 Используя указанное предположение, уравнения поперечных

колебаний упрощаются и принимают следующий вид

РД3н* + 2р11
дг

, ^Х'1 ( + х 

I + (I ,кН
-

X , 7(1 - НО՜) <?Д|1՛ 

/1, I + /I ,к/1 ) г)։ (3.13)

и случае поперечного магнитного ноля и

[ I++2д&] + 2Й. Ци.)-Ж/=0.
[ (•«(! +(-Л) Л Л. дг I ц„а к՝а )

а=И.+Ы։ (3.14)
1+ЛЛ

в случае продольного магнитного поля.
Из уравнения (3.13) видно (помимо известного факта [7] о потере ста 
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тнческой устойчивости ферромагнитной пластинки иод действием 

поперечного магнитного поля), что учет намагниченности материала 
пластинки ( х * •) ) может существенно ( х раза) усилить демпфирующее 

действие магнитною поля, если вспомнить, что для обычных 

ферромагнитных материалов 10՜ - 10

Переходим к вопросу определения волновых чисел А'։ и А, Как 

показано в работе |6], при определении kt и к, можно ограничиться 

случаем идеально проводяитего материала Т.с. волновые числа, 
определяемые (указанным асимптотическим методом), на основе 

уравнения и соответствующих граничных условии идеально проводящей 
пластинки, можно (с точностью теории тонких пластин) использовать в 

задачах колебания тонких пластин из материала конечной проводимости. 

Следовательно, асимптотический метод будем применять -лишь 
относительно уравнения (3.7) пли (3 12) при обычных условиях 

1акреплспня краев пластинки Для определенности рассмотрим колебание 

прямоугольной пластинки со сторонами д, и о, в продольном магнитном 

поле /У() = (Н0|,0,0) Условия на контуре будем пока считать 

произвольными. Уравнение поперечных колебаний для рассматриваемого 
случая, согласно (3.12), имеет вид

_ .> _ . д'ы 2/։ ГI + кИ 1 . /о «ех
О.д-и. + 2р/,_—+ —В֊,—- — =0. (3.15)

<7/ рп [ к 11 дху ]

Уравнение (3.15) решено асимптотическим методом в работах (4 6| 

при обычных условиях па контуре пластинки. В результате в 

зависимости от типа мапппоупругПх возмущений и от способа 

закрепления краев пластинки получаются следующие системы 
трансцендентных уравнений относительно волновых чисел к, и к, :

1. Случаи шарнирно опертой по всему контуру прямоугольной 

пластинки՛

к, = —. к, = —. (ш.и = 1,2,3...) (3.16)
«I ‘ «2

2. Случай защемленной пластинки (в этом случае формы магнито 

упругих колебаний пластинки распадаются па четыре группы по типам 
симметрии): 

для симметричных в обоих направлениях форм колебаний и
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к.а. к.

- 'l
(3 IS)

для антисимметричных в обоих направлениях форм колсбанни.

Для остальных cmciii.iiihi.ix форм колебаний уравнения относительно 

А։ и к, получаются из приведенных, комбинируя соответствующим 

образом одно из уравнений (3 18) с другим из (3.19)
В системах (3 17). (3.18) введены обозначения

2/>(1 ь kh) 

/JokhD.
= к; + 2к;

г։2 = 2к; + к* (3 19)
3. Случаи других граничных условий Соответствующим образом, 

комбинируя приведенные уравнения, можно получи п> уравнения 
относительно волновых чисел к, и к, для других видов опорного 

«акрепления. Например, если края д։ =0 и х, = «, жестко защемлены, 

а края х, = 0 и х;=«2 шарнирно оперты, то в случае симметричных 

колебаний имеем

С18М=-*1., к, = (2"-1>’1. (и = 1,2,3...) (3.20) 
2 г. - <1,

Вернемся к случаю ноперечнего магнитного поля, опираясь па уран 
пение (3 7) Принимая вышеизложенный асимптотический метод относи 

гельно .»того уравнения при различных граничных условиях, легко уста 
повить, что частота магпитоупругих колебаний определяется формулой

со : = —[(к; + к;): + 2,|Д"'А' '(И- СЛ > 1 (3.21)
2рЛ[_՝ ’

а волновые числа являются решениями уравнений (3.17) (3 19), 

которых величины ги необходимо заменить выражениями

г/ = ..-+21; + 2^±^д,;д«о.

2к; 4- к; 4-
2/|(1 4- kh) 

ДоД.

(3.22)
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հայաստանի գիտությունների ազգային ակադեմիայի
ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ

ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ АРМЕНИИ

Ս1փւաճ|ւկա 49. N 4. 1996 Механика

К ОПРЕДЕЛЕНИЮ ЧАСТОТ НЕОДНОРОДНОЙ БАЛКИ
Мовсисян Л.А.

Լ.Ա.Մովսիսյան
Անհամասեո հեծանի հաճախությունների որոշման մասին

Տրվում է կամայական անհամասեոության ազատ հենված հեծանի սեփական հաճախություն­
ները որոշեէու եղանակ Քննարկվում է հաճախությունների վարքը. երբ անհամասեոությունը 
պատահական ֆունկցիա է Բերված է հակադարձ խնդրի օրինակ տրված հաճախություններով 
որոշել անհամասեոության վարրը

L.A.Movsisian
To determination of frequency of nonliomo<|cncoiis beam

Дастся способ определения собспц-ппых частот шарнирно опертых балок npoinuo.ii.iioh 
нгодно|>ол110011 Илучпется xapaincp it.iMCHriiiui частот н случае, кома неоднородность 
пплястсп случайной функцией Прицелен пример обратной uinauii. когда по частотам 
мощно определить пгоднородносп.

1. Рассмотрим прямолинейную балку из неоднородного материшь'! 
(неоднородность может быть как непрерывной, так и разрывной состав 
нои) Поперечное сечение и неоднородное и» симметричны относительно 
плоскости изгиба (а՞).

Уравнение свободных продольно илгибных колебании приведен с 
учетом поперечных сдвигов, то есть перемещение по осп бачки и 
перпендикулярного к ней направлениях представится

тогда, принимая, что характеристика упругости и плотность можно 
представить и виде сумм четных и нечетных функций относительно г. 
для уравнений свободных колебаний будем имен.
— - { д'и + / дЦ _ <9՜*и-
дх дг ՛ дг дх 1 дг (! ?)

дх ' дг дг
где
Т = /,е + 72/. М = /2€ + Д/. е=№лг
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7, = |Е,г7Е. 7, >рЯ<№ (1.3)
Г г Р

7. =/с„7Е. /,=1р„</Е. /։ = /р,а/Г.՛ /, =|р0?ЛЕ

Коэффициент А'
балки а

подбирается, исходя из формы поперечною сечения

ди ди.
*■ х՜ ■*•

<Хг 
а? (1.4)

В частности, для балки прямоугольного сечения (1хЛ), которая по
длине состоит из п столбиков, длина к того -/։_։(/0 =0. /„ =/). а

в каждом столбике находится р1 кирпичиков со своими постоянными 
р("} (л = 1,2...... р,) и толщинами И[а} функции УДл) и /Да)

определяется ։|юрмуламн
%

7,(.г) = £7!'’(.։(х). 71” = /£,"”г'-'Л. у = 1.2.3
... ֊%

7.'” = Хб^’.ЛГ 7,(х) = £/1”2..(х). /1” =

-՛ '•՛ -Я
Ь, (л) = - Я(х - /4). Я(х) - функция Хевисайда

В дальнейшем будут рассмотрены частные задачи.
2. Если неоднородность балки только но длине и к тому же не быстро 

изменяющаяся функция, то можно ндаьзоиаться класичсской теории 

»!=-—— и при этом учитывать, что уравнения продольных и 
к дх ) 
поперечных движений распадаются

Для изгибных колсбиий будем иметь

-т[^5]+р»^=0- «•'>

Заметим только, что и в общем случае решение можно построить 
таким же образом, как и для (2 1)

Для балки с шарниро-оиертыми концами решение (2 I) будем искать в 
виде

и- = «■“”£Л,ЯПЛ.ЛГ. (2.2)
т>1 '

Тогда, представляя функции Е0(.г) и рп(х) также в виде рядов 11.2)
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F.,,(л) = £«. cosA.x. p„(.r) = £/>. cosA.a (2.3)
JVtO «1=0

и подставляя (2.2) и (2 3) в (2.1). для определения частот получим 
систему относительно
|(2ц, -а^п -ОД|,-/*.)]/.+ Ё[(ц^-с^Н/!-£Х"и,-/’-.)|4=0 (2-4)

я4У
Частоты определятся из равенства пулю легермапата системы (2 4)
В случае постоянной плотности (/>„ *0. Ь„ =0, т = 1.2....) можно 

показать. что определитель системы (2.4) нормальный [3| Для этого 
обозначим <р„ = /н’Д 11 условие разрешимости (2 4) запишем

H«.,-<d=0. «_=!'• "z""" = " (2.5)
1 4 '1 (0. пр" I" * Ч

21>ап с __
(2«О

Принимая, что «Н| имеют порядок хотя бы /н՜ . представим двойной 
рЯД

2<j=2<j+ âd«;il-r4ül^î| / = k J <2«
где C(, C, h P постоянные.

I 3
Так как ? —;------г =----- г. то второе слагаемое в (2.6) будет вида

“</--//»՛ 4т-
первого

Таким образом, двойной ряд сходится, следовательно, собственные 
частоты можно определить метолом редукции и процесс этот сходится 
|3|

Между прочим, в пользу продложенного способа определения^ частот 
говорит не только то. что он применим в случпях. когда невозможно 
решение уравнений с переменными коэффициентами, по и го. что часто 
быстро приводит к желаемым результатам. Например, .для составного 
стержня (продольное колебыипе) из двух частей /(. Е, и 
/,./Л(р( = р;) первые две частоты, определение из трансцендентного 

уравнения
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0)1. 0)1, л
a,tg----+ <Mg—- = 0. a։ =

0)1,
равны — = 0,998:2.143 при Л = 3/։, E, = 2,25E։.

«I
A i»oi частоты, определенные из системы двух уравнений, 

аналогичной (2.4). соответственно равны —-= 1.002:2,202. то есть 

наибольшая разница между точными и приближенными решениями 
меньше, чем 3%. причем ее можно свести к нулю, увеличивая числи 
привлекаемых уравнении

В качестве примера рассмотрим случай р(1 = const из двух материи 
юв. чередующихся один за другим

Ег,/2<_, <lu n = 2j
Коэффициенты определяются как (л = 2у. j = 1.2......)

«„ =^(Е,и + Е,Л). « = <2.8)

=-^-(Е, -Е,)м"^—£c°s^[(2/)-l)« + 2(/;-l)fc]

____________________________________________________ Г а 6 1 н н л I
\ £| \е. 0.5 1 1.5 2 2.5- 3 3.5 4 4.5 5

V|
0.82
0.87

1
1

1.10
1.12

1.16
1.22

1.21
1,32

1.24
1.41

1.27
1.50

1.29
1..58

1.21
1.66

1.33
1 73

V, 3.40
3.46

4
4

4.45
4.47

4.81
4.90

5,13
5.29

5,41
5,66

5.66
6.00

5.89
6.32

6,10
6,63

6.29
6.93

1\
7.47
7.79

9
9

9.92
10.06

10,57
10.02

11,08
11.91

11,50
12,73

11.86
13.50

12.19
14,23

12.48
14.92

12,76
15,59

В табл 1 помещены значения первых грех относительных частот 
= (£2;р/ Е’) ' при а/ Ь = 1 для различных Е, / Е.

Для каждой в первых строках помещены значения при п = 2. а во 

вторых п = 16 (были вычислииы также для случаев л = 4;8:12) Были 
взяты определители до десятого порядка для выяснения процесса



сходимости. Из табл I видно, что для // = 16 для приведенных отноше­
ний Е( / £, при определении частот можно пользоваться средним 
значением для модуля упругости, то есп> принимать /10(л) = (£։ + £',)/2

Па фиг. I приведены кривы первой относительной частоты г։, в запи 
спмости от а / Ь для различных Е, / Е2. Силошние линии соответствуют 
случаю ц = 16 . а пунктирные // = 2

3 Рассмотрим теперь задачу, когда имеется неоднородность по толщи 
не. Для симметрично собранной трехслойной балки, концы которой 
шарнирно оперты, частоты с точностью до Л’„, определяются

<1 =у^(1-А„), = №у-(1 + л„) (3.1)

л„ ֊[ —— + —-+
ИЧ /,) 12

2. =№(6,А,+20,/!;). /, =р,Л,+2р,Л,, Л=р, —- + Р..Н

И = - (4Л,՛ + 6Л;Л, + ЗЛ.Л;). Л = Л, + 2Л.

12Г՝Л,
В табл 2 приведены значения —г-г՜ при Я‘=1. Д,=р,=О. 

/Г/Г
р, = р: для различных Л, /11, и Е: / Е,



Т а б .1 н ц ,1 2

И, /Л\
0 0.01 0.1 1 5 10 100

0,1 2.28 2.29 2.40 3 4.29 4.86 5.74
0.2 1.72 1.75 1.97 3 4.18 4.50 4.87
0.3 1.32 1.37 1.79 3 3.79 3.94 4.10
0.4 1.08 1.18 1.53 3 3.37 3.42 3.17

И.։ табл.2 видно, как для большого интервала отношений Е, / Е1 и
Л,/Л, основную нагибную частоту можно определить по классической
теории

(3.2)

4. До сих пор мы предрпологалн неоднородность детерминированной 
Однако, полученные результаты можно использовать также для случаев, 
когда неоднородность является случайной функцией Будем различать 
два типа неоднородности. В одном случае неоднородность, которая 
возникает благодаря наличию в среде разнородных материалов

Здесь пас будет интересовать неоднородное г ь следующего вида 
Известно, многие материалы, кристаллы которых анизотропные |4|, в 
макромасштабе ведут себя как пзог|>ои11ые Однако, если в исследуемом 
объекте (например, в балке) имеется всего несколько кристаллов и 
каждый из них по-разному ориентирован относительно какой-то осп, 
будем иметь неоднородность в каждом участке, занимаемом данным 
кристаллом, будут свои упругие постоянные (таковыми являются, 
например, стержни-балки из силикона). Так как приводимый в 
дальнейшем материал пост иллюстративный характер, то по понятным 
соображениям рассматриваются наиболее простые модели и наиболее 
простой закон вероятности.

Будем считать, что кристаллы сами ортотропные, а ось балки не 
совпадает ни с одной из главных направлений упругости, то есть закон 
Гука в системе главных направлений записывается
£=«уогг <у։-А1/£1 (4.1)

Если одни из кристаллов при получении балки поворачивались 
относительно оси г на некоторый угол а дру։не относительно у на

, то связь между напряжением и деформацией относительно осн 
балки (д) запишется
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£'." = /,,|;|а',‘1. £.'" = ^т- (> = 1.2)

При .ном
/>;;՛ = а1" + в"1 cos2<' + с"’ cos:
А"> = ^(о„Г =

С"’ = ^(«1. +«|„.I.,

«1° = 2«и + ««.. «?’ = 2«n+«SS' 0 = ։-2)-

Если известны законы распределения случайных величии (р\'. то по 

формулам преобразования случайных величин можно определит!» законы 
для Е՝1' и в дальнейшем для частот.

В частом случае, для трехслонной балки и классической постановке, 
пли для примера и 2. когда при определении частот можно 
довольствоваться диагональным приблеженисм = (ло-О,5«21и)л/4), 

частоты есть линейные функции от Et и Е2

(О2„ = Х,(т)Е, + Х2(т)Е2 (4.3)

Выражение А',(/л) можно взять из (2 5), (2.8) и (3.2)
Считая, что одни кристаллы поворачивалась относительно оси Z 7. а 

вторые относительно оси у и для <р(1} справедливы законы 

равномерной плотности, для функции распределения квадрата частоты 
будем иметь

-р1)!-Е,(Х, +х,)]:, (X, +Х,)£, <ш’<Х,Е, + Х.Е,

5= ֊х,(£, +Е.)-2Х.£;]. ад +Х.Е. ««•՝ <Х,Е] +Х.Е.

A',X,(e; -Е,\Е,-Е,)-^(а>'-Х,Е, -Х.Е.)

Х^+Е.Х^а)՛ <Х,1-1 +Х.Е,

Формула (4.4) получена при определенных предположениях 
относительно /Г, и X,. что видно из выражений неравенств, кривые

= Et ((Pt) заменены ломаными
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f F, = -L‘Q* E +(- - фГ1 C E‘ 1 (4.5)
dE, 1 тг[ 1 E։ -E, (.2 ‘Jf.-E. J

£։ = E, (ф, =0). £, = E,^ ф, = ֊). E, = £. (ф, = ф1”’).

точка стационарности.
Для “однослойной" балки из однонаправленных кристаллов, каждый 

из которых на <р, перевернут относительно г и ср, -относительно новой 
оси у' коэффициент />п будет

/>н = А + 5cos2^, + Ceos12(р2 (4.6)
здесь

А =~[(Л| +«,։ +2О + Ф) + (/?! + 2К + F)cos2(pl+C1 cos՜ 2<р։]

Д = ^-[(Д| -«»։) + Д, cos2^, + С, cos’ 2<р։ ]

С = ^[(А, + «„ - 2D - Ф)+(В + 1К - Е)со։2ф1+С, cos: 2ф, ]

° = +«->)■ Е = |(а„֊«,։)

4>=^(ои+ои). Е = |(«„-«„)

Определяя стационарные точки поверхности С(<р|։(р.) при 
определении вероятностных характеристик Е но заданным законам 
относительно (р, здесь поверхность заменяется '■пирамидой”.

В качестве примера взят материал силикона с данными 
c։i=166G?U q,=6A8GPa Cu=T)^GPd

д - . q, __l_ (4.7)
(q,-q!Xc,+2q։)' Л։՜ (q.-^Xq,^)' " с„

Расчеты дают Et = Епип = \ 3Q.6GPa (при (р, -<р-, =0).

£, = I69.SGE«| ф, = ֊.ф. = о). В՜ = 187.2С/>« = £,.
\ 4*7

^ф, =^.,ф, =0.6158^. <£>l54;5GPa.

Между прочим, среднее значение Е. вычисленное здесь, мало 
отличается от вычисленных по формулам Фойгга- I65.9GP« и Ройсса 
I54.87GP«
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Для законов равномерных плотностей для ф, и ф, ф'уикцня 
распределения для Е (то же и для ОТ ) буле։

F(£) =

- ------ г. Е, S Е <, Е,

,_____ £,</:<
(Е,-£,ХЕ,-Е,)' •-

(4.8)

В последних примерах вопрос должен быть поставлен следующим 
образом Какова вероятность, чтобы (0՝ (пли (О) находился в требуемом 
интервале?

Расчеты показывают, что вероятность того, чтобы квадрат частоты 
находился соответственно ±5%. ±10%. ±15% от квадрата частоты со 
средним Е, равны 0.34. 0.68; 0.92. а чтобы частота отличалась от 
средней ±5%. равна 0.69

5 Кстати, приведенные в и 2 результаты можно использовать также и 
дчя решения обратной задачи но заданным частотам определить 
неоднородность Правда, в общем случае неоднородности но решению 
одной задачи невозможно этого сделать, однако, в частных случаях, 
например, если по длине неоднородность следующего типа имеется 
конечное число интервалов и в каждом из них модуль упругости 
постоянен. то можно достигнуть цели, имея значения частот, равных по 
числу неизвестных модулей В частности, по примеру и.2, по двум 
частотам можно определить Е1 и Е, Если известны (О, и

\ г г ,
й), £2, =—-— . то Е и /12 в первом приближении определятся

к )

£.=֊(« + »). (5.1)

{ = П, +Я,. >7 = ^7(П.-16П,Х16П.-П|)

, cos^-(2»-l) cos~—(2л֊1)
4/i_______ . 1 4/i_______

' я я з Зя cos— cos —
4« 4/i

Формулы выведены для случая одинаковых длин интервалов участков 
։■ различными коэффициентами В то же время можно их уточнить, беря 
последующие приближения Такую же процедуру можно применить 
также для определения рапрелеленпя температуры и балке, когда 
свойство материала изменяется в зависимости от температуры
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հայաստանի գիտությունների ազգային ակադեմիայի
ՏԵՂԵԿԱԳԻՐИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ АРМЕНИИ

Սնխասիկւս 49. N 4. 1996 Механики

ELASTIC WAVES PROPAGATION IN AN ELASTIC LAYER 
WITH CUBIC ANISOTROPIC PROPERTIES

Kazarian K.B., Belubckian M.V.

Կ.0 Ղագսրրյաճ • IT- Վ- ՕեւուբեկլրսնԱռաձգական այիթննրի տարածուս՚ր խորանարդային սիմս՚հտրիալի հատկություններով օժտված անիզոտրոպ շերտում
Քննարկվում է առաձգական ալիքների տարաճումը շերտում որի նյութը ունի խորանարդային 

բյուրեղի հատկություններ Ստացված է խնդրի դիսսյերսիոն հավասարումը կապակցված 
երկայնական և լայնական Աղիքների փողային արագությունների նկատմամբ

Երկար ալիքների մոտավորությամբ ստացված են անջատված հավասարումներ որոնք 
որոշում են հեծանի լայնական տատանումների հաճախությունները և ձողում երկայնական ալիքի 
փողային արագությունը Կարճ ալիքների մոտավորությամբ խնդիրը հանգում է Ռելեյի տիպի 
մակերևույթային ալիքի ուսումնասիրությանը Հետազոտված է բյուրեղի անիզոտրոպ հատկու­
թյան ազդեցությունը:

К.Б. Казарин, М.В. Белубскли

Распространение упругих волн о слое с анизотропными свойствами кубической 
симметрии

Обсуждается i>wi;i распространения упругих ноли и слое in материала го ։иойсгиаяп 
кубического кристалла. Получено дисперсионное ypaiitieiitic зхчачи относительно 
саяынных ф.иовых скоростей продольных и поперечных воли.

В .ипннооолнопом приближении получены раздельные уравнении относительно частот 
ииебаипн поперечных и П|1оло.11.ных волн балки. В коротковолновом приближении задача 
гяэдикя к изучению поверхностных волн Рллея. Исследовано влияние аии ютропных 
свойств кристалла

Tins paper discusses a dinantic problem of an elastic wave |»ropogatir>n along an infinrie layer with 
anisotropic properttcr of a single cubic crystal The dispersion equation are deduced relating the coupled SP 
ami P waves pattern» jiliasc velocities In long a wave approximation the beam Ikxural and extensional 
vibration equations arc obtained In a short waves approximation the equation of live surface Rcleigh type 
waves is deduced By means of the Kircboff theory of plate the two dimensional dynamic equation of 
i-'isiXropK plate is deduced A cornpanlion between the obtained results is earned out and effect of anisotropy 
is studied

STATEMENTOF THE PROBLEM
In the fixed Cartesian laboratory system (zY։. X,. X the governing equations are 

listed as follows-
Constitutive equations [7]
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O.t =(‘ll-ci:h+‘l.՝-': (' = *)

<T,։ = 2cusA‘, (ri* k)
№5,1 +522 +XH

(i; i = 1.2.3)

The strain- mechanical displacements equations

=7 (2)

Pte equation of motion

^4.1 = P".u (3>

In the above (T4. Sd, W, are components of the stress and strain tensors ansi displacement 

vector. Material properties arc the clastic modulus cl|։ Cl2, Cw ; the mass density p
We consider the infinite clastic layer of the 2d thickness.
We take the Cartesian laboratory system (X,,X2.X,) coincident with the 

crystallophysics system. The X։. X, axis arc directed along the interface. The X- 
axis is directed perpendicular to the interface of the layer.

It is supposed that interfaces X ■ = ±</ arc free from mechanical stresses.

From (1-3). it follows that the coupled SP. P- wave patterns arc separated from SH • 
wave pattern.

SOLUTION OF THE PROBLEM

Later we (0. II investigate the plane deformation ease (Ilie coupled SP. P-wasc 
patterns).

Taking X| = X. X, = Z, M։ = «(X,Z), w, =v(X,Z), from (1-3) we 

obtain the following governing equation with respect to the displacements U.V 

c;«., +[c; ֊ c,:(2/ -1)] >՛...=ii.,
(4)

<՝'... + £7+[C՝/-<(27 - !)]«.„■

Al the free X, = ±</ interfaces we have the following boundary conditions

a . = 0: tr..=O

«.+v, =0. ».+(l-20/)><, =0

In the (4-5) C, =(c,|l/p)l/* is the velocity of the p wave. ct = I p)' ' 

is the velocity of the SP wave, l) = r* / Cf = cu / cu; 'f = (c„ -c12)/2cu is the 

coefficient of anisotropy.
Taking solution of (4) in «lie form of the plane monochromatic waves 

u = un cxp[i(kX - cor)]; v = voexp[/(kX - ax)] (6)

( k is the wave number, (t) is the frequency of the wave) 
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wc come to the set of ordinary differential equations

֊*’(> - +41 - ■’f2/ - OR..=0
V......M + 4' - W-r - 0]"».. = 0 (7)

where P = (0՜ I A’ c,.

The solution of (7) can be written in the form

v„ = Ajsh^Z) + A,ch(Ap,Z) + A,sh(Ap:Z) + A4ch(A'p,Z) (8)
- a,A,sh(Ap,Z) + a։A:ch(kptZ) + a:Aloh{kp:Z) + a:A4oh(kp:Z)

In (8) ±p,. ± p. are the roots of the characteristic equation

;/ - )>;(2(2Z - I) - 0(1 + 0) + 4.7Z(I - Z)] + (I - /?,?)(։ - p) = 0 (9)
In the case, of an antisymmetry with respect to plane Z=O. when vfl(Z) is the even function 
and u-XZ) is an odd function, according to the boundary conditions (5) we come to the 
following dispersion equation

lh(W) _ fap,
■hferf) Up-.

where

/, = /»?+(1 - 2■>/)( 1-0): g, = />; +{l - 20Z + 00)
Let us consider the limiting cases.
If the length of wave is I = In I K »<1

then taking
lh(*p,</) = ty,</p(II) 

and using eq.( 10 ). we come to

0(1+<5 -2.M=+(p;+/'֊Xi - w+<W+
3 1 (12)

+(l-20Z + 00)(l-20Z)(l-0)]
From eq. (9) we have

p;p:- =(■ - 04(> - 0); p; + p- = 2(2/ - i)-0(i+0)+40Z(i -z)
Then according to (10). the equation (12) can be written as

0 ֊ -^-(4Z(I - 0Z) - (3 - 4i2Z)0 - 0=15] = 0 (13)

Introducing the new variable £ = ft)՜ / k'c[(P = ^ / l3) .we can rewrite eq (13) in 

the form

f-—^-[4Ztf(l-։5Z)-(3-4i?Z)<-«=0 (14)

This equation determines the First mode of flexural (bending) vibration of the layer.
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Since y^ = (<n ~C|,)/2cll . this equation docs not depend upon the coefficient cM 

Using technical notations

(l-v)E vE ~
C" (l + vKI-2v); C,! (l + v)(l-2v)' C"

where E is the Young modulus. V is Poisson ratio. G is shear modulus.

( G = EI 2(l + v) foi isotropic materials)
we can rewrite eq. (14) as follows

. EkM- pV(l + v)(l-2v)</! k’<rpa>'(} + v)
p(0 3(l-v)g + xi-v) <l6>

Taking -id) = 8/St. ik = 8 / fiv. we can rebuild the beam flexural vibraliira 
equation

2 Ed՛ , , 2(1 + v)</'p—}------nrw, ,+2/XAt՛------------- — h՛... -
3(l-v) 3(1-v) 

2(l + v)(l֊2vMlp;u
3(1-v)g

In cqs.( 16,17) the underlined expressions arc negligible ones and in general they are net 
taken into account.
Thus, for the cubic crystals in a beam approximation wc have the classic dynamics 
equation of isotropic media

In a short wave approximation, taking instead of the hyperbolic functions the value 
one. we can obtain the equation determining the surface wave dimensionless phase 
velocity

£ = 0) I kc,

The necessary and sufficient condition for the existance of the surface wave in the cubic 
crystal is I? < I.

For the isotropic materials this condition is always satisfied, since C, < Ct For the cubic 

crystal, this condition may he not take place.
If I? I the equation (IS) has not real roots in the interval 0 < £ < l?

Let us consider the symmetrical case . when vc/Z) is the odd function and ifQ(Z) is 

the even function
Then, according to the boundary conditions (5) wc have the following dispersion 

equation

/,&/>, (l9)

In a long wave approximation the equation (19) coincides with the equation of an 
isotropic beam.
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In the short wave approximation we come to the eq (IK)

EQUATIONS OF A THIN PLATE

Now we will obtain the equations of a thin plate using the Kirchoff thcoiy ol plate 
The investigation shall be carried out in a laboratory orthogonal system having one 

common axis with the ciy.stallophysics system (X։, X,, X»)

We take the rectangular Cartesian laboratory system (X. Y, Z) in such a way the 

uxifdinatc plane (X. }') coincides with the middle plane of the plate The Z axis is 

directed along the normal to the plate middle plane and is coincides with the X, axis 

Tire X.Y axes arc twisted out on (p angle with respect to X», X, axes.
In the new system the constitutive equations have the form [6]

=c„։.. + ctf(r„ + A.)֊^[(։.. -I.,)sin:2<(> + .t„sin4l₽]

=cii֊vm + cn(*». + -֊'„)sin:2<p + .vl. sin4tp]

o՜,, =2cw.v,։ -.v։i)sin4<p-.r։։sin:2<p]

- c\isa + Aifci + S ) (20)

<t.. = 2c„5,;; <7= 2c;

f = cn-ci: “2c44
Taking assumptions of the Kirchoff theory

^=W=<=0: (2D
u, = -Zw,t: v, = -Ziv.։; it. = u’(X, Y)

and supposing CT., to be small, we can obtain the following constitutive equation 

concerning the stresses <T„ . (7,,. (7n acting in the plate middle plane

< 3,. = “(B,',»’.,,+B,+2B,

< 7„ = -(B|;U'.„+fi|',W„,+2B;'6U'.„) (22)

< 3.. = -(Bi'6w.„+B»>>’,,>+2B;jw,1,)
In these equations the following notations arc used

B,', = B,, - |sin: 2ipB0; B:; = B,, --sin։ 2<pB„

B': = B,, +^sin:2<pB0; B'u = Bu --sin: 2<pB„ (23)
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B'„ - -TSinAipB«; By. = -Mi>4<pB„ 4 4
when:
B„ = B„-B,;֊2B4,

B„ = B„ = (c,:,-<7, )/<•„;

The plate bending vibration equation has the form 
A/, ,, + 2//.11+A/1 i։ =p»v,„ (24)

where

M, = /<T„ZrfZ: M, = J<r,,Z</Z: U = Ja„Z</Z

are bending and torque moments 
Using technical coefficients we have

M, = ,+vtv,u) + Ipsin2 2^(h,,„ ,„) + |Ds>n4<p>v„,
(25)

A-/, = -Z)(vu>,։։+Hi,1J-^-Z)sin’ 2fl>(»v,u-»v,։J- —Dsin4gnt’,

„ (aG<T ֊ - )// = - —-—+ Dsin* 2(p !(»..,+

where

Finally, the plate vibration equation has the form 

o(>v,,„,+2(l-5/o)>v.,„,+»•.....)֊

4

—-ysin2 2<p(h'։>i։1 - 2>r,l(։։ +w,„u) - 

-/5sin4rp(»v.iu։ + 2pdw,i։ = 0 

Fot isotropic material it is necessary to take D = 0 
Ute beam equation has the form 

^2 - ^Siir 2<p p.„„+2pJM-.„ = 0 

When <p = 0 , we come locq. (17).

(26)

(27)
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ՀԱՅԱՍՏԱՆԻ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԶԳԱՅԻՆ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ 
ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ

ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ АРМЕНИИ

(Jb|utu(i|ilpu 49. N 4. 1996

ОПРЕДЕЛЕНИЕ НАИБОЛЬШИХ ЗНАЧЕНИЙ 
НАЧАЛЬНЫХ ВОЗМУЩЕНИЙ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ 

ОБОЛОЧКИ ИЗ КОМПОЗИЦИОННОГО МАТЕРИАЛА 
ПРИ ОГРАНИЧЕНИИ НА ПРОЧНОСТЬ

Белубскян Э.В., Маркарян С.Э.

Է.Վ. ինյուբեկյան , Ս.Է. Մարզարյան 
Կոմպոզիցիոն նյութից պատրաստված ցյանային թաղանթի սկզբնական զրզոումների մեծաղ* յ։ 

արժեքների որոշումը ամրության սահմանափակման դեպքում

Դիտարկվում է Եզրագծով ազատ հենված օրթոտրոփ կոմպոզիցիոն նյութի (V. 
մոնոշերտերից պատրաստված գլանային թաղանթի պանէղ

Թաղանթի հաստատուն կշոի դեպքում լուծվում է ԿՆ-ի մոնոշերտերի ըստ հաստոէթքօ’. 
դասավորման անկյունների օպտիմալ ընտրության խնդիրը. որի դեպքում ապահովվում է 
ամրության պայմանից թույլատրելի սկզբնական գրգօման մեծագույն արժեքը սալի սեփակ.'. 
տատանումների դեպքում

E V Bekxibekian , S E Markanan

The Deterrrwnabon of the Maximum Values of the initial Excitation of the Cylindrical Sho'-' of 
Composition Material in Case of Strenght Limitation

Р.коытрпплстся шарнирно-опертая no копиру ii.uic.ib нилндричсскоП оболом» 
п.потоялснная n i монослосо ортотропного Ko>։noiiiiiiionnoro материала (KM)

Решается задача оптимальною iim6oji.i угла укладки монослоси КМ по тол:;ю 
оболочки при ее постоянном пссс. обеспечивающего наибольшее допустимое tu vc.։>» ■■ 
прочности максимальное значение начального uo,i.՝ivinetiii»i при собственник колеблши) 
оболочки

Рассматривается шарнирно-опертая по контуру пане« 
цилиндрической оболочки размерами a.b.h.R. изготовленная ш 

монослоев ортотропного композиционного материала (КМ).
Оболочка отнесена к цилиндрической системе координат Oxyz так 

что координатная поверхность ze0 совпадает с срединной поверх костью 
а ось Oz направлена к центру кривизны оболочки.

Предполагается, что в пакете оболочки но толщине монослои КУ 
расположены поочередно под углами ±<р к осп Ох В этом случае паке 

оболочки в целом можно считать ортотропным.
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Решается задача оптимального выбора угла укладки монослоев КМ по 
пятине оболочки при её постоянном весе. обеспечивающего наибольшее 
допустимое из условия прочности максимальное значение начального 
возмущения при собственных колебаниях оболочки.

Рассматриваются числовые примеры при различных начальных 
условиях и значениях габаритных размеров оболочки

I.Система дифференциальных уравнений собственных колебаний ор 
тотроппой оболочки в цилиндрической системе координат имеет вид 111

№
“ *4

<?4»г _ <?4»r I <9*՝Ф .
^'-Sy:+D'-17~~R'^r + p։

<?4Ф , _ у Э4Ф <?4Ф I <?:»v
Л-'

0.

(I)

1 к н(л.у./) функция прогибов. Ф(д-.у.г) функция усилий, р плот 

ноегь материала оболочки. / время. Са = Д։Л. О։| = В։111 / 12 жесткости 

оболочки, ал = И։1 / (С„С22 - С12:), а(ь = I / характеристики упру 

гости монослоя КМ по главным геометрическим направлениям 
оболочки. которые выражаются через характеристики упругости КМ но 
сто главным физическим направлениям В'* по известным Формулам 

поворота 111
Начальные условия оболочки принимаются в виде

»L = CZ(x.y). £| ։ =ед(х..у). (2)

где С и соответственно максимальные но модулю значения начали 

ног։» прогиба и скорости, |/,(.v.y)| < I заданные функции распределения 

начального прогиба и скорости, которые могут быть разложены в ряды 
Фурье
А('.у) = Е£У,...sirU.vsiiui.v.

/•(■«. У) = £ £/.„ sin A,.vsin//„y. (3)

, /НЯ ня
где . р, = —,

а 6
4

А. = —т J J z(x. y)sm A„xsinfi,,yd.xdy 
n n

37



Предполагается, что функции распределения /,(х.у) таковы, «по 

начальный прогиб и скорость направлены обратно оси Ог. что&. 
исключить потерю устойчивости оболочки.

Функции прогибов И УСИЛИЙ, УДОВЛСТ11ОРЯ1ОЩИС условиям шарнирного 
опирания краев оболочки, представляются в виде
>>■-££>>■.,„(<>мпл «֊■тр ՝.

Подстановкой (4) в уравнение (I) и условия (2), получается 
выражение для определения функции Фшп(г) 

ф (()=-!--------------- *•■.՝%.('.)-------------

и уравнение относительно функции п։т„ (/)

<(')<»!- + ՛».„(')=о <б)

с соответствующими начальными условиями

= .... (7)
где

ш~- = + 2(°>.’ + + П^‘) +

л: (8)

я;(«,,Л4_ + («,„ -2«,.)Л;./|; +«;,д;)

Решая уравнение (6). с удовлетворением условий (7). и подставляя 
полученное решение в (4). для функций прогибов и усилий получается

՝1' = СЕЕ| /.. +

ф ■ С? ? я(«, у„ + («„ - 2«,, + «.X)Х <Я)

.. со։®,,,' + )ып А„хчт //„>՛.

Деформации в главных теомстричсских направлениях оболочки 
определяются по формулам

<9’Ф <?*Ф <?‘те 
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д2Ф <9:Ф <?:»г

<?-ф д2м>
'* дхду дхду

Деформации с'п, е:,. е|: оболочки по направлениям укладки 

монослоев КМ определяются по известным формулам поворота [2]. а 
напряжения в тех же направлениях определяются по формулам 
обобщенного закона Гука 
а„ = «<г„ + ^е1։.

<7„ = /(’<•„ + В?.е„.

<7,. = <<■,,.

Условие прочности в наиболее опасных точках оболочки принимаются 
в виде |3]

|де СТЯ|, СТя;, СТЯ1>-прочностные характеристики монослоя КМ

Ставится задача определения оптимального значения угла укладки (р. 

обеспечивающего наибольшее значение начального максимального 
прогиба С (или начальной скорости £С) при заданном значении 

неизменном весе оболочки и удовлетворении условия прочности (10)
Учитывая линейную зависимость напряжений от максимального 

начального возбуждения С. условие (10) можно представит!» в виде 

П(о,։) = С:П(<7,1)£|. (11)

При заданном значении ч из условия прочности (10) в наиболее 

опасной точке оболочки в зависимости ог параметра управления <р.

определяются значения

С(ф) = [тахП((Та)] (12)

Варьированием значением угла <р определяется оптимальный проект 

оболочки, при котором начальное возмущение С(ф) достигает 

наибольшего значения.
Таким образом, поставленная задача оптимизации сводится к 

нахождению
С= тах[тахП(ст4)^ (13) 
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при ограничении 0 < (р < 90"

2. Численная реализация задачи произведена для случая, когда 
функции Z(.v. v) заданы в виде

/,(л..у) = /•(•'■•'') = -sin֊ .։»in£y. 
a h

В качестве КМ приняты однонаправленный углепластик и стеклоилас 
гик СВАМ 51 соответственно со следующими характеристиками 
В", = О.ЗЗВ”. В". = 0.0082 В”. В՝;„ = 0.16В”.

<У„ =1,9 10-’В”, а„, = 0.25՛ 10 ՛ В”,. =0,075 10 ;В”.

И

В!; = 0.62В". В” =0.12 В”.

В" = 0.16В,",.

ал, = I.S9 10':B", ff„, =0.77-Ю': В”. г,„ =0.5 10;В”

Определены оптимальный угол (р и соответствующее значение 

приведенного начального прогиба С = С / Л пли скорости 

^ = 9(12р«' /Я՝1/?|,<|/։‘)-’при £ = 0.1.*>. для различных значений 

приведенной толщины оболочки h = /» I h и отношений сторон а / b 

Здесь ^ = 0 соответствует отсутствию начальной скорости (£С = 0). .i 

£ = °° -отсутствию начального прогиба (С = 0)

В таблице 1 приведены оптимальные значения угла <р и соответствую 

щие значения С,,,., и £С„„. .тля рассмотренных материалов соответствен 

но при h = 0.05. b' / Rh = 20 и /» = 0.1. Л*/ЯЛ = 10 и различных 

значений alb. Там же для сравнения приведены значения С... к £С. .

соответствующие значения угла (р

Из таблицы следует, что в случае однонаправленного углепластика 

при всех значениях С оптимальные углы <р получаются одинаковыми 

при заданном значении alb. причем при увеличении а/b .нот угол 
уменьшается, стремясь к ф = 0° для длинной оболочки.

Для случая материала (’ВАМ 5.1 оптимальные углы получаются 
одинаковыми при £ = 0 и £ = 1 Причем здесь происходит переход от 

<р = 0" к (р = 90° в .laniiciiMoctn от изменения отношения сторон 

оболочки, а при </ / Л = I оптимум достигается при tp = 0" и <р = 90”
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Таблица I

Сравнение оптимального проекта |Ст„ ^С,,».) с невыгодным 

проектом (с.„. . ... ) согласно таблице 1. показывает на возможной в

существенного увеличения допустимых параметров начальною 
возбуждения пугсм оптимальною выбора углов укладки мрнослосв КМ

11 = 0.05, Ь2 / К11 = 20

Однонаправленный углепластик
«/ ь 4 = 1 4 = “

Спи» 4>" Спи» 4>՞ 4С„м. Ч>"

0.5 0.081 60 0,0667 60 0.118 60
1 0,282 45 0,269 45 0.928 45

1.5 0,318 35 0.311 35 1.489 35
2 0,324 30 0,319 30 1,882 30

с„. Спи» 1 с„.„

0.5 0,044 90 0,0349 90 0,0571 90
1 0,0849 0.90 0,0793 0,90 0,221 0,90

1,5 0,124 0 0,12 0 0,489 0
2 0,176 0 0.173 0 0,914 0

А = 0.1, /г/ЯЛ = 10

СВЛМ 5:1
а/Ь 4 = о 4 = 1 4 = ~

Спил Ч>° Спик 9>° £Стм <Р"

0,5 0,0713 0 0,0552 0 0,0872 0
1 0,154 0.90 0,137 0.90 0.332 45

1.5 0,231 90 0,221 90 0.745 90
2 0,285 90 0,279 90 1,395 90

Спин С,,.. 1 Сп.п

0,5 0,057 90 0,042 90 0,0622 90
1 0,139 45 0,128 40,50 0,305 0,90

1.5 0,201 15 0,192 10 0,613 0
2 2,228 0 0.222 0 0,995 0
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Следует отметить. что если л рассматриваемой задаче оптимизации 
плести также ограничение па максимальный прогиб, то это может 
привес и։ к изменению оптимального проекта оболочки.

Гак например, для материала СВАМ 5:1 при ь = 1. Л «0.1. 

а!Ь = 0.5 опручальный проект получается, при ф = 0°, при котором 

С = 0,0552а, н',п>» = щтп //» = 0.0713 При ограничении |и]< 0.07 

получается <р = 101>. С =0.0544, й»тм = 0,0701, а при ограничении 

|։е| < 0,06 получается (р = 65°. С - 0,0458, И’«.» = 0.0601.

Л II Т Е Р Л Т У Р А

I . Амбарцумян С А Общая теория анизотропных оболочек. М Наука 
1974. 448с.

2 Timoshenko S.P. and Goodicr J N. Theory of elasticity, cd.. me Craw 
•Hiu. New York, 1951.

3 Бажанов З.Я., Гольдеиблат И И и др Сопротивление 
стеклопластиков, М.՜ Мании.«. 1968

Институт механики НАН РА Поступила л редакцию
Ереванский Государственный Университет 28 07 1995

42



ՀԱՅԱՍՏԱՆԻ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԶԳԱՅԻՆ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ 
ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ

ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ АРМЕНИИ

տփ>ա6|ւկա 49, N 4. 1996 Механика

О КОЭФФИЦИЕНТАХ ОСОБЕННОСТИ 
КОНТАКТНЫХ НАПРЯЖЕНИЙ В ЗАДАЧАХ ДЛЯ

УПРУГИХ ТЕЛ, УСИЛЕННЫМИ КУСОЧНО
ОД НО РОД 11Ы М ИНА КЛАДКАМ II

Григорян Э. X.
Է. Խ.Դրիգոր|ան

Կոնտակտային (Այրումների եզակիության գործակիցների մասին, կտոր-աո-կտոր համասեռ 
վերադիրներով ուժեղացված առաձգական մարմինների վերարերյայ խնդիրներում

Աշխատանքում դիտարկվում է հակաեարթ խնդիր առաձգական կիսատարածւււթյան 
վերաբերյայ. որի Եզրային մակերևույթի վրա գտնվում է նրա հետ ամրակցված կտոր-առ-կտոր 
համասեռ անվերջ շերտ Շերտը կազմված է երկու տարբեր հատկություններով օժտված կիսա- 
անվերջ շերտերից Որոշվում են բարակապատ շերտի և կիսատարաձությսւն կոնտակտի տեղա­
մասում գործող կոնտակտային յարուսների եզակիության գործակիցները, ինչպես նաև երկու 
կիսւսանվերջ շերտերի միացման տեղամասի կոնտակտային յարումների եզակիության գործա- 
ԿԻՕՕ

E. K.Grigorian

Aliout Coeftlcicnb <>rSingulurity of Conlact Strcvscs in 1’roblcms for ElaMic Botlyes Rclnfnrccd «illi 
Parily-hanioRcncoiis Stiffcncrn

II работе рассмлтршыегся .uiTiin.iocK.in ։.ւ.ւ;ւ՚ւ.։ .xiu упругого цолупрострлнстнл. и.» 
1|ч||||'|К0|| IlOIWpXHOCTII KOJOpOfO НАХОДИТСЯ скопленный С ПИМ |[\<՝(>'|11О-ОЛ1Ю|1ОЛ1|Ы11 
6г> конечный слой Слои состоит и i двух иолубсеконсчиых слоен с р.сшнчиыми упругими 
(whcib.i.mii Подупросгрансию и слон деформируются иол действием сил. приложенных it.i 
граничной поверхности слон Определяются коэффициенты особенносп։ контактных 
ишряжсниЛ. действующих ил участке контакта тонкостенною слои с полупросгр.и(спюя. а 
Ы1.ЖС коэффициент особенности контактных к.1нря;ке>П1Й. дейстпующпх на участке 
контакта между пплубесконсчиымн слоями.

В работе рассматривается аптпплоская задача для упругого 
полупространства, на граничной поверхности которого находится 
сцепленный с ним кусочно однородный 6eCKOiif4iibiii слои. Слои состоит 
in двух полубссконечных слоев с различными упругими свойствами 
Полупросгрансгво и слой ле<|юрмпруются под действием сил. 
приложенных на граничной поверхности слоя П|>едлагаегся метод 
решения поставленной задачи, который допускает получить решение 
>а.тачи хчя тонкостенного слоя Кроме того, определяются коэфф։i 
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цнеиты особенности контактных напряжений. действующих на участи 
контакта слоя с полупространством, а также коэффициент особенности 
контактных напряжений, действующих на участке контакта мс,ц, 
иолубесконечными слоями.

Решены многие ладами теории упругости для массивных тел и ищ( 
упругих полуплоскостей, полосы, клина, полупространства с тонким։ 
покрытиями или. как принято говорить, накладками. Во всех ж։ 
задачах относительно накладки принимается гипотела об одномерно֊/ 
континууме, заключающаяся в том, что при деформации толщин? 
накладки считается неизменяемой. а напряженное состояние одиооспнч 
После принятой гипотезы задачи значительно упрощаются и поддакни 
эффективному решению. а результаты считаются достаточно 
достоверными Но когда накладка имеет края, несмотря ю 
вышесказанное, возникают некоторые вопросы, требующие объяснен։»: 
Например, рассмотрим задачу для упругой полуплоскости, усиленно; 
полубесконечно։։ накладкой |1.2] Здесь после принятой гипотезы об 
одномерном континууме, контактные напряжения в концевой точи 
накладки имеют корневую особенность, а в точной постановке показателе 
особенности должен зависеть от упругих констант материалов накладки и 
полуплоскости. Это говорит о том, что после принятия гипотезы 
решение задачи в некоторой окрестности концевой точки накладки ж 
соответствует истине. Поэтому ист смысла, после принятия гипотезы 
говорить о коэффициенте; особенности контактных напряжений Поэтом) 
возникает вопрос определения контактных напряжений в окресноста 
концевой точки, при этом используя решение полученного поен 
принятия гипотезы. Этому вопросу посвящена работа [3], где па примере 
антиплоской задачи для полупространства с полубесконечным слоем 
дастся ответ поднятых выше вопросов

Аналогичный вопрос возникает ։։ в том случае, когда наклад» 
кусочно однородна. Здесь в точной постановке в точке соединен։՛.« 
накладок контактные напряжения имею։ особенность, покалател։ 
которой зависит от упругих констант материалов накладки и упругой 
полуплоскости, а в случае гипотезы - логарифмическую особенность |4| 
Здесь опять возникает вопрос определения контактных напряжении ։ 
окрестности точки соединения накладок, при этом используя полученное 
решение после принятия гипотезы об одномерном континууме. Отпеты го 
обсуждаемые вопросы будут даны ниже, на примере антиплоской задай 
.тля упругого полупространства, граничная поверхность которого усилен; 
бесконечным кусочно-однородным слоем
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Рассмотрим аптиплоскую задачу для упругого полупространства, 11.1 
граничной поверхности которого находится сцепленный с ним 
бесконечный слой Слон состоит пл двух нолубескопечных слоев с 
различными упругими свойствами. Полупространство и слой 
деформируются под действием сил, приложенных на граничной 
поверхности слоя. Поставленная задача формулируется в виде еле
дующих граничных задач для кусочно однородного слоя и
полупространства
^Ж = о, -/,<у<

<?л՛՜ ау‘
0, — < Л' < ©о, ( 1 )

" Я -=-г(х)- " = -/(л). - « < .т < 0. (2)

. «яг. 1 , ,
" -Л !■ д = - <(.с), 0 < .V < со, (3)

+^-1 НД-О.у^НД+О.у) (4)

от | их ||=*о

=0՛ 0<>’<“՛ - со < Л < со, (5)

^|..О=-ТЫ,
(6)

11'(х.+0) = И',(х.-0). -~< х<©о (7)

Здесь В'(.т.у) перемещения точек кусочно-однородного

бесконечного слоя по направлению осп г, г( г) контактные

напряжения, /(.г) (- ©о < .г < °о) интенсивность сил, действующих на

слое. модули сдвига слоя соответственно при х<0 и
л>0. ^(л'. у) перемещения точек полупространства по направлению 

:.р модуль сдвига упругого полупространства. Л толщина слоя

Для решения граничной задачи (1), (2), (3) введем функции
IV (л. г) = И',’ (.V. у) + IV,- (л. у), IV/ (х. у) = 0(± V)Н'. (։. у).

։(.։)= г’(л) + т(л). г‘(л) = 0(±х)т(х).

/(л) = /*(х) + / - (л). / *(х) = 0(± х)/(х). 
где 0(х) функция Хеипсайла.
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Очевидно, что И'/(л. у) удовлетворяет уравнению (I) при д >0 и 

л < 0 соответственно Теперь, применив к (I) действительное 
преобразование Фурье, для IV (ег.т) получим

</-И',(ст.у) _ ст:у) = ±ЛК | т ,стИ, (8)
(1у՜ их

где

»к ’ (<Т. г) = / IV. (л. у)е' °'։1х. V (ст. у) = / И', (л,

(— о’ < <7 < <»)

Далее введем функции (5|
Ф(ст. у) = V • (ст. у)+1К ’ (- ст. у).

ч?(ст.у)=։к(ст.у)+й'-(-'ту)

Сначала рассмотрим функцию ф(ст.у). Согласно (3) и (8) для 

ф(ст. г) будем иметь

</!ф(ст. у) . ЛК(.г.у)|—Л_д2-Ст-Ф(ст.у) = 2^г^и, (9)

при граничных условиях
</ф(ст.у)| I . _ .

, <։о>

Решение граничной задачи (9). (10) при у = 0 имеет вид
—. л. с։1։(стЛ)_ с1Ь(сг/։)_.. .
Ф(а.0) =-------:—-т (ст)------ —-т (-ст)-

ц а ц а

—I с11Сстк/'+’’)]։>'՛ +(ст)-
<75п(Сл։) \

/1(СТ) = ±Г1£Ы±£) 
Д* СГ51։(<Т/։)

д\У, 
дх

Далее, разрешив граничную з;и։ачу (5). (6) для трансформанты Фурье 
функции И^(.т.О). получим

1Г(ст.0) = Н'՝(ст.0) + Й' (ст.0) = —|(г'(ст) + г (ст)) (11)
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Тогда, учитывая условие контакта (7). получим
IV (-о.О) - Й7՜ (сг.О) = -[ -+—С1Ь(|<Т|Л) -

1д /' ) Р1

-^г(ст)-£??г(-ст) + 7'(ст)- (12)

-^1с|’ИЛ+'>)Н^
Далее из (8) и граничных (4). при учете (7), будем имен.

=(^ н- ^с.Ь(|СТИ,)^ч-

+(1+_!_с1ЬОаМ]1^)_ЙЖ+М
\Д д ՝ ' |о| [ д д՜ )<я11(ой)

где
/х <ИИ <^.1

Теперь, имея в виду (13) и что (4)

окончательно из (12) получим искомое функциональное уравнение

ц (у +ц ) а
где

Л(<7)=[+-Л-Й<*) + Л.՜'1 ->7‘(֊<о]-П-7Т
(д Д +Д // (// +д ) )о$Ь(оЛ)

Использовав функцию '^(сг.О), можно аналогичным образом 

получить фуикцнональное уравнение следующего вида 
[17• (сг.о) ֊ 17 (-<т.о)() = [-!-+1 пШ+ 

1 V +/< ) я ) И
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Г1*^С1ЬИ,«+

с1Ь(а/,)Гк2> - £(„). 
р (р+р) а 

(15)

где

?.(а) =—/(<?) + + -/;7тл7'(-ст)|֊֊т;
^Р Д + Д (I (д + Д ) }։»ЦоЛ)

Далее продолжим следующим образом Применив к (14), (15) 
обратное преобразование Фурье, после чего продифференцировав по \
и итоге получим

г(Д/.т-

֊7-|г|(л-,а)г(Л/1
Я <>

(16)

----- Т~----- [ Р, (V + ’М- ■')')■՝ =
Р +Р I

(.Р Д' + Д՜ )к1 х+х л;,[д (д'+/Г).։+.Г р )Я-Х

X т(- ] г: (•՝ I։)г(՜ 'Н՝'+ + ')г( 'И'' = ф(՜ •>)• 

(О < -V < оо)

г,(.г.^) = К(х - Л) + К(х + х) + —Л.
Р +Р '|(Р +Р )
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V +д )1

Отметим, что выше использовалось условие равновесия слоя, которое 
записывается в виде

| т(х)с!х = |/($)<& (17)

Таким образом, задача свелась к решению сингулярных интегральных 
уравнении (16)

Для решения (16) произведем замену переменных и = 1пл՝. г = 1пх в 

(16). После этого, применив к полученной системе уравнений 
комплексное преобразование Фурье, получим 
[(- + -тК։а + ,~д .Л.(«)- (- + .2 . Х(«) = 

[кд д ) р (р +р )] +С )

= 7$Ъяа-А(а)
I — + —-— X (а) - [( — + ֊— \h7ra + ——^֊тт]т, (а) = 

(д д +д՜) [1д д') д-(д-+д)] (18)

= ьЬда • В(а)(-1 < 1та < -й)) 

где
Л(а) = К.(а) + Я,(а)+ ^,(а.). В(а)= Л',(а)+ Я,(а) + ф,(а).

Я,(») = ֊^тт,(и)= т(е”.).

Я:(1՛) = ~ / ':(с՜•<՛՝ У"т,(и)е1и, т;(«) = т(-е")

Я, (г) = —֊֊ 7 Г Л',(е' + е՝ )<-"г, («)<Л< 
Д +Д Л

Л',(у) =----- - -----  [ Л'. (<*՜՛ + е‘ )е'тЛч)(1и.
ц +р

։/>,(«) = ф(е֊). ч>,М = (р(-е').

СТ, = -1(0 является нулем определителя системы (18). нахо;шщейся в 
полосе -1<1та<0, анод /(&) понимается преобразование Фурье
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функции l(u)-

Причем

„ 1 /, я(я’֊д՜)՜’ 1 1
О < м = — arccos I - 7---------- 77---------- 77------------ г < -

Я (д + д*)(д+д-)(д +/z)J 2

Далее. определив из (18) г, (а), т.(й'). после чего премеппв к ним 

обратное преобразование Фурье, при этом имея и виду теорему Коши о 
вычетах, и переходя к переменным г, .У. будем ймегь

г(х) = / /г,,(л,л)ф)<Л- + ] Л,,(л-.։)г(-.։)Л + К'л -"՛ + 'Е.(л).

О о
г(.։) = ] Л,,(.г..։)г(.։)</.։ + /я.,(л„։)г(֊։)Л+ Кхи + ЧЛ(л). (19)

О о
(О < X < с*>)

где

K. 1
У' (/'+p )

(20)
я/'(я'+)<') + 2Д՜/'՜

K- = 1
+p‘) + 2p>

л(_;<а)_ф£}я(_1(и) 
/' (p+p )

(21)

A(-iü)) = jД —-—г^|(л‘+ •՝’)?(“՝)~ -т/;(х.л)т(.г) Wxv‘u''r/x + <p,(-/W), 

о о V Я Д Д /

—^-K,(x + .v)r(.v)—Lr: 
Р + Р Р

*(Р +/< + 2р)(2р р +р(д +д ))£

lsxn,~'<lx + ip2(-i(t)).

- ------- ;——— j Г. (л. г )</, (л. / )Л.

Я.։(х.։) = .—j T.(x.,)4;(s.')d/ -
rt(n +fl )fi + 2fi Ц i

2 ) -[r, ... .
*(/<■+/< +2p)(2/iV+/<(/<•+/r))l ՛
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Л,,(.г,։) = -7---------- ------------------[г.(л.ф։(.м)Ж +
я(/Г+/Г)/1 + 2/гН ֊'

___________ да'(р + /|՜)___________  

(р' +ц+2р\2(1'р +д(/Г + /г))
|'/;(л'.г)^|(.։ + г)/Л. 
(>

/г,,(л.л)=
/|(д + /1')(/!՛+/! ) 

(/1'+/|‘+2/1)(2/Г/1 + /1(/Г+/Г))
)т,(.х.Ог;(,։.ОЛ-

-1 . [ 7;(.г.г)<л(՝'.<)Л.
*/< + /1 + 2/1;,

Интегралы, содержащие 1\(л՜./), понимаются и смысле главного 

значения по Коши

Ид' -//')' 

(/1 + /1')(/1 + /Г)(/Г + /1՜)

</, (.։.I) - Л'С՝' +') + , . тг—г~ Г К(*_') -
+р ) + 2д р

Р’(^+Р՜)

/1(2/1 •//՛ +/<(/Г +д՜))

(/.(.,.,) = К(.։_, 1 + _>!■-}'- к(х+,) + ■
д +ц +2/1 Л(/1 +/, +2/1)

=к(։_,)+ ?'՜֊/'՜ А1։+,) +
/1 +/1 +2/1 /1(/1-+/|-+2/|)

</,(■՝■■') = К(.т + г) + . ./'2 . . Л'(։-1)-

/1(ц +/1 ) + 2/1 /I
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Д (д + Д՜)

Л(2д’д + д(д'+Д՜))

2*4 Д(Д + Д )

+[ Д -д_ _ ("+*'>то Ь( ст)]^.,-^а.

1х(д՜ + Д ) ДД ) ]П(а)

2*4 № р)

+[ 4^д _
[д (д' +Д ) ДД )’ ]п(<т)

П(а) = (сЬя<7 + Л)(с!> яа +1)

Итак, поставленную задачу наконец свели к решению системы 
интегральных уравнении второго рода (19). Кроме того, определили вил 
коэффициентов особенности (20). (21).

Теперь обратимся к вопросу разрешимости уравнении (19). Так как 
Я„(х..։) (т.п = 1.2) имеют порядок О(.г՜“) при л՜ —> <» и 

фиксированном л\ то отсюда следует, что система уравнений (19) не 
допускает решение с помощью метода последовательных приближении в 
£,(().««»). Ио если известны значения т(л) при а < |л| < 00. где а 

некоторое конечное число, то (19) можно записать в виде 

т(л) = | /?,, (х.л)т(х)</х +| /?,,(.т..г)г(-х)т/^ + 

о о

+/[Л„ (лл)ф) + Л„ (хл)г(-л)> + К -х- + 4-, (х).

г(-х) = | Я,, (х.х)х(.։)А- + ] Я.;(х.х)г(-.։)А + 

п о

+5 [Я.,(х. х)г(х) + Я„(х.х)г(-.։)]</х + К 'х՜“ + Т. (х) (22)

(0<х<л)
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Тогда (22) можно решать с помощью метода последовательных 
приближений и тем самым определить т(л) при |л| < а. Значит вопрос 
состоит в определении т(.г) при |л| > и.

Известен метод |5]. который хорошо практикуется, дающий 
возможность определить приближенное значение т(л). справе.тлнвос 
только при а < |л| < <*». Прибегнув к этому методу, решение граничной 

задачи (1). (2). (3) ищем в виде
И','"'(.։.у) = ^И'0(,г.։) + ^^11',(.г)со5Л<у. А=՜^՜ (23)

где п любое конечное целое число.
Далее, подставляя Н/1(">(.г,у) в (I) и удовлетворив граничным и 

контактным условиям, определим И'|(л։). После чего, применив к 

1У,(п>(л,0) преобразование Фурье, получим

(- а1 (IV(ст.0) = + ֊а' (З-г ■ (ст) + ?- (а)՝! х

' Ад Лд И р )

ху__ । ,2 (/'' -л՜)«*1 у Г т.~(-м,) т.-(.А )1__ 1__+֊
£;Х;+сг И д’+д’ д՜ д' 

где

л д՜ д՜ д^Л;+<г 
^(д'-дУ^Г 7'(М.) 7՜ НА)] (-))' 

л р'+д’ д’ д'
-4г/'(’)—77֊7*(а-). 
ц /т р Л

ц, неизвестная постоянная, которая определяется из (17). Имея в виду 

(11) и условие контакта (7), после некоторых преобразований, для 
определения т',(<т), т‘(о՛) получим функциональные уравнения
_ 2(и'-и՜}
К. (о)т; (а) + т; (а) + х

(Гт;(а,)-л-т.-(֊и,)>1 д?,(СТ)
+ст:)(Л՜+]с| + Г*,(с)) Л՜ +)с| + лЛ.(ст) 

где
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Л՜ +|g| + A7>„(g) ц

Л = -֊Г. Z>„(СТ> = 2СТ ՝ Ё .

it h ГЛ А։ + О
Решение уравнения (24) построим методом факторизации |4.6| Для 

лого, поскольку К.,(<г) —» I при |<т|—>«. K,(<j) можно представить I. 

видеW-g. W

где К*(л) = 0при л <0. а А''(л) = 0 при л >0,

K;(cr) = exp[±G/(ff)|. <7„(л) = —■ ]|п(а (ст))е՜՛՞՛т/сг

Разрешив (24). получим
к,-Мт,- М + 2^'. -Ё(л՛ Г.՜ ('А) - л г (- М, ))у,;, (er) =

Я + Я 1»։
=*;(ст) . (26)

к;<ст)т„՜ М + ~Ё('-՛г.'(<Л)->֊ ". (-'А))ч>;.м =

= ф;(а)

Ф (ст) =---------- .' л +|а| + Л7>.(<7)

ф: (<т)=зЁо5;.(<т)֊ '^--7- Ё<-1)'(л՛ (՛(-л,)֊ л՜ / (-'А<))х

1в| + Я 1=1

XV';., (о) + К.. (О) + д —• V',>. (о).

= = К(ст)+^‘■(ст)- 

¥;.м=jvja) = J

(I —
а?(Л7~‘(сг) + Л7(а)) 

(Л; +а՝)(Л՜ +|а| + Л'/>„ (а))
= Ф։„(<У) = К(<Т) + Ф1.»՛
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ч>;.(а)= }ф,֊(։)«•'"• А 
О —

Как видно ил (26). для определения Г (а) достаточно имен, 

значения Г,‘ (- /Л, ). ,*(- г’Л։). Для .лого и первом уравнении (26) 

подставим СГ = /ЛШ. а во тором СТ = -/2,,. В 11101с для оп|к*лслспня 
г.-(։А). с(֊<А) получим систему уравнений

хЁ(л?.М)-л (-|Л< )=ф.: )

1>|

+ (2.7)

хЁ(Х С (М,)- Л- тД-и, ))<(->л,) = <1>.(֊<л_) 
1<1

(/л = 1.2......и: п = 0.1.2....)

Как следует (27). Т„2(<т) при |ст| —> *> имеют порядок о(|ст! ՛). 

что говорит о том. что Т_; (х) при |х| —> 0 имеют логарифмическую 

особенность Но мы выдели выше, что Г: (.г) - K՝ |к! ' при |х| —> 0. 
Отсюда можно заключить, что Ги(х) является приближенным 
значением г(х) при «н < |.v| < «*». Очевидно, что при увс.тнчепнп и 

значения а„ будут уменьшаться и стремиться к нулю при п —> 

Значит, если заменим в (22) а на г(л) на Г, ( с) («։ < х < «•>). мы 

определимых) при 0<х<«„ и тем самым определим значеният(х)при 

0 < х < о чем говорилось выше Далее, подставляя таким образом 
полученное решение в (20), (21). определим коэффициенты особенности

В частном случае, если взять пулевое приближение.
, Ф,;(ст) . Ф,;(а)

Г"(<Г) = ^)' Г"(СТ) = ^)' 

А'..(ст)

где
Л՜ 4-|g|

Л + |сг|' 
Ф,;(ст) = Ж<т)-
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го нетрудно видеть. что оно будет соответствовать задаче для 
тонкостенного слоя, где принимается гипотеза о том, что перемещения по 
толщине не изменяются (23). Далее, определив из (22) значения Г0(д) 
при |д| < ая. определим, таким образом, То(.г) при 0<д<<». а тем 

самым и .
После определения Т* (л),Т"(.т), представляет интерес определение 

напряжения в упругом кусочно однородном слое. Для этого следует 
определить W'.(O.y) и контактные напряжения Р(у) (-/։<у<0). Ile 

останавливаясь на подробностях, приведем выражения Р(у) и W',(О.у). 

Они имеют вид 
и, (0, у) =_____ !_____

'* ' я(р'+р’)£ osh(oft)

. 7isgnCT(r-(g)ch(|o-|(.v + /i))֊/-(g)ch(|CTLv))
^У, = д-+дят sh(|g|A)

р՜ _1_ 7 isgn j(r~(g)ch(|<7K.v + /|)) - /~(g)ch(|g|,v))_/
+ /Г+/Гя1 ։h(|o|/i)

(-/><.у <0)

Далее ввиду того, что

f ’(а) ~ »T(l - (ù)e - К՝ (а + /0)"՜՛ при|<у|-»««

_<w*
г‘(сг) - -|'Г(1 -œ)e ՝K'(a-iQ)u՜ при |ст|->°о 

где
(g±i0)“՜' =а.“՜' - г՛“®.“՜', ст.“՜’ =е(ст)ст”-', 

ст.“՜' =0(-ст)|стГ 

можно показать, что

- ’-°

2

- -°

2 

Тогда
^Ы- ^р(֊у)при у ֊> 0
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где А՜,, выражается через K' .К по формуле

Ц՝К-Ц«‘
՛' t \ псо

(р +Ц )sm —

Работа выполнена по заказу фирмы “Анушик"
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ՀԱՅԱՍՏԱՆԻ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԶԳԱՅԻՆ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ 
ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ

ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ АРМЕНИИ

Մեխանիկա 49. N 4. 1996 Механик.!

ПРОЕКТИРОВАНИЕ КРУГОЙ ПЛАСТИНКИ ИЗ 
КОМПОЗИЦИОННОГО МАТЕРИАЛА, 

ВЗАИМОДЕЙСТВУЮЩЕЙ С 
МАГНИТОГАЗОДИНАМИЧЕСКОЙ УДАРНОЙ 

ВОЛНОЙ

Азатян Л.Д.
Լ.Դ.Ազաս>յաե 

Մսւզճիսւսզազադինամիկակամ Ոաիվածային այիթի ճնտ փոխազդող 
կոմպոզիցիոն նյութից կազմված կյոր սայի նախագծումի

Աշխատանքում դիտարկված է մագնիսագազադինամիկական հարվածային ալիքի հետ 
փոխազդեցությունը աոածգական շերտավոր կլոր սալի հետ Լուծված է այդ սալի օպտիմալ 
պրոյեկտման (նախագծման) խնդիրը, այն է գտնված է ռադիալ և շրջանային ուղղություններով 
ամրավորված էլեմենտար շերտերի այնպիսի բաշխում սալի շերտերում, որի դեպքում սալի 
կոշտությունը լինում է մաքսիմալ, մագնիսական գազադինամիկայի գծայնացված 
հավասարումները լուծվում են փոփոխականների անջատման մեթոդով և գտնվում է ճշգրիտ 
լուծումը Սակայն թվային հաշվարկների համար օգտագործված են մոտավոր բանաձևեր 
մագնիսական դաշտի և գազի ճնշումը սալի վրա հաշվելու համար Բերված են թվային 
հաշվարկների արդյունքները

Լ.Օ./\£օէւոո

Design of round plate from composition material, interacted with 
magnctogasodynamic shock wave

Il |u6ore рассмотрено в.мимолействие круглой упругой слоистой пластинки с 
мпгнитогазодин.тмпчсской ударной волной Решена задача оптимального п|юехтиров.1Ния 
ттой пластинки, а именно найдено такое распределение армирующих хтементов и 
окружном п радиальном направлениях круглой пластинки, которое обеспечивает ее 
максимальную жесткоеп> ^Л|1нсариап|Х>ванные уравнения магнитной газодинамики |>ешены 
метолом разделения переменных и найдено точное решение мдачи Но для получения 
числовых данных исполь юваны приближенные формулы для определения магнитного 
поля и давления газа на пластинку Прицелены результаты численных расчетов

Рассматривается задача определения оптимальной структуры круглой 
пластинки из композиционного материала, закрепленной в жесткой 
безграничной стенке, при се взаимодействии с магиигогазодинамическоп 
ударной волной Пусть пластинка радиуса R отнесена к цилиндрической 
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системе координат (r,0,z) так, что средин пая плоскость недеформи 
рованной пластинки совпадает с координатной плоскостью (г.0) 
Начало координат принимаем в центре пластинки, ось Ог направлена 
противоположно движению волны.

Предполагается, что пластинка состоит из 2л слоев, поочередно 
армированных в радиальном и окружном направлениях. При этом, слои 
с нечетной нумерацией (1,3... 2л-I) состоят из kt элементарных

слоев, армированных в радиальном направлении, а стой с четной 
нумерацией (2.4......2л) из к: таких же слоев, армированных в

окружном направлении Следовательно, толщины слоев пластинки с 
нечетной нумерацией будут 50А',. а с четной нумерацией . где 
толщина элементарного слоя

Таким образом, пластинку общей толщины 2Л можно представить как 
собранную из п одинаковых слоев толщины 8 = 8пк. где к = kt + к2. 
армированных волокнами в радиальном и окружном направлениях. 
Величина $ = к} / к определяет относительную толщину радиально 
армированных слоев пластинки в пакете [ 1 ].

Пусть магнитогазодинампческая ударная волна движется со скоростью 
v0 и в момент t = 0 сталкивается с поверхностью пластинки. Пластинка, 
другая сторона которой соприкасается с вакуумом, находится в 

кольцевом магнитном поле В Плазма, в которой распространяется 
ударная волна, предполагается невязкой, нетеплопроводной, имеющей 
бесконечную электропроводность (а = <*>) Очевидно, что вектор

магнитной индукции В начального невозмущенного состояния должен 
удовлетворять уравнениям магнитостатики

rot В = 0, div В = О

из которых следует, что азимутальное начальное магнитное поле 

является функцией от координаты г. Обозначим через Z?o(O,Z?e,O) 

среднее значение вектора магнитной индукции В
Булем приписывать индексы 0 и I давлению Р. плотности р. 

скорости частиц газа v, магнитному полю В, скорости звука с впереди 
и за фронтом падающей волны. Течение за падающей волной 
определяется из соотношений для прямого скачка уплотнения [2]. 
Значения параметров за падающим скачком приведены в работе (3].

Параметры газа за отраженной ударой волной представляем в виде (3]
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Р2=Р2+Р, р2=р2+р, В1=Вг + Ь

*։=у(у,.у). с,=с,+г 
(1)

где Р2. р2, Вг,с: давление. плотность, магнитная индукция и скорость 
звука за отраженной ударной волной в случае ее взаимодействия с 
безграничной жесткой стенкой. Эти параметры приведены в работе |3|.

После подстановки (!) в основную систему уравнений магнитной 
газодинамики [41 и линеаризации, получим

д/, _ \ дР В2 I д ,
д։ р, дг 4лр, г дг е

А. 1 дР В, 1 д , ,
61 р2 61 4лр, г

Таким образом, рассматриваемая задача сводится к совместному 
решению системы (2). уравнения движения круглой пластинки |5|

д*м 2 д'п I <9ги’ I Аг д'п
Оп-- + -Ои-—------ тО„—^- + — О„—- + т—г-2 = 0 (3)

дг г дг г дг՝ г " дг дг 

и уравнений Максвелла для электромагнитного поля 
непроводящей пластинки (в вакууме)

-.<>) । де - । (9/,
гот Ь • =-----—. го։ ф) =-------- -—.

с д։ с д։
-<0 -(О

<1\уЬ =0, Нот = 0.
Пользуясь известными выражениями для жесткостей пластинки, 

составленной из ортотропных слоев |6]. для рассматриваемого случая 
получаются следующие значения жесткостей [ 1 ]

С„=[(й,-йв)4 + вв>.

с.: = [(вв֊в,)^ + в,Х.

= ]тЛ'Кв՛ -М + "«]
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О:;=^'-'[(Вн -я.Х + в,]

Здесь В, и В„ упругие характеристики армированного пластика в 
направлении армирования и лерснликулярпо к нему. »V прогиб, т 
масса 11.1аст1П1ки, приходящаяся на единицу площади срединной 
плоскости. 2 нагрузка, которая имеет внд|4|

2 = А + Р+Г.-7;?’ (5)
Здесь Р избыточное давление газа. Т. и 71" компоненты 

максвелловского тензора напряжений в газе н в вакууме соответственно, 
-I.) -(О
Ь . е векторы возмущений магнитного н электрического полей В и 

/;; с скорость света в вакууме (с = 3 • Ю10 см сек).
К системам дифференциальных уравнений (2). (3) и (4) необходимо 

присоединить условия непроницаемости стенки, условия непрерывности 
касательных составляющих электрического поля на поверхности 
пластинки и условия затухания всех видов возмущений на бесконечности

д\у

о
при г < R 

при г > R 

при с= И

(6)

(7)

(8)

где любая из возмущённых величин
К этим условиям надо присоединить пулевые начальные условия

В настоящей работе рассматривается круглая пластинка, жестко 
заделанная по кромкам в безграничную жесткую стенку

и’ = 0. ~ = 0 при г=Я (10)
иг

В качестве приближенного выражения для функции и» принимается

»■=/('И'-)=Л')[| -«(֊У" +Ш] < ։ ։)
где г-—4 „ I + /։,"г-^са/с„. а=—.
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Введем функции ф и такие, чго
<?ф д(р . />«

уг=-т-- '- = 37- "<>=“аг О1 г
Тогда из первого и второго уравнении системы (2) можно получить

Так как в момент г = 0 соприкосновения ударной волны с пластинкой 
возмущения отсутствуют. то есть при / = 0 Р = ф = ^ф/Л = 0. то в 
(16) можно положить ^(г,") = 0. Аналогичными рассуждениями из (15)

* <?/ 4я г
Из т|х»тьего и четвертого уравнений системы (2) имеем
ЭР < РгЬ)" дф Р:(с:)'*» 0

д/ г дг гВ: <9/

Исключая из (12) и (13). получим

дР _ р, д'Ц) _ р;с;Л՜, 1 д<р
<9/ 1 + дг 1 + Л‘о г дг

Здесь и в д^тльнейшем штрихи опускаем. Л„ = /А՜ / 4лр,с:

(12)

(13)

(14)

Подставляя (14) в (13). получаем
дЬ„ _ 1 дЬ* _ В, д7<р В, 1 д<р
д/ г д։ с,:(|+ Л'П) <9г: (|+Л',)гс)г

После интегрирования по 1. из (14) имеем

1 + Л(| <9/ 1 + Л|( г (| <9/

(15)

(16)

Формулами (16) и (17) устанавливается связь между функциями 
Р. ф. и Лв и ф То есть. определив функцию ф. ио формулам (16) и 
(17) можно определить Р и Ьв . Перейдем к определению функции (р

можно получить
, . . By д(р By 1 Г<?ф .>„ Г.Г.. С;!(| + Л֊;)й + 1 + Л:„ 4 г)г " (17)

где
Л2=Л:ос,:. А = 1/(| + Л:о).

Четвертое уравнение системы (2) с учетом (16) принимает вид 
д2(р А д(р д'<р _ 1 <?~ф
с)г' г dr dzz Cj+Л՜, дг

(18)
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Применяя интегральное преобразование Лап-тас;։ |7| >. уравие1пио (18) 
и граничным условиям ((»). (8), а также учитывая условие (9). будем 
иметь

д'-ф Аду д'ф _ • ;^՛՛ а (

дг г дг *3 с;+Л-

_д<р\ _[-^7М<м(<-) "Р" '<К. (9())

1° "Р"

Здесь

Ф = ]фе "'Л. /, =(22) 

(I о
Решение уравнения (19) будем искать методом Фурье. Положим 
^.г.г)=х, (23)

Подставляя (23) в (19). получаем
X (г) Л X (г) У (гл) ? (
Х(г) гХ(г) с; + Л: '

отсюда
Х”(г) + 4а'0 + »:Х(г) = О (25)

(26)

Интегрируя (26) и учитывая условие на бесконечности (21). получаем

(27)

Решением уравнения (25). с учетом (21) и ограниченности решения в 
точке г = 0 . будет

Х<г) = С2гЧ0'Н (28)

Здесь функция Бесселя порядка V, где V = Л*о / 2(| + Л*) нс есть 

целое число
Общим видом функции (р является

(р = |г՝'С(//.л)7г(л,г)с ' ‘-'*А с1п (29)
п
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Для определения С(п,я) используем граничное условие (20). которое
запишем в виде интегрального разложения Фурье Бесселя |8| 

= -г' ]>|7Д>|г)|.։7(.։)ш(р);, (>|р)р’ '<18Л|

с другой стороны, согласно (29)

Из (30) и (31) следует

с1..1=-г=^Ц=<’ ՝ ՛'՛՛“ Iр՝՝ш(рр,("р)‘,р

2 . Г о

Г 4+*’

Таким образом, для (р получаем

(30)

(31)

(32)

(33)

(34)

Используя теорему о свертках |7|. получим

где 
к

®(д) = / р'"4(„р)и(рИр 
о

Вычисляя производные функции (р по / . г. подставляя в формулы 
(16) и (17). получим выражения для возмущенного давления Р и 
компоненты возмущения магнитного поля Ьм. Эти выражения ввиду их 
громоздкости не приводятся в работе. Компонента Т.. максвелловского 
тензора напряжений в газе после линеаризации определяется по формуле 

т _ В,, 
4/Г

Для определения компоненты 7'.?’ максвелловского тензора 
напряжении в пластинке (в вакууме), необходимо найти Ьд . которое 
согласно уравнениям Максвелла для вакуума (4). определяется из 
уравнения
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дгЬ" .
<?г2 г дг дг' сг дг

Получим условие для /?£’ ||а поверхности пластинки Для этого 

используем граничное условие (7)

ег = ^'։ при 2=7։

Для идеально проводящего газа из закона Ома следует

<■ = -■!■(; + в։) = 1[ В, -вА} (36)
с ' су ' сс ' дг )

Отсюда
е, = «<'> = .!■ В. при г = Л

С Л
С учетом условия (II) легко найти 

[ I _ Ле _
П "р" г<к (37)

°Л [о при г> R

Из первого уравнения системы (4) следует
1^ = -5 (38)
с д/ дг
Из (37) и (38) получим следующее граничное условие для функции 

6«;

^1 =1?՜®^ Г<К՝ (39)

Л I 0 при г> R

Таким образом, мы 
начальных данных

от

должны решить уравнение (35) при нулевых

при г = О

граничном условии (39) и условии затухания возмущения на 
бесконечности

Принцип решения этого уравнения тот же. что и выше (метод Фурье). 
Поэтому, не приводя выкладок, запишем окончательное решение в виде
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<'н = - r)j"A('"')<a(«)Z, "< Jr՜՛ - (՜ :')■

с Л’ V с
■Шт (40)

где 
К

^(") = 1р"(рМ"р)‘1р-
о

}0(пг) функция Бесселя нулевого порядка. /(/) и й)(?) функции, 
определяемые формулой (10 С учетом (40) можно определить 71°

Понятно, что точное решение задачи представляет собой большие 
трудноеги Поэтому для получения числовых данных будем пользоваться 
упрошенными формулами для определения нагрузки 2, которые 
позволяют свести задачу к интегрированию дифференциального 
уравнения второго порядка В настоящей работе получены конкретные 
числовые результаты для случая, когда для определения избыточного 
давления, компоненты максвелловского тензора напряжений в газе 
использованы приближенные формулы, полученные на основании 
применения гипотезы плоского отражения

р с.р, дя т С,ру.:„ Аг
’тМ» *՛ ■՝■ 7> + 4 * (41)

Г1.1_ в:
4Лс <9/

Согласно (5) и (41) рассматриваемая задача сводится к решению 
следующего дифференциального уравнения.

Подставляя прогиб пластинки в виде (11) и применяя метод Бубнова
Галеркина к уравнению (42). для определения стрелы прогиба получим
уравнение

где

(43)
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A„

5„

inR2 Г _ 4ix a* + P: 4a[J
2 [ n, + 3 + 3 + n, + 2 + 5 " n. + 7

p;c,/?՜ Г 4a | 2/3 t a2 t 02
2 I «, + 3 3 n, + 2 5

C- =75- 4I3[1 -~2+l\9D" - D«)-“(n- + 'X'-'-'On ֊ M*A I II, + J JI

2 ( n, + 3 3 J

Решение уравнения (43) запишется в виде 
р er'(ysin VDr-VD cos-ZOrJ+VD

/(,) = X Td[(Vd):+7:]
/(') = ^rk'(X֊l) + l]

«•,'(>PDchVzD/-)shVrD/)-V;:D

/(' =X J=o[(V=D)!-r]
Здесь D = C„/A„-B2/ 4A‘, V = -BJ 2A„

при D > 0.

при D = 0,

при D < 0,

Ставится задача нахождения оптимальной пластинки заданного веса
из условия

пнптахи'(/,г,£), 0<^i, />0

В качестве численного примера рассматривается пластинка, 
составленная из монослоев композиционного материала со следующими 
значениями коэффициентов упругости:

Ве =0.0255. 5^=0,00665,

В таблице приведены оптимальные значения параметра и 
соответствующие значения безразмерного прогиба / = //2/» в центре 
пластинки для различных значений параметра а2 = В^ 14прйс1, 
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характеризующего начальное магнитное поле Расчеты проведены для 
значения Л. = 211 / R = 0.05.

а 0 0 01 0.05 0.1 0.5 1

7 0.3291 0.3287 0 3271 0.3114 0.1982 0.0765

0.72 0.72 0.72 0 72 0 75 0.77

Как следует из таблицы, магнитное поле ослабляет воздействие 
ударной волны на пластинку, что может быть использовано в 
практических целях Этот же эффект был получен в работе (31-

Данная работа выполнена по заказу фирмы “Ануитк” Автор 
благодарит Гнуни ВЦ. за участие в обсуждении работы и ценную 
консультацию.
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ՀԱՅԱՍՏԱՆԻ 4ԻՏՈՒԹՅ(1|֊ՆՆԵՐԻ ԱԶԳԱՅԻՆ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ 
ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ

ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ АРМЕНИИ

Մեխանիկա 49. N 4, 1996 Механика

РАСПРОСТРАНЕНИЕ ОДНОМЕРНЫХ ВОЛН В 
БЕСКОНЕЧНОЙ МНКРОПОЛЯРНОЙ СРЕДЕ ПРИ 

НАЛИЧИИ МАГНИТНОГО ПОЛЯ 
Гаспарян А.Е., Хачатрян Л.Л.

Հ.Ե Գասպարւան. Ա.Ա.Խաչատրյան 
Միաչսւփ այիքննրի տարածումը անվէւրշ միկրորեեո միջավայրում 

մագնիսական դաշտի ճաշվաոմամբ

Ուսումնասիրվում է մագնիսամիկրորևեո ալիքների տարածումը, նրանց 
արագությունների կախվածությունը հաճախականությունից և արտաքին 
մագնիսական դաշտից

A E Gasparian. A A Khachatnan 
Propagation one-dimensional wave in the infinite mrcropolar continuum 

with the magnetic field

Исследуется iijxjiiecc распространения |1агннтомик[х>полярных do.hi. поредение их 
скоростей и 1ЛВНСИМОСП1 от частоты и плиряжеииости внешнего магнитного катя

Уравнения, описывающие волновой процесс в магнитомикрополярнон
ндсалыю-проиоляшсй среде при наличии внешнего 
магнитного поля, имеют вид 111

(< +cj) grad div (/-{с,՜ +с{) rot rot U+с, rot — * = -^р-

(с4: + cl) grad div <p — c՜’ rot rot (f> + Ct)'G rot U — 2Ct)‘(l<p =

нос гояиного

(2)

где

с-=-(Л + 2д).с;
P

Y j ,a + P 
Jp' ՝ JpP P

a; = -Z- = ^-. FM = —[roi roi (u x W»l] x H„ (3)
0 Jp J 4я1 v '1

Здесь U вектор смещения; (p вектор микрополярного вращения, /•
объемная сила электромагнитного происхождения (пондеромоторная 
сила), Лир коэффициенты Ляме; р плотность материала; и 
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у дополнительные упругие коэффициенты изотропной мнкрополярной 
упругости; У динамическая характеристика среды (мера инерции при 
вращении); /7о вектор напряженности внешнего магнитного поля

Исследования простейшего типа волн сразу же выясняют 
существенные черты распространения магнитомикрополярных волн, их 
характер, скорость распространения, дисперсию и затухание Характер 
распространения воли легче всего проследить на примере 
монохроматической волны, распространяющейся в направлении оси Ох՝.

Предполагая, что в уравнениях (1) и (2) функции и и ср зависят 
только от х, з х и /. получим систему уравнений для компонентов 
вектора смещения и вектора микрополярного вращения

+ 1 Ж" - (г' + _ г- 4.1
1 ’ Эх' р ' ' <?х՜ дх р 2 дг

I ■> ՝ дф՝ ։ и«՛» , ок „ , д'(р,

ас ас р а ас ас а
(4)

, д2(ру
4 * •' а!

здесь /-У’ и /'"У определяются из последнего соотношения (3) в 

виде
р;՛՝=(«;+«»,)& - Нюня^-нюн„ 

• ' ах ах ах
Х'> = Н^-НпнЛ£. ^> = Н^-НЮНК^- (5) 

ах ах ах ах
В зависимости от направления напряженности внешнего магнитного поля 
возможны следующих два варианта, когда система уравнений (4) 
упрощается

а)Я|0=0, Ям*0, //ад*0
Тогда

^'’ = (н; + яу^-, ^'' = ^'’ = 0 (6)
6)Н|о*0. //м = //ж=0
Тогда ^'’ = 0. ^'’ = »,0^, ^' = н;0^ (7)

ах2 ах
1 Отмстим, что в случае а) в системе (4) от второго по пятое 

уравнения не зависят от напряженности внешнего магнитного поля и это 
исследовано в работах 12.3]. поэтому здесь их рассматривать нс будем.
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Что же касается нерпою уравнения, го оно в силу ((>) приводится к вид\

Решения уравнения (II) ищем в виде
и, (л\г) = A exp[/A(.v - vf)] (1.2)

где А* = 2/Г / /. I .инна волны, получим следующую фазовую скорость 
для распространяющейся полны:

которая совпадает с фазовой скоростью продольной м.н iinioviipyi«». 
полны при / = 0 (< ,՝ = О) Эти волны подобны классическим волнам бе. 

вращения н распространяются бел дисперсии
Последнее уравнение системы (4) описывает процесс распространения 

волн продольного мнкронращенпя |2| В нем отсутствует напряженность 
магнитного поля Скорость них во н՛ (v.) зависпт от волнового числ.. 
к
v; =<•; + cj +2û>՜ Ik՝ • (1.4)
следовательно, распространяющиеся волны обладают дш перепей 
.Злеет».введя угловую частот)՛ (t)։=kv . фазовую скорость v. (Ы)

можно предел.пш и» в следующем виде. 
■ / > .՝\ <•>'՛

(15)
'(û'-lûil

В случае б), ттодептвляя (1.2) в пернете уравнепне системы (4). 
получим волны продольного смещения |2| с фазовой скоростью

v՜ = с, +с,՜ (1.6)

распространяющиеся без дисперсии
Учитыная (7) для определения функций u2(xj), ii.,(x.t). (p.(x.t). и 

Ф;(г./) пл системы Й) будем иметь
<?Ф, _ д:и.ди, 

л՜
д'(р. > ди. . ,
—V-c;—х--2(0-п(р: 
дх дх

дх дт 
_ дг(р, 

dt' ’

г, / . \ д'и-, . dip. д'и,

(1.
dx rJx (Л

—и;..

Монохроматические волны, распространяющиеся в положи тельном 
направлении оси Од՛,. имеют следующий вид
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(«,. н,. ч>,. </>,) = («„. фю) ехр [|1.(х - «)] (1.8)

где н:о. иМ|, (ру, и фц, постоянные
Прдставляя (18) в (17). получим следующее дисперсионное 

уравнение для определения фазовой скорости распространения лих волн
Ду4-/№+С = 0 (1.9)

где 4 = 1- 2й)„ /СО՜. С = с\ (с,՜ + С| + V д )

/? = с՜ + (с: + V; )(1 ֊ 2й)1 / ок) + с; (I - (о;,/ со'՜)

Дисперсионное уравнение (1.9) при произвольном значении (О имеет 
два корня.

''' = М + + К՛ -)+ С՝:(՛ -7 >+2(бо -М) 
(1.10)

(1.11)

где дискриминант О всегда положителен и имеет следующий вид:
/)={< ; -с1 -с; -Уд +2й)о(с,: +Уд +с, /2)/йГ] +4с;с'й>о /со՝ (1.12)

Таким образом, в бесконечной мапштомикрополярной. как н в 
мпкрополярной Средах, существуют монохроматические волны, которые 
распространяются с четырьмя различными скоростями (у,. у,. у,,у4)

2 Как видно из (1.4) и (16). скорости у։ и у, не зависят от 
напряженности внешнего магнитного поля и они рассмотрены в работе 
|2| В ном пункте будем исследовать поведение скоростей волн у, и у4
в зависимости от величины напряженности внешнего магнитного ноля и 
частоты (О при условии

Фиг 1

Очевидно, чго условие (2 1) имеет смысл при 
(0 >(О* = 42О)„ . Это означает, что (0 = (О * 

является критической частотой для 
распространения альфвеновских волн 
Схематической график зависимости у’։ от (О 
приведен на фиг 1

Таким образом, если напряженность 
внешнего постоянного мапппного поля удов 
легворяст условию (2.1), при (0 > (О * в маг
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пп1омикронолярной сред«; альфвсновская волна распространяется со 
скоростью V՜, = / 4лр. причем V՜ (а) —»«*>) = с4 -с] - <;

Из (1 12) с учетом (2.1) получим
Г) = 4сдС4б>о / (О2 (2.2)

С учетом (2 I) и (2 2) для и V՝ из (1 10) и (1 11) будем имен.

= —~~—т(с* + <\с4(О2п / (О2) (2.3)
(О' -2(0„ '

у; = ■т(с] “ с»с4<»; / (о՝) (2.4)
(о'—2(/)„ 1

Фиг 2
Таким образом. при 

распространяться полны

Схематический график зависимости 
V՜. и V* от (О приведен на ф>п 2

Здесь очевидно, что в промежутке 
0 < (о < (О * V; < 0; в промежутке
0 <(О < (О* у/ск 12с4 < (0 ’ V* >0. а в 

промежутке (О * ^су / 2с4 < (О < (0 ‘ у4 < 0 

Поскольку условие (2.1) имеет смысл при 
(0X0՝ . слсдус!, ЧГО СКО|ЮСТИ V, И Уцбудуг 
существовать только при (О > (О*

условии (2 1) и микрополярпой среде могут 
поперечного смещения V, и волны поперечного

мик|х>вращення v4 при (О > (О * При (О —><х> скорости этих волн 
стремятся к одной и топ же скорости с4.

3 .Рассмотрим поведение ско|юстей волн v, в v4 в зависимости пг 
частоты (О с учетом напряженности внешнего постоянного магнитного 
ноля.

Если в (1.10) и (1.11) подставим Н„ = 0 (v* = 0). согласованное 

решение для v, и v4 (то есть v, > v4) будет возможно при условии (21 

с;^с;+с; (3.1)

Прит нарушении условия (3.1) мпкрополярные волны нс 
существуют

Ниже будем рассматривать случаи, при которых в зависимости от 
величины напряженности внешнего постоянного магнитного ноля 
возможны согласованные решения для v, и v4.
1) При условии
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Н-,/4лр<с;-с;-с; (3.2)

анализ решений (I II) показывает, чго (vl)ol>0 Качссшеинын пил 
ЗаВИСИМОСТН ДЛЯ V՜’ II V՜ ОГ частоты СО приведен на фиг 3.

Здесь при отсутствии магнитного ноля 
(v^ = О). приведенные результаты совпала 

юг с результатами. полученными и работе 
|21.
2)11 ри условии
Я’/4лр = с;-с։։-<-; (3.3)

и.» (Ill) имеем Схематический

график зависимостей vjiv'ot СО аналоги 

гичен фиг .3, но с гои разницей, что скорое
, и V՝ при СОстремятся к одному и 

Фиг 3 
тп распространения ноли v

тому же пределу (с ,; + г; + v’J

3)Г1ри условии
с, - <?; - с,՜ < //<;, / 4 яр < с; - - с, / 2 (3.4)

схематический график зависимостей vj и v՜ от частоты со тоже 

аналогичен фиг 3, поэтому здесь не приводится.
4)При условии

Но2, / 4яр = г; - 4 ~с\12 (3.5)

из (III) имеем (*ц)м =0, то есть волна расп|юстраняется с постоянной 

ско|х>стю у։ и схематический график зависимостей у, и V* от СО

приведен на фиг.4.

Фнг.4 Фиг.5
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5)Прн условии
//02( / 4яр > с;' - с',-с}/2 (3.6)

из (I II) следует. что (у2) <0 Это означает. что имеем качественно 

новый схематический график для у; в зависимости от частоты (О 
(фиг 5)

Таким образом, анализ решении (I 10) и (I II) показывает, что учет 
внешнего постоянного магнипГого ноля при распрост ранении 
магннтомнкрополярных волн в идеально проводящих средах в 
зависимости ог величины напряженности магии того поля, приводит не 
только к количественным, но и к качественно новым результатам
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ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ АРМЕНИИ

(JL|uiuti|il|iu 49. N 4. 1996 Механика

РЕШЕНИЕ ДИНАМИЧЕСКОЙ ЗАДАЧИ 
ПРОНИКАНИЯ ТВЕРДОГО КОНУСА В 

ПЕРВОНАЧАЛЬНО УПРУГУЮ 
ТРАНСВЕРСАЛЬНО ИЗОТРОПНУЮ СРЕДУ

Асатрян В.Л., Баглеев А.Г.. Ванцян А.А.

Վ.|,.Ասատթ|սւն . Ա Դ Ր-ազդոև , Ա. Ա.Վանցյան

Նախապէս առաձգական տրանսվէրսսււ • իզոտրոպ միյավայթ անվէր; կոյտ կոնի 
նէթթսւփանցման դինսւմիկ խնրյրի լուծումր:

Հարթ կտրվածքների վարկածի հիման վրա յուծվւսծ է անվերջ կոշտ կոնի ներթափանցման 
դինամիկ խնդիրը. Ցույց I տրված դինամիկ անդամների և միջավայրի անիզոտրոպիայի ազ 
դեցուրյունը ներթափանցման պրոցեսի վրա

\ . 1. Asatr) an , A.C.Bugdocv. Au\.VanU)an

The solution of dynamic problem of jicnclralion of rijjld cone into initial!) 
elastic transversal - isotropic medium

|\КСМ.1Тр||1МСГГТ1 «плач.» ПрОПНКПППЛ тпгрдого бесконечного K0IIVC.1 Ո ТраПСПСрСМЬПО 
и »атропную С|юу по iiitiorc.ii* tttocKitx сечений Нокл.мпо нлнянне лпнлянческнх членов и 
.ши lorpoiitiii среды нл провесе iijKniiixminn

Рассматривается задача проникания твердого бесконечного конуса в 
грапсверсалы1о-1мо|ровную среду по гипотезе плоских сечении Задача 
проникания гонкого твердого тела в
анизотропную среду в квазпстатическон I ГП с
постановке решена в 111 Для изотропной среды \ /
динамическая задача проникания твердою | \ И ' т/$ 
индентора решена в [2]. д\ \^1/

В рассматриваемой модели проникания ։_ , 
вводится поверхность разрушения, впереди 1
которой среда упругая. а позади нес
пластическая. Если рассматривать среду, иол Фиг I 
чиииющуюся уравнениям Прандтля Рейса, то следует полагать

77



где для простоты взята изотропная среда (р модуль

слита) Предполагая ———«I. тс считая задачу ква зистатическон, 
ЦЕ <1/

можно получии. уравнения пластического

полученных для данной среды. следует 111

течения Из результатов
„ - V, г։ дг,
Е =2—= 2֊т-^֊֊. пяда 

г г- д!

получится для порядков величии
Т, г
— —-г«\. При г/г. -I. и силу
Р 2г; ‘

малости. Т, / ц можно в уравнениях течения пренебречь первым 
слагаемым, что выполняется в области пластичности на некотором 

/•’ ц
удалении о։ поверхности разрушения При ---------- . т.е вблизи 

поверхности разрушения, следует удерживать все слагаемые Таким 
путем, мы обосновываем правильность использования уравнении 
идеальной теории пластичности вблизи тела, а вдали от него следует 
сращивать решение с упругим решением Такая модель принята в 
квазистатпческой по терминологии |(>1 задаче, которая соответствует 
идеальной пластичности То. что принимается модель идеальной 
пластичности позади фронта разрушения, сделана в указанной статье и в 
статьях Л Я. Сагомоняна

Вначале рассматривается задача для тела <|юрмы криволинейного 
конуса, переходящего в цилиндр, уравнение которого берется в форме

Г. = Го-!»(<-/В" <1)

где ось ох направлена вдоль направления проникания. г„ = есть 
радиус, цилиндрической части тела, / глубина проникания. £ высота 
конуса, постоянная, (фиг 1). Как и в [ 11. радиальная 
скорость частиц при выполнении гипотезы плоских сечений имеет вид 111

откуда с учетом (I)

+$>(? -/+х)՝-'г -

-Р^՛ - - / + х)' '7'! ֊ -/ + х):" -"Г-
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В области пластичности вблизи индентора можно записать для связи 
тензора скоростей деформаций и тензора напряжений |5]

=«[«(*,. -<*»)+с(ст„ -<*..)]

е„ =«[w(a„ -<т„)+ F(<r„-a.,)] (4)

г„ = а[б(<7„ ֊a„) + F(a„ -а„)]

Условие текучести Мизеса записывается в виде
Н[а„ -<т„)' +G(a„ -a,,)' + F(a„ -а,,)՜ = I (5) 

В (4) и (5) I՛. G. II даются ‘формулами

где Г„ . Т„ Г1|։ пределы текучести в соответствующих направлениях.

величина а в формулах (4) подлежит определению.
Согласно гипотезе плоских сечений Ёи « 0 и из (4) можно получить

= -֊(<т„ ֊<*„) <7>

Вводя девиаторы напряжения (7,, - <7 = сг>։, <7,г - О - О

<г„-<т = о,и, где 3<т = <т„ +а„ +а„ (8)

систему ураинсний (4) можно записать и виде
о„ + а„ +а№ =0

=^ + уК-<’„) <9)

и обозначая
= <т„=^5.. <Ю)

а а а
условие текучести Мизеса можно переписать к виде

"(о., -)’ + с(а„ -а„): + р(о„ -а..}" =^г (11)

Из (9) можно получить 

где а = 3(GF + Gfl + FH)
Для определения неизвестного й՜ в (4) из (11) и (12) следует
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а
а' ~ 3(6’+Г)

(13)

Из уравнения движения, (вписанного из предположения гипотезы 
плоских сечении

+ = (14)
д, г ,1г

и из соотношений (10). (12) можно получит։.

(15)
Л- V а г Л

Интегрируя уравнение (15) с учетом (3), получим
13(С + Г). „ В

<т = .I-5-----—-1п г + /Ни г - —г + с. (16)
V а 2г'

где
Л = Рр\:(С ֊{ + х^-"Г + рг,Р*(( ֊/ + а)' ■՛Г -

-РМу-1)г<(С-/ + .гГ7':
в=-рг,=д:у:((;-/4-х)="'-,>Г
с։ постоянная интегрирования.

Из (16) видно, что для среды, и которой а —»0. <Т„ —> 
Причиной особого повеления <7։> при «—>0. также для общего случая
без гипотезы плоских сечений, является нарушение условий выпуклости 
поверхности текучести (11)

Записав соотношения (4) в виде
(2Г + 6)Е^/й + (2Г+//)ё„/й. 

а 
(2в + Р)е(1м/а+(Р-Н)£„ /а 

а
(Р-в)€м/а+(Р + 2Н)£„ /а 

а
и ограничиваясь случаем трансверсальной изотропной среды, для 
которой

условие текучести Мизеса (5) можно в плоскости £։1 £т записать в виде
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Уравнение (18) в переменных Ё„ /а. £м / а даст в случает,, = 2т„ 
замкнутую кривую, а в случае Т„ > 2тх, гиперболу

В случае Т։г = 2т„ получается вырожденное уравнение Е։> = £м 

Таким образом, при Г„ > 2т։։ условие пластичности для выпуклой 
кривой нарушается, что приводит при т„ —> 2т„ к бесконечным п при 
г,, > 2т,, к мнимым напряжениям Тем нс менее, при т„ - 2т„ малом, 

но конечном. получается э<|м|х՝кт значительного увеличения 
сопротивления среды и уменьшения глубины проникания

В [4| исследуется случай отклонения решения от значений, 
полученных по гипотезе плоских сечений Как выяснилось, и в данной в 
П| постановке получается при Т„ —> 2т„ бесконечные напряжения, что.
как показано выше, связано с невыполнением условия выпуклости 
поверхности (кривой) пластичности

В упругой области между напряжениями и деформациями имени
место соотношения

<*,г = «|Лг

(7,, =«цЕ„

(19)

В силу того, что скорость упругих волн намного больше, чем скорость 
проникания, то в упругой области инерционными членами можно 
пренебречь Подставляя (19) в уравнение равновесия, можно записать 
д2иг I ди, а22 и, 
дг' г дг «։| г՜

решение которого находится в виде

Используя (19). (21) и (16), можно получить

где >՛= уравнение фронта пластичности 5; О’/, напряжение из 
упругой области при г = г4^. Для определения подставляя (19) в

(21)

(22)
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условие текучести Мизеса, с учетом (21). получим
Н(аип - «։,л + «Р -я,,)՜ +С(«||и-«пя + -яп)՜ +
г. ’ ’ \ I - <23>

+ Е(«,,Л - «,,П + ֊«;,)= = С
С Ч Ь(1

Подставляя ст,'. записанное с учетом (21), (19), и используя (23) для
О՜,, при г = г4. следует получить

а" =~[^ д+/Г) +Л]1п^’ +(""" + "';)с ։+7(тф’_7՜) (24)

Используя непрерывность скоростей на фронте г = 
_ 1 л1՜"

£> Л А Г‘ С 1-л
и с учетом (23) для определения^ получим

Для трансверсально-изотропной среды !•' = С» или т„ = Т1(), 

я։| =яп =Л + 2д. п = -1, = Л. «п=«2<1 я.„=д
я$5 - вы,, где Л, д коэффициенты Даме.
с = 8/г(Е + 2Я). = 2(1'(Е + 2Н). а = 3(Гг +2ЕН)

Подставляя с в (24). для СТ„ на теле получится

Для трансверсально “изотропной" среды, где = Т։4,

что выполняется для металлов, следовательно, С7„ —> -««> [1. 3. 4] 
Поэтому для сред со свойством Т„ &2т„ глубина проникания за счет 
анизотропии уменьшается, что наблюдается экспериментально на опытах 
со слоистыми композитами (4].

Сила сопротивления прониканию имеет вид
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/,=2'гГ,'(- (26)
где для конуса V = I, гх = /3(/—л); А։ коэффициент трения

Подставляя (25) в (26). с учетом (10). для конуса
р = а|/: + л2/7/2 + л,/7/'

где _______
л՛ = + *՛ >7+ ՛" 2": (г+2//)]

А, = р'(р + к, )£р|2Цр. + |п2д-’(Г+2Н)

<50

= Р'(Р + к1)~р\п2р1(Г+2Н) 
О

Записав уравнение движения т/" = -Р, т масса конуса и »водя 
обозначение /,г = р(/), можно получить уравнение

-("I + А,/։)р = 2(Л, + Л;₽)/։

/ = 0. р = у’о для / *.Интегрируя, используя начальное условие
получим

Максимальная глубина проникания, с 
/ = = 0. дастся формулой

Ускорение тела дается в виде

Ниже приведены графики /\к, /. р), 
Ик./.Р). /т(к.р). гдсД-=г„/г„

На фиг. 2 приведены зависимости /(к) для 
разных р Зависимость скорости проникания

учетом того, что при

1Л I.» и I.') 1,90 к 
Фиг. 2

1/3=0.22; 2 /3=0,6, 
3/3 = 1. 4/3=5 
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от координаты л՜ при разных /3 и А' приведена на фиг ЗиЛ. Как видно
из фиг 3 и 4, при к —> 2 имеет место сильное затухание скорости. 
Зависимость /(к) для разных /3 показывает, что для /3 >! характер
изменения скорое!и по глубине сильно отличается для случаев /3 < I

•мя8/5"°’6; для 6/5-10(10
для 16/3 =5

Аналогичное явление в зависимости ускорения от координаты л* имеет 
место для разных /3 Как видно из фиг 5. при /3 £ I зависимость
/"(/) имеет экстремальный характер (кривая 11 -г 14 )

Фиг. 5
К=1.6+ 1.99 для /3-0.22, 

для 13/3 = 1

Фиг 6
К= 1 + 1.99 для /3 0.22; 

для 6 /3=0,6 , 
.тля 11 Р֊\.
для 16 /3=5

Х4



Расчеты пока.тыкают. что для тупых тел замещение проникающего 
тела в дюраль имеет большое значение в начальной ւ гадин

~ 270-1(У'м/сек при Д=5-г-10). Для более тупых тел. (i -100. 

1000. 1700 основное замедление имеет место на малых ւ чубинах, 
следовательно. инерционные члейы основную роль играют при 
поверхностном слое в начальной стадии проникания Все данные на 
графиках взяты в системе СИ.

На фиг.б приведены зависимости отношения динамических членов к 
статическим от глубины для разных растворов угла при вершине 
проникающего тела. Как видно из фиг 6. для тонких тел (кривая I), где 
Д-0.2. инерционные слагаемые составляют 0.1 часть от статических 
членов. следовательно. квазнстлтическии подход решения задачи 
прО11пкаиня .тля топких тел оправдывается. Для тел с конической частью 
Р > 0.6 необходимо учитывать динамические члены. На фиг 6 
приведена также зависимость отношения динамических и статических 
слагаемых or aiin.iorpoiniii среды.

Приведенные расчеты для больших Д с использованием гипотезы 
плоских сечении не являются точными и могут лишь качественно указать 
leii.ieiiHiiio изменения ускорений для тупых инденторов
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ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ АРМЕНИИ

Մնխանիկա 49. N 4, 1996 Механика

НЕУСТАНОВИВШЕЕСЯ ДВИЖЕНИЕ ВЯЗКОЙ 
ЖИДКОСТИ МЕЖДУ ПАРАЛЛЕЛЬНЫМИ 

ДВИЖУЩИМИСЯ ПЛОСКОСТЯМИ 
Бабаджанян Г.А.

Գ-ՀՔաբաշաճյաե

Մածուցիկ Ոնղուկի ոչ ստացիոնար շարժումը զուգաճհո շարժվող Տարյ»ուրյո։նննրի միշև

Հողվածում ուսումնասիրվում է երկու զուգահեռ հարթությունների միջև գտնվող 
մածուցիկ անսեղմելի հեղուկի ոչ ստացիոնար շարժումը, որը պայմանավորված է 
հարթությունների հանգստի վիճակից նրանց հարթ զուգահեռ, հաստատուն արագությամբ 
շարժմամբ

Որոշվում է հեղուկի արագության, շփման ուժի փոփոխման օրենքները, որպես Y և է- 
■փոփոխականների ֆունկցիա Լուծված խնդրի արդյունքները ավելի ընղհանուր են և նրանցից 
կարելի է ստանալ լուծումներ տարբեր մասնավոր դեպքերի համար ուսումնասիրությունն ունի 
տեսական և գործնական հետաքրքրություն

G.H.Babi><ljunn«n

Nonstulionary motion of vUcou* liquid bttwttn parallel moving plancv

Исследуется нктаивонлрное ллмпнпрнос движение несжимаемой пялкой жидкости 
между двумя параллельно движущимися плоскостями Нсст.щион.фность движения 
жидкости обусловлена пнс1лпным смещением плоскостей ш состояния покоя.

Найдены «иконы изменения скорости п силы трения ил стенках и между слоями 
жидкости, «илисящих от времени и координат

1. Рассматривается нестационарное 
несжимаемой жидкости между 
совершающими плоско параллельное 
заданными постоянными скоростями,

изотермическое течение вязкой 
параллельными плоскостями, 
поступательное движение с 

из состояния покоя. При атом

Фиг 1

вязкая неподвижная жидкость, заполняющая всё 
пространство между плоское гями. получает 
мгиовевноеразгонное движение, обусловленное 
движением плоскостей Требуется найти 
закономерности развивающегося со временем 
движение жидкости при условии, что плоскости, 
неограниченные по осям х и движутся в своих 
плоскостях со скоростями и, и иг вдоль оси Ох 

в одну сторону и расположены друг от друга на расстоянии I։ (фиг I).
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Принимая движение частиц жидкости прямолинейным и направлен 
пым вдоль оси Ох. пренебрегая силой тяжести, считая давление всюду 
постоянным, уравнения движения, начальные и граничные условия для 
рассматриваемой задачи запишутся в виде՛

д!
д2и 

” ду- (11)

при ։ = 0 у > 0. и = 0

при г >0 у = 0. и = У։ (1.2)
при |>0 у = Ь, и = и,

где и скорость движения частиц жидкости. V • кинематически։։ коэффи 
цнент вязкости.

2.Задача решается методом операционного исчисления. Выполняя 
преобразование Лапласа нал дифференциальным уравнением (11). 
начальными и граничными условиями (1.2) по переменному С получим 
‘■^■ + ֊й = 0 (2.1)
ау V

при у = 0

при уВл и = -у- (2.-2)

Здесь Л-параметр преобразования. Интегрируя 

дифферециальные уравнения (2.1). получим общее решение в виде
н = С.е/,'+С2е',‘' (2.3) 

где

Определяя по условиям (2.2) постоянные интегрирования С, и С;. 
для изображения искомой функции м(у,Л) получим

" ՛ лада + лада (2.4)

Совершая обратное преобразование Лапласа для оригинала искомой 
функции «(у, г). будем иметь

“(м)-". Т + --------------Чг2------— +
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(2.5)

Форму 1.1 (2.5) описывает закон изменения скорости течения жидкости 
между рассматриваемыми плоскостями. Легко убедиться, что величина 
н(у.т). определяемая формулой (2.5). удовлетворяет начальному и 
|рап11чным условиям (1.2). Действите н.но. «(у./) обращается в нуль при 
1=0. lai. как известно. что 111

'Z--------------
тг *՜՜' Il

,_HrSinï!fc)
-£-------- —ЛГ" 11
Из .»того следует, что ряды, стоящие в правой 

(2.6)

части (2.5), равномерно
сходятся, так как каждый из его членов по модулю меньше 
соответствующего члена в (2.6). что касается выполнения траничиых 
УСЛОВИИ. ТО . ICI КО проверить, что пз (2 5) при у = 0 u = U: и при 
\՛ - h us(Ji При ецтемленип I к бесконечное i и. распределение 

скорости становится линейным, т.е

1нп/|(у./) = ^(С/,֊(/,) + £/: (2.7)

.1 пт силы трения из (2.5) получим
(ЛИ JU,,, ,. . 2дГ,.к-. .... илгу С H^n'vrA r=%H(ü՛-^+1 r^1՜11 costcxv~ г 

4/..£(-l)-coS^<^>exp(-^p]] (2.8)

Сила трепня па нижней (у = 0) и верхней (.У = Л) плоскостях будет

г (2-9)

г . + (2.10)

Как видно пз формул (2.9) и (2 10). для начального момента / =0 силы 
трения па подвижных стенках обращаются в бесконечность. В последую
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тем они будут убывать, стремясь к общему пределу 
г = ֊^((7, ֊(/,) (2.11)

Такое повеление сил трения па стенках свидетельствует о наличии 
явления удара плоскостей по жидкости в начале движения Полученный 
результат не является стандартным и будет представлять практический 
интерес Отметим, что из формул (2.5) (2.11) можно получить
соответствующие результаты ;тля частных случаев (2). [31, |4|.
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ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ АРМЕНИИ

Ծնխասիկա 49, N 4. 1996 Механика

ЗАДАЧА ДЛЯ ПОВЕРХНОСТНЫХ
МАГНИТОУПРУГИХ ВОЛН В УПРУГОЙ СРЕДЕ 

С ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ПОЛОСТЬЮ

Овсенян В.В.

Վ. Վ. Հովսեփյան 

Գյանային խոռոչով առաձգական Աղբավայրում մագեիսաաոսւձգական մակկրէւույրայիՈ 
ալիքների խեդիրր

Աշխատանքում ուսումնասիրվել է հաստատուն մագնիսական դաշտում գտնվող իդե-ալական 
հաղորդիչ միջավայրի, խոոոչի ուղղությամբ տարածվող. մագնիսաաօածգական մա- 
կերևույթային ալիքների գոյության հարցը

Սակերևույբային ալիքների գոյության համար դուրս է բերված բավարար պայման: Օգ­
տագործելով Բեսելի ֆունկցիաների ասիմպտոտիկ բանաձևերը ստացվել է վերը նշված պայ­
մանի մոտավոր տարբերակը

Աշխատանքի վերջում Պուասոնի գործակցի և մագնիսական դաշտի մի քանի տարբեր 
արժեքների համար զետեղված Են այդ պայմանի, ինչպես նաև նրա մոտավոր տարբերակի թվա­
յին հաշվարկները՛

V.V Hovsepian

Tho problem for the surface magnitoeiastic waves m the elastic medium with the cylindrical cavity

В работе исследован вопрос r vuicctiiob.iiiiui пове|>хностных магннтоупругих волн .гиг 
бесконечно упругого идеально проводимого пространства с цилиндрической полостью По 
папр.тилспию обрл lyronicii цилиндра дсйстиует постоянное магнитное поле

Для существования поверхностных ноли получено достаточное условие п его 
приближенный вариант. /Lin mix условий приведены рслультаты численных расчетов при 
1>а.1лнч|1ых лиачснилх магнитного поля и ко |ффнипснта Пуассона.

Задачам о распространении поверхностных волн и пространстве с 
цилиндрической полостью посвящен ряд работ |1-4|. В работе |5| 
рассмотрено влияние магнитного поля на распространение 
магнитоунругих цилиндрических волн сжапгя от полости. В данной 
работе в цилиндрической системе координат (г, tp.z) исследуется 

распространение поверхностной магнитоупругоп полны в бесконечном, 
упругом, идеально проводимом пространстве с цилиндрической 
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полостью. По направлению образующей цилиндрической полости 
действует постоянное магнитное ноле (0.0. //„)

I.Общие граничные условия при г = а возьмем в виде (6]
[Й1'1 - Й]х л = — 3, +у[Ё1'՛- Ё], [й՛"- й]л = 0 

[£и-£]й=4яр„ [£|'|-£]хл = -^[«,-’-н]

-^л + [?;|''-?]й=0 (1.1)

А«, 7где ув = ——. 7. вектор плотности полного электрического тока . р, 
о!

объемная плотность электрического заряда, с электродинамическая
постоянная, численно равная скорости света в пустоте
(с = 3 Ю|Осм сек); а, = а,7, + а.Д, + ст 7 . 7]' = Т^, + + Т.'.Г

(пол Т‘ понимается как Т, таки Т՝с) ); //.Я(г‘ и Е.Е՝'՝ векторы
напряженности соответственно магнитного и электрического полей 

Уравнения Максвелла следующие
. I ЭЁ(‘՝ . 1 ЭН՝'՝

г <а, rot /7 =----- -—. div /7 ' = 0. rot £ =  ----- -—.
с ch с ch

div£(r)=0. (1.2)
Учитывая

Н = 13(/>,. />„. 13„ + Л.). 33 = Й՛'1^,՛". /1^. Hi'1 +1։՝:՝).

Н„ = «;'՛. £ = £(с„е,.с). £('> = £,'’(e!'l.«J'l.e!'’). после лп 

пеарнзацпп тензора Максвелла получим граничные условия в виде
=4лс՝з^. 11,;’-11,=4пс'з.. 7;=о

<■!'՛ - е, = 4пр,. Л,1'՛ = л,. е!'1 = е,. = е„ (13)

Для идеального проводника

нЛ Л։-֊
dz

с dt ’ е’ с А ՛

г дг гд(р /

е. =0

(1.4)

(1.5)
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2.Рассмотрим задачу и плоскости (г, г). Компоненты перемещений 
и,. = о) и компоненты возмущенного электро>йп։итного поля нс 

зависят от координаты <р Рассматриваются установившиеся колебания
Для этого случая из уравнения Максвелла имеем 
ta ?■>!"=-Хл?’. ^-+^ = —л!'1 

С dz г с ‘
(2.1)

Уравнения движения с учетом поидеромоторной силы будут
-\ д 'и, 1 ди, и, 'l , д'и, / » -\д'и.

с:[1г+7Т-7Г':^с;-с:^+
Н„ ( д и, д'и, I ди, и,

+ —-I —Г- + -Г-Г- + —Г—-Т = -(D'n, 
4лр\ dz՛ дг' г дг г')
Jd2u. I ди. ) , д'՛ и. ,/ д2и, I ди, 'l
‘-Ь^+7Г]+с- *^+(c'-c'W+^r՜"'"-

(2.2)

Постановка задачи следующая . решаются уравнения движения (2.2), 
уравнения Максвелла (2 I ) с граничными условиями (1.3).

Применяя интегральное преобразование Фур։»е по z соответственно к 
уравнениям движения (2 2). к уравнениям (2 1) и к граничным условиям 
( 1.3), получим

Г 4лД</Г rdr VJ +4^Г “ ]"՛ (23) 

- talc, - с: )—-- = О
' ' ՛ dt

!де(Х параметр инге1рировання (или волновое число по образующей 
цилиндрической полости) . с, и с, скорости распространения
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соответственно продольном и поперечной волны , и|։и,,/4г1 н е?’ 

интегральные преобразования Фурье соответственно функции и,. н.,/։?’

11 Р плотность материала.

Решения уравнении (2.3) и (2.4) имеют вид
«, = Л1К,(Л,г)+А.К,(Л.г). «, = В,Ка(Х,г) +ВуК^Хг) (2.6)

Л<*> = Р^70(у,г). е*'1 = (2.7У

где /,,(л։) и Кп(х) (;т = 0,1) модифицированные функции Бесселя .

Ля и Вп искомые постоянные

А. =«>„в.. =֊(Л;с,:+й)՜’-а^/^аЛДс;-с,2)] (2.8)

Ля являются корнями характеристического уравнения 
(1+е/)л'+[п(0/+е + 1)-/(1 + в)-2]л:+ 

+(| + ^-'|)(|-вб) = о

-де О = сг2 /с’. и = со-(ас,) ', х- /4ярс,:. = Л„ 1а.

Подставляя (2.6) и (2.7) в граничные условия (2.5). получим 
следующее дисперсионное уравнение
«('?) Н [Л;( I - 20)- ВП +1|(1 - 20X1 - 0) + 0(1 + 0/)Л2 +

+(0П-1)(1 + 0/)]Л.^И^1-[Л-(1֊20)-0,? + |]х
Л] \Л ՝О(1)

х[(| - 20X1 - 0)+0(1 + &)£ + (00 - 0(1+е/)]А, х

А'(Л.ай) Л.Л Г 2 /„(у.ай)!,,, Л
х-Ц-*—1 - ©(©о -1 —+к,/ °; ՛ ' (л-, - л-. Х| - 0)=о

Л',(Л,си) ՝ '[сш |Л /,(։',аи)Т ’ Л

где V, =(|-о>: 1а!с՝)"՜

(2 10)

Отметим, что для предельных случаев / = 0 и оиг —> «»из уравнений 
(2.10) получим дисперсионные уравнения, приведенные в работах [1| и 
|7|.

Мсследуем дисперсионное уравнение (2.10) в интервале 0< Г) < 1 + X- 
, . 1 + у

При )] = 0 Л; = I. Л; =-——- и
1 + 0/
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К.Д«“) + (? + /)' к„(аи) + X

К.&си) I+0Z £,(«։) 1 + 9/
Я(0) = -0(1 - 0):

Ирв >? = ! + / ^=0. Л; =(|-0/-0-0/:)(| + 0/) '

Для существования хотя бы одного решения в интервале 0< I] < I + /. 
достаточно потребовать /?(| + /) > 0. то есть

; , '>—^-Ъ-е-ъ')п+ех (2.1D
A-,[^(|֊^֊0-0Z;)/I + ^)

При/ =0 из условия (2 II) получим необходимое и достаточное условие 
для существования поверхностной волны без учета магнитного поля, 
приведенное в работе 111

Если для больших аргументов в разложениях бесселевых функций 
сохранить только два слагаемых, то из условия (2.11) получим 
8jl-0/-0֊0/;(a«): ֊--7=!=(17-160-150/-160/;)аи-

VI + 0Z (2.12)

-бф-вх-в-вх: >0

.3 Некоторые результаты численных расчетов условия (2 11). (2.12) н 
работы |1] при различных значениях 0 = (I - 2v)[2(l - у)] и / 

приведены в табл 1 соответственно в столбцах I. II и III Здесь Л 
длина волны. D диаметр цилиндра.

Таблица 1

V

Л0՜' = л-(ои)՜'

1 II III
/НО5 /=0.05 X =0.08 / 0.1 X =0.05

0.5 1,88085 1,86336 1.8611 1,86051 1.79473 1.88359
0.3 1.80385 1.77336 1.76151 1,7565 1.74445 1.80721
0 1,6626 1.61231 1.58634 1.57084 1.62548 1.66828

0.3 1.47025 1.39671 1.35531 1.32878 1.45033 1.48358
0.5 1.26903 1.15105 1.04744 1.03761 1.29118 1.31628
Для фиксированного значения v и /. если аа > xDÀ.՜', существуй 

поверхностная волна, скорость которой дастся решением уравнения



(2.10) в промежутке 0 < q < l + / Отметим, что в случае задачи с 
учетом магнитного поля поверхностная полна возникает при больших 
значениях параметра аа. чем при аналогичной задаче бел учета 
магнитного поля Отметим также, что с увелнчинисм значения 
напряженности магнитного поля увеличивается величина параметра ДО

Автор выражает благодарность Белубекяну М В , а также участникам 
семинара "Волновые процессы” Института механики ПАП Армении за 
ценные советы при обсуждении работы
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ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ

ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ АРМЕНИИ

Մեխանիկա 49. N 4. 1996 Механика

ВОЛНЫ, ЛОКАЛИЗОВАННЫЕ ВДОЛЬ КРОМКИ 
ПРЕДВАРИТЕЛЬНО НАПРЯЖЕННОЙ ТОНКОЙ 

ПЛАСТИНКИ

Самвелян Л. А.
Լ. Ա. ՍամվեԱաե

Նախապես լարված քարակ սա|ի եզրով տեղայնացված ալիքներ

Դիտարկվում է կիսաանվերջ սայ, որը ծքված է անվերջությունում կիրարվաօ ոավասա-րաչափ 
բաշխված ուժով ՈՒսումնասիրվում է այո սայի ազատ եզրով տեղայնացված ալիքների 
տարածումը Ցույց ( տրված, որ հնարավոր Են երկու տեսակի ալիքների տարածում, ինչպես 
Ոեչեի տիպի, այնպես ել մաքուր ծոման Ստացված են նշված ալիքների գոյության պայմանները

L A Sumvehan

The waves which are localized along uutialy stressed thin plate edge

И.1ЮТП<0, ЧТО МОЛЬ ТО]»1|.։ ПОЛубсСКОНСЧНОЙ ТОПКОЙ ПЛаСТИНКП »101 УТ р.КП|»0СГ)М11ЛГ|.СЯ 
упругие поверхностные волны как типа Редея, гак и чисто тгнбныс |1.2|. В настоящей 
работе исследуется плияиие прели.1|Н1гслыюго олно|юлного растяжения (сжатия) и.՝ 
ско)>ости поверхностных волн

1. Пусть пластинка занимает область - « < х < <». О £ у < <*>.
Пластина предварительно растянута (сжата) по направлению 

оси ох, так что начальное состояние пластинки определяется 
однородным напряженным состоянием, для которого О՜®, = СТ0 = const 
(<7П >0 при растяжении. <Т։> < 0 при сжатии), а остальные компоненты 
тензора напряжений тождественно равны нулю

В отношении тонкой пластинки принимается гипотеза Кирхгофа, 
согласно которой задача обобщенного плоского напряженного состояния 
отделяется от задачи изгиба пластинки При этом уравнения колебаний 
обобщенного плоского напряженного состояния пластинки относительно 
перемещений и, v срединной поверхности пластинки имеют вид

4 f ^t{ + 1 + аи & и _ р д2и
ду) G Эх2 G дг
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(i.о 
dy) Gdx' G dr

где Д двумерный оператор Лапласа, V коэффициент Пуассона, G 
модуль сдвига, р плотность материала пластинки.

Изгнбные колебания пластинки описываются следующим уравнением
, d'w д' и' 2Е1г .■ „у

ОД;»-2Ла0^-г + 2рЛ^гг = 0. В= , (1 2)
Эх՜ dr 3(l-v:)

При помощи преобразования
_ dtp dy/ _ dtp ду/ >, -v

& ду ' ду дх
система уравнений (1.1) приводится к раздельным уравнениям 
относительно ср и у/

, , д2(р дг(р , , дгу/ д'՝у/

Е , G
С| ~p(l-v!)՛ ‘!֊Р՜ С°՜ Р
Решения уравнений (1.4), удовлетворяющие условиям затухания 
амплитуды волны при у —> ©■>. имеют вид

<р = Ае®pi(<w-t։), v = Bc-‘v-'e'(“u> (1.5)
где
v; = i +е(е, v; = i + e,-п. *>о.

е = ^ = ЧГ- е'=±^՛ ” = ^- 0<1- М<։

Из условия V,՜ > О, V," > 0 следует, что искомый параметр Г}. 
характеризующий скорость поверхностной волны, должен удовлетворять 
условию

О<и<1 + 0, (1.7)
В случае, когда при у - 0 удовлетворяются условия свободного края 

пластинки, характеристическое уравнение, определяющее скорость 
локализованной волны, имеет вид _________
я(п) ■ [2 + (е, -1;)]՜- 4,11 + 6(0,-11) у/1+ (0,-11) = 0 (1.8)

Очевидно, что уравнение (1.8) заменой 1], = J] - 0, приводится к 
уравнению Рэлея. Отсюда следует, что при 0, < 0 уравнение (1 8) имеет 
единственное решение, удовлетворяющее условию (1.7) При 
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в, > 0 уравнение (18) имеет два решения . 77 = 0, и 1] = Г]к . Легко 
показать, что решение 1] = 0, тривиальное решение (м = у = 0). В 
частности, если 0 = 1/3 (т'=1/3), скорость поверхностной волны 
определяется следующим образом

2 л 
’; = 2--^+е,

Легко показать, что в случаях граничных условии закрепления края 
пластинки, либо условий закрепления края, либо условий Павье, 
локализованная волна вдоль края пластинки нс может существовать.

2. Рассмотрим изгибные волны, локализованные вдоль края у = О 
пластинки Имея в виду требования затухания, решение уравнения (1.2) 
представляется в виде
»е = (Ас'՜1՞՛’.+ Ве՜“*1' )ехрт(йХ —Лх) (2.1)
где
а; = 1 + ^'-Г. «֊ = I֊ V;’՜ -У

е: _ 2р1։а>2 _ 21։а„
ь Ок‘ ՛ У՜

Для того, что решение (2.1) было затухающим при у —> <*>. 
необходимо выполнение условия
0<^<1 + у (2.3)
Отсюда, очевидно, что на параметр у следует наложить ограничение 
у>-1, т.к при у<-1 (при сжатии) соответствующая форма волны 
будет неустойчивой

Граничные условия для свободного края пластинки у = 0 (равенство 
нулю изгибающего момента и обобщенной перерезывающей силы) имеет 
вид |3]

02н՛ <?2И' <?|02тг . . 02»е|
тг + рзт = 0. ֊ —+ (2֊рЬгт =0 (2.4)ду дх ду [ ду дх *]

Подставляя решение (2.1) в (2.4), получим систему линейных 
однородных уравнений относительно произвольных постоянных А. В 
Приравняв детерминант указанной системы уравнений нулю, после 
некоторых преобразований получим дисперсионное уравнение, 
определяющее скорость поверхностной нагибной волны
К,(т])Еа2а; +2(1-у)а,а2 - V2 =0 (2.5)
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Лнх'югичного вида дисперсионное уравнение получено также в [4| 
Определение скорости поверхностной волны фактически приводится к 
исследованию корней квадрапюго уравнения (2.5) относительно а,а. 
Отсюда легко подучить, что при у>0 (растяжении) уравнение (2.5) 
всегда имеет решение, удовлетворяющее условию затухания (2 3) При 
этом соответствующий кореш, находится в промежутке (у, 1+՝/). откуда 

следует, что выражения (2.2) для «։ и а, действительны 
Следовательно, амплитуда волны (2.1) затухает но глубине без 
колебаний. В случае -1<у<0 (сжатие), изгибная поверхностная волна 
существует не для всех у. Условие существования определяется 
следующим образом
у > -2 + V + 7(1 - у)2 + V2 (2.6)

Например, при V = 0 должно выполняться условие у > -1. что
1 I

совпадает с ограничением на устойчивость, при V = — и V = ~

соответственно, у > -0.92 и у > -0.8
Можно показать, что при других классических граничных условиях 

на краю у = 0 поверхностная волна не существует.

3 Пусть полубесконсчная пластинка занимает область 0 £ х < <».
— ©о < у < °°. Рассмотрим волны, локализованные вдоль
края X = 0, где приложена предварительно растягивающая (сжимающая) 
нагрузка Решение уравнения (1.2), с учетом требования затухания 
амплитуды волны, при х —> имеет вид
и՛ = (Ле'<А' + Ве՜1*' )ехр/(йя - Лу) (3.1)

где __________
Д: = |4±^!+У + 2- (3.2)

2 V 4
Условие затухания решения (3.1) при х —> 0 имеет вил

0<£=<1 (3.3)
Па краю х = 0 принимаются условия равенства нулю изгибающего 
момента и обобщенной перерезывающей силы. Эти условия записываются 
следующим образом :
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д2\у
Т^+ГТ^=О 
ас ас

Г , ,, П (3.4)
д д'и’ . .<9՜ и՛ 2/»(Т.
— 5-г + (2-0тг---- —и՛ =0ох |_ ах ау О
где О’. = (То в случае консервативной нагрузки на краю л՜ = 0, 
СТ. = 0 в случае следующей нагрузки.

Требование, чтобы решение (3.1) удовлетворяло граничным условиям 
(3.4), приводит к следующему дисперсионному уравнению :
*(«) = Р;Р; + [2(I - V) + г.]р,р, - у(у + /-/.’) = 0 (3.5)

здесь у. = у для консервативной, у. =0 для следующей нагрузки
Исследование уравнения (3.5) при условии (3.3) показывает, что 

изгибная поверхностная волна всегда существует (с учетом у>-1) в 
случае консервативной нагрузки (у. = у ) В случае же следующей 
нагрузки. необходимое и достаточное условие существования 
поверхностной волны получается в виде

(3 + г)(|-к) . .
-у<у<--------------- (3.6)

V
Следует отмстить, что в случае растяжения (у > 0), при проверке 

выполнения правой части неравенства (3 б), необходимо также сравнение 
с условием прочности
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