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Սափրում և մեմբրաններում աոաձդական բնո։թագրիչների և նախնական յարումների որոշման 
վերաբերյայ (հակադարձ խնդիր)

Աշխատանքում փորձ է արվում, օգտագործելով էկսպերիմենտալ արդյունքները, մշսւկել 
ռացիոնալ միջոց սալերի և մեմբրանների առաձգական բնութագրիչների և նախնական 
լարումների որոշման համար.

Որոնվող մեծությունների որոշման համար առաջարկվում է երկու տարբերակ Առաջին 
տարբերակ' մակերևույթի վրա կիրառված ստատիկ բեռնավորված սափ դեֆորսացված մակե
րևույթի անալիզի միջոցով Երկրորդ տարբերակ սալի ագատ տարանման հաճախությունների 
անալիզի միջոցով

С.А.Амбарцумян, М.В.Белубскян, Л.А.Мовсисян

К определению упругих характеристик и начальных напряжений 
п пластинках и мембранах (обратная задача)

В работе делается попытка разработать рациональные способы определения 
коэффициентов упругости и начальных напряжений и неоднородных пластинках п 
мембранах с использованием ределььггов. полученных из .»кспернмешов

Предлагается два варианта определения искомых величин Первый вари.iht-iixтем 
анализа деформированной поверхности пластинки пол действием статически приложенных 
поверхностных нагрузок. Второй вариаит-путем анализа частот свободных колебаний 
пластинки

In the work an attempt is done to contract a rational method (or determination of the elastic 
coctficieiiis and initial stresses in nonhomogeneous plates and membranes by use of experimental results.

Two variants of unknown values determination are suggested. The first variant is 
ihe analysts of the plate deflection under action of the surface static forces. The second 
variant is the analysis of frequencies of the plate free vibration. It is clear, that the 
combination of two variants for determination of all unknown parameters may be used 
too.

I.Equations of motion of the considered plate with a constant thickness h. in the 
cartesian system of coordinates have the form [ I ].
dN <#’n o <Հ, л
ճ_շ. + __!Լ = օ, _JL + _L = 0 (1.1)
ox ay ox ay
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+ N^+iN + lv:\^+
dx՜ dxdy dy՜ dx՜ dy՜

+2(r„ + K )֊ +q(x.y.l) ֊ ph — = 0
' dxdy dt

Here, in contrast to the problem classical statement; the unknown initial planar tensions 
y)./V*J(.v, y), 7 " (,v. y) arc included also. In (1.1) we have the known 

presentations of the plates bending classical nonlinear theory for the moments and 
tensions

=“-(e,+v£.). N, =-^!t(£, + v£,). T, =—— y (1.2)
|-v l֊v 2(1 + v)

M = D(x>+vXi). 'w. = °(Z; + ՝■/>). « = />(!֊>’)/,; (13)

<9v + I ( cAr
dy 2 [ dy J

_ du dv d\\՝ dw
dy dx dx dy

In above mentioned in general case it is assumed that unknown values E - Young's 
moduli v-Poisson's ratio, p - plate material density and also initial tensions

AT'. A՛'''. 7',’’ are functions of coordinates v and v.

2.Equations of the plate static bending can be represented as follows, if unknown 
values are homogeneous |2J

Dix >v = £(»-.<։>)+r; 2-!r+■/;" -----+27՝.',' ֊7-+</(•՝■. r) 
dx՛ dy՜ dxdy

- Z.( tv. tv)./.(«•.<!>) =
e>՜» ^’<I> <9:tv 
----;-----;—t՜---- r----- -
<?A■' <7V՜ C?V՜ dx՜

Q <9՜ 11՛ r9<)> 

dxdx dxd\
(2.1)

where II is (he plate deflection. •!’ is the sues* Itinclion and planal tensions are 
represented b> 0 as follows

<?;<I> <?՝<!> <?•'<!>
7' =—r T =—r 7' - ---------' dy՜ ՝ dxz " dxdy ՝

Let us consider a rectangular plate with the following bourulaiy conditions
// = !՛ = h՛ = 0. ;V/։ = 0 when .v = O.u
11 = r = it* = 0. M =0 when a* = O.b (2.3)

The plate dellection is presented in the form

L,sinA,։iA-sinprty. A(rz=---- . P,. =— (2.4)

Then for nonlinear operatoi L( \\\ iv) is received |3|
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L(w.w)= Y C'.?cosÂ„,A-cosx/,1y+ £ C.l„;’cosZ,„x+ £cJ1’c°sju...v, 
m։.k=I WMisl «i.n=l

where for coefficients C**/ we have

= ~ ^a-"i^p)ft4ïJu-»t Ihn +

a=*w+l./toi*l

+ Àr• /J (P»«JJ \t-i>iPpjful>fti-i>i.p+H *^՜

açnt+I./J=l

+ ÿ*, ~ .. )Zr/]./n...> (!-.. ■*' ~ ^K.A,.« .,-fl +

K = ljJ=„*| cr,0>l

+ ^aPn-p^aPn-p fl)fllpjll,-a.il-p

u.p=l

K.! = X Aa(4 +ÈA a(4 ֊1X(4+A, J44.^
rr=HiH №l «=l

“C- ~ ,'( PpfJupfrvt-fi
/J=l ' /M

As in brought loi mulas as also in below, h is necessary to account that members with zero 
or negative indexes are equal to zero.

In this case the particular solution of the second equation of (2. I) has the 
form

'■> = X(>>',,''cosÂ,„A-cosp„y+ £ <I’!;,’cosA„.v+ X‘”!»»cosju, v 
wj,»r=l /im»=I m n=l

<J>"> =-------- —------c(o, <I>(2) =-^-Cp>, <1>"'=—^Lc1՝1 (2.5)
2(<, + -A՛" ~^՛՛

The solution of the homogeneous part of equations (2.1 ) is presented in the form
P V'2 P.X2

<։>° = ^-+ — -2P„xy (2-6)
Assuming that planar tensions arc constant and satisfying the boundary 

conditions (2. 3). we receive

= ^7) jj«*, -<■֊ -» «’i
Then the expression for stress function will be
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<։> = -^7՜ + ~T՜ + Zl0-cosVcosp„y + <։>;,cosA„,a + <J>^ cosp„.v] (2.8) 

— wijjbI

On the basis of (2. 4) and (2. 8) the nonlinear operator Z,(w,<I>) will take 

the following I’onn

Z.(>v.<I>)= X/\„,sinA„,ASin/<„.v (2.9)
hi.«« I 

where

p - V c<" _ V r։"։ _ V ru) + V r.՝’1’ +
' l/li' It -/«.//-« i—i U -»ll /hll Z—t a+nt Ji-" /—•

a=։n l/Jn/i+l r/=«i*l.0=l «=I./J«nrl a.fi=l

■>«,»-1 «w n~l m-l><

«■=«irl.//=l n rt,fj=l

/ii-l/i-l — -՛ "i*l
+ Vr'!l + y f1" -Vf1՝' +y/r'" + .1, ./,, /< £_/ <t •■II.Il X—I II-«.II 2_r II/-UJI

u il-i a=>itf \ a*l a=i

+ X .+X ^'֊n -
//=1 0=1

= 7*'',’(a„p, -A,,f;;’ = ֊‘I>'''(A„p„

f՝;՝=W
Then we shall receive

N^+N^+2K^.=
dx' ay՜ axay

p.V-l

sinA„,Asinp„v (2 10)

where
32 "I * !’■ ՛" + l>] = , |
ah (A;- A;,)(«;- p;)՜ « *</.» + </ J

Al Iasi, in accordance with (2. I). (2. 4). (2. 9) and (2. 10) for unknown /W1 
we shall receive

o(A-„ +p-)V~. = f,„֊(n'!^ +N"n:,)f.„„ +7"£«„.. ............... (2.i d
M

where qivii are coellicienls of sine decay of function q(x, y)

li is necessary to have five values of plate deflection in live points lor 

determining unknown E.E I (1 — V" j. .T° . Then we must determine live flllh 
coefficients from (24). Al Iasi we must take live r/Hi(i coefficients from the function 
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</(a. v) decay and we shall determine unknown values from five equations of system 

(2 ID.
It is necessary to point, that as here as also later on, some of unknown values can 

be determined from one-dimensional problem.
3. The lineal equation of plate free vibrations will be

D^w = J+ „0 + 2T" ^-֊p& (3.1)

dx’ dy dxdy dl
For simply-supported plate the frequensis are determined from following equations
[o(A; + p;)’ + + Wj'p- - pheo' - T"X= o (3.2)

If we know four frequencies |4|. we must lake four equations from (3.2). From the 
condition that the determinant is equal' zero wc receive the following system ol lour 

equations for determination of N\'. 7’“ and D^OrE / (l -- V՜))

( + ;y" + N° - co;, - 44 ֊ N" -^co;] = Y
a՝ ՝ ՝ TV "A a . Jt1 J 34 '

(O + N՝՛ + N" -^co-, Y- 4/vr - « ֊«■:. 1 = O/~
«՛ ' k՜ “A «՝ re՜ ՛ ) 3

('257rD + /v,,+4A,„_«^>(o^ (33)
a՜ Jt՜ ) 3 ՛

( «■ ' ՝ k- 3°
Let us consider an example for illustration. A square plate (uxa) with thickness h 

and constant material density p is considered. It is known, that N՛' = /V" = 0 and 

pla’te frequencies tyn.tO22 are found from an experiment. The bending stiffness D and 

initial shear tension T՝' are determined

2CO՜' = (|6/O7):\4 -l6w'') (3'4)
Here 6)22 >4(1),। and = 0.when (O22 = 4ft)։i

4.I n general it is impossible to determine the function of nonhomogencily even in 
particulai case ol nonhomogeneous beam by frequences spectrum of a single vibration 
problem. But there are some problems, when this question has a unique solution. One of 
these is the problem of beam vibrations with piece-constant along length elastic ity moduli 
E(.v)=Et when /A_, <.v</t, <’ = 1,2.....n, /o=0, /,.=/ (4.1)
Such distribution will be possible in a particular case when the beam consists ol n 
anisotropic crystalls and each of the crystalls has different orientation concerning the
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beam axes
The direct problem solution, when E(.'՜) is known and material density is 

constant, is reduced to the solution of following system of equations for simply-supported 
beam

[(«<» - 0.5«.,,,)»I4 -n: + X°-5(«....~«... )"r’":X, = 0 (4-2)
f|a|.W*<l

֊ ֊ > E.U. - I. . : u„, =---- )E. cos--------------- sin —-----—----0 /£ <U 117 k 2 1 2 1
From the condition that the determinant of system (4.2) is equal to zero we 

receive the equation for frequencies CO determining.
Ii is necessary to have n frequencies (in accordance with unknown 

number) for inverse problem solving. Il is possible to do it by the following way also to 
determine E( in accordance with matrix diagonal members, and laic on io put Et in 
nondiagonal members as known.

5. Il is interesting to consider the inverse problem in the membrane case. The 
membrane is stretched in the direction of .V axis by an unknown tension 7,(y) and in 

the direction of y axis by an unknown tension 7,(.v). The deflection function w(.V.y) 

։> known, when normal force </(a*.v) is given. The determination of lensions 7]. T, is 

required.
The problem is reduced io solving ol equation

T, (.'՛) 3֊T + 'f, = g(x, y) (5.1)
ax ay

with boundary conditions
x = 0.a: u = 0

(5.2) 
y = 0.£; w = 0

Let us consider the direct problem for the particular case al first It is assumed 
that the membrane is square and known tensions satisfy the following conditions
7] (.'՛) = TJ(y). T:(.v) = T0/(.r) ’ (5.3)

Il is required io find the deflection function u(x.y) when the force r/(x.y) is given.
The direci problem is solved by use of the following presentations

" = ZZ/l.. s'n Amxsin A„y
<11 = 1 II i|

/(*)=£«<, «»A.x. /(.՝’) = cosA.v, H„ = l, (5.4)
<t=<i £=0

<Z = £!//„„. sin A,„xsin A„y, A,, = = m.n.k)
rue I <»=l #

Aller pulling (5.4) in (5.1). collection and making equal to zero coefficients of members 
sin A, .vsin A(1 V we receive the following infinite system of equations with respect to
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unknown constants А/Ш1 
л-t ffl-t

~(l' •< )A<* + ^՜՛'2^(Чи-4 +[(^0 + (2Ц> “^JAJA,,,, +
4=1 4=1

+A- z k-„ -«.„К. +Л-; X )A;„ =֊Ц^ (5.5)
4=ii*l *«и<т1 ЛЬ

From (5.5) it follows, that coefficients Amil arc determined in unique way. when 

ak and .«re known Allllt are determined in unique way independently from 
conditions (5.3). Hence, the direct problem has unique solution for arbitrary initial 
tensions. An ordinary method of the direct problem solving is consecutive solving of the 
shortened system of equations instead of infinite system (5.5). For example, as a first 
approximation we lake, instead of (5.5). the system ol four initial equations, in which 
coefficients A։| . A|2. A2I. A,2. arc leaved only. Then these coefficients are 
determined in unique way.

Let. us consider the inverse problem for shortened system. There arc known 
An . Ap. A2I. A,,, (deflection function or. more exactly, lour initial coefficients ol 

deflection function dcsay). </1։. t/2). r/l?. r/?? (normal force function). It is required to 
determine initial tensions in the case (5.3). From the shortened system wc shall have 
2A)|«2 + (Ap + A2I )r/4 = 2</։ ։ Л ։”70 1 + 4A։| + A12 + A2I 
(Л:,А|։ + Л2>А2,)г/, ~Л2А|2г/2 -(Л’рАц +Л',А22 )п. .-Л”։А|2а4 = 

= ֊2912Т„-' -2(4՜ +Л;.)А,, =-2<7,.Т„-,-2(Л; +.Д)А,, 

(Л;Ац + Л:,А,,)а, -Л2А,,«. -(Л'|Аи + Л:.А„)л, -Л(Л,,«4 = 

= -2г/.,Г„-|-2(Л;+Л’,)4.| (5.6)

(Л՜.А., + Л՜.Ар)</, + 2 Л;Л..</4 = 2q..T„՝ + Л՜.А,։ ■)■ Л',Ар + 4л՜,А,.
The system of lour equation (5.6) determines in unique way coefficients Cl,. a.. 

. a4.
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К ОПРЕДЕЛЕНИЮ НАПРЯЖЕННО- 
ДЕФОРМИРОВАНОГО СОСТОЯНИЯ СЛОИСТЫХ 

ПЛАСТИН С АНИЗОТРОПИЕЙ ОБЩЕГО ВИДА
Агаловян Л.А. Багдасарян Ю.М., Хачатрян А.М.

Լ. Ա. Աղայովյան. вгн. 1Г- Բաղդասարյան. Ա. 1Г. Խաչատրյան

Ընդհանուր անիզոտրոպիայով օժտված շերտավոր սայևրի 
լարվածային ■ դնֆորմայյիոն վիճակի որոշման մասին

Ասիմպտոտիկ ինտեգրման մեթոդով դիտարկվում է շերտավոր սայի ւարվածային - դե- 
•յֆորմացիոն վիճակի ուսումնասիրության հարցը, երբ շերտերը օժտված են ամենաընդհանուր 
անիզոտրոպիայով. Ստացված հավասարումները համեմատվում են դասական տեսության հա
մապատասխան հավասարումների հետ:

L.A. Aghalovian. Yu.M. Bagdasarian, A.M. Khachntrhin
On determination nf stress - strain state of sandwich - type plates with general anizotropy

Методом асимптотического nnrcrpiipoinimm рассмагрппаегся вопрос определения 
11ДС слоистой анизотропной пластинки, слон которой обладают анизотропией общего вида 
(21 упругая постоянная). Проведено сопоставление выведенных основных уравнений < 
соответствующими уравнениями классической теории слоистых плас тип, когда имейся 
плоскость упругой симметрии.

Рассматривается вопрос определения напряженно-деформирован 
ного состояния (НДС) слоистой анизотропной пластинки, слои которой 
Обладают анизотропией общего вида (21 упругая постоянная). Исследо 
ванне проводится методом асимптотического интегрирования уравнений 
трехмерной задачи теории упругости без принятия каких либо гипотез.

Полное напряженное состояние пластинки образуется из основ 
ного (внутреннего) и краевого напряженных состояний |1|. В работе 
асимптотическим методом построено решение, соответствующее внутрен 
ней задаче. Проведено сопоставление выведенных основных двумерных 
разрешающих уравнении с соответствующими уравнениями классической 
теории слоистых пластин, когда имеется плоскость упругой симметрии

1 .Для решения задач слоистых балок, пластин и оболочек обычно 
используется га пли иная гипотеза. В первых исследованиях нрпппма 
лась гипотеза недеформируемых нормалей для всего пакета в целом [2,3]. 
В последствии были предложены многочисленные модели, обзор которых 
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можно найти, например, в (3-6]. В работе |1] методом асимптотического 
интегрирования построена приближенная теория изгиба изотропных 
пластин Асимптотическая теория ортотропных пластин построена в |7 9] 
В (10] асимптотическим методом исследовано НДС однослойной пластин 
кп. материал которой обладает анизотропией общего вида. В (И. 12] тем 
же методом исследовано НДС слоистой пластинки, состоящей из 
произвольного числа упругих изотропных слоев, жестко соединенных 
друг с другом. Дана классификация двумерных задач в зависимости ел 
величины отношения модулей упругости слабых и несущих слоен.

Рассмотрим пластинку, состоящую из некоторого числа анизо 
тронных слоев. Будем считать, что слои имеют различные толщины //д . 
коэффициенты упругости «,‘п. Общая толщина пластинки 2Л . Илое 

кость отсчета выберем таким образом, чтобы над этой плоскостью распо 
латались п слоев, а под пей т слоев, п./и произвольные натуральные 
числа.

Будем пользоваться декартовой системой коордпиа՛! л'.у.з, рас 
полагая осп Ох,Оу в плоскости отсчета. Введя безразмерные перемен 
ные = х/а. ц = у/«։ С = г/А и безразмерные перемещения

= ии * /Vй’ = ги> /п,И/Ц) = и,(х) /а . где а характерный танген
циальный размер пластинки, слои пластинки будут задаваться 
неравенствами

<с<;,(к = 1.2.....п). = -1.-2..... -»>)
где
С=^2>, (* = >.2.....«)

С, =-֊!>, и = 1.2.....'»).?„ = о (1.1)

Считается, что на верхней (£ = £„) и нижней (? = £„,) лицевых 

плоскостях пластинки заданы значения компонентов тензора напря 
женин Соответствующие условия записываются в виде
О’, =и1Н Х’(л'.у) (.г,у), сг. =2’(.г,у) при £ = £„ (1.2)
а,. =֊«//։ х (л-,у) (л՜,у), о =֊2‘(л-.у) при £=£,„

Требуется найти решение уравнений пространственной задачи 
теории упругости анизотропного тела при граничных условиях (1.2). 
условиях полного контакта слоев и условиях краевых задач теории 
упругости па боковой поверхности (они пока не конкретизируются). В 
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системе вышеприведенных безразмерных координат система уравнении 
теории упругое։и сингулярно возмущенная малым параметром Ее ре 
шеннс складывается из решений внутренней задачи (основное решение) и 
пограничного слоя (1. 13].

Решение внутренней задачи ищется в виде

(Г =г 'Хг О'1'1 (1.3)
>=։»

где (?։х) любое из компонентов тензора напряжений или безразмерных 
перемещений к ого слоя. Целое число (/ для каждой величины 
выбирается так, чтобы получить непротиворечивую систему относительно

1 В нашем случае эта цель достигается при

<7 = 2 для

<7 = 3 для И/|х։. <7=1 дЛй

</= 0 для о՜1.11 (1.4)
Если считать вклад объемных сил /*՝,(х>./\х1,Г.‘х) того же порядка, что и 

вклад поверхностных сил. будем иметь
/г'«' =£-2’֊„-'Ц |(5.;;,С).(л-,.у).Г|‘' =£-'"«(1.5)

Подставив (1.3) в преобразованные, введением безразмерных 
координат и безразмерных компонент вектора перемещения, уравнения 
теории упругости. с учетом (1.4), (1.5) получим следующую систему для 
определения (2** ։):

"эё + э + дг—+ " =<?<; а<? ас
—— + —— + -*'*•' + Г11 •'ас а») ас

ди՝1" 
%

+«;‘|<т!։" +а;га:։ ՝՜21-• ■ ՛՛ •՛

а1/“ ՝'
= ՝՜21 +«'Са!‘ап

(1.6)
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ли1-՛1
=(,;Х'՝՜2' +<'< ՝ !1

‘А-
А/4" Л^4’1

=  ̂'-" ֊" +<^ чч« •; ■֊"

-֊4-+^_=а;;|0'1‘--" +«,^а',‘-՝-" +«'>‘։,а!‘ ՛■■՝' +</՛« +«;;՛ а; ՝-- +« ■■՛՛
ОС

Л/1 ' Л/14’"%-+%=«|‘>.‘"+4Ч"+“Ж'■

Решив систему (1.6). получим
|у(։.֊1 _ н,и Т7-С՜)

6/11" = +

^.(Х.4 _ ГГ(*3> , -Чл) , хуНХ..!
иИ ""ЬГгу! Ь»10
0-1‘” = 1/2 +^!‘1л) +<»■“ +<” . (л.у)

ст1‘։| = I /6 £1 + I / 2?-^?' + + г"-*1 + а.՜1* '1
где
ги ՝’ = еи 'х'1 '' + ^’’х՝1 ՝’ + В|б’т(‘ '' • (-Т.у)
<‘1" = ^'х,1*՛" + х?" +

г',* '1 = Вц 'е[‘л| + В'^'е? " +В^'си'‘ " , (х,у)
тпб" = " + В^'е? ՝1 +В“'й)'‘ ”
«։—Й + е։).(м’) (/ = 0:1)

«=-(^^) / = 0.1.2

Е',‘՝'-= . Е՛*՝' = <՝'. а)'*" =<՝: + и.^'
у1‘ л__ц .| .л.» _ ц..| «л ։։..»

Коэффициенты В,’)’ определяются по формулам

В!Г =(«’-(аЙ’)2)/П։, =(«Ч‘<)’’)/П- 

(1.7)

(1.8)

(1.9)

(1.10)
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в!*1 =(<«֊«')/п։. 4"'"“ "ЖН 

в;:՛=(«֊«’)7в» =(«’-«’)/п*

п* = Цй»֊(""’)>« +2"1‘Ч‘^.' ֊«!Г(«^)2 -4ф:’)2 (мп 

Здесь и в последующем, для удобства, запятыми при нижних индексах 
выделены частные производные.

Величины со звездочкой для каждого л՛ известны, если 
построены предыдущие приближения и определяются ио формулам

=£(«п՛^'-'՜՜’’ ЧЧ^՛ ЧЧ!'՜" ЧЧ*՜՝՜*՛)^

=Д-<''ЧЧ*՜'՜'' чч*՛՜" ЧЧ'՜’ Ч<*. чч*՜՝՜1 +^Ч*՝"’к 
V-*- =Дч*՝'||<'՜"+‘^°՝՛'՜" чч*՝՜’ чч;-՝՜’ чч*"՜’ чч;■՝■")< 
<■" =Й‘։£,«1Л +Ц‘,&и" +Ц>1‘"’ ЧЧ*"՜21 ЧЧ*"՜" ЧЧ*՜՛՜" (■՝•*:«.*) 
<" =в,;1|<‘-՝1 +в^&1*" +в,*<у1 •■՛ чч-:| +£о^-" ЧЧ*’՜" < > • 12) 
<1'|=4М''ч!*;>,ч*՝):ч
^М=^(Ч!У)+<Г’+^*"'Х 
а?“" = ֊£'(<'*.■'' +<!;՛> +
где
е;1*՝1 = £Г" = у,;^\ ы-՝1"=и;՝к "+»;"■•՝
а!11 = -(а,1,“в"' + 4‘։В(‘։ + ^’В"1) (1.13)
/»‘‘^-Й’Вп+^’В^’+^В»)

с;։։=-(«[‘’в“,’+«;?’в(:)+4*’в"’) (, = 1.2......6)
Удовлетворив граничным условиям (1.2) . а также условиям 

полного контакта на плоскостях С = £ (к = 1. 2.... п 1. I. 2.... т+1).
все величины можно выразить через компоненты перемещения и1"՝1. 
V1"։) и н’1" '! Для определения же этих величин получается следующая 
система уравнений :
£„М(л։) + Д,р("’’ + £,.,н'("') = р’’’ (1.14)
£,2«(“'։| + Г,,։-1"՝1 + £;։и-'"-" = р!’1
Г,,«1”'1 + £,,Р1"'1 + £„и'<"։| = <7՛''
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где дифференциальные операторы Л(/ имеют вид

<2՞ д~ д~ / ֊ \
£" =С|1^? + 2С|,'^Л7 + С“Лг (’•2;<5п)

д'- . .д' дг
Ь''֊ ֊ С,« + (с,2 + С«,)^ + с26

д' д* ( \ д' д*
=Р" +Ж|" +2к'^'д^+ку'д^ (|.2;<5л?) (1.15)

дл , ч <94 д4 дл <?4
՛-'" - °1՝ д^4 +^°''-+2О^д^-дг1- + В16 д^'дп +4О1Ь дддп' + °'г дц4

В (1.14) играют роль обобщенных нагрузок, для вычисления 
которых получаются формулы

Р\" =-{Г<” +Г .,))֊Ж-‘-”(С։)-а.

(£ - с
4=1

*=1

15



(1.16)

+ХП/з г.ч^)4?[х^'''(?..)-Х^''’(4,)]+

+ 1/2 (С; -£..) /-'.-‘(Х// '"(<,)-Ху ■'■'■'(?-,)) + 
V \л> )

Дш |=‘ "1г )унх .! =„-<хи». "«.,) +-------֊֊֊Ы («,р}
О',

х •"" = х- ,ух"” = у-.г1՝01 = 7.-
х±1.> = г=(«) =2хь> =0 пр11 ^0

Жесткости С, .К.. .0 определяются по формулам

4»1 Ао|

к„ = 1/2Х«'1,(<; -с,)֊|/2ЁйГ’(С ֊;■<-.) 
/. = 1 А-1

4 = 1/ ֊’X «У' (£ ֊ С.) -1 / зХ ' (С ֊ С.,)4=1 Дв|
а операторы £՛“' имеют вид

(1.17)
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" " а<= 16 э&] “ д>г

- В'Ч ^ + (В'֊< + О'»П_£_+ пИ'^_ 
12 ֊4«,: +««, )^Л) + «’<. д>1: (1.18)

^։=֊[в1,Г^-+(^)+2^>)_-—. + □»։<! . о!»|» "■ д^дц + ^
д'

<?»)՝. (1.2)

После удовлетворения условиям (1.2) на лицевых поверхностях, в свою 
очередь, получаются
т("„'1 = X*"’ - I / 2^՜ф’ - <. г1:;,՝1 ֊ а) (х..у) (1.19)

Т1;՝' = г-'" -1/бСт!г> ֊ 1 /2£т£՝> -՝’ ֊) - 
Перемещения остальных слоев выражаются через к1"".։/"՝' и и.՛1“՝’ по 
формулам

и(‘։) = «‘,'*| + £(/,('')(^) (и.'’)

И,’1 ֊՛ = .?"•֊' +Хи,։|','(?,) (к =1.2....п I) (1.20)
/»А

«'-*"=«'“"+£(/-''-։>(^)-£уЬ->>(?_) (ч.У) 
/»։ /»I

»!>՛-* ՛’=։?'՛•’ +5;(к= 1.2....т)
;=1 /=«

а из условий полного контакта между слоями вытекают следующие 
рсуррентные формулы .тля определения Т^о։,,т[*о 1 и Т.у ՝

'г&) = ֊ 1 /2^(^г։,и'иь ֊ г“ чг։))֊

Ч[(АГ՛^՛-" +4Г'^’-'))֊(4^‘-'<^>^‘Ь1(£)֊<тЛ£) (х. г)
ти..> = та*1.) +, /3£(д«-%<^ <1 _ ^։>„Л֊1) +

+1/2;Цд.1,1;"»'14” + ду'Ч-1“1 ■> - д'*’«1*" ֊ лун'* ■’)+

После решения системы (1.М). остальные функции, входящие в
(1.8). определяются по формулам (1.9). Таким образом, определяются 
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все напряжения и перемещения, в том числе и напряжения о\. ,0՜; и 

О՜?’ , которыми, как обычно, нрснебрегаются в классической теории 
пластин.

2.Сопоставим полученные результаты- с результатами по 
классической теории пластин.
/Для этого вместо напряжений введем в рассмотрение статически 
эквивалентные им внутренние силы и моменты по формулам

Л"' = хг <rI'՝X+ZL (л-..v)
4=1 *>-• ։а|

(го
4=1 1=1 *-•

= ZГ X Ы
4 = 1 4 = 1

w ,r "I ,r
W'." = tГ fr!'X+Z L '"«'X (.v.y). = 1 < = 1

Ч '=ZJ. ^:'.X+ZJ. "<н;4=1 1=1 * '
Используя формулы (2.1). (1.8) (I 10). для тангенциальных и
поперечных сил, а также для изгибающих и крутящих моментов имеем 
т'" = к,,/,-1 + к12х\" +К|ъг"' + с,,£,'՝' +с,,£1-’ + с,Х’ +7-;1" 
(-՝•-.՝■)
5՛" = + К2„Х:" + К№т'" + С16£,"1 + С,6£1" +С„.й>,'> + 5Н"

у)
м\" = OuZ,'" + О,,/?' + D,ftT՛ ” + КцЕ,1’1 + К,2е\" + К,„ш'" + М՛'" 
Н"՛ = О,Х' +О№т(" +КИ։£;՝՛ +к2,.е'2'1 +К,„а)1'1+Н-"1 (2.2)

^1'
/<'՛ = ՝ ՛- №’ %dq- ^-dq s'

■՛"- о

д'-и'՛՛'1
К,

d-u... . <2>։)
+ ~K"' d&q + “ dif + 16 d^֊

+ *:t. Л?: +(^> + ^,) +/V,‘” (a-.v)
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т '"’ = £Г а-;"՝|+Х^1пи,'(л’) ^+

(2.3)

и . <Т—Г Н1 , Л-1

,-| £=։ .=։ ’ >-1

+ (/; (х,у)

Величины 7'/(։,,5 11..... определяются аналогичным

а операторы имеют вид

4н=Во +25|6^Л)

(<■1 =В0>А + Во։2.
С,: |; Л; 31; (2.4)

образом, меняются лишь операторы ц У Они здесь не 
при водятся, их воспроизвести нетрудно.

Уравнения (1.14) и соответствующие соотношения (I 7)-(. 1.9) или 
(2.2). для нулевого приближения совпадаю! с классическими уравнени
ями анизотропной слоистой пластинки, когда для каждого слоя имеется 
плоскость упругой симметрии, параллельная срединой плоскости хОу и 
принимается гипотеза Кнрхгофа-Лява для всего пакета в целом. Усилия, 
моменты, а также жесткости и компоненты деформаций классической 
теории (они размерные, отмечены нами черточкой) выражаются через 
соответствующий величины пулевого приближения при помощи формул 
Г, =/1е-2Т‘"՝ (л. у), 5=Лг '5"”

М, =11:£-гМ\т =а:М™ (л-.у). Н=а2Н,т

С^ИС,,, О„ =1,'О„ (2.5)
/,=«-՛£-՛ т=«4£'՝т(“1
ё, =£:£։°', ё, = е'2£՝°\ ш = £':(1}{а’
Следовательно. гипотеза педеформируемых нормалей с определенной 
точностью применима и для слоистых пластинок с общей анизотропией. 
Лишь необходимо при определении <7,‘ .(г!*1 и и первых 
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уравнениях обобщенного закона Гука наряду с нормальным напряжением 
СТ՛“ пренебречь также влиянием касательных напряжений ст“',ст“'

В ходе асимптотического интегрирования напряжение СТ.1*’ 
появляется в основных соотношениях, начиная с приближения 5 = 2. а 
напряжения ст” 1 и СТ՛“ с приближения 5=1. Это означает, что 

пренебрежение О՝'1 приводит к формальной погрешности порядка 
О(ъ՜2). в то время, как пренебрежение напряжениями <7,1,1 и ст“’ 

приводит к погрешности порядка О(е). Следовательно. гипотеза
Кирхгофа Ляпа для слоистой пластинки со слоями с общей анизотропией 
(21 упругая константа) приведет к большой погрешности, чем в случае, 
когда слои ортотропные или имеют плоскость упругой симметрии.

На примере двухслойной пластинки, слои которой обладают՛ 
анизотропией общего вила, выясним, каков вклад общей анизотропии.
если пожелать уточнить классические уравнения, когда принимается 
гипотеза Кирхгофа Ляпа Для этого вычислим обобщенные нагрузки, 
входящие в правые части уравнений (1.1-1). соответствующие 5=1.

+(«,’- +(4? ֊ X”+(С -

р"1 = )£ - (/>!;" х + /Д;"Г К, + (2.6)

+ (д'” ֊ £՛„ ”)и1"’ +(д1„|! - Д1;,")»"" - д’,2”)и<0’
</"’ = +р11’г)-1/2^,(/<|!Х- +р?,։г) +

+1 /С^Х + р;"Л|,’)и՛"1՛ -1 /4й(р;-,։4^ +
ф(»’

Входящие в (2.6) операторы имеют вид

р:

„<■> А + с.<->_£_.
дп

др" , др" .

р"=Ь"

д1

д 
дп +

,1 д'-

<4' 5)
д-

—:— + —— = а------ в V------- во —।—
<?£ дг) 4 4 д&г] 4 дгр

(4, 5)

С, = ֊1 х(р;х՛ + 1 /бс: (/<’£'',՛ + р;х՛)

4а =ЧЧр!.Х + Ры4') (I. 2: 4, 5; п.и)

(2.7)

д?,’ = ֊ 1 / 2<,- + (дм + р!;’+ р,4 4’] ('=։• 1)
Если обобщенные нагрузки р^’.с/1" имеют порядок
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(2.8)
то поправка от приближения л = I будет порядка первого члена в 
разложении (1.3) и асимптотика (1.4). следовательно. и класическая 
теория Кирхгофа Лява. не будут верны. Тогда. необходимо либо искать 
другую асимптотику, либо решать трехмерную задачу численными или 
другими методами. В практических приложениях такие случаи можно 
исключить, варьировав размерами пластинки.

Из выражений (2.6) для обобщенных нагрузок вытекает, что 
условия (2.8) могут выполняться в двух случаях:

а) внешние силы имеют большую изменяемость, б) для 
материалов, обладающих сильной анизотропией, т. е. когда имеют место 
соотношения

о(£՜*) (/ = 4,5; к =-1, I) (2.9)
Поправки от приближения .у = 2 будут важны, если

с!1’֊ О(е՜2) (i = 3, 4, 5; А = 1, 1) (2.10)
в чем можно убедиться, если вычислить приведенную нагрузку для 
приближения л'=2.

В заключение оjметим, что построенные двумерные уравнения и 
соответствующие им решения верны во внутренней области пластинки. 
I. е. начиная с расстояний от боковой поверхности, равных зоне 
простирания пограничного слоя. Решение погранслоя и вопрос его 
взаимодействия с внутренним НДС рассматривается как в 18. 9. 141.

The research described in this publication was made possible in part 
by Grant No MVSOOO from the International Science Foundation.
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ՀԱՅԱՍՏԱՆԻ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԶԳԱՅԻՆ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ 
ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ

ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ АРМЕНИИ

ՍՆիււսԱիկա 49, N 3, 1996 Механика

О СДВИГОВЫХ КОЛЕБАНИЯХ
ПЬЕЗОЭЛЕКТРИЧЕСКОГО ПОЛУПРОСТРАНСТВА

Григорян Э. X., Саркисян Л. В.
Է. Խ- Դրիգորյան, Լ. Վ. Սարգսյան

Պյեգոէլեկտրիկ կիսատարածուջյան սահքային տատանումների մասին

Դիտարկվում է խնդիր պյեգոէլեկտրիկ կիսատարածության սահքային տատանումների 
վերաբերյալ, երբ կիսատարածության եզրային մակերևույթի վրա կիրառված է ըստ գծի 
կենտրոնացված պերիոդիկ ուժ. Ցույց է տրված, պյեզոէֆեկտով պայմանավորված, եզրից դեպի 
կիսատարածության խորքը տարածվող ալիքի առկայությունը Հեռավոր գոտում 
տեղաթոխության և էլեկտրական պոտենցիալի համար, ստացվել են ասիմպտոտիկ բանածներ

Е. K. Gngonan. Լ. V. Sarkisian

About shear vibrations of the piezoelectric half space

В рдботе |>;u< M.U|)iiii.ii'i< я viT.iiioiiiminitci я сдвиговые колебания пье.зо.՝) icKipii'ii скоги 
полупространства (пьезоэлектрик класса 6 1111Ո нчссагпиа.-п.ной симметрий), когда па гра
ничной поверхности действует с<к pi-доточеппая но липни периодическая сила ПолунсЦЫ 
предс1лв.ъ пня перемещений и электрического потенциала и виде суммы вод новых и 
псполноных частей. Оказывается, что внутри среды перемещения состоят только ил полипных 
частей, а электрический потенциал имеет пенолпппую часть Обнаружено, что указанные 
волновые части состоят нс только m поверхностных и обычных ноли, по и полны («бус 
юн лепной иы.и>.м|х|)ектом). parupoi ipaiiaiuiniчия вглубь от попсрхиостп полуп|имтраистпа 
Получены также асимппипчсские формулы. Йтрактсрнзующне попслсиня перемещении и 
электрическою потенциала на дальний зоне. В этих асимптотических формулах отмечено 
наличие волновой части. расп|иктраия1ощейся перпендикулярно к граничной поверхности со 
скоростыо объемной полны

Пусть пьезоэлектрическое полупространство отнесено к пря.моуголь- 
ной системе координат Oxyz. Ось Z совпадает с главной осью симметрии 
пьезоэлектрика класса 6 пип гексагональной симметрии. Ось X направлена 
вдоль границы раздела пьезоэлектрического полупространства и вакуума. 
Границей раздела является плоскость V = 0. на гранич.цйй поверхности 
дейсгвуеч сила Ре',иж8(х) , где <5(х) - функция Дирака, СО - частот колеба
ний, է - параметр, характеризующий время. В таком случае поле упругих 
смещений можно искать в виде й = (0,0. И’(х. y)b՜1և> ). а электрические 

потенциалы
Фл(х.у,г) = Ф/,(х. v)r"'<։M .Ф, (х,у.е) = Ф, (х,у)е ",Ы1 , где ФА(х,у,/) 

соответствует вакууму, а Ф (х.у,/) упругой среде

Поставленная задача для амплитуд перемещений и электрических 
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потенциаллов (формулируется в виде Следующей граничной задачи 11|: 
, —

△М'+А''И' = О. ДФ =—“Ди>, 0< V < «*\ — оо<х<оо 
՛ «II

для вакуума
ДФЛ =0. — ©о < у < 0. — оо < Л' < ©о.

На границе раздела у = 0 выполняется условие

ды <9Ф, . . <9и՛ <9Ф, <9Ф/(
44 а7+е" ~э7 = р5{х}՝ е,! а7 ~6,1 "а7՜= '"а7՜ ՛

ф = ФЛ , (у = 0. - ОО < Д- < оо)

где к = 0) / с. С = О!ру С = С44/(I + /*),/' = /Е\\С44 ■ коэффи

циент электромеханической связи, с-'15- пьезоэлектрическая постоянная, £н- 
днэлектрнческая постоянная пьезоэлектрика, с44- упругая постоянная, 

р- плотность материала пьезоэлектрика. Д = <9՜ / дх' + д՜ / <9\՛՜. Рассмот
ренная граничная задача решается с помощью метода интегрального 
преобразования Фурье. В результате для Цл,у).Ф, (л*. у).Ф/։(х,у) полу

чены формулы 

IV! — —----------------------------------(1а
А\а\-Ву]а'--к-

—֊— , ■֊ 1 с1а + — и/(
.. А\а\--к'՜ «и

--------------------------- <1<з
еп 27Г-֊ А\с\-В^сг -к2

(1)

(2)

(3)

где
А = с,5 / £։! (| + £| ।), В = е։5 / £| । + с44.

Функция А|<т|- В\1(Г - к2 имее1 нули ±а„ (а,, =Вк/>1в2 - А2), 

которые являются волновыми числами поверхностной волны Блюстейпа- 
Гуляева. Чтобы 1у(л’.у).Ф։ (л՛, у), Фл(л\у) удовлетворяли условиям 

уходяще!! волны, контур интегрпровання в (1), (2). (3) должны обходить 
точки -к-0" сверху. а точки к.О,,- снизу (2]. Причем 
Уст՜ -к2 = ~^к: - а՜

Как видно, нодынтегралы1ые функции в выражениях 
и>(л',у).Ф( (л*.у),Ф/,(а\у) содержат |<т|. который говорит о том. что эти 
функции не могут быть граничными значениями аналитических функций, 
поэтому для вычисления этих интегралов нельзя применять методы теории 
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функций комплексного переменного. В дальнейшем эти интегралы приведем 
к такому виду, чтобы возможно было применить к ним вышеуказанные 
методы.

Рассмотрим и>(х, у) и представим ее в виде

>Ц.г,.у) = Р(Г +1 )

где
I -exp|-i(o|.t|-iV<r-A-’)y]

2лс1 ÄCT-ßVff-А'՜’

I »е.х^-/|о|л|-<7сг-А2)у]

£ Ао+Вч<т-к'

Далее исследуем 7՜ , представляя его в виде
7 = 7՜ + /;

где
। ‘ехр[-м(<7|сО5<р|֊։\/сг -A2sin<pj]

71 —~Z I । ; 7 Во
L Аа + Ву/о -к-

। о expf-r/-(cr|cos<р|-<7 а -к: sin<р)1

/,' =-~ [------------------------ 1 , ----------
2^-1 Аа + Ву/о-к՜

где л = rcosip. y = rsinç>, г = д/№ + у2. 0<<р<д.

Пользуясь подходом, изложенным в работе [3), сделаем в //замену 
переменных

cr|cos<р\ - /‘Ver2 - к2 sin ф = Л ( 4 )

I г е'։Лг da, , х
Тогда /. - --------------------------- 1 - - —r-dÀ. . где (ТДЛ) определяется

2л^Аа,+В,]а; -к2 М 

из (4) и равна <7,(Л) = Л|со$ф| —VA2 — Л՜ sinф.

Контур интегрирования у(Х) но контур в комплексной плоскости X . 
который начинается с точки - к |cos<p| и стремится, монотонно убывая, к 
бесконечности при о—> -«>, при .»том обходя точку =-сг(|сск(^+МД՜' мпф)

снизу. Поскольку подынтегральная функция регулярна в области, 
содержащейся между линией ՝ДХ) и частью действительной оси, обходящей 
точку ветвления X =֊ к снизу. -«> < X < - к |сок<р|. то нетрудно видеть, что

‘1а2 „ 
— ... ВЛ 
к - ВЛ'Г = (5)

Далее, поскольку у к2 - Л՜ >0 при - к < X < 0 и точка Х=- к 
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обходи։ снизу, то VP-a- будет отрицательно мнимым при X <—к 

'Когда у/к' — Л՜ можно представить в виде у!к՜ — Л՜ =֊л/Л՜ —к՜, полагая 

VЛ՜ — А՜' >0 при Л < — к В таком случае (У,(Л) представится в виде 

ст,(Л) = A|cos<p| + c'VA2 - A- sin ср, 0<<р<л

Теперь переходим к обсуждению интеграла /,՜. Нетрудно милеть, 
что dAlda = Q при СТ = — A'jcoscp|. Кроме того, с/А/</ст<0 при 

- к < ст < -А-|со.чф|. а при -Zc|cosp|< а < 0 <7А/с/сг>0. Имел и виду 

это. получим
I 7 е՜՛" с/ст, I ՝*7’ e"h da, , , ..

Л =՜՜ J ------------ 1 : ■ J ------------1 . . <(>)
֊*^Аа,+1ф;-к- Ал Аа,+Вф-к: dA 

где
ст,(Л) = A|cosф| + Jk2 ֊ X2 sin(р

Окончательно имея в виду (5). (6). для 1՜ получим представление

Г =
da,

Ву]а,' ֊ к2 dA
dA,

где VX2 — к' = —/Vк' - Л՜ при X < -к sin(р, то есть контур

интегрирования обходи։ точку ветвления X = — к сверху. Причем 
ст,(Л) = ст,(Л) = A|cos<р| + /7Л2 - к2 при - оо < X < -к sin(р.

Поступая аналогичным образом относительно /+, получим

da,
-I֊,.,» Аа, ֊ Ryja; -к: dA 

м • А
(IX+ i—;---- те

А--В-

где А, = ст„(|со»^|~<АВ՜՛ ь1П<р). Контур интегрирования обходит точку 

ветвления Л = к снизу, то есть Л2 -А՜ =-/Лг2-Л’ при -капкр 

Таким образом, мы пришли к искомому представлению и

у/А: — к' — -i-jк՜ — А՛ .

lA
А2 -В՛
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Ветвь функции лМ2—А". удовлетворяющая условию (7). можно 
выбирать, например, если провести разрезы в комплексной плоскости по 
линиям — к — i°°. В дальнейшем мы будем иметь дело с указанным образом 
разрезанной плоскостью

Очевидно, в силу аналитического продолжения, что (7) имеет место 
во все։։ комплексной плоскости.

Далее нашей целью будет получение представления И'(г.ф) в виде 

суммы интегралов по разрезам — к — , к + и - к sill (р - /<», то есть
представления в виде суммы волновых чаете։՜։ и части поверхностно։։ волны 
Для этого и'(г.ф) запишем в виде

(8)

где

Я(М =

Asin <р-г\/А: -A';|cos<jn|)

B2(Asin<p -л/А: -<-2|cos<^ + А՜’(A|cos+м/Л2-к՝ sin<p)

A^ Asin <p- <7Л: ֊/.-’|cos<^A|cos<[i+л/Л՜' ֊k2 sin ф)

7а3-*- jAsin<p-/VA2-A՜՜'|cosr/j) +А:|(’Acos<^+/\/A?-A՛՜’sintp) ]

Поскольку второ։։ интеграл в (8) взя։ от функции, не допускающей 
продолжения в комплексную плоскость. ։։ гак как он«։ содержит функцию 
sgn(A 4- к sin (р), то очевидно, что к этому интегралу, непосредственно, 
нельзя применить методы функций комплексного переменного. Поэтому 
поступим следующим образом. Рассмотрим однозначные ветви функции 
1п(А sin (р + Л), одна из которых на вещественной оси равна 

1г( Ы1<р+Ан(} = h]Csin</>+4 +и^-(Ып(/н-Л)) — < arg(/r sin <р + 2><т)
а другая равна
ln(A'sin^>+A+/C) =li]Z:sin(p+^-/7z6(-(X:sjn(p+A)) (- — < arg(fc sin(р + Л) < — j 

где 0(’) функция Хевисайда.
Тогда sgn(fc sin + Л) можно представить в виде

sgn(A* sin ф + Л) = ~ 1п(а* sin (р + Я, - /О) ֊ — ln( A* sin (р + Л + /О) +1 (9)

Далее, выражения sgn(A sin (р + Л) из (9) подставим во второй 



интеграл в выражении м\г,(р). В итоге получим

н{г.<р) = —- ] F,(^.)e""dX+—] F,(k.<p)\n(ksmk<p + A-iO}e',ijd^- 

2тг ~л՛ ,

P 7 P r iAP-—? J F2U)ln(A'sin<p4-A+/O>’"vJA-— J F,(A,^'\/A+-^ye41

Здесь уже И'(г.ф) представлена в виде суммы интегралов, 

подынтегральные выражения которых аналитически продолжили в 
соответствующих комплексных плоскостях и поэтому к ним можно при
менить методы теории функции комплексного переменного. Поступая 
указанным образом, получим

;р 7 Р7
w(r.<p) =----- ] f,(T.<p)e"’,dTe՝ 4 + —Г f,(r.(p)e "dre'1' +

n о
iPA+ A- _ B' exp('g.,N- AB-'o„y) (10)

где
. /?/r(/T + 2A') + P sin<p(z?sin(p-/A|cos(p|)

/i (т*ф) = ~r----------------------------------------------------------------q
7t(2A' +zr)|( В ՛ - A ՛)/ i(2k + i т) + к2 (В si n (p - i A |cos <p|) I

Л(г.ф) = Л(Л.ф), Л = -к sin(р -ir

Выше имелось в виду, что на линии -к — i<*> 
ln(A' sin (р + Л + /о) = 1п(Л sin (р + Л - /О) + /2л-.

Итак, мы получили искомое представление И'(г.бр) Как видно из 

(10), первый член представляет обычную объемную волну, второй член это 
волна, обусловленная пьезоэффектом. распространяющаяся вглубь оч 
поверхности полупространства, а третий член представляет поверхностную 
волну. Как нетрудно видеть, второ։"! член это иеволновая часть И’(г.О).

Далее, ввиду того, что подынтегральные функции в (10) 
экспоненциально убывают, то главный вклад в значении интегралов даст их 
поведение в окрестности нуля. Имея в виду вышесказанное, для и(г.ф) 

при г —> ©о, получим асимптотическую формулу

»('■•ф)=- В՝РА.՝. exp('4l-rl- АВ'°.. .՝)+ 
о — А

Г-iP sin ср Р
4՜ ------ ------------------------------------ + —zzzT՜-------------------------- X

L (ssin<p-ft|c<>s^|)(/.T՛'2) V2?r(B.sinp-/4|cos<p|)

28



X
A(Asin<p - iB|cos<p|) sing>

(Bsincp ֊ L4|cos<p|)‘ 8 J(At)

+ и՛, (И)

“’о1

и;

sw**'1՜՝։ ..

яД кг 7г(ь)
(12)

П
**2

Как пади» из (12). последний член формулы (11) представляет 
волну, распространяющуюся по направлению оси у со скоростыо объемной 
волны.

Приступив к обсуждению Ф։ (х, у), рассмотрим интеграл

<т|х| - /|ст|у)] 7 exp - ii (a'cos <р| - ia sin ф)
j । । / . ~da — J ■ = da —

__ А|а|-В Vo՝՜ - к՜ i Ao-B-Ja-k՜

'1 exp[- »•(ojeos <p| + ;<rsin<p)l

- ]........... .........7՜;՜ ՛ =---- У a (13)
А<т + BVff՜-к՜

С помощью деформирования контуров интегрирования, для первого 
интеграла (13) получим
-exp-ir(cr|cos<p|-/<Tsiii<p) 7 е-"
I-------------------- . ------ da = I------------ --- ------ ...Jr
» Аа- 1Иа2 -к՜ 1 Ат-В^т՜ + (*z)՜

а для второго интеграла получим 
(!ехр-Zr(cr|cos^| + /asin(p) *1 
г_к1--- L_L_ । = Г-----------е (14)

Ла+ 340՜-к՜ — А А + By) Л1 ~(kz)՜

где z = |cos(p| + /sin(p. z = |cos<p|-/sin(p (15)

Из (15) следует, что интеграл (И) можно рассматривать в 
комплексной плоскости с разрезами, идущими по линиям -kz-i°° и 
k<. + io°. Поступая указанным образом, после деформирования контура 

11нтегрирова111։я получим

В 7_______7(2fa + 1Т)Т_______
+ ^Цв:-А2)(кг. + 1т)2-В:(к-.У
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е
2л 11 АI + Ву]т'՜ + (.к;У

<1т

Тогда, для Ф, (л՜,у) получим 

՝■) =--- Р .оСХрОс,,|.г|-

АВР 7_______ у!(2кг + |'т)т
(В: + -В* 1 2(кг):‘
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ку ֊

ЛР гГ/
2^.5 И’

Ат- В^т՝ +(к:՝)՝՜) +(дт+ В^т2 + (кгУ) ]<՛ ”</т (16)

Кик видно из (16). в отличие от ։։'(г.ф). (О < ф< Я-). Ф, (г.ф) 

имеет нсволновую часть. Кроме того, в выражении Ф. (/’,ф) третий член 

представляет поверхностную волну, распространяющуюся со скоростью 
объемной волны, которая опять отсутствует в и>(г,<р) Очевидно, что 

Ф։ (г,(р) имеет также волновую часть, распространяющуюся вглубь от

поверхности полупространства.
Поступая как выше, 

формулу при /՛ —> о®
получим асимптотическую

— / \ ^2Р

тгР'е

1АРып(р I АР(Асм2(р-։Вмп<р\са>

тсВе^ кг

Поступила в редакцию
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30



ՀԱՅԱՍՏԱՆԻ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԶԳԱՅԻՆ ԱԿԱՂԵՄԻԱՅԻ 
ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ

ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ АРМЕНИИ

Մեխսւէփկա 49, N 3, 1996 Механика

ДВЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ КРУГОВОГО СЕКТОРА
Макарян В. С.

Վ.Ս.Մակարյան
Երկու խնդիր շրջանային սեկտորի համար

Դիտարկված են շրջանային սեկտորի համար առաջին եզրային խնդիր և նման խնդիր, 
Երբ սեկտորը ունի սիմետրիկ ճաթ: Առաջին խնդիրը բերված է լիովին ռեգուլյար գծային 
հանրահաշվա՛կան հավասարումների համակարգի Երկրորդ խնդիրը նախ բերված է զույգ 
հավասարումների, ապա քվազիլիովին ռեգուլյար գծային հանրահաշվական հավասարումների 
համակարգի

V.S.Makanan
Two problems for circular sector

Рассмотрены верная оснониая «плача для кругового сектора с щюизиольным vi 
лом раствора в лналогнчнля задача для кругового сектора, имеющего разрез на линии 
симметрии. Первая задача сведена к реиичипо вполне* рсмлярной бесконечной «истомы 
«инейных алгебраических уравнений Вторая «плача сначала сведена к парным 
уравнениям, затем к решению квазивполис регулярной бесконечной системы линейных 
.«iire6paii’iecK«ix уравнений

1. Первая основная задача теории упругости для кругового сектора
Решение плоской задачи теории упругости в полярных 

координатах г,ф. как известно 11 5). приводится к отысканию одной 
функции ф(г.ф). удовлетворяющей бнгармоничсскому уравнению.

Преобразованием г = Ие ' задача сводится к отысканию одной функции 
р(г,(р) = Ие՜' ф(/‘,ф), удовлетворяющей уравнению

d*F d*F ԺԴ ԺԴ ԺԴ л
.. 4 + 2 ■> + -j Հ — 2 з -> + 2 -) ՝ + F — 0ժ/ dt'dtp՝ a(p at՛ a(p՝

< 1.1)

Рассмотрим первую основную задачу теории упругости для 
кругового сектора конечного радиуса с произвольным углом раствора 
При симметричном нагружении задачу решаем для половины сектора. 

При этом. граничные условия в координатах (г,ф)./ = 1п — 

записываются в виде :
условия на круговой части границы
պ(0.փ) = /(փ). (о < <р < <р, < л:)
г,„(0.<р) = я(ф). (0<<р<<р, <я) (1.2)
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условия симметрии 
г,Дг.О) = О. у(г,о) = О, (О < / < со) (1.3)

и условия па радиальной части контура
Т,„ ('•<?, ) = «,('■)• (0<г<~)

) = /,(') (0</<~) (1 1)

Фиг. I
Условие статики У, Р') = 0 лает

С»| Л
л1[/(<р)со!;ф- к(ф)ьт <?]</<? = |[/,(г)вФ<р, - х,(г)со.чгр,]л- (1.5)

О о
Функцию /•"(/.<р) для кругового сектора 0 < г < 1.-<р. < ф < 

при наличии одной осп симметрии (<р = 0) представим в виде суммы 

тригонометрического ряда и интеграла Фурье
Г(/.ф) = (д, +1В,})е՜՛ +^-Х^х(^С05ах<Р + ՜ ]ф(р,(р)со^рп1р (1.6)

где

1Р<(0) = М—т;(0) = 0, а։= — (1.7)

«<՛֊■ <Р,
ф(д.<р) = у(д)у(/3)ф;(д.ф) + ?,(^)ф։(д.<р)

Ф։(Д.<р) = Д<Р|(Д.ф)-Ф2(Дф)

причем

Ф'(./3.<Р1) = -К,(./3). Ф'(/3.0) = 0.
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8(Р)Ф',(Р.(1>) = shpipcosipchPtp, simp, -ch/tysmipsh/ty, coscp,

8(Р)Ф’2(р.<р) = shpipcos<pshP(pl cos<p, -chPtpsintpchPtp, simp, 

5(j3)=slr>, +Sin4. r(fl = У'TS2r՛ • z(^) = sin^-)3cos/i sn2p<p։ + psinzt?!
‘Pl

Hi = —\a(<p)sinat<pil<p, J\ = J/(y)cosa։<prf<p. (A =0,1,2...) 
(I

•?,(д) = Дz«//, f,(P) = ]rf,(r)x(P.i)dt. = jrf,(r)e'di
” о d и

При удовлетворении граничным условиям, заданным на дуге 
окружности (г = 0. 0 < <р < (р}). используем ортогональность тригономет 

рическпх функций, а для удовлетворения условиям, заданным па линиях 
(ср = const,0 < i < °°), кроме обычного интеграла Фурье, используем 

интегральные преобразования :

<р(^)=/Л')хл(дЖ * = 1.2
и

./•(/) = (֊l)‘r-’”//.J(y)j/(.։k (I 9)
i *J0 P'+r

Xt(P.t) = Y cos Pi + p sin pi, X:(P-') = Y sin Pi - Pcospi. (1.10) 

где у произвольное число, a /-/„(у) функция Хевисайда.

При выборе (1.6) (1.8) условия симметрии и граничные условия 
на касательные напряжения удовлетворяются тождественно, 
Удовлетворяя условиям на нормальные напряжения, получаются 
следующие уравнения для определения Х։.У(/?),Л0 и В„

4 
л

Х։
(4-1)/?>)г(д)

[/)■’+(«,+|)?][д2+(а։-|)2]
dP = (-D‘(«։ -^Л)-

2} р-(р՝-+3а; + \)1(р)
п о [дМа,+1);][д֊' +(«,֊!)’]՛

Y(z})+±y________ _______________________2^+l7(zs)_
} <р. [р'- +(а.. + 1)ф2 +к - !)•’] Р^' PJ'(I )
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(д- +l)sin2<p, 2 у (-\)ig-{a-+3p- + \)gl

23(р) ‘‘ Ф,։.[дч(а։+|)-|[дЧ(а։֊|)-|

н д « Ы х 4 f,п ... 2 7 Д3«,(Д) 
(2 А„ ֊ в., )Ф1 +֊] -^г<>р = rj։, + - J -^ар

о VI *«։

(о< р <“|

(1.11)

На основе условия статики нетрудно показать, что коэффициент 
Во=О.

Докажем, что бесконечные системы (1.11) вполне регулярны.
Вычислим суммы
д = 4|«/ ֊ || г_________ PY(P)<ip__________ <

П + («, - 1):][д-’ +(й։ +1)-’] "

р,= — Х_________ aAP'+l)_______ _  <

<Р, Tl[p2 + (а, -1)2][/3! +(а։ +1)՜]

(112)

4(Д' + |)г atla (P'+i) P:-l
- -------------- г—;------------ и?—;-------------- гт = ■——arcctti——я J[j3-+(a-i)֊][p-+(a + i)-] пр гр

_2(/Г + |)Г л-՛ у֊՛ I гр 
л-(Д:-1)[ з 5 7 л Р'֊֊\

Отсюда следует, что при к —> «>
2

lini /;i = lini Р: = ~ (1.13)

В общем случае свободные члены стремятся к нулю как 0(к ‘).
При отсутствии касательных напряжении иорядок убывания к пулю 
свободных членов увеличивается на единицу.

В «1астпом случае, когда Й|(г)=в(ф)я0, Г։(г)=К(р)=Р0=соп51,
система (1.11) становится однородным и в силу (1.8) имеет только
нулевое решение, кроме 

д„ =֊л^, (1.14)
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2. Плоская задача для кругового сектора с трещиной 
Рассматривается плоская задача для кругового сектора, имеющего 

разрез на линии симметрии сектора (фиг.2) На радиальных частях 
контура приложены гладкие штампы. На контуре сектора касательные 
напряжения отсутствуют, нормальные напряжения заданы в виде 
произвольных интегрируемых функций.

Граничные условия имеют вил
о,(О.Ч>)=Го(ф). v(t.<p։)=« + Z>e՜'. т,.Р|г=<) (2.1)
a9(t.0)=o(l). (t0<t<~>; v(t,0)=0 (Oststo)
Условия па Tiq, удовлетворяются тождественно. Из остальных условий 
(2.1) получим

2£Д։ cos«,<р + D- 2Д = J[Ф"(Р.(р) + Ф(Р,<р)]<1Р -Rf0(<p) (0 < ф < ф,)
1-1 о

«2 । । 'Л
J—]Ф(/3.ф)</ад;(/3./)с/Д-4ф|£>е ! +а„япф, +С„е՜’ =а+Ье՜'
О ”

(2.2)

|МД0)г(Д/И+Я^"(')-՝։'1'(г)]+2Ф„(О-ЗОе-' = ит(0 (г0</<~)
о л»։

-' /?- I 1 °
J——^>(P.<p)d<px(P.t)dp + Coe-' =0
О Р

Фиг.2
Из первого и второго соотношений (2.2) имеем 
4ф, D = -2(д - аа sin ф,) - h + с„ (2.3)

„ „ л-«п51пф.
В(Д)С08ф, +C(p)chp<p, =--------------- -

2(«,:-1)7 P[X(P)-(֊VPZ(P)}:IP

<Р, ,>[Д2+(а4-1):][Д2+(а։+1

I , *Р 
------Inn—;------ 

Ф, —>.Т-+1
sZ()3)
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О-2А = -—
<Р,

^[Х(Д)-7(/3)рД
I (Р' +1):

где
Х(Д) = _С(Д) сЬ^созЧ + = Х(РШР)

СО.Чф։ СО.Чф,

= г(/?)сЬДд>, -Х(Р)со$<р, 
с1гР<р, -СО5: ф.

= Х[р)сЬР(р, -2(Д)с05<р, 

сЬ2р(р՝ -соя՜ (р}

/о< = ~
<Р> о

(А-= 0.1,2-) (2.4)

ЛЦД) =
сЬ:Д<р, - соя՜’ <р1 

ч11Д<р,сЬД<р, +Рсоь<р, з1П<р,
•Ч,(Д) =

аЬр<р1 сохф, + [ЗгЬргр. мпф, 
сЬ'Дф, -соч <р.

/(Д./) = ь|цД)֊Дсо.чДг

Из последних двух соотношений (2.2) получим парные уравнения 
• (<К1Я։1

о р +1 2

! д-’ + . { —^֊х{РЛ>Р + 2Ф»(г) -

-ЗОе՜' +Х[Ч'։1|)-Ч'։'(/)]-га(|) (/0<'<0) (2.5)
Д;«1

Г1ере|"|дём к решению парных уравнений (2.5). Умножим оба 
уравнения на е՜՛ и проинтегрируем первое из них в пределах (0,1), 
второе в пределах (1.°°). получим

о Р "Г 1 X

■<■ рх(р}<т Р։ . .
) + , <~) (2-6)
о Р + *
где

-^) = 1-ад, /,=]?'-՝Дл->/л (2.7)

а через /(Г) обозначена правая часть второго уравнения (2.5) 
Представим решение (2.6) в виде (6|
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§77 = р / (х^рхуах+ Л։., №<,) =
Р *Г I (, д=о
= -1„Р, ('о )Л ('.,£) - ] ^'(л) Л (Рх)с1х + £ 2։ У,։(Р'н) ( 2- 8>

ъ *=»
где

= 0,(1) = -^}֊֊^ = ֊֊/,,(■՝•) (2.9)

я ,7/՜- х՜ ‘и 7х՜—/* 2
На основе результатов работы |6]. для определения 24 получим

систему

т֊֊+) Ег.7ь,,.1(Л)+^лЛ(л)Л.(л^ 
Д2/С + 1) 0 И(=о 1։)

I'՛; ( 2гсп'';«11/51п[(2А-+1)|<0]1-Л-
и \ {о ) Я О — 1՝

Кроме (2.10) для определения свободных членов из (2.8) получается ещё 
одно уравнение

'Л('о) = £(֊>)* ^ (2.11)
Х.О

Пользуясь сво|'|ствамн функции М(р) и асимптотическими формулами 
бесселевых функции 7И и Л՜,, при больших значениях индекса нетрудно 
доказать, что в системе (2.10) сумма модулей коэффициентов при 
неизвестных стремится к нулю, когда к —» ». Значит, система (2.10) при 
(р1 > 0 квазпвиолне регулярна.

После приведения всех кратных интегралов к одномерным на основе 
формулы (2 8) соотношения (2 10) и (2.11) приведем к виду:
.. ................ Л т .(Л - П)|Д„(Г„) + Ог„ К ,(!„) + ■-------- ---------- ] 'рГ^] "Р՜

= 7Ё(-|)‘2. Л.{*■,,[(“* +՛)'„]} +
- 4»0 “

_А_ = у_^».рЛу +])_(А-^(/г,1)-ЩА.,1)- 
2(2А-+1) ^ут+2°

֊ £а.[^Л«„, ֊ 1)-Р0Ла„, + 1)] +^֊֊ ֊
няО <||=|
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“ " (*=1.2.3-) (2.13)

где 1„(х), К, ,(.։)-функции Бесселя от мнимого аргумента. ./,(.։) функция 
Бесселя от действитедб^ого аргумента. 5(л) функция Дирака. /У„(л) 
функция Хевисайда

P„(k.q) = \N(p)J2^(Pt0)K„(q,WJP (п = 0.1) (2.14)
О

= ]р^(РУ^Р'^:^Р^‘'Р (>п.к>0)

О
it ««

J„(a^.«)=J.c/0(ax)Z,(A)</i; К„(а,р.а)= ~ \x”"Jn(px)K,։(ax)d\- <л=0.1)
i п..

При получении (2.12) и (2.13) было использовано представление

<У(') = У<Т^՜''' • /»>-! (2.15)
։--1

где ( у, ) монотонно возрастающая последовательность.
Подставляя выражение функции Х(Р) из (2.8) в (2 .՛)). после ряда 

элементарных преобразований получим вторую бесконечную систему 

Л'Л, = tzmn«'.*) + XA„[D0(a,„ -l,*)-D0(a„, + !.*)] +
1) ,„=<) 4„а|

+(A ֊ D1 D„ (I. к) + DD, (I. k) ֊ £ D„ (у „, + I. к) +
l»=l У ,1, + -

J p^+^tpMp 7 
<>[/?՝+(«* -1)2][Д2+(а։ + 1)2].,

yZ(y)/W0(y) 

y՜ +1

<Pi 2(-l)*(a -«„sin<p,)
2(a;-l)|/'“+ 4a։<p,

[8(y-p)-J„(y.p.lu)\ly-

(* = 1,2,3-) (2.16)

(p. a-a(lain(p.(2 A = £ z,..,C(„(.O) +
IltaO

+ XA.[o»(«„ - 1.0)- D„(a„, + l.o)]+ £>£>,(1,0) + 
wtol

+ (4֊£>)£>„(l.0) +
fM()3W/3?yZ(y)M0(y)r ,
J j -77г-l*.v - p) ֊ Ju(y.P.^iy-
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л։=1 / т д
(А = 0) (2.17)

Здесь введены Следующие обозначения:
г ®(/3)(Д2 + 1)7,,„4|(Ло)С{,п-к >= 1 гт------- ггт—՛,-----51 "Рь[д- +<а։ ֊ !)-][/)• +(а, + 1)

(2.18)

Цд/>.*) =
7 Д(Д;-м^„(Ж..(М.'„) ар 
ф2+(а4 -|):][/Г+(а1 +1):]

(» = 0.1)

Интегралы (2 18) сходятся очень медленно. что затрудняет 
вычислительные работы. Их сходимость существенно улучшается, если
пользоваться формулами типа
сн»(„, М _ Г--------- (^ + —

о[/3;+(а,-|)!][Д:+(а,+
—у‘Р = 
1)-]

(«к> 1)

(-1ГЧ+2Г , |^<-|И2„,-;,)!՛ 2
4 а։+1|Л=»Ва‘+1Ы 2 Л р, |_(а։ + 1)г(1

(֊!)"" а, -2
4 а. -I р=О

о՝;՝(ь.к} = / 
о [д: +(а։ - +(а։ + 1)!]

= ^/ <'”^(Ь){(«։ +2)^[(а, +1)л]-(а։ -2)К„[(а, ֊(2.19)

_ ?Д(^-ь|)[ф֊Д)-/.,(у,Д.Го) _
С ~ I г лпг ■>! “РI [р2 +(а։ -1)‘р2 +(а, +1)՜

= г[(а‘ +2Хо(«т+,’-՝'Л)-(«< -2Х>(а< ->.у.'о)]- 
о

Вычислим теперь контактные напряжения н нормальные перемете 
ним точек берегов трещины. Для этого сначгика па основе работы [6], из 
(2.10) и (2.11) получим

о Р +1 го *■։ \ го / \ 'о /
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-гГ'(х)Ня(х-1) ,
-I [ 1 - - <1х (0 < I < ~)

£ 7.г-г
Г Ы^х^ри/р = 7 хГРМх ֊!) 1х

I 0! + 1 { 4^4
г, 1ып[(2*+ !)«„] (/</„)]

Й2* + Ц (-1)Ч>։<|(')

+1 Х2„7!„ж(Я1)+/3/лА(х)А(аДЛ- 
О *•♦■<> г„ р

где ид ( Л')-полином Чебышева второго рода,

(2.20)

(0</<<~)

(2.21)
. Г

и0 = агс.чт —,

Затем, пользуясь очевидными соотношениями преобразования
Лбеля и формулой (2.11), после ряда преобразований из (2.20) получим

2 2 ■> Д- + 1 ' И 2 Ло> ] у/г-х?

•} ... (Д/„) + р] хЕМФР^х Х(р. ^Р ֊

‘О 4=0 »=1 + 1
(2.22)

(2.23)

Ч-,о^'о)+г2Х(-|)1[(2*+1+2('“ г М^КР-1!
[ *о _ V® 7 V© / \7о / ]

где функция С(1) является аналитическим продолжением граничной 
функции СТ (I) на область (0< Г < /„).

На основе формулы (2.22) вычислим у(оо,0). Пользуясь 
известными свойствами интеграла Фурье, получим 
^21=+

2 »©<4 4/“ —
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*2*"*X, <2-24’
2..-^123Йик>>-^1(«)¥

^‘o у • L '
_ у L Г-'h] , ^[(«. + |)'о]~|_ ^стЛ,[(/. +!)>„]I

1 «.-> a։ +1 ] (Zi+i)(Zi+2) |
Пользуясь формулами для напряжений, вычислим интегралы

J <7,.('.<р)‘/г = 2 A - D + Y 24c c°s« ‘Ф +■ 1՜ Ф(/3.<р)с/Д 
0 1=1 « * 1 0

jrcr։>(/.<p)dr = R(A-D) (2.25)
I)

Из первой формулы (2.20) при <p = <p, получим условие статики

Pt sin<p, = 7?J ft,(<p)cos<pd<p (2.26)
и

а при ip = О получается другое условие статики
У. к R г‘
jff(t)dr+ jff(l)dr = -------jy„(<p)cos(<p, -<p)d<p
« If,, Sin<p, „

Из второй формулы (2.26) следует 
к., к

R,P, = jra(i)dr + Jr0r(i,O)dr = R(A - D) (2.27)
о Я,,

где P -сила. /Действующая на штамп на расстоянии Л, от точки 
1=ьо, ст(/) нагрузка на берегах трещины.

Таким образом, задача свелась к определению коэффициентов А2 
п Z,„ (к = 1.2.3,•• , т = 1,2,3- ■) из бесконечных систем (2.13) и (2.16). 
а также постоянных a0,c„,A,Z> из первого и четвертого соотношений в 
(2.4) и (2.12) Соотношение (2.27) является связью между 
коэффициентами я./;, главным вектором Р, и главным моментом /?,/]. 
действующим на штамп. Контактные напряжения и перемещения точек 
берегов трещины будем определять по формулам (2.2.3) и (2.24). в 
частности, максимальное расхождение точек берегов трещины 2т(~,0) 
определяется формулой (2.25).

Пользуясь асимптотическими формулами, для бесселевых 
функций нетрудно установить следующие асимптотические поведения
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коэффициентов бесконечных систем (2.13) и (2.16) 
1 )при т = const, к —> °©

Л 

(2А-)!
(2.28)

D1,(»l,*) = 0[e-....]

2)ири к = const, in —> ~

Р„(к.т) = 0[е C(in.k) = О Ы . О0(»|>) = 0[։-՜''

На этой основе нетрудно доказать, что сумма модулей всех 
коэффициентов в системах (2.13) и (2.16) при возрастании номера 
строки стремится к нулю.

Следовательно, совокупность бесконечных систем (2.13) и (2.16) 
в общем случае квазивполне регулярна.

Во всех приведенных формулах удалось выразить кратные 
интегралы через быстро сходящиеся ряды или одномерные интегралы, 
кроме тех членов, которые содержат функцию 2(Д). или же постоянную 

(л-«0 sirup,). Для того, чтобы избавиться от этого неудобства, можно 

постунить следующим образом: свободные члены в формулах для 
компонент перемещения представим в виде
Ett0[t,(p) = 2(1 - v)(A + Dt)e՜' + (I + \>)De՜՛ - cos(p + sin (p

Eva(t,(p) = ~4(pDe'' + n() sin <p + /;0 coscp+ coe՝' (2.29)

и будем считать, что b0 Ф 0, то есть смещаем обычное условие 
симметрии на отрезке {ср = 0. 0 < t < tQ < ©о). При t0 = <*> будем считать 

Ьо =0 . то есть приходим к обычным условиям симметрии.
При этом из (2.29) имеем
£ы„(~,0) = -«и. £v(~,0) = b„ (р = 0)

£ul)(~.<p,) = -«,lcos<p, + b„s'm<pl, (<Р = Р,) (2.30)

Ev„(t.(p,) = «оsintp, + cos <р, + (с„ -4<p,D„)e՜'. tp = <pt,t

Условие симметрии представим уже в виде
г։„(;.0) = 0. £v(/.O) = -fto (0<z</„<~). (2.31)

а при удовлетворении граничному условию Ev(t.<pt) = а + he՜' будем 
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считать, что а = «0 sin + /?0С08ф։. после чего из этого же условия 
вместо первых двух соотношении в (2.3) получаются
B(j3)cos<p, + C(P')chp<pl =0, 4<p1D = c0-6 (2.32)

Все остальные формулы и выражения, а также бесконечные 
системы остаются в силе, если в них положить Z(/3) = 0, пли же 
o = «llsin<pl, а в правой части бесконечной системы (2.1.3) добавить член

Е

)sin (2t + l)arcsin —

-<lt (2.33.)

пли

(-0* (® ֊1 )(> - ՝"՛’ >>п[(2* + 1)т]с/л-

Е П,,
(2.34)

где последний интеграл при к —> «о стремится к нулю, как О(к ՝).
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ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ АРМЕНИИ

ՄեխաԱիկա 49. N 3. 1996 Механика

ИССЛЕДОВАНИЕ РАСПРОСТРАНЕНИЯ ПЛОСКОЙ 
МАГНИТОУПРУГОЙ ВОЛНЫ В ТРАНСВЕРСАЛЬНО 

ИЗОТРОПНОЙ УПРУГОЙ СРЕДЕ
Саркисян С.В.

Ս-Վ-Սարգսյան
Տրանսվերսսդ իզոտրոպ աոաձգական միջավայրում հարթ մագճիսաաոաձգական սղիրների 

տարածման հետազոտումը
Դիտարկված է տրանսվերսալ իզոտրոպ առաձգական միջավայրում հարթ մագնիսա- 

առաձգական ալիքների տարածման խնդիրը: Միջավայրը գտնվում է հաստատուն արտաքին 
մագնիսական դաշտում և կարող է օժտված լինել ինչպես իդեալական, այնպես էլ վերջավոր 
հաղորդականությամբ Ստացված է դիսպերսիոն հավասարում, որը ցույց Լ տալիս, որ գործ 
ունենք կապակցված ալիքների հետ Որոշված է ալիքի տարածման ֆազային արագությունը և 
մարման գործակիցը

S.V.Snrkisyan
Plane magnctoclustic waves propagation in transversal-isotropic elastic medium

l lic.ie.ivcri՛» i.i.tiuia pai npix1 гранения плоской M;ininrovn|>vr<»ii полны и гране nep- 
i.Libiio-n inipoiiunii упругой среде Среда находится по iiiiciiiiivm not iokiiiiom манником поле п 
может обладай, как идеальной. гак и копгчпоп проподнмостыо Получено ди< iirpciioH-inx 
vpaiiiieiiii։. коюрое показывает, чп» имеем дело со связанными волнами. Пиледопапо 
полеченное уравнение и определены фалоная скорость п >«>м|н|»щпепг нпухаппя ноли

Изучению процессов колебаний и распространения мапштоунру 
гпх волн в электропроводных телах посвящены работы |1-6].

В настоящей работе рассматривается задача распространения 
магии тоунругой волны в трансверсально изотропной упругой среде

I.Рассмотрим плоские волны мапштоунругости в трансверсально 
изотропном упругом пространстве, обладающем идеальной проводи 
мостыо. Среда находится во внешнем постоянном магнитном поле 

2?о(Дн. .). Введем декартовую систему координат (а*, у.г) так.

чтобы координатная плоскость (а,у) совпала с плоскостью изотропии 
При исследовании рассматриваемо։! задачи воспользуемся линиеарпзо 
ванными уравнениями магннтоунругостн [1-3. 5, 7]. Ниже будем рассмат
ривать случай, когда все функции, фигурирующие в уравнениях 
магнитоупругостп пдеально-проводящей трансверсально-изотропной ՛ реды, 
являются функциями только переменных .V и f При этом предположении 
уравнения движения в перемещениях будут иметь следующий вид:
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(1.1)

у2=^, у2 = ^Н"'Н1,'.{^ = 1.2.3). 
4лр 4пр

ЕЕ'
-у 2у'2
Е Е՛

В приведенных уравнениях Щи,, и,. и.) -вектор перемещения точек 
пространства: р и /20 -плотность и коэффициент магнитной проницаемости 

среды; Но и Во-напряженность магнитного поля и магнитная индукция, Е. 
£*. С. С'. V, V՜-упругие характеристики рассматриваемой среды.

Решение уравнении (11) представим в виде монохроматической 
волны, перемещающейся в направлении Л' с фазовой скорое по \'=С0 1(. 
(и д, и, .и. )=(«". и\, и? )ехр[/(Лх - / (У/)] (1.2)
Подставляя (1 2) в систему уравнений (1.1). получим систему однородных 
алгебраических уравнений. Из условия равенства нулю определителя этой 
системы имеем следующее уравнение:
^(ДпДнО +Дн) +ДпДиО +Д|0-(1+Ди)(1 +Д|>)(1 + Д.| + Дм)) + 

+Л4(а;(1 + Д,.)(1 + Д2| + Дм) + «.(! + Дн)(1 + 6.| + Ди + Д2> + Дч)- 

-«^..Ди-а^ДиД,,) - А-2а;’а;(1+ 613+ 0,.+2Д1Л + Д,,+Д„) + 

+а2а3а; = 0 (1.3)
где а. = «■<', Д„ = У,: с՜՝-. О.,=с; с՜2 (/.у = 1.2,3)

Из уравнения (1.3) путем численной реализации при заданных физико 
механических характеристиках среды можно найти фазовые скорости п 
коэффициенты затухания волн. В случае, когда внешнее магии гное ноле 
параллельно плоскости изотропии, уравнение (1.3) сводится к 
уравнениям:
А- *( I + Д,, + Д,,)-/.-:((! +Д,,)а; +(1 + Д,,)а; ) + «;’а. =0 (1.4)

*2(1 + Д,,)-а12 =0
Из уравнения (1.5) получаем
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V = сЛу]\ + Д,, (1.6)
(1.6) показывает, что волна «. возмущена электромагнитным нолем и ее 
фазовая скорость увеличилась .

Для уравнения (14) рассмотрим сначала частные случаи
.։) Пусть = Д|; = О (V, = ։՛.= Д, ,=/},, =0). Уравнение (1.4) 

принимает вид
(А-2-а|՝)(А:-а;) = 0 (1.7)
В этом случае мы имеем дело с волнами и,. и։. нсвозмущенпыми 

электромагнитным полем. Волна и, распространяется со скоростью с,. 
волнам, со скоростью с,.

б)Пусть й0| * 0. Вк = 0 (е, = Р:1 = 0). Уравнение (1.4) 
сводится к виду

(£2-а;)-Л + Д2)-ой) = 0 (1.8)

В этом случае волна и, не возмущена и движется с фазовой скоростью 
V = с,. Волна м, возмущена электромагнитным полем и её фазовая 

скорость будет г = с;Л/| + р12
в)Ддя /?(н = 0.В„, * 0 уравнение (1.4) при /?,, =0 приводится к 

виду
(*2֊«;)-(/г2(1 + Д,,)-а;) = О (1.9)
В этом случае мы имеем дело с иевозмущёнпой волной и. распространя

ющейся с фазовой скоростью к = с, и с возмущённой волной и,. для 
фазовой скорости которой из (1.9) получаем

= + (1.10)
Фазовая скорость волны н, увеличилась, 

г) В случае В0| 0, В<п Ф 0 как волна . так и волна //,.

возмущены электромагнитным полем. Решениями уравнения (1.4) будут 
выражения

4-й Аа^ + Рп)+а1(\ + рг1)±уГв) (1.11)

О = (а;(1+ /3,,)-а;(1 + Д,,))՜’ + 4а2а;Д,2Д,г >0

Ясно, что Д'՜, > 0 и корни вещественны. Решениями уравнения (1.1) 
(при и. = 0) являются функции
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(1.12)

где у, = — Заметим, что у, (/= 1.2) являются функциями параметра

а) Следовательно, мы имеем дело с волнами, подвергающимися 
дисперсии. Подставляя (1 12) в (II). найдём соотношения между 
постоянными Дд(Л=1.8). Имея (1.12), можно определить компоненты 
индуцированного электромагнитного поля и вектор плотности 
электрического тока.

2.Рассмотрим трансверсально-изотропную упругую среду, которая 
имеет конечную проводимость 0’((Т,<7.О՜') (СТ - коэффициент электричес 
кой проводимости для плоскости изотропии, сг'- коэффициент 
электрической проводимости для плоскостей, нормальных плоскости 
изотропии) Не нарушая общности, предположим, что среда находится 

во внешнем постоянном магнитном поле Во(5о|.502.0) Магнитная
проницаемость материала среды считается равным единице. В это1'| среде
будем рассматривать распространение плоских волн магнптоупругрсти.
Как и выше, будем пользоваться линеаризированными уравнениями
магнитоуиругости. Для плоской волны, распространяющейся в накрав
лении осн .г, получим следующие уравнения магнитоупругости: 
, д2и, а'В,,, ( В„, ди, Вт ди, 1 д՝и,

дх2 - с С'+ с * - е д, Гр дг

д2и, ст'Д02( В02 ди,
” дх1 с ( ’ С д1

Вп, дих д2их
с дг ) дг

, д2и. аВ., { В,,, ди. 1 1 ( 1 ^01
> с Г с д, ,

\ д'и ,
= Р֊7т- (2.1)

1 дг
де, _ 1 д11, де, _ 1 д/։,
дх с д< дх с дг

Вк ди.
‘'■"Т1Г = 0

, В,„ ди дИ,
с V ед/) дх

4л<т'( В„, ди,
с С'+ с *

В„, ди, (_ дИ, 
с д1 ) дх

Здесь 11 и е векторы напряжённости индуцированного магнитного и
электрического нолей; с электродинамическая постоянная.
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Система уравнений (2.1) распадается на дне системы учинений 
Займёмся исследованием системы уравнений, в которой в качестве 
неизвестных фигурируют функции», .и, .е, и Л, Решение этой системы 

представим в виде (1.2). Тогда получим следующее характеристическое 
уравнение
(А2 -а,2) ((А2 -а,2)(/А'/' + |) + Д,,А') + /3,,А2(А; -а,2) = О (2.2) 

Здесь введены те же обозначения, которые применялись в случае 
идеального проводника. Кроме того. введено обозначение 
%'= Легко видеть, что уравнение (2.2) при
Х' = 0(а'—> °о) переходит в уравнение (1.4). Рассмотрим ряд частных 
случаев.

а)Г1усть отсутствует первоначальное электромагнитное поле 
(/?„! = Вп2 = 0. Др = Д21 = 0). Уравнение (2.2) сводится к следующему 

виду
(А2 -а,2)(А2 -а,2)(/А2/' + |) = 0 (2.3)

Уравнение (/А‘/'+|) = 0 характеризует осцилляцию электромагнитного 

поля, не связанного с полем деформации.Уравнения (А2-а,2 ) = 0 и 

(А2—а,") = 0 связаны с распространением волн н, и н, в трансвер 

сально изотропной среде, которые не возмущены электромагнитным 
полем.

б)Рассмотрпм случай (/?„,= 0(Д1; = 0). Во; * 0. Характеристи 

ческое уравнение (2.2) упрощается до следующего вида:
(А2-а2)(А4/'-А2(а|2/' + /(1 + Д,,)) + 1а2)= 0 (2.4)

Волна их не возмущена электромагнитным полем. Волны «г<?ли /к рас

пространяются со скоростью ՝ = ~՜- Величина к удовлетворяет 

уравнению
А‘/'-А2(а2/' + <(! + /),,)) +/а; =0 (2.5)

корни которого А, , будут комплексными Следовательно, эти волны под 
вергаются дисперсии и затухают. (Разовая скорость уи и коэффициент 
затухания определяются ио формулам

У,. = 7֊֊֊ • = >шА„ (а = 1.2)
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Решения рассматриваемых уравнений будут
(«1;«'!;Л2)=(/у;^;^)ехр1-<<<//-— Ку/, л 1+(/ч:^;/^)-ехр|-/а( г+— К|/,л՛ 1+ 

Ч \ У|/ ) к՝, /и )
+(Г1:Г,:/:;|)-ехр^-/а^,-—у/,л- ^нЦГ4;Г/./у,)ехр^-/<ор + —

(2.6) 
и)В случае В„, * 0. В„, = 0 уравнение (2.2) приводится к

следующему:
(*՜ - а;)- (к4*' - к՝(а՝,х' + т(1 + /),.))+(«;) = 0 (2.7)

Заметим, что волна и՝ нс возмущена электромагнитным нолем, волны же 
иу,е՝ и Ар между собой связаны, их фазовая скорость и коэффициент 

затухания определяются из следующего уравнения:
<4/' - * ՝(а2/' + ((1 + Р...)) + »а? = 0

Эти волны будут затухать и подвергаться дисперсии. В данном случае 
решение уравнений (2.1) имеет вид. аналогичный (2.6)

г)11аконеи. в случае, когда Вп) ^0. Ви2 ^0. характеристическое 
уравнение имеет вид (2.2) и мы имеем дело со связанными волнами 
иг.//։.е. и Л,.

Теперь рассмотрим систему уравнений относительно неизвестных 
функций н.,г|։е2 и , которая следует из уравнений (2.1). Представляя 
решение этой системы в виде (1.2). придем к следующему 
характеристическому уравнению:
(к՜-а\)(Игх + 1)+Р«к! = 0, / = с:(4лого)՜՛ (2.8)
Уравнение (2.8) при / = 0(0՜ —> ©о) переходит в уравнение (1.5).При 
отсутствии первоначального электромагнитного поля (Ди=0), как 

видно из уравнения (2.8). мы имеем дело с волной и., которая не 
возмущена электромагнитным нолем и распространяется с фазовой 
скоростью с3 и с осцилляцией электромагнитного ноля При наличии 
магнитного поля уравнение (2.8) по виду совпадает с уравнением (2.5) 
(х'~Х- а,֊а„ ֊&<)•

В случае, когда магнитное поле перпендикулярно плоскости изотропии

следует. что волны и м. не возмущены

электромагнитным полем и распространяются с фазовыми скоростями с2 
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и Су. А для неизвестных функций и՝,е, и Л3 получается следующее 

уравнение:
(А-2-а:1)(Ис2х + 1) + =0 (2.9)

Уравнение (2.9) но виду совпадает с уравнением (2.5) (/' - /.Д,, -Д,). 

При отсутствии внешнего магнитного поля (^Зм = 0). как видно на 

уравнения (2.9). мы имеем дело с осцилляцией электромагнитного поля и 
с волной . не возмущенной электромагнитным полем и распространяю 
щейся со скоростью с}.
В заключение отметим, что аналогичные исследования можно провести, 
как при другом направлении внешнего поля.так и в случае, когда волна 
распространяется перпендикулярно плоскости изотропии.
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ПРОНИКАНИЕ ИНДЕНТОРОВ В ГРУНТЫ ПРИ 
НАЛИЧИИ ПЕРЕМЕННЫХ ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ 

ПОЛЕЙ
Ванцян А.А., Мовсисян А.А.

Па основании жслеримсптилЫ1ЫХ исследовании показано, что с помощью 
переменных »лектрояагнитных полей, создаваемых в > ;ектропронодящей среде, можно 
существенно увеличить скорость внедрения твердых инденюров. Подбором сдвига фал 
колебаний индентора и подаваемого на среду колебательного ыектричсского сигнала 
МОЖНО в несколько раз облегчить внедрение индентора, дополнительно потратив при этом 
шергню I 1000 энергии вибратора.

Вопросам проникания твердых инденторов в различные среды, в 
том числе и грунты, посвящено ряд работ (I-6J.

Процесс проникания при наличии импульсных электромагнитных 
полей (ЭМИ) изучен в 17.8]. где. в частности, показано, что наличие ЭМ 
нолей приводит к существенному уменьшению глубины проникания. В 
указаных работах показано, что ЭМП вокруг проникающего индентора 
создает пинч эффект [9J. препятствующий прониканию. Расчеты показа 
ли. что импульсный ток ֊10 А создает дополнительные напряжения па 
инденторе ֊2 + 3 пределов текучести материала среды, в том случае, 
когда механические напряжения на инденторе - 5 + 5.5 пределов 
текучести Полученные результаты позволяют с применением ЭМИ 
увеличить защитную способность преграды

Как показывают эксперименты ]7,8| но прониканию твердых 
инденторов в грунты при наличии постоянных ЭИ. скорость проникания 
существенно увеличивается (֊ 20 + 30 раз).

Данное явление объясняется гем. что за счет электроосмоса вода, 
содержимая в грунте, передвигается к индентору, имеющему 
отрицательный полюс, и между средой и индентором появляется узкий 
слой воды, существенно уменьшающий трение. Явление электроосмоса 
способствует прониканию для тех грунтов, где влажность достаточно 
большая (֊ 30 %).

Для тех грунтов. где влажность небольшая. явление 
электроосмоса не может существенно увеличить скорость проникания.

Однако, для грунтов с малой влажностью, обеспечивающей 
электропроводимость среды, как показано впервые в настоящей работе. с 
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применением противофазной вибрации индентора и среды можно 
достигнуть многократного увеличения скорости проникания. Среду 
можно заставить вибрировать, пропуская через индентор и среду 
переменный электрический ток. При этом за счет лоренцовой силы среда 
начинает вибрировать в радиальном направлении (в цилиндрических 
координатах г.0.~. где ось ог совпадаете направлением проникания) 
периодически сжимая и разрежая среду вокруг индентора (фиг. I).

Фиг. I Фиг 2
Если сдвиг фаз согласовать гак. что индентор при движении в 

направлении о:, проникал в разреженную среду, го в зависимости от 
степени разрежения существенно можно увеличить скорость проникания

Па фиг 2 показана схема проведения эксперимента. Па катушку 
1. сердечник которой является индентором 2. подается переменный ЮК из 
генератора 3. усиливаемый в усилителе 4. Через индентор и среду 5 
подастся усиленный в усилителе 6 электрический ток той же частоты, по 
сдвинутый по фазе. Одновременно сигналы подаваемого тока на среду и 
сигналы, взятые от датчика 7, закрепленного па инденторе, подавались па 
двухлучевой осциллограф 8 для определения истинного сдвига фаз 
подаваемых электрических сигналов. Па самописце 9 снимались 
диаграммы Я (глубина и зависимости от времени). Из генератора 3 
можно было получить дискретный сдвиг фаз двух электрических 
сигналов Для более плавного сдвига фаз была смонтирована 
дополнительная 1.ИС цепь 10. которая дала возможность и пределах 
-± Т 20 плавно изменять сдвиг фаз (Т период одного колебания). Из 
датчика 7 сигнал также подавался на прибор 11 для определения 
амплитуды колебания индентора

Амлитуда колебания индентора изменялась напряжением сигнала, 
подаваемого на катушку I. С помощью амперметров 12, 13 н вольтметров 
14, 15 измерялись энергии подаваемых на вибратор и среду электри 
ческих сигналов. Эксперименты были проведены как при резонансных 
для системы I, 2, 5 частотах, так и вне резоиасных частотах.
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Фиг.З
На фиг. 3 показаны диаграммы лт . Кривые I. 2. 3. для часто։ 

С0} — 18,60, =45,6О; = 26 при 1 = 0 (отсутствие тока и среде) . кривые 4. 
5. 6 доказывают зависимость .у/ для тех же частот, соответственно. и 
1=0, О.ЗА при сдвиге фаз 170 ч֊ 175 . т. е. на среду подается сигнал, 
опережающий движение индентора - пол периода. Малую разницу 
(-5ч- 10°)от полпериода можно объяснить релаксацией, г. е. Запаздыва

нием среды в волновых процессах Кривые 7. 8. 9 показываю! 
зависимость л՝6 при однофазном процессе, когда в момент движения 
индентора в направлении проникания происходи՛! сжатие среды. Как 
видно из графиков фиг. 3. в зависимости от сдвига фаз колебании 
индентора и среды можно в несколько раз (֊ 2 + 3) увеличить или 
уменьшить скорость проникания, потратив при этом энергию - I 1000 от 
потребляемой энергии вибрации индентора. Во время экспериментов 
наблюдался пропорциональный рост скорости проникания от амплитуды 
колеба н пя । и стентора.

В настоящих экспериментах амплитуда колебания индентора 
изменялась в пределах 4 10"5ч-6 10“ М. Резонансная частота 
указанной системы была - 26 гц. иодавыемый среде ток ֊ 0.03 Л. Среда 
глинистый грунт, влажностью 15-20%

Таким образом, показано, что выбором сдвига фаз и частоты 
колебаний вибратора и среды можно добиться значительного увеличения 
скорости проникания индентора в грунты.

Из результатов эксперимента выяснилось, что в зависимости от 
электромеханических параметров системы вибратор среда сдвига фаз 
колебаний вибратора и подаваемого на среду переменного тока меняется, 
однако при помощи предлагаемой схемы, приведенной на фиг. 2. всегда 
можно достигнуть оптимального сдвига фаз. приводящего к увеличению 
скорости проникания инденторов в различные среды
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Մեխանիկա 49, N 3, 1996 Механика

ИЗГИБ ПЪЕЗОКЕРАМИЧЕСКОЙ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ
ОБОЛОЧКИ С УЧЕТОМ ПОПЕРЕЧНЫХ СДВИГОВ

Бабаян А. В.
Ա. Վ. Բաբայան

Պ[ւեղոկևրամիկ ղյահային թաղանթի ծռումը ընդլայնական սահքերի հաջվաոմամք

Բարակ ւզիեզոկերամիկ սալերի և թաղանթների [այն կիրառությունը, որպես էներգիայի ցածր 
հաճախականությամբ էլեկտրամեխանիկական փոխակերպիչների ակտիվ էլեմենտներ, 
մեխանիկայի ասպարեզում առաջ են բերվում մի շարք կարևոր խնդիրներ

Մինչ այժմ այղ խնդիրները հիմնականում ուսումնասիրվել են Կիրխհոֆ-Լյավի հիպոթեզների 
օգտագործմամբ. պիեզոկերամիկայից պատրաստված ըստ հաստության բևեռացված, 
թաղանթների և սալերի տեսության կառուցման համար [6, 7]

Սակայն Կիրխհոֆ-Լյավի տեսությամբ պիեզոկերւսմիկ սալերի և թաղանթների խնղիրները 
լուծելիս առաջ են գալիս որոշակի ւսնճշտություններ. այղ պատճառով առաջարկվում է 
խնղիրները լուծել օգտագործելով ճշգրտված տեսությունը [1. 2]:

ճշգրտված տեսությւսմբ լուծված են սալերի մի շարք խնդիրներ Ս U Հւսմբարծումյանի և Մ. 4 
Բելուբեկյանի [3. 4. 5] աշխատանքներում. թաղանթների համար [8] աշխատությունում

Այս աշխատանքում ուսումնասիրվում է պիեզոկերւսմիկ գլանային թաղանթի մեխանիկական 
վարքագիօը մի քանի դեպքերի համար

А V. Babayan
Bending of a piezoceramical cylindrical shell with the account of transverse shears.

Широким применением гонких им՛ юкерамнческпх и частиц и оболочек и качестве 
ангинных ыемептоп ни 1коч.1гтотных »лекг|»омсхаи11ческ11х преоб ра.ювагелей обусловлены 
исследования задач vio.Krpoynj»yrocni гонких тел

)аи «адачн и основном исследованы с ։։споль.։пванпсм гипотезы Кирхгофа Ляна [6]
Однако при решении них шдач с помощью Кирхгофа Ляпа возникают некоторые 

неточное гн которые могут быть преодолены с использованием уточненных теорий [1.2]
В работах С Л Амбарцумяна и М В Велубекяна [3.4.5] < помощью угоч-нениой 

гсории решены некоторые задачи для пластин, а н работе 15.Кудрявцева, В. 3. Паргой». 
П А Сеник» [7| для оболочек.

В настоящей работе с помощью уточненной теории [3.4.5] исследовано поведение 
пы'локсрамической круговой цилиндрической оболочки при разтнчных типах нагружения

I.Рассмотрим осесимметричную задачу пьезокерамической круто 
ной цилиндрической оболочки постоянной толщины Л. равномерно 
поляризованную вдоль нормали к срединной поверхности оболочки

Цилиндрическая оболочка отнесена к смешанной системе коорди
нат Оару так. что поверхность аОр совпадает со срединной поверх 
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нрсгыо оболочки. т с материал оболочки поляризован ио координатным 
линиям у (фиг I).

В лом случаи уравнения состояния запишутся аналогично |4| 
Компоненты деформации и уравнения равновесия оболочки 

представляются известным образом [2].

liven, лицевые поверхности оболочки у = ±— элсктродированы и

заданы значения электрического потенциала па этих поверх 
ногтях:

<Р = = ±V„ при Г = ±- (1.1)

Уравнения электродинамики для пьезосреды в электрос ил инее 
ком приближении запишутся следующим образом |4|
Лк£> = 0 го/£ = 0 (1.2)

Введя электрический потенциал?» по формуле

Е = ~яга(1<р
тождественно удовлетворим второму уравнению (1.2). так как
с _ Հլ ր _ 2?
Е'~ да '՜ ду

а первое уравнение (1,2) перепишется следующим образом:

—Լ^-֊֊ձ = 0
да ду

(1.3)

(1.4)

(1.5)

Предполагается. что цилиндрическая оболочка нагружена .inniii
поперечной нагрузкой Z’ И Z . приложенной па поверхностях

оболочки у = ±—. соответственно.

Задача рассматривается на основании уточненной теории 
оболочки 111. при этом вместо рапсе принятого предположения е„ = О 
предполагается, что поперечная нормальная деформация, обусловленная 
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электрическим полем, не может быть пренебрежена, н представляется 
следующим образом [4, 7]

(1.6)
В соответствии с основным предположением уточненной теории 

11 ] принимается также, что
О’|з = /(г)ф|(«) <т;, =0 (1.7)

ГДе<р, искомая функция./(у) заданная функция. выбранная 
следующим образом:

(1-8)

Из уравнений равновесия после известных преобразований для
нормального напряжения СГИ получим

Сг։։=2,+֊|/6(у)2, (1.9)

где
2,=^(2*-2՜). 2,=2*+2՜ (1.10)

Обобщая основные положения уточненной теории па случай 
задачи электроу пру гости, предполагаем. что |4| 

8 8 у уV = ./ (/)ф,(а) + р՜ /(у)Ф,(а) + ֊Ц, (1.12)

где Ф|.Ф2 искомые функции, харакгиризующие ллекгростатнческнй 
потенциал оболочки.

Принимая (1.6) (1.12). одновременно удовлетворяем условиям 
й

па поверхностях у = ±~ оболочки, которые имеют следующий вид:

л
<7,։=0. О\,=0 при у = ±~‘ 2

л
<т „ =2 при У = 7

л
<т„ = -2՜ при У=֊2

л
<Р = ±Ч, при У = ±2 (1.13)

57



Решая уравнения состояния относительно О՜,,, 0:2 и <7к,.
получим՛

= 5„ (<■,,+Ус,,)+4,'<7-.

<т„ = 5, ,(<•„ +№,,)+.4,'о-п - в;е, 
ст,. = О

(1.14)

где

= Д = (5,1) -(.5,1)

<Ш1֊5,1) 5Д

1 Д 5,1(1-г) 5,1

Подставляя (1.12) в (1.4). для компонент вектора напряженное։и 
электрического поля получим:

8 / \</Ф. 8у . хб/Ф-£՛-—
Е, =0 (1.16)

8/ 4 (/Г ,) 2
-Н^-Згг՜^"

Для компонент вектора .глекгрической индукции получим 
„ 8г,', ,</Ф, 87с,', , .с/Ф. , . .

Я. =0 

где

£" = е>,‘~ 5,1(1-V)' ~ <118)

Предполагая, что при у = 0. С/, =(/(«). I/, =0. С/, = 1У(а) 
для компонент перемещения какой либо точки оболочки, согласно < I 6). 
(1.7) и (1.16). получим:
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и,=о
4у՜’ 4у (it2 , А 2у 

и; = IV + - ֊ у- |ф: -d.,yn 

(1.19)

где
Л(у) = /у/(у)</у = у^у֊У: j (1.20)

I la основе (I 19) получаются деформации е,։ и напряжения <т։
„ (dU V ) </4v , , xd<p.

о՜,, = \, т*+т—֊и' Н| Ут^+'5|Л/» у , -" "\da Л + у ) da՛ 'da
_ 8(, ,, , </„ Л^’Ф. „8, ,,,, .</;Ф,
•Siр!й у • +-S, £4$)Л(у) , ՝ +

h\ 6 ) da It da

Syf V У4. 

ЛЧ«+у 2

(1.21)

е ( к (IU>\ е
<7,. =5.,------+ v— -S,,'7- '\/?+У </а/

, о о/. . ,f I v\ _
da da

-■SiV^p,5/o(y)+'7-<-.]^7^7#Sllv4(^։-f/l})x 
h \ 6 ) da՜ h

- da՛ h [R+y 2

0-,_, =0

Из условий статической эквивалентности, для внутренних сил и 
моментов, отнесенных к единице длины срединной поверхности оболочки 

,, У .С ТОЧНОСТЬЮ I ±~ ~ 1. получим

[dU V 
т; =s„h —+-iv 

1 " [da R
]+24<)k‘։ б/՛^ d-ф. 

da2
S,,vd..

+ ^-Ф|+А,'7,/1 + 2ВУ„
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Ф, 4* AiZllt + 2B|V(1

S,, = S?1 =0

/У,, = /Л, =0 (1.22)

N, = Y7'P, N, = 0 

h'd W . h' dtp, lr ( ։/„'w՛ = "•s՝"T2^T + 's"5j4i2o'Zto -5"T?h+Tj՜^-
2 d„ lr S։iVd,.lr

Л’ d'W „ /i5 <7<p,
'W “-5"V|2 da: +S"5,'V 120 da -5"v75V/|՝ + ‘hi

4
X

</<!> 2B'
da

■S | |(/ . ■ 
ф _-U— 

ЗОЛ (>R \oz
3

Уравнения равновесия во 
вид |2|:

внутренних силах u моментах имеют

d1\
-r-I = 0. 
da

dN, 7
—4--֊-- = 0
da R

dM,
—-Nt=u 
da

(1.23)

Подставляя значения внутренних сил и моментов из (1.22) в 
(1.2.3). приходим к следующей системе трех уравнений относительно 
пяти искомых функций (/.И'.ф.Ф, .Ф.:

V' <Г1! у dW 
da R da

+ ZLl(,
240 ‘ " da' + ЗЛ da

dZ.
-Ah֊ da

h 'dip, S„h
12 da R

(1.24)

A_'</jV . h' d:<p, S„/r f , </„ у/‘Ф, _
" 12 da' 11+1 120 da: 15 (. " 4 ) da'

2Й,'</Ф, 5Hvc/,. </Ф, <p,/i՛ Jr dZ,
'~~da ЗОЛ da ” 12 - ~A| 10 da

Система уравнений (1.24) дополняется двумя осреднеинымп 
уравнениями, которые можно получить из уравнения злектростат пни 
(1.5). Первое уравнение получается инте| рпрованием уравнения (1.5) по
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и и
у в пределах от — ~ до ~ второе уравнение получается

умножением уравнения (1.5) на у и интегрированием по у в тех же
пределах. После некоторых преобразований задача электроупругостп по 
нормалям поляризованной пьезокерамической цилиндрической оболочки 
приводится к решению следующей системы пяти дифференциальных 
уравнений:

сГ-Ц
<1сс

У(№
R (1а 240՝ ՝’ з/? (1а А''с!а

75„у/, , А 
г՝-''\2<1а я[я'\/а.] 240 ‘ с1а: ЗЯ3

2ВГ А7.Л
Ф —-у --։֊։-1 я 0 я =0

/г՝ (/;1У - И՝ с1-<р, 5,,/г Г
" 12 </«• " •и120</а3 15 I 15 4 ) <1а'

2 Я,' ^/Ф, 5,,у</„ г/Ф, <р,/|’ ,/г <12.
3 <1а ~ ЗОЯ <1а. " 12 -֊А՛ 10 <1а

Ф1 + з^У1_^.2; = 0

֊[е,', - я,К ֊ </,. -зв, ТФ, = 0

Рассмотрим некоторые краевые задачи.
2. Рассмотрим задачу изгиба внешним электрическим 

потенциалом, пьезокерамнческоп цилиндрической оболочки, когда края 
а = 0,а= ( шарнирно оперты, а лицевые поверхности цилиндрической 
оболочки электродированы. Оболочка предварительно равномерно 
поляризована по толщине (у). Па лицевых поверхностях оболочки 

у = ±^. (р = ±У0 На краях оболочки (а = 0,а = С) (р = 0. Уи = 0.

Система разрешающих уравнений (1.25) для этой задачи примет 
следующий вид

" с1а- R <1а 240к <1а' ЗЯ <1а
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12 <1а R I R (1а] 240/?' 7 (1а՝
_ад

ЗЛ՜ ' Л

_,. ^'՛'(‘:<р мЪ . ^Кф,
" 12 </а' " 44 120 </«-’ 15 I 15 " 4 ) е1а'

(2.1)

1В{(1Ф, .ЧпУ(1г,(1Ф, <РЛ՝_0
3 (1а 30/?

е + в;
(1а 

(Г-Ф,

^£;'Ф' +
2 (1а:

^(1„У0
Л

12
з „„ ‘>՜™ ՛>' 

+ -ВИ—г- —2 1 (а- 8
4у, 
(1а

>֊(֊'»
Граничные условия задачи запишутся следующим образом՛

IV = 0. 7]=0. М, =0 при а = 0.(

<р = 0 при а = 0.1 (2.2)
Л

<р = ±Уи при / = ±-

Учитывая (1.12), для осредненных граничных условий получим
Ф,(а) = 0 Ф.(а) = 0 при а =0,1

Ш (Г-У/ г 1г (1у.
W = 0 — = 0 -7-^ = 5«7^-Г՜</а (1а՝ 10 (1а

(2.3)

Решение системы (2.1) представим в виде
а V л таII = 2_Аи сои------

пп!
,,, . та

= кт—- 
л=1 ’■

V4 лиа
У, =лС сок—

таФ, =1/Лзт — 
л = 1 ’

. та
ф: =2,£,.К>П —

>1=1

(2.4)

которые удовлетворяют краевым условиям (2.3).
Функцию Уп также представим в виде ряда 

>1=1

та 
8ш-— (2.5)
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где Г„ иниестные постоянные.
Подставим (2.4). (2.5) в (2.1), получим алгебраическую систему

уравнении для определения 
некоторых преобразовании для
получим

Т,
2 </
= в;
з ' в

постояниых интегрирования. После 
искомых постоянных А„, В„, С„. О,, А՜,,

зт,л 

С„ =

т;
В!с1

В.

/»՝ №1 „

вт, Г ,

Е- /г՝ т
ТТе

" 2ЛВ,'1Ие[ ՝ 15 14 ‘I»

(2.6)

— в:2л

бт;^^՜

5Л
^Т,В:-С^

с;,11Т,в 
701

2Л7- (2

I I, наконец,

5/17; с‘

Р1 ли 
И~ Е„ +Л----- 1-к-

" ■ П>1
ВМ--0

е = е/,5 + В,'5^-В

(2.7)

л:=о,./?-7
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7:=|т)
Подставим (2.7) в (2.6) и получим значение постоянных 

Д„, В„. С,,, Ц(, при помощи которых из (2.4) получим искомые 
функции и ,Ф|.Ф,.

3.Рассмотрим задачу изгиба пъезокерамической полубескоиечной 
цилиндрической оболочки, когда край (X = 0 шарнирно закреплен и на 
краю действует изгибающий момент М,

Л-/, =Л'/“. и = 0. И' = 0 при а = 0 (3.1)
л

Пусть на лицевых поверхностях у = ± — цилиндрической оболоч

ки Х} =0. 2? = 0. V’,, = 0. Оболочка предварительно поляризована по 
толщине (у) и на краю а = 0. (р = 0.

Система разрешающих уравнений (1.25) для этой задачи примет 
следующий вид:

" [<1а- R (1а] 240 '5'</« ЗЯ <1а = 0

УК + Д1_^(4.Ж.^ф 0
12 <1а Я |_Я </сгЗ 240Я՝ ' (1а- ЗЯ՜

. ££^4.? с< 2д,'см>,
Л" 12 (1а՝ ' "՝44 120 (1а2 15 С” 4 ) с!а' 3 (1а

Я„ ՝■</„<№, У,1՛'=0
ЗОЯ (1а 12

(3.2)

՛ , зГ1„(Г-\у и',, 12 . , „£.. 4- /?. I (7|Ч 4----- —~7՜ 4 В.И---------------- 1(1.$ 4- В.5дд )----------— £ ИФ։ — 0
11 Ч 1 2 ) Ва - 2 1 да ՝ 8 1 1 1 1 с1а 1г 

—[е;,-в;((/„-</„)Т^—Дг;,Ф, -֊в^-ф, =о
301 " ц 1511 (1а- /Г - 3 1 Я 1
Граничные условия .1а|пииутся следующим образом:
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М, = М”, и =0. w = o 

tp = о

<р =0

а = 0

а = 0

при

при

при

(3.3)

Как и в первой задаче. из осреднениях граничных условий 
получим՛
Ф,(«) = 0 Ф,(а) = 0 при а = 0 (3.4)

IV = о, и = 0.
1г d<p[ 12 ,

da- и 10 da S„h' ‘ '

Решение системы (3.2) U.W.ip, ,Ф, ,Ф. представим в виде:
U = Ае"", W = Fe"", <р, = Се‘։"

Ф,=Ое“". Ф, (3.5)
где A.F.C.D.E. а искомые постоянные

Подставив (3 5) в (3.2). получим систему уравиёйнн относительно 
искомых постоянных A,F,C.D,E,a. Для того, чтобы система имела 
нетривиальные решения, необходимо, чтобы det этой системы был равен 
нулю, откуда получим:

>֊ ) о ( in 3 ))

3 h' _Fl 
ч— R,hir\ —аС,,\

2 I 12 ।
G V’ „ ■.

Р,а
15 -
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СцС/ц

240
В|'Л4о4С,‘ =0 (3.6)

М=^У~[т]

С,';=5„/( Сп=¥ °'^^Г

Р' = 240^"

Л _ зд[£|1 ®,(^” ^и)]
(3.6) является уравнением десятой степени относительно параметра а.
однако, как нетрудно заметить. а., = л։о =0.

Нас будут интересовать тс решения, для которых </г меньше 
пуля.

Вычислим из полученной системы постоянные А. Л-С. о,.
выраженные через Е1

и 8мв;<1„ I -

—+—12Л7 ЗЛ
3/?

2 А

V, - у 4
ИМ в՝“' с՝' +-8՜^15 +

Удовлетворяя решения (3.1) краевым .условиям, определим 
искомые постоянные откуда и получим решение задачи.

4.При отсутствии явления пьезозффекта достаточно в уравнении 
(3.6) подставить <1։1 = 0
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<4|)

Слагаемые в первых двух скобках уравнения (4.1) возникают вследствие 
электрического поля, а третья вследствие упругого поля.

В случае чисто упругих деформаций для определения параметра 
и вместо (4.1) имеем уравнение

,.«4-5„$£^-аг + 1=0 (4.2)
12(1 —V՜) 10

Учитывая, чго нам нужны тс , для которых решения задачи 
удовлетворяю г нулевым краевым условиям в бесконечности, получим.

я, > о.
Попробуем определить >иину зоны распространения краевого 

аффекта. Аналогично [1. 2|
/?’/г

Из первых двух скобок уравнения (4.1) для параметра «, 
соответствующей электрическому полю, получим:

а," <а', (4.5)
Сравним значения а.. соответствующие этим полям:

(4.6) означает, что решения при наличии электрического поля быстрее 
затухают, чем решения в случае чисто упругих деформаций.
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Саркисян А. В.

Ա. Վ. Սարգպան

Մագնիսական դաշտում գտնվող անիզոտրոպ գյանալին թաղանթի մողուլացիոն ալիքների մասին

Դիտարկված են երկայնական մագնիսական դաշտում տոնվող ւլ՝ գծային առաձգական 
ււրթոսւրոս| գլանային թաղանթում ափթնեիի տարածումի ե նրանց կայունությունլւ Թաղանթի նյութի 
օժտված է. վերջավոր հաղորդակցությամբ Նման խնդիրներ դիտարկ՚|ե| են [1.2] աշխատանքներում. 
[3] -ում ոաումնասիրվե| են սափ ո; գծային տատանումների

Л. V Sarkisyan
On the modulalivv waves of anisotropic cylindrical shell which is situated in magnetic field

Изучается |iacii|X>CTp>iiiri<iir ноли и их устпйчнвосгь в in-.uiii«'iiiin vnpvruii 
ортотропной цилиндрической оболочке. находящейся в продольном магнитном поле 
Материал оболочки обладает конечной проводимостью Подобные задачн д ш и.ютропной 
пластины рассматривались и работах |1.2| В работе |3| были исследованы нелинейные 
колебания пластинки

I.Рассматривается круговая цилиндрическая оболочка находя 
щаяся в постоянном внешнем магнитном иоле, вектор напряженности 
которого параллелен образующим цилиндра (//п,0.0).

Предполагается, что оболочка ортотропная и нелинейная. где нелнпей 
ность описывается следующим образом И)

О’, = + В^С\ + Я.։ц<'' + ^||12ГГ6\ + ^\\21ехе^ + (1-0

О ։ = Впе՝ + Впе՝ + Вп22е\ + Випе\(\ + 5|||2е,с2 +

Задача решается в класспческо։՜! постановке Уравнения магпнтоупругос 
ти оболочки имеют вид |5| :

сАН 1 д/ л
№ + Т՜ ~ах с а1

69



<У и» ~ь< ^± = п
дх е ( с д, ) /, дх '

^1_й_рЛЖ^Н(,(ч- + ^И = 0.
дх՜ R дг с к с д( )

Вычисляя усилия и изгибаЮ1ЦИТ1 момент из (1.1). далее переходя к 
перемещениям, при этом как основные, оставим нелинейные члены от 
прогиба(и>), тогда, если решения полученной системы в виде бегущих 
волн | 1.21 .
и- = «ехрДбУ - Ь). / = /', ехр/(йх - кх). Т = КР„ ехр/(ол - Ъ) ( 1.3)
го для пзгйбнои частоты получим

где

При получении (1.4) принято длинноволновое приближение^/: < I) и. в 
соответствии с этим, для функции Бесселя использованы асимптотические 
выражения (51.
Дисперсионное уравнение (1.4) для малых амплитуд можно представить в 
виде :
ш = <о„ +«■’(<?<«/да' )uwll (1.5)
гдр комплексная линейная частота есть й>„ = й)0| + /<Оо;.
Тогда, в соответствии с (1.4) и (1.5) будем иметь:

ш„, = Н-с'-к'/[4п'-р/га(а}т)2]

й)т линейная частота, W„, Ko:x|x|>iiiiiicirr затухания.
Для нелинейной части будем иметь:

дш / да'՜ = О, +iD, (1.7)
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2.Модуляционную устойчивость будем изучать, как в (1.2). Как 
известно, в недиссппатпвном случае (материя^ оболочки идеально 
проводящий 0) ,, = 0. И, = 0. и условие устойчивости волн мо 

дуляцип имеет вид՜
Р//2(Уп։ /с1т՝ >0 (2.1)

где т = кН.
Из (1.6) получаем, что

(1(0^ / с1т2 3) (2.2)
при

/У,;; 4 nhkR' р --- ~" * ' 3pR՜ а12рЯ4[ I2p pR՝{
(2.3)

Что касается знака £>։. го в отличие от изотропного случая, когда для 
"жестких" материалов оно положительное. а для “мягких" 

отрицательное, то здесь, как видно из выражения В. в зависимости от 
геометрических и физических величии, оно >йжет менять знак 
Следовательно, в связи с этим, при рассмотрении одного и того же 
материала в зависимости от геометрических размеров может быть как 
устойчивость, так и неустойчивость. 1? случае, если имеется устойчивость 
иедпееппативной задачи, то диссипативной задаче том более будет 
устойчивость.
В случае же. vc.li! неднеенпатпвиая задача неустойчива, го сеть 

D}d2co^ / dm2 < 0 (2.4)
то решение диссипативной задачи будет устойчиво, если

I I I d~CD(ll , (2.5)

В пишем счучае условие (2 5) будет соблюдаться, если напряя;енносгь 
магнитного ноля удовлетворяет неравенству:

Я(; >(b+ yjb! + 4а<1)/2«

или
11՜ < (/։ - ylb2 + 4<«7) / 2а 

где
I Г с4 к4 1 , 2B„hBk'

(I = —:—;—;—г /> Н- —;—;—г . b =------- ;—~
4/ГЙ p-R- L 2/rraJ 3 np-R

2 В,,1гк:В 
d-}-7¥-

В\ В..h2к2
—~ +—------

12

Таким образом, если диссипация такая, что условие (2.5) удовлетворяет
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ся. то. будучи неустойчивой. недпссппатпвпая задача становится устойЧн 
ной.
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