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ИЗМЕНЕНИЕ ДАЛЬНОСТИ ПОЛЕТА ПРИ МАЛЫХ ОТКЛОНЕНИЯХ НАЧАЛЬНЫХ ПАРАМЕТРОВ
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ԹՌԻՉՔԻ ՀԵՌԱՎՈՐՈՒԹՅԱՆ ՓՈՓՈԽՈՒԹՅՈՒՆԸ ՍԿՍՆԱԿԱՆ 
ՊԱՐԱՄԵՏՐԵՐԻ ՓՈՔՐ ՇԵՂՈՒՄՆԵՐԻ ԴԵՊՔՈՒՄ

Աշխատանքում դիտարկվում է ն յոլտ ոն յան ձղողական դաշտ ում շարմմ ան 
Լլիպտական հ ետադծեր, երր սկզրն ական ուղեծիրը եգիպտական Լ և հաշվի 
Լ տոնվում ուղեծրային ա ր ա դո ։ թ յո լն ր ։ Հետ աղոտված է պասիվ տեղամ ու
սի թռիչքի հեռավորության փոփոխությունը շարժման սկղրնական պարա- 
մետրերի փորր շեղումների դեպքում, երր մթնոլորտային ազդեցությունը բա
ցակայում է։

V R. BARSEGIANDISTANCE CHANGE OF FLIGHT IN THE CASE OF SMALL PERTURBATIONS OF INITIAL PARAMETERS
Во многих задачах баллистики возникает необходимость 

оценки отклонении конечных параметров движения при не
больших отклонениях начальных параметров движения. 
Класс таких задач исследован в работах [1—3] и др.

В работе рассматриваются эллиптические траектории 
движения в ньютоновском гравитационном поле, когда ис
ходная орбита является эллиптическим и учитывается орби
тальная скорость В предположении отсутствия влияния 
атмосферы исследовано изменение дальности полета пас
сивного участка при малых отклонениях начальных парамет
ров движения

I. Описание объекта исследования и постановка задачи

Пусть управляемый объект находится на эллиптической орбите 
в ньютоновском гравитационном поле. Движение объекта будем рас
сматривать в полярной системе координат, полюс которой находится 
в центре притягивающего тела, а полярная ось совпадает с линией 
апсид рассматриваемой орбиты В начальный момент времени пара
метры, характеризующие положение объекта, связаны соотношением

(1.1)
1-4-е0соз00
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где Го—величина радиус-вектора объекта, бо—полярный угол, Со- 
эксцентриситет, р„ параметр орбиты. Радиальная и трансверсальная 
составляющие орбитальной скорости в точке (г0,бо) выражаются со
ответственно следующими формулами [1,2]:

*>»•= 1/ ±_eoslnlto 
Г р.

Чи—|/ 2_(1 + e0cosil0) 
Г Р„

(1.2)

где ц—гравитационный параметр.
Предполагается, что объект, находясь на орбите, может реализо

вать характеристическую скорость некоторой величины У£|и» И։па։| 
соответствующим запасом топлива. Расходуя имеющийся запас топ
лива частично или полностью, рассматриваемый объект в состоянии 
изменить первоначальную орбиту в определенных пределах. Из каж
дой точки исходной орбиты выходит пучок управляемых траекторий, 
которые получаются приложением импульса И под разным углом. 
Обозначим через * угол наклона характеристической скорости к 
радиусу-вектору объекта, измеряемый от радиус-вектора в сторону 
скорости объекта (фиг. 1).

Фкг. 1

Уравнения, описывающие семейство орбит, выходящих из задан
ной точки, при заданной величине характеристической скорости в 
плоском случае в предположении, что исходная орбита эллиптическая, 
имеют вид [4]

г. _ ,֊(1-со.-О +cos,_ ^+'-'c.os:Lt|n? (1.3)
г г„(г’о,— (''sini)' п„+И։1п!>

где <р=б—Оо, а (г, б)- полярные координаты текущей точки орбиты. 
(V и) —управляющие параметры).
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Пусть о гравитационном поле в плоскости рассматриваемой ис
ходной орбиты имеем круговую орбиту с радиусом R (т. е. окруж
ность). где /?£|Гmn.t Гп։а։ | (гInin И Гтл»» ТЭКИв, ЧТО Траектории 8ЫХ0- 
дящнх из данной точки (го, Йо) исходной орбиты будут пересекаться с 
данной круговой орбитой). Исходя из замкнутости орбит, нас будут 
интересовать точки (Л, 0) первых пересечений

Под дальностью полета L пассивного участка будем понимать 
длину дуги круговой орбиты с радиусом R. которая заключена между 
точкой первого пересечения новой орбиты с данной круговой орбитой 
и радиус-вектором начального положения объекта

Из такого определения в частности следует дальность пассивного 
участка, измеряемого по поверхности притягивающего тела [1—3].

Требуется определить изменение дальности полета L в зависи
мости от малых изменений начальных параметров движения.

2. Решение задачи

В точке (г0, Оо), прикладывая характеристическую скорость V пол 
определенным углом 1. траектория выходящей из точки (г,, 0л) будет 
удовлетворять уравнению (1.3) Уравнению (1.3) будут также удовле
творять координаты точки пересечения (/?, •>) с круговой орбитой, 
следовательно

R
p(l-cosf)—1-1--------- —------- (-со։? —

ro(t'i>=+ V'xln*)’
у„, -г V cos t
■u0,4-V'sln4

sin« (2-1)

Дальность полета задается формулой

(2-2)

При наличии малых отклонений начальных параметров от расчет
ных получим отклонения от расчетной дальности

iL — L' — L (2.3)

Но так как /?=соп5(, то из (2.2) и (2.3) видно, что задача сводится 
к определению изменений угла <( в зависимости от малых изменений 
величины радиус-вектора начальною положения г0 (или от полярного 
угла начального положения на исходной орбите, т. е. 0п). характерис
тической скорости V и угла ՛(<.

В линейном приближении для изменений угла <р будем иметь

А- ։о„ + 8 V + А 5.> (2.4)

Очевидно, что нужно найти производные

ду ду д? 
д^՝ д¥ ‘ дь

Воспользуемся уравнением (2.1), которое в общем виде может быть 
записано таким образом:

/=(у, R. г„, т>„, о0„ V, ■»-=(). (2..гз)



Варьируя (2.5), будем иметь

dF. dF , dF , dF . dF dF ,, „ , ։г<> + — Эг'„+ -— ог>„ + — «И + — ii=O
df dr„ dvti dv„, d\' d՝.Поскольку Го=/։(#о). т’.г“Л(б,). ^ог=Л(а«)- r;le (2.6)

/. = ------^—֊ ■ Л=е» 1/ sin«», /,= 1/ JL (I + e,co։00) (2.7)
l-te։cosO„ I p„ ) Pt

TO
5г’о'= тгг։|о՛ 5”«=^։°0 <2-8>

d’>o cro0 vJ’o

Подставляя (2.8) в (2.6). получаем

dF . /dF df. dF dL dF dft\.4 , dF ... dF ., .
Й wr։ dvc. 40o dvor db9) dV ‘ d't

откуда

г?__Л^у7<£ . Ы +
\ di / \ dr„ d»0 d-u,j; dl>։ dt/0, dii0 /

Сравнивая правые части выражений (2.4) и (2.9). получаем

41=_Ж-. + + (2.10)
d«0 \ d'f / Уаг,, d(>„ dvtt df>„ dv„, <?։>„ /

^f.=_/4£\՜' 4^ (211։
dV “ (df) ՛ dV ' db \df) dj

Из формулы (2.1) находим

dF psln? , p,,+ 1/со»Ф
d'? r0(z>0;-t-Vsln՛)»)’ t/0;+ Vsln'l

dF 2|.(1 —cos?)sln> T'o.cosy—lysln՛) ;,n .
dV '■0('o0,+Usln՛),)’ (-«w+1/։1пф)’

dF 2|. U( 1— cos?)cos> 1 I (V4 ^.slnli-lf„,cos >) s|^_ 
d'-f '■։(v„+l/sln՛»* (v։.+ V'stn|i)։

dF_ __ |.(1 - cos?) _ I .
dr, ~ '•’(»„+Vslnt)։ “

dF 
dv„

2|.(1— COS?) . г։։,4-ИС08) .------------------------ -f- ------------------- sin<p 
ro('«Of+ lzsln>)։ (t'o.4- Vslni)’

dF _ _ sin?
dv„, va- +- V'slnl

Из формулы (2.7) будем иметь
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д/, «оРо^о '"о
<?։>„ “ (1 +е։со։»0)՛ " 1’°'

■֊ = <?„!/1_со5а0 = г>0;-1/(2.13)
<*'’о Г Ро V Р<,

7Г“՜®«]/ -!^-։1п»п=֊г'О'
<4 Г Р„

Подставляя и (2.10) из формул (2.12) выражения для частных 
производных функций Р по г0. V,, и г1у, а также формулы (2.13). по
лучаем

• 11 —----- ('С’о'--)՜ 1/а1п,4)’ |։1п®—(т>0. 1/соа4)(г'<,.+ Г$1пО)со5<?| (2.14)

Из (2.11) и (2.12) имеем

——-—со?՜)— ։(пф + (г>0,со5'1՛—■ци։1п?)։(п® 
г0(^,+ ГаШ՛?)________________________________ (2.15)

-----(г'։?-(-ИлпЛ)1 |а(г.ч> -(•и(и+ Усоа?)(1>0, У։1п'?)со«ч>

, V I З—1—— со։<■ -( V +и0,։ш<՛ -к։,со։'!»)Яп«г I=____ I г0(т>0..+УяпФ)____________ ’_______ ’_________ |_ (2.16)

| -— (Чи4- 1/а1п’Ь)' |։1п?—(г՛», ф Усо։4)(т’0; + У։1п м)со5?

Таким образом, согласно формуле (2.2). производные дальности 
по начальным параметрам легко вычисляются через найденные выше 
производные угловой дальности, для этого необходимо полученные

д<^ 
"57

ду д?выражения для —— , —
д\/

из формул (2.14). (2.15)

(2.16) подставить соответственно в следующие формулы:

и

дЬ д1. & дд дЬ
~ ՛ дЬ՜ ' дУ '՜ дV ' = дь

Полученные выражения показывают структуру зависимости от
клонений дальности от малых изменений начальных параметров дви
жения

7



ЛИТЕРАТУРА

I Охоцимский Д. Е., Сихарулидзе 10. Г Основы механики космического полета —М 
Наука, 1990

2. Аипизов Р ф.. Сытин О Г. Методы проектирования траектории носителей и 
спутников Земли—М.; Наука, 1987.

3. Погорелов Д. Л. Теория кеплеровых движении летательных аппаратов — М физ
матгиз, 1961

•1 Барссгян R Р. Область достижимости управляемого движения в гравитационном 
поле. Л. 1988. (Рукопись Деп в ВИНИТИ. 18 февраля 1988 г № 1325—В881)

Ереванский госуннверситет Поступила в редакцию
26.10 1992



ՀԱՅԱՍՏԱՆԻ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԶԳԱՅԻՆ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ
Մեխանիկա 48, .\՜շ I, 1995 Механика

К ЗАДАЧЕ О ПОВЕРХНОСТНЫХ УПРУГИХ ВОЛНАХ В ТОЛСТОЙ ПЛИТЕ
БЕЛУБЕКЯН В МՎ. 1Г. ԲհԼՈԻհէԿՑԱն

ՀԱՍՏ ՍԱԼԻ ԵԶՐՈՎ ԱՌԱՁԳԱԿԱՆ ԱԼԻՔՆԵՐԻ ՏԱՐԱԾՄԱՆ ԽՆԴՐԻ ՄԱՍԻՆ
Ուսումնասիրված են հաստ սալի եզրով տարածվող մակերևութային 

ա լի րն ե րր, սալի եզրին և դիմային մ ակ երևույթներին մի քանի հնարավոր 
եզրային պայմանների դեպքում։ Ցույց է տրված այղ ալիքների համար տա
րածման անվերջ թվով մոդերի զոյությոլնր, որոշված են փուրսյին արս/զու- 
թյուններր ալիքի երկարոլթ յունից և սալի հ ա и տ ութ յոլն ի ց կախված:

V. M. BELUBEKJAHON THE ELASTIC SURFACE WAVES IN A THICK PLATE.
Изучены поверхностные полны, бегущие вдоль кромки толстой плиты 

(упругого слоя), для нескольких возможных случаев граничных условий на 
кромке и на лицевых поверхностях плиты. Показано существование беско
нечного числа мод для волн, локализованных вдоль кромки плиты Определе
ны фазовые скорости указанных волн п зависимости от длины волны и тол
щины плиты

Рассматривается упругая плита, которая в прямоугольной декар
товой системе координат занимает область: —со<х<оо, 0Су<°°. 
—В дальнейшем для краткости поверхность у = 0 будем назы
вать кромкой, а поверхности г=±/։—лицевыми поверхностями плиты. 
На лицевых поверхностях плиты заданы условия Навье или условия 
скользящего контакта, а на кромке плиты заданы условия частично 
антнекользящего контакта (то есть нормальные напряжения, касатель
ные напряжения в одном из направлений и перемещения в попереч
ном направлении равны нулю) Ставится задача выяснить, возможно 
ли распространение в плите упругих волн, затухающих при удалении 
от кромки. Используется метод гармонических волн, так как рассма
триваемая задача, хотя и является существенно трехмерной, тем не 
менее близка к классической задаче Рэлея, которая исследует распро
странение поверхностной волны вдоль границы полупространства в 
рамках плоской деформации. Аналогично изучается задача распро
странения волны Рэлея вдоль кромки полубесконечпой тонкой пластин
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ки на основе задачи обобщенного плоского напряженного состояния 
[I]. Трехмерную задачу о распространении поверхностной волны 
вдоль кромки плиты впервые рассмотрел Зильберглейт Л. С. [2] В 
[2] подробно изучены случаи, когда кромка плиты свободна. а на 
лицевых поверхностях заданы условия Навье или условия скользяще
го контакта. Причем во втором из этих случаев наряду с существенно 
трехмерной волной существует и волна Рэлея (волна плоской дефор
мации).

В дальнейшем мы используем следующие обозначения:
л.р —постоянные Ламе, р—плотность материала, h—толщина плиты 
cj и», с,—скорость распространения объемной поперечной волны

^=(л4-2р)'Г-’. Q—скорость распространения объемной продольной 
волны

.ч—вектор упругих перемещений
<о—частота, /г волновое число, п—номер волны

/.л=«тггЛ, ari = >.n/k, v)=։o։M’cJ, >’я=|4-а*—От/, = 1

J. Уравнения, описывающие распространение упругих волн в пли
те. берутся в виде

д1и
с*) grad div (I)

1ребуется найти решение уравнения (1), удовлетворяющее условиям 
на лицевых поверхностях плиты, граничным условиям на кромке пли
ты // = 0 и условию затухания:

llma=0 (2)
У—«

Используя представление

K—grad? 4-robl» (3)

решение уравнения (1) сводится к решению следующих уравнений 
[1.2]:

div’peO (4)
L д2( 1 ՛ дЧ

В случае, когда на лицевых поверхностях плиты принимаются условия 
скользящего контакта

//,-=0, °jj=O» °2J=O ПРИ ֊=±Л (5)

решения уравнений (4) в виде симметричных по z гармонических 
волн представляются следующим образом:

<?«expi(<»r—Лл) У ?n(y)cos'nz
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■4։֊ ехрг(ш<—Ьх) V ф|,(у)з1п>„г 
л—О

(6)

■>.=ехр((и><—Ах) V >г>(у)51п'-„г 
л—О

Ф։֊*ехр((«>(—Ах) 2 ■Ь։.(у)։05>„г 
л —О

Случай антисимметричных волн исследуется аналогично и приводится 
к тому же самому дисперсионному соотношению.

В случае, когда па лицевых поверхностях заданы условия Навье:

и,«0, п>=0, о։։—0. приг—±А (7)

решения уравнений (4) в виде антисимметричных по г гармонических 
воли представляются следующим образом:

?=ехр((и><—Ах) £ ®л(у)։1п)„г 
л—О

Ф։-ехр/(ш«-Ах) 2 фм(у)со։>лг 
л-0

(8)

>,=ехр։(ш/—Ах) 2 'Ыу)со։>.„г 
л-0

ф։=ехр/(ш<֊ Ах) 2 ф։я(у)з|п>.,г 
л-0

Случай симметричных воли исследуется аналогично и приводится к 
тому же самому дисперсионному соотношению.
Во всех рассмотренных случаях для искомых функции ®л. ?/л из (4) 
получаем следующие уравнения:

?*- Л’-'?я?л—0, 9/’л—0 (9)

и дополнительное условие:

-Й|лМ;л±Мз1.։=0 (10)

Здесь и в (4) знак «4-» соответствует случаю (6). а знак«—»—случаю 
(8). Функции <рл» ։>/я должны удовлетворять также некоторым усло
виям на кромке плиты и условию затухания

11т<?л—=0, Ит]>/л = 0 (11)
У—* У—"

Из (9) следует, что условие затухания имеет вид:

0«1+а; (12)

и решения, удовлетворяющие условию затухания, запишутся следую
щим образом:
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?я»Ллехр(—Ъ)лу), ?/я-=/?,яехр( -Л*2яу) (Л>0) (13)

Согласно (10) постоянные Я/,, должны удовлетворять уравнению

г^։л-(-’/2л^2Я±<2л^зл=0 (14)

Граничные условия на кромке плиты. Случай, когда кромка пли 
ты свободна, подробно исследован в [2]. Представляет интерес ис
следование вопроса о существовании поверхностных волн при других 
случаях задания граничных условий на кромке плиты. Можно пока
зать. что аналогично классической задаче Рэлея, при условиях закреп
ления (П| =п2=и3=0), скользящего контакта (м2=а2( = п23 = 0) и 
условиях Павье («| = //3=а22 = 0) поверхностной волны не существу
ет. Следует отметить, что в случае граничных условий Навье сущест
вует предельная волна [3], то есть объемная волна, распространяю
щаяся вдоль оси х и не зависящая от координаты у. Известно, что 
такая волна может при малых изменениях в условиях превратиться 
в поверхностную волну (неустойчивость предельной волны). Однако 
рассматриваемая пространственная задача кроме указанных, часто 
используемых граничных условий, допускает постановку и других кор
ректных в математическом смысле условий. Например, можно решать 
задачу в случае, когда «2^=«3=а2։ = 0 при у=0 («частично скользя
щий контакт»). Очевидно, что если условия скользящего контакта не 
допускают поверхностной волны, то ее не будет и при частично сколь
зящем контакте.
I раничные условия

"1=0. 3>։=0. с2։—0 при у=0 (15)

являются промежуточными между условиями свободной кромки и 
условиями Навье. В этом случае результат задачи не очевиден. С 
учетом (3). граничные условия (15) приводятся к виду:

I дх1 дг2 ] ду1 I дхду дудг I

2 °՝Ч _ + + _0
дхду дх1 ду' дхдг дхдг

д*- и^1._^.=о
дг дх ду

(16)

Рассмотрим сначала случай скользящего контакта на лицевых поверх
ностях. Подставляя решения (6) и (13) в (16) и учитывая соотноше
ние (4). получим следующую систему однородных уравнений относи
тельно произвольных постоянных Л, и В,,.;

(2+2а'-֊т))Л.—2>2.(/Вз.-*֊а.В1„)-=0 

2։՝|.Л.+ (2+а’—т1)В3,—а„((В>.—х2лВ2„) "0 

— л.41. — тВ2.-р *2. В։. = 0
(1?)
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/^»л-Ь ’Зл^-.’лЧ =0

Можно показать, что и для всех оставшихся случаев (антисимметрич
ные волны при условиях скользящего контакта на лицевых поверх
ностях; симметричные и антисимметричные волны при условиях Навье 
на лицевых поверхностях) уравнения для Ап, В1п также сводятся к 
уравнениям (17). Таким образом, во всех этих случаях поверхностная 
волна существует, если детерминант системы (17) равен нулю. Это 
условие приводит к следующему дисперсионному соотношению:

■ (2 Tj)’’ «’(4 — т() — 4?|Я - 0 (18)

В отличие от дисперсионного уравнения задачи со свободной кромкой 
[2], уравнение (18) не приводится к уравнению Рэлея. Замечая, что 
i) = 0 является корнем уравнения (18) и исключая указанный корень 
Г-1], получим новую форму записи уравнения (18):

11)^л(-олЧ^л)-|֊0 (19)

Не трудно проверить, что функция R\n (q) обладает следующими свой
ствами:

/Ы0)<0, z?u(i4-^)>o. /?1лЬ)>о (20)

Фи՛ 1.

что и доказывает, что при 0<1?\1+ал для каждого ап уравнение (20) 
имеет единственный корень. На фиг 1 приведены графики зависимости 
»1 от ап для двух предельных значений 0. Таким образом, граничные 
условия (15) допускают существование волны, локализованной вдоль 
кромки полубесконечной плиты. Рассмотрим волну с номером л = 0. 
В случае скользящего контакта на лицевых поверхностях получим в 
точности волну Рэлея (до=0 всюду). В случае условий Навье на 
лицевых поверхностях получим тривиальное решение

«=^=«’=0 при //=0.

Рассмотрим граничные условия вида
13



u։=0, ои=0, «ta—О при у=0 (21)

Следует отметить, что для задачи плоской деформации о23=0 всюду 
и условия (21) соответствуют условиям Навье, для которых поверх
ностная волна не существует. Система уравнений, определяющих пос
тоянные Ап. Bin, соответствующие условиям (21) для обоих случаев 
граничных условий на лицевых поверхностях плиты, записывается 
следующим образом:

(24-2ал2֊^)Дя֊2>2л(/В31 ал5.л)=0

2ап՝'\пАп-(\-\ 2а։п—т1)В\п f Ц>։Дя-аяв1(,)-0
(22) 

1Ял~Ь *'2л^Зл֊!-ЙлЙ2п=О

i В । п 4- 72л В2п 4՜ а п Взп ““О

Можно показать, что и для всех оставшихся случаев симметричные 
волны при условиях скользящего контакта на лицевых поверхностях, 
симметричные и антисимметричные волны при условиях Навье на ли
цевых поверхностях уравнения для Ап, В\п также сводятся к уравне
ниям (22). Дисперсионное уравнение типа Рэлея, соответствующее 
системе (22), после некоторых преобразований приводится к виду.

/?л(т;)=г|(^ — 1) 4а’*2„(72Л—/|Л)=0 (23)

Исключая в (23) корень i] = 0, получим другую форму дисперсионного 
уравнения:

/?։n(Tj)^֊l-4a’(l-ftbfl(v|M4-v2n)֊««0 (24)
Функция /?։л(т?) обладает следующими свойствами:

/?.л(0)<0, /?1л(Ц-а’)>0, /?,л(^)>0 (25)

откуда следует существование для каждого ап. единственного корня 
уравнения (24). следовательно, и уравнения (23) в интервале 0<г|< 
<1Ч-а;. На фиг. 2 приведены графики зависимости q от алдля двух 
предельных значений 0. При /1=0 уравнение не имеет корня в этом 
интервале. Корень ij=I при ая =0 соответствует предельной волне.
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В [2] показании, что и случае свободной кромки плтпн возникает дна 
типа поверхностных волн: волки, являющиеся обобщением волн Рэлея, 
и полны. порожденные неустойчивостью предельной объемной елпкго- 
пой полни Очевидно, что и случае, котла на кромке плиты заданы 
условия (15). поверхностная полна является обобщением полны Р-лея 
В пределе при Л—оо она переходит в волну Рэлея В случае (21). 
напротив, существует только полна, порожденная неустойчивостью 
предельной объемной сдвиговой волны В отличие от [2] эта волна 
дисперсионная
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ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ
Մեխանիկս. 48. № I. 1995 Механика

ОПРЕДЕЛЕНИЕ АКТИВНОЙ ОБЛАСТИ ПОДГОТОВКИ 
ЗЕМЛЕТРЯСЕНИИ

МКРТЧЯН м с*,  хлчикян л. с

* сонмеспн.՝ . М. С Мкртчяном выполнен п. 4 стаи.։։

1Г. и. Մ՚ււ՚ՏՅՏՍւՆ. Ա. О. кШН'ЧЗИЪ

ԵՐԿՐԱՇԱՐԺԻ ՆԱԽԱՊԱՏՐԱՍՏՈՒԹՅԱՆ ԱԿՏԻՎ ՏԻՐՈՒՅԹԻ ՈՐՈՇՈԻՄՐ

Դիտ արկված են երկրաշս/րժի ն ա ի։ ա պ ա տ ր աս տ ութ յան պրոցեսներր տար
րեր ֆիդիկտկան բնույթի կանխանշանների և րնթացող պրոցեսների ո։մէ(ր- 
նոլթյան միջև քանակական կապ հաստատելու նպատակով։ Առաջարկվում Լ 
մտցնել որոշակի լոկալ կապ րնթացող պրոցեսների ուժ էլն ութ յան և երկրա
կեղևի ղեֆորմացի աների միջև, որ ստեղծում Լ հոծ մ իջավա յրի մեխանի
կայի ապարատի օղտաղործմ ան հնարավորություն։

Առաջարկված ֆունկցիոնալ կապի հիման վրա ստացված են կանխա
նշանների մ եծոլթ յան գնահատականներ և նախապատրաստության րնթացող 
պրոցեսների ինտեղրալ րն ութ ա գրի չն ե րի որոշմ ան համար կառուցված Լ 
տրանսցենղենտ հավասարումների համակարղ։ Մ ի աչափ ղեպքի համար ու
սումնասիրված է երկրաշարժի օջախի զարգացման րնթացքի վրա նախա
պատրաստության պրոցեսի աղղեց ու թյոլնր ւ

М Տ. MKRTCHIAN, A Տ. KHACHIKIAN

THE LOCATION OF ACTIVE REGION 
PREPARATION OF EARTHQUAKES

Процессы подготовки (ПП) землетрясении обсуждены многими исследо
вателями в их связи с прогнозом землетрясений, Из-за невозможности непо
средственного наблюдения за реальными ПП истинность предложенных гипо
тез проверяется по косвенным критериям—возможности качественного и ко
личественного объяснения появления наблюдаемых предвестников и подобию 
завершающей картины процесса сейсмологическим данным о зарегистрирован
ных землетрясениях. Однако, в большинстве случаев эти обсуждения носят 
качественный характер и только небольшое число публикаций содержит коли
чественный расчет в достаточно строгой постановке. Установление количест
венной связи между величинами наблюдаемых предвестников и характерис
тиками предполагаемых ПП связано с преодолением определенных трудностей, 
что и служит темой данной статьи.

I Высказаны разные идеи о сущности физических процессов, про
исходящих при подготовке землетрясений. В одних из них, в той пли
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иной мере близких к теории упругой отдачи Рейда, преобладает по
нимание III] как механических актов движения и взаимодействия 
иерархической системы блоков земной коры с привлечением идей ме
ханики разрушения [I—4]. В других идеях придается преобладаю
щее значение участию в ПП различных физических и химических про
цессов: потоку вещества и энергии из мантии, диффузии и фильтра
ции флюидов, изменению физико-механических свойств и состояний 
пород под влиянием флюидов и других факторов [5—6]. В качестве 
предвестников воспринимаются отличные от фоновых значений на
блюдаемые величины деформаций земной коры, характеристик рас
пространения упругих волн, напряженности поля земных токов, элек
тросопротивления горных пород, характеристик состава и состояния 
подземных вод и других проявлений ПП.

Гак или нет в действительности, но мы вынуждены признать воз
можность существования разных типов ПП и принять к обсуждению 
разные идеи. Также мы в настоящее время не в состоянии уверенно 
разобраться, какие из наблюдаемых предвестниковых явлений явля
ются просто случайными, сопуствуюшими в рассматриваемом регио
не, и какие качественно и количественно однозначно связаны с интен
сивностью протекающих ПП.

Подходя с конца проблемы, сформулируем, что же мы хотели бы 
иметь.

С одной стороны, мы имеем некоторые наблюдаемые физические 
величины, отклонение которых от обычных, фоновых значений П(х, О 
воспринимаются нами как предвестниковые величины. В то же время 
мы предполагаем, что в очаговой области будущего землетрясения 
происходят некоторые физические процессы, характеризующиеся своей 
интенсивностью развитие которых приводит к землетрясению, 
а процесс их развития отражается в поведении предвестников. Оче
видно. что нам желательно иметь функциональную связь

П(/(х,/)-= \ (1) 
с *0

Здесь —значение Лого предвестника согласно 2-ой гипо
тезе о ПП в точке наблюдения с координатами х в момент времени/. 
fl(x.t)—интенсивность ПП согласно 2-ой гипотезе в соответствующей 
точке. Ядро функционала должно быть определено при
менительно к каждому предвестнику н гипотезе о ПП. Интеграл рас
пространяется на всю активную область Й подготовки землетрясения 
В дальнейшем индексы опускаем.

Рассматривая интенсивность как внешнее воздействие на 
состояние физического поля, значение которого па поверхности зем
ной коры представляет собой наблюдаемые предвестники Ип։б/(х,О=

“П(х.,/)։ можем написать
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L(U(x,t). /(x,0)»0 (2)

Здесь /.—дифференциальный оператор, .характеризующий физи
ческое поле определенного предвестника.

Очевидно, что функционал (I) есть результат интегрирования 
уравнения (2).

При построении, в конкретном случае, функционала (I), оценивая 
/(.V, 0 на основании физических соображении и имеющегося опыта, 
можно провесги сравнение поведений вычисленных предвестников и 
их реально наблюдаемых значений. Такое сопоставление поможет 
реально оценить предложенную идею о ПП не только качественно, ио 
и количественно и может использоваться также в практических воп
росах прогноза землетрясений.

Во многих случаях ПП можно рассматривать как квазистати- 
ческне, медленные процессы. Тогда вместо (I) будем иметь

П(х,Л= \l(l.t)K(x.-)d.» (3)

В принципе, такой подход реализован в работах [I. 7—9]. В [1.7] 
за внешнее воздействие (интенсивность ПП) принято изменение мо
дуля упругости пород в активной области Тогда (2)—уравнения тео
рии упругости, fl(x.t) деформации земной коры. Оценивая изменения 
упругих постоянных, авторы обсуждают возможности предложенной 
консолидационной гипотезы В [8. 9] в качестве внешнего воздействия 
приняты объемные деформации теплового типа, построен в этом част
ном случае функционал (3) и проводятся сходные обсуждения.

2. Описанный в и. 1 подход для количественного анализа ПП 
имеет один существенный недостаток: количество подлежащих постро
ению функционалов (3) достигает нескольких сотен, так как количест
во наблюдаемых предвестников, а также выдвинутых гипотез о ПП 
достигает нескольких десятков. При этом, если лаже все эти функцио
налы будут построены, получение равноценных сравнимых опенок для 
различных физических процессов при известных точностях исходных 
данных весьма проблематично.

Задача может быть намного упрощена, если мы примем, что ин
тенсивность происходящих процессов ПП локально эквивалентна не
которым деформациям

f(x.t)֊^x.t) (4)

Это тождественно для гипогез. рассматривающих ПП как механиче
ские процессы взаимодействия блоков земной коры. Такая эквива
лентность имеет место и при воздействии несвязанных физических по
лей, например, при распространении тепла. Тогда, роль соответствую
щих дифференциальных уравнений (2) выполняют уравнения механи
ки сплошной среды, в частности, теории упругости и можно пользо
ваться развитыми мощными методами. При таком подходе разные 
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физические процессы рассматриваются независимо и в общие уравне
ния входят на основании локального физического соотношения (4) 
Общая краевая задача ставится и решается методом механики сплош
ной среды, чем обеспечивается одинаковая, сравнимая точность при 
обсуждении разных физических идей.

3. Рассмотрим практически важный случай ПП. выражающийся 
в изменении объема (дилатапсии) в активной области. С учетом со
отношения (4) имеем

П(Х.О- р(Х.Г)К(Л,;)^а> (5)

где е(л՛,/)-объемные деформации.
Для предвестников—деформаций поверхности Земли—явное вы

ражение (5) приведено в [8. 9]. Для составляющего горизонтального 
перемещения, например, имеем

К(х,;)=Л(х։ -с։)|/?֊ Ч(3֊4Д/?2 л-бх,(х5-г։3)/?.г5|

где /?1..-=|(л-։—М’-НЛ։*;,) ’]’'2

Из (5) могут быть получены некоторые оценки для величин ожи
даемых предвестников.

3.1. Применив к (5) неравенство Коши-Буняковского, получим

Л(х,Я) (6)
где

IС Р'2 IГ I1'2Е= ; Л(х.Й) = П №(хЛ)^ I

Очевидно, что в рассматриваемом случае Е пропорциональна запа
сенной упругой энергии Е—(тЕ0)х/2.

Используем известные эмпирические связи [10. II]

12Е=аЛ4֊Ьд
(7) 

£=е I/«— е /?

где Л4—магнитуда; а, Ь. г—постоянные; V7—объем; /. — характерный 
размер очага, получим

|П(х.0|<от։/2Е«^(л.Р)

|П(л-,0|<т''2 • 10’։։»”+»> А(х,2) <8>

Таким образом, величины ожидаемых значений предвестников 
могут быть оценены в зависимости от энергии, магнитуды и характер
ных размеров очага готовящегося землетрясения. Отметим, что мы по
ка не делаем различий между всей запасенной в ходе подготовки упру
гой энергией и ее долей, выделяемой при землетрясении.
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3.2. Полагая интенсивность объемных деформаций постоянной по 
активной области и равной некоторому ее среднему значению и опус
кая коэффициент пропорциональности, имеем

(9)

П(лг. Г)=ч(О *'(х,2)
(10)

Л’(х,П) = Л(хД)</ш
ы

Вводя здесь эмпирические связи (7). получим другие оценки для ожи
даемых величин предвестников.

П(х,/) = е>«*-(х.<2)-.  А(х.й)

Г](л/) = ^(х.0)1/-։ 2 • 10°^м^> (11)

п(х,о=/7г/.
Основным препятствием па пути применений соотношений (5). (8). 

(11) является неизвестность формы и расположения активной области 
(֊2 и поэтому может быть применен полуобратный метод (задаваясь 
<2) анализа, а также анализ ситуаций прошлых землетрясений.

3.3 Предположим применимость принципа Сен-Венана в том 
смысле, чго для величин наблюдаемых предвестников на удаленных 
станциях влияние формы активной области пренебрежимо мало. Тог
да, принимая эту форму определенной (сфера, эллипсоид, призмати
ческое тело). можно в (6.8. 10. II) вместо Л(х,2), £'(х,й) написать 
Л(х.</), к'(х,(1), где (I—вектор, размерность которого определяется ко
личеством координат, определяющих положение и форму активной 
области при принятом предположении.

Тогда оценки (11) принимают вид

П(д-,0 £7’Г֊‘'* ’«'( л*.^)

П(х,0 - *'(*,</)  И-’Л . 100.5«,ли ь) (12)

П(х,/)֊£>'2£֊з/^(х.г/)

Подставив в левую часть (12) реально наблюдаемые значения 
предвестников поочередно для всех участвующих в наблюдениях стан
ций. получим систему уравнений.

Таким образом, при наличии достаточного количества наблюда
тельных станций становится возможным определение положения и 
и размеров активной области, а также текущего значения средней 
энергетической насыщенности и других интегральных характеристик 
активной области. Сравнение где е* —критическое значение 
энергетической насыщенности, может использоваться, при некоторых 
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дополнительных предположениях [10. 11]. для оценки времени готовя
щегося землетрясения.

•I. Развитие процессов в активной области подготовки землетря
сения приводит к разрушению в толще коры Земли и образованию 
очага землетрясения Механика очага землетрясения изучена многи
ми авторами [12] Однако, многие аспекты сложного перехода квази- 
статических ПП в динамические процессы очага, в частности, влияние 
вида протекающих процессов на дальнейший ход событий, все еще не 
ясны. Рассмотрим с этой точки зрения одни относительно простой, 
одномерный вариант.

Пусть активная область ПП представляет собой бесконечное приз
матическое тело, поперечные сечения которого остаются всегда плос
кими. Для простоты примем, что по периметру эта область взаимо
действует с окружающей средой, которая оказывает сопротивление ее 
движению, пропорциональное перемещениям. Это предположение не 
противоестественно, пока перемещения и скорости имеют одинаковый 
знак.

В принятых условиях дифференциальное уравнение движения 
среды будет

(13) 
дх*  д-' дх

О 4 ■ / ~Е՜ * с , Ь1Здесь а= I/ _ —скорость упругой волны, а=— , р—
► Р а р5

—плотность, а—площадь поперечного сечения. /—периметр призма
тического тела, к- коэффициент сопротивления движению со стороны 
окружающей среды. ео—внешнее воздействие в виде деформаций рас
тяжения.

Предположим, что первоначальное полное сцепление с окружаю
щей средой может нарушиться в следующем смысле. По достижению

напряжений на элементарном участке А/, значения

5>[з]. на А/, коэффициент, содержащий сопротивление среды а. 
меняется на и в дальнейшем остается постоянным. Таким обра
зом. участки с меньшим значением коэффициента сцепления могут 
только расширяться. Это условие в некоторой степени моделирует ус
ловия возникновения (зарождения) и развития трещины.

При таких предположениях рассмотрим задачу Коши для диф
ференциального уравнения (13) с начальными условиями

н|, ,о-О. (И)

Задача Коши решается численно. Принято ЗДх, Лх=ЗАт.
Некоторые результаты расчета показаны на фиг. I Как видно из 

фиг. /«. в обе стороны от возмущенного участка (0. Ь) распространи-
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Рис. I. I фронт волны сжатия. 2— перемещения;

։о-10֊’(1-ехр( '' 20' ' °'05; ’ 10-’: ,’=10-’. а-т

0.02; ՛>- т— 0,2; 3, 4—развитие .трещины* ври [с| 4- 10-*; 5—то же при |я( —
-4.6 • 10֊’.

ются волны сжатия со скоростью звука для среды. При больших [о] 
«трещина» не возникает. При меньшем [ст], симметричном ео, и \՝<£а 
возникает и распространяется «трещина» в обе стороны от возмущен
ного участка (кривые 3. 4). При несимметричном ео и сдвиге возмуще- 
ной области со скоростью есть случаи, когда «трещина» разви
вается только в одну сторону от возмущенной области (кривая 5). 
Причем «трещина» или не распространяется, или развивается с пос

тоянной. меньшей чем скорость упругой волны скоростью

Распространение «трещины» в одну сторону показывает, что внут
ренние неоднородности и несимметричность формы и положения воз
мущенной области могут привести к наблюдению несимметричной 
общей картины развития магистральной трещины.
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ՀԱՅԱՍՏԱՆԻ ԴԻՏՈԻԹՅՈԻՆՆԵՐԻ ԱԱԴԱՅԻՆ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԴԻՐ
ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ академии НАУК АРМЕНИИ

Մ եիէանիկէէ 48. № I, 1995 Механика

КВАЗИАДИАБАТИЧЕСКИЙ РЕЖИМ РАСПРОСТРАНЕНИЯ 
ВОЛНЫ В ГАЗОЖИДКОСТНОЙ смеси

ОГАНЯН Г Г.

Գ. Դ. ՈՀ11ՆՏ11Ն

ԴԱԱԱՀԵՂՈԻԿ ԽԱՌՆՈԻՐԴՈԻՄ ԱԼԻՔԻ ՏԱՐԱԾՄԱՆ Ք֊ԼԱՂԻԱԴԻԱՐԱՏ ՌԵԺԻՄԸ

Դուրս Լ բերված ք՝ուսինեսկի պիտի դծային հավասարում ր, որի ֆակ՝ 
տորիդացիա յի ց Հետո ստացված Լ Լվոքյոլցիոն հավասարումւ 1!տացված են 
դիսիպատիվ դործ ակիցն երի ջերմային բաղադրիչների ակնհայտ կախվա- 
ծութ յունր խառնուրդի ջերմ աֆիղիկական հատկությունից։

G. G OHANIAN

THE QUAS1ADIABAT1CALL REGIME OF WAVE PROPAGATION 
IN GAS-BUBBLES -MIXTURE

Исследуется влияние межфазного теплообмена па режим распростране
ния полны при термодинамическом поведении газа п пузырьке, отличающемся, 
хотя и нс намного, от адиабатического Выведено линейное уравнение типа 
Буссинеска, факторизация которого приводит к полному его совпадению с 
линейной частью нелинейного эволюционного уравнения, полученного ранее 
автором. Тем самым, обосновывается корректность применения метода корот
ких волн к исследованию волновых процессов в газожидкостной смеси Полу
чены явные виды зависимостей тепловых составляющих коэффициента дис
сипации от теплофнзичсских параметров смеси

В рамках механики сплошной среды модель газожидкостной сме
си. наиболее полно описывающей различного рода межфазные взаимо
действия и механизмы диссипации, предложена в [I. 2] Затухание 
колебаний газового пузырька за счет эффектов вязкости и теплопро
водности исследовано в [3]. а за счет межфазного теплообмена—в 
[I. 5]. Результаты экспериментов и численных исследований, приве
денные соответственно в [6. 7] и [8, 9]. впервые свидетельствовали, 
что в ряде случаев главным механизмом диссипации может явиться 
межфазный теплообмен между пузырьками и жидкостью. В [10] раз
личаются промежуточные квазиизотермический и квазнадиабатиче- 
ский режимы распространения слабых волн, описываемыми нелиней
ными эволюционными уравнениями, полученными методом [II] корот
ких волн В настоящей работе числовые данные, следуемые из выве
денных формул, хорошо согласуются с результатами известных [12] 
экспериментов по выявлению зависимости фазовой скорости волны от 
ее частоты.
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/. Исходные уравнения. Рассмотрим бесстолкновительную моно- 
дисперсную газожидкостную смесь, в которой отсутствуют процессы 
дробления, слипания и образования новых пузырьков. Систему одно
мерных уравнений, описывающую одиоскоростное течение рассматри
ваемой смеси с учетом эффекта вязкости, сжимаемости жидкости и 
межфазного теплообмена, возьмем в виде [I]

др др ди „ <1 д д
— -Ь«-/--гй-----—0, — =__ +к— (1.1)
д։ дх дх сП д1 дх

———=сопМ, о:/?։=соп։1. Р-.—с;.т(7— 1 )р,7՝, (1.4)
М>-₽)

Р=Р,( !-?)+₽,₽. (1-5)

+ 3(*-№ (Г,֊Т„)=0 (1.6)
а/ си

Р1Т-^_ 1--------- т — 1\-Т„ (1.7)
1 ’ <И 3 1-? \Л(/ R' )

ч>,-( Iл?1'3-?) (1 -?). (1,5Р՛«֊ 1,з?);(I -?)

Здесь индексы I и 2 отнесены соответственно к параметрам жил
кой и газовой фаз; параметры, отнесенные ко всей смеси в целом, 
индексов не имеют; о—плотность, Р—давление. R—радиус пузырька, 
/—температура, р—объемное газосодержание, у—показатель адиаба
ты газа. сг.ч—удельная теплоемкость при постоянном объеме. /1*2 и 
ц—коэффициенты теплопроводности и вязкости, Ми—число Нуссельта, 
поправочные коэффициенты «?։ и учитывают неодиночность пузырька 
в смеси. В принимаемой модели смеси полагается, что отсутствуют 
внешние источники тепла и. поскольку масса жидкой фазы и величины 
ее теплоемкостей подавляюще превосходят те же характеристики 
газовой фазы, температура несущей жидкости принимается постоян
ной (Т։ -■ Г0—сопз1).

Предположим, что при возмущении смеси величины избыточных 
параметров течения малы (/=1,2).

и=га„и', Р—Р0(1-1-։Р'). + Р“Ро(1+«')

Р.-МП֊«??. ?-₽<,(!+«?'). Я—Яо(1+'Я') (1.8)

Л = 7՝о(1 +'Г). $,=.«,«( 1-«5?

Здесь индекс 0 отнесен к невозмущенному состоянию смеси, явля
ющемуся состоянием покоя, е—безразмерный малый параметр, а 
скорость звука в смеси. Линеаризация уравнения (1.7) показывает, что
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в рассматриваемом приближении .$^=0. Поэтому, разлагая функцию 
состояния /,| = /Э| в ряд Тейлора в окрестности состояния локаль
ного термодинамического равновесия жидкой фазы и ограничиваясь 
линейными членами, будем иметь

Комбинируя последнюю формулу с линейными соотношениями, 
получаемыми, согласно (1.8), из алгебраических соотношений (1.4) я 
(1.5), получим

Р' ֊ (1 ֊ 30)р։Т < 1 -?о)Р։ №• ^=֊3/?'
(1.9)

Р / Р \/<=Т'-3/?', р' _Ц֊(Р'_рог)-ЗМ I-------- °-)Р'
р>о“к» \ Рю^о/

Линеаризуя уравнения (1.1) и (1.2). придем к системе, из которой 
путем последовательного исключения возмущения скорости и', а за
тем и избыточной плотности р' посредством последнего соотношения 
из (1.9) выводится уравнение

л р,„а;оу <?«/?- 4
др р0 дх1 Ро /\ др 3 дМх՝)

(1.Ю)
4 р &Р' / д՝Т'__ 4 д' Т' \
3 р0 д1дх՝ ° \ дР 3 р0 д/дх')

Линеаризация уравнения Рэлея-Лэмба (1.3) и его последующее 
комбинирование с третьим соотношением из (1.9) лает

п- 1 т< (1-?н>)Рю(?2 4 |֊ др՛
” 3 1 ' ЗР, дР 3 Р„ а1 (111)

Если же линеаризовать уравнение (1.6) и затем использовать 
четвертое соотношение՜ из (1.9), то будем иметь

(1.12)

Здесь /.2—коэффициент температуропроводности. ср<>—удельная 
теплоемкость газа при постоянном давлении.

2 Квазиадиабатический режим. Далее будет исследоваться вол
новой режим, в котором термодинамическое поведение газа в пузырь
ках. хотя и ненамного, но отличается от адиабатического. В работах 
[1,4, 5,9] для удобства исследований введены в рассмотрение безраз
мерное число Пекле и показано, что в исследуемом режиме числа 
Пекле и Нуссельта велики, при этом имеет место важная оценка

— 1^-2____ (2.1)
Ре Ре-б/ Ре+12
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Приведенная оценка характеризует именно квазиадиабатическнй 
режим, Ре—число Пекле, определяемое формулой

Ре= ——

Здесь ШаГ—адиабатическая резонансная частота Мнннаерта. Сис
тема уравнений (1.10) — (1.12) является замкнутой и полностью опи
сывает различные режимы распространений волн малых, но конечных 
амплитуд. Она отличается от системы, исследованной ранее другими 
авторами, наличием в уравнениях слагаемых, ответственных за описа
ние эффекта межфазного теплообмена. Решение системы будем ис
кать в виде бегущих волн, характеризуемыми волновым числом А' и 
частотой ы

Р=Рфехр(/(Ллг—ш/)], Р= Р*ехр[/(Ал —ш/)). 7- 7*ехр|/(Ал*—ш/)]
Здесь и далее штрихи над возмущениями параметров течения опуска
ются.

Условие существования ненулевых решений для системы однород
ных уравнений относительно амплитуд Р*, Р#, 7* и использование 
характерной оценки (2.1) позволяет получить дисперсионное уравне
ние

ЗЫн о2 

г с

4 ... Г/4 И Р°а/» . 3’Ыиш«' РовА,\ ,
3 Ро‘" ՛ 1\3 ~.Р„ р1оа’о + Ре

_ .ш, 1/ ։_ РХ, Л=о
Р.оа?о Ро /

Здесь аео и а/0—значения адиабатической и изотермической ско
ростей звука в смеси в состоянии покоя, определяемые формулами 
[2.7]

I в ( 1 Ро).0« I РоРо _ 1 т ( 1 Ро)рр ■ ^оРо
% Р10а?0 тР0 аео Р»0а10 Рв

При выводе уравнения (2.2) пренебрежено, как обычно, взаимным 
воздействием друг на друга эффектов вязкости, дисперсии и межфаз
ного теплообмена. В отсутствие теплообмена (Ре-»֊оо) и вязкости 
дисперсионному уравнению (2.2) соответствует дифференциальное 
уравнение, называемое двухволновым [7], которое описывает чисто 
адиабатический волновой режим. Поскольку величине <о соответствует 
оператор а к—оператор (—1д/дх).постольку из (2.2) можно вос
становить линейное уравнение, описывающее поведение избыточного 
давления

27



, /д-Р , д-р I д / д'Р . д'Р \ д'Р
\д:' а,° дх'}д1\дР а'‘ дх’Г*' дР

; _д<Р_ . 1 / ^'Р №>•> ,,
'' дРдх' '■1„а'„дР\д1' ~и՜ ах'," (2՝3)

I1 ₽.><։?„ 3;К'11 >Ч„ роа?Я ,=1.4 1-г я..= ...     1 г —____________ _
з -,р,,!>иагю • Ре р10«;0

_,՝ , ,՝ ? _ 4 !' Л ?»а/" \ ; а/о
:‘+'т։ * з-тД1"՜?^’ ’т“"рГ^Гш՞'

ЗКи а;„ ЗКи I ₽„!>,«’„ I

I = !-?■<>

Если пренебречь эффектами дисперсии, диссипации и сжимаемости, 
то (2.3) переходит в волновое уравнение с характеристической ско
ростью л/о, описывающей перемещение волнового профиля, в котором 
производные по ( и д- связаны равенствами

а .
—- = ± «/о —֊
д1 дх

(2.4)

Здесь верхний и нижний знаки соответствуют волнам, распростра
няющимся. соответственно, вдоль положительной и отрицательной оси 
л. Примем, что в исследуемом волновом режиме равенства (2.4) вы
полняются приближенно. Использование взятой с нижним знаком свя
зи (2.4) в диссипативных слагаемых, ответственных за описание эф
фектов теплообмена и вязкости, позволяет провести однократное ин
тегрирование уравнения (2.3) и записать его в виде

а’Р ։ д՝р 1 р0Р„, д' (д'Р д՝р\
дР'^^дх' Р„,а;о д։' \ дР р„ дх' /

д'Р дР 
(2.5)

а1.\ 3(7-рМи (1֊;ша;„ I

Если теперь факторизовать посредством связи (2.4) уравнение 
(2.5). то есть выделить из него уравнение, описывающее распростра
нение волны вдоль, например, отрицательного направления оси л՛, то 
получим

ар 
а/

дР I /։ . 2 2 д'Р (2 58)
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Необходимо подчеркнуть, что пренебрежение в уравнении (2.2) 
тепловой составляющей третьего слагаемого в сравнении с составляю
щими первого слагаемого приводит к ограничению

аг «*.г( 1 -<?ю)

на величину частот волн, реализуемых в смеси. Здесь ш,,—изотерми
ческая резонансная частота Миинаерта В этом случае такому дис
персионному уравнению будет соответствовать дифференциальное 
уравнение (2.5«) с от=хт=(), которое полностью совпадает с линейной 
частью нелинейного эволюционного уравнения, выведенного в [10] 
методом коротких волн [II] и записанного в размерных переменных. 
Чем самым, доказана обоснованность применения указанного метода 
к исследованию задач волновой динамики газожидкостной смеси. Та
ким образом, приходим к выводу, что уравнение коротких волн при
годно для описания длинноволнового движения с частотами, меньши
ми приведенной изотермической резонансной частоты Миинаерта <•>*,.

При частотах «£>»% в уравнении (2.2) первое слагаемое прене
брежимо мало в сравнении с тепловыми составляющими третьего 
слагаемого Тогда в уравнении (2.5а) формально можно полагать-0 
с тем самым, получить линейный вариант уравнения Бюргерса-Карте- 
вега—де Вриза.

Наконец, если то необходимо пользоваться полным урав
нением (2.3) и эволюционным уравнением (2.5а).

Отметим, что при адиабатическом режиме вследствие отсутствия 
теплообмена (Ре • оо. х’ = 0) вышеприведенных ограничений на час
тоту нет.

Подчеркнем также, что использование равенства (2.4) для упроще
ния диссипативных слагаемых уравнения (2.3) правомерно лишь в 
случае, когда влияние диссипации на эволюцию волны мало, озна
чающее, что на расстояниях порядка длины волны и в течении вре
мени порядка ее периода профиль волны должен деформироваться 
мало и ее амплитуда должна затухать слабо.

Перейдем к исследованию зависимости фазовой скорости волны 
от задаваемой частоты. С этой целью перепишем дисперсионное урав
нение (2.2) в виде

а х2—аг’ — /г( I —/>г’) 
хг — ог*—:г( I — г2)

(2.6)

«• а֊„ _ 3!% ------- _ а’о ?0а’о
''' в’О Г ''
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Чтобы иметь количественные представления о порядках величии 
коэффициентов диссипации 6. а, и в табл. 1 приведены некото
рые числовые данные по этим коэффициентам, вычисленные для смеси 
вода-воздух. Видно, что с увеличением радиуса пузырька происходит 
убывание величины х։ и характеризующих теплообмен. Этот факт 
объясняется тем. что для достаточно крупных пузырьков (в водо-воз
душной смеси 10 ։м) время тепловой релаксации начинает на
много превосходить период пульсации пузырька и от того тепло начи-

Тчб.шца I

0,1 МПа ?о=2 • 10 аео— 640М С а/о - 731 М/С

Ко. м 3

5,5 • 10-' 0.7555 0,2340 0,5369 0.7001

Ы • НН 0.4894 0.1516 0.3477 0.4537

3 • 10-* 0,2599 0.0806 0,1914 0.2498

5 • 10- « 0.2048 0.0614 0,1542 0.2012

7 - 10֊ < 0,1822 0.0529 0.1216 0,1587

нает передаваться в пузырек или отдаваться им в течении бесконечно 
большого промежутка времени в сравнении с периодом пульсации. 
Именно потому влияние межфазного теплообмена в общем механизме 
диссипации начинает убывать и режим колебания пузырька становит
ся практически адиабатическим.

Дисперсионное соотношение (2.6) является комплексным и пото
му отношение к/ы также будет комплексным. Будем считать частоту 
(о действительной величиной, а волновое число к—комплексной: 
Л=-Л։-|-/Л։. Тогда искомо? решение принимает вид

Р=Рфсхр( - Лалг)ехр|/(/г։х ~ШОЬ £։>0
и фазовая скорость ср>п являющаяся скоростью перемещения фазы 
волны, определится как

_ Ие(ш) _ ш
""' 1?е(А) *, ՛ с,»

Здесь функция / должна определиться из уравнения (2.6), откуда 
после отделения действительной и мнимой частей получим

_£ (х,-гг*)(^-^г1) + г1(1-2,)(1- Аг1) (
<ул ~ 2 (х,—>г։)Ч-г1(1-г,)։ 1

(2.7)
+ ]/,.. I г(1-г*)(«,-«г‘) -г( 1-»г1)(х,-Зг1) 1’ I

30



Варьируя эффектами диссипации, будем иметь различные выраже
ния для фазовой скорости. В отсутствие всех видов диссипации

(у1 = /2 --։=''в0) имеем

РЛ \—Ьгг (2.8)

Отсюда видно, что при г —1 (ш—ш^) происходит вырождение бе
гущей волны в стоячую, поскольку с'рл—>0. При с—о© (ш—о©) будем 

иметь о*—«։о| . Если же ш —где критическое значение

частоты равно

то получим Г/»Л—ос. Последний факт свидетельствует, чго значение 
г{ Г>։л'Ро является особым для формулы (2.8). Интервал
частот <”^<^‘'»<^<0^ явлке ся диапазоном непрозрачности для волны.

В отсутствие эффектов вязкости (а = 6=0) формула (2.7) упро
щается и принимает вид

1 V, 1-с’( !-.։’)( 1-»-’) | 
с’„,= 2 ^+.-’( 1—с')։ 1՛ '

I I »,«. 2*(1 г‘)(1 *֊’’) I I

Полученная формула подчеркивает важность учета межфазного 
теплообмена, приводящего к устранению особенности и позволяюще
го получить непрерывную зависимость фазовой скорости ол от частоты 
со. Видно также, что указанный эффект не позволяет выродиться бе
гущей волне в стоячую, гак как срЛ =/=0. 11роисходит также устране
ние диапазона непрозрачности, посколькусрп во всем диапазоне реа
лизуемых частот является уже действительной величиной.

.֊Аналогичные выводы можно сделать и в случае отсутствия тепло
обмена (х| = 0) при анализе варианта формулы (2.7), соответствующе
го чисто адиабатическому режиму Нетрудно убедиться, что тогда при 
2->0 будем иметь значение СрЬ—а/о, которое следует также из форму
лы (2.8). Таким образом, при низкочастотных звуковых сигналах эф
фект вязкости не оказывает сколь-нибудь существенного влияния на 
величину фазовой скорости волны.

С другой стороны, необходимо отметить тот важный факт, что при 
£֊■֊() из формул (2.7) и (2.9) следует Срн-*ае,„ то есть именно изо
термическая скорость звука в смеси представляет собой скорость рас
пространения предельно низкочастотного звукового сигнала. Таким 
образом, межфазный теплообмен оказывает существенное влияние на 
величину фазовой скорости волны.
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Наконец, выясним вопрос о мере погрешности, вносимым равен
ством (2.4) при его использовании в диссипативных слагаемых точ
ного уравнения (2.3). Приближенному дифференциальному уравнению 
(2.5) соответствует дисперсионное уравнение

'ии>։ 2(1 — г*) —Лг2(о — ։) (2.9)

Полученное уравнение, в отличие от (2.6), является приближен
ным и потому следует ожидать, что оно не охватывает весь спектр 
реализуемых частот. Действительно, анализ выделенной из (2.9) фор
мулы частотной зависимости фазовой скорости показывает, что при 
2->0 будем иметь -*0, в то время, как в отсутствие эффектов дис
сипации Сна •а/,,. Таким образом, при распространении сигнала при 
ближение (2.9) непригодно в расчете фазовой скорости при очень ма
лых значениях частот, а уравнение (2.5) не может описать поведение 
сверхдлинных волн давления.

В заключение проведем сравнение результатов излагаемой теории 
с известными [12] экспериментальными данными по частотной зави
симости фазовой скорости. Эксперименты проводились в водо-воздуш
ной смеси с пузырьками, измеренные размеры большинства которых 
имели диаметры 0,011 см и для которых резонансная частота /,„=лв,/2?: 
равна приблизительно 60 кгц. Значения газосодержаний 0О равнялись 
(20±0,5) • 10 4 Согласно работе автора [5]. режим распространения 
звуковых сигналов в такой смеси является типично квазиадиабати- 
ческим и потому использование изложенной теории в объединении 
результатов экспериментов вполне обосновано и корректно. В табл. 2 
приведены некоторые числовые данные по величине фазовой скорости, 
рассчитанные по формуле (2.7) и снятые с экспериментальной кривой, 
приведенной в [2. 12]. Согласование теоретических (Срл) и экспери
ментальных (сдЛ) значений является хорошим.

Таблица 2
Р6=0,1МПа;

/?„5.5- 10 5;

Ъ 0.755;

,\.=2

* 0,234; /.։ 0.537; -/., 0.700

а/,, 731ы с10-4, ае,> 640м с,

- / 27.К|Ц
м

СрА»
м

Срп՝ с -
Ю

1 2- <7>л СРЛ

0 0 640 — 2.051 126 2501 2350

0.244 15 636 600 2.238 138 2325 2300

0.488 30 605 650 2.438 150 2035 2100

0,731 45 494 750 2.682 165 1894 1950

1 61 740 850 2.926 180 1334 1800

1.222 75 2585 1450 3,169 195 1749 1750

1.467 90 3377 1750 3.901 240 1641 1650

1.711 105 3236 2200 4.889 300 1560 —

1.955
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ՀԱՅԱՍՏԱՆԻ ԴԻՏՈՒ^ՅՈւ֊ՆՆնՐԻ ԱԱԴԱՅԻՆ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԴԻՐ
ИЗВЕСТИЯ НАЦПОНЛЛЫЮП АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ

Մե քս ան ի կ ա 4«. X? I. 1995 Механика

влияние начального электроупругого состояния 
(ГЕОМЕТРИЧЕСКАЯ НЕЛИНЕЙНОСТЬ) НА РАСПРОСТРАНЕНИЕ 

ВОЛН МАЛОЙ АМПЛИТУДЫ

АВЕТИСЯН А С

U. II. 1ԼՎԻՏԻՍ311.Ն

ՆԱԽՆԱԿԱՆ ԷԼԵԿՏՐԱԱԴԱՏԳԱԿԱՆ ՎԻՃԱԿԻ ԱՏԴԵՅՈԻՈ֊ՅՈԻՆ!) 
ՓՈՔՐ ԼԱՅՆՈՒՅԹՈՎ ԱԼԻՔՆԵՐ!֊ ՏԱՐԱԾՄԱՆ ՎՐԱ 

(ԵՐԿՐԱՉԱՓԱԿԱՆ ՈՏ ԴԾԱՅՆՈԻԹՅՈԻՆ)

Ստացված են դծայնացված նյութ ական Հ տվասարոլմներր կամայական 
Համաչափության ոյիեդոէլեկտրիկ և արտաքին ոչ նյութական մ իջավայրերի 
Համար, րստ նախնական էլեկտրա աո աձդական վիճակի։ Քննարկվում են 
‘քնարավոր նախնական վիճակներր կախված եդրային ււ/այմւաններից։ Գի. 
ասւրկվում է փոքր Լայնույթով ալի բների տարածում ր արս։ արին ղուդահեո 
էլեկտ րակսւն դաշտում դտնվալ ՃՈ1Ո1 ղասի սլ ի ե դո էլե կ։ո րի կ շերտում ։ Սարճ 
ալի բների դեպքում սա արված է ն ախնական վիճակի ադդե րո։ թ յան նկարս։- 
դիրր սահքի ալիբի վրա։

A Տ AVETISYAN

INTLUENCE OF INITIAL ELECTROELASTIC STATE 
(GEOMETRICAL NONLINEARITY) ON SMALL 

AMPLITUDE WAVES PROPAGATION

Одним из важнейших проблем волновой физики является задана распро* 
странен»» ноли .малой амплитуды при наличии в теле постоянных (или пере
менных) электромагнптомсхаинчсского состояния Рапсе разными авторами 
[1—2] и др была развита линеаризованная теория электро.магннтоупругостн. 
где нечетко разделяются нелинейные эффекты по их происхождению, а так
же есть некоторые неточности в общих соотношениях нелинейной теории элск- 
тромапштоупру гости

На основе полученных в [3] основных уравнений нелинейной элек- 
троупругосгн пьезоэлектрического диэлектрика (о, =0) рассматри
вается распространение электроупругих поверхностных волн малой 
амплитуды в пьезодиэлектрике при наличии начального электроупру- 
гого состояния. При этом учитывается только геометрическая нели
нейность.

Пьезодиэлектрпческая среда занимает область |х։|<ос. |x2|<7i, 
|*յ| оо. где решаются уравнения движения упругой среды

'./.= 1.2.3; (1.1)
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и уравнения электрон агиетостатикн

^-=0. ^-0.
дх„ дхр

п, р— 1, 2. 3 (1.2)

в лагранжевой форме описания. Здесь /.„=0,,-. !ц -тензор термодина
мических напряжений Лагранжа, компоненты которого с учетом толь
ко геометрической нелинейности имеют вид [3,4]

. ди,„ дФ
Ь ,1 — С < t/r.n *■' t’in/i ‘Г Cm/л

дх„ дх„
дФ di։„ 
дх„ дх.

, /, 1 ? \ "«* О“-" ,,4֊ ( '-'/»«< л*.' : —'>ьт<֊4п1 )----------------- (13)
\ 2 / дх։ дх„

Лагранжевые индукции электрического и магнитного полей с уче
том конечных деформаций соответственно равны:

ди/ <)Ф 1. Зи» ди,
‘-'т—՝тп ~ *1՜ ^kt^rnn, “

дх/ дхп 2 дхп dxj

дФ ди,
-mr.lnrnt! - ~

дхп дх j

/ дип дир дин \ d'j
՝р^ ( . i1»«՜: “д Л JX‘

\ дх„ дхп dxi 'дх>
В,

di

(1.4)

(1 5)

В материальных соотношениях (1.3) — (1.5). а также в дальнейших 
в материальных соотношениях внешней среды мы пользуемся выра
жениями лагранжевых напряженностей электрического £*(л*/,О маг
нитного Н^х^) полей, которые с учетом конечных деформаций опи
сываются через градиент деформаций £/./ = $//+«../ и потенциалы со
ответствующих полей Ф(х/.г) и Ь(ХрГ)

дФ . ди, дФ
ZX/Л — — - — ImltiJ- .

дх։п dxj дхь

А/ - / ди1 п кг
Ип--- . 'mkij "Г Т (1.Ь)

ол*т дх j дхъ

В соотношениях (1.3). (1.6) тензор «геометрической стрикцни» 
имеет вид

Во внешней вакуумной области |х,|<^оо, |х,|]>Л, |х,|<^оо решаются 
уравнения электромагнетостатики для вакуума 

<?х» dxk
п. р 1. 2. 3 (1-7)

где индукции электрического Л)<г>(х,,Г) и магнитного полей в лагран
жевой форме описания выражаются через потенциалы этих внешних
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Полей Ф(±|(л*<.0 и 13- (л\,/) соответственно, а также через деформации 
точек поверхности раздела сред «^>(л,,./)=м>(л|.-?-Л.л-։./) |3]:

I ^Ф(±։ /(-;<?*՛ 1 у>Ф(±) <?//|А±։ с/Ф**’
I. ~дхг \ дхр ' дхт ) дхт " охк дх,,

I /ди\--А ди\ 1 д'^~' |
°| Ох,, \ дхр дх„/ дхт + ихТ~охр\ (1.8)

Естественно, что конечность деформации поверхности электро- 
упругой среды искажает («деформирует») нематериальную внешнюю 
среду, чем продиктованы выражения материальных уравнений (1.8) 
.Учет «деформаций» внешней вакуумной области особенно важно в 
задачах о распространении поверхностных электроупругих воли.

На границах раздела средх2= • /; удовлетворяется непрерывность 
тангенциальных компонент векторов напряженностей электрическо
го и магнитного полей

д 1> [ ди । дФ дФ(±>|
<’х,„ дх„ 1 ох, | дхк ох,„ |

д\> д'^ , ди, I дй ди' 1 I _
■-------------- — + ‘тИ1 —---------- г—֊ =0
дл„, дхт дх,1 дхк дхГГ1 ]

и нормальных компонент векторов индукций этих полей

(1.9)

Л)։=оа<ч > (1.10)

На иедефор ми рован пой границе раздела л*, 
кие напряжения должны равняться нулю:

■ Л термодинамичес-

£//«0 (1.11)

Очевидно, что учет «деформирования» внешней нематериальной 
области усложняет запись материальных соотношений внешней среды 
(1.8) и граничных условий (1.9), (1.10). Кроме этого, из приведенных 
соотношений следует, что посредством градиента деформаций Ь./ = 

квазистатистические электрическое и магнитное поля взаимо
связаны. Это значит, что если в пьезодиэлектрическую среду излучать 
электроупругую волну конечной амплитуды, то в среде индуцируется 
также магнитное поле.

Наряду с граничными условиями (1.9) —(111) для локализован
ных у поверхности раздела волн должны удовлетворяться также 
условия затухания по глубине полупространств всех волновых харак
теристик

2. Переход гела из начального электромагнитоупругого состояния 
в состояние в данный момент времени, осуществляется путем сообще
ния системе дополнительных возмущений. Тогда все величины можно 
представить в виде суммы В общем случае порядок возмущений 
I по отношению к величинам, характеризующим начальное состояние 
/°, может быть произвольным. Однако, при возбуждении воли малой 
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амплитуды возмущения по величине намного меньше величины основ
ного начального состояния |/|<|/ |. что позволяет разложить все 
величины, характеризующие текущее электромагнитоупругое состоя
ние в окрестности начального состояния в ряд Тейлора и ограничиться 
в этом ряду членами первой степени относительно возмущений /. Учи
тывая, что начальное электромагнитоупругое состояние определяется 
по вышеизложенной нелинейной краевой задаче электромагнитоупру- 
гости (1.1)—(I II), а также пренебрегая нелинейные по возмущениям 
слагаемые (малые высшего порядка) получим линеаризованные соот
ношения электро.магпитбупругости для ограниченных пьезодиэлектри
ческих сред в виде соотношений классического пьезоэффекта:

<i==^Чтк^т к &mi/Ф,т (2.1)

4'гл»»Ф,А

^т'== /ч/паФ »A (2 2)

(2.3)

Вin==b mi fU-t ,i |1Л1А?’А

(2.4)

(2.5)

где приведенные коэффициенты определяются по начальному электро- 
упругому состоянию:

С4* k 4’G/ATW„ t 4_'*/*n^/iATw д,

4“'’7/ч^А։лФо,А» ~ ^л։И/Фо.Л

Cmi! *= j l։'А/пл;/тФо n 4՜ CmilU j j 

= j. *1 Imnt »W

^»-«JWi ‘«&)l

ь՝^, = ?w4y-W4‘?l

fy?, <2-8>

В линеаризованных материальных уравнениях (2.1)—(2.5) очевидна 
братимость вводимого начальным состоянием пьезоэффекта. Кроме 
того, сохраняется симметрия тензоров приведенных физических пос
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тоянных (2.6). Из материальных соотношений (2.4) и (2.5) также 
следует, что при наличии начального электромагнитоупругого состоя
ния возбужденное электроупругое поле в пьезодиэлектрике сопровож 
дается магнитными колебаниями. При исследовании распространения 
волн малой амплитуды в предварительно напряженном пьезодиэлек
трике нужно пользоваться уравнениями электромагнитоупругости (1.1). 
(1.2), (1.7). (1.9)-(1.11) и линеаризированными материальными со
отношениями (2.1)-(2.5) с учетом приведенных физических постоянных 
(2-6)

3. Рассмотрим распространение высокочастотных электроунругих 
волн в пьезоднэлектрическом слое из пьезокристалла класса втт, 
главная ось симметрии которого параллельна оси С учетом струк
тур тензоров электроупругих постоянных пьезокристалла класса 6/л/п

сп 6'13 0 0 0 0 0

‘п Сц 0 0 0 0 0 е.1

*0.1 еи 0 0 0 0 0 «и
0 0 0 с« 0 0 0 £15 0

0 0 0 0 <•« 0 е» 0 0

0 0 0 0 0 Г«« 0 0 0 (3.1)

0 0 0 0 еч 0 ’»« 0 0

0 0 0 е» 0 0 0 £п 0

«п езз 0 0 0 0 0

из (2.6) получается, что естественная анизотропия пьезокристалла не 
изменяется, если начальное электроупругое состояние образуется 
только из начальных удлинений и®,. и^г и поперечного электри
ческого поля Фо з. В этом случае компоненты тензоров электромехани
ческих постоянных изменяются количественно, а нулевые компоненты 
остаются нулями. Такого рода начальное электроупругое состояние 
можно создавать как посредством внешнего поперечного электриче
ского поля (0.0, Ео), так и посредством внешнего всестороннего дав
ления (о',1,, 7®?« Ззз» 0, 0, 0). В этом случае естественная анизотропия пре
терпевает количественное изменение и влияние такого рода измене
ния будет рассматриваться ниже.

13 случае же начального электрического поля (Ею. Е20, 0) или 
начальных сдвигов (0, 0. 0. з®,. о?2) возникают ранее несуществующие
электромеханические постоянные. Это приводит к связке плоского и 
антиплоского деформационных полей, хотя и приведенные электро
механические постоянные по порядку намного малы от естественных 
постоянных. Исследование проблемы распространения волн малой 
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амплитуды совпадает со случаем пьезодиэлектрнка с обшей анизотро
пией, когда плоское и антиплоское поля связаны.

Рассмотрим равновесное начальное электроупругое состояние 
пьезодпэлектрического слоя, находящегося под действием внешнего 
параллельного к серединой плоскости слоя х,зхэ электрического поля 
(0. 0. Яо); Из граничных условий на свободных от механических на
грузок поверхностях л2 А имеем

0^=0, о^О. 5^=0 (3.2)

Начальное электроупругое состояние существенно зависит также от 
краевых условий на боковых поверхностях л‘։=±оо и -ос слоя. В 
зависимости от краевых условий на боковых поверхностях, слой будет 
находиться в разных однородных напряженно-деформированных сос
тояниях:

а) боковые поверхности х,= оф и х3— • о© механически свобод
ны. Тогда 5®։=0, 533=0, о-(։=0. а остальные компоненты электроме
ханического поля равны

ц0 — м0 „0
’’’

О?=О«=0, О;=(’1։(«“ (3.3)

б) боковые края ,г։-= ос свободны, а края д*3= оо закреплены. 
Тогда ы53=О, о?։=0 и начальное электроупругое поле описывается 
ненулевыми компонентами

и°,= - , „о

и’,=«5.= п ('>*)• аи=2сп“|.1 (3.4)

£>»=О«=0.

в) боковые края ■<,= .- оо свободны, а края х,= оо закреплены. 
Тогда «°,=С. °м=0 и начальное электроупругое поле описывается
ненулевыми компонентами

•?1 ~^п^е,2 ^։змзаТВ3։£0

+еи«53--.з։/'։,

(3.5)
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Приведенные начальные состояния отличаются тем, что существуют 
только начальные удлинения и параллельное к серединной поверхнос
ти слоя электрическое поле. Очевидно, что аналогичное начальное 
электроупругое состояние можно получить посредством гидростати
ческого ИЛИ ЧЭСТИЧНОГО ДаВЛСНИЯ, (КОГДЗ ХОТЯ бы 
одна боковая поверхность свободна от механической нагрузки). Не
обходимо отметить и то, что здесь приведены только случаи однород
ного начального электроупругого состояния.

Будем рассматривать распространение высокочастотных (корот
ких) электррупругих волн малой амплитуды в случае 6). Тогда при
веденные коэффициенты по (2.6) с учетом (3.4) равны

С|А«С|Л(1 г2<։). /<=1.2, 3;

Сц( ։ + *2

'эз^о 

22г=-։։=-п« :зз=:из(

|г=*й (з.б)

Следовательно, уравнения плоской деформации не изменяются и 
волны Рэлея описываются постоянными сц вместо коэффициентов сц. 
В задаче сдвиговых поверхностных волн имеем

Э1 IV'
е։1ДФ=о-—

7։5ДЮ'—1пАф=зО (3 7)

в пьезодиэлектрике |л*։|<7/ и

«оДФЧОЙ"-. (3-8)
дх1

во внешней вакуумной области |х2|^>А.
На поверхностях раздела сред л'։=±Л удовлетворяются условия

д\У - дф
0, ф=ф'±»

֊ д№ 
ег. —֊ 

ах3 дх.
(3.9)

,. ։ д №<±>

Получается, что в этом случае поверхностная сдвиговая электро- 
упругая волна распространяется медленнее, чем волна Гуляева-Блю- 
стейна. Глубина проникновения волны уменьшается. Во внеш
нюю область проникает воздействие распространяющейся внутри пьезо- 
диэлектрической среды упругой сдвиговой волны.
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Изменение скорости зависит от начального электрического поля 
через параметр

,)„ИО . 0.5»
cu+cn

При значении начального электрического поля £б=10։с В/м имеем 
»]== 10՜4, что допустимо в теории конечных деформаций.

Аналогичное количественное изменение претерпевает также ско
рость распространения волн Рэлея.
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ՀԱՅԱՍՏԱՆԻ ԴԻՏՈՒՌՅՈԻՆՆԵՐԻ ԱԱԴԱՅԻՆ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ
ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ

Մեխանիկա 48. № I, 1995 Механика

УДК 539 3

К РЕШЕНИЮ ЗАДАЧ ДЛЯ УПРУГИХ БЕСКОНЕЧНЫХ ТЕЛ.
ГРАНИЦЫ КОТОРЫХ УСИЛЕНЫ СКЛЕЕННЫМИ С НИМИ 

упругой кусочно-однородной бесконечной 
накладкой

САРКИСЯН В С. КЕРОПЯП А ВՎ. II. ՍԱ.ԻԳՍ8ԱՆ. IL Վ. ₽ԵՐՈՈ8ԱՆԱՆՎԵՐՋ ԱՌԱՁԳԱԿԱՆ ՄԱՐՄԻՆՆԵՐԻ հւՆԴԻՐՆԵՐԻ ԼՈՒԾՄԱՆ ՄԱՍԻՆ.ՈՐՈՆՑ ԵԶՐԵՐԸ ՍՈՍՆԱՄԱՆ ՄԻՋՈՑՈՎ ՈՒԺԵՂԱՑՎԱԾ ԵՆ ԿՏՈՐ ԱՌ ԿՏՈՐ ՀԱՄԱՍԵՌ ԱՆՎԵՐՋ ԱՌԱՁԳԱԿԱՆ ՎԵՐԱԴԻՐՈՎ
Դիտարկված են կոնտակտային խնգիրներ իզոտրոպ կիи ահարթnef)յան , 

անիզոտրոպ կի и ահ ար fi ութ յան և շերտի համար, երբ նրանց եզրերր ումե- 
զացվտծ են միևնույն, տարրեր համասեռությամբ մեկ վերջավոր և երկու 
միատեսակ կիս աանվ երջ կտորն երի g կազմ ված անվերջ առաձգական վերա
դիրով։ Վերադիրի ձ հիմքերի միջև կոնտակտային փոխազդեցոլթ յոլնր իրա
կանացված Լ սոսնձմտն միջոցով, րնզ որում հաշվի տոնված սոսնձանյութի 
ֆիզիկում եիւսւնիկական բն ութ տ զրե րր:

Դիտարկվող բոլոր խնդիրներր բերված են իրական առանց րի վրա 
ֆունկցիոնալ հավասարումների լուծման, որոնր իրենց հերթին հանգեցված 
են վերջավոր տիրու յթում զործոզ անհայտ շոշափող լարումների նկատմամբ 
Յէրեգհոլմի երկրորդ սեռի ինտեգրալ հսւվսուարման յուծման։

V Տ. SARKISIAN. A V KEROPIAN

ON THE SOLUTION OF THE PROBLEMS OF ELASTIC INFINITE 
BODIES. WHICH BOUNDARY IS REINFORCED WITH A GLUED

STEP-HOMOGENEOUS INFINITE STRINGER

Рассматрниаются задачи для анизотропной полуплоскости, изотропной полуплос
кости и полосы, грани которых усилены через слой клея (с другими физико- 
механическими характеристиками) кусочно-однородной бесконечной наклад
кой. состоящей из двух полубесконечных кусков и одного коночного куска с 
различными модулями упругости

Контактные задачи для анизотропной полуплоскости с упругими 
накладками впервые рассмотрены в [I] Эта н остальные работы по 
этой тематике с темп же авторами подробно изложены в книгах [2.3]

В работе [ I] рассмотрена задача для изотропной полубескопечнон 
пластины, усиленной через слой клея полубесконечпым стрингером
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С учетом физико-механических характеристик материала клея, в ра
ботах [5, 6] рассматривались задачи для изотропной полуплоскости 
и полосы с бесконечной кусочно-однородной накладкой, состоящей из 
двух полубесконечных кусков с различными модулями упругости, а в 
[7]—двумя полубесконечными накладками.

В настоящей работе рассматриваются задачи о контактном взаимо
действии кусочно-однородной бесконечной накладки с бесконечными 
телами, в виде упругой анизотропной полуплоскости, изотропной полу
плоскости и полосы, когда контакт между ними осуществляется через 
тонкий слой клея с другими упругими и геометрическими характерис
тиками. Рассматривается случай, когда кусочно-однородная накладка 
состоит из двух полубесконечных кусков и одного конечного куска с 
различными модулями упругости. Полуплоскости и полоса деформи
руются при помощи сил, приложенных к накладке. Полагая, что на
кладка находится в одноосном напряженном состоянии, а слой клея 
в условиях чистого сдвига, задачи при помощи обобщенного инте
грального преобразования Фурье сведены к решению интегральных 
уравнений Фредгольма второго рода, решаемого методом последова
тельных приближений.

В §§ 1.2 приводится решение задачи для анизотропной полуплос
кости (для изотропной полуплоскости результаты приводятся парал
лельно). а в § 3 кратко изложено решение для изотропной бесконеч
ной полосы.

§ I. Постановка задачи и вывод основного разрешающего урав
нения. Пусть анизотропная полуплоскость, имеющая одну плоскость 
упругой симметрии, усилена на своей границе у = 0 кусочно-однород
ной накладкой малой толщины Л, модуль упругости которой при 
|х|>а равен £։, а при |х|<а—Е2. Здесь, контакт между полуплоско
стью и накладкой осуществляется через тонкий слой клея (модуль 
упругости £*. коэффициент Пуассона и толщина /»*). Предполагая, 
что накладка пол действием горизонтальных сил находится в одноос
ном напряженном состоянии, а слой клея—в условиях чистого сдвига 
[4, 8]. задача заключается в определении тангенциальных контакт
ных напряжений, когда в точке накладки х=0 приложена горизон
тальная сила Р.

Согласно вышепринятому, уравнение равновесия накладки в об
общенных функциях будет иметь вид [9. 10]:

где

дх “ Е^ Е.И /(0|5(л-л) + г(л+а)| (1.1)

—оо<\с<Ъо

и<‘>(х)=6(-х-л) — +|О(Х4 а)-9(х ֊ а)] — +0(х-а) — 
йх <1х <1х

•о(х)=[«(х ■ «)-0(л—<г)|-(.<). -,(■<)=!8(\-а)Ч-0(— х-а))֊(х)

1(х)=-1(х)4--0(х). </«!» I I
(1Х Лх |х—0-.О
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11՛ (.։)— горизонтальные перемещения точек накладки, т(л)—интенсив
ность тангенциальных контактных напряжений, Л (л)—функция 
Дирака. Н (л՜)—функция Хевисайда. иа—пока неизвестная постоянная.

Применив к (1.1) обобщенное преобразование Фурье, получим:

~_оо<5<ос (1.2)
г.^п

где

С/”(;)=Л|//<‘)(л.)|. -|(з)։=Л|-/(х)] (/=0> ։)

А—оператор преобразования Фурье.
Геперь, полагая, что каждый дифференциальный элемент слоя клея 
находится в условиях чистого сдвига [4]. будем иметь:

и1 >(х. 0) -—оо<л<ос (1.3)

где

*=Лл'Сь О^£л'2(1+՝ц)

горизонтальные перемещения граничных точек деформируе
мого основания.

С другой стороны, известно [2. 3, II]. что деформация упругой 
анизотропной полуплоскости, когда на ее границе действуют танген
циальные напряжения интенсивности. т(л) определяется формулой:

...I </и<’»(л\0) Д‘-> С х(5)

Ч,“-(14)
где

А',->=А.^ — --311[р,-(-р։-|11—1..| (1.5)

Ир и._, и их сопряженные р։, являются корнями уравнения

3.^֊2В։вс.34֊(2^,Ч^):։֊2^֊|֊Р„ = 0 (1.6)

а £// упругие коэффициенты материал» анизотропной полуплоскости.
В (I 4) интеграл понимается в смысле главного значения по Коши 
В случае, когда анизотропное тело является ортотропным, коэф

фициенты ?։в-=?։<~0 и уравнение (1.6) станет биквадратным.
Для изотропной полуплоскости в (1.4) вместо Д^ следует подста

вить

Д^=2(1—Д)/£

где Е- модуль упругости полуплоскости, у—коэффициент Пуассона.
Теперь, применив к (1.4) интегральное преобразование Фурье, в 

силу (12). (1.3) после несложных выкладок получим следующее 
функциональное уравнение на действительной оси:
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2//', 
(зЧ-2ф|-|-/’)-:։(з) : (=’ К2а|э| ф-0( =)=-֊ Р' ֊> -—СОЗОз, - ор<а<ос (1.7)

где

(1.8)

Для изотропной полуплоскости в (1.7) ц принимает значение 
а=(1—^)/Е/г. Таким образом, задача сведена к решению функциональ
ного уравнения (1.7).

§2. Решения уравнения (1.7). Для этой цели уравнение (1.7) при
ведем к интегральному уравнению. Представим его в следующем виде:

',М •"(,) ։’+2»|о|+>; =Ч-2ф|+/;

которое, после обратного преобразования Фурье будет иметь вид: 

л
-.՛.»>«(»{—՛ ,') | К(|.т—х|)т1(։кЛ-#1Х), —ес<я<оо (2 1)

—а 
где

Л(1Х1) т? | £(л-) = 5(:)е ■</=

2м'
I _ А} + "г соз«=

К('1— <>’+2։|։|’ й<')~ <։։+2։|0]4-)։

Заметим, что К(з) можно представить и таким образом:

К(о)-= —1— (—!---------------- !—) (2.2)
1=14.0, |0|+о։)

/2 /2
*.=------______ Ьг = ------

С другой стороны, поскольку при |41<^л =(х) = =и(л՛), из (2.1) полу- 
чим следующее интегральное уравнение Фредгольма второго рода: 

л
т<,(х) (/■•-/’) ^(|.с-։|)т0(з)Л=г(х) |.г|<« (2.3)

а

Отметим, что ₽(л) можно представить и так:

й(х)=Рл-/<(|с|)-|-^И(к-я|)го|)| (2-4)

На основании (2.2) заметим, что /С(|х|) можно представить и в та
ком виде:
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ln|N + /?(.v) (2.5)

V (_ ir I Mi —!— 4. 1+... + ± _c\ 
'I г(2„)! \ |*.x| 2n )

-M2,L.S( .1Г|Ь^/1п_1_+1+,.. + ±_с\_
2(2«-1)1 I ", I n(2«)l \ |/>,л-| 2« /

IMP՞-1 I 
2(2я—1)! I

С— постоянная Эйлера.
Из (2.5) следует, что К(М)—непрерывная функция, а ее значение в 
точке д = 0 конечно. Следовательно, имея в виду (2.4), легко заметить, 
что -(д) в точках д՛—О, л*=±« принимает конечные значения. Заме
тим, что при отсутствии слоя клея -(л*) з точках л— 0, х=±а имеет 
логарифмическую особенность 19, 10].

На основании
<1

sup i|/<(|л—s|)|</.\'М<оо
,։!<« J

—а

интегральное уравнение (2.3) при |/-՜ 1 в пространстве сум
мируемых функций L։(—а.а) можно решать методом последователь
ных приближений. Заметим, что решение уравнения (2.3) можно по
лучить и сведением его к бесконечной системе линейных алгебраиче
ских уравнений [12 ֊15].

Таким образом, определяя вышеуказанным способом т(л) на 
участке л*|<а, ее значения при |л-|>л будут определяться из (2.1), 
причем значение -(л՛) в точке х=и будет иметь вид:

а
’(«)=(')֊'?) [к(|а s|ho(s)rfs-t-A;/<(a)+^=(K(0)+K(2a)] 

—а

а постоянная иа будет определяться из условия:

^֊(s)ds=P (2.6)

Далее, поскольку для т(о) при о-»0 имеет место разложение 

'(3) До"1~а10+я։о։4-<?з10|4-0(ф|)

где а0, av а.,. ...—некоторые постоянные, то отсюда на основе ме
тода .1айтхилла |16], можно заключить, что ^(х)=^-։|t(a)] при |л*|- -оо 
имеет порядок 0^-^.

§ 3. Решение задачи для упругой изотропной полосы. Рассмотрим 
теперь аналогичную задачу для бесконечной полосы жестко зашем- 
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ленной нижней грани у= —II (плоская деформация, модуль упругости 
L, коэффициент Пуассона у. толщина II). При изложении будем при
держиваться обозначений, принятых в § I.

Известно [3, 6, 14]. что деформация граничных точек изотропной 
бесконечной полосы, когда па ее свободной границе действую! танген
циальные напряжения интенсивности, т(х) определяются формулой

*w| = </«'^0) = |k„(|x-s|):(«)</s. (3.1։
dx J

СГ<Л<00 
где

А„)Л')= dK"{X>- . - -L \\',дз)е֊ 'd-.
dx 2- J

Z=('4 |.) 2|,
R ._____1)1 (z4-l)sh2H|0|+2/H|5||__________
' 2|»|’|12z(z4- 1 )Ch2«|o|+z’(4H>o’4.1)4 (zu I )’|

Z, p—упругие постоянные Ламе материала полосы
Здесь, нс останавливаясь на подробностях, лишь отметим, что в 

силу (1.2). (1.3) с учетом (3.1). как и в §2. решение задачи также 
сводится к решению интегрального уравнения Фредгольма второго 
рода:

а
+('։֊՛ |) | /С,(|*-։|)'<А)^=/(*)֊ |*|<« (3.2)

-а 
где

K„(l4^2֊jX(=)e-|. *-<J>=?42|o|n(,)+,; <3֊3>

ZH= 2՜ f/l37(3)“,«+2|,|П(з)

n (2z+l)|(z l)»h2A/|.|t-2ztf|g||
4|*K|2z(z+l)ch2/7|o|+z'(4«*0’ ■ D + (- ’ "’I

В (3.3) /(.։) можно представить и в такой форме

/W=WKJHl+ ■^l/C,(|x-a|)4-K„(|x+a|)| (3.4)

С другой стороны, поскольку имеет .место
Кк,(։)=5-2+0(з՜’|о|՜') при |а|—оо, то отсюда следует, что Х,,(|х|)= 
—F '| К. ,(з)|—непрерывная функция и имеет такое повеление, как и 
Л'(|х|) в §2. Следовательно, имея ввиду (3.4). не трудно видеть, что 
■։(.*) в точках Л'=О, л = ла принимает конечные значения.
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Далее, как и в §2. установим, что интегральное уравнение (3.2) 
при Л'!՛;—/^|<1. где 

а
Л'=5ир I |/<,,(х—5)\с1Х 

|«к« J 
- «

в пространстве суммируемых функций Ь։(—а.а) можно решать мето
дом последовательных приближений.

В заключение отметим, что остальные неизвестные определяются 
таким же образом, как и в §2.
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ՀԱՅԱՍՏԱՆԻ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԱԳԱՅԻՆ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ
ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ ПАУК АРМЕНИИ 

ւրւ.խս,ն1,1ւա -18. № I. 1995 Механика

О ВЛИЯНИИ НАЧАЛЬНОГО НАПРЯЖЕНИЯ НА СТАТИЧЕСКУЮ 
УСТОЙЧИВОСТЬ ПРЯМОУГОЛЬНОЙ ТОКОНЕСУЩЕЙ 

ПЛАСТИНКИ
ВАРДАНЯН Л В

I վ, ՎԱ|'ԴԱՆ31ւ>.շոIIԱՆՔԱԿԻ!1 ՈՒՂՂԱՆԿՅՈՒՆ ՍԱԼԻ ՍՏԱՏԻԿ ԿԱՅՈՒՆՈՒԹՅԱՆ ՎՐԱ 
11ԿՋԻՆԱԿԱՆ ԼԱՐՎԱԾՈՒԹՅԱՆ Ա*ԼԴԵՏՈՒԹՅԱՆ ՄԱՍԻՆ

Ուսումնասիրվում !։ Հ ո ս ան pin կի ր ուղղանկյուն սալի ստատիկ կայունու

թյան վրա սկղրն ա կան լարված ային վիճակի աղղ ե y ու թ յ ունր:
Տարրեր եղրային ւղ ա յմ աննե ր ում ստացված են էլեկտրական հոսանրի 

խտու քքյտն կրիտիկական արմ ձ բներր:
Sntjy է տրված, որ սկղրնակտն լարված ա յին վիճակի Հաշվի աոնելր 

բերում է Էլեկտ րակտն Հոսանրի խտության մինիմալ կրիտիկական արմերի 
աննշան փորրացման։

1. V VARDANIAN

ABOUT THE INITIAL STRESSES INFLUENCE ON STATIC 
STABILITY OF THE RECTANGULAR CURRENT-CARRING PLATE

В настоящей работе рассматривается влияние начального напряженного 
состояния на статическую устойчивость прямоугольной токонесущей пластинки 
При различных условиях найдены критические значения плотности тока.

I (оказано, что учет начального напряженного состояния приводит к не
значительному снижению минимальной критической плотности тока, при ко
торой пластинка теряет устойчивость.

I. Пусть упругая электропроводящая прямоугольная пластинка 
толщиной 2/։. шириной а и длиной Ъ расположена в декартовой сис
теме координат (Х|. л'2. хз) так. что срединная плоскость пластинки 
совпадает с координатной плоскостью (Х|0Хг).

В пластинке по направлению 0х։ распределенный электрический 
ток плотностью Л».

Для начального напряженного состояния пластинки, обусловлен
ного сторонним током, принимается следующий модельный вариант:

mJ֊»0 при х։—±оо
Օշշ-*0 при х,֊>|Ёро

Тогда получим

4 Известия НАН Армении, Механика, № I
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,’2-0

^=0
2г
ся

(1.1)

где \’з—поперечный коэффициент Пуассона.
Полагая, что вследствие возмущения пластинки возмущение маг

нитного поля является малым, получаем следующее уравнение магни
тостатики [1].

д'Ь , д'Н , д'Л 
вх] " ох‘. + ~и (1.2)

Задача рассматривается в рамках гипотезы Кирхгофа.
При малых упругих деформациях [3] условие непротекання то

ка приводит к следующим граничным условиям:

Л,«=---  ./0ИУ к ри Л,—-г Л (1.3)

Согласно (1.1) для рассмотрения задачи устойчивости токонесущей 
пластинки приходим к следующему исходному уравнению возмущен
ного состояния пластинки [2]:

2/:Л»
3(1--’)

£4 Г
с .) дх1 

~/1

Д’ау 4

8аЛ /2 I , Л։ /Л’> <?* . д2и)\ I Л
֊— 4  ( —֊ Дк՛֊^- ,--3 —■>) =0
с՝ | з \ 5 ЛЧ <*-ч ох\) I (1.4)

2. Рассмотрим задачу, когда прямоугольная пластинка шарнир
но закреплена по всему контуру

гс’«О, . ֊--■ 0 при Д^=0, х^Ь

д*и> да=0, у^=0 при .г,- 0. х,-֊а (2.1)

Тогда, решения уравнений (1.2) и (1.4). удовлетворяющие граничным 
условиям (1.3). (2.1), представляются следующим образом:

ф= 2 2 И'„л51п։тх1я1пРлх։, —-
т—1л—։

Л.— 2 2 ^л,„(х1)$1п։тл',51пЗ„л-,. 
п —1п—I

(2.2)

Подставляя /ь из (2.2) в (1.2) и (1.3), приходим к следующим 
уравнениям и граничным условиям для определения функции gmn(x3Y. 
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0. 1 „ ( ± 4 | = ^ , * «  я (23.)

ГДе А5тв а т  +  Р2*

Реш ая (2.3), найдем

* „ . ( * , ) =  -  (2.4)
с сЬ(/гтлЛ)

Подставляя (2.4) в (2.2), найдем Лг, и затем определим компо
ненты Ль Лз возмущенного магнитного поля.

П редполагая получим следующее приближенное пред
ставление для интеграла, входящего в (1.4):

Г дп* ;  8"ЛЗ / , 2** . .  \  / 0 с,
Г Ж ^ ՜ ՜ З г Ч ^  +  Т Д ш )  (2 '51

- Л

Подставляя гу из (2.2) в уравнение (1.4), с учетом (2.5) получим 
уравнение, с помощью которого может быть определено значение кри
тической плотности тока.

2£Л3 . .  I Л’К  4Л4А< V, /  \  1 ч
----------- Ь\пп—Ртп 1-------— +  - ___ Н_________( 1 -1------------- —  ) = 0  2.6
3( 1—V3) отя у  | 1 з  +  15 +  3 V ^  5 / ]

4^/» _ 
где Р ™ = — -1\та

Если пренебречь членами порядка Л4Л^л, то для определения ми
нимальной критической плотности электрического тока, при которой 
пластинка теряет устойчивость, получим

„ 2ЕНЗ М ( ,  (2  7)
Л 1 = з н - / )  4 ' ՜  +  — )  (2 ' 7)

Формула (2.7) показывает, что учет начального напряженного 
состояния (третий член в скобке) приводит к незначительному сниже
нию минимальной критической плотности тока.

3. Допустим, что пластинка шарнирно закреплена по длине и по
движно защ емлена по ширине

д*Т£)
® = 0 , = 0  при * - 0 ,  Ху - Ь

— ■=°. Щ = °  ПРИ *1—0. х ,= а  (3 .1 )

Тогда, решения уравнений (1.2) и (1.4), удовлетворяющие граничным
условиям (1.3), (3,1), представляются следующим образом:
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* л' /71т?
*£՛—/ / 2  2  •а>шл51па,н* 1С08ВлЛ-„ 7 .„ ,=  —

А ,=  У  У  г™ «^з)з '|^ .„х ,с053пл 2, ֊ 3 „ =  —  (3.2)
т - | " |  О

Здесь, как и во втором пункте, находим ту критическую плотность 
электрического тока, при которой пластинка теряет устойчивость. Эта 
плотность такж е определяется формулой (2.7).

4. Если пренебречь членами порядка то из (2.6) с учетом
(2.2) получим следующее модельное уравнение для  рассмотрения за 
дачи устойчивости токонесущей пластинки:

г щ  / Л 1 —  д г т \  I

■ ф + 7 и - , ! ^ ) г °
(4 1 )

.. 2Е/13 4-Л ,,где О — ----------- , р — ------
3(1-—*) с1 0

Рассмотрим случай, когда пластинка шарнирно закреплена по 
длине края, а по ширине ж естко защ емлена:

■ш=0, 4 ֊^  = 0  при х .= 0 ,  х . — Ь
д х- Г

(4.2)

= 0  при ^ = 0 ,  х г—а
ё х г

Представим решения уравнения (4.1), удовлетворяю щ ие гранич
ным условиям (4.2), в виде

№ гв>т (.я^Ы паж.х, (4.3)

Подставляя (4.3) в (4 .1), получим следующие уравнения и гра 
ничные условия для определения®,„(л'г):

й 'ю т /  ,  , pH' \д'тит I , р  /  Л2а2 V \  |
-щ - ~  ( 2а5.т §17 + I ~о\}+  ) р™=0 (4-4)

■г<У//(= 0 ,  —^ 2  = 0 ,  при А'г= 0 ,  х .= Ь  (4.5)
с1х2

При закреплении пластинки по ширине, два корня, выведенного 
из (4.4) характеристического уравнения, являю тся мнимыми [4]. 
Следовательно, получим общие решения уравнения (4.4) в виде:

^ т ( х 2) = С^ЫчЛ:,-*- Са8Ь/.1.¥9+СзС08)-| * |  +  С481П>>| .*|  (4.6)

где > _  Л /  2 Р*1՝  . г /  Р (  «У * р к ՝ \

(4.7)
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Пользуясь граничными условиями (4.5) из (4.6). находим

(у1Ь.г А^уХу^У г-л'1Ьл)«0 (4.8)

где

Из (4.7) имеем

л*-4 у’
а2 Л’ р/։4
-у— (!-՛.,); 37)О

у’=т(’”+ рН' \ 
60 /

(4.9)

Пользуясь уравнениями (4.8) и (4.9). определим критическую 
плотность электрического тока.

5. Предположим что.

₽«֊£(֊■)’ (51)Лчг \ Ь /

Тогда, из (4.8) и (4.9) получим

. -*£) /та \։(т)
у!йу 4 хИгх—О, А*—у’— (5.2)

В (5.2)

Согласно [4], при Ь та=0,662 получаем Л'=6.97. Тогда, для мини- 
мального критического тока, при котором пластинка теряет устойчи
вость. получим

РкР“ 15.89 
<։*

При принятом допущении (5.1) имеем

— 0.296 
а

(5.4)

(5.5)

Условие (5.5) приемлемо в теории пластин и поэтому условие (5.1) 
вполне оправдано.
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ՀԱՅԱՍՏԱՆԻ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԶԳԱՅԻՆ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ
ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ

4К, ,\'։ I. IJXK» Мех,шика

ОБ УПРАВЛЯЕМОМ ДВИЖЕНИИ УПРУГОГО 
КОСМ 11Ч ЕС КОГО A11 ПА РАТ

ГУКАСЯН Л. A. յ
II. II 4Ո|.1|ՈԱՏԱՆԱՌԱՁԳԱԿԱՆ ՏԻԵԶԵՐԱԿԱՆ 11ԱՐՐԻ ՂԵԿԱՎԱՐՎՈՂ ՇԱՐԺՄԱՆ ՄԱՍԻՆ

( A^M>b վահաններ»։/ արեգակնային Jսքտ կոցն երով տիե
զերական »արրի պտտական շարմ>ւ։մրւ

հ1ք"ւն վաՀաններր մոդելավորված են որպե» աոաձդական »ալեր։ Որոշ, 
ված .*,b »ալերի „/nwA^wj^iuL տատսյնումների կասեցման օպտիմալ դեկա- 
վարման խնդիրր,

ON CONTROLLED MOTION ОГ AN ELASTIC COSMIC APPARATUS
A. A COOKAMAN

В p։<- ч .кс.тедует, •։ «piuui. w ■ то ■*։»>֊< .'IKЛ .■ гибкими ч ni wun 
солнечны» батарей кот՛ ;՝т -- նն ,-iipvnn < как упруг», if.՛,типи Опрсдг.м 
ни упругие млебэнпч патсти» и нссл<'.т»։н.1 laxan.i hctiim.i ц.ппго упраптеним 
•: гашсикем колебали • п конце процесс».

I Описание механической системы Рассматривается управляе
мые движения летательного кос мн чес кого аппарат л (ЯКА), представ
ляющего собой основное твердое тело I (фиг I) с двумя парами гиб
ких панелей солнечных батарей 2 5 Предполагается, что солнечные 
батареи есть изотропные прямоугольные пластины одинаковых раз
меров (а. п) Они жестко скреплены с основным телом Пластины 
имеют постоянную толщину It и характеризуются цилиндрической 
жесткостью на изгиб D и плотностью р. для которых имеет место гипо
теза иедеформнруемых нормален [I] Колебательные движения про- 
исходят и вертикальной плоскости YO7. Считается, что управление 
осуществляется моментом сил АЦП. приложенным к основному телу 
и создаваемым ракетными двигателями. Поскольку рассматриваются 
движения тела вокруг продольной осн. го солнечные батареи п каж- 
той паре при определенных начальных условиях будут совершать 

лптнеимметричные колебания, и можно ограничиться рассмотрением 
динамики только одной батареи 2. а эффект воздействия ее па основ
ное тело умножить на четыре [2J

Радиус-вектор точек пластины 2 относительно точки <Г обозначим 
через
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/?(/.л.у) =- /?0(/.х.у)+ »(։ ,х.у) (1.1)

где К0Ц,х,у)—вектор состояния иедеформированной пластины относи

тельно точки О';«’(/,х,у)—вектор упругих поперечных смешений то
чек срединной плоскости пластины в момент времени /.

Векторы 7?о и ю в инерциальной системе координат ОХУ 2 имеют 
следующие координатные представления: 

я0(/,х.у)= (у 4-г)со5?
(У /■)։1п<р

0

«>(/.Х.у)С08?
(1.2)»(/.х,у)-

где ф—угол между плоскостью ХОУ и плоскостью .Х'О' У' (ось О'»" 
является касательной к срединной поверхности деформируемой плас
тины), г—расстояние от продольной оси ОХ до линии прикрепления 
пластины.

Кинетическая энергия ЛКА состоит из кинетической энергии вра
щательного движения основного жесткого тела и кинетической энер
гии колебательных движений прямоугольных пластин

к~ [[|м.х,у)|ма (1.3)

где ./—момент инерции основного тела относительно оси ОХ. <(Й—эле
мент площади срединной плоскости пластины.
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Потенциальная энергия упругой деформации пластин имеет вил 
"’гоМ>♦»'-«՛ -->1Э - шли ՛՛ ՝> 

и

Здесь £)==£6։/12(!—•*)’, £՜—модуль упругости материала, /—коэффици
ент Пуассона.

Исследования проводятся в рамках линейной теории упругости, 
где имеют место следующие предположения: упругое поперечное смеше
ние пластин мало по сравнению с линейными размерами (тах|«/(/,х,у)|: 
:пНп(а,д)~е), а цилиндрическая жесткость на изгиб велика (О~г։, 
1<1) Предполагается также, что повороты пластины как целого во
круг оси ОХ конечные (?—-!), а отношение времени движения (по
ворота) к максимальному периоду собственных упругих колебаний 
пластин имеет порядок Т/То—Из этих предположений следует 
также, что ср—е1/2 и (3, 4].

2. Уравнения колебательных движений пластин Л КА. Из вариа
ционного принципа механики получим линейное интегро-дифферен
циальное уравнение движения

4-4рЛ у^(у+г)[։(у4-г)+®(/.х,у)|<<2=Л։ (2.1)

2

н уравнения упругих колебаний пластин ЛКА

^(6х,у)+ — Д’®(/-х,у) = -(у-гг)? (2.2)
РЛ

с граничными условиями

®(Г,х,0)=0. ^£1X11_0
<?у |,_о

Ж+,_^.)=0. (-^+(2-,)Д-1-0

\ ду* дх* /у-а | ду* дх9ду]у~а
(23)

\ дх' ду՝ Л-5.с I дх1 Йхду1 Ь_о.։

, / а1 д՝ \где Д=( — г — 
\дх" ду'/

Согласованные с краевыми условиями (2.3), начальные условия зада
чи представим в виде

(24) 
то(/о,л-,у)=л։(х.у), «՛(/„, Х.у)=/-‘,(х, у)
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3. Решение краевой задачи (2.2)—(2.4). Решение уравнения (2.2) 
с заданной правой частью представим в виде ряда по собственным 
формам однородной краевой задачи [I]

ы'(/,л-,у)= V 5ия(/)Хт(х)Г,(у) (3 1)

Функции Хт(х) и К„(у) представляют собой собственные формы 
колебаний однородных балок. Х11։(х) удовлетворяет краевым условиям 
балки со свободными краями, а К«(у)—краевым условиям для балки, 
жестко заделанной на конце //=0 и со свободным краевым концом 
у=а.

Подставляя (3.1) в уравнение (2.2) и учитывая условие ортого
нальности

о

о

получим бесконечную систему обыкновенных дифференциальных урав
нении [5]:

$тл(0 ^й։Л®тл(Оят<^я’я| Н (3.2)

где

с„п ■ ^л;(х)^;(у)хт(^)г„(у)</й

С

ф-4'1= ֊ [((у+г)Х„(х)Г.(у)</Й

а
/т и г п определяются из следующих трансцендентных уравнений: 

сЬ'т^СОЗ'тЛ 1 - 0 

51йя«81п/.яа4-1 -0

Общее решение уравнения (3.2) имеет вид
г

(։»,«(С=г!,,„։1п^/֊1֊г’т„со5А’,лН — I ,3.3)
тп . 1

Постоянные с* и с2 определяются из начальных условий (2.4) для т п т п г
то, «՛.
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Следовательно, упругие колебания пластин Л КА во время движе
ния определяются выражением

V ՛ | с)„п51п<։^«+<:’лсо։4’„< +

(3.4)

+ 4֊ |Ф-Г|51пАЦ'֊^)^ к„(л-)Гл(у) 
<тп - Iг*

В задаче кинематического управления ЛКА. когда задан закон 
изменения угла поворота (? = <?(/)) основного тела как функции вре
мени, после определения упругих смешений пластин, можно, подстав
ляя (3.4) в (2.1) с помощью квадратур по х и у. определить тот управ
ляющий момент сил М(/), который необходим для реализации задан
ного (не колебательного) движения для упругой модели ЛКА [3,4] 
Это—прямая задача динамики При таком подходе управлением яв
ляется угловое ускорение основного тела ЛКА -«(/), которое дает 
решение задачи Ниже для определенности приближенно исследуется 
задача оптимального кинематического управления поворотом ЛКА на 
заданный угол с гашением упругих колебаний пластин в копие про
цесса управления.

4. Задача оптимального управления ЛКА. Требуется за заданное 
время Т привести ЛКА из начального состояния (2.4) в заданное ко
нечное состояние с гашением упругих колебаний в конце процесса 
управления:

?(Л=?Т’ 4(7')=и»т« «’(7',х,у)=а/(Т,л-.у)=0 (4.1)

и минимизировать функционал Ф[п], характеризующий качество управ
ления. Для определенности в качестве критерия оптимальности возь
мем квадратический функционал

г
Ф[и|« | и(0=?(0 (4.2)

3 и^1՛

После решения краевой задачи (2.2) — (2.4) задачу оптимального 
управления (4.1), (4.2) можно записать в виде

Г '
'?(/)=ф°4-ш°/4- и>(/)—ш°4- ['//(■:)(/'

'5(/в) = Сг°, Ц>() = Ш°, (р(Т)=фТ։ ф(/)=цТ (4.3)

Ошя(Г)«еЛЯ(Т)=-0, Ф[«ЬтШ

«..= 4^- |՝|(у+г)А'Дл)Л(у)<(2
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Решение задачи оптимального управления движением в конечно- 
модовом приближении: «=1. 2, .... /V; т=1. 2...... Л1 Л КА с гашением
упругих колебании пластин существует, если среди А’ , нет двух оди
наковых. что далее и предполагается [6]

Задачи оптимального управления (4.1) —(4.3) приводятся к ре
шению следующей проблемы моментов [7]:

г т

о о
Г 1

֊ty.it |в(Осо»*£.(Г-4)Л.=е’и,

О <1
(4.4)

Ф|м|—гпш (/и = 0) 
где

Г։хж«Л— ц)°, <?*=©' -'5°—<о°7

=( т+О1"*™ Д)/0-՞4™

И/пп” ^тпЧтп

И“!, 2......... М\ П= 1, 2......... Д'.

Применяя принцип максимума к счетной системе (4.4). решение 
ищем в виде [4]

֊ +■ В, +■ V ( 4т„а1п*^Г!-Л„,со5*’1я/) (4.5)
• т.п — 1

г/(/) строится разложениями (или последовательными приближения
ми) по степеням малого параметра 1? 7՜ /7(/о~ 1) Нулевое прибли
жение и^а) с абсолютной погрешностью О(е1/2) определяет оптималь
ный поворот абсолютной жесткой модели Л КА и имеет вид

н°(/)=А<'1’ Д(0»в5(0> «о? гр 1 ? тп и/п (4.6)

где

д<01= — (с'~ -с1?՝)

(/?(/)-֊։.
В следующем приближении А. и с абсолютной погрешностью 

О(е2) определяются согласно (4.4). после подстановки (4.6):

— V Ь>'> ֊1֊ (1 СО5*> Т)|-(-

т՝ 1 I "՛" I

(>0



ШI *' г ■ <. I :
T т.п՛ I i | Ммп I 

ВУ / s i 11 k in п 'Г 
si? mn

где

(1.7)

i(7֊'C
л-"=т(/ТТ 

b
I

*՛„՛’- _г(тЬ֊.l“°(z>^»zrf')
Аналогично строятся последующие приближения Л,. В- и Атп, Втп. 

Доказательство сходимости рядов и справедливости оценок можно 
получить стандартным образом [8]. Более точные вычисления неоправ- 
даны, гак как система (2.1) (2.3) является приближенной: в иен от
брошены члены О(в2).

Физический смысл полученного результата заключается в том. чго 
малые и плавные управляющие, воздействуя, вызывют малые упругие 
•олебаиия, влияние которых на управление относительно мало /е՜ 
Нужно отметить также, что в связи с техническими требованиями к 
задаче управления и к физико-механическим характеристкам плас
тин, можно упростить исходную задачу, то есть ограничиться гашением 
главной или нескольких мод упругих колебании пластин в конце про
цесса управления.

Требуемое значение управляющего момента сил Л1(0 вычисляет
ся квадратурой при помощи выражений (2.1):

IV <Ук<^0) -
.4 ^у1 I

5. Колебательное движение Л КА с учетом сопротивления среды. 
Пусть во время движения Л КА на систему действует сила сопротив
ления среды пропорционально скорости движения

^(/Л.у)= -pv(/.x,y)

где р—коэффициент пропорциональности, v(t, х, у)֊-скорость движе
ния точек срединной плоскости пластин.

Диссипативная функция Рэлея н обобщенные силы сопротивления
имеют следующий вид:
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—I (у ՛2(у^)?«՛]
21

₽|(У Ь'՜)*'? I (у+'-)ю|

<?։=-?Й+(У г)?1

В рассматриваемом случае интегро-дифферепциальиое уравнение 
движения ЛКА и уравнение упругих колебаний пластин являются

■!֊ • ։?-'■՛ | | (у г){(у ■ , 'Я(у + г)э-(-«1(/,л’,у)|;</й=Л4|Г) (5 I)

«('.-?.УН ?»(/,х,у)-|- — Д’а>(/,х,у)= —(у ■ г)(<? + 3») (5 2)
рЛ

с граш.... .. и началы1ыми.условнями (2.3), (2.4).
Краевая задача (5.2). (2.3) решаются по методике, изложенной 

в п. 3.
Для коэффициентов бт.,(/) получим следующее дифференциаль

ное уравнение:

^и։п(О4"2) м/»5тп(г) А*(чОтя(г)я«ф^п[/] (5.3)
где

ф^1'1 = -^ 1՝С(у+г)\„(л-)Г„(у)</0. а 2Ля..-₽/«|?| 
п՝ т ч)2

Решение уравнения (5.3) при заданных Ф^я|/| и при
(малое сопротивление) имеет вид

^»(0“ехр(-^я/)Готл(/։)со5А?„/ (- х

I
(5.4)

I
+ 77՜ |ф:яя|-|е-'Р1-А'тя(/—|)|5)н^я(/-1)</г 

' тп՝'

где А«.п=(А;,,- '•"я)1'2—круговая частота колебаний, Т* = шах2л/(4-;д — 
֊^„(‘"-максимальный период затухающих колебаний (максимум 

берется по т и л).
При больших силах сопротивления, то есть при 1^г,1п^Ь,пг, реше

ние уравнения (5.3) имеет вид

(О=ехр(-Л',яя/)(с' сйг/аГ^Л^՜) г с;՛ я։М/Л/2-А2 я ■)-

+ |ф^1Чехр(-№и/-т))ьЬ/Л/7^;(/-т)^

(Л'тп>ктп) (5.5)
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6;,„(0=е.хр(֊^т„/)(^1Л+^„1)+р1>^[-|е։։р(֊Ля,л(/֊-))(<--)</֊

( ‘V тп = ктп) (5.6)

где с)п/) и определяются из начальных условий.
После определения поведения пластин во время вращения ЛКЛ 

в сопротивляющейся среде при заданном законе изменения угла по
ворота (| (О и коэффициенте сопротивления |' можно, подставляя (3.1), 
(5.4) — (5.6) в (5.1), с помощью квадратур по .у и у, определить тот 
управляющий момент М(О. который необходим для реализации за
данного движения для упругой модели ЛКА. Однако задача об опти
мальном управлении ЯКА в сопротивляющейся среде подлежи। даль
нейшему исследованию.

Л И Т Е Р АТУРА

1 Бабаков И. М. Теория колебаний.—М Наука. 1968 559 с
՛.’ Дегтярев Г. Л., Сиразетдинов Т К. Теоретически-՛ основы оптимального управ

ления упругими космическими аппаратами —М Машиностроение, 1986 204 с
3 Чсрноусько Ф. Л. Динамика систем с упругими элементами большой жесткости. 

Нзв ЛИ СССР. МТТ. 1983, № 4. с. 101-113.
4 Акуленко Л. Д., Гукасян А А. Управление плоскими движениями упругого звена 

манипулятора —МТТ. 1983, №5, с. 33—47.
5 . Гукасян Л. А.. Саркисян С. В. О колебательном движении прямоугольной плас

тинки.- Из». АН Лрм. ССР. Механика, 1990, № -I. с 13 23
6 Чсрноусько Ф. Л.. Лкурснко Л. Д., Соколев Б. II Управление колебаниями М. 

Наука. 1980 382 с
7 Бутковскнн Л. Г Методы управления системами - распределенными параметра

ми.— М . Наука. 1975. 568 <•
8 . Канторович Л. В.. Акилов Г II. Функциональный анализ М Наука. 1977 7-12 с.

Ереванский 
государственный университет

Поступила в редакцию
16.03.1992

63



2U3u.usu.bb «штьтьъъьрь и.ця-и.зьъ ичиль։гьи.зь зьчьчильр
ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ֊

irbj.nnbiJ/u, 18. № I. 1995 Мех:։ пика
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ДИСПЕРСИОННОМ И ТЕПЛОПРОВОДЯЩЕМ 
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A Cl BAGDOEV. A V SHEKOYAN

NON I INEAR WAVE BEAMS IN THE VISCOELASTIC DISPERSIVE 
AND THERMOCONDI CT1NG PIEZODIELECTRIC LAYER

Изучено распространенно и отражение от свободной поверхности нелиней
ного гауссовского пучка в вязком дисперсном и тенлопроволяшсм пьезодн- 
электрическом слое, который находится в постоянном электрическом иоле и 
прел в а р и тел ьно деформ и ров а и

Для у 1кнх пучков найдены аналитические решения. Показано, что падаю
щие и отраженные пучки распространяются симметрично Найдено резонанс
ное еслоиис, ограничивающее толщину слоя

В настоящее время опубликованы несколько статей, изучающих 
распространение квази монохроматической волны в диссипативных 
дисперсионных пьезодиэлектриках [1.2]. В этих работах изучено распро
странение нелинейного пучка упругой волны в бесконечной пьезоди
элек грнческой среде. Такая постановка дает возможность изучать не
которые особенности самой волны с учетом свойств среды и внешних 
факторов. Однако бесконечная среда на практике редко осуществляется

В различных акустических приборах, резонаторах, интерферомет
рах упругая волна распространяется в слое пьезодиэлектрической 
среды. В гаком слое волна генерируется в одной плоскости, распро
страняется до другой границы, которая обычно бывает свободной 
поверхностью, оттуда часть волны отражается, распространяясь в 
обратном направлении, а другая часть преломляется, переходя в дру
гую среду.
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В линейном приближении достаточно изучены законы отражения 
и преломления упругих воли от свободной границы [3. I] Особен
ности отражения нелинейных волновых пучков изучены очень мало 
из-за математических трудностей В этом плане нам известны только 
две работы [5, 14]. Часто в указанных приборах используют ультра
звуковую волну большой интенсивности, которая распространяется в 
виде пучка. Поэтому представляет практический интерес рассмотреть 
’акую задачу, которая описывается ниже.

I. Постановка задачи. Предполагается, что пьезодиэлектрик нахо
дится между двумя плоскостями, го есть имеется слой. Координатная 
система х։. х2, х3 выбрана таким образом, чтобы плоскость х3 = 0 сов 
падала с одной из плоскостей, ограничивающих пьезодиэлектрик. 
Пьезодиэлектрик принадлежит гексагональным или тетрагональным 
сингониям с симметрией о////?/ или 4mm Ось шестой пли четвертой 
степени симметрии направлена по оси ох3. Предполагается, что дру
гая плоскость, ограничивающая пьезодиэлектрик, есть х3 = /, где за
даны продольные перемещения в виде гауссового пучка. Они созда
ют пучок нелинейной квазимонохроматической. квазипродольной 
волны, который распространяется вдоль оси Л’з в направлении к плос
кости х3 = 0. Ось л'з направлена в обратную сторону распространения 
волны. Предполагается, что плоскость х3=0 свободная, так что напря
жения на ней равны нулю.

Предполагается, что пьезоднэлектрик находится во внешнем по
стоянном электрическом поле /:£, направленном по осн симметрии, 
которое создает в среде постоянные напряжения или постоянные де
формации.

Уравнения движения в проекции на оси х։. х2 берутся линейны
ми. поэтому указанные постоянные деформации в уравнения возму
щений не войдут. Что касается уравнения в проекции на ось х3, то в 
пего войдут нелинейные члены, наибольшие по порядку слагаемые, 

содержащие 112. 13|.
<7A'j

Предполагается, что среда однородная, но в пей есть маленькие 
неоднородности типа шариков. Концентрация шариков р мала. Разме
ры неоднородностей меньше характерной длины волны. В ультразву
ковом диапазоне это приводит к очень малым размерам шариков, 
соизмеримым с размерами примесей, которые всегда существуют в 
ле очень чистых кристаллах. Размеры шариков гораздо меньше дли
ны волны, тогда шарики под действием упругой волны, как внешней 
силы, колеблются вокруг точек, в которых они находились до распро
странения упругой волны. В результате, упругая волна распространя
ется с малой дисперсией и дополнительной малой диссипацией.

Аналогичная модель для композитной среды описана в книге [7] 
В нашем случае эта модель обобщается для среды с пьезосвойствами.

Нелинейная интенсивная упругая волна сильно поглощается, 
поэтому, в объеме занимаемой волны среда нагревается. Следователь-

5 Известия НАИ Армелин, Механика. № I
65



ио, следует учитывать тепловые эффекты. Они малы и нелинейные 
термические эффекты пренебрегаются.

Уравнения, описывающие поведение нелинейной волны в пьезо
диэлектриках с вышеуказанными условиями, состоят из системы 
уравнений Максвелла, уравнений теории упругости, колебания шарп-
ков и уравнения теплопроводности. Уравнения этой системы 
варителыю упрощаются метолом, описанным в статьях [1.6, 
В итоге они принимают следующий вид:

пред-
12. 13]

д'и,
6. --------- -

дГ-

д'и, 
Ь, ------- — =

д։՝

д'и, д'и, дЕ
т Ь с« л 2 «и ~дх,дх, дх, дх,

д'и, д'и. , дЕ. 
дх.дх, “ ^<5 ' дх,

<)/■:. 
՝ дх, 

дЕ, 
дх.

дО
1 дх, 

д') 
дх.

(1.21

.дх,

0։ИЭ

дх, \ах,

дЕ,\ дЕ, ..дЕ
дх./ дх, дх.

он, д'и, 
дх, >’-'з

о г

д'ч, до

+2? — (и. -и,)т Й-’(«„ «,)=0. 
о/1 01

(1.3)

дЕ, 
дх, 

дЕ, 
дх,

<■=0

В-0
дх,

(1.51

(1-6)

дЕ, дЕ, 
дх, дх. 2

. дЕ, 
дх,

+ д
д'и, 
Ат- + («зз-'зз)

дЕ, ди, 
дх, дх,

«зА
д'и,

=0 (1-7)

дО , , д'и, 0'0
д։ ' С д/д7,՜'՛ дх' (1.81

где <э> с03 - (Зс։з֊гСпз)-- , е3з=»£п 4֊азл — , сп — сп~г ('и՝ Р1 и Р1 ~~
ах3 дх3

плотности среды и шарика, сч, С^ц, ещ, а{/,. чл, соответственно, 
модули линейной и нелинейной упругости, пьезомодуль, тензоры ди
электрической проницаемости, электрострикции козфиниентов вязкос
ти и термнчности, с — теплоемкость единицы объема среды, / коэф
фициент температуропроводности, в=Г0 Т, Т начальная однородная, 

д
а 7'0֊текущая температура среды, Ь=е„-֊и„Е°л, '(2ы'։-1 
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+1 )(2то’Ч-112"=9,'.,р;р|к*/~2(2»։ + I) ՛. «'֊г»»,-1; г>, -^—соответствен
но. линейные скорости продольной и поперечной упругой волны, /0— 
— радиус шарика, компоненты вектора смещения, ^—компоненты 
вектора электрического напряжения, «„—смещен-е шарика, Лц = 
д' .

дх\ + Ох‘. '

В уравнениях (1.3) и (1.7) учтены упругая, геометрическая, элек- 
троупругая к электрическая нелинейности. В уравнениях (1.3) и (1.7) 

ди ’ ди“
множители 1 -j— заменены единицей в силу малости 3—. При

ох3 ох3
выводе уравнений (1.1)-(1.7) используется система лагранжевых пе
ремен. Основной по порядку величины является компонента скорости

и электрического поля вдоль оси х3. Из ^=0 /=1, 2, 3, по

ла । а я

3.

d«® _ . о ,.и . <?«®_1=0, I, /т=3, получится cj=c3։e"։ __L.

Вывод уравнений коротких волн. Волна. которая генери
руется в плоскости х3=/, распространяется до свободной по
верхности .v3 = 0 и отражается Таким образом, в пьезодиэлектрике су
ществуют два волновых поля —падающее и отраженное.

Все функции в системе уравнений (1.1) ֊֊(1.7) будут представ
лены в виде сумм двух величии, из которых однократно штрихован
ная соответствует падающей волне, а другая—двукратно штрихован
ная—отраженной. Легко видеть, что все линейные уравнения будут 
расщеплены на два новых независимых уравнения для падающей и 
отраженной волны. Согласно работам [8. 9. 10. 11] нелинейные урав
нения в первом приближении также можно расщепить на 2 новых 
нелинейных независимых уравнения. Таким образом, получаются две 
новые независимые системы уравнений типа (1.1) (1.8) для падаю
щей и отраженной волны. Это означает, что в среде образованы два 
независимых нелинейных волновых пучка, распространяющихся друг 
против друга По закону суперпозиции они налагаю гея, создавая не
линейные стоячие волны. Пучки падающих н отраженных волн влия
ют друг на друга через граничные условия.

В систему уравнений с однократно штрихованными функциями 

введем новую координату ф-— . где '= -х3ъ~1, V — линейная
V

скорость волны, имеющая следующий вил:

Упрощая эту систему дифференциальных уравнений обычной 
процедурой, как в статьях [1. 2, 6]. и исключая последовательно 

ди3 
функции для величины получится следующее уравнение

коротких волн:
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пне уравнения (3.2) можно искать в виде квазнмонохроматической 
полны, имеющей следующий вид:

4՜ <“> + ■-)'!

(4 О 
Л .’('12./)ехр|2։։*| .֊-2(/ш ։ >)/] к.с.

где х—основная частота; о>—прекращение частоты за счет малых 
тсперснй; Л։.:, /?, .• медленно меняющиеся амплитуды первой и вто
рой гармоник; у—коэффициент поглощения.

Вычисляя производные от (4.1), подставляя в (3.2), приравни
вая к нулю коэффициенты у экспонент первой и второй гармоник, 
можно получить уравнения для Ац, В\ •>.

Считается, что основной по порядку в (4.1) являются Л։д, а В\.т- 
малые более высокого порядка, которые появляются за счет нелиней
ностей. Приравнивая к пулю наибольшие по порядку недифференцн- 
руемые члены в уравнении для первой гармоники, получится уравне
ние линейной дисперсии и затухания:

«.г-.УЛг«, /4 2)

При выполнении неравенств <՛•* 1 и ш-'-х. в уравнении для В. < мож
но пренебречь производным, в результате получится алгебраическое 
уравнение. Для изучения падающей и отраженной волны следует ис
пользовать координаты Т| или т2, соответственно. Ясно, что выражения 
(4.2) справедливы для обеих воли.

Уравнение модуляции будет изучено в стационарном случае. В 
этом случае от координат / и переходим к медленной координа- 

д д д
те тогда для падающей волны будет ■—= — =—-. а для отражен- 

д-г д-

ной волны — = — =—— . Однако после ввода координат ' для 
д( д-2 д-

отраженной волны будет — =/-= — и уравнения модуляции для 
дг д-’

отраженных и падающих волн совпадет. Исключая функцию и пос
ле некоторых преобразований коэффициентов с учетом (4.2). уравне
ние модуляции примет следующий вид:

(ь+ ЗЛ» + 2.+ - 1 /.(.4, ;) = Г*։1 | -12««+

+ 24^А^|-'|41д։41։еХр( 2։/) (43)

В уравнении (1.3) для отраженной волны • над » заменить на ■ .
Записывая Д։.2 Л։дехр(/<{>1.2), где «д —эйконал, а </։д—действи

тельная амплитуда, подставляя в уравнение (4.3), отделяя мнимые и 
действительные части и переходя к цилиндрическим координатам, 
получим два уравнения для эйконала и амплитуды
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пне уравнения (3.2) можно искать в виде квазнмонохроматичсской 
волны, имеющей следующий вид:

?1.2= -֊-{Я|.7(-|..'7)ехр[/а^г-(4и*4- >)/|

(4 1)
В .'(-| 2./)ехр|2<ос:։ - 2(/ш • >)г] к.С.

где а—основная частота; ш- прекращение частоты за счет малых 
тсперснй; Л«,:. /9,..—медленно меняющиеся амплитуды первой и вто
рой гармоник; у—коэффициент поглощения.

Вычисляя производные о։ (4.1). подставляя в (3.2). приравни
вая к нулю коэффициенты у экспонент первой и второй гармоник, 
можно получить уравнения для Л։ 2, В\ •_֊.

Считается, что основной по порядку в (4.1) являются Д։..֊, а 
малые более высокого порядка, которые появляются за счет нелиней
ностей. Приравнивая к пулю наибольшие по порядку недифференни- 
руемые члены в уравнении для первой гармоники, получится уравне
ние линейной дисперсии и затухания:

։„=_ Уа3р֊։. (4 2)

При выполнении неравенств 1 и ю 7, в уравнении для В. •> мож
но пренебречь производным, в результате получится алгебраическое 
уравнение. Для изучения падающей и отраженной волны следует ис
пользовать координаты Т) или тг. соответственно. Ясно, что выражения 
(4.2) справедливы для обеих волн.

Уравнение модуляции будет щучено в стационарном случае. В 
этом случае от координат / и -։. переходим к медленной координа-

. д д дте -, тогда для падающей волны белот — = — = — . а для отражен
ия д՜

ной волны — = — =-----—. Однако после ввода координат՜'- —" для
д/ д~а д’

отраженной волны будет — = =— и уравнения модуляции для
д։ д’2 д-’

отраженных и падающих волн совпадет. Исключая функцию#«,: и пос
ле некоторых преобразований коэффициентов с учетом (4.2), уравне
ние модуляции примет следующий вид:

( Ь + ЗА'1 + 2<+ _ 1 /.( Л,= Г*»’ | -12«<о֊Ь

+ | “’|Д, ,|*.412ехр( 2 -/) (4.3)

В уравнении (4.3) для отраженной волны - надо заменить на
Записывая Л «.г /Х|..>ехр(гр1.:), где -эйконал, а <п.2—действи

тельная амплитуда, подставляя в уравнение (4.3). отделяя мнимые и 
действительные части и переходя к цилиндрическим координатам, 
получим два уравнения для эйконала и амплитуды.
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Уравнения для эйконала и амплитуды преобразовываются сле
дующими выражениями-

a,.՛ <>i.։/f]exp | — |. (т) -1- /-*/?:.’(■։) (4.4)

где /и—безразмерная ширина пучка, т,.;—набег фазы на осн пучка 
и /Фпеременный радиус кривизны /л. и г,, амплитуды н радиус 
пучка па границах Здесь индекс одни соответствует падающей волне, 
а индекс 2—отраженной Подставляя (4.4) в систему уравнений для 
։i.. и Л|.г обычным образом [4, 2. С>|.получим уравнения для ։։ .

Они имеют следующий вид:

(4-5) 
а-

W =7’0 ֊3=-)/-. 7rj ֊֊֊ + ֊ (4.6)

^L5=W/-> (4.7)
J՜’

где z։=—'.(х-фб/У։*։։՜1), G=|--2£։ 'г;.; '•1*i.?’-'|( 1 —35)՜1

M=4/.,3֊’( 1 ЗЕ) ; I £ , ,i֊'r, »+£,։- 'г,.‘ |

", ֊ Г r։xi-?| 9։։ т +6Ho?v 1 |ехр(2'4)

'=------ , /։ — коэффициент и операторе /-, сточном перед лапласиа-
а

ном Дх.
5. Граничные условия. Из постановки задачи ясно, что должно 

быть два граничных условия. Первое из них задается в плоскости 
Xj»=Z и относится к падающей волне. Предполагается, что в этой 
плоскости задается пучок с гауссовским профилем и выполняются 
следующие условия:

/,(/)=!. -»-г, ։>(,и /֊-Jk-U*;-«,-■(/) ((.I) 
а- ։(|—3:)| 2

Итак, уравнения (4.5) — (4.7) с индексами один у искомых функций 
следует решить с граничными условиями (5 I)

Второе граничное условие задается в плоскости л-։=0. Эта плос
кость предполагается свободной, то есть напряжения о|3 = <т^= 
озз=0. Будем ограничиваться наивысшими порядками в этих уравне
ниях. гак как ограничиваемся изучением пучка квазииродольных 
воли. В наибольших порядках уравнения а1։='а2з=3эз=0 расщепля
ются. то есть отделяются условия, которые относятся к поперечным 
и продольным волнам Напряжения ais. Пгз, Ззз состоят из двух сла
гаемых: постоянных, обусловленных электрическим напряжением ZfJ, 
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и переменных, обусловленных волной. Когда переменные слагаемые 
напряжений -нули (волновой процесс еще нс начался), то постоянные 
слагаемые тоже будут пулями, гак как требуется, чтобы в плоскости 
Vi-0 напряжения были нулями. Тогда в наивысшем порядке урав
нение озз=0 дает

^-=0 (5.2)
дхл

В наивысшем порядке з։։=э>3 0 выполняются автоматически.
ди..

Подставляя в (5.2) а3 и\ • -wj, переходя в выражениях

дп\ О д
и ?а=— от координат -J։ к х3. учитывая ■ = • г՛՜1 '

получится следующее граничное условие:

» — •?- при л3=0 (5-3)

Подставив в уравнениях (5.3) решение (4.1) при т = 0. ограничи
ваясь первой гармоникой, получим А| =—при т=0. Подставим в 
последнем равенстве эйконал иное решение, а потом -соотношения 
(4.4). получим, что з։(0)-з։(0). /։(0)=/9(0). /?։(0)=/?2(0).

Из последних двух равенств при учете выражения (4.6) для 7?i.?
*7/1.2(H) л лнетрудно видеть, что выполняется также ----------- О Окончательно, для

граничных условий в плоскости Л'3=О получатся следующие соотно
шения:

/։(0)=/։(0|, /?,(0)-/?։(О). 5,(0) ’.(О). =0 (5.4)
at

Уравнения (4.5) — (4.7) с индексами два следует решать с гра
ничными условиями (5.4)

Ь. Решения уравнения (4.5)—(4.7). Сперва решим уравнения 
(4.7) и (4 5) с граничными условиями (5.1). Легко проверить, что 
решения имеют следующий вид:

/■(№ Л()-‘^(/-՝* + Л1)-М(Л+Л1) 1 (6.1)

3,=М WGjarclg|(F,4-/M).M-1 ՝[•- — + <F* < -arctg(FAf֊ >'-')|

(6.2)
Условие —’=0 ограничивает значение /. 

dt
Легко найти, что она имеет вид:

l~vF(F* W)I (6.3)

Условие (6.3) есть условие резонанса.
Решения уравнений (4.5) и (4.7) с граничными условиями (5.4) 

имеют следующий вид:
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(6.4)

□։=0՝Л1 ֊ l'-.irclg|.M1'-/,- ’(0)|-'+«,(0), (6.5)

Легко проверить, что при выполнении условия (6.3) существуют ра
венства /1(т)=/а(-'), О1(")=52("')- Эти равенства указывают на сущес
твование симметрии для падающих и отраженных пучков.

Полученные решения (6.1) — (6.5) верны для постоянных коэф
фициентов, что верно в случаях и -4>1. причем в последнем 
случае х։=/а£»0 и решение линейное.

Л И Т Е Р А Т У Р А

I Шекоян Л. В Трехмерны« нелинейные кназимонохроматлчсские волны и пьезо 
диэлектриках с учетом вязкости и теплопроводности.—Изи. АП Арм ССР. Меха
ника. 1982. т 35, № 5, с 27—37

2 . Багдоев Л. Г.. Шекоян А. В. Нелинейные стационарные волны в ньезодиэлектри- 
ках с шариковыми включениями—Изи АН Арм ССР. Механика. 1987. т.40, №5, 
г. 14 23

3 Бреховскнх Л. М. Волны в слоистых средах -М Наука, 1973 426 с
4 Исакович М. А. Общая акустика.—М Наука. 1973 494 с.

> Багдоев А. Г., Шекоян А В. Отражение квазимонохроматнческой нелинейной 
волны от свободной поверхности среды Нзв АП РА. Механика, 1991. г 44 
№1. е 28-35.

6 . Bagdoev A. G. and Shekoyan А. V. Focusing of nonlinear ultrasonic waves tn visous 
Ihcnnoclaslic materials with spherical inclusions —Phy- stat sol (al. 1985, v 89 
P 449-507.
Кристенсен P. Введение в механику композитов - М Мир, 1982 332 с.

8 Hunter J. К.. Keller .1. В. Weakly nonlinear high iregucncy waves - Communications 
on pure and applied mathem. 1983, v, 36. no 5, p 547 -558.

9 . Carbonaro P. High frcguency waves in guasilincar invisid gasodinamiccs.—ZAMP, 
1986 v. 37. no I. p 43-52.

10 Багдоев А. Г.. Шекоян А. В. Трехмерные нелинейные волны в пьезоднэлектри- 
ках и в пьезополупроводннках.—Нзв. АН Арм. ССР. Механика, 1981. т. 34, №4. 
с. 3—15.

II Капер В. В.. Руденко О. В. О распространении ноли конечной амплитуды в акус
тических волноводах -Вестник МГУ Сер фнзич.. астрономия. 1978, т 19. с 78

12 . Багдоев /\ Г., Шекоян А. В. Трехмерны«՛ нелинейные волны в 1н.саодн7лсктрп- 
ках и пезополупроводпиках — 11зв. АН Арм. ССР. Механика. 1981. т 31, №34. 
с 3 15

13 Багдоев А. Г.. Шекоян А. В. Распространение нелинейных квазимбнохроматп- 
՛ t. ких волн в термоупругои линейно-вязкой среде. Нзв АН Арм. ССР. Меха
ника. 1982, т 35. № 4. с. 3 13

14 Шекоян А. В. Отражение гауссовского пучка от свободной поверхности в нели
нейной вязкоупругой «-реде с внутренними осипляинями —В сб Проблемы дина
мики взаимодействия деформируемых сред.—-Ереван, Изд. АН Арм ССР. 1990 
с. 283-287

Институт механики Поступило в редакцию
НАН Армении 14.05.1993

72
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ИЗВЕСТИЯ национальной академии НАУК АРМЕНИИ

Մ1փանի1(ա •18. № I, 1995 Механик;։

упрошенный метод определения характеристик
НАБУХАНИЯ ГЛИНИСТЫХ ГРУНТОВ

МЕСЧЯН С. Р. ЛИРОЯН с. г.

II. Ռ. ՄԻՍՉ311Ն. II. Л Հ1ԼՅՐՈ31ԼՆ

ԿԱՎԱՅԻՆ ԴհՏՆ1ԱՈ'1.1։ՐԻ ՈԻԱՋ1ՎՈԻ ՐՆՈԻԹԱԴՐԻԶՆԵՐԻ ՈՐՈՇՄԱՆ 
ՊԱՐԶԵՑՎԱԾ Ե՚ԼԱՆԱԵ

ՀողւԷածում շարադրված Լ մեկ նմուշի փորձարկում ով կավային ղետնւո- 
Հողերի ուոչեշու րն ու fi ա ւյրի շն ձ րի որոշմ ան ւղ ա րղեJ) վ աձ եղանակ, որր Հիմ֊ 
նրված Լ ղրանց ձևախախտումների երկու աոանձնտՀ աակոլ fi յոլններով' խր֊ 
տարման լրիլք վերականղնում ով հ միևնույն արդյունավետ ճնշումների տակ 
րնլոկան խոնավութ յան ու ղադարիչի տակ նւոխաւղհւէ թրջված ւիորձանմու շ . 
ն երի խ ա ացո। մն երի Հա վ ա и ար ււլ [1յամր լ

Տ. R MESCHYAN. Տ. II. HAIROYAN

SIMPLIFIED METHOD OF DETERMINATION OF CHARACTERISTICS 
OF SWELLING OF CLAY SOILS

В статье изложен упрощенный метод определения .характеристик набуха
ния глинистых грунтов испытанием одного образца, основанного на их двух 
деформационных особенностях -на полной обратимости деформации уплотне
ния и равенства деформации уплотнения образцов природной влажности и 
предварительно замоченного пол арретир при равных значениях эффективного 
давления

Набухание (увеличение объема) при дополнительном увлажне
нии—замачивании является одним из особенностей нормально уплот
ненных и переуплотненных маловлажных глинистых грунтов. Учет 
указанного свойства является обязательным при возведении на на
бухающих грунтах зданий или строительства из них грунтовых соору
жений. Неучет этого явления может привести к большим деформа
циям и авариям сооружений, требующих больших затрат и средств 
для их ликвидации. Известно [I]. например, что в США стоимость 
поврежденных дорог, фундаментов, каналов и водохранилищ за счет 
набухания глинистых грунтов достигает ежегодно 2,3 млрд долларов.

Основными характеристиками набухания глинистых грунтов,опре
деляемых без приложения внешнего уплотняющего давления р. явля
ются [2, 3]:

Е Наибольшая величина относительной компрессионной дефор- 
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мании свободного набухания (։лл..о), равной наибольшей относительной 
деформации объема грунта (0.-...Д;

2. Наибольшая влажность свободного набухания к։Лк. о;
3. Наименьшая плотность свободно набухшего грунта о,~. <>-, и
•I. Давление свободного набухания
Основными характеристиками набухания глинистых грунтов, 

определяемых под действием уплотняющих давлений (нормальных 
напряжений) р по ГОСТу 24143—80 являются: давление набухания 
под нагрузкой относительная деформация набухания г.-,р и ее 
зависимость от р.

Отметим, что все указанные выше характеристики набухания 
грунтов определяются в компрессионных приборах—в условиях от
сутствия бокового расширения образца.

Суть метода ГОСТа 24143—80 (в основу которого положен ме
тод одной кривой [2. 3]) является то, что образцы-близнецы грунта 
в количестве до пяти-семи штук, вырезанные из одного монолита 
(керна), обладающие практически одинаковыми физико-механически
ми свойствами, параллельно обжимаются в компрессионных прибо
рах пол действием различных по величине нормальных напряжений: 
р=(). р:. р: ... рл, замачивают после условной стабилизации деформа
ции уплотнения с фиксацией их деформации набухания. По данным 
испытания образцов строят кривую зависимости деформации уплот
нения напряжения £<-=/■(/?) грунта природной влажности (I) и ана
логичную кривую (2) зависимости /։(р). замоченных и набухших 
образцов По разности координат определяют деформацию набуха
ния пол нагрузками г,а.,г а по пересечению кривой (2) с осью напря
жений р—стандартное давление набухания под нагрузкой о,^.р

Основным недостатком метода ГОСТа является большая трудо
емкость и недостаточная точность определения характеристик набу
хания. обусловленные практической невозможностью вырезки из од
ного монолита (керна) пяти-семи образцов-близнецов, вообще, из 
монолита неоднородного грунта в особенности, невозможность опре
деления весьма важного показателя—давления свободного набухания 
Схк-.о, возможность высыхания образцов природной влажности в про
цессе уплотнения перед замачиванием.

Чтобы исключить указанные недостатки ГОСТа возникла необ
ходимость разработки нового упрощенного метода определения ха
рактеристик пабухаемости испытанием одного образца)*  на основа
нии двух деформационных особенностей набухающих грунтов—обра
тимостью деформации уплотнения образцов природной влажности и 
практически равенство, при равных эффективных напряжениях, де
формаций уплотнения образцов природной влажности и образцов, 
замоченных под арретир [2].

* Метод разработав С. Р Месчяном (Патент Республики Армения от 27 12.1993г 
к։ № 0(1013). опыты иол его руководством выполнены С Г Айрояном
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Для подтверждения второй особенности деформирования набуха
ющих грунтов, установленной одним из авторов этой статьи [4].осу
ществлено испытание бентонитового грунта №2 (р= 1,75 г/см3; 
адо=О,291; р,=1.36 г/см3; <?й=0.78; «//=*0.622;  «//>=֊<1.302; /,-=0.32). Ис
пытаны шесть пар образцов-близнецов нарушенного сложения при 
двух режимах уплотнения без замачивания и после замачивания п< I 
арретир н определения о = 0,2-25 АП 1а. Образцы уплотнены под 
действием трех различных значении эффективного давления 
Данные испытания образцов приведены в табл. 1

Таблица I
Деформации образной грунта №2. уплотненных пел лам:։чнвлн1н 

и после «амачниання пол арретир

Эффективное 
давление 

МПа

Уплотнение б*з  измачивания Уплотнение после замам вання пол 
аррс.нр и- « д/, 0.225 МПак а/0, 0

АЛ. мм +։ Ч-ДЛ. мм +֊
0.15 0.150 0.0075 0.128 0.0054
0.30 0.250 0.0125 0’220 о.оио
0.45 0.412 0,02 )о 0,3-52 0.018!

Порученные из опыта данные свидетельствуют о том. что при 
равных значениях эффективного давления деформации уплотнения, 
полученные испытанием образцов без замачивания и после замачи
вания под арретир, практически равны.

Совершенно очевидно, что процесс уплотнения водонасыщенного 
под арретир образцов зависит от процесса фильтрационной консоли
дации. Для устранения влияния этого фактора следует увеличить дли
тельность испытания образцов или же уменьшить толщину их до 10 мм 
Неучет влияния скорости отжатия поровой воды может привести к 
некоторому уменьшению деформации образцов, водонасыщенных под 
арретир.

Следует также отметить, что сказанное выше относится к набу
хающим грунтам, начальная влажность которых примерно равна и 
больше их влажности на пределе раскатывания тс0^«/р. Когда влаж
ность грунта значительно меньше юр, при замачивании он разупрочня- 
ется в силу адсорбционного понижения прочности (эффект Ребиндера). 
В этом случае деформации уплотнения замоченного под арретир об
разцов могут быть до 30% выше их значений, полученных при уплот
нении без замачивания

Для решения поставленной задачи с учетом изложенных выше 
особенностей деформирования набухающих грунтов предложен упро
щенный метод определения характеристик набухания, основанный 
на испытании одного образца. Этото метод, как будет показан ниже, 
не только в несколько раз уменьшает объем экспериментальных ра
бот по сравнению с методом ГОСТ-24143 практически без снижения 
точности определения характеристик набухания, но и установить вели
чину давления свободного набухания грунта.
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Предложенный метод определения деформации набухания под 
нагрузкой стандартного давления набухания под нагрузкой 
и давления свободного набухания грунта осуществляется следующей 
последовательностью.

I Вырезанный из монолита (керна) рабочим кольцом образец 
грунта закладывают в компрессионный прибор, последний помещают 
под рычажный пресс или винтовой привод рамного загрузочного при
способления [5], снабженного динамометром, замачивают восходя
щим потоком воды под арретир, методом компенсации деформаций 
набухания определяют давление свободного набухания л (фиг. I) 
по массе гирь на подвеске рычажного пресса или по показанию дина
мометра загрузочного приспособления.

Фиг. I Схема определения давления свободного набухания з^и.о 
образна грунта метолом свободного набухания, его уплотнение ’. 
р; .уплотнение (разгрузка) до - - сд».о (р 2. их слвиж.. ։
влево до совпадения зди>.о с началом координат 3.4, кривая рас
тру эки при /хГвли-Л 5. определение (явления набухания пол на
грузкой з-Д ^и .деформации набухания под нагрузкой по пре։- 

ложенному метолу.

2. Учитывая некоторое отличие зл«..о от определяемого по 
методу ГОСТ 24143 80, обусловленного различными исходными зна
чениями плотности образцов, при непрерывном замачивании осущест
вляют уплотнение водонасыщенного под арретир образца под дейст
вием возрастающего ступенями эффективного нормального напря
жения о, например, о = р—з<а.(о = 0,025; 0,05; 0,1; 0.2; 0,4 МПа, а так
же з==з.... о до заданной по проекту величины напряжения под фун
даментом сооружения, ио не меньше р-2.5 2лв.о(о5»1»5«з։а..о).

На фиг. 1 кривая уплотнения образца водонасыщенного под ар
ретир с определением 5ла.п отмечена цифрой (1).



3. После стабилизации деформации уплотнении замоченного пол 
арретир образна выполняют. при непрерывном тмачивзнин. его раз
грузку Деформации набухании определяю! под нагрузками, приме 
пенные при уплотнении образна в интервалах ;=(/> —.- ,՛/ . •*
= .»> н (при Л» 0=0).

Строят кривую разгрузки образна 2 (фиг. I) для интервала ; • 
>T.U.9(/<=25Ja,u|.

4. Кривые у тлотпсиия 1 и разгрузки 2(до ; • ) uoAoiiacuuieu՛ 
«того П".т арретир образца лтипа.от влево на величину ; . „ (хрниыс 
3 и I на фиг. I)—до совпадения р=: . .(:==Э) с началом координат, и

:(Р —2--.а.о) С /'=•■.-. 4
Стронг кривую pairpyii.ii образца ...и нигер тал. :
5. По точке пересечения кривой разгрузки образца с осью ианря 

жсиий р определяют давление набухания грунта под нагрузкой :■՝]. . 
по предложенному метолу

Ь. Вычисляют деформации набухания грунта под различными ня 
пряжениями но выражению:

где ± - ' - те֊рормзц и обра щ т при р.пгрутке л՛ ..т • тепа;: 
—деформация упл 1гпени.1 ՝тм >чсино՛ i под арретир образца пот лейг- 
гаи .-м з ■=*/,.

В (1| знак (4-1 означает уплотнение, а итак ( - I -набухание 
образца по отношению к начальному состоянию нулевой деформации 

Отметим, что согласно агорой особенности деформирования на 
бухающих грунтов припая 3 (фиг 1) является кривой уплотнения 
грунта природной (начальной) влажности, а согласно первой особен
ности кривая 4—5- кривой его набухания под нагрузками р

Применимость предлагаемого метода определения характеристик 
набухания глинистых грунтов, взамен метода ГОСТ 24143—80. нод- 
тперждзется следующими яселедованиями

I Осуществлено испытание пяти пар ■ >бразцоп-блп знецов грун
та №2 (см выше) нарушенного сложения. Установлено, что ианболь 
шее расхождение между шаиеннями их плотности не превышает 1% 
(.ледова тельно. они лене тип тслыто являются обра лтами-близнецами, 
а полученные от их испытания данные могут быть рассмотрены как 
достоверные.

В целях проверки применимости предложенного метода для опре
деления характеристик набухании грунта выполнено cono« таити ель 
Ное испытание образцов-близнецов при двукратной повторности опы
тов как то »тому, так и по методу ГОСТ 24143—80

По методу ГОСТ испытаны четыре пары образцов близнецов под 
действием о- р-0: 0,15, 0,30 и 0,45 МПа. .. после условной стабили
зации деформаций уплотнения тамочены восходящим потоком воды 
Результаты испытания образцоп-блпиичтов приведены в табл. 2. кри
вые уплотнения и набухания на фиг. 2 обозначены цифрами, соответ
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I'l'i ՛.' K|ilin a ynuHlUlina I II n.iOy ..min 2 tpyuir A: 2, IIIIJXJ 
. .uh s.i л »■ FOCI 2ИИ 30. kpuuui уплотнении 3.4 грунтз 

u.. x I.HI. IIIII.IUIIII Ilin <|>|x-ril|l If (Ulttpyull fl Oll|H.te.«TMIII’ UH 
../II.. I . ..Глхииим nil.« n.irpyiii A IM пн ирсддихиним։ vriu.iy

ernenne*,  (I) и (2) Определено стандартное давление набухания 
: .,=0.265 МПа и деформации набухания - . , дли различных зна
чений уплотняющего давления /?«: (табл. 2». вычисленные по выра
жению (1) Например, для />-а=0.15 МПа установлено:

.л-»«м=—0Л169-( ֊0.0075) - -0,0244.

а для /> ։=0Л5 МПа:

։..,=0.<)1<М -0.02<)6=-0.0012.

По предложенному методу испытана пара обра щов-блпансион, 
bei предварительного загруження они тамочеиы под арретир восходя
щим потоком волы, по методу компенсации деформации набухании 
определено давление свободного набухания я,а.и = 0.225 МПа (фиг 2). 
затем уплотнены под действием возрастающих ступенями напряже
ния :=/> о=О.15; 0.30 и 0,(5 МПа После условной стабилизации
деформации осуществлена разгрузка образцов ступенями до о=О.З; 
։,„1в0.225; 0.15 и 0 МП ։
Результаты определения деформации образна при загружен ни и раз
грузке прицелены и табл. 2. В этой таблице приведены также значе
ния деформации набухания образца под различными давлениями 
‘.‘I р, вычисленные по выражению (I).
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Данные ио определению набухания грунтов пол нагрузками ;• ГОСТу 24143—80 и и по новому метолу
Таблиц.» 2

По методу ГОСТ 24143—80 Но косому методу гспыгания одного образна

с-^р. .МПа Уплотнение 
(ГТ֊֊«',,)

Набухание 
(»- ич/н)

։ ։а".р

..аплотнение после 
омочив шия пол арретир Ра и рузка

.и
<».р

• ‘«и'.р
■ р 

МПа '•ич.р
‘ 'мс.р 

МПа МПа
-и

Грунт №2

0.00 О.00 -0.0425 0.042• 0.00 0.00 0.00 -0.0387 0.0387
0.15 0.0075 -0.0169 0.0221 0.15 0.0064 — 0.15 -0-0131 0.0195
0.225 - 0.225 0.2.5 -0.0015 0.0015
0.30 0.0125 4-0,0041 0.0081 о.зо 0.0110 0.30 —0.0075 0,0035
0.45 о.о2об 4-0.0194 0.001 0.45 0.0181 0.45 — 4-0.0181

0.024
0.0082

4-0.019
+0,0233

0.05 0.0054
0.10 0.0Н8
0.176 —
0.20 0,0209
0.30 0.0248

0-05 0.00925 - 0.0213
0.10 0.0167 -0.0013
0.139 —
0.20 0.0277 ГО,0263
0.30 0.0315 0.0304

Грунт №4 (глина). I серия испытании

0.03 0.05 0.045 0.05 -0.0288 0.0333
0.02 о.ю 0 0114 0.10 -0.013 0.0244

__ 0.176 0.0151 0.176 —— -0.019 0.0039
0.0019 0.20 0.0177 0.20 —. 0.0213 0.0036
0.0315 0.30 0.0237 0.30 — 0.0237 —

Грунт №4 (глина). II серия испытании

0.031 0.05 0.0067 _ 0.05 1 .0183 0.02'г
0.018 0.10 0.0125 —- о.ю 0.0010 0.0165

—- 0.1 19 0.0142 0.139 — • 0.<»152 о.оою
0.0014 0.20 0.0229 0,20 —0.0246 0.0017
0.0011 0.30 0-0272 о.зо — • 0,0272 —



На фиг. 2 цифрой 3 отмечена кривая уплотнения, определенная 
после замачивания образцов под арретир. Она сдвинута влево на ве
личину зЛ_ о и отмечена цифрой 4. Как видно на фиг. 2 кривая 4 
практически совпадает с кривой 1 уплотнения образцов без замачи
вания. что еще раз подтверждает справедливость полученных ранее 
результатов [ I]

Построена кривая разгрузки 5 по данным, приведенным в табл. 2. 
По точке пересечения этой кривой с осью напряжения р определено 
давление набухания по I нагрузкой - 0,235 М 'а. Его расхожде
ние с : определенного п՛՛ методу ГОСТ (-,...,=0,265 МПа) значи
тельно мен..ню разброса on՛ i iux данных, получаемых при испыта
нии образцов-близнецов.

2. Осуществлено испытание двух серий образцов-близнецов гли
ны № -I (табл 3) нарушенного сложения, при соблюдении условия 
■iv.j-_.vi- как по методу ГОСТ 24143 80, так и по методу испытания 
одного образца в целях определения деформации набухания пол на
грузками • стандартного давления набухания и давления на
бухания

В каждой из указанной серии испытаны по десять образцов- 
близнецов. Как и в вышерассмотренном примере, в каждой серин но 
четыре пары образцов-близнецов испытаны по методу ГОСТ, а одна 
пара -по предложенному методу. Результаты определения характерис
тик набухания грунта приведены в табл. 2 и 3.

Показатели физических свойств и давлений набухания двух серий 
образной близнецов

Таблица 3

№ се
рии г см-1 Г ti»(> •’Ср Jp МПа

'AW.p 
МП л

. и "за ./> мп«

1 2.72 1.82 0.249 0.675 0.273 0.402 1.76 1.30 1.30
II 2.72 1.80 0.289 0.675 0-273 0.402 1.39 1.05 0.95

Соноставлеипие данных о деформациях набухания грунта (табл. 
2). Полученных по обоим методам, показывает, что их наибольшее 
расхождение (до 18%) не выходит за пределы обычного разброса де
формаций образцов. Из сопоставления данных стандартного давле
ния набухания с данными набухания з ” р под нагрузкой, определен 
кого по предложенному методу, следует их практически полное сов
падение.

Аналогичные разультаты получены также при испытании других 
разновидностей глинистых набухающих грунтов

Изложенное выше позволяет заключить, что предложенный ме
тод испытания одного образца вполне применим для определения ха
рактеристик набухания глинистых грунтов, предусмотренных ГОСТом 
24143—80 и определения весьма важного показателя—давления сво
бодного набухания ала..о.
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