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On Stability of Variable Thickness Orthotropic Plats with Calculation of Transverse Displacement.

Приводятся уравнения устойчивости ортотропных пластин переменной толщины в рамках уточ­
ненной теории [1]. 8 качестве приложения решается задача устойчивости ортотропной полосы ли­
нейно-переменной толщины. Приводится анализ метода решения и полученных результатов.

1. В статье [1] получены разрешающие уравнения задачи ортотропных 
пластин переменной толщины, учитывающие влияние деформаций попереч­
ных сдвигов. Поступая как обычно, можно из этих уравнений получить ана­
логичные уравнения задачи устойчивости пластин. Полагая, что начальное 
состояние пластинки является безмоментным, приходим к понятию фиктив­
ной поперечной нагрузки [2]

„ &w „п S2«’
Z, = 7ю —г + Т —г+25 ------

: 1 дх՝ >' су Схсу
(1.1)

Здесь IV- прогиб, .7?, 7^,5°- внутренние силы начального состояния плас­

тинки. Влиянием остальных (тангенциальных) компонент фиктивной нагрузки 
пренебрегаем.

Пусть прямоугольная пластинка со сторонами 1,Ь и переменной толщиной 
Ь(х,у) сжимается вдоль осей X и у силами

= “А 7? „о = ֊*А 5՛ „о..=О
y=OJ>

(1.2)

где А.- некоторая постоянная.
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Из-за переменности толщины внутри пластинки возникнут как сжимающие 
усилия ,Ту , так и сдвигающее усилие 5°. Ради простоты будем считать, 
что плоская задача решена и выражения внутренных усилий пластинки из­
вестны. С учетом (1.1) в рамках уточненной теории [1] для равновесия выпу­
ченной пластинки получим

R ^ + В
В"дх2 В'2

д2Ь\д2м ( д2И 32А՝132«' „ 32А З2»
тт —5՜ + -В.. т՝՜ + В,, тт тт + 4В66 , ду ) дх՜ к ду дх ) ду дхду дхду

А2

32А „ сМ 
аг2՜1՜ 12 ду2)

^+Ъ+ам>[в22 сРв в з2а । 5ц/, 
ду2 12 дх2) ду

дгЬ I Зф. Зц/, 1 I дИ дИ 1
I ^55 д. ■** ^44 Т ~ ։ Ч 4 Ф, ф; ~

дхду\ ду ах ) \дх ду )
(1.3)

I ^и' С՝2՝*' „о-)^тг+т;-т+2№—- 
к дх ду дхду.

= 0

52и,՝|ал „ „ ^& + 2В“ а2» ал
дхду ду

-Л2
к ах оу ,

а<р. ал • Г аш, ал аш. ал 1
*В„֊— +а,4 В.,-^- — + Вм — — |+8ф. 

ду ду ) т * ду дх № дх ду) J

,Г а3»
А՜I ду3

а2»՝)ал
12 дх2 )ду

-Л2 а ՝бб

Зц/, ЗА 
“ дх дх

скр, ал 
дх дх

(1-4)

а2» ал
дхду дх

{ Зш. дИ
-2Л

[ к " ду ду

3<р, ЗА Зф, дИ \ 1 
1+8ф, • дх ду ду дх) J (1-5)

Здесь <р։,ф|- функции координат Х,у, учитывающие влияние деформаций 
поперечных сдвигов, а)} - упругие постоянные материала, Ву выражаются че­
рез них по известным формулам [2].

= 0
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Критические значения параметра р должны определяться из условия су­
ществования нетривиальных решений уравнений устойчивости пластинки (1.3) 
4-(1.5) при выполнении соответствующих краевых условий.

2. В качестве примера рассмотрим задачу устойчивости ортотропной по­
лосы линейно-переменной толщины И, которая шарнирно оперта по краям и 
сжимается вдоль пролета силами равномерной интенсивности р (фиг.1)

Положим

0£х</ (2.1)

где / -длина пролета, /?0 и Л, - заданные параметры полосы.
Плоская задача в данном случае имеет очевидное решение

Т? = -р, Т? = ֊р, 5° = 0 (2.2)
а!2

Переходим к безразмерным величинам:

й = V w = h„w, р = аДр, Ф, = о0ф, ф, = о0ф

Мх = аЛ:Л<, Н = гу^'Н, (2.3)

Здесь (Уо- характерное напряжение материала, а безразмерные внутренние
моменты полосы определяются формулами [1]

К
d2w — в., -

= <2՛4’

С учетом (2.1) -5- (2.4) из (1.3) -г (1.5) при потере устойчивости полосы по 
цилиндрической поверхности получим
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сТ՜™
(2-5)

г (а։ - 1) +։{ак։ + <?) ֊֊+(ап + л)<р = О
аГ а1

(2.6)

(2.7)

Здесь приняты обозначения:

а = ——, к = 5, а = -2, г = 4, 
3%^

8 , 8
5 =------ (л —--------- ~

ХА,՜ ’ В"РиИ;
(2.8)

Таким образом, определение критических значений нагрузки р сводится 
к нахождению собственных чисел однородных уравнений (2.5) (2.7) при
условиях шарнирного опирания полосы. Эти условия имеют вид:

при / = /, = 1 » = О, Л< = О, Н = 0 (2.9)

при / = /2 = 1+Л|е й7 = 0, Л/х = О, Я = 0 (2.10)

Заметим, что (2.5) и (2.6) составляют систему уравнений, а (2.7) является 
отдельным уравнением. Его решение представим в виде:

ц^С/'+С/’ (2.11)

где

*,г = ֊(-1±71 + 4</) (2.12)

С՝ и С2 -постоянные интегрирования.
Удовлетворив последним условиям (2.9) и (2.10), получим:

С,А, + С2к2 = 0, С, к.!*’՜' + С.А,/*’՜' = 0 (2.13)

Определитель этой системы отличен от нуля, в силу чего имеем

С, = С2=0 и ц/=0 (2.14)

Это означает, что уравнение (2.7) при шарнирном оперании полосы допус­
кает только тривиальное решение.

Рассмотрим теперь уравнения (2.5) и (2.6). Очевидно, что нетривиальным 
решениям (2.6) соответствуют нетривиальные решения (2.5). Легко показать, 
что уравнение (2.5) при шарнирном опирании полосы других нетривиальных 
решений не допускает. На самом деле, при (р = 0 решение (2.5) имеет вид

>Г=С3/ + С4 (2.15)
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Тогда первые условия (2.9) и (2.10) запишутся в виде 

С? + С4 = 0, С,/,+С4=0 (2.16)

откуда для постоянных интегрирования С3 и С4 получим

С3 = С4=0 (2.17)

и следовательно, 

w = 0 (2.18)

Таким образом, критические значения нагрузки р должны определяться 
только из условия существования нетривиальных решений уравнения (2.6), 
удовлетворяющих краевым условиям

2nt ] сйр 4г/
-------------------ф
Зр ) dt Зр

(
Iм< = 0= 0, (2.19)

С этой целью применим метод коллокаций, представив решение (2.6) в виде 
усеченного тригонометрического ряда Фурье

<р(/) = coscoAr/ +bk sincoArr (2.20)
2

где

© = -֊֊ (2.21)
еА,

Удовлетворив уравнению (2.6) в точках коллокаций

Л - Л / чх,=------KW֊1)+/,, i = 2.....т-\ (2.22)т- 1
с использованием краевых условий (2.19) получим систему т однородных 
линейных алгебраических уравнений относительно 2М + 1 неизвестных ко­
эффициентов ,Ьк (к = 1,2,...,^ . Подбирая т = 2№ + \ , приходим к 
задаче определения собственных чисел системы однородных алгебраических 
уравнений. С помощью численных методов можно найти приближенные зна­
чения безразмерной сжимающей силы р, соответствующие первым 77/ фор­
мам потери устойчивости полосы.

С целью выяснения характера сходимости численного решения в зависи­
мости от числа членов /У, удерживаемых в ряде (2.20), рассмотрен из­
вестный классический случай X = 0. В табл. 1 иллюстрирована динамика 
улучшения первых трех критических значений р при X - 0; Л, =0,1; е= 10, 
когда № изменяется от 5 до 15. Для сравнения, в последней строке таблицы 
представлены соответствующие результаты точного решения задачи [3]. Как 
видно из таблицы, критические значения сжимающей силы при #=14 с 
точностью пятизначащих цифр совпадают с соответствующими значениями 
точного решения, что свидетельствует о хорошей сходимости примененного 
метода численного решения.
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(х = 0; А, =0,1; е=10) Таблица!.

А Рг А
5 26,044 86,273 253,85
6 24,943 92,644 223,29
1 24,473 95,243 212,11
8 24,289 95,963 213.08
9 24,221 96,100 214,75

10 24,197 96,109 215,56
11 24,189 96,102 215,84
12 24,186 96,097 215,92
13 24,186 96,095 215,93
14 24,185 96,094 215,94
15 24,185 96,094 215,94

ТОМ. 
реш. 24,185 96,094 215,94

В табл. 2 приведены критические значения сжимающей силы при относи­
тельной длине £=10, соответствующие первым двум формам потери устой­
чивости, которые вычислены в классической постановке задачи (% = 0) и с 

учетом влияния деформаций поперечного сдвига (%>*0). При этом рас­

смотрены три разных значения параметра изменяемости толщины полосы /?,. 
Определены величины поправки в процентах по отношению к классическим 
значениям

—кл _ —
Р> 100%

Р
(2.23)

таблица 2(е= 10)

А, =0,05 А, =0,1 Л, =0,2

X 0 3 5 10 0 3 5 10 0 3 5 10

А 15.31 14.49 13.98 12,87 24,18 22.40 21.35 19.09 46,92 41,51 38.45 32,39

А, 5.36 8.69 15.94 7.36 11,70 21,05 11,53 18.05 30,97

Рг 61,11 49.76 44.27 34,65 96,09 72.78 62,52 45.99 185.82 119,77 95.67 58,07

А, 18.57 27,56 43,30 24.26 34.94 52,14 35,54 48,51 68,75

Из этой таблицы заключаем:
1. Критические значения сжимающей силы, определенные по уточненной 

теории, ниже соответствующих классических значений.
2. Поправка, вносимая уточненной теорией, увеличивается с уменьшением 

сопротивляемости материала поперечному сдвигу (с ростом %) и с увеличе­
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нием скорости утолщнения по длине пролета полосы /?։.
3. Поправка для второй формы потери устойчивости более ощутима, чем 

для первой.
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Մեխանիկա 48, ԻԱ 4, 1995 Механика

ПЕРИОДИЧЕСКАЯ КОНТАКТНАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ПОЛОСЫ 
С УПРУГИМИ ПРЯМОУГОЛЬНИКАМИ

Арутюнян Л. А., Мкртчян А. М.

Լ-ԼԼՀարություեյաե, ԼԼՄ.ՄկրտցաևՇերտի եւ ուղղանկյուն ների պարբերական կոնտակտային խնղիրրԴիտարկվում է առաձգական շերտի եւ աղ նյութից պատրաստված ուղղանկյունիների հարթ պարբերական խնդիրը, երր կոնտակտի տիրույթը փորը է ուղղանկյան երկարությունից: Ստացված են կոնտակտային յարումների բանաձեւերը եւ կոնտակտի չափը որոշող առնչությունը:ձրսէեսա&օ Լ./Լ, .\Ikrtchian

A Contact Problem for Strcln with RcctenftJe«

Рассмотрена ՛ периодическая контактная задача для полосы с прямоугольниками из другого 
материала, когда размер зоны контакта меньше длины прямоугольника. Получены формулы для 
контактного напряжения и выражение, определяющее размер зоны контакта.

В работах [1, 3, 4] и др. рассмотрены контактные задачи для упругой по­
лосы и прямоугольника с жесткими телами. В работе [5] рассмотрен контакт 
между двумя прямоугольниками, имеющие одинаковые длины.

Здесь делается попытка рассмотреть контакт упругих периодически распо­
ложенных прямоугольников с упругой полосой (фиг. 1).

Из-за симметрии решаем задачу для заштрихованной части тела (фиг. 1).
Граница полосы вне контакта свободна от напряжений, а на границе пря­

моугольника, также вне контакта, заданы напряжения.
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Рассматривается случай контакта без трения, причем предполагается, что 
область контакта меньше, чем длина прямоугольника. Задачу решаем при по­
мощи бигармонической функции Эри, удовлетворяя при этом условиям сим­
метрии

^(0,j') = u(0,;/) = 0, {-h,<y<h^

т':1(х,֊Л:) = у2(х,֊Л:) = 0, (о<х<а2) 

<|к.у)='гк.>’)=Х (-М.у*о)
(D

граничным условиям

<’(м) = о, 

^)к,>') = о.

оР’(х,Л,)=/(х)

<’(х,0) = г^(х,0) = 0.

(0<х<а,)

(0<?<А)

(х > с, к = 1;2)

(2)

а также условиям гладкого контакта

<"(х,0) = а1;|(х.0), 

v,(x,0) = v,(x,0) (0<х<с)
Щх,0)Л»(х,0) = 0.

(3)

Для начала предположим, что нам известны нормальные напряжения вдоль
линии контакта 

^‘’(х.О) = (х) 

где '

(О < х<,ак, к = 1;2)

(О < х < с) 

(с < х < ак)
(4)

и построим функции напряжений для областей "1" и ”2" отдельно

Ф|(х,^)=<^|,х2+<4'У+—" cosa,jX- 
t=l “и

2 — z cosp .
֊г2Д(х)—S~՜’ (osx<a, <az,Qiy<hl] (5)

'I F-l Ppi

Ф,(х,>|) =d{3lx: +г42У +~Z/nДW ;(o2x<а,,-Л. <>»<o)
°2 »=i ’ at2

Здесь введены обозначения
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5‘М '

Ц1+а1;/г, с^а։,Л,) сЬа,,(.у+Л,)]

^Н'+Р^р^)^ -Р,л
зИР,,,*

5Ь0р|а,

ки кк , ,
֊. в.-Т. (/.й

При выборе функций напряжений в виде (5) и (6) большинство из условий 
(1)-(3) удовлетворяются тождественно. Удовлетворяя остальным условиям, 
кроме равенства нормальных перемещений на линии контакта, для определе­
ния неизвестных постоянных получим следующую совокупность бесконечных 
систем:

2 к зКоСцЛ,/

2 \

8 Р^1ад,-|^р 

,֊֊2.4.6 Л (р2, +а?։у
= (Л + А* )(->)*

+ у 8 Р,|“и֊, 

,=..>.5А, (р;,+а;,)՜
= (֊/*+А*)(֊1)‘

Р)

7 , „ Г, 2Р,1А ; V Р,|аи
I ։|12Р,1ои а|»-| р2_1+а;| = 0

<‘" = Л. 4’ = о,
2а, ’ -
/Х։ (р= 1,3,5....)

[г, (р = 2,4,6,...)

4"-^֊р,ыЛ.
2а.

12



При получении бесконечных систем были использованы формулы (5) и (6) 
и значения

(8)

«»Л ] 
5Ьа։Д )2С, (0) = 2С։ (Л,) = СЙ1 1 +

Пользуясь значением интеграла

нетрудно убедиться, что сумма модулей коэффициентов при неизвестных не 
превосходит числа 2/я. Свободные члены бесконечных систем (7) стремят­
ся к нулю как или О(р’к2) в зависимости от того, будет ли нор­

мальное контактное напряжение в точке (х = с, у = 0) ограниченным или 
неограниченным. -Отсюда следует, что совокупность бесконечных систем (7) 
вполне регулярна и при заданных правых частях их можно решить методом 
последовательных приближений.

В (7) были использованы обозначения

О|
Р1к = |ЛДх)«»«,, хЛх 

О
а, в| г аг

/0 = |/(х)г& = ]’/;(х)А= р,(х)Л (10)
о о о

Р1к = |Л(х)соза12 сЬс /к = |/(х)со8а*։ хсЬс (к = 0,1,2,...) 
о о

На основе формул, связывающих нормальные перемещения с функциями 
напряжений

г / \ 1 Г и®к
Ек[щ(х,у)-и01,\ = ^-֊х֊Лс-у—-еокх

Г / \ 1 Г А
Ек | VДх. у) - у„, ] = ] Оу - V — - ему

для перемещений на линии контакта двух материалов получим

13



24’"
01 + Е,

С05СХцХ

, . 2г/!2’ 2
у,(х,О) = уи+—

£| С>2^2 *=|

соза*,х 
а„_

(11)
Е}а, Г",

Для свободных членов имеем

^01 = ^02 = 0’ ^2^2 ^02~ ^2 ~ ^02^2 ~ 0

|б = ]^,(а.,у)ф = 2^2'Ь2
(12)

(2<Л:> -е02)а2 = и„ = Е2и2(а2,у)

Удовлетворим теперь условию равенства нормальных перемещений на ли­
нии контакта. На основе (11) и бесконечных систем (7) получим соотношение

2 Р соза^х 2 соза42х 2^" 2</։‘2)
Г՝ _ ~ + с „ -^-'*2 „ -у0|_у02+ г> г՝

£=| (Х^| ^2^2 *=1 &"к2 ^2

82 у, |й у м у м , 8 У Рр1аН-р 
Д,(-1) Л։Л/>-К;.Л1+

Е'а' [ И' (р^,|+а»1)
соза^.х

(13)

где

соза*;х 
а,.

(0<х<с)

ц,Л ) 
зЬак1Л։) ֊1(14)I = «11-֊^ 1 + 

2 к

Подставляя из (10) а (13) значения коэффициентов (/ = 1,2)

Л» = 1^(х)созаьхе/г = /(/(х) созаъХ4& (15)

Учитывая четность функции д(х), пользуясь методом [7], после ряда эле­
ментарных преобразований, для определения неизвестного контактного дав­
ления </(х) получим следующее сингулярное интегральное уравнение

)<р(у)^-^^£/у = с(и) (-а <и <а) (16)

14



где

(о <а < а.)

а ао
с(и) = |<р(у)К’(«,у)</ у֊2^(-1)։ у4 з\пки (17)

, , а.Е.
А (и, у) =—т—— 

а, £, +

, . а, V-« а, (у-и)
5(и, у) + — - с(§ ———

а, 2 2а,

, . •г-՝/ \ ка. у ка.и5(м, у) = 2^(1- %)соз-------з։п------

8 Л Р.,а? 
ук = /д-гл+гЕт-^ (18)

Функция К[и, у) непрерывна в квадрате (-а<м,У<а) , поэтому урав- 
нение (16) является сингулярным уравнением первого рода с регулярной час­
тью.

Введем оператор

и 
51П~ 1 Н/(у)-/(»)]<о(у)^

2™(")
(19)

где

. а + м . а-// 
ЭШ—-—51 п——

2 2 ,

Обращая сингулярную часть уравнения (16), получим

и
Л>со&-

<р(и) = Д[с(и)] + —т-т—, 
®(м)

(֊а<«<а.) (20)

где

2л4. = 1<р(и)<й<, Г <о( у)<Л» . и
I-----------= —2л эш —. у- и 2

■“зш
2

(21)
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Для определения неизвестных постоянных РкХ,Рк> умножим соотношение 
ка^и

(20) на COsAx и COS——, соответственно, и проинтегрируем в пределах 
а,

и
“ COS -cos ри

= J Z,[c( и)] cos pudu + Д, J-----j---------- du

« «cos^cos^-A

TtP' 2 = — J Z.[c(m)] cos^^-du + A„ — f---- i-r1-------  (22)a2 -a a2 a2 -« ®(")

После введения обозначений 
a a

C1̂  = Jz.[sin £w] cos/W;<, = j՜ Z.[sin Лг/] cos֊ du (23)
-a -a ^2

a

C^’= \l
ka.u
sin-------
сц

cos pudu.
а г
f Aa.u pa,и5; = J L sin------- cos------- du

՛* -« L a2 J a2

Получим системы

= тУ +Л'”+у<՛’

A>| ՝ x2/2 p=| -C»] A-»2 p=l

+у‘։>
XLl -r ZL2 p=| ZL] -r ZL-, p;|

(24)

Как видно из (20), контактные напряжения имеют интегрируемую особен­
ность порядка 1/2 на концах области контакта. Следовательно, свободные 
члены бесконечных систем (7) стремятся к нулю как к . Бесконечные сис­
темы (24) кваЗивполне регулярны.

Доказательство квазиполной регулярности аналогичной задачи приведено 
в работе [4], где рассматривается контактная задача для прямоугольника, ко­
гда часть одной грани прямоугольника жестко заделена.

Контактные напряжения (20) имеют порядок — и их можно представить в 

виде

, ч А(и) . и 1 f[c(v)֊c(K)]<o(v) и
<Л« =ш(й)' Где = ------c/v+4,cos-

" a sin——-
2
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Это выражение дает возможность определить область контакта, то есть 
значение С из уравнения

*(с) = 0

Если давление, приложенное на прямоугольник, представить в виде 
/(*) = . ГАС Л՜ интенсивность приложенной нагрузки, то нетрудно
убедиться, что длина зоны контакта не будет зависеть от Р , а будет зави­
сеть от формы /,,(х) и от участка ее приложения.

Авторам не удалось получить решение задачи (регулярне е бесконечные 
системы) • случае, когда с = а,, то есть когда прямоугольник по всей длине 
своей стороны входит в контакт с полосой.
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ՀԱՅԱՍՏԱՆԻ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԶԳԱՅԻՆ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ
ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ

Մեխանիկա 48, Ni 4, 1995 Механика

РАВНОВЕСИЕ ЦИЛИНДРА 
ИМЕЮЩЕГО СОБСТВЕННЫЙ ВЕСMaкap>^н 8. Շ.Մակարյան Վ. Ս.
Սեփական կշիռ ունեցող գլանի հավասարակշռությունըԱշխատանքում [ածված է եզրերում ամրակցված կլոր զլանի ոյ աոանցքասիմետրիկ խնդիրը սեփական կշոի հաշվաոմամբ:Անհայտ ֆունկցիաները ներկայացնելով Բեսելի աոաջին սեոի ֆունկցիաների շարքի տեսքով, համապատասխան ձետվ ընտրելով սեփական արժեքները, հնարավոր է լինում խնդիրը բերել լիովին ռեգուլյար գծային հանրահաշվական հավասարումների անվերջ համակարգերի:>ե\1ՕԱ<ԼՆ\’ ¥.Տ.

Equilibrium of Cylinder Having Dead Weight

В работе решена задача для круглого цилиндра защемленного по торцам, с учетом 
собственного веса. Оснрвываясь на разложении искомых функций по функциям Бесселя первого 
рода, надлежащим выбором собственных чисел удается свести задачу к вполне регулярным 
бесконечным системам линейных алгебраических уравнений.

Задачи для цилиндра рассматривались в работах [1-7].
Цилиндр имеющий собственный вес, действующий вертикально, 

расположен так, что ось цилиндра направлена горизоньтально, защемлен по 
торцам. Задача является неосесимметричной, поэтому необходимо построить 
решение основываясь на общих уравнениях теории упругости в 
цилиндрических координатах.

1. Построение общего решения. В цилиндрических координатах переме­
щения представляются в видеиг(г,г,ф) = и(г,г) С05ф,м.(г,^,<р) = м'(г,г)со$ф, ыф(г,г։ф) = у(г,г) БШф
то есть из общего решения пространственной задачи берем только первую 
гармонику.

Функции и, V, удовлетворяют неоднородным уравнениям с учетом 
массовых сил△м + 1 св 

\-2vdrձ,__Լ_0_2ճձճ_^ = օ l-2vr г G
(1)
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где

1 сб . д»' + -—~~=0 
\-2у дг

ди и + V д1 З2 I д 1
дг г дг' дг՜ дг՝ г дг г'

(2)

Учитывая, что напряжения содержат координату ф только в виде 
множителя через тригонометрические функции, введем новые неизестные 
безразмерные функции не зависящие от координаты фаДг.с.ф) 26сО5ф , , ди

= <зАг.г) = — + т&: 
дг

т^(г,с,ф)_ , ■ сту ди2бсо5ф Г՛՜ дг дг'

2ОсО5ф / \ ди, 
= —+ /И0; 

иг

уД'-.-.ф)2Об!пф Х^՝ Г" дг г'

оД'-г.ф)20 СОБф / \ и + у= ат(г,г) = -^—+ /П0; ^(г,2,ф) дv и + \>= (3)
В (1)-(3) V-коэффициент Пуассона, О - модуль сдвига, а параметр /П 

зависит от V

т = 1-2у (4)

Общее решение неоднородных уравнений (1) представим в виде:

(5)
Л Г! ' У а гр(г,2) = р0(г,2) + Хл,։(г)51п^г-]>1 Л/г)/ (а/)+/, Ы*=1 ртП

и'(г.г) = и'о(г,2) + ^Л„(г)со5Х։2 + ХЛ,1^/(а/)

Для краткости записи обозначим Г] = ар2
ТогдаЛц (г) = а[(5-4у)Л(Е)-у,И]+^/0(5) + ^Л(4) 

= 0/5-4у)/,(?)-Л/ЛИ +
19



Я,4(г) = Ч+ Л^/,00. Л/г) = Е„зЬп+ ЕрСИ
Л /г) = (Ар + х\Вр) сЬ п + (С, + ПЧ>) ։Ь П (6)
Л/г) = [л,+Т|5,-(3-4у).О,] зЬп+[с, + г\Ор-(3-4у)В,] сЬт, 
Частное решение и0,У0.И>„ представляется в виде и0(г,г) = 410г2 + Вог- + ©„( 1 - 4у)г2г + £ог+С0
у0(г,д) = А,/- - В„:2 + £>0(5-4у)г;2- Еог-Са (7)»'о(''.г) = С0гд֊£„г։ + £0г
ЗЛ,0 + 4,0 + 2(1 - 2^4.-4,0^, + ^]= О

Напряжения представляются формулами

гДг.г) =г(Л0-/11<>) + 4£>0гг + Х Л» - рт Х4г +

тфг(г.д) = 2(3-2у)Лог2 ֊(2£0 +С0)г- £„ -£о +
я» И՛] .
—— ^[СО5Х4С-

-/э,(г)Л(а/)
Т„(г,г) = /2В0 + С„) - 2( 1 + 2у)£>/ + £0 + £0 +
Х[Ли ('•)-Х։Л|4(г)]со$Х։д
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«о+Е{[/|,(*)+а,Л,(г)+/3;, (г)р,(а/)+/5, (г)Л(а/)}
аг(г,г) = 2гЛ1։,+2£>,,гг- 2,л[-41о _ 4:о+ 5о+ ]+ (8)

+£[я,<: ('•) + 2^а/Д1г)] яп\г+
[/,/*)-/։,(=)]■^7Г_-[/1р(^ + 2''ар(5р5АаР2 + ЧсЛа/)-/1(арг)] ’
а. (г, г) = гС„ + - 2п[ 4„ - А20 + В„ + ֊;

։тХ։г +
* = 1 

оо+Х[Л,(^-2^ар(5рзНар; + £)рсЬа/)]4(арг),
о,(г,г) = г( 4„ + 40) + 2(3 + 2у) £>„гг - 2ги Л,„ - Я,о + 50 +—

/?,Дг) + Л,(г) +2уа/,(м) 51пХрг-
֊X 

р=1

[/:,(-) -/>,(֊)] 2 / + 2уа,(в„ ^а-р2+Ор сЬа,г)у,(а/)
2. Сведение задачи к бесконечным системам линейных алгебраиче­

ских уравнений
Граничные условия для рассматриваемого случая следующие:м(г,0) = -у(г,0) =6,, м(г,/) = -^(г,/) = 5,

(9)аг(Л,г) = сз(2). тДЛ,г) = -т(г). т,(Л,г) = 0
Решение задачи, то есть выражения для перемещений, удовлетворяющие 

дифференциальным уравнениям, следующие:
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4(1-v)Z, хЛ, I /,(y) x/2'(x) +л(х) VA(x)
ft »('՛) =

2-4v /,1/=(V) 
1J ?

1 2v 4(l~,V)/: ! X/1 ' x7, (x) /2(x)JxtrZ2(x)
8vr 4Xt -(l֊v)a- -/Ja/) M։+ K è („;.«)■ Ты՛
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ЬиЖ 2v
К

2A(V) 2(1-v)
foW = 3 + —Z. 2M,(V) 2/,(V) , 2(i-v)XtrZ, x/2

&*(>•) =
X

Նր1.

xZ, 4( 1 - v) 6-2v+—л +-----֊
h X/,

Mz) =
Ep տհց//-ր) + Հ,տհցՀshg /

, X 4օԴ 
Л,,(г) = —

Հ sinXtz apachap(a-:)ü\apa-ap(a-z)shap(a-z)2chga
4g:

Mz>=^ Ճ
‘ *=2.4.«

Հ sinktz apashap(a-z)cthapa-ap(a-z)chap(a-z)2shg„a
. . 4gS(z) = ֊7 2(1-v)g՜, +(l-2v)X;--------  ——-j--------cos Xt z =

= [з - 4v+ apa thgpa] shgp(a-z) gp(a-z) ch gp(a-z)2chg„a 2chg„a
4g 2(l-v)g; +(l֊2v)X; i-v-------- ------------3-------- cos z + ——

= [3 - 4v+gpa cth g fa] chgp(a-z) gp(a-z)shgp(a-z)2shg a 2shg„a
Mz)=֊Mz)-v’

chg^a-z) 4
! *=i.s.:ch g a sinXtz =
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——----- [(a a tha a - 2v) ch a (a - z) - a (a ֊ z) sha (a - z)l2cha„al՝ p p ' p p 'J
hip(z)=h,p(z)-v

sha^a-z) 4
4=2.4.<sha „a -X.t sin Xtz =

12shapa" p p 1 p ^-z)-ap(a-z)chap(a-z)| (11)
cosXjZ =

— [(apa tha^a + I - 2v) shap(a - z) - ap(a - z) chap(a - z)|
8a cosXtzd------ :2a

sha o[(> -ap acthapa - 2v)cha/a -z) -ар(а -z) shap(a - z}

Գ(ր) = Հ a'(v) 2/,(v)լ AW xXtr/,'(x) ֊атг2 /, V

G:i(r) = Հլ кг/2 xiz (x) j
4r

GJr) = 2Pt
KrI2 х/Лх) _ ֊ft
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Частное решение 8 данном случае удобно представить в виде

«„('•.֊) = г) +-^ + л,«/ - М/-֊) + Ж1 - +Ж+

у„(г,г)= - -у-՜-- -  ̂+ л,ог2 + 50Х/ ֊г) + Ж5 - 4\)г։г ֊ Ж “ <12>

и'о(г.г) = Сагг- + Р„г

ЗЛ|0 + А;о + С„ + 2( 1 - 2у)(л։(> - Л„ + В„ += О
Для объемного расширения из (3) получим

֊X сЬа (а-г)
----.------- + К, спа_а р

5Ьар(а-:) /(а/) 
]у,(а,я) (13)

РК
®0 = ^10 ~ ^20 ^0 + л/՝ =

2 Ст

^20 о2(1-2у)
где ар корни уравнения = 0.

Такой выбор ар обеспечивает удовлетворение граничных условий с мини­
мальным числом бесконечных уравнений. При этом ортогональными являют­
ся не только Л(х), но и УДх). Причем [8]

/(г) = 2^а։/2(а։г) = V + ^ДДаг) 
4=1 4=1
Л ,=///(г)Л(а*г)с/г, С1к = —^(акЯ) (14)

о

R R= Р/(г)/(а*г)б/г, Ьо = -^-\г2/(г)с/г о ** о
Удовлетворяя граничным условиям, для определения неизвестных 

постоянных получим следующие соотношения:
1) Из условий на нормальные перемещения
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3-4у- 4а у Рк

‘ (а֊+^ а>
= 0 (15)

2И уХ/-(1-у)а; рк

(а֊+Х;): "а^
\ а„/ 4аЙ 3-4у+------ ; сгЬа.а+——\ зЬа^ ' / 4ДО7?: 

аР

8 у 2у^֊Л Х|-Х;,1г, /Я2»=о5 X; 2 2 °
8 у 2у^֊А Х,+Х: г 1,,,.2ДЛ2

/R2 »£ X2 2 0 2 " 3
2) Из условий на радиальные и тангенциальные перемещения (при 2 = 0 

и г = /) получим

,Г , 51 2 гМ^М
Г Л,04-Л.+2А43-4у)-ь-Е ,7 Л =0к л=1 а^а^Я)
,г /51 2г- [ /4,0 + £>ог( 1 - 4у)] + + О0 + X —)—П՜ = 0 < 16>

На основе ортогональности функций Л(х) и У։(х) получимЧ,(г) = R2 [ Л10 + А20 + 2О04 3 ֊ 4у)] (г = 0; /)
/?2^,(г) = - у [ Л,о - А,о - 4£>0г],

(Л1о-4о-4Дг)у+2£ог+2С(> = 0 (17)
27?2[л,о + Оог<1-4У)]у_+£о֊ + Оо = 0 <18>

Из этих всех соотношений следует окончательно, что

3Л,о + Л2о = °. °0=°. ■Ео = °.
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Go = -—4o. M°) = Д,(о) = -2Л2л10
Отсюда для функции A^(z) получимsha,(/֊z) + shaz 

hcp(z) = -2R֊ Д, ———у
(19)

(20)
(21)

, cha (a-z) 4Л;А0 Д [l-(-l)‘XtsinXtz]
= -2R'A,o------֊--------- -- -------- -----  L1--------T7------ ֊--------1chapa l ы \ +ap

3) Из условия на Тлр(/?,г) =-2t(z)7 м 7 n-4Л410 - - Ха Sin \z + •֊ ZX/z) = -2t(z) 
I Ы ' ' К p=|

после интегрирования и суммирования полученного ряда, для 0к получим

а=2т։Я,0-2Я-Л,Д1֊(֊1)‘]у^֊ (22)
где т, = foT(z)sin(xtz)db, a, =foa(z)sin(xtz)ab, (23)

4) Из условия для нормального напряжения имеем4Х^у (l֊v)a;֊v^ _
R (а=+х=);

1 7 р
= 0t+rGlt(«)-—(/։1O-V0O)[1-(֊1)‘] (24)

5) Из условия Т^(л.г) = Tt получим8 ' (l-v)a;-vX;
Л '=՛ (а-;+х;)
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= + ^(Св+гд,)
кк

р г 8(1-у) у 5, -5; 2Со/ R'֊! Да;՜ I °

Из бесконечных систем (24) ,(25), учитывая соотношениеМ 2(1-*)Л&*(Я) = ֊— &։(Я) =----------------- ֊-------
2 Х*2

для определения коэффициентов Рк получим уравнениеа.+у-С.* (Л)-^(л|о-у0о)[1^(-1)‘] =
/Д.

(26)

2 С»(Л) + ^г-1(Со + 25„) (27)

Откуда
Г / 4*1 ! (^*Г)

-[։-(-!) ‘]я ЧвДТ^-

я[1-(-!)*], ,:------ ЦС0 + 2Во + 4ЛК1-4у0(1) (28)
Пользуясь формулой2 у сЬар(«֊г) Jl (а/) 2^,1-(-|)* /Д^) __ЛД а֊сЬара 71(а.Л)֊+-/Д X; /Д։я)5'П ։'՜՜

нетрудно убедиться, что во всех формулах нужно подставить Л|0 = 0. 
Отсюда следует, что

Л|0 = Аго = £0 = Ео = £>0 = О
, / <30)2(1֊2у) Во+^ +Со = 0

\ 20/

Таким образом, задача свелась к решению уравнений (15), (24) и (25).
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Заметим, что первое уравнение (16) можно было заменить уравнением,, , 2Г- Л,о ֊ Л:о - 4Д,х + 2£> + 2С0 + ֊ I , 7 = О
я'=| а У. а Я

Тогда, при учете свойств функций {1../п(Хкг)), (Л = У2(ХАг) = О), 

приведенных в приложении, мы опять пришли бы к совокупности бесконеч­
ных систем уравнений (15.)

Для доказательства регулярности бесконечных систем (15), (24) и (25) 
оценим сумму7 |уХ--(1-у)а-;| /г: Г |ух,;-(1-у)У|д=1(а-;+Х;)(а-+Х.;) « о(^+х֊ )((;=+х;)

(31)

2[х; ֊ х; - х;)] 1 - у) [" Цх,-х,) \(4у-1)(х,-х,)՜
~՜-'՜՛֊~1՛*^՜* 5? —*

г[х;-\(х~-х-)]УЧ1-у) ! х2(х|+х,)[х,-\(х:-х|)]1
где (хг-х,)7у(1-у) х,-\(х.-X,)

В нашем случае Х։ = X,, X, = Х2 = х = Х*7?, следовательно

К < г/(у), </(у) = (1 -2у)| 7- 2ап^— I + лЛО-у)V4 VI- у>
(32)

(33)

</(у) =<7(1 - у); 1^(у)^]^уЛ]

Пользуясь этими оценками, нетрудно убедится, что если совокупность

29



уравнений (15), (24) и (25) привести к одной бесконечной системе относи­
тельно 2, или (Л'։).(у^) ТО сумма модулей коэффициентов полученной 

системы при от (0 < V < 0.5) имеет оценку

ё 1341

Следовательно бесконечные системы вполне регулярны, т.е можно их 
решить методом последовательных приближений.

Для изгибающего момента и перерезывающей силы имеем
к R

Му(г) = 2 ф) СО5фс/г,
0 0

п R

/\(г) = 2|с/ф|п.(г,2,ф)с/г

о о
Используя решение задачи после некоторых несложных преобразований 

получим

АУ (г) R2 , . р^г(/-г)
1351

I

+ 7~1 [о(х) + т(х)][ /(г + х) - 1\г - х| ֊ 2гх]сД- 
0

=х° + “-Ж՜՜՜1 + Ж71+ г(х)][/- /зип(г- х) - 2х]с& (36)

л7и\ Сг ЧСг 2/\/ 0

где 0=5 + —= ֊------ 2—
0 ։ 26’ 2(1֊2у) (37)

Этими формулами определяются также и реакции опор.
Такой подход допускает рассмотрение некоторых других неосесимметрич­

ных статических и динамических задач теории упругости для цилиндра ко­
нечных размеров. Отметим, что рассмотренную задачу можно было решать, 

если за считать, что ар - корни уравнения - 0. При этом число
бесконечных систем получается на одну больше, а число свободных членов 
на две меньше. Возникшая новая система отличается от других, тем, что 
сумма модулей ее коэффициентов при неизвестных стремится к нулю как 
О(к *) . Сумма модулей коэффициентов при неизвестных совокупности всех 

систем определяется также формулой (33) и имеет оценку (35). Это связано 

с тем,что корни функций У,(х) и У, (х) асимптотически совпадают.
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Приложение

О свойствах функций {1,./0(Х*г){, (к = 1,2--,Л(Х^г) = о)

Функции ХА.г)} линейно независимы. Это следует из —=

и линейной независимости ^(Х^г). Кроме того для |1,У0(Х^г)^ имеют 

место равенства
я
1ч(\г)[л( V) - ֊4(м)Н = 0, к * п 
о
я
Р{л(м)֊Л(\л)рг = о. (П

о
Действительно, проведя интегрирование по частям получим 

я . я
1гУ0(х։г)[У0(Х„г)֊Л(^Л)рг =у-/л/1(а.4г)У,(Х„г)с/г (2)
о Л* о
я я
/г[ У0(Х,г)_-У0(Х։Я)]Уг =Ьф:У,( Х.гН = 0

О £ о
откуда следует (1), поскольку функции (г, ^(Х*/՞)} ортогональны с весом г

В частности из (2) следует .что 
я ’ я
1ч(Х,г)[У0(Х։г) - Л(^я)]с/г =/л/,= ( Х4г)е/г 

о о

Система функций {1,У0(ХА.г)) полна в (к = 1,2, --) Цо.я] 

т.е из
Я я
/г<р(г)</г =0, _|\<р(г)= 0, где ф(г) е Д,(0.Я) (3)

о о

должно следовать, что ф(г) = 0 почти всюду.
Для этого сначала рассмотрим множество функций непрерывно диффе­

ренцируемых и обладающих свойством (р(0) = <р( 2?) = 0. Известно, что 
указанное множество функций плотно в А,[0, /?].

Пусть в (3) ф(г) принадлежит указанному множеству. Тогда интегрирова­
нием по частям из (3) получим 

я я
|г:<р'(г)Уг =0. /г<р'(г)У0(Х.г)г/г = 0 

О о
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Из полноты системы функций {г,</։(ХЛг)j следует, что ф'(г) = 0, т.е.

<р(г) = 0.
Это означает, что линейная оболочка, построенная на системе функций

{u<>M плотна в £,[0,7?], т.е. при любом S >֊ 0

г Г f " /Jr <p(r)- ao+ZX-MV) Ij d!r<e.
ok k *=՛ ))

где
qXr) 6 L,[0, /?]

Теперь пусть <p(r) функция из Lz [О, /?] и пусть для нее имеет место (3). 
Тогда будем иметь

я я ( Г . I*
Jr<p:(r)dr =f r<p(r^<p(r) -kr0 + J"гфг(г)< .̂

Отсюда следует , что
R

frcp2 (r)dr <82

о
Поскольку e может быть сколь угодно малым положительным числом, то 

отсюда следует, что ф(г) = 0 почти всюду.
Итак, полнота системы (1, J0(Xtr)}, = доказана.
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ՀԱՅԱՍՏԱՆԻ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԶԳԱՅԻՆ ԱԿԱպԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ
ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ

Մեխանիկա 48, N՞ 4, 1995 Механика

ОПТИМАЛЬНОЕ ПРОЕКТИРОВАНИЕ 
ПЛАСТИНКИ-ПОЛОСЫ, ВЗАИМОДЕЙСТВУЮЩЕЙ 

С МАГНИТОГАЗОДИНАМИЧЕСКОЙ
УДАРНОЙ ВОЛНОЙ

Азатян Л.Д.Ագատյան Լ. Դ.
(րա<4նիսագա<(ադիևամիկսյ1|աև հարվածային այիրի հետ փոխազդող սայի օպտիմա| նախագծումը

Աշխատանքում դիտարկվում է սալ]։ փոխազդեցությանը մագնիսագազադինամիկակաև հարվածա­յին ալիքի հետ: Վերլուծվում է անփոփոխ քաշ ունեցող սափ կառուցվածքային եղանակի ազդեցությանը նրա մակսիմսդ մզվածքների փոս:Կատարված են թվային հաշվարկներ տարրեր դեպքերի համար, որից հետեւում է. որ ամենալավ տարբերակը ոչսիմետրիկ երկշերտանոց սողն է.Թվային հաշվարկներից հետեաւմ է նաեւ, որ մագնիսական դաշտը բնութագրող պարամետրի աճ­ման դեպքում սափ ճգվածքները փոքրանամ են: Այն է* մագնիսական դաշտը թոդանում է հարվածային ալիքի ազդեցությունը սափ վրա:
Azatian L.D.

Optimal design of stripe-plate, interacted with magnotogasodinamic snock wave

В работе решается задача о взаимодействии пластинки-полосы с магнитогазодинамической 
ударной волной. Анализируется организация пакета платинки-полосы неизменного веса на ее 
максимальные прогибы. Проведены численные исследования для различных случаев, из которых 
следует, что вариант несимметричной двухслойной пластинки является наилучшим. Из числеых 
расчетов следует, что с ростомпараметра, характеризующего магнитное поле, прогибы пластинки 
уменьшаются, т,е. магнитное поле ослабляет воздействие ударной волны на пластинку-полосу.

Пусть упругая слоистая пластинка-полоса толщины h и шириной / нахо­
дится в постоянном магнитном поле с вектором индукции Z?o(0, Z?o,0), па­

раллельным оси Оу. Предполагается, что пластинка-полоса является одной 
из составляющих бесконечного перекрытия. Считается, что все пластинки-по­
лосы, входящие в состав перекрытия, одинаковы по своим геометрическим и 
физико-механическим характеристикам и независимо друг от друга шарнир­
но закреплены на продольные жесткие ребра,расположенные с интервалом 
/ в направлении оси Оу (фиг. 1). Впервые решение задачи для бесконечно­
го перекрытия с опорами одного направления в обычной газодинамике было 
получено Димажио [1].
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Плазма, в которой распространяется магнитногазодинамическая ударная 
волна, предполагается невязкой, нетеплопроводной и обладающей беско­
нечной электропроводностью.

Пусть магнитногазодинамическая ударная волна движется со скоростью 
Уо и в момент I = 0 сталкивается с поверхностью пластинки. Направление 
движения ударной волны совладает с отрицательным направлением оси Ог. 
Индексом 0 обозначим параметры покоящегося газа впереди ударной вол­
ны, индекс 1 будем приписывать давлению Р, плотности р, скорости час­

тиц газа V, магнитному полю В и скорости звука С за фронтом падающей 
волны. Определим течение за падающей магнитногазодинамической ударной 
волной. Параметры потока за падающим скачком определяются из соотно­
шений для прямого скачка уплотнения [2]

Ро(''о-Ц>) = Р1(',|-Ц>).

Л + Ро( ՝,о-<4) ՛ + тг = Р< + р, (V, - ц>) ’ + %՜ 
бЛ 8л

(Уо-^Г | г Ро4 Д/ _(у,-^)31 у Л ., (1)

2 (у-Оро 4лр„ 2 (у-1)р, 4лр,

(ур-У.^МХ
где у-показатель адиабаты, равный ср !су/\ Ср>Су- удельные теплоемкости 

газа при постоянном давлении и об'еме; ср=с\. + 7?; R- газовая постоян­
ная. При наличии п степеней свободы

Тогда для одноатомных газов /7=1, у = 5/3, для двухатомных газов 
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п = 2, у = 7/ .
Исключая из (1) Р^р^В՝, получим следующее кубичное уравнение для 

определения скорости частиц плазмы за падающим скачком

5 2гРо+Гао'Ро-(у + 3)рАг 2(У^+ао2Ро-Ро^Й 

(г + ։)р</4 (г + >)ро

2(у-1)а0Ч
" (г-ы) = °

где аог = В0:/4лр0.
Уравнение (2) имеет три вещественных корня, из которых физически осу­

ществимо одно значение корня, равное при а0 = 0 скорости частиц газа за 
падающим скачком в обычной газодинамике

=
2(л/2-1)„ 
(у + 1)^

Здесь М / Со - число Маха падающего скачка. Два других корня отбра­
сываются, так как значению корня, большего значения 0, соответствует за 
падающим скачком течение со скоростью, превышающей скорость падающей 
ударной волны, что нереально; корню же, близкому к нулю, соответствует 
бесконечно слабая, вырожденная ударная волна, мы же рассматриваем 
ударную волну конечной интенсивности. После определения из соотно­
шений (1) можно найти значения остальных параметров за падающим 
скачком

_ РрЦ> р _

р, = ро + ро(/оу,+
Д0:у,(у,-2^0) 

8л(у, ֊{/„)■

(3)

Теперь мы должны определить параметры течения плазмы за магнитога- 
зо-динамической ударной волной после ее отражения от упругой пластинки- 
полосы. Им припишем индекс 2 .

Как известно, распространение слабых ударных волн описывается ли­
неаризированными уравнениями магнитной газодинамики. Для описания 
же более интенсивных ударных волн следует привлечь нелинейные урав­
нения магнитной газодинамики, которые должны решаться совместно с 
уравнением магнитоупругости для пластинки-полосы. Решение задачи при 
этом сильно усложняется. Поэтому для ее упрощения параметры плазмы 
за отраженной магнитогазодинамической ударной волной представляем в 
виде
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р, = р'+р. р, = р;+р, в, = В'+ь. с2 =с'+с

V, = VI ух, Уу)

где Р/, р^, В^С2- давление, плотность, магнитная индукция, скорость звука 
за отраженной магнитогазодинамической ударной волной в случае ее взаи­
модействия с жесткой пластинкой. Эти параметры также определяются из со­
отношений для прямого скачка уплотнения (1), записаннных для параметров 
с индексами 1 и 2'.

Здесь Ко- скорость отраженной от жесткой пластинки ударной волны,оп­
ределяемая из кубичного уравнения

з (г-зК Г(у-1) , уР] /1 (2֊у) ։
О - ------ А----- К, ֊ +~+а> у1=° <6>2 I 2 Р, J 2

где а2 = 5,: /4лр,
По тем же соображениям, что и выше, берется тот корень уравнения (6), 

который близок к значению

, 2(г-1)Л^-(у-3)

°՜ (у + 1)Л/2 °

дающему скорость отраженного скачка 8 обычной газодинамике.
После подстановки (4) в оснавную систему уравнений магнитной газодина­

мики [3]

оо
-^- = (вгУ)у-(у7)В.-5,(7у).

д _ 1
~+ VV р, +р^7V = О
С1 ) ~

А । ।
—+ 77 у+— УЛ- — (Ух5,)хВ = 0
8։ 7 р.՜ 4лр.ц

(?)

и линеаризации, получим-
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Sb Sv.'l
— = ֊fi! —-+—4 
dt \dx dz )

dvx \_дР_ B'. Sby

dt p', дх 4лр',р dx
(8)

dv: 1 дР B', Sby

dt pi dz 4яр',ц dz

В дальнейшем магнитная проницаемость газа принимается равной едини­
це. Рассматриваемая задача сводится к совместному решению системы урав­
нений (8) и уравнения движения несимметрично собранной по толщине пла­
стинки-полосы,проводимость которой принимается равной нулю (<5 = 0).

~ С„ J&4 +Л% dt1 =z (9)

Здесь И' - прогиб, тп = ^рД - масса пластинки, приходящаяся на еди- 
*=1

ницу площади срединной поверхности; р,,/?,- плотность материала и толщи­
на 5-ого слоя; Р1И С„ • жесткости, определяющиеся по известным 
формулам [4]

^=15,1(5,-8..,)
л

^=֊Е^[(8,֊<-(85.,-Д)2]

Z - нормальная составляющая внешней поверхностной нагрузки, которая 
имеет вид

Z = P:'+P+7L (10)

В формуле (10) Р- возмущенное давление в газе, Т„- напряжения Максвел­
ла в газе. Влиянием напряжений Максвелла в вакууме пренебргается. Линеа­
ризованные уравнения электродинамики для вакуума (внутри пластинки) име­
ют вид

Га - дЬ
rot b = 0, rot е =-------

dt

divZ> = 0, dive = О
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Уравнения (8) и (9) дополняются условием совместного движения пластинки- 
полосы и прилегающих к ней частиц газа и условием затухания возмущений 
на бесконечности.

Введем функцию

v = gradф(/,x,z) (11)

Исключая из (8) Р,ЬУ и используя (11), для функции ф получим

о2ф с'и> = 1 з2ф

дх2 &2 (с'): + а2 дг

где а2 = (В.')՜ /4лр(.

Из второго и третьего уравнений системы (8) можно получить

Р + р^ + ^Ц, =0 (13)

■ с! 4л ■

а из первого и четвертого уравнений системы (8) можно получить связь меж- 
ду Р и Ьу

<■<>
О,

Из соотношений (13) и (14) получается

р; ар 
(1 +<г) 5։ (15)

где а՜ =(В;) /4лр((с՛;)՜ =и"/(с()՜, то есть в результате решения урав- 

нения (12) и определения функции ф, можно по формуле (15) определить 
избыточное давление, действующее на пластинку. Уравнение (12) решается 
при следующих начальных и граничных условиях

ф = В=о
5։

при / = О

Ф = О при г —> оо (16)

Зф &Л1
— = - — при 2 = О 
дг 5։

Так как предполагается, что пластинка шарнирно закреплена по сторонам 
X = 0,7, то решение уравнений (9) и (12) будем искать в виде
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и'(/-х) = Хи'Д')5‘п^

<р(/,х.г) = £<₽,,(/, 
л *

(17)

Здесь функции м*я(/) и фя(/,г) являются неизвестными и подлежат опреде­

лению. После подстановки решения в виде (17) уравнение (12) принимает 
вид

Г՜ " (с'У+а- дг
(18)

Применяя к (18) интегральное преобразование Лапласа по времени [5], с 
учетом первого условия из (16), в области изображений получим

/ _,К=° (19>
дг V (с') +а՜) 

где к՜ = и“7Г//*,$- комплексная переменная. Последнее условие из (16) с 
учетом (17), после преобразования Лапласа принимает вид

֊֊к = ֊ ’̂л (20)
02

В (19) и (20) чертой обозначены преобразованные по Лапласу функции. Ре­
шение уравнения (19), удовлетворяющее условиям (20) и (16), записывается 
следующим образом:

е՜^

<Р„ = ~1------ ■ --<21)

V Iе;)+а

Переходя к оригиналам с помощью теоремы о свертке функций [4], для воз­
мущенного давления Р, сЬгласно (15), получим

где кр = £да2 Л՜ Функция Бесселя первого рода нулевого поряд­

ка. Для нахождения величины 71, входящей в правую часть уравнения дви­
жения пластинки-полосы, надо найти компоненту Ь индуцированного в газе 

магнитного поля в направлении оси Оу. Определяя Ьу по формуле (14) с 

учетом (22), подставляя в (10), окончательно для нагрузки 7. , действующей 
на пластинку, получим
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г=Е л'.-с;
о (дм, та

51П—֊- (23)

Здесь использовано разложение

Л'=£р2'„ . ПЮС
51П-----

/

После определения поверхностной нагрузки переходим к решению уравнения 
(9). Подставляя (17) в (9), с учетом (23), получаем следующее интегро-диф­
ференциальное уравнение:

п*тС д1™ , г------г
£>,,----- — —— ю +т„—г-= Л'-с,'р:71 + а՜ х. " С„) Г1 ’ ° дг- ՛ ՛

(24)

Если формулу для давления, получаемого на основании гипотезы плоского 
отражения в гидроупругости, обобщить на случай магнитоупругости [6], то 
формула (23) упростится и примет вид

_ х- [ п, , , Г, ~ 1 ■ и™
г = 2^\Р1П-с2^^а՜ — (25)

л I 01 ) I

С использованием (25) уравнение (24) переходит в обыкновенное дифферен­
циальное уравнение второго порядка для

решение которого записывается в аналитической форме [7]

ю(/,х) = 4 Л 
—-е 
тип.

С0,е|>' — СО , С05СО./-р51пС0 7 . ПЮС 
х —!---------- —֊-----------------!- 51 п------

лшдш,՜ + р֊1 I

при а> 02 - р: > 0 (26)

и,(/,х)=±^е-1’'У(_1)(т-0х

ГО”»

со, сЬсо,/-01 +Рз11о),/ . пах
х — ------- -—֊,—=;---- тг--------— 51 п------

пш ,(со ,՜ - Р՜ 1 /
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при (Оо* - р՜ <0
_____  ^2, \ ^^4 ^4 I

Здесь Р = р;с,'л/1+а: /т„, ®0՜ = £>н ---— —, ®, =(м0: -|32)-.
к С„) I т, V '

СО , = КО ,

Далее ставится оптимизационная задача: найти

гп!птахи'((.х,Л1)

при ограничениях

0<Л,=Л,/Л<1, 0<х</, />0,

то есть анализируется влияние способа организации пакета пластинки-поло­
сы неизменного веса на ее максимальные прогибы. Проведены численные 
исследования для трех случаев: 1) двухслойная полоса состоит из слоев ком­
позиционного материала типа боропластика и пластмассы; 2) полоса состоит 
из трех слоев, симметрично расположенных относительно срединной плоско­
сти. Средний слой изготовлен из пластмассы, два наружных слоя - из компо­
зиционного материала; 3) средний слой полосы изготовлен из композицион­
ного материала, а два наружных слоя - из пластмассы.

В качестве внешней среды выбран воздух (рп = 1,225кг/м3, Со = 334^оек).

Численные расчеты проведены при следующих значениях параметров: 
А. = И! I = 0,05; М =1,5; а = 0; 0,01; 0,05; 0,1; 0,5; 1. Оптимальные 
значения пригибов и соответствующие им величины безразмерных толщин 
слоев для различных значений параметра а приведены в таблице

Таблица

I вариант
а 0 0.01 0.05 0.1 0.5 1

к 0.7 0.7 0.7 0.7 0.7 0.7

УТ 0.34798 0.34754 0.34592 0.33961 0.21064 0.08213

2 вариант
а 0 0.01 0.05 0.1 0.5 1

К 1 1 1 1 1 1

и՜ 0.51904 0.51871 0.51594 0.50652 0.31451 0.12273

а 0 0.01 0.05 0.1 0.5 1

К 1 1 1 1 1 1

УУ> 0.51904 0.51871 0.50594 0.51652 0.31451 0.12273

Здесь Л, = Л, /А, = И' /Л; - толщина слоя из композиционного мате-
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риала.
Из таблицы следует, что вариант несимметричной двухслойной пластинки 

является наилучшим. Как показывают численные расчеты, прогибы w по­
лучаются минимальными в случае, когда толщина /?. слоя из композицион­

ного материала равна ОДЛ. Как показывают результаты численного анали­
за, для случая рассмотренных конкретных материалов оптимальные проекты 
для второго и третьего вариантов организации пакета пластинки-полосы по 
толщине совпадают и вырождаются в однослойный, целиком изготовленный 
из композиционного материала.

При ограничении количества композиционного материала оптимальными 
могут быть варианты пластинок слоистой структуры.

Как следует из таблицы, прогибы пластинки-полосы уменьшаются с рос­
том параметра а, характеризующего магнитное поле, то есть магнитное по­
ле уменьшает прогибы пластинки. Этот эффект может быть использован 
практически для ослабления воздействия ударной волны на об'екты, находя­
щиеся в электропроводящей жидкости (газе) при наличии магнитного поля.

Расчеты проведены на основе точной-модели (уравнение (24)) и прибли­
женной (формулы (26)). Результаты, полученные для обоих случаев, практи­
чески совпадают.

Автор выражает признательность М.В. Белубекяну за внимание к работе.

Литература

1. Dimaggio F.L. Effect of an Acoustic Medium on the Dynamic Buckling of 
Plates, New-York, Journal of Applied Mechanics, 1956, vol. 23, No.2

2. Калихман. Jl.L Элементы магнитной газодинамики.- M.: Атомиздат,19б4.
3. Jeffrey A., Tanyiti Т., Non-Linear Wave Propagation with Applications to Phy­

sics and Magnetohydrodynamics. New-York, London, 1964.
4. С.А.Амбарцумян. Общая ’еория анизотропных оболочек. - М.: Наука, 

1974.
5. Дер Г. Руководство к практическому применению преобразования Лапла­

са. - М.: Наука, 1965.
6. Амбарцумян С.А., Багдасарян Р.Е., Белубекян М.В. Магнитоупругость 

тонких оболочек и пластин.- М.: Наука, 1977.
7. Азатян Л.Д., Аветисян Дж.К. Оптимизация прочности слоистой ортотроп­

ной пластинки при воздействии акустической волны давления - Изв. АН 
Арм.ССР,- Механика, 1984, Т.37, №3, 42-49.

Институт механики НАН Армении. Поступила в редакцию
18.01.1994

42



ՀԱՅԱՍՏԱՆԻ ԳԻՏՈՒԹ-ՅՈԻՆՆԵՐԻ ԱԶԳԱՅԻՆ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ
ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ

Մեխանիկա 43, N° 4, 1995 Механика

ПРОНИКАНИЕ ПРОИЗВОЛЬНОГО ИНДЕНТОРА 
(ФОРМЫ КРИВОЛИНЕЙНОГО ТЕЛА, 

ПЕРЕХОДЯЩЕГО В ЦИЛИНДР)
В УПРУГУЮ ИЗОТРОПНУЮ СРЕДУ

Ванцян А.АՎանցյան U.U.Գլանի վերածվող կամայական կորագիծ մարմնի ներթափանցումը իզոտրոպ միջավայրԲերված են թվային հետազոտությունների արրլ)Ունրները:Ցույց է տրված, որ ի տարբերություն միաչափ խնզրի , արագությունների եւ տեղափոխությունների աոանցրային կոմպոնենտի հաշվի առնետ բերում է նշանափոխ լարումների ինչպես պլաստիկության տիրույթում, այնպես էլ մարմնի վրա:
Vantcyan A.A.

The Penetration Arbitrary Indentors (in the Form CurveUne Body Pasting to the Cylinder) 
in Elastic Isotropic Media

Приведены результаты численного исследования. Показано, что в отличие от одномерной 
задачи, учет осевых компонент скоростей и перемещений приводит к знакопеременным 
напряжениям как в пластической области, так и на инденторе.

Одномерная теория проникания, как было показано в [1-4] »пригодна для 
тонких инденторов. Однако, для нетонких инденторов общепринято предпо­
лагать, что частицы среды, прилегающие к индентору, двигаются не по ради­
альному направлению, как было принято по гипотезе плоских сечений, а по 
нормали образующей индентора. Во многих работах [3,5,6] это доказано 
экспериментально.

Несмотря на то, что для нетонких инденторов, гипотеза нормальных сече­
ний дает относительно хорошие результаты по совладанию с эксперимен­
тальными результатами, эта гипотеза также содержит приближание 8 реше­
нии задачи проникания. В частности, здесь также не учитывается влияние 
свободной поверхности, предполагается, что между индентором и средой 
имеет место ньютоновское трение.

В настоящй работе рассматривается проникание цилиндра, переходящего 
в криволинейное тело с уравнением образующейՂ =г0-Р(С֊п)'', Ո=/֊* (’)
где г0- радиус цилиндрической части индентора, р -- угол при вершине кону­
са и является не малым, v> 1 определяет кривизну образующей.

Предполагается также, чго вблизи индентора, позади фронта S имеет 
место пластическое течение, описываемое уравнениями Мизеса, впереди Ճ 
среда считается упругой. Согласно гипотезе нормальных сечений на инденто­
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ре для компонент скоростей имеет место

у, = уя$та, ух = уясо$а, tgа = (2)

На фронте 5 предполагается непрерывность всех компонент скоростей и 
напряжений.

Учитыыя (1) и (2), можно записать

С учетом (3) уравнение несжимаемости
5у, V, дч
—+ —+ - = 0
ог г ох

можно написать в виде

֊■ + —+ -/ + х)'՜' ~ + Р\{у-!)(<-/ + х)'՜’ V, = 0 (4)
ог г Ох

используя метод характеристик и записав уравнение (4) в форме
с!г (±с с1\г

1 Р - /+х) 1)(^- /+х)^2

из первого уравнения можно определить

Г~ Рч(2-у) +С՛
Из второго уравнения

г/уг с!х 1-у
V. гР\(с֊/ + х) (С-/ + Х)

Подставляя (6) в (7) , для Уг можно получить

(6)

(7)

(8)

С учетом граничного условия при г = гк

Уг=-У՜ или V, = уР^-У + х)^1 
ох

где У-осевая скорость индентора.
Приравняв (8) и (9)

и учитывая,что при г = гк из (6) можно получить

44



(10)

или

(11)

для с2 можно получить выражение '

с2 = уругг7'-2(г0-рг՝')

где введено обозначение г = ^-/ + х'; х'- абсцисса на конусе.
Подставляя С2 в (8),՜ а (11) в (6), для определения V, можно получить 

систему уравнений

V, = • уР^г(г0 ֊ Рг") (12)

(С-/ + х)՛՜՛ п, г2՜7
Г~ рч<2-у) ֊Г° рч<2-у)

Записав соотношения Мизеса и уравнения равновесия и после численного 
интегрирования, с учетом (12), можно получить численные значения 
атг>а00>ст»' как 8 пластической области,так и на инденторе.

Фиг.1.

Изобары 1 4- 22 для при 0 = 0,2 
■ (-1,4; -1,2; -1,֊1,2; -1,4; -1,4; -1,2; -1; -0,8; -0,6; -0,4; 

-0,2; -0,1; 0; 0,2; 0,4; 0,6; 0,8; 1; 1,2; 1,4;)
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На фиг.

Фиг.2.
Изобары 14-20 для при 0 = 0,2

( -0,6; -1,2; -0,2; -0,8; 0,2; -1; -0,8; -0,6; -0,4;
-0,2; 0; 0,1; 0,2; 0; 2; 4; 6; 8; 10; 12).

Фиг.З.
Изобары 14-20 для <зм при 0 = 0,5 

(-0,2; -0,4; -1; -1; -0,8; -0,6; -0,4; -0,2; 0; 0,2; 
0,2; 0,4; 0,6; 0,4; 0,2; 4; 6; 8;-1,2; -1,2).

3 приведены результаты численного решения задачи. Постро-
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ены графики поверхностей одинаковых напряжений для С„.,0ее>ахх 8 ГПа 
для разных р.

На фиг. 4 приведены результаты расчетов для на индентора. Здесь 
приведены результаты только для случая р = 0,2.

Радиальные напряжение на инденторе при Р = 0,2.

В скобках под фигурами показаны значения напряжений в ГПа .
Анализ графиков показывает,что напряжения в пластической области не 

всюду одинакового знака, как это было получено аналитически, в [2,4] для 
одномерной задачи.

Как видно из фигур, вблизи индентора о^.- сжимающее, но с удалением 
как по Г, так и по X появляются зоны, где положительно. Для острых 
инденторов в отличие от тупых инденторов, это происходит на большом рас- 
стотоянии.

На первый взгляд кажется странным, что кольцевые напряжения вблизи 
индентора оказались отрицательными, которые также на некотором расстоя­
нии переходят в положительные напряжения. Граница перехода отрицатель­
ных напряжений в лоложительние, с увеличением Р, удаляется от инденто­
ра.

Аналогичная картина имеет место и для напряжений оя. Здесь вблизи 
индентора имеет место сжатие среды, а с удалением от индентора в некото­
рых областях имеет место растяжение. Нетрудно заметить, что вблизи инден­
тора препятствующие прониканию напряжения являются О,,, и а как- 
-будто способствует прониканию.

С удалением от индентора, наоборот, <5^ и а^, меняя знак, способству­
ют, а Оэд, принимающее уже положительный знак, препятствует движению 
как индентора, так и самой среды вблизи индентора.

Изучение графиков напряжений на инденторе также показывает, что и 
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здесь напряжения меняют знак. Вблизи вершины индентора как Q^., так и 
ав, имеют положительный знак, то есть среда растягивается как в направ­
лении Г, так и по X . Этими напряжениями вполне можно объяснить появле­
ние трещин в среде вблизи вершины индентора.

В [7], где экспериментально рассмотрено проникание индентора в грунты, 
показано, что существуют области, где имеет место растяжение среды. Ре­
зультаты [7] могут служить экспериментальным подтверждением выводов 
настоящей работы.
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ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ

Մեխանիկա 48, N° 4, 1995 Механика

ОБ ОДНОЙ АНТИПЛОСКОЙ
ЗАДАЧЕ ЭЛЕКТРОУПРУГОСТИ 

ДЛЯ СОСТАВНОГО ТЕЛА

Саргсян А.М., Хачикян А.С.

Ա-Մ՜-Սւսրգսյան, ԼԼԱԽաչիկյան

Բաղադրյալ մարմնի համար էւեկտրաառաձգականության մի հակահարթ խնդրի մասին

էլեկտրաառաձգականության գծային տեսության դրվածքով ուսումնասիրված է կտոր աո կգար 
համասեռ սեպի տեսք ունեցող ընդլայնական կտրվածքով պրիզմայածեւ մարմնի լարվածային 
դեֆորմացիոն վիճակը:

Ցույց է տրված, որ էլեկտրական եւ մեխանիկական դաշտերի կապակցվածությունը ունի որակական 
ազդեցություն բաղադրյալ մարմնի միացման մակերեւույթի եզրի շրջակայքում առաձգական լարումների 
վարքի վրա:

AALSargsian, A.S.Khachikian
On the One Antiplane Problem of Electroelastirity for Compound Body

В постановке линейной теории электроупругости изучено напряженно-деформированное 
состояние призматического тела с поперечным сечением в виде кусочно-однородного клина. На 
гранях призматического тела заданы перемещения и электростатические потенциалы.

Показано, что связанность механических и электрических полей оказывает качественное 
влияние на поведение упругих напряжений в окрестности края поверхности контакта составного 
тела.

Поведение несвязанных стационарных физических полей (тепловых, элек­
трических и магнитных, полей упругих напряжений при кручении и продоль­
ном сдвиге и т.д.) в окрестности края поверхности контакта кусочно-одно­
родного тела изучено в работах [1,3].

В работе [4] определена особенность упругих напряжений вблизи угловой 
точки контура поперечного сечения, находящегося в условиях продольного 
сдвига однородного призматического тела из пьезокристалла класса 6 ՈԱՈ . 
Показано, что в этой электроупругой задаче напряжения вблизи угловой 
точки имеют тот же порядок особенности, что и в соответствующей упругой 
задаче.

С целью выяснения влияния эффекта связанности механических и элек­
трических полей на поведение упругих напряжений в данной работе рассмот­
рена антиплоская задача электроупругости для составного призматического 
тела с поперечным сечением в виде кусочно-однородного клина, изготовлен­
ного из пьезокристаллов класса 6 тт гексагональной системы с различны­
ми электроупругими свойствами (фиг. 1). Главная ось симметрии пьезокри­
сталла (ось Z ) перпендикулярна к плоскости поперечного сечения призма­
тического тела и проходит через вершину составного клина.

49



0- Ъ

(Фиг.1)

В цилиндрической системе координат при отсутствии массовых сил реше­
ние антиплоской задачи электроупругости для составного призматического 
тела приводится к интегрированию дифференциальных уравнений [5,6]

Д1/?(г,0) = О, Дфу(г,0) = О (1)

со следующими граничными:

= /.('■). “г('֊.-ег) = /:('■) <2>

Ф1(г>01) = 4'1(4 Ф2('-.-б2) = Ч^0 (3)

и идеальными электроупругими контактными условиями

щ(г,0) = и։(г,0), ф,(г,0)=ф2(г,0) (4)

с« 5м,(г,0) . е\" Зф,(г,0) _ ди2(г,0) е*52) 6ф2(/-,0)

г 00 Г 00 Г 00 Г 00

ди,(г,О) е, дф,(г,О) _ е{21 Эи2(г,0) е2 дф2(г,О) 
г 50 г 50 г 50 г 50

В уравнениях (1) и условиях (2)-(6) и}- упругие перемещения, Ф;- элек­

тростатические потенциалы, А- двумерный оператор Лапласа, £;-
модули упругости, пьезомодули и диэлектрические проницаемости, соответст­
венно, /дг) и \|/ (г) - заданные функции.

Контактные условия (5) и (6) получаются из уравнений состояния [5]

Т(Л _с(>)у(/) Л/)г т(/)_с(/)у -е^ЕЧх ~С44Г0Х »1$ 1гх - 1п и5

(7)
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У0։ г ее’ п дг

1 оФ ЭФ
~ • Е -

г де ’ дг

с учетом непрерывности тОх и DQ на линии 0 = 0. Здесь Т9г и - компо­

ненты упругих напряжений, y0J и у п- компоненты деформаций, EQ и Ег • 
компоненты вектора напряженности электрического поля, DQ и Dr - компо­
ненты вектора электрической индукции.

К краевой задаче (1)-(6) применяется интегральное преобразование Мели­
на [7]

7(p) = ]f(r)r'-'dr, /(r)=-֊֊J/(pW (8)

Если на бесконечности (г —>оо ) функция /(г) исчезает как г 5 (8>0), 

а при г —> 0 остается ограниченной, то первый интеграл в (8) сходится при 
0 < Rep <5, что и заключает в себе путь интегрирования L во второй фор­
муле (8).

В результате применения преобразования Мелийа к уравнениям (1) прихо­
дим к обыкновенным дифференциальным уравнениям второго порядка, ре­
шения которых имеют вид

cosp0 + B; sin р0 (9)

Ф;(р,0) = cosp0 + D; sinp0 (10)

Удовлетворяя преобразованным гранично-контактным условиям, получен­
ным из (2)-(6), после применения преобразования Мелина для неизвестных 
коэффициентов получим

Л։ = Л2, (11)

Д(/>)4 = 7| (/’)[(1 + А )с,52 + (е + eb, )S,C, ]S2 +

+Л(р)[(с+е*>)од+(СЕ + е2Й,)5,С2]5,-

-*iSi(e!s) '(«-е)[ч'1(р)С2-ч72(/’)С1]5,52 (12)

+V, (р)[(1 + 8,)С,52 +(с+ей1)51С։]52 +
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+%(p)[(e+eMcA +(ce+e2Z>l)siCj]51 (13)

М.р)в, =[7,(p)C2-72(p)C,][(cJ+e/1)ci52+(c;s+ee/,)5,C:] +

+(-l)J(e-e)e,(e'”)’l[v2(p)C1-v1(p)C2]53_JCJ (14)

Д(р)Р; =(c-e)e^e-'[7(p)C2 -7г(/0С|]СД-2 ~

-[v2(p)C, - V։(/>)C2][(rf, +^)СД +(cd, +ee;i,)5,C2] (15)

где

5;=sinp0;, Cy=cosp0;, e = e2/e,, c = c2'/c^, 0±=0։±0,

e^’e};1 e™ Is, j = \ [e,j=\ Ie, j = 1
’= c2>e, ’ е=е\Г Ml. 7 = 2’ M1.7 = 2 Ml,7 = 2

4i(p) = [(c + l)sin p0. +(c-l)sin p&_ ][(e + l)sin p0. +(e-l)sin p0.] +

+6,[(e +1) sin pG, +(e -l)sin pQ_ ]' (16)

С помощью уравнений состояния (7) и (8)-(16) для упругих напряжений 
То< и Trt получим:

2iuJ,

Л2(Р.9) 

д(р)
pr'^'dp

(;) 1 Г^;(р,9)
■г, =------ — , ՝ рт ’ dp27“ ' Л(р) (17)

где

Л,(р.9) = [с« s; +е1^)р;]со5р0-[с2)л; +ey>c;]sin р0

F2j(p,0) =[с2)Л?' +e[^K’’]cos/?0 + [c2)B;

(л;,5;л;.Ч') = (<>52Л2а)д(р)
Для исследования поведения напряжений TOj и х՞ в окрестности угловой 

точки контура поперечного сечения составного призматического тела (при 
Г—>0) дополним прямую L влево некоторым полукругом и применим тео­
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рему о вычетах. Принимая, что полюсами подынтегральных функций в (17) 
являются только корни уравнения

д(р) = о (18)

(то есть окрестность угловой точки свободна от внешних воздействий) и что 
все они просты (в рассмотренных ниже примерах они, действительно, про­
сты), будем иметь

то) = -У г'-՜' Р՞’^ р
(19)

” £ Д,(л) Р՞ (20)

Здесь Д1(р) = о'Д(р)/ф, />„(В.ер„ >о) - корни уравнения (18). Уравне­

ние (18) при конкретных значениях параметров С,£,е,Ь},&} и 02 имеет бес­
конечное множество корней, которые могут быть пронумерованы по порядку 
возрастания их действительных частей.

На основании формул (19) и (20) заключаем, что около угловой точки 
контура поперечного сечения характер напряженного состояния определяет­
ся величиной действительной части р՝ = + /Г]։. Если > 1, в малой окре­
стности угловой точки имеет место нулевое напряженное состояние. Если 

< 1, то при приближении к угловой точке напряжения неограниченно воз­
растают, при этом порядок особенности равен |%։ —1|. При = напряже­

ния около угловой точки конечны и вообще отличны от нуля (предельный 
случай).

Таким образом, в исследуемой злектроупругой задаче определение ха­
рактера напряженного состояния около угловой точки контура поперечного 
сечения составного призматического тела, находящегося в условиях продоль­
ного сдвига, приводится к нахождению имеющего наименьшую положитель­
ную действительную часть корня рх = + /Т|։ трансцендентного уравнения
(18) .

Не накладывая ограничения на электроупругие характеристики материа­
лов, составляющих призматическое тело, рассмотрим один частный случай 
0] = 02. Из уравнений (16) и (18) следует, что р] = 7с/20։. Следовательно, 
независимо от электроупругих свойств материалов составного тела напряже­
ния при приближении к угловой точке контура поперечного сечения убывают 
до нуля, если 20; < п . При 20։ > тс в окрестности угловой точки имеет ме­
сто явление сильной концентрации напряжений. 20։ = 7С соответствует пре­
дельному случаю.

Рассмотрим некоторые другие частные случаи:
1. С = £ = С. Из (16)-(18)) для определения рп получим

51пр(0, + 0,) + -—-5тр(0։ + 02) = 0 (21)
с + 1
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В работах [1-3] показано, что корни этого уравнения действительны и просты 
и что соответствующие различным значениям с[с3 > С, > С։ =1) предельные 

кривые ( р = 1), разделяющие области в плоскости (0։,02), где напряжения 

в окрестности угловой точки стремятся к нулю или бесконечности, имеют 
вид, приведенный на фиг. 2.

Если точка, с координатами 0։ и 02 и начало координат при данном 
значении С лежат на одной стороне предельной кривой, напряженное со­
стояние в окрестности угловой точки будет нулевым. В противном случае 
имеет место сильная концентрация напряжений. Когда точка лежит на пре­
дельной кривой, в угловой точке напряжения будут конечными и отличными 
от нуля.

В области, заштрихованной на фиг.2 двойной штриховкой, в окрестности 
угловой точки имеет место нулевое напряженное состояние независимо от 
электроупругих свойств материалов, а в области, заштрихованной простой 
штриховкой - сильная концентрация напряжений.

В случае с = приходим к результатам, полученным в работе [4].
2. С = е Ф е. В этом случае из (18) получим

sin/ХЭ. + -—-sinp© sin+——-sinp0 | = 0 (22)
с +1 Д ц +1 J

где ц = (е + сд,)/(1 +6,).

Равенство нулю первого множителя левой части (22) приводит к уравне­
нию (21), предельные кривые которого имеются на фиг. 2. Аналогичные кри­
вые получаются также из условия равенства нулю второго множителя. Соот­
ветствующая предельная кривая является границей области, заштрихованной 
простой штриховкой на фиг.За.Зб. Если углы 0, и 02 лежат в области, за­
штрихованной на фиг.За и 36 простой штриховкой, около угловой точки рас­
пределение напряжений имеет особенность. Аналогичная картина имеет ме­
сто и в случае е = е Ф с.
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После несложных преобразований уравнение (18) можно привести к виду 

Q sin2 р0. +£?2 sin2 р0_ + Q3 sin рв. sin pQ_ = О

Q, = (с+1)(е + 1) + й,(е +1)2, Q2 = (c-l)(e-l)+i,(e-l)2

2, =(c+l)(e-1) +(c- l)(e+l) + 2*, (e2 -1); Q, > 0, (a.a)<o 
,(a.a)>o (23)

Из представления (23) можно получить другие частные случаи.
з. а=±27аа. а > ° •из <17> * рз) следует

sinр0. ± (24)

Легко показать, что корни уравнения (24) действительны и просты, если 
Qշ Предельные кривые имеют вид, аналогичный кривым, представлен­
ным на фиг.2.

4. <22 = 0. Из уравнения (23) вытекает, что

sin +^-sin р0_ J sin pQ, = 0
(25)

Предельная кривая для sin pQ^ =0 представляет отрезок прямой 
0, + 02 = тс. Приравнивая нулю второй множитель, получаем уравнение, ана­
логичное (21), корни которого действительны и просты, если 63|<Q. Та­

ким образом, предельная кривая в случае Q2 = 0 , |23|<2։ представляет 

собой границу области, заштрихованной простой штриховкой на фиг. 4а, 46.
5. Qj = 0. В случае Q2 < 0 из (23) будем иметь
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фиг. 4

(бш/ХЭ, ч-Алюрб.дзшр$. -Алтр&_) = О (26)

где X = у|С2|/б։ • Уравнение (26) аналогично уравнению (22). При условии 

|е,1<е. предельные кривые и соответствующие области имеют приведен­

ный на фиг. За и 36 вид. Для случая |(Л| < уравнения может иметь и ком­

плексные корни.
Таким образом, эффект связанности электрических и механичеких полей 

оказывает качественное влияние на поведение характеристик обо- их полей в 
окрестности угловой точки контура. В рассмотренных частных случаях имеет 
место увеличение зоны концентрации характеристик полей.
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ՀԱՅԱՍՏԱՆԻ ԳԻՏՈԻԹ-ՅՈՒՆՆԵՐԻ «ԶԳԱՅԻՆ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ
ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ

Մեխանիկա 48, N° 4, 1995 Механика

ОБ ОДНОЙ СМЕШАННОЙ ЗАДАЧЕ ДЛЯ СОСТАВНОЙ 
ПЛОСКОСТИ, ОСЛАБЛЕННОЙ ТРЕЩИНОЙ

Акопян В. Н.

Վ.Ն.Հակոբյսւս ճաքով թուլացված րադագրյալ հարթության համար մի խառը խնդրի մասին
Աշխատանքում դիտարկվում է երկու տարբեր կիսահարթություններից կազմված եւ նրանց միացման գծի վրա ճաք պարունակող բաղադրյալ հարթության համար մի խաոը եզրային խնդիր, երբ ճաքի մի ափին տրված են լարումները, իսկ մյուս ափին'տեղափոխությունները:Ստացված են խնդրի որոշիչ հավասարումները, երկրորդ զեոի սինգողյար ինտեզրսղ հավասարումների տեսքով, եւ կառուցված են նրանց փակ լուծումները:

V.N.Hakopian

On One Mixed Problem for Composite Plate, Weakened by a Krack

Рассматривается задача о напряженном состоянии составной упругой плоскости, ослабленной 
трещиной, на одном берегу которой заданы компоненты напряжения, а на другом - компоненты пе­
ремещения.

Выведена разрешающая система уравнений, описывающая поставленную задачу, в виде системы 
двух сингулярных интегральных уравнений второго рода и построено ее замкнутое решение.

Много работ посвящено исследованию напряженно-деформированного 
состояния упругого тола, когда на него одновременно действуют концентра­
торы напряжения различного рода. Из этих работ наиболее тесно связаны с 
нижеизложенной задачей [1-6]. Особо отметим работу Д.И.Шермана [1], в 
которой построено замкнутое решение задачи для однородной плоскости с 
трещинами, один берег которых жестко защемлен, а также работу Г.П.Чере­
панова [2], где построено замкнутое решение той же задачи, когда на произ­
вольных участках обоих берегов трещины заданы перемещения или напряже­
ния.

1. Пусть упругая составная плоскость, состоящая из двух полуплоскостей 
с различными модулями сдвигов ц2 и коэффициентами Пуассона 

Vj, v2 на линии стыка полуплоскостей ослаблена трещиной (щелью) длины 
2а, на верхнем берегу которой заданы компоненты напряжения 
а։(х)-/Т։(х), а на нижнем берегу заданы компоненты перемещения 

м2(х) + 7 v2(x) и главный вектор действующих там напряжений Ծշ -ix2.
Если все величины, описывающие напряженное состояние верхней и ниж­

ней полуплоскостей, снабдить верхними индексами 1 и 2, то поставленную 
задачу математически можно сформулировать л виде следующей граничной 
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задачи:

а/"(х,О)-п(^(х,О) = с^2|(х,о) -гг£’(х,О)

и(”(х,0) +/ у(|)(х,0) = и(2)(х,0) +/ у(2)(х,0) |х| > а
(1-1)

ии>(х,0)+/у(2|(х,0) = «з(х)+/уг(х) |х| <а

р,ля компонентов перемещений У^(у = 1,2), удовлетворяющих урав­

нениям Ламэ в соответствующих полуплоскостях, и компонентов напряжений 
Т^(у = 1,2), связанных с перемещениями, известными соотношения­

ми [7].
Чтобы построить решение этой, смешанной граничной задачи, решения 

уравнений Ламэ для верхней и нижней полуплоскостей представим в виде:

и(’,)(х,>') + /у^^х.д') = ֊ ] В (Х)+ —-В(X) х

' 2+а; J (1.2)

где ВДА.) - неизвестные коэффициенты, подлежащие определению, а

а, = 1/(1-2у,) (у = 1,2).

Введем функции %(х) и (х) по формулам

РД^0)֊п^(х.0)]-р,21(х.0)-П^(х,0)]=х(х) ,

[и(|)(х,0)+/у(,)(х,0)]-р21(х,0)+/у(2>(х>0)] = »,(х)/&2 |х|<а

Тогда, используя связь между компонентами перемещений и напряжений и 
удовлетворяя условиям (1.1), после несложных преобразований для опреде­
ления функций Х(х) и (х) получим следующую систему сингулярных ин­

тегральных уравнений второго рода:

Л _а$-Х Л _^֊Х

71 У 5֊Х Л 5~Х

(1.4)

При этом решения этой системы должна удовлетворять условиям равновесия 
и ограниченности скачка перемещений в точках ±а , т.е. условиям
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Îx(x)A=r0; fF(±a) = O
-a

a(x)-ft(x)=—7-—--------T ^j~~l -d|——I (|x|>a)(1.5)
7tA(X1-l2)(a-x)L |a-x| |a֊x| J

Здесь введены обозначения

Ш = y[(»i-Э,։ )(о,(х)->т,(х))-(s^S' +922)-Э[(9[-9,2 ))(«,(*) +։v2(x))]

֊9,'H2֊(3?)2))-(«3W+-v2(x))]

9'29? 9'2-922 , 2[(s=)2-(ai)՜] 9’-9}
a'=՜; °==֊ъ“; *՛= 9 ; *2=՜

3 = (90։-(9!)î+ai3?; r0= îh(x)֊rt,(x)]ai:-(a2-iT2)

После решения системы (1.4) контактные напряжения вне трещины можно 
определить по формуле

где

C1=-^[(3Ü2-(s!)1+»i[(sn2-(»n2])
сг =»!& -»?); a=(»i+»:)2 -(»!֊»?)!

2. Приступим к решению системы сингулярных интегральных уравнений (1.4) 
при условиях (1.5). С этой целью, следуя работам [8,9], умножим первое
уравнение (1.4) на X * 0 и просуммируем со вторым. Получим 

х(х) + ХИх) + I 4 = X- Л(х) + Л(х) (2.1)

Далее, потребуем, чтобы имело место равенство
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_х 
и։2+Ь2

то есть чтобы X был корнем квадратного уравнения 

а2Х2 -(а, -£2)Х + £։ = О (2.2)

дискриминант которого можно представить в виде:

(ц= ц,/ц։)

Отсюда ясно, что при ц = 4(1 - у։)(1 - у,)(3 ~4у2)/(у1 - V,)2 уравнение 

(2.2) имеет действительный двухкратный корень, в остальных же случаях оно 
имеет или два различных действительных или комплексно-сопряженные кор­
ни. В табл. 1, для различных значений коэффициентов Пуассона, приведены 
некоторые численные значения параметра ц, при котором /) = 0.

Таблица 1

И2՛
Ц \ 0,1 0,2 0,3 0,4

0,1 633,6 113,4 33,6

0,2 748,8 403,2 67,2

0,3 163,8 492,8 233,2

0,4 62,4 105,6 302,4

Рассмотрим эти два возможных случая:
а) Пусть уравнение (2.2) имеет два различных корня

\2 =
я, -Ь2 ±у1(а, -Ьг)2 -4а2Ь, 

2а2

Тогда, приняв в (2.1) поочередно X = X, и X = Х2 , придем к следующим 
двум независимым друг от друга сингулярным интегральным уравнениям вто­
рого рода

(2.з)
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(-a<x<a; J =1,2)

где

ф/*) = х(*) + \И"(х); Qj(x) = F2(x) + XJFl(x) 

q _ + l>i -l-W-fa-1’։)2 ~4ЬЛ (y=12)

Решения уравнений (2.3) даются формулами.[7]

(2-4)

(-а < х < а; j = 1,2)

Здесь

<0 (х) = (х+а)'ъ(а-х)ъ՜'; у. = т—1пк1 + -2- 
2ти 1 " 2 л

! + <?. I \
°<$, =։“ад) <2л,

а < (У = 1,2) - постоянные, подлежащие определению. Отметим, что при 

действительных корнях уравнения (2.2) легко доказать отрицательность 
(у = 1,2), вследствие чего (у: = 1,2) и = — -/0, 0; = — 1п|^у|^.

При комплексных же корнях уравнения (2.2) 3, = 32, &2 =2я-3|։ от- 
куда у,=а-/р, уг = 1-а֊/р^а = 9|/2л, 0 = ТогДа иско­

мые функции - скачок напряжений, действующих на берегах трещииы, 
Х(х) и производная раскрытия трещииы ^'(х), определятся через функции 

ф;(х) (у = 1,2) по формулам

х(х) = ф,(х)-ф2(х) _ = Х;ф,(х) - Х,ф;(х)

а входящие в выражения ф,(х) постоянные d} (у = 1,2) определятся из 

условий (1.5). После чего, используя формулу (1.6), можно найти и кон­
тактные напряжения, действующие вне трещины.

Для иллюстрации рассмотрим случай, когда верхний берег трещины сво­
боден от напряжений, т.е. а։(х)-П։(х) = 0, а на нижний берег действует 

штамп с прямолинейным основанием (w2=0, V, = const). Легко заметить, 
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что в этом случае <2;(х) = 0 и функции ф,(х) (_/= 1,2) даются формула- 

ми:

Ф (х) = Л.® (х) I А = —у = 1,2 (2.6)
I 1-9/ )

Из (2.5) найдем

х(х)= * [л|а,(х)-Лга2(х)]

Л, - Аз

'(х) = -—-[Х2Л,<о,(х)֊Х։Л2ш2(х)] (|х|<а) (2.7)

(х) = - |[Х2Да>|(х)-Х1Л2ш2(х)]А + с0

Учитывая, что [10]

1(х + а)-1,(а-х)’,'1а!г = -7^— 

эштгу

и удовлетворяя условиям (1.5), получим с0 =0, 

X, эттгу, , .
А,= к То и = 1-2) ՛ <2-8)

Следовательно,

т'/.(*) = ■ , ° Лх, - X, яп(тгу2)со2(х)] (2.9)

т^-хЗи
(-а < х < а)

(2.Ю)

При выводе формулы (2.10) была использована формула

Подставляя полученные выражения для функций %(х) и [Г'(х) в (1.6) и 

учитывая, что [10]
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|(5+а)"(а-5)>-'л_ Я 1а + х[
(а-х)з!пл()-у) |л-х| (Ы > а)

для контактных напряжений вне трещины получим формулу

а(х)-/т(х) = , ,7°.------- - лМ -Г>|—I (|х|>а) (2.11)

-ХзДа-х)!. |я-х| |я-х|

где

б) Теперь рассмотрим случай, когда уравнение (2.2) имеет два одинако­
вых корня

х, =х2=^-А 

’ 2а,

Тогда, приняв в (2.1) X = Х։, получим только одно сингулярное интеграль­
ное ураваение для определения функции ф։(х) = х(х) + Х։^Г/(х), аналогич- 

а, + Ь.
ное первому уравнению (2.3), где на этот раз Ц} =—-—> 1. Решение пос­

леднего имеет вид (2.4). При этом

Г|=|-'Р. ₽=^1гЫ ?1=(։+?1)4’-?1)-
Далее, определив функцию через функции ф։(х) и И"(х), 

подставляя ее значение в первое из уравнений (1.4) и учитывая, что

;5?В=֊|ан-՝*)1 
-а “I

для определения функции ^'(х) получаю точно такое же сингулярное ин­

тегральное уравнение, что и для ф։(х), с той лишь разницей, что правая 

часть этого уравнения будет следующей:

О,(х)=^(х) + ^-[ф,(х)-а(х)]

Построив аналогичным образом решение этого уравнения, найдем функцию 
И"(х), после чего и функцию %(х) по формуле х(х) =ф։(х) -Х։И"(х).

Входящие в найденные функции неизвестные константы и контактные нап­
ряжения вне трещины можно найти, удовлетворяя условиям(1.5) и используя 
формулу (1.6).

Для иллюстрации опять-таки рассмотрим случай плоского штампа, когда
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верхний берег трещины свободен от нагрузок, то есть когда 
Л(х) = Л2(х) = е,(х),0. В этом случае, используя значение интеграла [8]

и интегральное соотношение

71 
(^)

(а + 5)-2‘,р(а-5)"2՜'0
--------------------—----------------с& =

5-Х

(|х| > а)

которое можно вычислить, приведя их к табулированным интегралам при по­
мощи подстановки

и = 1п
а

по указанной процедуре найдем

Ф։(х) = еои(х); ш(х) =(х + а)'2>,|։(а-х)՝2՜'0 а(х)=^Ф,(х)
91

где

Х(х)=-

е, +
а2е01Ь(лР) 

(1-9?)

сИ(лР) а2 зИ(лр)
ео _ '0> е1 ~ I, 2\ 'о71 М1-91)
Таким образом, из полученных результатов видно, что если не учитывать

Им)<0
осциллирующую часть, то при 1 , ՝ контактные напряжения в концевых 

> О
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точках трещины имеют особенность степенного типа x-v^— <v<lj, а при

J
£)(|1) = 0 - особенность типа х 2 1пх .

Отметим также, что из полученных результатов, в частном случае, легко 
можмо получить решение задачи Шермана для одной трещины, если принять 
в них
V, =V2=V, ц, = ц2 = ц и и2(х) = 0, мг(х) = const
v, =v2=v, ц1=ц2 = ц И И2(х) = 0, v 2(х) = const
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ՀԱՅԱՍՏԱՆԻ ԳԻՏՈԻԹ-ՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱՑԳԱՅԻՆ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ 
ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ

ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ

Մեխանիկա 48, N° 4, 1995 Механика

РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ТРЕЩИНЫ УСТАЛОСТИ В УСЛОВИЯХ 
ВОЗДЕЙСТВИЯ ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО ПОЛЯ

Асанян Д.Д., Летунов В.И.

Հասանյան ԳՋ.,Լետրոնով Վ.Ի.

Հսգնածակսւն ճաքի բաշխումը էլեկտրամագնիսական դաշտի 
ազդեցության պայմաններում

Հասանյան Դ^Ջ-Վետունով Վ.Ի.

Փորձնական ճանապարհով հետազոտված է էլէկտրական հոսանքի ազդեցությունը ճաքի տարած­
ման արագության վրա. երբ մարմինը ենթարկված է ցիկփկ ծոման: Որպես փորձարկվող նյութ վերցվում է 
մագնիսապես պինդ պողպատը, որի մակերետւյթին կա կիսաէլիպտիկ ճաք: Փորձերը ցույց են տափս, որ 
ճաքի տարածման արագությունը, ցիկփկ ծովող մարմնում, էապես կախված է մարմնով անցնող հոսանքի 
խտությունից: Դիտարկված է փոփոխական եւ հաստատուն հոսանքների դեպքերը:

Hauabn D. J., Lelunov V. I.

Distribution of Fatique Craked under Electromagnetic Field.

Экспериментально исследовано влияние прямого пропускания электрического тока на скорость 
роста трещины в циклически изгибаемом образце. В качестве материала были выбраны конструкци­
онные низколегированные магнитожесткие стали, на поверхности которых имеется полуэллиптичес- 
кая трещина. Эксперименты показывают, что скорость роста трещины, в циклически изгибаемом об­
разце, существенно зависит от плотности тока, которое пропускается через образец. Рассматрива­
лись случаи постоянного и переменного тока. Различные теоретические вопросы поведения ферро­
магнитных тел, в электромагнитных полях рассмотрены в работах [1-4]. 8 частности,[3-4] посвяще­
ны исследованию напряженно-деформированному состоянию ферромагнитных тел с трещиной, при 
наличии однородного магнитного поля.

В работе рассматриваются вопросы влияния прямого пропускания тока на 
скорость роста трещины в циклически изгибаемом образце. В качестве мате­
риала были выбраны конструкционные низколегированные магнитожесткие 
стали 0912 и 12ГН2МФАЮ.Объектом исследования являлась поверхностная 
полуэллиптическая трещина фиг.2. Испытания проводились в режиме задан­
ного прогиба образца с частотой нагружения 20 гц. Через циклически изги­
баемый образец пропускали постоянный и переменный ток, при этом вектор 
плотности тока был параллелен плоскости трещины. Частота переменного то­
ка составляла 50 гц. В качестве источника тока использовался понижающий 
трансформатор ОСУ-20. Принципиальная схема подвода тока к образцу 
представлена на фиг.1;1а-схема подвода переменного тока; на фиг. 16 ֊ пос­
тоянного тока. От понижающего трансформатора 1 (фиг.1-а), ток через бал­
ластное сопротивление 4 и подводящие клема 5 подавался на образец 6.
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Трещина находилась между симметрично расположенными клемами. Величи­
на переменного тока в процессе испытаний варьировалась от 250А до 1500А. 
Для получения постоянного тока использовалась схема двух полупериодного 
выпрямления фиг.1б. Пульсации тока устранялись с помощью дросселя 3. 
Применение данной схемы позволило пропускать через образец постоянный 
ток, пульсации которого не превышали 3%. Величина постоянного тока в 
процессе испытания варьировалась от 500А до 1500А.

Влияние прямого пропускания тока на напряженно-деформированное сос­
тояние материала в окрестности трещины оценивалось по изменению скорос­
ти роста усталостной трещины. По результатам усталостных испытаний стро­
ились зависимости полудлины трещины от числа циклов нагруже- 
нияс = /(М). На фиг.2 представлены зависимости2с = /(А/), полученные 
по результатам испытаний, в которых через образцы из стали 12ГН2МАФАЮ 
пропускали переменный ток (кривая 1); постоянный ток (кривая 2), и ток не 
пропускали (кривая 3). Механические напряжения от действия циклической 
нагрузки были одинаковыми. В представленных результатах экспериментов 
плотности постоянного и переменного тока подбирались приблизительно рав­
ными. Влиянием сжимающего напряжения, вызываемого термическим рас- 
ши- рением материала вблизи вершины трещины, вследствие выделения джо- 
улевого тепла, пренебрегали [5].
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Сравнительный анализ зависимостей 2с = /(Ю, приведенных на фиг.2, 
показывает, что прямое пропускание как постоянного, так и переменного то­
ка приводит к существенному увеличению скорости усталостной трещины, 
Аналогичное влияние прямого пропускания переменного тока наблюдалось 
для стали 0912. На фиг.З представлены результаты усталостного развития 
трещины в условиях, когда первоначально трещина развивалась в отсутствии 
тока, а по достижении трещиной определенных размеров через образец про­
пускался ток, который оказывал влияние на ее дальнейшее развитие, Как 
видно, зависимость с = /(//) претерпевает в этом случае излом, Ко­
личественно оценить воздействие электромагнитного поля на трещиностой- 
кость материала можно с помощью коэффициента увеличения напряжений - 
параметра, имеющего размерность коэффициента интенсивности напряжений 
и характеризующего изменение напряженно-деформированного состояния 
материала в окрестности трещины, обусловленное электромагнитным полем. 
Анализ результатов экспериментов по исследованию влияния прямого про­
пускания тока на распространение усталостной трещины показал, что коэф­
фициент увеличения напряжения является функцией плотности тока и разме­
ров трещины:

фиг. 3
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Зависимость коэффициента увеличения напряжений от параметров плот­
ности тока у и полудлины поверхностной полуэллилтической трещины С оп­
ределилась экспериментально, при этом исходили из того, что если поля 
напряжений у трещины одинаковы, то есть если одинаковы коэффициенты 
интенсивности напряжений, то механическое поведение трещин будет одина­
ковым, а скорости распространения трещины равными. Процедуру определе­
ния коэффициента увеличения напряжений можно проиллюстрировать с по­
мощью зависимостей, приведенных на фиг.З. Через циклически изгибаемый 
образец с развивающейся трещиной (участок у = 0 зависимости с = /(?7) 
пропускали ток, скорость роста усталостной трещины при этом возросла 
(участок у О ). Для фиксированного размера трещины определялась ско­
рость роста и рассчитывался коэффициент интенсивности напряжений 
К'г от действия механической нагрузки. Расчет коэффициента интенсивности 

напряжений для точки контура полуэллилтической трещины, лежащей на по-
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верхности образца (ф = у, фиг.2) производился по формулам, приведенным

в работе [6]. Величина механической нагрузки, а также трещины подбира­
лись в экспериментах таким образом, чтобы выполнялись условия мало­
масштабной текучести, что необходимо для получения однозначной зависи­
мости скорости роста трещины от коэффициента интенсивности напряжений 
[6]. Затем прекращали пропускать через образец ток, что приводило к сни­
жению скорости роста трещины (участок у = 0). С увеличением размеров 
трещины скорость роста возрастала и достигала значения ' при котором 
выполнялось равенство ' = У3. Коэффициент интенсивности напряжений 
рассчитывался по размерам трещины, для которой выполнялось равенство 
скоростей. Значение коэффициента увеличения напряжений АГЭМ определя­
лось в виде разности

К3 м = К' - К} (2)

Поскольку коэффициент увеличения напряжений является функцией двух не­
зависимых параметров, плотности тока и размера трещины, в экспериментах 
один из параметров поддерживался постоянным. На фиг. 3 представлены 
экспериментальные данные, по результатам которых определялась зависи­
мость К9„ от величины плотности тока.

Для фиксированной полудлины трещины определялась скорость роста 
величина которой возрастала с увеличением плотности тока. Соот­

ветственно возрастало и значение Кзм. На фиг. 4 представлена эксперимен­
тально полученная зависимость Кзм от плотности тока, являющаяся квадра­
тичной зависимостью

к։н = л,;2 (3)

где /4, - некоторая константа, зависящая от размеров трещины.ее геометрии 
и магнитных свойств материала. На фиг. 5 представлены экспериментальные 
данные, по результатам которых определялась зависимость Кзм от полудли­
ны трещины. Плотность тока в процессе эксперимента поддерживалась пос­
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тоянной. Для различных размеров трещин в условиях пропускания тока оп­
ределяли скорости роста трещины у (участок у * 0) и соответствующие 
значения коэффициентов интенсивности напряжений от действия механи­
ческой нагрузки К^. Действительное истинное значение коэффициента ин­

тенсивности напряжений, которое соответствовало скорости представляет 

собой сумму

К^К'^К.,, (4)

фиг. 4

фиг. 5
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где К3 м - коэффициент увеличения напряжений. После прекращения пропус­
кания через образец тока скорость роста трещины уменьшалась (участок 
У = 0) и достигала прежней величины при значительно больших размерах 

трещины. Коэффициент интенсивности напряжений Кзц рассчитывался по 
размерам трещины, для которой выполнялось равенство ' = . Коэффици­
ент увеличения напряжений определялся в виде разности (2). С увеличением 
размеров трещины увеличивался К3„. На фиг.б представлена эксперимен­
тально полученная зависимость Кзн от полудлины трещины, являющаяся 
степенной зависимостью с показателем степени 3/2

з
= 4^ (5)

где - некоторая константа, зависящая от плотности тока, геометрии тре­
щины и магнитных свойств материала.

В общем виде выражение для коэффициента увеличения напряжения мо­
жет быть представлено

к, „ = Л5у2с= (6)

Из соображения размерности константа Л3 должна содержать магнитную 
постоянную ц0 и параметр, характеризующий линейный размер проводника 
АЛ. Это следует из того, что коэффициент увеличения напряжений является 
параметром, характеризующим изменение напряженно-деформированного 
состояния материала в окрестности трещины под воздействием электромаг­
нитных сил, в основе которых лежит взаимодействие магнитного поля и 
электрического тока. Источником магнитного поля является ток, текущий по 
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проводнику. Магнитная индукция В, характеризующая поле в проводнике, 
связана с током посредством магнитной постоянной Цо / 4л в магнитное дав­
ление, имеющее размерность механического напряжения, зависит от линей­
ных размеров проводника

Л = (?ХВ)Д£ (7)

Окончательно выражение для может быть представлено в виде

АГ։(, = Л^-цгД£/гЗ (8)

где А - безразмерный параметр, зависящий от геометрии полуэллиптической 
трещины; - магнитная проницаемость материала; длина образца 
между подводящими клемами. Безразмерный параметр А в экспериментах 
не определялся из-за ограничений, накладываемых на корректную оценку 
коэффициента интенсивности напряжений по параметру, характеризующему 
геометрию трещины // С [7].
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ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ

Մեխւսնիկւս 48, N1 4, 1995 Механика

МАЛОНАПРЯЖЕННОЕ СОСТОЯНИЕ 
ПЛОСКО-НАПРЯЖЕННОГО СОСТАВНОГО КЛИНА

Сафарян Н.Б.Սաֆարյան Ъ.Р.

Հարթ-լարվածային բաղադրյսդ սեպի թեր|արվածսւյի(ւ վիճակըՀարթ-լարվածային վիճակի դեպքում ուսումնասիրված է բաղադրյալ սեպի կոնտակտային մակերեւայթի անկյունային կետի շրջակայքում լարումների դաշտը, երբ բաղադրյալ սեպի արտաքին եզրերից մեկը ազատ է լարումներից, իսկ մյուս եզրի վրա շոշափող րսրումը եւ նորմայ տեղափոխությունը հավասար են զրոյի (սահող կոնտակտ): Սեպերից յուրաքանչյուրի նյութը ընդունվում է անսեղմելի եւ աստիճանային ամրապնդվող, նույն ամրապնդման ցուցիչով: Տարբեր են միայն դեֆորմացիայի գործակիցները: Ընղհանուր դեպքում յուրաքանչյուր տիրույթում խնդիրը բերվում է 4-րղ4լարգի ոչ գծային հավասարումների համակարգի ինտեգրման: Վերջավոր րսրումների դեպքում թվային մեթոդով հավասարումների համակարգերը ինտեգրված են bi հարթության մեջ կառուցված ենթերլարվածային եւ գերյարվածային տիրույթները բաժանող կորերը:
SAFAR IAN N.B.

Low-sir«։ Level of Plane-stressed Compound Wedge

Рассматривается задача малонапряженносгм на крае контактной линии составного клиновидного 
тела из степенно-упрочняющихся материалов в условиях плоского напряженного состояния. Явле­
ние малоналряженности-линейно-упругих составных тел впервые исследовано в работе [1]. В моног­

рафии [2] изучаются вопросы малоналряженности составных тел из степенно-упрочняющихся мате­
риалов при плоской деформации. Аналогичные исследования проведены в [3.4] для однородного 
или кусочно-однородного клина.

В теории линейной упругости, как известно, плоское напряженное состояние и плоская дефор­
мация описываются одинаковыми математическими уравнениями. При нелинейной зависимости меж­
ду напряжениями и деформациями исследования плоского напряженного состояния и плоской де­
формации существенно отличаются. Разрешающие уравнения, описывающие плоское напряженное 
состояние, относительно сложнее, чем уравнение при плоской деформации.

В настоящей работе, в случае плоского напряженного состояния, при по­
мощи местного решения изучается поведение поля напряжений в окрестнос­
ти клиновидного выступающего или входящего края контактной поверхности 
составного тела, когда одна грань свободна от нагрузок, а на другой грани 
касательное напряжение и нормальное перемещение равны нулю.

В полярной системе координат угловая точка выбрана за начало системы 
координат; ось 9 = 0 направлена по контактной поверхности, а ось Z - пер­
пендикулярна к плоскости составного клина.

В каждой области составного клина имели уравнения равновесия

—լ +------ £---------------2. = о (1)
dr г dQ г
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| 1 ^8 | 2тх) _ 0
дг г ае г

Закон упрочнения

а0 = кг" (2)

где

е0 = 2-^е*+8ге,+е; + ’/*

- соответственно, интенсивности касательных напряжений и деформации 
сдвига, т- показатель упрочнения. Принимается, что степени упрочнения т 
обоих материалов одинаковы, а модули деформации к различны.

Соотношения между компонентами деформаций и перемещений

ди и 1 ду ду V 1 ди

дг г г дв дг г г 50
зависимости между компонентами напряжений и деформаций

а,-а = 2кг"~'гг, а0-а = 2кг""'г0

а, = О, тЛ = 2кг2՜'՝/ л (3)

среднее напряжение, и, кроме того, принято усло­

вие несжимаемости

гг + 8в +е։ = О

В каждой из клиновидных областей—р <0 < 0 и 0 < 0 < а , поле переме­
щений ищем в виде

м,(г,0) =г։֊^(0,Х), у,(г,0) = г1-кц/<(0Д) (4)

где /,(6,А.) — произвольные функции, А.- физический параметр. Ве­

личины в этих областях обозначены, соответственно, индексами / = 1,2.
Используя (3)-(4), компоненты напряжений через неизвестные функции 

Дед) и Дед) представятся в виде

а0,=2А,<ъ”(2'/,+(3-Х)у;)х, (5)
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X, =(4(1-Х)2/,2 + 4(1-Х)/(/+ч<)+‘»(/ + Ч<)2 +С/7-Ч'/)’) 2

Функции /Д0Д) и \|/Дб,Х) в каждой клиновидной области удовлетворяют 

системе обыкновенных дифференциальных уравнений.

((//-^)х<) -2((1 + Хл։)\|4 + Х(1+т(3-2Х))/,)х, =0

((2ц^+(3-Х)/)х,) +^1-֊Хл։^/,'-Х\|/,)х( = 0 (6)

Граничные условия для функций /ДОД) и \|/Д0Д) будут

ц/,=0, 2\|<+(3-Х)/2 =0

У — Ад|/։ = 0 при 0 = а /2 Хц/2 = 0 при 0 = —0 (7)

На контактной поверхности 0 = 0 должны удовлетворяться условия 
равенства напряжений (50/ и , а также непрерывности перемещений и1 и

. Тогда будем иметь еще следующие условия:

(2ц/, +(3-Х)/,)х2 =у(2ф, +(3-Х)/1)х1

(/։'->֊%)х2 =у(/1'-Хч/,)х1 (8)

/2=/|, = ЧЛ, У =А։/ к2 при 0 = 0

Приведенная система дифференциальных уравнений (6) при краевых ус­
ловиях (7),(8), в принципе определяет функции /ДвД), фД0Д) с точностью 

до постоянного неопределенного множителя, соответственно, в областях 
0 < 0 < а и — р < 0 < 0 и значение параметра X в зависимости от парамет­
ров а,Р,уут. Придавая различные числовые значения X , из (6)-(8) чис­
ленным способом определяем соотношения между параметрами а,0,у,?л. 
Условие А, < 0 в пространстве этих параметров определяет зону малонапря- 
женности, а при X > 0 - зону сильной концентрации напряжений. Полагая 
X = X. > 0, из (6)-(8) численными методами можо определить семейство 
кривых одинаковых степеней концентрации напряжений. Эти кривые 
Р=р(а,у,ш)- следы гиперповерхности Х(а,р,у,/л) = X. на координатной 

плоскости а,Р в зависимости от у и Ш .

При конечных напряжениях, то есть в случае X = 0 требуется специаль­
ное исследование уравнений (1) -(3). В этом случае, компоненты перемеще­
ний, удовлетворяющие условию несжимаемости материалов, ищем в следую­
щем виде:

",('•,6) = </(6), у,(г,е) = гч/,(е) О)
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Здесь /ДО) и \|/Д0) - произвольные функции.
Исходя из закона степенного упрочнения (2),(3), компоненты напряжений 

представятся в следующей форме:

=2А,(ч>,'(е)+з/(е))%1(е)

<70, = 2А,(2ч/,'(е)+з/(9))х/(е) (ю>

ъ =к,/ (0)х,(0)

где

х,(0)=(у/2(0) +«(з/2(6)+3/(0)V,'(9)+чл'2(е))32 .

Подставляя выражения напряжений (10) в уравнения равновесия (1), получим 
систему уравнений для определения неизвестных функций /(8) и Ц/Д0).

(/(0)х,(0)) -2^'(0)х,(0) = о

((2ч/,'(9) + 3/(9))х,(9)) +/(9)Х,(9) = 0 (11)

Граничные условия (7) для системы (11) принимают вид

Ф,(9) = 0, 2^(9)+3/(9) = 0

/ (9) = 0 при 9 = а, /, (9) = 0 при 9 =-0 (12)

Условия на контактной поверхности будут

(2Ч'.'(9)+3/2(9))х2(9) = у(2Ч/1'(9)+3/,(9))х1(9) при 9 = 0 (13)

л'(е)х/(б) = #1'(9)х,(е). /г(9) = /,(9), 4^(9) = ч/,(0) у = *,/*, 

Система дифференциальных уравнений (11) с граничными и контактными ус­
ловиями (12), (13), в принципе определяет гиперповерхность ф(а,0,у,/и) = 0 

конечных напряжений, отделяющую зону малоналряженности от зоны силь­
ной концентрации.

Для построения этой поверхности, удобно свести систему дифференци­
альных уравнений (11) к системе из восьми дифференциальных уравнений 
первого порядка, которая более удобна для численного интегрирования

47,'=֊(/֊3/), /=т„ /=Ф,
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■ Мл-з/М-^/ЛФ.+з/г,) .
Т-= 7,+(т-1)т,2---------------- ’ ' = и (14)

Здесь введены следующие обозначения :

՝ 7,=т; + /-2+3/2

Ф, = {(1 -т)т,л(з(т- 1)/т? - /,(л -3/)) +

+(/(Т, +3(л։-1)/1т,^)(/, + (/и-1)т2)}/{(1-т)2т2/;2-

֊(/, +(т-1) Л2)(Л +(и֊1)т’)), ' = и

Граничные условия для системы (14) будут

Ц/։ (0) = 0, т։(0) = 0 при 0 = а

Л(0) = О, Т2(0) = 0 при 0 = -р (15)

контактные условия (13) принимают вид

/\(е)х2(б) = (е)х,(е), т,(е)х2(0) = ут,(е)х1 (в)

Л(9) =/1(6), Ч/2(0) = Ч/,(0), у = £,/£, при 6 = 0 (16)

Компоненты напряжений (10) представятся в следующей форме:

+3/,)х„ С,, = 2А,ЛХ(

яг-1
тЛ, = М|Х/, х, = «+Лг+з/,2)2 (1?)

Когда клин изготовлен из одного нелинейного однородного материала, то 
есть при у = 1, систему уравнений (14) будем иметь только для области 
0 < 0< а, а граничные условия (15) запишутся в виде

чХО) = 0, т(0) = 0 при 0 = а

/*'(0) = 0, т(0) = 0 при 0 = 0 (18)

Система уравнений (14), записанная для одной области, вместе с условиями 
(18) устанавливает связь между параметрами а и т .

Если составной клин изготовлен из линейно-упругих материалов, прини­
мая в (11) т— , будем иметь уравнение /"'+4/'= 0, общее решение кото­
рого есть

/(0) = Си + С21 $ш 20 + С3/ соб20 (19)

где С1/}С2/ и С3/ — произвольные постоянные.
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Используя граничные и контактные условия (15),(16) при т = и выражение 
/Д0) (19), приходим к уравнению

со82Рвт 2а ֊ вш 2а +4 сов2а зш 2£+

+у $т2а(1 + 3со82р) = 0 (20)

Уравнение (20) на плоскости а,£ определяет семейство предельных кривых, 
отделяющих зону малоналряженности от зоны сильной концентрации напря­
жений для линейных несжимаемых материалов при случае плоского напря­
женного состояния.

фиг. 1
На фиг.1 показано семейство предельных кривых Р=Р(а,у,/л), постро­

енных при помощи численных решений системы уравнений (14) при граничых 
условиях (15), (16), отделяющих зону малоналряженности (ниже кривых) от 
зоны сильной концентрации напряжений (выше кривых). Штриховыми линия­
ми указаны эти кривые для линейно-упругого несжимаемого материала. На 
графиках указан параметр п = 1 / т.

Из характера изменения этих кривых следует, что при увеличении степени 
упрочнения п зона малоналряженности уменьшается, если угол у сильного 
материала меньше, чем у слабого,и, наоборот, эта зона увеличивается, если 
угол у сильного материала больше, чем у слабого.

Численное интегрирование системы (14) с условиями (15), (16) осуществ­
ляется следующим методом. Так как функции \|/, не участвуют в остальных 
уравнениях (участвуют производные), то, исключая их, мы получаем системы 
дифференциальных уравнений шестого порядка с шестью однородными гра­
ничными условиями. Для каждого фиксированного £, изменяя а дискрет­
ным шагом, начиная с а = 0, находим первое а, , для которого система 
(14) с условиями (15),(16) имеет ненулевое решение, которое определяется 
методом пристрелки [5] , суть которого заключается в следующем. Полагая 
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/2(-Р) = р , систему можно решить при помощи метода решения задачи 

Коши ( в нашей задаче используется метод Рунге-Кутта четвертого порядка). 
Система (14) будет решена, если будет найдено значение р , при котором 
Т։(а) = 0 . Получается функциональная зависимость между случайно выб­

ранным р и Т։(а),С:р —> Т։(а) .Функция С[р) в явном виде неизвестна, 

однако ее значение для любого значения р можно вычислить численным 
интегрированием системы (14) с условиями (15),(16). Фиксированному £ со­
ответствует такое сС, при котором С(р) = 0 имеет ненулевое решение, то 

есть существует р * 0 такое, что, полагая /2(-р) = р и решая систему 

(14) ' с условиями (15)-(16), получим Т։(а) = 0.
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