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Իդեալական հաղորդիչ սալի ոչ գծային տատանումները 
թեր մագնիսական դաշտում

Աշխատանքում արտածված են իդեալական հաղորդիչ սայ-շերտի ոչ գծային մագնիսաաուսձգական 
տատանումների հավասարումները եւ եգյւային պայմանները թեք մագնիսական դաշցսււմ: Ստացված 
հավասարումների մեջ, բացի դասական' երրորդ կարգի ոչ գծային անդամից, մասնակցում է 
մագնիսաաոաձգական ծագում ւսնեցոդ քաոակուսային ոչգծայնաթյամբ անդամ: Ստացված է բանաձեւ 
ոչ գծային տատանումների աոաջին հաճախության որոշման համար: Ցույց է տրված, որ կախված 
արտաքին մագնիսական դաշտի կողմնորոշումից, դիտարկվող մագնիսաաոաձգական համակարգը 
կարող է ներկայացնել որպես փափուկ տատանողական համակարգ:

G.E.Bagdasarian

Nonlinear Vibrations of an Ideally Conductive Plate in Inclined Magnetic Field

Получено уравнение и граничные условия нелинейных колебаний магнитоупругих идеально 
проводящей пластинки в наклонном магнитном поле. Это уравнение кроме обычного нелинейного 
члена третьего порядка ( характерного для классических задач упругих колебаний гибких плас
тинок) участвует новый член квадратной нелинейности магнитоупругого происхождения. Появление 
указанного нелинейного члена обусловлено возникновением продольного усилия в срединной 
плоскости пластинки, как результат взаимодействия продольного составляющего индуцированно
го тока проводимости с поперечной составляющей внешнего магнитного поля. А это 'значит,- что 
характер магнитоупругих нелинейных колебаний пластинки качественно идентичен характеру нели
нейных колебаний гибких оболочек. Получена формула для определения первой частоты нелиней
ных магнитоупругих колебаний в зависимости от амплитуды колебания и от величины напряженнос
ти внешнего магнитного поля. Показано, что в зависимости от ориентации внешнего магнитного по
ля. характер нелинейных магнитоупругих колебаний пластинок, в отличие от классического случая, 
может быть мягким.

1. Пусть упругая изотропная идеально проводящая пластинка-полоса по
стоянной толщины 2h отнесена к декартовой системе координат Х։Х2Х3 так, 
что срединная плоскость недеформированной пластинки совпадает с коор
динатной плоскостью Х|Х2. Пластинка занимает область (0<Х։<а, 

—оо < х2 < со, — h < х3 < /?), колеблется в вакууме при наличии внешнего 

постоянного магнитного поля с заданным вектором напряженности 
//(//О1,О,/7ОЗ). Граничные условия на краях пластинки х։ = О и х։ = а 

таковы, что пластинка колеблется по форме цилиндрической поверхности с 
образующими параллельными координатной линии 0х2 (все величины не 
зависят от координаты х2). Магнитная проницаемость материала пластинки 
считается равной единице.

Будем пользоваться основными предположениями нелинейной теории маг
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нитоупругости гибких пластин [1], считая справедливой гипотезу недеформи- 
руемых нормалей. Будем считать также, что влиянием тангенциальных сос
тавляющих сил инерции и токов смещения на характеристики магнитоупругих 
колебаний пластинки можно пренебречь.

На основе принятых предположений и гипотезы магнитоупругости тонких тел 
[2] в работе [1] получены основные уравнения и соотношения, описывающие 
нелинейные колебания проводящей пластинки в магнитном поле. Нелинейные 
члены, входящие в эти уравнения, по своему происхождению бывают двух типов: 
члены, характеризующие геометрическую нелинейность гибкой пластинки [3], и 
члены характеризующие электродинамическую нелинейность. В работе [4], на 
основе решения одномерной задачи нелинейных колебаний проводящей плас
тинки в продольном магнитном поле, показано, что в случае идеально 
проводящей пластинки, если имеет место условие [(1-у2)я272л£(йй)] « 1 

(здесь V - коэффициент Пуассона, Е - модуль упругости материала пластинки, к 
- волновое число) и если источником возмущений являются большие прогибы 
пластинки, то преобладающей является геометрическая нелинейность. Иными 
словами, если пластинка не слишком тонкая (ЛЛ^Ю՜3), а интенсивность 

внешнего магнитного поля не слишком велика (//0 <5 -104 эрстед ) , то члены, 
учитывающие электродинамическую нелинейность, пренебрежимо малы по 
сравнению с соответствующими членами геометрической нелинейности.

Учитывая сказанное и используя результаты работ [1,4,5] , уравнения 
нелинейных колебаний идеально проводящей 'пластинки - полосы в 
наклонным магнитном поле представляется в виде

«Э2« йи» Э2** ([-у2)/^, а2« Л,՜ -Л,՜
Йг2 + йс, йг2 4л£ Сх'՜ Н°' йг2 + 2Л

„а*» .а2» 2еи д
£>—г + 2рй—— 7-----тг՜йс, дг (1-у)йс.

о* ди 1 ( д 
дх, йс, 2кйх, . (1.1)

л
2л

а2 ту

йг2
, —-н 
юдх- 2Й 03 дх

,,,
2

= о

где м(х։,/], и^х.- искомые перемещения точек срединной плоскости 
пластинки, ՛[) = 2£Л3 / 3( 1 — V2) - цилиндрическая жесткость, р - плотность 

материала пластинки, неизвестные граничные значения тангенциальной 
компоненты А1(х1,х3,/) индуцированного в вакууме магнитного поля /? на 

поверхностях Х3 — ±Л пластинки соответственно.

Величины , входящие в (1.1), определяются из решения уравенений 
Максвелла для окружающей среды

го/Ь = 0, £ЙрЬ = 0 (1.2) 

с условиями
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ом ан си՜ 
при Хз=±л’ <1֊3)

, К=-Нох^- при х,=0 и х,=а, |*3|^А

на поверхности пластинки и условиями затухания магнитных возмущений на 
бесконечности

И։ —>0 при х։34-Хз֊»ос, 7=1,3 (1.4)

Приближенное решение задачи (1.2) - (1.4) приведено в работе [6] и для 
определения И~ получены следующие приближенные выражения:

। 11 д2™ д2н . дЧИ
= Ч,«» = + я 1/^1 а^՜ а^±ЛЯот J <1’5)

В (1.5) к - волновое число, значения которого, в зависимости от гранич
ных условий на контуре пластинки и от напряженности внешнего магнитного 
поля, приведены в [6,7]. Указанные значения волнового числа к найдены пу
тем асимптотического решения [8] соответствующей линейной задачи магни- 
тоупругих колебаний рассматриваемой пластинки. Причем, как показано в 
рабо-тах [6,7], ошибка, вносимая применением асимптотического метода и 
использованием формул (1.5), находится в пределах точности тонких 
пластин.

Подставляя (1.5) в (1.1) и используя уже принятое допущение 
+ / 2иЕкИ ~ 1 (/ = 1,3), получим следующую исходную систему диффе

ренциальных уравнений, описывающую одномерные нелинейные колебания 
идеально проводящей пластинки в наклонном магнитном поле:

д2н дм д2™ (\-хг)Н0}Н03 д2*՛ 
дх2 + дх} дх2 АтгЕкИ дх2

дх м ст™

ах} о։

Чнг , /ЧР— 
2 л [ 05 кИ дх. (1-6)

2£Л д I си՛ ди 11 Зи< 
!-< ЙГ| I йг, йг, 2к.&,

На,Нп ды &уу 
2кп дх} дх2

При решении конкретных задач к уравнениям (1.6) должны быть присоеде- 
нены обычные условия закрепления краев пластинки.

2. На основе уравнений (1.6) исследуем нелинейные магнитоупругие 
колебания пластинки с одним заделанным (х։=а) и другим шарнирно 

опертым(х։ = О) краем. Что касается граничных условий для перемещения и 

усилия в срединной плоскости, то будем считать, что кромка пластинки 
х, = 0 неподвижна, а кромка х։ = а связана с упругой идеально проводящей 
диафрагмой, препятствующей сближению кромок пластинки. Тогда
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граничным условиями задачи будут:

и> = 0,

= 0,

й2«»
~—Г = 0 при X. = 0 
йх,-
д»՛

—— = 0 при х. = а 
йс, .

х,=0

(2.1)

и = 0 при

и} = 0 при х, = а + /

и = и} при х։ = а (2.2)

2ЕЪ ди

1-V2 йх.
11

+ —21.ах.Л А" ’ 1-^-аг, Д" при х, =; а

Здесь и / - модуль упругости, коэффициент Пуассона, толщина
• и ширина диафрагмы, 7^ и 7^” - компоненты тензора напряжений Максвелла 

в пластинке и в диафрагме соответственно.

7- М= —-X "-4Я Ч&, '
С‘Н сы \-2НтНт , 7'1" " 4л

5и, 
Йе,

- продольные перемещения точек упругой диафрагмы, являющейся 
решением уравнения

= 0 (2.3)
дх;

Из (2.3) и первого уравнения системы (1.6) находим

«,=С,(/)х| + С.(/)

и = и' + с,(/)х1 + с4(/) (2.4)

Удовлетворяя граничным условиям (2.2) и учитывая (2.1), определяем 
неизвестные функции интегрирования С։(/):

С, = £.(1֊^с” с, = -(а + /)с1։ с4 = 0

Г = I +------ 7----- ֊7--- (2.5)

Используя (2.5) из (2.4) найдем выражение
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ди 1Г си- У _ (1֊ у2 )//„,//„} си> г Г|( Эи'
&с։ 2\.сЬс։у 4пЕкИ дх, 2а „1йг,

которое позволяет исключить функцию Цх,,/), из системы (1.6). В резуль- 
тате, рассматриваемая задача нелинейных магнитоупругих колебаний 
сводится к решению уравнения

З4» 32н’ АС

2 л \ кИ ) дх2

ЗЯо]Яо։ ди с2 и- ЕИг <?м | 

2чгк йх, дх2 а^-у2) <Эх2 0
й։и | 

,ЙХ| 7
с&, = О (2.6)

при условии (2.1) на краях пластинки.
Характерной особенностью уравнения (2.6) является то, что в нем, кроме 

обычного нелинейного члена третьего порядка (последний член в (2.6)), поя
вился новый член квадратичной нелинейности магнитоупругого происхожде
ния (предпоследний член в (2.6)). Появление указанного нелинейного члена 
обусловлено возникновением продольного усилия в срединной плоскости 
пластинки (результат взаимодействия индуцированного в напрвлении оси 0х2 
токи проводимости с поперечной составляющей Ноз внешнего магнитного 
поля). А это значит, что магнитоупругие нелинейные колебания рассматрива
емой пластинки качественно могут иметь характер упругих нелинейных коле
баний цилиндрической панели [3]. В частности, как будет показано ниже, за
висимость между амплитудой и частотой колебания рассматриваемой магни
тоупругой системы может иметь мягкий характер, то есть с увеличением ам
плитуды частота колебаний может уменьшаться. Отметим [3], что в отсут
ствии магнитного поля характер нелинейных колебаний пластин, в отличие от 
случаев оболочек, исключительно жесткого характера, то есть с увеличением 
амплитуды частота колебаний возрастает.

Представляя решение уравнения (2.6) в виде 

удовлетворим условиям (2.1), а для определения неизвестной функции /(/) 
из (2.6) методом Галеркина, получим следующее нелинейное обыкновенное 
дифференциальное уравнение:

^4+п2(^+р^+г^)-0 (2.7)

где

О = О$а, а= 1+ г. I — Яи + -Я0, I
\ кп /

о р՜15-45 п
у2р/1 а2 ' Р МтаиЛг/Л а£
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384 г

245 а՜

е 1 М
(2.8)

0,1 - частота собственных малых колебаний пластинки при отсутсвии магнит
ного поля, - собственная частота при малых магнитоупругих колебаниях.

Из (2.7) видно, что если р < 2у/у, то пластинка имеет единственное (ос

новное) положение равновесия (б, = 0), около которого происходят колеба
ния. При р > 2у[у пластинка имеет три положения равновесия. А это значит, 

что если магнитное поле наклонное (Р = 0) , и его компоненты удовлетворя

ют условию, вытекающему из условия Р > 2>/у ,

[_ + ^03 + _] ^01^03 > 735 (2.8)

где 

то пластинка может совершить нелинейные колебания как около основного 
положения равновесия, так и около изогнутых положений. Отметим, что при 
Р = 0 (либо магнитное поле отсутствует, либо не является наклонным) коле
бания пластинки происходят исключительно около основного положения рав
новесия.

Для отыскания амплитудно - частотной зависимости нелинейных магнито
упругих колебаний найдем решение уравнеия (2.7), отвечающее начальным 
условиям

Т = 0 при' = 0 (2.9)
2л а։

методом возмущений [3]. Введем безразмерные параметры прогиба, времени 
и малый параметр £ следующим образом:

х(/) = ], т=со/, е = — (2.10)
Ло 42 7 а

где СО - отыскаемая частота нелинейных магнитоупругих колебаний. 
Учитывая (2.10), уравнение (2.7) и началоные условия (2.9) представим в 
виде

со՜ —-т + О‘(х + 6ех՜ +г|е‘х ) =0 
ит՜

с!х
х=1, — = 0 при т = 0 (2.11)

ат

где
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5 =
3(1-У:)Г д 

\4itkh \2h.

_ 384 Г_o_Y г_ 
аЕ ’ 11 245\2/J а (2.12)

Решение задачи Коши (2.11) и величину (0 представим в виде разложения 
по степеням малого параметра 8 :

Х = Хо + £Х։ + £2Х2 + •••

(О = СОо+£(О1+£2(02+--- (2.13)

Подставляя (2.13) в (2.11) и приравнивая нулю коэффициенты при одина
ковых степенях £ , получим следующую цепь последовательных задач Коши 
относительно линейных уравнений:

Кроме того, должно быть выполнено условие периодичности 

х,(т + 2л) = х,(т), / = 0,1,2,.. (2.17)

Решая задачу (2.14) при условии (2.17) найдем

х„(т) = const, <о„ = Q (2.18)

Из (2.15) , в силу (2.17) и (2.18), получаем 
g 

х, = -(cos2t + 2cost-3) 
6

С0(=0 (2.19)

Подставляя (2.18) и (2.19) в (2.16), относительно Х,(т) получается 
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следующее дифференциальное уравнение:

5:, , 1|п 8:
(I + cos2t)--I- + у Icos3r +

5я2 3
+ “0 ֊“Т] COST 

о 4 /
(2.20)

Из (2.20) видно, что решение уравнения (2.20) удовлетворяет условию 
периодичности (2.17), если коэффициент при COST равен нулю, то есть если

соо 8Л 128 (2.21)

Учитывая (2.10), (2.18), (2.19), и (2.21) из (2.13) для определения первой 
частоты нелинейных магнитоупругих колебаний получается следующая при
ближенная формула:

я; 1 + Нт + НГ1} + у,

kh

(2.22)

где

А, 288 15
А=й՝ Y=^r- (2.23)

Рассматривая формулу (2.22), легко заметить, что:
а) частота со линейных магнитоупуругих колебаний (А = 0) определяется 

формулой

+khHa՜' (2.24)

и существенно увеличивается с увеличением величины напряженности внеш
него магнитного поля [2];

6) характер нелинейных колебаний зависит от знака коэффициента при 
А՜. Если напряженность магнитного поля достаточно мала, то коэффициент 
при А՜ положителен и с увеличением амплитуды частота колебаний возрас
тает (жесткая колебательная система). Если же указанный коэффициент от
рицательный (такая возможность обеспечивается тем, что 0 < Г < 1 и вторая 
величина в скобках в формуле (2.22) - монотонно возрастающая функция на
пряженности и магнитного поля), то учет нелинейности приводит к уменьше
нию частоты колебаний (мягкая колебательная система). Причем, как будет 
показано ниже, частота нелинейных магнитоупругих колебаний при достаточ
но большой амплитуде возмущений и высокой напряженности поля может 
быть меньшим частоты свободных линейных колебаний (со՜ Отметим

еще раз, что последние утверждения имеют место только в случае наклонно
го магнитного поля (на,ню * о).
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Для выяснения зависимости частоты нелинейных колебаний от напряжен
ности магнитного поля рассмотрим случай, когда кромки пластинки свободно 
смещаются (г = 0) и = кИН^. В этом случае формула (2.22) принимает 
вид

1 + 2Я.»
1 + 2Я»-

А2 (2-25)-у.АгЛ

Из (2.25) следует, что если А' < А՜ — А/у2кИ , то с увеличением Ноз 
частота нелинейных колебаний возрастает (оставаясь меньшей от частоты 
линейных магнитоупругих колебаний). Если же А‘> А՜, то с увеличением 
напряженности магнитного поля частота нелинейных колебаний в начале уве
личивается, достигая максимума для определенного значения Ноз, после че
го уменьшается и при

ГД«։ = ՛ (2’26)
становится .меньшей, чем (выясним, что - частота линейных упругих 
колебаний при отсутствии магнитного поля).

Для определенности отметим, что при Ноз = //0’3 и А = 1А , где I > 1, 
имеем 08 = 7Ц/՜1, следовательно, если / > -/^2 , то выполняется необхо

димое условие §8 < применения метода возмущений.
В заключении отметим, что уравнение (2.7) можно решить, применяя раз

личные приближенные методы нелинейных колебаний (его можно решить и 
точно при помощи эллиптических функций), таких как метод Бубнова - Га- 
леркина, метод гармонического баланса, метод малого параметра и т.д. В 
разложении амплитудно - частотной зависимости, полученной на основе лю
бого из указанных методов (в том числе и на основе точного решения), ам
плитуда колебаний входит, начиная со второй степени (см. формулу (2.22)). 
В работе [9] методом Бубнова - Галеркина получена указанная зависимость, 
в которой входит линейный член от амплитуды колебания. Причиной этого 
сомнительного результата (использованного в [3] ) является то, что ортогона
лизация произведена не по полному периоду колебаний, а по четверти пе
риода. О правильном качественном характере амплитудно - частотной зави
симости и о неприменимости ортогонализации по четверти периода обратил 
мое внимание мой друг М.М.Минасян, которому за это и за полезные 
обсуждения приношу глубокую благодарность.
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ՀԱՅԱՍՏԱ՜ՆԻ ԳԻՏՈԻՕ-ՅՈԻՆՆԵՐԻ ԱԶԳԱՅԻՆ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻՏԵՂԵԿԱԳԻՐ
ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ

Մեխանիկա 48, ԻԱ 3, 1995 Механика

ОБ ОДНОЙ ЗАДАЧЕ УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЕМ 
ТЕРМОУПРУГОЙ ПЛАСТИНКИ-ПОЛОСЫ

Мовсисян Л. А., Габриелян М. С.Լ.1Լ Մովսիսյաև, Մ.Ա Գսւրրիե|յաեՋերմաառաձգական սափ շարժման ղեկավարման մի խնդրի մացիևԴիտարկվում է ջերմաաոաձգական (կապակցված խնդիր) սափ ծռման շարժման օպտիմւպ ղեկավարման խնդիրը: Տրված նախնական պայմանների դեպքում պահանջվում է բեոի եւ ջերմության միջոցով սսդը ժամանակի որոշակի երկու պահերի համար բեխդ տրված վիճակների: Որպես օպտիմալություն սկզբունք մինիմիդացվում է ջերմությունից եւ բեոից քաոակոաային ֆունկցիոնալը.Լ. A. Movsisian, M. Տ. Gabrielian

On one problem ofcontrolmg the thermoelastic plain-layer's motion

Изучается задача оптимального управления одномерного изгибного колебания термоупругой 
пластинки (связанная задача). При заданных начальных условиях относительно прогиба, его скорос
ти и температуры требуется при помощи нагрузки и температуры объект привести в фиксированные 
моменты времени к заданным положениям (для простоты изложения таких положения берутся два).

В качестве критерия оптимальности минимизируется квадратичный функционал от действующей 
нагрузки и температуры.

1. Уравнения поперечного движения пластинки и связанной задачи теп
лопроводности в классической постановке на основании [1-3] берутся в виде_ Ժ4 w &Т

D —+«(> + * — 
Lav 5t

+ ph
о2»

՜8Ր
F(x,r) (1-1)

дТ д2Т (\2% 6к' \
д։ * дх2 +1< Л3 + р/гс \

. (1.2)

РЛ Ся Р^'С,

Обозначения общепринятые или сохранены [1-3], поэтому здесь не разъ
ясняются.

Пусть имеются следующие граничные:

г
» = М = -П -^г + а(! + у)7՜ =0, Т=Ф.(/) грих = 0

J (1.3)

» = Л/= О, Г=ф;(/) гри.г = /
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и начальные условия

см
\м = Р^х), — = Гг(х), Г=7'0(х) при / = 0 (1.4)

Представляя решения (1.1) и (1.2)
2 / 2 I

м^/) = - /и'(х,/)51пХ1.Хб£г, Тк(1) = Т^Х'^п^хсЬс-, Хк= — (1.5)

* о ‘о ‘
с учетом граничных условий (1.3) будем иметь

—Г'+со/и'։ -акТк = /„(/)

«Тк г П <1'6’
^+х‘г‘+А‘'^Г = ч'‘(/)

где 

о , 4 а(1+у), , , , ,
=рйХ‘ ’ = рЛ Хк ’

12т 6к‘ , 2 Г

I
V* =Х^։[ф|(')-(-1)‘:Ф;(/)] + Ф1., <Р, = у1фз1пХ,хг&

1 о

Начальные условия для системы (1.6) будут

/ \ ^1(0) , X
И'Д°)=С։, — - =ак, Тк(0) = ек (1.7)

где постоянные ск, <1к и ек - соответствующие коэффициенты Фурье разло
жения функций (1.4).

2. Задача ставится следующим образом: в момент / = 0 пластинке сооб
щается начальное отклонение, скорость и температура по (1.4). Требуется в 
моменты / = /) и / = 12 пластинку привести в определенные положения 
М'Дх,/։) и М'Дх,/,) при этом минимизируя следующий функционал:

/ = П(₽/?:+2’//7^+гФ:)Л<// (2.1)

О о

Выбор постоянных р, у,8 (р>0, р8>у:) в некотором смысле произво

лен и для конкретной конструкции их следует связать с тем, какое воз
действие (силовое или температурное) легче осуществить. Интеграл (2.1) не 
есть полная внутренняя энергия пластинки, но характеризует ее, в частных 
случаях может быть и внутренняя энергия.
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(2.2)

Учитывая разложения к' и Т, из (2.1) получим

оо *з

4=1 О

Имея в виду, что в последнем функционале слагаемые независимые, ми
нимизация (2.2) для каждого к осуществляется в отдельности.

Таким образом, для каждого к с учетом (1.6) получим следующую задачу 
оптимального управления:

х։=сох2, х2 = ֊(ох։ +ах3 + и, х3 = ֊хх,-£х2 + V (2.3)

при минимизации функционал

Л = Т7-1(Р//2 +2уну+8 у2)сЬ\ Р>0; Ре>у2 
о

(2.4)

Чтобы не загромождать формулы, индекс к опущен и использованы 
обозначения

Х3* “

(2.5)

Решение системы (2.3) запишется

Го]
£(/)= Х(/,0)Х(0) + 1а'('л)| и Л

(2.6)

где - нормированная фундаментальная матрица, соответствующая
однородной системе (2.3), выражение которой из-за громоздкости не приво
дится. Приведем выражение только двух элементов, которые нам и в даль
нейшем понадобятся.

Х^/՝Т) = _(ц:֊ц,)(Мз֊ц|)+(ц:-ц,)(ц։-М:) 

ш(ц, +ц;)е1'11'՜'1

(ц,-ц,)(ц5-ц.)

ате

(КОС
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(2.7)

где Ц( - корни характеристического уравнения

ц5 +хц: +(ш: +а^)ц+ю:х = О

Рассматривается случай, когда корни уравнения (2.7) различные (физи
чески, наверное, только этот случай возможен). Случай кратных корней не 
приводится, так как класс таких задач узкий, к тому же исследование можно 
провести совершенно аналогичным образом.

Через %(0) обозначен вектор

Х(о) =

V — Ш к <

че = ек

Пусть требуется, чтобы пластинка в момент / = > 0 принимала форму 
И', (х, Г,), а е / = Г, > Г, - И’,(х,Г;).

Представляя и՜] и в виде рядов

и*, = этХ^х, и,, = 22 Л‘:) зтА^х
*П| ‘ к=\ 

из (2.6) получим следующие интегральные условия:

Ч Ч
|х12(г|։т)мб/т + /х13(/։,т) ус/т = Д, / = 1,2 

о о
4 = Л11’-х|1(/,)с-х|3(/|)<У-х|։(/1)е

Обозначим [4]

, (X _р,3(/,т) гриО<т</,
Л| I (Т) ~ 1 Л

О гри I. <т < /,

гри 0 < т < 7,

гри /, < т 2 /,

(2.8)

(2.9)

(2.Ю)

(2.11)

Л,,(т) = х,,(/,,?), Л,.(т) = х1։(/;,т), 0<т<Л 

тогда интегральные условия (2.9) примут следующий вид:

Ь։,,(т)«Л + 1л,,(х)уЛ = Д, 

о о

/а!|(х)иА + |лп(т) уЛ = Д, 

о о
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Таким образом, проблема сводится к минимизации функционала (2.5) при 
наличии интегральных условий (2.12).

Так как функции Л (т) имеют разрывы первого рода, то целесообразно 

полученную вариационную задачу решить с помощью проблемы моментов 
[5]. Исходя из вида функционала (2.5), норма основного пространства будет

Ро2 = ,,т,՛" ,р:(М)А()) =Ч'1 + Ч»։и|
! ' (2-13)

= ' £,т։?.,[ЕЛн; -2'АЛ,> о

Норма сопряженного пространства выбирается в виде (2.4).
Так как система (2.-3) вполне управляема [6], то р0՜ > 0. После неслож

ных вычислений получим

1 РИ-О'֊ ЦР-РД РЬг-ОЬ}
р° =сТ^7՜’ ՛' =~д~՝ =~с~ (214)

где

6։ = РД =20£1£2 + Р.С;

р = 1(еАц: +₽Л.::-2гЛцЛ|;)^ 
о

Ч

О +0Л, Л, -2у(Л1Д:-Л1;,А,|))Л
о

Р =/(е/д,2 + р/д;: - 2у/дД2)£// 
о

Вектор А°(/) будет

^-СЦд,Л֊Ле)Л1:(/)+(ЛР֊Л,0)А:,(/^

Если искать оптимальные значения управляющих воздействий Ио(/) и Уо(/) 
следующим образом:

«»(/) =с(е/։’-уЛ?); у„(/) = а(рЛ? - уД°) (2.16)

в постоянное определить из условия
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+*։%„)<* = i (2.17)

то получим

у0=ря?ег։₽Л=0՜^ (2-18)
Нетрудно проверить, что 

р:(«0(-).у0(-)) = Рё2 (2.19)

Таким образом, управляющие оптимальные функции будут 
ао ОО

F°(x,/) = Xw*(/)sinXtx, Ф°(х,г) = EvJWsinM (2-20) 
*=1 *=1

Так как wk -О^՜4), х., С, d, в, -(к՜2), элементы фундаментальной 

матрицы имеют нулевой порядок, Ак’ -(к՜՜), a F и Ф по (1.1), (1.2) при

надлежат классу L, по xt, то fk и <pt имеют порядок не больше, чем к՜', а 
из условия ограниченности "энергии" (2.2) коэффициенты р, у, £ имеют по
рядок не больше, чем Л՜1.

Величины Р, О и R из (2.15) имеют порядок не больше, чем к ՜՜, следо
вательно, ик и v° имеют порядок не больше, чем к՜6, где 5> 1, т.е. 

функции F° и Ф° принадлежат к классу Л;[0,/;].

3. Для иллюстрации вышеприведенных результатов рассмотрим конкрет
ный пример для пластинки из меди. Она теплоизолирована (к = 0), от

сутствуют тепловые источники и не подается тепло через края (ф = Ф։ = 

= Ф, =0). Температура возникает только из-за деформации, а управление 

движением осуществляется только через нагрузку.
Предполагается, что пластинке сообщено начальное отклонение по одной 

полуволне, по такой же форме прилагается нагрузка. Тогда, вместо системы 
(1.6) будем иметь

^4+Ф-1.зз-1о5е = ю“/(т)

<3-1>сЛЗ . 1 dtp
— + 1.196-10'3е + 0.85 • 10 -֊ = о 
dx dx

с начальными условиями

ф(о) = 1, ф(о) = о, е(о) = о (3.2)

Здесь введены обозначения и принято
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. 2 _ И,|(/)

" (О, =,2(1_у2)р/4. Ф-^)

е=ач, ^=1оЛ ф=10-> 

/ п

Корнями характеристического уравнения (2.7) является

ц, = ֊1.1710՜’; ц23 = п±/6; 5=1.0113; г| = -1.35-10՜5 (3.3)

Вопрос ставится следующим образом: нагрузку /(т) подобрать таким об- 
П Л

разом, чтобы в моменты Т, - — и т, = —- амплитуда прогиба достигла 
25 ‘5

ф(т,) = 3 И ф(х,) = 2.

Вычисление дает

Ро = 0.02747 (3.4)

Управляющая функция определяется как

/°(х) = 1О'8Л°(х)ро՜2 (3.5)

где

А(,(т) = /,“/։,(т) + /“Л,(т)

(А зт8х + 5соз8х)ехр(г|(х| -х)) - А ехр(ц,(х| -х)). 0< х < х,

0, х, <х<х։

А,(х) = (В$1п8х- Лсозбх^хр^х. -х))- А ехр(ц,(х; -х)), 0< х < х.

Л,(х) =

/’ = 01679; /’ = 0.1692; А =-2.64-10՜’; 5 = 0.9889

В частности, если температурный эффект отсутствует, то управляющая функ
ция есть

11.13со5т + 0.31з1пт, 0<т< —
о։/(х) = 5 * 2 (3.6)

0.31з1пт, — <т<я
I 2

Аналогичным же образом можно осуществить управление движением и 
при совместном воздействии нагрузки и температуры.
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ИЗГИБНЫЕ И ПОПЕРЕЧНЫЕ КОЛЕБАНИЯ 
ЦИЛИНДРА КОНЕЧНОЙ ДЛИНЫ

Баблоян А. А.,.Баблоян К. Б.

ԼԼ՜Հ.Բաբլոյան, Կ.Բ.Բաբլոյան

Վերջավոր երկարության գլանի լայնակի եւ ծոման տատանումները

Դիտարկվում է վերջավոր չափերով առաձգական գրսնի կայունացված տատանումները երբ 
գ[անը գեֆորմացվում է հիմնատակի տատանումների տապճաոով:

Խնդիրը լուծվում է Ֆուրյեի եղանակով եւ բերվում I գծային հանրահաշվական անվերջ 
համակարգերի (ածմանը: Ռչ-ռեգոնանսային ղեպրերի համար ցույց է տրվում, որ այգ 
համակարգերը քվագի-լիովին ռեգուլյար են: Անհայտ գործակիցների համար ստացված են 
ասիմպտոտիկ բանաձեւեր. որոնց օգնությամբ անջատվել են (ստումների եզակիությունները:

A.A.Babloyan, K-B.Babloyan

Bending and Transverse Vibrations of a Cylinder of Finite Lenght

Рассматривается динамическая задача упругости об установившихся вынужденных колеба
ниях сплошного цилиндра конечной длины. Цилиндр деформируется из-за изгибных и попе- 
речных'колебаний основания. Целью работы является получение точных формул для описания 
динамических полей напряжений и перемещений, а также разработка способа вычисления 
частотных характеристик сплошного упругого цилиндра конечной длины под действием 
сейсмических сил. Решения и подробный анализ аналогичных задач при других граничных ус
ловиях приведены в книге (1) .

1. Построение решения краевой задачи. Построению общих реше
ний уравнений движения уделяется очень большое внимание. Однако, как 
справедливо отмечается в [1], роль таких общих представлений при фак
тическом решении граничных задач теории упругости для тел конечных 
размеров весьма мала. Поэтому при построении решения задачи будем 
пользоваться только результатами работ [2,5].

Ограничиваясь только первой гармоникой по окружному координату (ну
левая гармоника соответствует осесимметричной задаче), решение рассмат
риваемой задачи представим в виде

w,(r,z,<p,/) = z7,(r,c)exp(iw/)cosq>

цДг.г.ф,/) = z7T(r,z)exp(/(i>/)sinq> (1.1)

u.(r,z,q>,/) = z7.(r,z)exp(/co/)cosq>

где
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u,(r,z) = u„(z) + £/?,։(r) sin P։z + Xa,M2M(a/) 
fc=l p=l

«„(r.z) - ~u<№ + H,RiSr'>sinP»2 + — /(“/) <1-2>
t=l F=l Г

00 00

։7Дл,г) = ro)„(r) + X#։։.(r) cosPt2 + X՝»'/2)֊-^“/) 
k=l p=l

Функции, входящие в (1.2), определяются следующими формулами:

Я„ +Я,, = 2X;։2։/,(x,tr) + 2ptA/tZ,(\tr)

-Я, = 2Хп0Л(М +2РЛ,/0(х1։г) (1.3)

Лп(г) = 2р։а/,(М +М Mk + vj/,(x,z)

cosc.(A-z) х( 2c,sinc,zcosc,A 1
«0(z) = 30----------- -— + — sin c,z - —-------------—

cosc,/j c, v c, cose,« J

a.pzR2
«-„(г) = x coscjz, t

(1.4)

и/2) =
2Op

Rc2 J,(ap/?)

I Jshr;pz Y,pY:pshY,fz 

l 'j.chY,/ Y/chY,/

chy,,(/i-z) chy,f(A-z) 
'L Chy./ сЬу|рЛ

2ЬрЧ x Chy,/ a/chy,pz 
Rc2j\apR][ '’LcllY:,/j Y/chy,/.

(1-5)

-Yp
shy2p(h-z) 

chY:,/։

a/ shy,p(A-z) 

Yi,Yj,chY„A .

Здесь введены следующие обозначения:

У1/=ар2-сЛ

^1* = Р* “ С1 4

Y2/=a/-c2\ Y/=a/֊O,5c,2

Ч/= Pi:-C;:> V = Pi:-0,5c,:.

l֊2v , (2£-1)л
= 2-2vC| ’ Pt= 2Л ’ j;(ap/?) = 0
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Где /? - высота цилиндра, R - его радиус, р - плотность, а С ֊ модуль 
сдвига материала. СО - вынужденная частота. Компоненты тензора напряже
ний вычисляются при помощи закона Гука с использованием (1.1)-(1.5).

Граничные условия рассматриваемой задачи имеют вид

их = 50 ехр(/со/). ир = 0, и. = хх ехр(/со/) п ри г = О

а. = т “ = тф_. = 0 при г = Л (1.7)

а, = хг.=тл1> = 0 приг = Л

Первую строку условий (1.7) можно представить также в виде (1.7)

«, = 80> ", = -80, = V п ри г = О

Если вместо старых неизвестных (Ок, Мк, Ык) ввести новые 

2ЛЛ(хг) = ~2(1 ■ х> = хг =

(л/։ + ЛГ,)\Д'(х.) = 4(1-у)г,р/ 2Г, 
Лс,г А

У/,(х,)_2(1-у)2, | 2Х,Х Ул 
2х, Л + ЛР/ ЛР,2

(1.8)

_ Д280 _ (-1)* 'с,2хР, созс.л
‘ V (мЖ,1

то функции (1.2) будут удовлетворять как уравнениям движения Навье, так и
всем условиям (1.7), кроме условий на функции Й.(г.О), а.(г,А), и

Удовлетворяя этим последним условиям, для определения неизвестных 
постоянных хр.ур. ։иг,получим следующие бесконечные системы:

Л Г 7 . (-»‘■'у^/ХССВлЛ 
2М

а/р/ -О^ус^а/ 4-Х,/)](19) 

а,2+^2)

^Зк^к +^4к^к
х,:Л Л'(у,) 

2РЛ /,(х,)

Л (-1)*'1У;,^[уу,р2-(1-у)Р>2] + Р,у/Г, 
в=1 Р (1-у)Л’(ар2+Х,/)(а/+Х2/)

(1.Ю)
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Хс^зтсЛ! _ 

2а/с.

9 * Ур

Р/+Т>/

(1.11)

к2 с а}р-^р~а4рУр =~й'^ РА
(1.12)

Здесь введены обозначения:

а.

а ' у,. 3-4у

, ГЛГ а/ У/ 
с, ск =-------- а, =---------- —-----------
՛՛ 72р Р сЬу։,Л сЬу,рй

3-2у
(1-13)

->х.-2

Ле;

Д» вМ«-М» -»^-(з-г^-С^^я-с,2
В (1.13) приведены также первые члены асимптотики при больших значе

ниях индексов.
Таким образом, задача свелась к решению совокупности бесконечных 

систем алгебраических уравнений относительно неизвестных коэффициентов 
Фурье к,2к и Фурье-Дини Хр, Ур.

2. Исследование бесконечных систем. Исследование бесконечных сис
тем (1.9)-(1.12) как на регулярность, так и на выяснения асимптотических по
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ведений неизвестных коэффициентов, будем проводить по методу, разрабо
танному в работах [1-3].

Ясно, что бесконечные системы динамических краевых задач для произ
вольного значения вынужденной частоты СО не могут быть регулярными. Кро
ме того, отдельно взятая система (1.11) не регулярна, так как в ней коэффи
циенты при неизвестных по переменной "к" имеют порядок убывания 
0(Л՜'). Воспользуемся тем фактом,-что коэффициенты этой системы - зна

кочередующиеся. Разрешая (1.9) и (1.10) относительно неизвестных и 
подставляя найденные значения в (1.11) и (1.12), получим две бесконечные 
системы относительно неизвестных Хр, ¥р. Из-за громоздкости формул эти 
системы здесь не приводятся. Основными неизвестными первой системы (по
лучаемой из (1.11)) являются X р, так как в ней коэффициенты при Хр убы
вают степенным законам, а коэффициенты при Ур - экспоненциальным. Во 
второй системе (полученной из (1.12)) основными неизвестными являются Ур.

Считая, что вынужденная частота СО отлична от собственных и имеет ко
нечное значение, оценим суммы модулей коэффициентов при неизвестных 
для этих систем. С точностью до бесконечно малых величин при р » I бу
дем иметь

40 V 2 *
р'‘§о֊«иа<։„ 51՜11՛ 'м“’

(2.1)

0 ֊А/] +(-1)4,0/

тЛ«/ + +чЛ(р/ +У.Л(Р*: +Х:Л
Считая, что порядок убывания суммы знакопеременных рядов в (2.1) хотя 

бы на единицу больше порядка суммы соответствующих положительных ря
дов и пользуясь формулами

4,'+Ш+М * ои-+х,֊)(е + х:-) (2 2)
рЗ

=^11+Ф")]> и»п
£ |(1-у)а/-уХ,/|

2Яг
2л(х, + х2)

на основании (1.13) для норм рг и р֊. получим следующие асимптотические 
оценки:
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P։ = ^-+0(/?')>

16
(2.3)

(l-2v)|(3֊4vh2[

Отсюда следует

Г 4 4
hmpx=—, limp £ — (2.4)p-xr> д՜ p-.<© - 7T‘

Свободные члены имеют порядок убывания 0(р՜2 In р) для первой сис

темы иO(^'lnp)- для второй. Из (2.4) следует, что начиная с некоторого 

номера р(), бесконечные системы будут вполне регулярными.
Интересно отметить, что оценки (2.4) остаются в силе, если при решении 

рассматриваемой задачи приняли J2(apR^ = 0. По-видимому, это связано с 

тем, что корни функций У'(б) и J2(^) асимптотически совпадают, то есть

=^2., =л(р + 0,75)[1֊О(р-:)] (2.5)

При дальнейшем исследовании, а также при численных расчетах удобно 
пользоваться уравнениями (1.9)-(1.12) с учетом (2.4).

В общем случае, когда граничные функции в (1.7) ненулевые (но ограни
ченные), в окрестности угловой точки Л(/?,Л) напряжения могут иметь лога

рифмическую особенность, а в окрестности точки В(Л,0) - стеленную. Поэ
тому неизвестные коэффициенты X р и Ур при р » I должны иметь вид

X^Tr՝ (0<5<1) (2.6)

На этой основе из бесконечных систем (1.9) и (1.10) получим следующие 
асимптотические формулы:

։+(1-Д-֊Р, = о(г’), (к»\)
(-I)*՜1-

*։
где

, хо
°’2(l-v)' V’՜ . , . лЗ 

2(1-v) sin —

(2.7)

(2.8)

а из (2.7) (без учета (2.8)) и бесконечных систем (1.11) и (1.12) при р» I 
следует
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'.-НИ
2(l-v)(2-2v-5) v0 <2-9)

, . . :tS
(3-4v)sin —

Сравнение (2.9) и (2.6) приводит к выводу, что действительно име
ет место асимптотические формулы (2.6) и (2.7) при условии (2.8). Из 
условия получается уравнение для определения числа б

(3 ֊ 4v) sin* ~ = (5 - 2v)(5 + 2v- 2) (2.10)

Нетрудно проверить, что коэффициенты при особенностях напряже
ний около точки ЖДО) пропорциональны у0. Формулы (2.6) и (2.7) 
позволяют свести бесконечные системы к решению конечных систем с 
учетом всех неизвестных, а также контролировать точность прибли
женных решений и определить значения постоянных Х0։>у0.

Количество разрешаемых уравнений (М, ;V) в конечных системах будем 
определять из эмпирических соотношений [1,2]

3. Расчетные формулы. Из-за наличия двух особых точек Я(/?.Л) 

и B(R.O) ряды, входящие в выражениях компонент напряжений и пе

ремещений, в окрестностях особых точек, сходятся медленно. 

Асимптотические формулы (2.6) и (2.7) позволяют улучшить сходи

мость функциональных рядов на два порядка. При этом выделяются 

характерные особенности напряжений в особых точках. При улучше

нии сходимости рядов в окрестности точки А (В) в формулах (2.6) и 

(2.7) надо положить yQ = 0(х0 = о), так как учет этих слагаемых при

вел бы к повышению погрешности при вычислениях. Это связано с 

тем, что суммы отброшенных рядов имеют больший порядок убыва

ния, чем каждый их член.

Из (2.6) и (2.7) следует, что компоненты напряжений и не имеют 
особенностей. После улучшения сходимости рядов для напряжения о. полу
чим следующие расчетные формулы:

а) для окрестности точки A(R,/i)
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(Юе'“' соб<р) а. =֊^—51ПС,г-Х Р։Лп(г) - иЯ։։(л) +

4֊р.1» (-1)*~'г0 ехр(֊Р)(Я - л)) 
Р։л7я7 зш Р։г +

(3.1)

1 + ар(Л - х)

Л R-г 4Л
1п— -1-------- 1п —2Л г тер.

б) для окрестности точки В(Л,0)

(2бехр(ко/)соз<р) 'а. = -~г—з1пс,х-Х] +
2с, ‘ I

2(1-у)+а„--
н"р(с) + т»0р(с)+^0

2(1-у)л(арЛ) ехр(арс)
(3.2)

у„Г(5)Я‘(Гг(1-у) - б „ ,с 1 . лб
+ ,— —— — 31п50, +-—— соз0, соз(6 + 1)0, зш —+

Ял/Ягр0։ Ц 6-2у 6֊2у Ч 2

/•
+ —з1п50о -6соз60 з!п(6+ 1)0О г

где Г(5) - гамма - функция Эйлера,

2с?Пр зЬу,рс сЬу,р(А-о)
Лс,:/,(арЛ)[ '’сЬуг,А+ ” сЬу2рЛ .

4(1-у)глс;Ч(М 

/։Хг։с,:/,'(х,) (3.3)

р = ■\1(Я-г)՜ +(Л-г)2, р0 = -У(Л-г): +о՜, 0, + 0О = ֊ 

росоз0о = Л-г, роз1п0о = г, (р, р0) « т!п(А.А)

При получении (3.2) была использована формула [6]
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Е֊֊г=—г(1-к1х)+е^” (3.4)
Г-1 Ъ л

где Г(а,х) - неполная гамма-функция, у - произвольное число,

£ =я(р+с), с>- , Яех>0, О<0< 1.
Аналогичным образом можно улучшить сходимость рядов для других 

компонент напряжений и перемещений.
В конце работы приведем формулы для определения изгибающего момен

та и перерезывающей силы, действующие на высоте 2 от основания ци
линдра

2я R
Му(г) = I Р А СО5фб/гс/ф 

О О
2к R

лМ = I 
о о

Для краткости приведем значения этих величин для сечения 2 = 0

* О, у
Л/ДО) = -4С7ехр(/(в/)Х Р г" 

[ * 20 г х у
Рх(0) = —я«. 1Ьу։ й -

[л=| л 1?, сЬу1лА у„ J

4 у Г (1-у)РЛЛ(*,) + у + ^,2а(х,)11

(3.5)

(3.6)

При помощи асимптотических формул (2.6) и (2.7) и обобщенной дзета- 
функции Римана

у) = ]>2(л։ +у)՜' <3-7>
л=0

легко можно улучшить сходимость всех рядов в формулах (3.6).
Собственно, частоты данной задачи будем определять, исходя из следую

щего факта: известно [1], что когда вынужденная частота находится в малой 
окрестности собственной, то точность удовлетворения граничных условий 
резко падает. Поэтому, после каждого конкретного расчета необходимо про
верить точность удовлетворения граничных условий.

Такой проверкой определяется приближенное значение собственной час
тоты. Для уточнения этого приближения надо увеличить количество разреша
емых уравнений бесконечных систем.
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ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ
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ОБ УСТОЙЧИВОСТИ ДВИЖЕНИЯ МАНИПУЛЯТОРА 
ПО ДЕЙСТВУЮЩЕЙ СИЛЕ

Гукасян А.А., Шагинян С.Г.
(ԼԱ.Ղուկասյան. Ս.Դ>Շահիևյան

Ըստ ազդող ուժի մանիպուլյատորի շարժման կայունության մասին

Ուսումնասիրվում է եռօղակ էյեկտրամեխանիկական մանիպուլյատորի շարժման կայունությունը, 
երբ համակարգի վրա վերջավոր ժամանակահատվածում ազդում են գումարային փոբր գրգոոդ ուժեր: 
Ցույց է տրված, որ ղեկավարող ֆունկցիան կարելի է ընտրել այնպես, որ մանիպուլյատորի շարժումը լինի 
կայուն ըստ ազդող ուժի:

A.A.Gukassian, S.G^bahinbn

On Motion Stability of Manipulator According to the Acting Force

Исследуется устойчивость движения трехзвенного электромеханического манипулятора, когда на 
систему на конечном промежутке времени действуют интегрально малые возмущающие силы. Пока-' 
зано, что коэффициенты управляющей функции можно выбрать так, чтобы движение манипулятора 
было бы устойчивым по действующей силе.

1. Описание механической системы и уравнения движения манипулято
ра. Рассматривается трехзвенный манипулятор на подвижном основании (фиг.1). 
Звенья манипулятора являются абсолютно твердыми телами, соединенными иде
альными цилиндрическими шарнирами ОУуОг Линейные размеры и массы 
звеньев обозначим через /(, (/ = 1,2,3). Груз на схвате моделируется как ма

териальная точка с массой т'у Массу платформы обозначим через т0. Для опи
сания движения манипулятора вводится инерциальная 0ХУ7. и неинерциальные 
О,Х,У,2, (/ = 1,2,3) системы координат. Основание манипулятора может дви

гаться на плоскости ХОУ и поворачиваться вокруг оси Управление
транспортными движениями осуществляется при помощи электромеханических 
приводов £)х, (/ = 1,2,3). каждый из которых содержит линейный

электродвигатель постоянного тока с независимым возбуждением и редуктор [1].
Уравнения движения электромеханического манипулятора приводится в 

виде системы дифференциальных уравнений третьего порядка относительно 
а, [2,3]: 
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где Ф։^а,(Х,(Х^- нелинейные члены соответствующих уравнений, которые 

описывают взаимное влияние различных звеньев манипулятора; а = (х։>у,ф0, 

ф։,ф2,ф3); Д- коэффициенты индуктивности, Д - электрические сопротив

ления обмоток роторов электродвигателей приводов; - коэффициенты 
пропорциональности между электрическим током и усилиями; - электри
ческие напряжения.

Начальные условия уравнений (1.1) имеют вид

а,(/0) = а’, а,(/0) = а’, а,(Ц..=«’ (1.2)

В (1.2) входят также угловые ускорения. Это связано с тем, что рассмат
риваемая система не является чисто механической, она содержит также 
электромеханические компоненты: электродвигатели, обмотки которых имеют 
ненулевую индуктивность.

Пусть при (1.2), хр = Хр(1) [хр ={ар,ар,ар^ - заданное программное 

движение манипулятора, а и = иД/] - программный закон управляющей 

функции. Однако в большинстве случаев манипулятор, работающий в экстре
мальных условиях, в силу действия различных внешних сил, программное 
движение совершать не будет, а будет осуществлять некоторые движения 
х = х(/) (х = (а, а, а)), которые в общем случае не совпадают с заданным 

программным движением, то есть х(/)-х,(/) = Дх*0 (Дх = (р,р.р)). 

Следовательно, возникает необходимость иметь регулятор, подключенный к 
входу привода, который вырабатывал- бы дополнительно к мД/] управляю

щие силы (напряжения) не только как функцию времени, но и как функцию 
от возмущений (Дх), обеспечивающий устойчивость программного движения.

Регулятор представим в виде

и, = а,Р, + А,Р, (/ = 1,2..... б) (1.3)

С технической точки зрения (1.3) можно реализовать в системе при помо
щи обратной связи, оснащенными датчиками скоростей и ускорений, кото
рые в каждый момент времени измеряют обобщенные скорости и ускорения 
звеньев манипулятора.

2. Задача устойчивости движения манипулятора. Составим уравнения 
динамической ошибки движения манипулятора (уравнения возмущенного 
движения)

АР, +АР, +АР, = », -А 4ф,(р.р,р)-АФ,(Р.Р.Р).|чк !.(' = >-2.....6) (2.1)
(Д

Здесь Дх։ =0 при =0 (/ = 1,2,...,б), то есть при осуществлении прог

раммного управления М,Д/] реализуется программное движение XД/).

Начальные условия для (2.1) примут вид
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р,(/.)=а,(/.)-а,(/.), М'-) 

р,(/.) = а,(/.)-а,(/.), (/ = 1,2..... б)
(2.2)

где /. - тот момент времени, когда движение манипулятора выходит из за
данного программного движения. Не нарушая общности, можно принимать 
/. = /0•

Пусть во время движения манипулятора на механическую систему могут 
действовать внешние возмущающие интегрально малые силы ф։(/)

п ри / > /2
(2.3)

ч>,(/) = о

<р(/) = (<₽,(/). ..,4>е(/)), /е /,,/,] с=[/0,7՜]

(Т - момент окончания процесса управления).
В этом случае возникает необходимость исследовать движение манипуля

тора с точки зрения устойчивости по действующей силе [4], то есть требуется 
найти усилия (1.3), при которых программное движение манипулятора устой
чиво по действующей силе (2.3).

Предполагаем, что возмущенное движение манипулятора удовлетворяет 
также фазовым ограничениям

•а„Р, + а,,р, +а„Р, = с, (/ = 1,2.....б) (2.4)

то есть движение происходит в параллельных фазовых плоскостях. С мате
матической точки зрения условия (2.4) означают существование шести неза
висимых первых интегралов для системы (2.1).

Пусть взаимное влияние различных звеньев манипулятора мало и в нуле
вом приближении можно пренебречь [3].

Уравнение (2.1) в нулевом приближении с учетом (1.3) принимает вид

■ О Ч֊*, ы (2-5)
’ ~ = £, 3

где х[՛՛ = Р„ х'" = р„ х’,։ = Р, (/ = 1,2, ,6)
Корни характеристического уравнения соответствующей системы (2.5) яв

ляются

>!," = 0, =[/>, - Я, ±^(б,-Л,)2-а,)]/2£, (2.6)

Если Ь1 < Я,, а՝ < к։, то корни (2.6) удовлетворяют следующим условиям:

А!։°=0, КеХ('!3<0 (/ = 1.2..... 6)

Таким образом, доказано следующее утверждение:
если управляющие функции (напряжения) манипулятора имеют вид
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«,=аД+*Д (/ = 1Д...,б)
где а1 <кр Ь։ <1^, то движение манипулятора в линейном приближении ус
тойчиво по действующей силе.

В общем случае уравнения (2.1) и условия (2.4) представим в виде

- х\1} х{1‘ -

>.х‘>)- (2-7)

Известно, что если нелинейная система допускает независимые первые 
интегралы вида (2.4), то существует невырожденная матрица А, такая, что с 
помощью линейного преобразования у = Ах нелинейную систему можно 
привести к более простому виду [5]:

>;п=о, у^=у^ (2.8)

(< = и..,б) (2.9)
ал ал

Здесь в качестве матрицы преобразования А можно взять следующую 
матрицу:

Корни характеристического уравнения системы (2.8), (2.9) являются

Если постоянные , а2/, удовлетворяют условиям

аь / а3, > 0, о2, / а3, >0 (։ = 1^2,.. .б) (2.11)

то корни системы (2.8), (2.9) будут удовлетворять условиям теоремы об ус
тойчивости по действующей силе [4], то есть

^1=0, ЯеХ^<0 (/ = 1,2,...,6) (2.12) 

и корням = 0 отвечают простые элементарные делители, так как первые 
интегралы (2.4) независимы между собой.

Устойчивость по действующей силе движения манипулятора при фазовых 
ограничениях (2.4) и при условиях (2.11) можно показать также при помощи 
функции Ляпунова. В качестве функции Ляпунова возьмем функцию
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у/+а1»Д3| +а1 2(0 9 а3» 0) (г) (а3г +Д1»)% 2(։) I 

о Д- п „ У г х ֊ У2 У у „ „ ■'э2 |В1 \ ^1։^2| ^11 ^11^2/ )
(2-13)

Функция при условии (2.12) является определенно положительная по
переменным У^, Уу*, равномерно по С։ Пт V = оо, производная которой 

Ы֊~
по времени в силу системы (2.9) имеет вид:

(IV \ 

1(3.9’
- определенно отрицательная функция по переменным У^}, у(у рав

номерно по с, то есть тривиальное решение системы (2.9) асимптотически 
устойчиво в целом [6] равномерно по с,. Для тривиального решения системы 
(2.8), (2.9) выполняются все условия теоремы об устойчивости по действую
щей силе [5]. Следовательно, программное движение манипулятора устойчи
во по действующей силе.
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ОПТИМАЛЬНОЕ ПРОЕКТИРОВАНИЕ ПРЯМОУГОЛЬНОЙ 
РЕБРИСТОЙ ПЛАСТИНКИ ИЗ КОМПОЗИЦИОННОГО 

МАТЕРИАЛА, ЗАГРУЖЕННОЙ СЖИМАЮЩИМИ 
СИЛАМИ, ПРИ ЗАДАННОМ ЗНАЧЕНИИ 

НИЗШЕЙ ЧАСТОТЫ КОЛЕБАНИЙ

Белубекян Э. В., Погосян А.Г.Է. Վ. Բե[ուբեկյաև, IL Դտ ՊողոսյաևԿոմպոզիցիոն նյութից պատրաստված ուղղանկյուն կողավոր սայի օպտիմա| նախածում տրված տատանումների փոքրաույև հաճախականության արմերի դեպքումԱշխատանքում դիտարկվում է կոմպւպիցիոն նյութից պատրաստված ուղղանկյուն սալի տատանման խնդիրը, երբ սալը երկու կողմերով ուժեղացված է կոշտության կողերով, իսկ մյուս երկու ազատ հենված եզրերով բեռնավորված է սեղմող ուժերով: Տրված սեղմող ուժի եւ տատանումների փոքրագույն հաճախականության արժեքների դեպքում որոշվում են կաոուցվածքի երկրաչափական եւ ֆիզիկական օպզփ- մալ պարամետրերը, որոնք ապահովում են նրա ամենափոքր կշիոը:
E. V. Belubekian, A. G. Pogosyan

Optimal Design of a Compressed Composite Restangular Plate with 
Ribs When Its First Natural Frequensy is Fixed.

Рассматривается прямоугольная пластинка, шарнирно опертая по двум краям и усиленная реб
рами жесткости по свободным кромкам, загруженная сжимающими силами вдоль направления ре
бер. Пластинка изготовлена из монослоев композиционного материала, уложенных поочередно 
симметрично одной из геометрических осей пластинки.

Ставится задача определения оптимальных геометрических и физических параметров конструк
ции, обеспечивающих ее минимальный вес при заданных значениях сжимающей силы и низшей час
тоты загруженных колебаний.

Рассматривается прямоугольная пластинка размерами axbxh^, шарнир
но опертая по краям у = 0 и у — Ь, усиленная по свободным кромкам 
X = ±а / 2 ребрами жесткости размерами аД х h} х b и загруженная вдоль 
оси у сжимающими силами F, равномерно распределеными по сечениям 
у = 0 и у = Ь.

Предполагается, что пластинка изготовлена из монослоев волокнистого 
композиционного материала (ВКМ), уложенных поочередно под углами ±ф к 
оси X, а в ребрах монослои ВКМ ориентированы вдоль оси у.

Ставится задача определения оптимальных параметров ОС,/2։,/1,,ф, обес
печивающих минимальный вес (объем) конструкции при заданных значениях 
силы F и низшей частоты загруженных колебаний Զ.

Аналогичные задачи устойчивости и прочности рассмотрены в работах 
[1.2].

Принятая структура пакета пластинки позволяет считать ее ортотропной, 
для которой уравнение загруженных колебаний имеет вид:
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сУ w ffw
, г-. ’ + А; w 
дх оу ду

D„ ■^- + 2(£>|: +2£>66) 

F crw дгы
+ ’7/г’ТГ + РЛг'ТГ = 

А ду дг

(1)

о

Здесь D։i = Вл№ / 12 - жесткости пластинки, - упругие характеристи- 
ки монослоев ВКМ в главных геометрических направлениях пластинки, опре
деляемые через характеристики ВКМ в его главных физических направлени
ях по известным формулам поворота [3], А = 2а/?։՜ +ah2 - площадь попереч
ного [у = const) сечения конструкции.

Граничные условия имеют вид:

и> = 0.
o'w
—— = о при5и-

у = 0. у = Ь (2)

Av
й7 = °'

(?w
фР=0 п₽и (3)х = О

- в случае симметричной формы колебаний и

д2^
и* = 0, _ -,՛ = 0 при х = 0

ду-

- в случае антисимметричной Формы колебаний

д'» Г с:ы ё*ы
д, 4 + < А. - Аа- ~
ду А ду дг

(4)

д’и' / ։ d'w
= ТТ + ( А: 2

дх дхду

д’ж д’м' d^w

дхсу дх ду

при х = а/2 (5)

Условия (5) соответствуют упругому опиранию пластинки на ребро 
жесткости.

Здесь А1 = аЛ,՜ - площадь поперечного сечения ребра, С - жесткость 
ребра на кручение, определяемая формулой [4]

С = С:։ай,4р (6)

d = a5/G;j / Ci։

Сг։з, G23 - модули сдвига материала ребра в плоскостях xOz, yQz.
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Решение уравнения (1), удовлетворяющее условиям (2) и (3), в случае 
симметричной формы колебаний получается в виде

»V =(С| + СО5Ц,Х„х) 31П (7)

а в случае антисимметричной формы, с удовлетворением условий (2) и (4)

V = (С։ зЬцД^х + С, $1п ц:ХЛх) бш (8)

где

“•■Ч--------- ------------ 191

, /”77 „ ,5 ГВ, РЛ՝<-֊■ £ <»>
Здесь принято кт> 1, так как в случае наличия ребер вес конструкции 

бедет меньше соответствующего веса гладкой пластинки со свободными 
кромками, где принимается кт = 1.

Удовлетворение граничных условий (5) приводит к следующему уравне
нию для симметричной формы колебаний:

д
Мх) =-^֊֊/(ц1: +ц,:) сЬц, -/)) сЬц V-*-

„ (11)
+ц(/Л -/ЛвЬцХ.лсац. К?-+Р;:) ЛмЛляпцА^О 

где

х = {а.й.Л.ф}

тт( Е, /у шяС;, ай,4

Л, Ь Л,4 ”)'■'■ 2 ь В„ Л.'

Л: В;2) ’ 7 4 к^:г И В„

Для антисимметричной формы колебаний соответствующее уравнение по
лучается из (11) заменой бЬцД^х на сЬц։ХтХ; БтцЛ^х на -созцА^х; 
сЬцД^х на бЬцД^х; собцА^х на $1ПЦ2Хя,х.

Определение оптимальных параметров а, Л։, А,, (р, удовлетворяющих 
уравнению (11) и обеспечивающих минимальный вес (площадь сечения А) 
конструкции при заданных значениях сжимающей силы Г, низшей частоты 
колебаний О. и габаритных размеров пластинки £ = (а + 2аД) /Ь сводится к 

следующей задаче нелинейного-программирования: 
Найти
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min тахЛ(х) 
x nt

при ограничениях

#(х) = 0, 0<<р<90°, Ло < Л, < 0,26

5<Л, <Д,, 0,2<а<5,0

(12)

(13)

Таблица 1

п F10* а Ь Л, Ф А Л
0 2,51 0,0260 0,0041 0° 0,0070 0,0088

0,25 2,03 0,0612 0,0154 30° 0,0268 0,0321
0,25 0,50 2,00 0,0708 0,0184 30° 0,0333 0,0401

0,75 2,01 0,0759 0,0215 30’ 0,0381 0,0457
1,0 2,00 0,0809 0,0225 30’ 0,0414 0,0501
0 2,56 0,0402 0,0061 0’ 0,0131 0,0176

0,25 1,99 0,0644 0,0154 30’ 0,0279 0,0345
0,05 0,50 2,01 0,0725 0,0184 30’ 0,0342 0,0420

0,75 2,03 0,0779 0,0205 30’ 0,0386 0,0474
1,0 2,01 0,0835 0,0215 30’ 0,0423 0,0517
0 2,49 0,0493 0,0092 0° 0,0191 0,0264

0,25 2,06 0,0694 0,0143 30’ 0,0301 0,0386
0,075 0,5 2,00 0,0761 0,0184 30° 0,0359 0,0453

0,75 2,01 0,0821 0,0204 30° 0,0404 0,0502
1,0 1,90 0,0871 0,0215 30° 0,0433 0,0543
0 2,50 0,0607 0,0092 0’ 0,0248 0,0351

0,25 2,03 0,0751 0,0154 30’ • 0,0335 0,0439
0,10 0,50 2,01 0,0812 0,0174 30“ 0,0382 0,0497

0,75 1,99 0,0855 0,0195 30° 0,0419 0,0542
1.0 2,00 0,0890 0,0205 30° 0,0450 0,0579

Последние три ограничения (13) обусловлены пределами применимости 
классической теории балок и пластин. Для 5 принимается: 5 = 0,01/> при 
а > Ь, 6 = 0,01а при а < Ь.

Задача (12), (13) решается методом деформируемого многогранника [5]. 
Численная реализация проведена при £ = для различных приведенных зна
чений г = р/в^ь\ а=а^рь'-/ в°}. В качестве материала принят ВКМ 

со следующими приведенными характеристиками:

В°2 / В" = 0,082, В°2 / В,0, = 0,02, В°м / В° = 0,043,

О2} /с,3 = 1, В,/В" =0,99, С2} / В° = 0,059.

Полученные значения оптимальных параметров а. Л, =/^ / Ь, 1г, = Л, / Ь, 
ф и соответствующих минимальных площадей сечения конструкции
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А = А / Ь՜ приведены в табл. 1. Там же приведены наименьшие значения 
площади сечения А^ гладкой пластинки, получаемые при (р = 90°. Для всех 
рассмотренных случаев оптимальные параметры получаются при симметрич
ной форме колебаний (т = 1).

Как следует из табл. 1, оптимальное оребрирование пластинки при задан
ных О. и Г приводит к уменьшению веса конструкции в среднем на 20%.
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ՀԱՅԱՍՏԱՆԻ ԳԻՏՈՒԹ-ՅՈԻՆՆԵՐԻ ԱԶԳԱՅԻՆ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ 
ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ

ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ

Մեխանիկա 48, N° 3, 1995 Механика

О ПОВЕРХНОСТНЫХ ЭЛЕКТРОУПРУГИХ ВОЛНАХ ЛЯВА 
В ПЬЕЗОЭЛЕКТРИЧЕСКИХ ПОДЛОЖКАХ С

МЕТАЛЛИЗИРОВАННЫМ ДИЭЛЕКТРИЧЕСКИМ СЛОЕМ

Даноян З.Н., Манукян Г.А.

Դ-անոյան Զ.՜Ն., Մանուկյան Գ^Ա.

Մետաղացված ղիէւտկտրիկ շերտով պյեզոէլտկտրիկ շերտերով Լյավի 
էլեկտրո-առաձգական մակերեւութային ալիքների մասին

[2J աշխատանքի արդյունքների հիման վրա ուսումնասիրված են էլեկտրոառաձգական Լյավի 
մակերետւթային Աղիքների պյեզոէղեկտրիկ շերտավոր սիստեմում, որի հիմքի վրա անցկացված է 
մետաղացված շերտ: Քննարկված է նաեւ Լյավի էւեկտրոաոաձգական Աղիքների կապը սովորական 
Լյավի եւ Գողյան-Բսոատերի ափքների հետ:

Z.N.Danoyan, G.A.Manookian

On Surface Electroelastic Waves of Love in Piezoelectric 
Substructures with Metalized Dielectric layer

Исходя из результатов работы [2] (уточняющей и дополняющей результаты работы [1], изучены 
поверхностные электроупругие волны Лява в пьезоэлектрических слоистых системах с металлизиро
ванным слоем. Обсужден также вопрос связи электроупругих волн Лява с обычными волнами Лява 
и волнами Гуляева - Блюстейна.

1. Как известно из [3-5], в полубесконечной изотропной подложке, на ко
торую нанесен изотропный слой из другого, материала, могут распростра
няться поверхностные сдвиговые упругие волны горизонтальной поляриза
ции, называемые волнами Лява (УПВЛ). Волны Лява существуют только в 
слоистых системах с мягким слоем, то есть когда скорость сдвиговых объем
ных волн в слое 502 меньше, чем скорость сдвиговых объемных волн в под
ложке ՃՕ1 , причем скорость волн Лява удовлетворяет условию

502 <У <501 (1.1)

Волны Лява многомодные, число мод и их скорости зависят от значения 
приведенной толщины слоя к (к = ph = 2nh I X, բ - волновое число, X- 
длина волны, հ - толщина слоя). Моды волны Лява являются трансформаци
ями сдвиговых объемных волн, существующих в слоистой системе при опре
деленных критических значениях параметра к. В частности, первая мода 
волны Лява возникает из сдвиговой объемной волны, существующей в под
ложке при отсутствии слоя и распространяющейся параллельно границе под
ложки. Известно также [4-7], что вышеуказанная сдвиговая объемная волна в 
подложке со свободной границей может трансформироваться в по
верхностную волну горизонтальной поляризации при наличии у среды пьезо
электрического свойства. Эти поверхностные электроупругие сдвиговые вол

43



ны горизонтальной поляризации, существующие в пьезоэлектрических полу- 
бесконечных средах определенной симметрии, называются волнами Гуляева 
- Блюстейна (ПВГБ). Скорость волны Гуляева - Блюстейна меньше ско
рости объемной электроупругой сдвиговой волны 5, в рассматриваемой сре
де.

Представляет интерес исследование поверхностных электроупургих сдви
говых волн горизонтальной поляризации в слоистых системах, когда или 
подложка, или слой, или обе вместе являются пьезоэлектриками [1, 2, 7-10]. 
Эти волны связаны как с волнами Лява, так и с волнами Гуляева - Блюстей
на (если последние существуют при отсутствии слоя). В настоящей работе 
исследуются поверхностные электроупругие сдвиговые волны горизонтальной 
поляризации в слоистой системе из пьезоэлектрической подложки классов 
6тт,4тт , 622, 422, 6, 4 и изотропного металлизированного диэлектричес
кого слоя. В дальнейшем, аналогично определению упругих волн Лява, по
верхностные электроупругие сдвиговые волны горизонтальной поляризации, 
существующие в вышеуказанных слоистых системах с .пьезоэлектрическими 
свойствами, будем называть поверхностными электроупругими волнами Лява 
(ЭУПВЛ).

Пусть слоистая система отнесена к прямоугольной декартовой системе ко
ординат 0х}Х-,Х3 так, что граничная плоскость подложки и слоя совпадает с 
плоскостью 0х2х3, ось 0х3 параллельна главной оси симметрии пьезоэлек
трической подложки, ось Ох, направлена в глубь подложки. Слой и подлож
ка находятся в жестком контакте, граница х, = 0 электрически свободна, 
граница слоя х։ = —И металлизирована и механически свободна.

Решение электроупругой задачи Лява ищется в виде плоской гармоничес
кой волны, распространяющейся в направлении оси 0х2 , с вектором упруго
го перемещения //(0;0; м(х,) ехр/(/>Х2-СО/)) , электрическим потенциалом 

Ф —ф(х,)ехр/(рх2— СО/), частотой СО > 0, волновым числом/? >0, фазовой 

скоростью =со/р , амплитудами и Ф, зависящими от глубинной коор
динаты х, и удовлетворяющими условию затухания:

,(х,) —> 0, Ф,(х,) —> 0 при X, —>+оо (1.2)

Здесь и далее индексами 1-2 отмечаются-величины подложки и слоя со
ответственно. Удовлетворяя соответствующим уравнениям и условию затуха
ния (1.2), получаем решение вида:

в области х1 > 0

и} = и, ехр(-рр|х1)ехр(/(рх2 -со/))

Ф| =(е1еГ'с/1 ехр(-рР1х,)+Ф, ехр(-рх,))ехр(/(рх2 -со/))

в области — И < х։ < 0

м2 = ехр(^Р2Х,)+ (72 ехр(-/рр,Х|))ехр(/(рх2 - со/))
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<р, = (ф; ехр(рх,) + Ф2 ехр(рх,)) ехр(/(рх2 -ш<))

где 1։Ф,, ,Ф;,Ф; - произвольные постоянные, Р։ и Р2- коэффици
енты затухания, определяемые по формулам:

р, =а/1-И2./512, Р, =а/(и2/52)-1 (1.4)

Л, = л/*՜! Р1 ’ ^02 = 52 = / Рз ’ С1 = С. (1 + Х> )

X2 =е2/е1е0с1, с։=с^, с2 = с£’ (1.5)

е =е(1) =е(п „ =8<п е _еС2>

р,,р2- материальные плотности, С։,С2- упругие постоянные, Е,,Е, - относи
тельные диэлектрические проницаемости, е։,с/։- пьезоэлектрические постоян
ные, 80- диэлектрическая постоянная, %[- коэффициент электромеханичес
кой связи, 5,,52- фазовые скорости объемных сдвиговых волн, - фазовая 
скорость искомой поверхностной волны.

Из условия затухания поверхностной волны в глубине подложки следует, 
что р, всегда положительна, что дает следующее условие для скорости бегу
щей поверхностной волны:

0<И<5, (1.6)

Отсюда вытекает, что парциальная электроупругая волна в подложке всег
да неоднородна. В отличие от Р|( величина р, может быть как действитель
ной, так и мнимой, в частности, может обращаться в нуль. В случае действи
тельной Р2, У > 5-, ив слое распространяются объемные (однородные) 
парциальные волны .( как в случае обычной волны Лява). При мнимом 
Р2,[/<52 и в слое распространяются неоднородные парциальные волны 
(обычные волны Лява, как видно из (1.1), с такими скоростями не 
распространяются).

Подставляя решение (1.3) в граничные условия задачи, из условия сов
местности полученных уравнений относительно амплитуд 1։Ф|,...,Ф^, при
ходим к дисперсионному уравнению, которое определяет фазовую скорость 
поверхностной волны от относительной толщины слоя к [1,2]

Р,(П = ср2(К)^[Ар2(П] + МА) (1.7)

Ме2 - К?&.։Ик 
- '----- (1-8)

е2 +&хтк

с, ■> с? , </2
с = -±, М =—4г, М =----- 4т (1-9)

с, е,Еос, е^с,-

МА)- коэффициент электромеханической связи для поверхностной волны, 
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R? иК^- коэффициенты электромеханической связи для объемных волн.
Таким образом, электроупругие волны Лява соответствуют решениям 
= РЛ(А) дисперсионного уравнения (1.7), удовлетворяющих условию (1.6). 

Структура поверхностной волны определяется по характеру решений
= У (к) в зависимости от относительной толщины слоя к и физико - меха

нических характеристик слоистой системы.
Для решений = Г\к) , удовлетворяющих условию < 82 , уравнение 

(1.7) преобразуется к виду

Р,(П = -су2(К)4А72(П] + Л(А) (1.10) ■

У2(К) = л/1-К2 /5^

2. Для анализа дисперсионных уравнений (1.7) и (1.10) следует выяснить 
поведение функции 7?(Л) при к > 0 в зависимости от физико - механичес
ких характеристик среды. Так как производная функции А(Л)

, ч е.еДе,/:,2+Я,2)
/?'(£) = - — <0 при к > 0 (2.1)

е2 +е,/йА

то функция Я(к) всегда монотонно убывает. Знак этой функции определяет
ся ее значениями в концах промежутка 0 < к < со:

. . , Я,2е, - Х',2е1
^, = Л(0) = Л|2, = = ------ — (2.2)

е2 +е.

Согласно [11] можно показать, что численные величины 7^, и для 
большинства пьезоэлектриков невелики, поэтому в дальнейшем принимается, 
как и в [1,2], что

|яи)|«1 (2.3)

Отсюда получается поведение функции /?(£) и с точки зрения этого пове
дения рассматриваемые слоистые системы разделяются на следующие груп
пы:

а) при е, > 0, <7, > 0 (классы 6тт,4тт)

при е, > 0, >
0 (е,/^)2:>(е|891) (классы 6,4) (2.4)

К > о, Ъ >0, Я(к) > 0, к е [ 0,+со]

б) при е, > 0, > 0 (#։ с1] /Г =е,82' (классы 6,4) (2-5)

^>0, R՞:>о, К(к)>0, к е [0,+со]

в) при е, > 0, > о, ')2 <е,82' (классы 6.4) (2.6)
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Яд>0, Яи<0, Я(Л)>0, £е[ол], Ш)<о, Ле[л.,+оо]

г) при е։ = 0, с?! > 0 (классы 622, 422) (2.7)

Ло = О, Я» < 0, К(к) < О, ке [0,-ню]

где к. определяется из условия Я(&.) = 0.

Дисперсионное уравнение анализируется в следующих трех случаях: 
5, < Я։ (мягкий слой) , Я2 > Я, (жесткий слой), Я2 = Я։ (промежуточный 
слой). При к = 0 (при отсутствии слоя), уравнения (1.7) и (1.10) совпадают и 
принимают вид = Яд , которое в силу (2.3), при Яд > 0, всегда имеет 
решение [4,7]

= Кге=Я1Л/17^’<Я1 (2.8)

Это - скорость сдвиговой поверхностной волны Гуляева-Блюстейна, кото
рая при выполнении условия > 0 всегда существует и распространяется 
медленно, чем объемные сдвиговые электроупругие волны в той же среде. 
Очевидно, что в случае мягкого слоя (Я, <5,), в зависимости от значений 

параметров слоистой системы, отношение скоростей ге иЯ2 может быть 
произвольным,

при Р,(Я2) > До > Я2

при Р1(52) = 7?0 = Я2

при р,(Я2)<^ <Я2 (2.9)

I з2
где Р,(Я2) = -I 1~7Т, и волновая картина будет зависеть от указанного от- 

V ?1
ношения.

Исследуя дисперсионное уравнение задачи, приходим к следующему за
ключению:

1. В слоистой системе из пьезоэлектрической подложки классов 
6, 4, бтт, 4тт, 622, 422 и изотропного диэлектрического металлизирован
ного слоя поверхностная электроупругая волна может существовать как при 
мягком, так и при жестком и промежуточном слоях.

2. В случае мягкого слоя Я, < Я, ЭУПВЛ почти всегда существуют и воз
можны решения двух типов: электроупругие поверхностные волны обычного 
типа Лява, когда их составляющие парциальные упругие волны в слое одно
родны (скорость поверхностной волны больше скорости сдвиговых объем
ных волн Я2 в слое), и электроупругие поверхностные волны щелевого типа, 
когда их составляющие упругие волны в слое неоднородны (скорость по
верхностной волны меньше скорости объемных волн Я2 в слое). В случае 
жесткого и промежуточного слоя Я2 > Я| ЭУПВЛ не всегда существует, могут 
существовать лишь решения второго типа, то есть электроупругие по
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верхностные волны щелевого типа.
3. В случае мягкого слоя поверхностные электроупругие волны Лява мно

гомодные (как и обычные волны Лява), а в случае жесткого и промежуточ
ной - одномодные.

4. В случае мягкого слоя, независимо от поведения коэффициента элек
тромеханической связи А(А) , высшие моды поверхностной волны, начиная 
со второй моды (как и обычных волн Лява), возникают из сдвиговых элек- 
троупругих объемных волн, существующих в слоистой системе при опреде
ленных критических значениях к = кп(п = 2,3,...) параметра к и распро
страняющихся с одинаковой скоростью, равной скорости 5, объемных сдви
говых волн в подложке:

„(А„) = 5,(н = 2,3,...)

При переходе через каждое критическое значение к = кп соответствую
щая объемная волна трансформируется в Г2-ую моду поверхностной волны, 
скорость п(к} которой с ростом к монотонно убывает и в пределе, когда 
к —> оо стремится асимптотически к значению п = 5, - скорости объемной 
сдвиговой волны в слое, причем для каждого фиксированного значения 
к > кп скорости п(к) мод удовлетворяют условию: 
,(/:)< Уъ(к) <■■•< ¥„(к) .Число мод зависит от значения к скачкообразно 

и при к —> оо стремится к бесконечности.

В пределе к = +оо , то есть в случае двух полупространств все эти моды, 
сливаясь между собой, образуют единственную так называемую объемно - 
поверхностную волну, которая и распространяется со скоростью = 52.

Как следует из сказанного, все высшие моды ЭУПВЛ волны обычного ти
па Лява.

5. В случае мягкого слоя поведение первой моды ЭУПВЛ может быть раз
личным, а именно:

а) для слоистых систем с > 0 , то есть для слоистых систем, характе
ристики которых удовлетворяют условиям (2.4), (2.5) и (2.6), первая мода 
возникает от поверхностной волны Гуляева - Блюстейна, существующей при 
критическом значении к = А, = 0 (то есть при отсутствии слоя), имеющей 
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скорость = Г,(О) = 5171-^2 <5„ и является трансформацией этой вол
ны. Поэтому в этом случае, то есть когда первая мода ЭУПВЛ возникает от 
поверхностной волны ГБ, первая мода ЭУПВЛ представляет собой модифи
цированной волной Гуляева - Блюстейна.Поведение первой моды зависит от 
соотношения скоростей и 52.

1) В случае !Ъ> S2 в слоистых системах с условиями (2.4), (2.5) и (2.6) 
поведение первой моды описывается дисперсионной кривой, показанной на 
фиг. 1,а. Эта мода при любых значениях обычного типа, она, в отличие от 
первой моды ПВЛ, которая возникает от объемной волны, возникает от по
верхностной волны Гуляева - Блюстейна, но в пределе при к —»со, как и 
первая мода ПВЛ, со всеми остальными модами стремится к объемно - по
верхностной волне, существующей в слоистой системе из двух полуп
ространств.

2) В случае = 52в вышеуказанных трех системах поведение первой 
моды описывается дисперсионной кривой, показанной на фиг.З.а. В этом 
случае скорость первой моды, в зависимости от к, меняется иначе, чем в 
предыдущем, имеется критические значение к = к3, когда ։(А) достигает 
экстремального значения. Волна - обычного типа.

3) В случае < 52 в слоистых системах (2.4), при выполнении условия 
Р1(֊5'2) < R,», поведение первой моды описывается дисперсионной кривой, 

показанной на фиг.2,а, где м < 52, = \\тк_^У](к). Здесь первая мода
при любых значениях щелевого типа, при увеличении к, скорость волны 
монотонно возрастает, в пределе при к —> оо первая мода стремится к по
верхностной волне, имеющей скорость „ < , так что в случае двух по
лупространств существуют как объемные поверхностные волны, так и по
верхностные волны. В слоистых системах (2.4) при дополнительном условии 
Р1(52) = первая мода описывается дисперсионной кривой, показанной на 

фиг.2,6. Этот случай отличается от предыдущего тем, что в предельном слу
чае к = оо первая мода, сливаясь со всеми модами, образует единственную 
объемно - поверхностную волну. Если же при < 5, рассматривать слоис
тые системы (2.5), (2.6) или системы (2.4) с дополнительным условием
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> R՞ , то для первой моды получится дисперсионная кривая с харак
тером, показанным на фиг.2,в. В этом случае существует критическое значе
ние к = (точка перехода), при прохождении которой волна меняет свой 
характер, из щелевого типа превращается в тип обычный, - критическое 
значение к, когда скорость первой моды достигает максимального значения. 
В пределе при к —> со первая мода со всеми модами образует объемно - по
верхностную волну.

б) Для слоистой системы с — 0 , то есть для слоистых систем, опреде
ляемых по (2.7), первая мода ЭУПВЛ обычного типа, она всегда начинается с 
объемной волны. Для таких слоистых систем с дополнительным условием 
5, >52Л/1 + |7?*(0)|/С дисперсионная кривая первой моды начинается при 

к = кх = 0 и имеет вид, показанный на фиг.3,6. (Эта кривая такая же, как 
кривая первой моды обычных волн Лява). Если же удовлетворяется условие 
5, <52А/1 + |А-(0)|/С , то критическое значение к} > 0, в интервале 

О < к < к} поверхностная волна не существует (зона молчания), при к — к} 
существует объемная волна, от которой возникает первая мода ЭУПВЛ. Дис
персионная кривая первой моды в этом случае имеет вид, показанный на 
фиг.3,в.

6. В случае жесткого и промежуточного слоев 5, > ЭУПВЛ состоит из 
единственной моды, которая является волной щелевого типа и существует 
для сред, когда 7?(Л) > 0. При 7^, > 0 волны Гуляева - Блюстейна существу
ют и ЭУПВЛ представляют собой модифицированные волны Гуляева - Блюс
тейна.

Для слоистых систем, определяемых условием (2.7) (7^, = 0, < 0), по
верхностные волны не существуют. В слоистых системах (2.4) с дополнитель
ным условием < 1 = ц(оо),ци) = 7?(Л)/с725,) ЭУПВЛ возникает из

поверхностной волны ГБ и имеет дисперсионную кривую, показанную на 
фиг.4,а. При определенном конечном критическом значении к = км волна 
становится объемной и при к > км совсем исчезает (кт<к<<я является 
зоной молчания). Для слоистых систем (2.4) с дополнительным условием
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= 1 дисперсионная кривая имеет вид, показанный на фиг.4,6, а с допол
нительным условием > 1 - на фиг.4,в. В последнем случае, для двух по
лупространств существует поверхностная волна, скорость которой 
„<5, <52.

V

Фиг. 4

Связь ЭУПВЛ с волнами Гуляева - Блюстейна уже отметили: если при от
сутствии слоя ПВГБ существуют, то при наличии слоя они трансформируются 
и представляют собой первую моду ЭУПВЛ. Эту моду мы называли модифи
цированной волной Гуляева - Блюстейна. В случае S2 > 5, , если пренебречь 
пьезоэффектом и задачу Лява решать в чисто упругой постановке, то по
верхностные волны не будут существовать. В случае же S2 < 5, есть случаи, 
когда чисто упругое приближение также не дает поверхностную волну, но 
есть случаи, когда в пределе имеет волны Лява. В последнем случае ЭУПВЛ 
могут сильно отличаться от УПВЛ, не могут быть близки к ним. Отсюда сле
дует, что в общем случае учет пьезоэффекта очень важен для выяснения су
ществования и структуры поверхностных волн горизонтальной поляризации в 
слоистых системах с пьезоэлектрическими подложками. В конце отметим по
лезность участия М.В.Белубекяна и А.С.Аветисяна в обсуждении результатов 
работы.
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Контактная задача для бесконечной пластины, 
усиленной крестообразным и прямолинейными 

конечными стрингерами

Торосян Д.Р.

Դ.քԼՋ֊որոսյաե

Խաչաձեւ bl ուղղագիծ վերջավոր սւրրիևգերեերով ուժեղացված անվերջ 
սալի համար կոնղւակտային խեղիր

Ֆակտորիգացիայի bi Չեբիշեփ օրթոդոնալ բազմանդամների մնթոդների օգնությամբ խնդիրը բերված է հանրահաշվական հավասարումների քվագիլիովին ոեգուլյար անվերջ համակարգի:
D.R.Torossian

The Hertzian Problem of the infinite plate, strengthened by cross-wise und stringhtline finite stringers

В работе рассматривается контактна^ задача для бесконечной упругой пластины, усиленной ко
нечным крестообразным стрингером, а также с конечными стрингерами, расположенными в гори
зонтальном и вертикальном направлении симметрично относительно крестообразного стрингера. За
дача с помощью метода факторизации и метода ортогональных многочленов Чебышева сводится к 
решению квазивполне регулярной совокупности бесконечных систем алгебраических уравнений.

Пусть упругая бесконечная пластина толщины h усилена крестообразным 
конечным стрингером, а также с конечными стрингерами модулем упругости 
£, и с площадью поперечного сечения Fs. Пластина деформируется под 
действием сил р и q, приложенных на бесконечности (фиг. 1). Относительно 
стрингеров принимается модель контакта по линии, т.е. предполагается, что 
касательные контактные усилия сосредоточены вдоль средней линии кон
тактного участка [1]. Тогда, уравнения равновесия стрингеров в силу выше
сказанного, запишутся в виде

—V— = 7r-=rjr (z)u7 -<j<x<a
<& E։F։ Հ

(Ь<х<с)ax EtF; я

<й/"(х) 1 г ,
—r-i = -F֊77 T "'(l)dt (-C<X<-b)

dx E,b, Հ
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фиг.1

{-а<у<а)

=^Г~ Т‘21(л)‘/П (-с<у<-Ь) 

ау £»*‘г

при условиях 
□ с.-' -Ь
]՝т|||(/)Л = 0, |т(,։(/)еЙ = 0, |т|''(/)Л = 0 (а) (>=1,2),
-а Ь -с

где //”(х), у/11^) - горизонтальные и вертикальные перемещения точек 
стрингеров, соответственно, а ТШ(х), Т1՜^)- касательные контактные уси

лия.
С другой стороны, для пластины, учитывая нечетность функций Т(1,(х), 

Т1:1(_у), имеем
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ди^х.у) (3~у)(1 + у) 
4 тс/.'/;

йу'-^х.Л')

х-0
ду

2кЕИ 1(г+у2)2 4пЕ1

ж^'Н֊72тс£Л ъ(г+у2) Е Е

------ т-’(г|)<Л1 +

где //“'(х,^), ’/‘^(х,^) ֊ горизонтальные и вертикальные перемещения то

чек пластины, соответственно, V - коэффициент Пуассона, Е - модуль упру
гости пластины. Далее, имея в виду условия контакта

Л?"(х) <й/2|(х,0) , . <й/'"(х) <й/2|(х,0) , ,
——— =---- -------  (0<х<а), —— =------ ------ (А < х < с)

ах <Л- йх 2г
г/у'"(^) с/у|2|(0,.у) , ։/?"(/) (?у12|(о,_у) ,
---- }-----=-------7------ (0<^<а). ---- ------=------ ------- (Ь<у<сау с1у ' (Лу (1у ՝
и после некоторых преобразований получим следующую систему сингуляр
ных интегральных уравнений с неподвижной особенностью в нуле:

т՝:’(аг|)</г] +

+Х, 16(/ - х)т"’(а/М/ + ֊ }- 

О Я -I
2А Г

- — .И,;(х,п)ч/':)(г1)£Л1=-Я, (0<х<1)

(1)
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- j'4'—--մր + A!J',(x +
71-i ‘~x . 71 -i

I I
+-jK14(xj)Tl"(a/)A֊— _[к15(х,п)т|:’(<гг1)։Л1+ (2)

л„ л 0
I

+ ֊^16(х,/)ч/|"(/)Л--Л, (-1<х<1)
л.,

+ —Ն”(օո)*1֊ ֊ ֊

^օԿ-^ n+JV * o(n’+r)
1 1

-X1fe(r|->')xl2’(ari)t/n+-I^ii(zn)v':!’(’l)‘/7l- (3)
о л_,

I

■ --- \ = -R, (0<_v<l)
-I

— I —+ J »|/:'(րւ)ժր|- — j\5(.y,z)4/“’(/)<A +
Л-1 П-? , л

I I
+-J ^14(յ/,ր|)է12|(օ»ւ)մրւ- — f Kti(y,‘^"(al)dl + (4)

Л» л

+~ 1^б(лп)ч'(:’(п)‘Л1=(-։<?<>)
Л-,

Где
1+v AEha ltr֊- '2Eh(c-b)

A = T^v՝ ' = E.F/a-vXl + v)’ ' = £։r։(3֊v)(l + v)

^ = (3-v)(l + v)(v?՜^ ^^J-vXl + v)^՜^֊

= V'21(/) = T<2{£—
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с+Ь 2а с + Ь
= ~с^Ь' = ~с^Ь' 7“ = ~2а

Таким образом, задача свелась к решению системы сингулярных интег
ральных уравнений с неподвижной особенностью в нуле (1)-(4).

Плоская задача о крутильных колебаниях жесткого крестообразного 
включения рассмотрена в работе [2].

Решение системы уравнений (1)-(4) построим с помощью метода, изло
женной в работах [3], [4]. Для этого запишем (1) и (3) в виде

+€К 1 - х)Х, }б(/ - х)т"’(а/)Л + — | /^".(х./) у"’(,)<# - (5)
О Л-1

- — / /С,՜, (х, и) V՛: (п)г7г| = - Л, 6( 1 - х) + ^'" (ах)
л -1

т'.,1(аг)<й +

+з( 1 ֊ д») х, |е( п - д<) т1 (ат])^+-1 к,՜, (.у, п) ц/ 2' (- 
О Л-|

I К,’г(д',/)ч/<"(/)Л = -Я,б{ 1 ֊ у) +£'(ау)

(6)

где

А:|-1(х./) = е(1֊х)К|,(х./). К-(х,/)=6(1-х)^,(х,/)

т!."(ах) = 9(1-х)т'"(ах), т(;|(ау) = б(1-д')т|;|(а>')
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АЁ’Ы = 4 Ей 
(3-у)(1+у)

с/ V/? 5у|21(0,у) 

Ё՜ ~Ё ду

֊- 1^|,(>',т1)'Р1г1(п)^г| + — 1^,,(л<)'1'1"(')Л 6(^-1) 

я -I л -1

^"(ох) =
4 ЕЛ 

(3-у)(1 + у)
р уд ст/2|(х,оП 
Ё“Ё՜՜ & )

I 1
-— IЕн(х,/)ч/"(/)Л + — IКг(х.։)^г'(։)Л 0(х-1) 

Я-! я

Далее, попарно слагая и вычитая уравнения (5) и (6), (2) и (4), получим

яД'-г 1+:Г л о(/ +г ) 
® I

+9( 1 - :) А., /о( I - г)ф'.11 (а/)Л + — / Е„ (г, /) чХ Г)с1։ = 
о я.,

= 2,9(1- г) + ^."(аг) + ^'2'(аг), (0 < г < оо)

(7)

1,4 ’ 1
--1 ——Л + X? / ч//)<У/ + - / Км(:,1)\у{1)с11 + 
я֊,'՜2 я.,

I
+—} Е„(2,/)ф'"(а/)с// = 2,, (-1 < : < 1)

Яо

(8)

-Г—+֊^)р'.=’(а/)Л-—֊|ф?’(аг)Л + 

яД/-г ։ + г) л о(/2 + г2)
® I.

+£К 1 - г)А., /в(/ - г)ф'.2’(а/)Л + — |Е2';(г,/)ф.(/)Л =
О 71 -I

= 2:9( 1 - г) + + g՝:'(az), (0 < г < со)

(9)

- {+ А.'? 1՜ ф.(/)Л+— / +
я.,/-г ; п_,

+՜ 1^3(г,7)ф'2'(/)Л = (-1 <г< 1)
я „

(Ю)
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где
ф'."(а/) = т(."(а/) + т(.2», ф'.2|(аг) = т'."(а/) -<2,(а/)

чК/) = ч/”(/) + ф|2|(/), Ф.(/) = ч/"(/)-ц/2)м

К-(г,/) = К-(г,/)-2ЯХ-(г,г), Й =-Л,-Л

К„(г,/) = К|4(г,/) -2ЯЛ15(г,/), & = Л - Л,

Кф1(г/) = К,6(г,/)-2А^|,(г,/), х = у = г

Сначала рассмотрим уравнение (7) и (8). Произведя в (7) замену перемен
ных / — ви, г — в'' и после чего применив преобразование Фурье, получим

/С"’(а)ф",(а)+ —<р։||(а-/)+ /'"(а) = —+ (7"’(а) (-1<1ша<0) (11) 
а а

где . ... К

ла . «
сЬ—+/(а+/М

. . а"1(а) = /(й"(а)+^2|(а)), К'"(а)Ё 2 ( „------

ф!"(а) = |ф(_°(ае") ехр(/сш)<У». С4'’(а) = /о1"(де“) ехр(/аи)<й/

Л'"(а) = ֊±}^(а,/)ф(/)Л 

га..

8г"
Г(/а)

Г(/а + т+ 1)
(12)

Г(/а+и+1)о &"•' ' ‘ (1та<0)

г“-'Л = Х(֊1)

Поступая аналогичным образом, как в работе [5], для фИ'(а) получим:

^.‘"(а) Л1 “(а) О, Х,Ф>,||(0) + ^."|(0)
Ф- + сй<"(а) +аГ "(а) ’ а£"(0)Яш(а) аК!"(а) 1 ’

где
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ф"'(а) = }ф||(н)е““дги, ф!"(а) = J Ф"(«)е"“Л

2т«®
Ф'"(м) = — |ф(,Ча)։Й“</а (-1<т<0), 

2л 8т-

Ф1'Ча) = ^(^ = Ф.|"(а)4-Ф!',(а) 
л.„ \CU

■ ^,)(а)=СгТ = Л(а)-Г.(а)> Ё"'№ =
***. \^v о

О ГТ»®
7^'Ча)=/гш(и)е'“<й/, /7<"(и) = ^֊ jF"’(a)e-'“Wa

-<о 2Я П-«>

<“(а) = Л/.(а)£Да), К["(а} = М.(а)Ца)

♦«о О

£.(а) = J £(«)е,а“Ж, Г (а) = J Me^du 
О -ж

L(u) = ^~ f In 1
Z7C л

i(a+i)A 
.ла chy

e-^da (-1<т<0)

Аналитическое продолжение функции ^’"(а), как следует из (12), может 

иметь полюса, только в точках а = III (/։ = 0,1,2...), притом простые. Причем

Res/С,՜, (а,/)
/ ^K22(z,t)

п! &"

Как показывает вычисление Res /£',(&,/) = 0, (л=1,2, ..). Это гово- 
а=։(2л-1)

рит о том, что полюсами функции F_<H(a) ЯВЛЯЮТСЯ ТОЧКИ CL = i2fl 
(«= 1,2...). Имея в виду вышесказанное относительно У7’1'(а), нетрудно ви
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деть из (11), что полюсами функции (р1։>(а) будут точки а = СС*+Ш, 

а = -аА. +т (п = 0,1,2..., к = 1,2...), притом простые. Здесь а* и —а* - ну

ли функции Л^(1)(а), где а* - число, сопряженное с ОСк. Причем 0 < Гтс^ < 
<1таЛ>։, Кеах. > 0. Отметим, что а։ положительно мнима [6]. Из выше
сказанного следует, что функции +т12)(аг), ^_<։,(а) и Ф^’(а) име
ют следующие представления:

т(։>(а?) + т

(14)

Ф<1,(а) = 2 I
а-ак -т-ч

к~сВк +

(15)

*■1 п=о а+а,—/п—/
к-сС„

*֊։ -|7о+* +

где

у, , 4/41-(-1)*(2* + 1М]
Л+/<’ /,Л՜ кК\"(Ък)(а-21к)

(16)

к'-В. = Кезф՝"(а), 
а^а, к'сСк = Яе։ <р'"(а), а=-а. 2

Яев <й!"(а) = -(-Х,)"Л^А:''5,, Яез <р'"(а) =-(-Х1)"Л^Л_£С,А
а=а>»1я а=-5**гл

= П[к' "(а։+//)(а,+</)]

€ = П[^"(՜«» +'7)(-а* +/?)] Ьл =Ь՛^ =
/=1
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Так как а, положительно мнима, то из (14) можно заключить, что Т(1>(0) = 

= ?2,(0) = 0. В (14) допускается, что все ак комплексные. В случае мнимых 
ак в (14) вместо Ск надо положить нуль. Тогда, имея в виду (15), (16), из 
(13) легко получить бесконечную систему линейных алгебраических уравне
ний следующего вида:

где

*=1

(17)

(2)

атр(а„)^"(0)

т'<п(а„)зЬ^ 

а„Р(а„)
(х,Ф"'(о)+л"’(о))

а„р(-а„)
(т=1,2...)

йт‘^1։(-«<.) зИ ֊"֊ т‘К\"(֊а „) зЬ
------------------------ — ---------------------—(х,ф.'"(о) + 7\ш(0))

п~0 ат-ак -т-1

п=0 ат +а* -1П-1

„в>_
„=о а„+а,+/л+/
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л=о ctm — CLk + in+z

л, ч я , ла 
ß(a) = —sh — +iA (zw=l,2...)

Имея в виду условие (а), функцию \//) ищем в виде [4], [7]

y>U)= /АдЕлгд?)
Vl-Z՜ а=1 

где Tn(z) = cos(z?arccosz) - многочлены Чебышева первого рода.
Подставив эту функцию в выражения /•’<П((Хт), и в (8) и пос

тупая обычным образом, получим

Ат + Х А„Ет„ + £( Е՝"В, + Е'^С„) = 05„ 
лз| л=|

(18)

В„ +
X,m։<"(am)sh^ 

a„ß(a„)
+ /£’С։)

*=1
(19)

ämß(-a„) Z(^54+^'cJ +
fc=l

(20)

2 zxA=r>
где

L. —-—Z/ 2и(п-1)^ a-*

lp3|՜ I [ E Y* 

1t-i^LJo+'Vo+'J yl\-ru„_St)dt~

i 
n(n+1)

1 ( E Y* 
Jo+'Uo+JУ i — I—
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Е„„
2 И1 'гкЖМ)^ + №(<) 
л-,1я у/\-12 ., д/1-Г

<А р1-г2(Уя_|(г)а!г

5ск - символ Кронекера

-(2)_______ __________/г12։ , X՜1 с1-*
■тп ~ с! , _ \ ■С,™0 ■*■г։(1 + /а„) *=,

О, е* к
1, е = к ' я.,

Еп|. =

г<»--------- 1 . . .
^тлО ~ с/ ։ \

то/ (1-«хл)|_|

___ 1 Гр%,(м) 
/л+1_1п дгд։

/п-1... дгд!

а выражение для Е^о и Ьтп получится из Е^я0 и Ьтп, если в них вместо 

ал и /а к положить - ая и /й к, а Е^, если в вместо а„ положить 

-ая, а вместо ֊ Ь^. В случае мнимого корня а надо положить в (18), 

(19) сп = 0 и не рассматривать (20) при т = у.
Квазиполная регулярность совокупности бесконечных систем следует из 

оценок:

т оо

Ж;|<оо. 

л=1л=1

при т —> ос^^0
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Постоянные ф.'"(о), л'"(о) определяются из системы уравнений

ф֊ (-,)+-р^Г+Ж^=

Аналогичным образом можно получить решение уравнения (9) и (10). Тог
да, определение т11>(агг), т|2՝(аг), \|/։>(^), 1|/2)(г) очевидно. В частном слу
чае при отсутствии вертикально расположенных стрингеров, задача сводится 
к решению функционального уравнения

с1Ь^-т.(а) + — т_(а-/)+/_ (а) = - —+/£.(а) (21)
2 а а

и сингулярного интегрального уравнения

-Р^-<й + А1?.[чЛИ +-1/С14(х,/)т(ат)сЛ +- /К16(х,/)чХ/)£Л - Я, (22)

Д-|/-Х X Л0 Л-|
где

т (а) = г'."(а), г.(а) = ^"(а). Ч<(/) = ч/"(0. /_(а) =—ХЦа.МОЛ

Сначала рассмотрим уравнение (21). Поступая аналогичным образом, как 
выше, для Т_(а) получим представления

. Х.Ф(а) У.(а) _ Л, Я(0)
а + аЛ/_(а) + аЛ/_(а) аЛ/(0) + Л/, (а) аЛ<(а)

Исходя из аналитических свойств функции т (а), убедимся, что функция 
Т_(а) имеет полюса только в точках а = /'(2/7-1) (/7=1,2...) и притом 

простые, а полюсами функции /^(а) являются точки а = 2//? (/7= 1,2...). Из 

вышесказанного следует, что функция х(ах), /\(а) и Ф_(а) имеют следую
щие представления:

СО
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U-/) у _ 4Г11
аЛ/.(О) '(2л/)(а- 2/?/)2?/

» । у ( • У*
F. (а) = 2Xj—-֊^֊ ф(/)Л 

4=1 -I Jo + ‘ \Jo ' ‘ /

(24)

4/4
/аЛ " лЛ?֊(2/4)(а֊2/4)՜

Тогда, имея в виду (24) из (23), получим

ЯГ'’ + ^К(/(2т֊1))Х֊------X ■ V

'’°' Л/.(2л/)л(л + --»J

2 Г_(/(2т»-1))Ж/(2т-1)) 2(л,+Х,т_(-/))Ж/(2т-1))
л 2т-1 ' п (2т- 1)Л/,(0)

.2К.(0)Л/.(/(2т-1)) .
+'-------- Т֊֊.---------  (т=1,2...)

тс 2m— 1

где

/:"■"= Res т.(а)
а=/(2т-1)

после замены

Л7.(2т<) = Х”

система (25) запишется в виде

2^ л=|

2 F(i(2m-\})
it 2т-1 Р„ =

W Р„

2 А,+Х,т_(-/) 2 F,(6)
' п М.(0)(2т- 1) + ' п 2т- 1

тГ2(от) и Рт~О(1) при т—>оо, Г(г) известная гамма-

функция.
Далее, поступая аналогичным образом, как выше, окончательно получим 

искомую совокупность бесконечных систем линейных уравнений следующего
вида:
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ՀԱՅԱՍՏԱՆԻ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԶԳԱՅԻՆ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ 
ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ

ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ

Մեխանիկա 48, N° 3, 1995 Механика

О НИЖНИХ ОЦЕНКАХ КРИТИЧЕСКИХ СИЛ СЖАТЫХ 
ПОЛОС ЛИНЕЙНО-ПЕРЕМЕННОЙ ТОЛЩИНЫ

Акопян А. С., Киракосян Р. М.

Ա.Մ. Հակոբյան, (к Մ. Կիրակոսյան

Դ-ծայևորեև փոփոխական հաստության սեղմված շերտերի 
կրիտիկական ուժերի ստորին գնահատականների մասին:

Ցույց է տրվում, որ եթե գծայնորեն փոփոխփպ հաստության շերտի լայնությունը անսահմանափակ 
աճում է. սարս սեղմող ուժի 1|րիտիկական արժեքները ձգտում են ոչ թե զրոյի. ինչպես գա տեղի ունի 
հաստատուն շերտի ղեպքում. այլ որոշակի վերջավոր մեծությունների:

/к S.Hakobian, R. XL Kirakosian

On the Lower ?\ppraisal of Critical Force of Compressing Strips th Leaner Variable Thickness

Показано, что если шйрина полосы линейно-переменной толщины неограниченно возрастает, то 
критические значения снимающей силы стремятся не к нулю, как это имеет место в случае полосы 
постоянной толщины, а к определенным конечным величинам.

Вопросам устойчивости балок, полос и пластин переменной толщины пос
вящено сравнительно мало работ. В них (в [1]-[4] и др.), как правило, разны
ми способами определяются критические значения параметров нагрузок тон
костенных элементов конкретных размеров. В настоящей статье преследует
ся иная цель: исследуется поведение изменения критических сил полос ли
нейно-переменной толщины, когда ширина, вдоль которой происходит сжа
тие, неограниченно увеличивается. Показывается, что при возрастании шири
ны критические силы полос линейно-переменной толщины стремятся не к ну
лю, как это имеет место в случае полос постоянной толщины, а к определен
ным конечным величинам. Иными словами, установлено наличие нижних гра
ниц критических сил, отличных от нуля. Это утверждение доказывается для 
четырех вариантов краевых условий. Приводятся таблицы разрешающих 
трансцендентных уравнений, а также значений критических сил, соответству
ющих первым формам потери устойчивости полосы.

1. Рассмотрим бесконечно длинную полосу ширины / и переменной тол
щины h, изготовленную из однородного изотропного материала. Полосу от
несем к системе прямоугольных декартовых координат х, уу Z, совместив 
плоскость ху со срединной плоскостью, а ось Z направив вертикально вниз. 
Пусть толщина полосы меняется по линейному закону

h = hb+hpc (1.1)

где հԾ и А, - заданные параметры, причем > 0. Полоса сжимается вдоль 
своей ширины силами равномерной интенсивности р, приложенными на 
кромках Х = 0 и Х = /.

69



Попытаемся выяснить поведение изменения критических значений р при 
возрастании ширины полосы. Этот вопрос имеет смысл, поскольку возраста
ние ширины полосы имеет два противоположных влияния. С одной стороны, 
оно приводит к увеличению гибкости, а с другой стороны, в силу параллель
ного возрастания толщины,- к увеличению жесткости полосы. Забегая впе
ред, отметим, что при неограниченном возрастании ширины эти два влияния 
компенсируют друг друга, в результате чего критические значения сжимаю
щей силы стремятся к конечным величинам.

Изгибающий момент полосы Мх, выпученной по цилиндрической по
верхности, имеет вид -

Я. ,, с!2™
М,=-—Ь -—Г = рг+с.х+с, (1.2) 

где Ви - параметр материала [5], IV - прогиб полосы, а Ср С, - произволь
ные постоянные.

Переходим к обозначениям:

, _ „ 7 12р
р = а0Л„р. В„=пса, е = —,

1 = 2. . , ■ * = 
у л0 + прс

(1.3)

Здесь а0 - характерное напряжение материала; р, £ , у и I - безраз
мерные величины.

Учитывая (1.3), можно из выражения изгибающего момента (1.2) получить 
дифференциальное уравнение Бесселя с неоднородной правой частью -

+ + А։ + В1>
Л' с11 ' (1.4)

где

24 С} &______ 6_____ | С; _
3 4ь ՝ 2ь4ь Ло

Общее решение уравнения (1.4) имеет вид [6]

> = у + В; + С/,(г) + /?У;(/)

(1.5)

(1.6)

Здесь У] и - функции Бесселя первого и второго родов с индексом 
"1". Постоянные А, В, С и Г) подлежат определению из краевых условий 
полосы.

Имея в виду (1.2), (1.6) и выражений
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можно краевые условия полосы представить в виде: 
ш) условия шарнирного опирания •

Я+Г:5+Д/,(г)С+7адР=0 (и- = 0)’

адс+ад0=о (л/.=о)

а) условия защемления ■

л-м։л+дадс+/ад£>;=;р

25 > лох՝* ада=о

(1.8)

(1.9)

(” = 0)

2. Рассмотрим четыре варианта краевых условий. Ради простоты эти вари
анты отметим буквами ш и з”, подразумевая под буквой "ш' шарнирное 
опирание, а под буквой ՝з" - защемление. При этом левую букву отнесем к 
тонкому, а правую - к толстсму концу полосы. Согласно этому, например, 
обозначение з՜', "ш" указывает тот случай, когда гонкий конец полосы 1 = 1 
защемлен, а толстый конец 1 = 1,- шарнирно оперт.

Записав в каждом случае краевые условия, получим систему четырех од
нородных уравнений. Лриравнив нулю определитель этой системы (условие 
существования нетривиальных решений), получим соответствующее трансцен
дентное уравнение, корнями которого и определяются критические значения 
сжимающей силы р. Пользуясь свойствами бесселевых функций, можно по
лучить асимптотические выражения трансцендентных уравнений, соответству
ющих неограниченно большой ширине полос.

В табл. 1 приведены трансцендентные уравнения и их асимптотические 
выражения для четырех вариантов краевых условий. При этом безразмерное 
значение критической силы р входит в аргументы бессслоеых функций сле
дующим образом:

(2.1)

8 табл. 2 приведены значения первых критических сил /?, для двух значе
ний параметра изменяемости толщины полосе Л,, когда И = 1000. С целью 
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сравнения приведены также значения критических сил полосы постоянной 
толщины (Л] = 0).

Из табл. Г и 2 замечаем, что при неограниченном возрастании ширины 
полосы значения критических сил стремятся не к нулю, как это имеет место 
в случае полосы постоянной толщины, а к определенным конечным величи
нам. Эти величины зависят только от условия крепления тонкого конца поло
сы и совершенно безразличны по отношению к условиям крепления толстого 
конца. Это и естественно, поскольку при возрастании ширины полосы толщи
на толстого конца неограниченно возрастает и этот конец при любом усло
вии крепления играет роль защемленного конца.

Таблица 1

Варианты Трансцендентное уравнение при конечной 
ширине полосы

Т рансцендентное 
уравнение при 

стремлении 
ширины к 

бесконечности

ш, ш Л(',)=о

ш, з -/,(',) = о

з, ш ',4('.)-2Л('|)=о

3, 3

+2|Л(Г,(/,) - '.^М] - П('= )|». •/,('.) - = 0

2Z('■)=<>
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Таблица 2

Ш, III Ш , 3 3, Ш 3, 3

11|=0 111=0.1 11|=0.2 11|=0 11,=0.1 111=0.2 111=0 Ь։=0.1 11,=0.2 ь,=о 11!=0.1 11|=0.2

5 32.89 61.25 96.74 67.32 124.9 196.3 67.32 125.0 196.5 131.6 244.1 382.6

10 8.224 24.19 47.08 16.83 49.08 94.35 16.83 49.13 94.73 32.90 95.66 183.1

25 1.316 9.765 24.84 2.693 19.45 48.14 2.693 19.57 48.92 5.264 37.68 92.58

100 0.082 4.630 15.46 0.1683 8 621 27.39 0.1683 8.930 29.21 0.329 16.43 51.75

1000 0.001 3.234 12.59 0.0017 5 046 18.70 0.0017 5.908 22.84 0.0033 9.367 34.52

ОО 0 3.059 12.23 0 3.059 12.23 0 5.495 21.98 .0 5.495 21.98
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ՀԱՅԱՍՏԱՆԻ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱՏԳԱՅԻՆ ԱԿԱԳԵՍ՜ԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ
ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ

Մնխանիկա 48, N՞ 3, 1995 Механика

ИССЛЕДОВАНИЕ РАЗВИТИЯ ДВИЖЕНИЯ РЕАЛЬНОЙ 
ЖИДКОСТИ В ПЛОСКОМ КАНАЛЕ

С ПОДВИЖНЫМИ СТЕНКАМИ.

Бабаджанян Г. А., Даниелян Л. Е.Բաբաջանյաե Գ.Հ., ԴտԱիեքյաև Լ.Ե.ք֊րակաև հևղուկի շարժման պարգացման ուսօէմնասիրութւուսբ շարժական պատերով huipp խողովակումՀետագոտությունը րերվում է հաւբակ ձհտվ գծայնացված Նւսվհ-Սղտքսի հավասարումնհրի լուծմունք: Զրոշված է հեղուկի հոցքի արագության, ճնշման hi շփման ուժի (շփման գործակիցը) փովտխման օրհնքնհրի խողովակի երկայնական ht լայնական կարվածքնհրամ. որոնք էապհս կախված են հոսքի հիմնական hi պատերի արագոէթյաննհրի հարաբհրաթյուննհրից Որոշվում է խողովակի նախնական կտրվածքի հրկարությունը:
G. HL Babadjanian, Լ. E. Danielian

The htvestigation of Development of Real Fluid Motion in a Plane Canal with Mobile Walls

Задача сводится к решению частично линеаризованной системы Навье - Стокса-С помощью ин
тегрального преобразования Лапласа получены функциональные решения в конечном виде. Опреде
лены закономерности изменения скоростей, давления и коэффициента гидродинамического сопро
тивления. Определена и длина начального участка канала.

1. Изучение закономерностей движения вязкой жидкости в каналах с не
подвижными и подвижными стенками имеет как теоретический так и практи
ческий интерес. Движение жидкости в каналах с подвижными стенками отно
сится к классу малоизученных течений. Вместе с тем, такие исследования и 
определение законов изменений параметров таких течений имеют много тех
нических приложений: при определении утечек жидкости через щели между 
неподвижными направляющими и подвижными штоками различных, машин и 
механизмов, при изучении проблем трубопроводного транспорта грузов в 
контейнерах, при непрерывной обработке листовых материалов в металлур
гии и т. д.

Теоретические исследования вышеуказанных задач, в основом, проводи
лись в приближении Стокса, при котором не учитывались все инерционные 
члены в левых частях дифференциальных уравнений движения вязкой жид
кости. Поэтому, полученные результаты описывали закономерности движения 
в так называемом стабилизированном участке канала, то есть на достаточ
ном удалении от его входа.

Таким образом, невозможно было определить изменение значения пара
метров движения в начальном участке канала, где, естественно, имеют место 
специфические особенности. Последние имеют не только теоретическое, но 
и очень важное практическое значение. Таким образом, полученные резуль
таты по методу Стокса не дают представления о развитии движения жидкос
ти, что особенно важно для коротких труб.

В предлагаемой работе рассматривается задача о развитии течения жид
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кости между параллельными движущимися плоскостями, простирающимися в 
направлениях осей X и 2 до бесконечности.

Движение стенок происходит в своих плоскостях в направлении оси Ох с 
заданными постояными скоростями ։ и 2. Кроме того, имеет место и на
порное течение жидкости, при котором на входе в канал формируется плос
кий однородный профиль скорости (фиг. 1).

Фиг. 1

За основу исходных уравнений движения принимаются приближенные 
уравнения, полученные из системы уравнений Навье-Стокса путем частичного 
учета слагаемых от ускорения и вязкости. Если предположить вязкую жид
кость несжимаемой, а движение ее ламинарным, стационарным, изотерми
ческим и плоско-параллельным, то при отсутсвии массовых сил уравнения 
движения будут иметь вид [1].

дч _ 1 др д2 V др
---------= —-----------4- V-------- ----, ----- = О
дх р дх ду՜ ду

дчх
дх + ду О (1.1)

где -есть средняя расходная скорость основного потока по сечению в на
чале трубы; и У у составляющие скорости по осям Ох и Оу; р -давле
ние; р -плотность; V- кинематический коэффициент вязкости жидкости.

Расстояние между плоскостями пусть будет 2Л . Если начало координат 
выбрать на средней плоскости канала, то граничные условия для задачи по 
развитии течения будут иметь вид:

при

при

при

Х.= 0 и [у| < А 

у = Ии х > О 

у = -И и х > О

= и = СОП51, р = рн= СОГШ

УХ = Ц, уу = 0 

ух=и21 уу = о

(1.2)

Здесь ри - значение давления в начале- трубы.
2. Применяя функциональное преобразование Лапласа и решая уравнения
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(1.1), при граничных условиях (1.2) получим

=Ж, Н. ц+цГз/_ у у

1 2 1 ь2) 4 1/Г и 2 Л

00 (
+(ц+сл֊2У)£֊֊ 1-

л=1 Ни \

•^(-1)"5т(л«/Л) Г тг/гх՝!
+----------'՜ -----------------------еха ~ „ ■л „„1 п . \ КеЛ ) (2.1)

(/,+СМ Зх 
р = р"^и (2.3)

где Ие =----  - число Рейнольдса, а |1п простые корни уравнения = ц

Известно, что при течении вязкой жидкости в напорных трубах градиент 
давления зависит от средней скорости течения, параметров жидкости и 
трубы по следующей формуле:

Ф__г 1 Р^р 
дх ^2Л 2 (2.4)

где - средняя скорость течения жидкости в канале, £ - обычный коэф
фициент гидравлического сопротивления. В случае неподвижных стенок ко
эффициент с, обусловлен только диссипацией механической энергии жидкос
ти за счет работы сил внутреннего трения.

Если стенки канала подвижные, то с, зависит и от внешних по отношению 
к жидкости сил трения на подвижных стенках. Этот коэффициент в послед
нем случае может принимать любые значения (обращаться в нуль или быть 
даже отрицательным).

Для определения значения Е, в случае подвижных стенок при развитом 
течении жидкости из (2.3) найдем

-£=ру;
сх ֊-֊1

77



Из уравнений (2.4) и (2.5) получим:

(2.6)

Формулы (2.1), (2.2), (2.3) и (2.6) описывают изменения значений пара
метров движения жидкости (скоростей, давления и коэффициент сопротивле
ния) вдоль канала.

При исследовании развития движения жидкости в каналах важное практи
ческое значение имеет длина начального участка потока. Для ее определе
ния сначала найдем максимальное значение осевой скорости по высоте. Как 
видно, в формуле (2.1) последние два слагаемых (бесконечные суммы) 
быстро стремятся к нулю при удалении от входа в канал, по этой причине 
ради простоты вычисления их можно не учитывать. С точностью до вышеука
занного приближения из (2.1) легко определить величину у0 при котором ух

принимает экстремальное значение.

у° з(4/,+4/2-24/) (2.7)

Дальнейшие вычисления показывают, что при |Ц+(72| < 2£/ (2.7) дает 

значение у, при котором осевая скорость ух максимальна, а при 
|Ц + (/2|>2(/ минимальна. Экстремальное значение скорости Ух будет

_ 34/ _ (и2-иУ _ и, + иг

''“°՜ 2 12(4/,+4/,-24/) 4 (2.8)

Составляя отношение разности экстремальной скорости частиц жидкости 
на бесконечном удалении от вход и скорости частиц на конечном расстоянии 
А от входа к экстремальной скорости, найдем
''»»ор.____________________12(4/,+4/,-24/)__________________ *

^тжстр (и2 - и,)2 + з( 4/, + 4/,)(и, + и2 - 24/) - 184/( 4/, + 4/, - 24/)

X* (ц.+(/!-2(/)Х֊|1- 
п=1 Нл X.

47,-4/; х.(-1)"51п(}'0лл/Л) С 

л п еХЧ ЯеЛ ,) (2.9)

Задавая значение левой части уравнения (2.9) и решая ее, можно полу
чить приближенное значение длины начального участка Ь плоской трубы, на 
протяжении которого экстремальное (максимальное) значение скорости час
тиц будет отличаться от своего экстремального значения на заданную малую 
величину.

Для простоты вычисления в правой части уравнения (2.9) из первой сум
мы оставлено лишь первое слагаемое, а вторая сумма отброшена по вышеу
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казанным причинам. Полагая, например, значение левой части (2.9) равным 
О՜՜, получим:

(/,+С/,-2{/Гсо8(ц|>'<|/Л) (',£՝)
----------՝--------  ------------------- 1 ехИ “НГ 

ц; собц, ) \ ИеЛ/
(2.10)

_г 18(7((7, + (7,-277)-((7,-{7,)3-3(С/, +(7г)((7, + (7;-2Г7) 

12((7,+О,-2(/)

Здесь ц, - наименьший отличный от нуля корень уравнения /£Ц = |1. Ре
шая (2.10) относительно Ь, получим приближенное значение длины началь
ного участка

Ией/ 66,7(277-7/,-(/,)(со5Ц|-со5ц|>'<1)
£ = —т-51п------------------ —г՜-------------------------------

ИГ I С/ц.; созр.,

(ц-ц)г и,+иг]
18((7,+7/,-277) 6(7 (2-11)

Из (2.11) видно, что для действительного и положительного значений дли
ны начального участка величины ,{/։ и 2 должны подчиняться заранее 
заданным условиям. Поэтому, в рассмотренном общем случае понятие на
чального участка условно и имеет ограниченное практическое приложение. 
На практике часто встречаются случаи, при которых движется лишь одна 
стенка.

Если в формулах (2.1), (2.2), (2.3) и (2.6) X ->оо, получим значения пара
метров движения для стабилизированного участка канала [2].

21 л2; 4 I и-Г 2 и (2.12)

(2.13)

/ Ц ֊։•£/,У Зх П

12 Г (7,+(/;՜) 
Яе1 2(7 ) (2-15)

Принимая в формулах (2.12) - (2.15) ։ = 67-, = 0, будем иметь значение 
величин в стабилизированном участке канала в случае неподвижных стенок.

Если в полученных формулах принять и одновременно X полу
чим обобщенный случай движения Куэтта [3].

Рассмотрим численный пример по следующим данным:
= 1м/се , ,= 0.5м/се , ,= 0.1м /се ,Л = 0.05м
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у=10“*м2/се , ря = 100кг/м2 , р=102^-се 2

На фиг. 2 представлен закон изменения осевой скорости Ух в начальном 
участке по высоте и вдоль канала. Видно, что в области, близкой к началь
ному сечению, изменение скорости ух по высоте происходит медленнее. 
Вдоль канала по течению скорость ух увеличивается и начиная от сечения 
х = 2.4 , принимает почти постоянные значения. Ее максимальное значение 
находится на высоте ^ = 0.11Л. На фиг. 3 представлен закон изменения дав
ления, из которого видно, что давление вдоль канала уменьшается: при этом 
в начальном участке уменьшение происходит быстрее, чем вблизи стабилизи
рованного участка.

На фиг. 4 представлен закон изменения коэффициента сопротивления 
трения по длине канала. Видно, что его значение уменьшается вдоль канала 
по течению.

Для приведенного численного примера по формуле (2.11) вычислена дли
на начального участка, которая оказалась равной, приблизительно 4 м. Полу
ченные формулы и приведенные графики позволяют исследовать различные 
случаи движения реальной жидкости в плоском канале с подвижными стен
ками.
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