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ОПТИМИЗАЦИОНННЫЕ ЗАДАЧИ ЖЕСТКОСТИ, КОЛЕБАНИЙ И 
УСТОЙЧИВОСТИ МНОГОСЛОЙНОЙ ПЛАСТИНКИ, ИЗГОТОВЛЕННОЙ из 

СЛОЕВ СО СЛУЧАЙНЫМИ
УПРУГИМИ ХАРАКТЕРИСТИКАМИ

БЕЛУБЕКЯН М.Э., ГНУНИ В.Ц.Բեյոտեկյան Մ.Է.. Գնուևի ՎՑ.Պատահական աօաձգական բնութագրեր ունեցող շերտերից պատրաստված րագմաշերտ սափ կոշտության, տատանումների եւ կայունության օպտիմիգացման խնդիրներԴիտարկվում են օպտիմիգացման խնդիրներ, երբ սափ շերտերը պատրաստված են այնպիսի իգոտրոպ նյութերից, որոնց աոաձգական բնութագրերը նորմալ օրենրով բաշխված մեծություններ են: Պահպանելով սալի կշիոը հաստատուն, որոշվում են դրա այնպիսի օպտիմւպ կսաուցվածբները, որոնց դեպքում մեծագույն հավանականությամբ կապահովվեն սափ կոշտությունը, կայունությունը եւ տատանումների տրված աոաջին հաճախությունը:
Belubekian M.E., Gnuni V.Z.

Optimization Problems on Stiffness, Vibrations and Stability of 
a Multi-Layer Plate Made of Layers With Random Elastic Characteristics

В работе рассматриваются отними записанные задачи жесткости, колебаний и устойчивости 
многослойной прямоугольной пластинки в случае, когда слои пластинки изготовлены из изотропных 
материалов, характеристики упругости которых являются случайными величинами с нормальными 
законами рапспределения. При постоянном весе пластинки определяются ее оптимальные 
структуры, при которых с наибольшей вероятностью будут обеспечены жесткость, устойчивость и 
заданная низшая частота собстъониых колебаний пластинки.

1. Рассматривается (2& + 1)-слойная пластинка симметричной структуры 

размерами axbxh, шарнирно опертая по контуру и загруженная 

поперечной равномерно распределенной нагрузкой g0 = const (фиг. 1). 
Считается, что слои пластинки изготовлены из изотропных материалов с 
нормально распределенными характеристиками упругости. Ставится задача 
определения структуры пластинки (относительно толщин слоев), при которой 
с наибольшей вероятностью максимальный прогиб пластинки постоянного 
веса не будет превышать заданную величину.

Дифференциальное уравнение изгиба пластинки представляется в виде 
[1]:
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ОД2И'=?0

где И/(х,֊у) - функция прогибов пластинки.

(П

Жесткость на изгиб многослойной симметричной пластинки вычисляется 
по формуле

0 = 1 В.(8’-8’.,)

£
где В- =-------- — - характеристика упругости нго слоя, 5. - расстояние от

1֊у;
срединной поверхности до нго слоя, которое можно выразить через 
толщины слоев пластинки:

^=1՛՛,+^ а=1,2,...,к)

где - толщина Ьго слоя пластинки.
Принимается масса пластинки заданной и равной массе однослойной 

пластинки толщины Л изготовленной из материала (Л 4-1)-го слоя:

Р».Л.։+2ХрЛ =Р**1й
»•=։

где р.- плотность материала Ьго слоя.
Введением безразмерных величин характеристик упругости и жесткости 

пластинки:

31)

2й’«:՛., (2)
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где - среднее значение Вк<, для безразмерной жесткости получится 
следующая формула:

(
, ч 3

1 \՜՜' Р • |2֊£—а.

/I.
где а,- = —.

Л
Зная законы распределения входящих в это выражение величин В/, мож

но определить также закон распределения жесткости О . Предполагается, 

что случайные величины В1 подчиняются нормальным законам распределе

ния вероятностей со стандартами 5; и модами пи, причем 5« является 

среднеквадратическим отклонением, а пи - математическим ожиданием 

случайной величины В«, то есть плот-ость распределения вероятностей В, 
имеет вид [2]:

Поскольку Р является суммой случайных величин В; с 
соответствующими коэффициентами, то ее закон распределения также 
нормальный:

1/(/>) = —»՛
Безразмерное математическое ожидание и среднеквадратическое отклонение 

случайной величины Р вычисляются по следующим формулам:

X------ч
аII

|Е

1 :м
- 

р 
'---

---
-х

+ р^ 1 М
|-
1 р 

ч-
---

---
х

+
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Прогибы пластинки определяются из уравнения (1) с удовлетворением 
граничных условий опирания по контуру [3]

. ткх . ппх
$1П------- 51П-------

и м=1.3.5... -=1.3.5
а____

Максималный прогиб X = —; _у
Ь
2

равен

УУтах

16^0 у у ( 0 2________

-=.1,М,-«.1,зд.. тл(т2 + л2А.2)՛

где X = —, 
Ь

Подстановкой сюда значения И из формулы (2) и переходом к безраз
мерным величинам получается

й7 _ *6'>Х 
՛' т։х —

24?„а
•И7 = = (3)

XX-
«=1,3,5... ..1,3,5,- тп\

Поставленная задача сводится к нахождению такой структуры пластинки 

(значений (Хр1 = 1,2,..., Л) при которой с наибольшей вероятностью 
не будет превышать заранеее заданной значение у, то есть нужно найти:

в»=„5иР [Ли'^у)].
что ввиду (3) равносильно

1 \

о
в» = «ир 1 а,, е [0; 1] (4)
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2. Для рассматриваемой задачи пластинки ставится задача нахождения 
оптимальной структуры, при которой с наибольшей вероятностью значение 
низшей частоты собственных колебаний будет больше заданной величины.

Уравнение собственных колебаний пластинки имеет вид [1]:

«А’И' + р,,,/։—- = 0
Э/

где I - время.
Решение задачи с учетом формулы (2) для жесткости пластинки приводит 

к следующему значению квадрата первой частоты собственных колебаний:

со^^^-.^О + Х2)2«

Зр,.! «

После введения безразмерного значения квадрата частоты собственных 
колебаний

со2 =--------- ------------------—со2
2Л2В°ил4(1 + Хг)

получается Шц = Р .
Поставленная задача сводится к определению такой структуры пластинки 

(значений (Х;,1 = 1,2,...,к ), при которой с наибольшей вероятностью 

значение С0П будет больше заданного Р , то есть ищется

3. Рассматривается случай многослойной симметричной пластинки, когда 
к ее граням перпендикулярно оси X приложена равномерно распределенная 

нагрузка Р . Ставится задача определения структуры пластинки постоянного 
веса, при которой критическая нагрузка с наибольшей вероятностью будет 
больше заданной величины.

Дифференциальное уравнение устойчивости пластинки имеет вид [2]:

ОД’И' +/’^4" = 0

Э/2

После решения этого уравнения с учетом условия граничного опирания 
пластинки по контуру получается следующее выражение для критической 
силы:

п 2 х4
РКР =—— т Ч----- -+2Х.

а т )
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С учетом формулы (2) для жесткости пластинки и обезразмериванием ве

личины Ркр получается:

р -___ If_____________ !------------- р -D

\ 771 /
Поставленная задача сводится к нахождению такой структуры пластинки 

(значений а;, i = 1,2,...,к), при которой РКР с наибольшей вероятностью 

будет больше заранее заданного значения О, то есть надо найти:

( * /—\ —
Qp = sup 1-J/(o)dD <x(g[0;1] (6)

։։|,‘_,Од\ о )

А. Как видно, для решения всех трех задач наобходимо вычисление инте

гральной функции распределения случайной величины D:

F(p) = \f(o}dD

В качестве примера решения этих задач рассматривается трехслойная

пластинка (к = 1), где толщина внешнего слоя равна —, толщина внутренне- 
2

го слоя равна /^, а — = 0.62. Числовые расчеты произведены для двух 
Р1

случаев распределения упругих характеристик. В первом случае принимается 

/л։=1.57; т2 = 1; $։ь=0.31; 52 2 =0.011. Во втором случае тх = 10; 

ш2 = 1; $,2 = 1.1; $* = 0.031.

Поскольку формулы (4), (5), (6) для вычисления наибольших вероятностей 
в каждой из рассматриваемых задач имеют одинаковый вид, то для упроще
ния числовых расчетов пределы интегрирования приняты одинаковыми

| — = р2 = О = А Тогда
)

Qw =e„=։2,=։2=suP i֊J/(d)jz) 
а \ о

где а = 
h
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Таблица 1

й, = 1.57; = 1; 5,1 2 3 = 0.3 к 522 = 0.01 т, = 1Ц т, = 1; 5,2 = 1.1; 522 = 0.031

А а & А а

0.900 0.95 0.8488 3.4 0.55 0.8646

0.925 0.95 0.7755 3.5 0.55 0.7999

0.950 0.95 0.6856 3.6 0.55 0.7197

0.975 1.00 0.5941 3.7 0.55 0.6263

1.000 1.00 0.5000 3.8 0.55 0.5249

1.025 1.00 0.4059 3.9 0.55 0.4218

1.050 1.00 0.3169 4.0 0.55 0.3239

1.075 1.00 0.2375 4.1 0.55 0.2368

1.100 1.00 0.1704 4.2 0.55 0.1645

1.125 1.00 0.1169 4.3 0.55 0.1082

1. Лехницкий С.Г. Анизотропные пластинки. - М.: Гостехиздат, 1957. 463 с.
2. Вольмир А.С. Устойчивость деформируемых систем. - М.: Наука, 1967. 

984 с.
3. Тимошенко С.П., ВойноВский-Кригер С. Пластинки и оболочки. - М.: Гос- 

физматиздат, 1963. 635 с.

Институт механики НАН Армении Поступила в редакцию
10.03.1993

В табл. 1 приведены оптимальные значения параметра ОС и соответствую

щие вероятности (7 в зависимости от величин А
Как видно из полученнных результатов, при использовании материалов 

слоев со сравнительно близкими упругими характеристиками (первый случай) 
оптимальной получается пластинка, изготовленная из материала среднего 
слоя. При более резком различии упругих характеристик материалов слоев 

(второй случай) оптимальной является структура пластинки, когда а = 0.55 

(/^=0.55/։, Л,=0.28Л). То есть получается пластинка со сравнительно 
г,

тонкими усиливающими наружными слоями (-^- = 0.14Л) из материала с 

высокими упругими характеристиками.
Литература
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ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ

Մեխանիկա 47, N° 3-4, 1994 Механика

УДК 539.3

ОБ ОДНОМ МЕТОДЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ АМПЛИТУД ГОРИЗОНТАЛЬНЫХ 
И УГЛОВЫХ КОЛЕБАНИЙ ЖЕСТКОГО ФУНДАМЕНТА, ЛЕЖАЩЕГО НА

УПРУГОМ ОДНОРОДНОМ ПОЛУПРОСТРАНСТВЕ СО СЦЕПЛЕНИЕМ

Абрамян Б.Л., Гаспарян А.В.

Բ. Լ. Աբրահամյան, U. Վ. ԴասպարյանՀամասեռ առաձգական կիսատարածության վրա ամրակցումով գետեդված կոշտ կշռելի ֆունդամենտի հորիզոնական եւ անկյունային տատանումների ամպւիտուդների որոշման մի եղանակի մասինԴիտարկվում են առաձգական կիսատարածության մակերետւյթի վրա ամրակցված կշոեյի կլոր հիմրով կոշտ ֆունդամենտի հորիզոնական եւ անկյունային հարմոնիկ տատանումները: Խնդրի լուծումը կառուցվում է մի սկալյար եւ մի վեկտորային պոտևնցիսդ ֆունկցիաների օգնությամբ: Ֆունդամենտի եւ առաձգական կիսատարածության միջև կոնտակտային լարումների որոշումը բերվում է երկրորդ սեռի սինգուլյար ինտեգրալ հավասարումների համակարգի լուծմանը: Կոշտ ֆունդամենտի հորիզոնական եւ անկյունային տատանումների ամպլիտուդների որոշման համար արտածվում են մաթեմատիկական բանաձեւեր: Դինամիկ խնդրի համար ստացված լուծումից մասնավոր դեպրում ստացվում է համապատասխան ստատիկ խնդրի լուծումը:
B.LAbrahamian, A.V.Gasparian

On «he One Method of Amplitudies Definition of Horizontal and Rocking Vibrations 
of Solid Heavy Footing Lying on the Elastic Homogeneous Half-Space with Cohesion

Рассматриваются горизонтальные и угловые гармонические колебания сцепленного с упругим 
полупространством круглого в плане жесткого весомого фундамента.

Решение задачи строится при помощи одной скалярной и одной векторной потенциальных 
функций. Определение контактных напряжений фундамента с упругим полупространством сводится 

к решению системы сингулярных интегральных уравнений второго рода. Выводятся аналитические 
выражения для определения амплитуд горизонтальных и угловых колебаний фундамента.

В частном случае из полученного решения динамической задачи получается решение 
соответствующей статической задачи.

Горизонтальные и угловые колебания жесткого круглого фундамента рассматривались также в 
работах [1-5].

1. Постановка задачи. Под действием горизонтальной гармонической на

грузки вида Qe,M, приложенной на верхней поверхности круглого жесткого 

фундамента, сцепленного с упругим однородным основанием-полупростран
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ством, и направленной параллельно оси Ох, фундамент совершает колеба
тельные движения.

Граничные условия на поверхности упругого полупространства можно 
представить в виде (фиг. 1)

“х|։=о = -Т<о«'ш'

“.1-0 = 0 (’•1)

(х2+/<«’)

о,| = т„| „ = т_| =0
։1։«>0 в1։=0 ■у11х=0

(х2+/>Л2) (1.2)

Здесь Е - осадка центральной точки нижней подошвы фундамента под дей

ствием собственного веса Р фундамента; - амплитуда горизонтальных ко
лебаний фундамента, вызванных действием гармонической касательной силы

; Ха> ‘ амплитуда угловых колебаний фундамента вокруг оси Оу.
Осадка центральной точки подошвы фундамента под действием собственного 

веса фундамента считается известной из решения соответствующей статической 
задачи о действии жесткого круглого фундамента с плоским основанием 
вдавливаемого в упругое однородное полупространство с учетом сцепления.

Фиг. 1

Эта задача рассматривалась многими авторами и в работах В.И.Моссаков- 
ского [6,7] для осадки £ дается значение

е=Р(1+у)(1-2у) (13)
2ЕЛ1п(3֊4у)
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где Р - вес фундамента, Е - модуль упругости материала упругого 

основания фундамента, R - радиус фундамента, а V - коэффициент 
Пуассона основания.

Переходя из условий (1.1) и (1.2) к цилиндрической системе координат, 

для граничных условий будем иметь

“,|։.0 = -ксозфе"

“»|։^ = Т«.$!пФе‘“ (г<Я) (1.4)

"։|1=о-е = Х“'’с05<₽<г‘“

а.|։=о=х»и=т«Ьо=° <г>К) <’-5>

Представляем искомые перемещения в виде 

и,(г,<р,г,/)-и,п>(г,г) = и(,'’(г,г,/)с<»<р 

иф(г,ф>г,7) = иф)(г,2,/)51Пф 

и։(г,Ф,г,Г)-и<°>(г,г) = и<։')(г,г,/)со5ф 

й։,11(г,г,/) = и’|>(г,х)е'“ (։ = г,<р,г) (1.6)

-(о) -<0) где иг и и1 - осесиммметричные перемещения упругого полупространства 
от действия весомого фундамента.

Для решения задачи с условиями (1.4) и (1.5) представляем в виде 

(1.6) также и потенциалы Ф и 4х [8]

Ф(г,(р,г,/) = ф։(г,г)со5 фе'°*

Чх1(г,ф,г,/) = ф(։։)(г,г)5тфе**

՝Рф(г,ф,1,0 = -֊[ф{')(г,г)-ф<г|)(г,г)]со5<ре‘" (1.7)

Я', (г, ф, г, ։) = | [ V!" (г, г) + ф(2' ’ (г, г)] вш фе“

После произведения преобразования по времени, волновые уравнения для 
потенциалов и граничные условия, с учетом нулевых начальных условий, при
водятся к виду
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(V2 + а2о։2)(р, = (72 + 62о։2)у'։" =0

(V2 + /Ло2 )у։1° = (V2 + /Л։2 )у 2’ = 0 (1.8)

2 э2 1 а а2 тV =------ к------ч-------------
” Эг2 гдг Эх2 г2

12 1 а2 1-2у
О — •> ՝ 1 —

с22 Ь2 2(1-V)

где С}, С2 - соответственно, скорости распространения продольной и попе
речной волн.

А граничные условия (1.4) и (1.5) приводятся к виду

и*11(г,0) + и">(г,0) = 0

Н<')(г>0)֊<1’(г,0) = ֊2уо (г<Л) (1.9)

«;”('•,()) = Х„г

□«’(г.О) = Т^(г,0) = т(^(г,0) = 0 (г > R)

Уравнения (1.8) могут быть получены из основных уравнений для потен

циалов Ф и Т, приведенных в [8].

Отметим, что функции \|/1 и \|/2 впервые были использованы в работе [9].

На основе условия = 0, существующего между компонентами век

торного потенциала ЧИ, будет иметь место равенство

Э\|/,։) 2 г,) _ Эш(։) _Лк+^-+-у(21, + 2^- = 0 (1.10)
дг дг г дг

Перемещения мл(1>, и представляются при помощи потенциалов 

следующими выражениями:

Эг г 1 2 Эг Эг )

ио>(г>г) = _Фк_^+1Г^+^

г дг 2^ Эг Эг )
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и'"(г,г) = 2шо)— — — У 2
дг

На основе представлений (1.6) и (1.11) в аналогичном виде представляют

ся также и компоненты напряжений и .
При абсолютно жестком фундаменте и выбранной координатной системе, 

согласно (1.4), (1.5) и (1.9) для касательных напряжениий под фундаментом 
допускается равенство

^)(г,0) = -т(»(г,0) (1.12)

Для определения введенных неизвестных амплитуд и должны быть 
использованы динамические условия равновесия фундамента, которые запи
сываем в виде [2,4]

Ят=1.=о</п=^'“-£—-

Я<.лй=0 о (1-13)

1։ж0 9*2(?

где О - область контакта фундамента с упругим полупространством; () - ампли
туда динамической силы, приложенной на фундаменте в горизонтальном на

правлении; Р - вес фундамента; £ - ускорение на поверхности Земли; М - 
ампгнтупд, момента, вызывающего угловые колебания фундамента вокруг оси 

Оу, если центр тяжести фундамента находится на высоте Л от контактной 

поверхности фундамента с упругим полупространством, то М = к().
В (1.13) учтены инерционные силы, появляющиеся из-за веса 

фундамента.

Введением обозначений с/։)(г,0) ֊ Са(։П(г,О)) и Т^(г,0) = Ст^(г,(о), 

условия (1.13) приводятся к виду

(1.14)

Г 2 (О, Ч , м 16РО)2Л2Х„ гга, (г,со)</г =---------------—{ пв 9п։С8
где второе условие из (1.13) удовлетворяется тождественно.

14



2. Определение контактных напряжений. Для решения задачи с граничны

ми условиями (1.9) и условиями (1.14) функции ф։(г,г) и \|/,(г,.г) 
($=2,1,2) ищем в виде интегралов Ханкеля

<Р1(г,г) = |рЛ(рг)ф1(р,г)4р, у',"(г,г)= }рУ1(рг)ф'"(Р>г)</р

О о

у,”(Г,г) = /Р/оСРНу!” (Р,г)йр, 4°(Г.г) = ]р/г(Рг^’ф.г)^ (2.1) 
О о

Здесь путь интегрирования проходит вдоль вещественной оси плоскости 

р, ф։ (р, г) и у^(р,г) - функции, подлежащие определению при помощи 
граничных условий (1.9), выражений (1.11) и подобных же выражений для 
напряжений.

Используя представления (2.1) в уравнениях (1.8), для определения 

функций ф։ и ф/11 получим уравнения

Э2Ф, 
Эг2

-ц’Ф. =-Ж-н5Ф (,|) = о ($ = г,1,2) (2.2)

где введены обозначения

Ц. =(Р2 -а2со2)*

ц, = (Р2-*2ш2? (2.3)

При составлении решений для уравнений (2.2), которые получены исполь

зованием зависимости от времени множителем вида ехр(+КО/), вдоль пути

(п2 <о2 У
интегрирования функции р----- — берутся неотрицательными веществен-

I си)
ными частями, то есть по пути интегрирования вдоль действительной оси в

п . со
плоскости р обход точек-------- производится снизу, а точек 4------------свер-

с1,2 с։,2

ху. Тогда экспоненциальные выражения и е и>։ при 2^0 будут 
соответствовать уходящим волнам [10]. Исходя из этого, поскольку мы 

рассматриваем упругое полупространство 2>0, ограниченные при г —» 
решения (а также и единственные) уравнений (2.2) следует взять в виде

<р|(Р,г,<о) = В(|)((),<о)е՜*1՛', ф‘,'>(Р,г,о>) = В,"|(р,<о)е-,‘*' ($=г,1,2) (2.4)
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Используя далее представления (1.11), (2.1) и (2.4) на поверхности упру
гого полупространства, будем иметь значения

=-у / (V, (Рг)</р{2ц>'\М) +

° _ (2.5)

+р[в,|1,(р,<о)+в;"(р,М)]}=}(и,(рг)«‘1)(р,о,Ш)<ф

о

«:,)(г,О)+«’,)(г,О) = )р/2(РгИ[рв^(р>Ш)-рВ(')(Р,<о)-

0 (2.6)

-цХ’(Р.со)] = / РЛ(Рг)[«‘1>(Р,0,ш) + «‘'’(р,0,со)]<ф 
О

«У’(г,0)-<,|(г,0) = ]р/о(рг)</р[рву|(р,о>) + рв(,)(р,со) +

“ (2.7)

+ЩВ1",(Р>ы)] = |р/0(Рг)[й՝1)(р,0,О))-й^)(р,0,<о)]г7р 
О

°1;)(Г’0) = [ РЛ (Рг)<ф{(2р2 ֊ *2со2)в(,)(р, со) +
в ° . (2-8)

+Рц։[в|<|)(Р,со) + В2||(Р,со)]} = /рУ1(рг)а1։'>(р,0,со)сф
О

в : <2.9)

+р2В‘”(Р,со)} = } р/2(рг)[т^1(р,0,со)+^(р,0,со)]<ф

О

т(1)(г 01 -#(г 01 “ гс я ’ =֊}р/о(рг)с<р{и2в5')(р,со)+грцХШ<■>)+

_° (2.Ю)

+Р2^"(Р,со)}=)р/0(рг)[г«|(р,0,со)֊г1»(р>0,со)]<7р 

О
Учитывая граничные условия (1.9) и выражения (2.5) - (2.10), решение 

задачи приводим к системе сингулярных интегральных уравнений первого 
рода следующего вида-
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] «<;> (г,<о)Л / Л, (Р,со)Л,(Р/) У, (Рг)<ф-

(0<г<Я) (2.11)

֊1 <о|,,|(/,<о)л] £2(р,со)/|(р/)7,(рг)</р= 
о о

}^)(/,(о)л]л։(р,со)Уо(р/)Уо(рг)^р- 

О о
(О < г < R) (2.12)

ю(։” (/,со)Л { £, (Р,а>)Л (р/)/0(Рг)45 = 2у„ 

о о
Здесь использованы также следующие обозначения:

|р/1(рг)0<։°(р,О,со)<<р = !а'

О (О

}р/о(Рг)[^։(Р,0,со)֊^(р,0,Ш)]^р =

£>(Р, со) = 4Р2ц,ц4 -(2рг -*2о>2)2

Р2(2ц.ц» +*2С02 -2Р2) = О(р,со)£,(р,со)

ц„р/>2со2 = £>(р,со)£7(р,ш)

Р[р(Р,со) + ц2*2со2] = |1։Р(Р,со)£5(Р,со)

(г<Л) 

(г>Л)

(г<Л) 
(г >К)

(2.13)

(2-14)

Интегрируемость подобных систем интегральных уравнений первого рода, 
полученных при решении динамических контактных задач теории упругости с 
учетом сцепления штампов с упругим основанием, в том числе плоских, 
осесимметричных и других динамических задач, исследовалась в работах 
В.А.Бабешко [11-13 и в др.].

В данной работе не является целесообразным провести дополнительные 
исследования об интегрируемости полученной системы (2.11) и (2.12). 
Здесь только приводится некоторое преобразование этой системы, которое 
делается для того, чтобы облегчить получение аналитических формул, 
выражающих амплитудные значения смещений точек под фундаментом и 
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угла наклона фундамента на поверхности упругого полупространства в 
зависисмости от геометрических и физических параметров фундамента и его 
упругого основания и других факторов, влияющих на колебания фундамента.

Уравнения (2.11) и (2.12), для определения безразмерных величин 

Ох (г,Сй) и Т^(г,со), связанных с контактными напряжениями на поверх

ности упругого полупространства под фундаментом, записываем в виде

R
|/0‘')(/,и)А|у,(Рг)У,(р/)<Ур = Ф,(г,хт,<о) (0<г<Я) (2.15) 
о о

R
/Л(”(/,ф)л/Л(рг)/0(р/)гф = Ф։(г,уи,со) (0 < г < 7?) 
о о

где
R

(2.16)

Ф1(г,Хш,ю) = |«41)(Л<о)л[ 1-Аз(р,(0)
0

/? ОО
0й

1֊у
(2.17)

Л(рг)/о(МФ֊^
1-у

Ф2(г,Та,Со) = )<’(/, <о)л/ 1-^(Р,М)
2-у

/0(₽г)Л(Р')<^+

-}/О|։0(/,С0)л}^^У0(Рг)Л(р7)<(р+|^-

о о V 2 V
Используя здесь представления

(2.18)

0 о

}л(Рг)Л(Р<)г7р = 2 "'"г41 х20х

р„(рг)Л(р/)<7р

уравнения (2.15) и (2.16) можем представить в виде

х24х г ах։)(/,со) - "КГ / \
Л =у<»|(г>Х.,®)

^7)1/7^74
<й = |ф2('-,уа>«)
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Далее, применив формулы обращения Абеля из этих уравнений, получим

,,,, . 2 <1 г йх Л г ггЛг1,Ш * Л ! хМх2-։2) ! Мх2֊!

(2.19)

(0< / < /г)

(2.20)

(0</<Я)
Учитывая обозначения (2.17) и (2.18), из уравнений (2.19) и (2.20), для

определения безразмерных величин а. получим
следующую систему сингулярных интегральных уравнений второго рода:

R
а'1)(/,ш) = /(г,хш,ы) + |а'։'|(г,<о)К1,(/,г,а))& +

(2.21)

+|<)(г,(о)К|2(/,г,со)<& (0</<Я)

к
т^)(/,со) = /2(г,у(0,со) + 

о
R

(г,со)Лк22 (0</<Я)
о 

Здесь введены обозначения

/.(<>ха,<■>)=- „
л(1-у)7л -/

г!..............3_________ ___________

(2.22)

(2.23)

тг(2-у)7к2-/

(2.24)

*) *•* ։ уХ I о
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R •»
К2֊('’г’ы)=-^;^7ЙЬ(р’й))л(1к)С0<(к)'43 

/ *л 1 о

(2.25)

R «>
А'22(/,г,<о)=—-֊֊;— (-7== [[2-у-Ш<Фо№)«^)43

л(2-У) I аи

3. Определение амплитуд колебаний фундамента

Подставив значения правых частей (2.19) и (2.20), или (2.21) и (2.22) в 
условия динамического равновесия фундамента (1.14), и произведя интегри
рования, для определения амплитуд колебаний фундамента получим следую
щие выражения:

L Р(2-у)ог1 g(2-v)
7“[ 8G/?g 8GR

֊֊Л «?,"(*,<о)& j д (м)-/1(рг֊--п(р/г֊Ф֊
0 0 Р

֊֊ J ЛМ* j[2 -v-MMJ,(PZ)nin(P*)dp
-"о о Р

(3.1)

2Р(1֊у)(.); 
3x2GRg

3g(l-v)/i

8G№
֊^jZo',"(Z,<»)<fcj[l֊y-^(P><o)]jl(pZ)^^®jdp֊ (3.2)

-֊Г J ^'(х,<0)4 Д (Р,со)Л(Рг)^[
2Я о о Р J

При помощи этих выражений можно сделать выводы о характере зависи
мости величин амплитуд колебаний фундамента от геометрических и физи
ческих параметров фундамента и упругого полупространства, на котором 
лежит фундамент со сцеплением.

4. Решение статической задачи о действии сдвига жесткого фундамента 
касательной силой, когда фундамент лежит на упругом 

полупространстве со сцеплением

Из решения динамической задачи о колебаниях жесткого фундамен
та, лежащего на упругом полупространстве со сцеплением, произведя пре

дельный переход в соотношениях (2.21) - (2.25), (3.1) и (3.2) при СО —» 0, 

20



можно получить решение соответствующей статической задачи и формулы 
для определения величин горизонтального сдвига фундамента на поверхнос
ти упругого полупространства под действием горизонтальной сосредоточен
ной силы, и угла наклона фундамента, а также систему интегральных уравне
ний, для определения контаткных напряжений под фундаментом.

Произведя предельный переход при оз —> 0, из (2.21) и (2.22) получим

о(։1)(/,0) = /,(/,х0,0) + /г(;’(г,0)Х,3(/,г,0)& 
О

к
<)(<,О) = Л(/,То,О) + /0(։')(г,О)К2,((,г,О)<Ь (0</<К) (4.1)

о
где

л(1-у)>/л2-(2
ЛО>То>0) - 4То

л(2-у)7л2-/2

К12(/,г,0) = (1-2у)г (I

л(1-у) Л

R
I 

тах(/,г)

(1х

К21(/,г,0) = - 1-2у 
л(2-у)

R ,
1 2^ Г х2<&

(4.2)

/1(»,Хо,О) =

Аналогичным образом, из формул (3.1) и (3.2), получим

R

70РЛ^Я-^-г2)*
О 

и

R
։։=.3<^й.30^>|։Д777,„1(։,1)И (։4|

О

где у0 и Хо ՛ соответственно, горизонтальный сдвиг фундамента и угол 
его наклона на поверхности упругого полупространства.

Подобные формулы (4.1) - (4.4) были получены другим путем в работе 
[14].
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УДК 62.50

ВЛИЯНИЕ ВАРИАЦИЙ НАЧАЛЬНЫХ УСЛОВИЙ НА 
КОНЕЧНОЕ СОСТОЯНИЕ СХВАТА МАНИПУЛЯТОРА

Гукасян А. А.Ա.Ա.Ղակասյան
Մանիպուլյատորի ըռեխի վերջնական զիրթի վրա 

սկզբնական պայմանների վարիացիաների ազդեցությունըՕպտիմալ ղեկավարման խնղրի լուծման հիման վրա ուսումնասիրվում է մանիպուլյատորի նպատակային զիրթին հասնելու հնարավորությունը, կախված սկզբնական պայմանների փոփոխությունից: Գնա- հատված է նաև ֆունկցիոնւսլի փոփոխությունը:
Ghukasyan A.A.

The Influence of Variations of the Initial Conditions on the Final State of the Holder of a Manipulator

В работе, на основе решения задачи оптимального управления, исследуется возможность дости
жения цели манипулятором после изменения начального состояния, а также изменение функции 
стоимости. Подобные вопросы для широкого класса механических систем исследованы в работах 
[1-7] и АР-

1. Математическая формулировка задачи и определение вариаций ко
нечных состояний манипулятора. Рассматривается управляемое движение 
N -звенного манипулятора, звенья которого считаются абсолютно твердыми 
телами. Конфигурацию манипулятора в пространстве определим вектором 

а = (а։,а2,...,ая)Г (л>7У). Компоненты а; (i = 1,2,..., л) включают в 

себя углы в шарнирах и относительное перемещение звеньев. Положение 
схвата в системе координат OXYZ определим через вектор

? = (фиг.1). где

7=/(а) (1.1)

Предполагая, что каждая степень свободы а,- управляется моментом 

М., развиваемым приводом, расположенным в шарнирах манипулятора, 
уравнение движения можно представить в виде
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а = /[а,а,Л/1; а(/0) = а°, а(/0) = а° (1-2)

Фиг. 1
1 - начальное состояние манипулятора

2 - начальное состояние после нескольких циклов работ

Пусть в пространстве состояний (/ = 1,2,...,/л) задано началь

ное состояние схвата манипулятора, а конечное состояние

задано в >?/л-мерном пространстве состояний в виде К-мерного многообра

зия £, которое определяется / -уравнениями (к = 2т —Г, I <2т)

2.[х(/,)] = 0 (/ = 1,2,.../)

Х = {ХРХЛ-}> х;=?,> х,>. =?, (у = 1,2,...т) (1.3)

С учетом (1.1) отображение многообразия () в пространстве состояний 

|а;,а։-| (/' = 1,2,...,п) является г = (2л — /)-мерным многообразием 5 

конечных конфигураций манипулятора, которая также определяется I -урав
нениями.

Не нарушая общности в (1.2), введем фазовые переменные

“,=Л. а( = Л.. (/ = 1,2-,п)

и представим движение манипулятора векторным уравнением

> = Г(.у,Л/), Хи = / (1.4)

Предполагается, что пара М — Л/(/), у = з>(/) является решением зада

чи оптимального управления движением манипулятора, которая приводит ма-
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нипулятор из начального состояния в лмерное многообразие 5 с минимиза
цией функционала

7= |ф[у,Л/]Л пнп (/. не фиксирована). 
Л/с-/»

Ставится следующая задача. Если начальное условие (начальное состоя-
. о -оние) манипулятора изменяется от у до у , где

/ = /+£бу° + О(£), 8у° = 8у(/0) (1-5)

то будет ли достигнуто при управлении М = Л/(/) конечное множество сос

тояний манипулятора.
Исследование этого вопроса связано с оценкой влияний вариаций начальных 

условий на траекторию движения манипулятора в пространстве состояний. Обоз

начим через ^(/) траекторию движения манипулятора, соответствующую новому 

начальному условию у0. Предполагая, что траектория непрерывно зависит от ва

риации начального условия, в первом приближении ^(/) представим в виде [7]

у(/) = у(/) + е5у(/) (1-6)

где 8у(/) является решением вариационного уравнения

ЭЕ
Ьу(Г) = — $>(/) (1-7)

Зяес։> % матрица Якоби, элементы которой равны

Уравнение (1.7) соответствует разомкнутой схеме управления

манипулятора, когда ЬМ = 0 (фиг.2).

Если управление манипулятором осуществляется по принципу обратной связи 
(фиг.З), то вариационное уравнение, определяющее новую траекторию, имеет 
вид

П - привод, ЗМ - звено манипулятора.
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8К<) = —- 5->’ + 1^ 5л/ 
3У „и ЭМ1,.« (1.8)

эа эа
где матрица ------ определяется аналогично матрице ——

ЭЛ/ ду

4~р—!<>>_; р—|֊^֊и
$/(4) 

--------------------------------------------------------------

Тусь
Фиг. 3

Р - регулятор, П - привод, ЗМ - звено манипулятора, 

® - измерительное устройство.

Поставленную задачу с управлением манипулятора по принципу обратной 
связи, можно исследовать методом теории оптимальной стабилизации [8].

Вернемся к разомкнутой схеме управления манипулятором. Предполага

ем, что при наличии оптимального управления М = Л/(/) и при новом на- 

~о лчальном состоянии у , фазовое состояние манипулятора в конце процесса 

управления принадлежит многообразию 5. Определим те условия, которые 
разрешают данный вопрос.

Поскольку конечное время управления манипулятором не фиксировано, 

то требуется, чтобы 5 достигалось в некоторый момент времени /։+Е§/։. 

Моменту времени /։ + Е&, соответствует >у(/1 + е5/։) - конечное состояние.

Предполагаем, что/ -уравнения описывают многообразие

&■[>((,)] = () (։=1,2,/$л) (1.9)

Поскольку состояние _у(/։) и 55(/։4-е5/։) принадлежит многообразию 5, 
то должно удовлетворяться следующее условие [7]:

г,[Х'.+еЗ/,)]֊&[>(/,)] = о

Так как по первому приближению

(1.Ю)

>(/, + еб/, ) = >(/,)+ ебЯ/, +е5/,) = Я(,) + 
+е{5у('1) + ), Л/(/, )]8/,}

то соотношение (1.10) принимает вид
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^Л((,))+(),л/(/)]\5/, = о 
а? I \°у / (1.11)

ором

Из (1.11) можно определить 6/։, если существует р (1 < р<1), при ко-

5/,=-

Подставляя (1.12) в (1.11), получим

(1.12)

(1.13)

Система уравнений (1.13) описывает пересечения (/ — 1) гиперплоскостей, 

которые можно записать в виде

Абу('։) = 0 (1.14)

где {а$} = А, [(/-1)х2л]-мерная матрица.

Обозначим пересечение гиперплоскостей, где должен быть 3^(/։), через 

5*. Здесь 5* в Льмерном пространстве состояний 2п — (/ — 1)-мерное мно

гообразие. Если среди / — 1 уравнений (1.13) есть линейно зависимые, то 

размерность матрицы А можно понизить. В частности, если / = 1, то из 

(1.13) следует, что 5’представляет собой все пространство, и конечное мно

жество состояний манипулятора 5 всегда достижимо. Дополнительное время 

в этом случае также определяется из (1.12). В противном случае, если I > 1, 

то множество конечных состояний манипулятора достижимо, когда Зу(^) 

принадлежит 2п — (/ — 1)-мерному многообразию 5*. определяемому урав

нениями (1.13). В случае, когда I = 2п, то есть конечное состояние манипу

лятора фиксировано, 5’ представляет собой в Льмерном пространстве сос

тояний линию.
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2. Область допустимых изменений начальных условии схвата манипу
лятора. Прежде чем определить область начальных изменений схвата мани
пулятора, определим область начальных изменений конфигурации.

Из вариационного уравнения (1.7) следует, что при заданных 

8у(<о) = 8/՛ для широкого класса управления М = ) решение можно

представить в виде

8>(/) = У[Мо]8/ (2-0

где матрица имеет размерность 2лх2л и является фундаменталь
ной матрицей решений уравнения (1.7).

Из (2.1), в частности, получим

(2-2)

Подставляя (2.2) в (1.14), имеем

Уо[/„/о]8/ = О (2.3)

где Г°[/,,/о]= АУ[/,,/0] имеет размерность (/ —1)х2п.

Из (2.3), в частности, следует, что область (5°) начальных изменений 

конфигурации манипулятора также принадлежит пересечению 1 — 1 гиперпо

верхностей и имеет размерность
Из (1.1) следует, что вариация начального и конечного состояний схвата 

манипулятора, в зависимости от изменения конфигурации, имеет вид

8х(/1) = х8>>(/1); 8х(/0) = Х8у(/0) (2.4)

где X,. = <7,, х,ч_ =4, (/ = 1,2,..., т),

Л '<«={%,}՛;.,

X имеет размерность 2тх2п.
Изменение конечного состояния схвата манипулятора, в зависимости от 

изменения начальной конфигурации, можно определить из соотношений (2.2) 
И (2.4)

8х(/о) = ХУ[/,,/о]8Я/о) (2.5)

Если в системе управления манипулятором имеются датчики положения и 

скорости, которые могут измерять П-т комопнент 8у,, или когда П = т, 
то можно также определить изменение положения схвата манипулятора в за
висимости от изменения начального положения схвата
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8х(/1) = А'У[/|,/(>]А-'5л-(/о)

3. Приращение функционала. По предложению >*(/) и Л/(/) - оптималь
ное решение задачи управления манипулятором по критерию качества

У = | Ф[>у,Л/]У/ —> 111111 (3.1)

с фиксированным начальным состоянием у°. Минимальное значение функциона

ла при оптимальном управлении Л/(/) и траектории у(1) обозначим через У .
В соответствии с изменением начального состояния манипулятора 

у° = у° + €§у° + 0(£), фазовая траектория >(/) = Д/) + Е8у(/) достигает 

конечного состояния 5 за время +е5/։.
Вычислим приращение функционала (3.1), отвечающее траектории _у(/)

7 = ^Ф^ + ебу.Л/р/= |ф[}> + е8у,Л/]<й

Со/, ». Г |

+ (ф[֊у + е87,Л/]Л = НФ[^,М] + £ —5у+...+О(£)р/ +
7. ;Д эу ]

С&, ( -ч . т
+ ( < Ф[^,Л/] + £-^-8у+...+0(£)[л = У*+Т| + 0(£) 

; [ ду
Приращение функционала (3.1) имеет вид

П = г |^8у<й + ФЬ(’5)>ЛГ(г‘))]&| 

Г ОУ

где Об [/։,/։ +£&,].

Из (2.1) следует, что Т| можно определить в зависимости от вариации на
чального состояния манипулятора в виде

т) = е- — У[МО]5/А + Ф[?(0), Л/(0)]&,

Приращение Т| имеет порядок £.
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ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ

Մեխանիկա 47, 3-4, 1994 Механика

УДК 532.591:534.22.2

ОДНОМЕРНЫЕ ВОЛНЫ В ГАЗОЖИДКОСТНОЙ СМЕСИ

Оганян Г.Г.Օհաեյան Գ.Գ.Միաչափ ւսյիթևևրր գագահեղուկ խառնուրդումԴիտարկվում են այնպիսի գագահեղուկ միջավայրեր, որտեղ սահմանային իգոթերմիկ Խ աղիարա տիկ ձայնի արագությունները մոտ են իրար: Ստացված են գրգռումների վարրը նկարագրող ասիմտոտիկ րանաձեւեր սղիրի ճակատից հեոա կետերում: Ցույց է տրված, որ երկար Աղիքային մոտավորությունում միջֆագային ջերմափոխանակությանը խոչընդոտում է. իսկ կարճսղիթային մոտավորությունում՜ ուժեղացնում է գրգռումների մարումը:
Ohanian G.G.

One Dimensional Wave in Gas-Fluid Mixture

Исследуется волновое движение в газожидкостных средах, в которых величины предельных изотерми
ческой и адиабагичесхой скоростей звука в смеси близки одна другой. Полученное уравнение в предель

ных случаях переходит в уравнения, описывающие волновой процесс в средах, в которых термодинамк*«?с- 
кое поведение пузырьков близко либо к изотермическому, либо к адиабатическому.

В наиболее общей постановке система уравнений движения газожидкост
ной монодисперсной бесстолкновительной смеси с учетом несовпадений дав
лений и температур в фазах, а также эффектов сжимаемости и вязкости фаз 
приведена в [1]. Теоретическое исследование волновых процессов в рамках 
односкоростной и однотемпературной модели газожидкостной смеси [2,3] 
качественно не всегда совпадает с данными эксперимента [2,4,5] ввиду того, 
что исследовались либо чисто изотермический, либо адиабатический термо
динамические режимы поведения газового пузырька в жидкости. Физически 
приемлемое истолкование результатов проведенных экспериментов дано в 
[6,7], где впервые подчеркнута важность учета тепловых эффектов, обуслов
ленных межфазным взаимодействием пульсирующего пузырька с несущей 
жидкостью.

В настоящей работе исследуется волновое движение в специальных газо
жидкостных средах, в которых величины предельных изотермической и адиа
батической скоростей звука в смеси близки одна другой. Методом коротких 
волн [8,9] выведено двухволновое уравнение, переходящее в предельных 
случаях в уравнения, описывающие распространение нелинейных акустичес
ких волн в смесях, в которых термодинамическое поведение пузырьков 
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С. жо, либо к из*.. омиче . чу, лисю к адиабат.-- .скому. В част-.ых случа
ях отсутствия тепле мена между пузырьком и жидкостью, они ссзпадают с 
и; стными уровне՛ -֊ми [2,35.

,-ассмотрена час -ая задача с начальными условиями. В линейной поста- 
но:-<е получены асимптотические формулы, описывающие поведение возму- 
ще-ий далеко впер ..и и позади фронта волны. Вь -злено, что в длинновол

ос м приближени чежф .. -эй теплообмен прот֊- ^действует затуханию, а 
в ротковолновом усили: эффект затухания.

. Исходные у: .нения. Предположим, что з • онодисперснс газожид- 
кс.гной смеси час;-цы ф-.з движутся с одинако ой скоростью. Несущая 
ж <ая фаза обла .т эф.՜ -стами вязкости и ежи темости, а га. гая фаза 
пр ,ставляет собс -узырь֊: : калорически соверс..иного газа. Будем счи
тать. что в рассматриваемой области течения в смеси не происходит сильно
го ересжатия газе ?й фа ■ и потому, ввиду существенного влияния темпе
ра ры на плотное газа в -зырьках, примем, что теплообмен между фаза- 
м предела зтея л ■-> тепле ым сопротивлением га эвой фазы. Тс-да можно 

пс гать те?.перат жидкости Тх постоянной (Г. -TQ — const), три этом, 
сс асно [6,7], уче эффекта теплопроводности га а важен лишь при меж- 
фа ном взаимодействии с жидкостью. Пренебрегая эффектами образования, 
др Зления, .оагул , и и сто гкновения пузырьков, уравнения дв՛ кения ис- 
с/ .уемой г.-зожид ютной _■ геи возьмем в виде [ 1.7,10]

Эр Эр Эм 
—+ // —+р — 
Э/ Эх Эх

d Э Э
— =—+м— 
dt Э/ Эх

(1-1)

(Эк Эл Э?‘ 4 Э2м
(1.2)

л-л = (1- +
ст. I у at

(1.3)

R it 71 2 .? dt J

—7^-Г= ՝si, ?’ = const, =C,. Y-l)p2T2 (1.4)

p = p,(l֊p/ -p2p, .•=Р,(1-р) + ЛР (1.5)

dP2~ 37/ ..« JiY֊l)*2Nu, }
IT ----------- <’-6>



ир^-р 1,47р'/։-0,ЗЗР
<₽'=-Гр-’ (₽2 =----- Гр-----

Здесь I - время, X - координатная ось, и - скорость частиц смеси, R ■ 
радиус пузырьков, [3 - объемная концентрация газа, у = СР2/Су2- показатель 

адиабаты газа, |1 = + о(|3)] - динамический коэффициент вязкости сме

си, а - скорость звука, к2 - коэффициент теплопроводности газа, No - чис
ло Нуссельта, остальные обозначения общепринятые. Индексы 1 и 2 отнесе
ны, соответственно, к параметрам течения жидкой и газовой фаз. Парамет
ры, характеризующие движения всей смеси, индексов не имеют. Поправоч

ные коэффициенты ф1։ф2 учитывают конечность величины (3 и неодиноч- 
ность газового пузырька в безграничной жидкости [1,7]. Использование урав
нения (1.6) позво-ляет в первом приближении учесть несовпадение темпера
тур в фазах.

Комбинируя соотношения (1.4), характеризующие условия сохранения 
массы газа в пузырьке, и совпадения скоростей частиц жидкой и газовой 
фаз, получим

1 1 <7р, 1 Эр2 Эр2 = Зр2 А?
Р(1-Р) А р, А р2 А ’ А Я А

Учитывая (1.7) и определение плотности всей смеси (1.5), уравнение не
разрывности смеси (1.1) преобразуется к виду

(1.8) 
р։ л R л Эх

Используя уравнения (1.7), (1.8) и (1.3), из определения давления всей 
смеси (1.5) находим

А А
и-фЗрЛ-тг+О-ч^-р. — +

А 2 \ А)
(1.9)

+1рЖ__Я£Г _4ц АП
Я А а, А\ 2 Я А >1

Комбинирование уравнений импульса смеси (1.2), пульсации пузырька 
(1.3) и состояний (1.4) дает

Эи Эи 
э7+“э^ Т-Д Эх Я Эх I Эх

/, у „Э2Я(>-<₽. )р.л֊^г +

4р А? Я</(п 4рАП] 4 Э2и 
Я А а։ А1 2 Я А 7 3 Эх2

(1.Ю)
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Исключив из рассмотрения в уравнении (1.6) давление в пузырьке Р2 по
средством уравнения состояния калорически совершенного газа (1.4) и ис
пользуя (1.7), будем иметь

дт2 дт2 з(у֊1)т2(йк
—- + и—— +-------------- -— + и—-
Э/ Эх Я \ Э/ Эх у

3 Аг2Ми
2 р2Су2/?

(Г2-Т„) (1.11)

В зависимости от величины теплообмена между пузырьком и жидкостью в 
газожидкостных смесях скорость распространения возмущений в предельных 

случаях совпадает либо с изотермической а։, либо с адиабатической 
скоростями звука в смеси, которые задаются формулами [2,3,11]

1__ (1 Ро)ро РоРо _0 1__ 0 Ро)ро РоРо _ д р

аг0 Р10л։<0 Л) д/о Рюа1/о
Здесь и далее индекс 0 отнесен к состоянию покоя. Первый из режимов 

реализуется при ГЧи —><*>, а второй - при Ми —» 0. Дифференцируя по р, 

тождество ^1(р։,-5|) = ^1[Р1>7'1(Р]»^)] и учитывая постоянство температуры 

в жидкости, нетрудно показать, что аи = = ах.
2. Асимптотические разложения. Предположим, что по невозмущенной 

покоящейся смеси в направлении оси X распространяется волна, в которой 
избыточные значения всех параметров течения малы по сравнению с началь
ными. Примем, что величины возмущений параметров имеют такой же поря
док малости, что и массовая скорость частиц смеси

и = еаои, Р = />О(1+£Р՛), Р;=Р0(1+£Р:), р = р0(1+ер)

р,=р.о(։+ер;)> Т2=Г։(1+еГ՛), Я=/^(1+ек), Р=Ро+<Ф’ (2-П

а, =а10(1+е^), (։ = 1,2)

Здесь £ - безразмерный малый параметр. Рассматриваемую область тече
ния считаем областью коротких волн. В этой области, примыкающей к удар
ному фронту, изменения избыточных величин, характеризующих возмущен
ное течение, происходит весьма быстро, несмотря на их малость. Ширина 
области течения, где сосредоточены возмущения, мала по сравнению с рас
стояниями, на которые может распространяться волна. Поэтому, для после
дующих преобразований и упрощений уравнений п. 1, введем систему коорди

нат, движущуюся со скоростью звука а0 невозмущенной смеси [8,9]

։ = х = а01 + Ьх} (2.2)
а0А
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где 1_ - характерная длина в направлении оси, Д- второй безразмерный ма

лый параметр. Напомним, что д0, в предельных случаях совпадает либо с 

изотермической ае0, либо с адиабатической а,0 скоростями звука в смеси. 
При упрощении уравнений в дальнейшем будут удержаны лишь главные (по
рядка 1) и старшие (порядка £) члены и штрихи над возмущениями парамет
ров течения будут опущены.

Применяя преобразования (2.1), (2.2) к уравнениям (1.1)-(1.3) и (1.7)- 
(1.10), удержим главные члены. Учитывая, что в системе координат (х։,/ ) 

волна распространяется по покоящейся смеси, проинтегрируем получаемые 
упрощенные уравнения

р = И> /’ = /’, =Л=֊«. р, = —1-(и + ЗРЛ) 

'О 1 гО
2 (2.3)

р2=֊ЗЛ, Л = -^-Н> Р = РО(М + ЗЯ)

В рассматриваемой газожидкостной смеси пусть величины (1.12) невоз

мущенных предельных скоростей звука ае0 и близки одна другой. По 

предположению, скорость а0 распространения волны малой, но конечной 

интенсивности, не совпадает ни с ае0, ни с а,0 и потому примем

«0 - » Д/0 - а0 = / (2.4)

Очевидно, что и (5^ - постоянные величины порядка единицы, свя
занные между собой, согласно формулам (1.12), соотношением

а, = _0/+11г!₽оРо4 (2֊5)
' е у 2Р0

Отсюда следует (у — 1) ~ €, что соответствует пузырькам, наполненными 

многоатомным газом (например, пропаном С3НЬ при 0,1 МПа и Т=280°/к). 

Комбинирование уравнений состояния газа, (1.8) с формулой (1Р} = а։2^р, поз
воляет записать уравнение неразрывности в форме, удобной при рассмотрении 
режима распространения возмущений, близкого к изотермическому

зт2<ш\
Т2 I Л R Л )

4(1֊Ф|)р1Л^+(1-ф^з +(2.6)

-Л֊—֊Ь
I R Л Эх) I R Л дх)
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Ввиду того, что искомое уравнение должно быть получено из упрощенных 
в порядке £ системы уравнений (1.10), (1.11) и (2.6), преобразование (2.2), с 
учетом определения (2.4), очевидно, можно переписать в явном виде

Э Д д а„ ,, > Э д 13
— = — а.,.—г----—(1 + еа )----- , — = ---------
г)1 £ Э/ I. ' Эх, Эх £ Эх,

Применим преобразования (2.1) и (2.7) к уравнению (1.11) и 
упрощении оставим главные члены. Получим

(2.7)

при его

Эх, Эх, 2 Рс Х2
(2.8)

Здесь Ре- число Пекле, Х2 = Л2(ср2р20) - коэффициент температуро

проводности газа. Для того, чтобы в (2.8) все члены были одного порядка, 
необходимо принять

Т~е, ^֊4 
Ре I/

откуда следует, что возмущение температуры - величина более высокого по
рядка малости, чем величина массовой скорости частиц смеси. Разлагая 

функцию ах =а1(р։,7'։) в ряд Тейлора в окрестности локального термодина
мического равновесия и используя формулы (2.1), (2.3), находим главный 
член разложения

а, =(т-1)-£^«, т = — 
Рю«ю "10 1ЭР1

(2.9)

Применение преобразования (2.1), (2.7) к уравнениям (1.10) и (2.6) и их по
следующее комбинирование позволяет исключить из рассмотрения член порядка

единицы Э/?/Эхр при этом получаемое упрощенное уравнение, кроме старших 

членов порядка £, содержит также член порядка единицы Эм/Эх1 с коэффи
циентом, в точности совпадающим с первой из формул (1.12). В теории коротких 
волн известно [8,9], что члены порядка единицы упрощенного уравнения связаны 
с переносом массы и импульса смеси. Поэтому в полученном уравнении 
вышеупомянутый коэффициент необходимо приравнять нулю, и, тем самым, 
снова придем к определению (1.12) изотермической скорости звука в смеси. 
Далее, подставляя соотношения (2.3), (2.9) в члены порядка £, находим

. Эи. , \ ди,
Л—- + е(а,и. -о,)֊

Э/ Эх,

—5 +^.^»8 1

Ке ՛ "10 ‘)

% 
ьг

Э3и, 
Эх’

(2. ։о)

1ЭТ Кс=Р2Чо ±„
2 Эх, ц Р„
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а.
(։ Ро)РоРоа<о . О Ро)РоРоЙгО

т------------- --------------------+ 1-------------------------2------------

Р։оаю |_ Рюлю

§ =1( I + Ро^о А ]з1 Ро ')

, (։ Фю)р1Оа<0 А с 71 , (, Ро 1 Ро)роа,о
а, =--------------------А . О = —, А = 11-----------у 1----------------; 

б/’о 2 \ Р10°>0 7 Р10Л10

Если же исходить от альтернативной формы записи уравнения (1.9), удоб
ной при рассмотрении режима распространения возмущений, близкого к 
адиабатическому, и проделать аналогичные выкладки, то снова придем к уп

рощенному в порядке £ уравнению (2.10), в котором заменены ае0 на а/0, 

О, на - Оу, а, на ОСу, где

0 — Ро)РоРоа/О Т+1 , 0“Ро)роа/о
а, = т-------- -—----------- 1--------- 1---------------- -------

Р։оЛю РюЛ։о

Ввиду того, что (у — 1) ~ Е, в рассматриваемом приближении (порядка £) 

а, = ОСу = (X и в коэффициентах уравнения (2.10), везде можно заменить 

а#0 на «0, то есть принять (1е = </у = (1, 8, = 8 у = 8, Ае = Ау = А. Исклю
чив возмущение радиуса пузырька в уравнении (2.8) и комбинируя его с 
уравнением (2.10), приходим к окончательному уравнению, описывающему 

распространение возмущений со скоростью д0, не совпадающей обязательно 
ни с одной из предельных невозмущенных скоростей звука:

А-
Эи, / чЭи, ( 1 _ ц, ։ Д' /<; ,?«.
■тг+цац-а,)<-։■- —5+——5,+—8ГI—-֊+-֊<7—-֊ = 

д։ 7 Эх, R« Ь а,,, 2 Эх;2 7; Эх’

(2.11)

= 77— 
Эх,

Л^+е(аи,-а,)^- 
от

—8+——8 
Ие Ь а,0

Э2“, I

Эх2 £2 Э^

2 Ие
Зу 1} Ии ’

8г=(у-1)[1֊^1-^в’

Р10Я10

Здесь вторые слагаемые в круглых скобках ответственны за учет эффекта 
сжимаемости жидкой фазы и исходят от уравнения (1.3). Существует и иной 
альтернативный подход к учету сжимаемости, предложенный в [1].

Для сохранения требования сплошности рассматриваемого континиума при 

воздействии на него умеренных (Ро < 3 МПа ) давлений, обычно [7,12], на вели

чину объемного газосодержания налагается ограничение сверху: Ро <0,1. Для
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Уравнение движения манипулятора определим в форме Лагранжа 
и представим в векторном виде

«*=/(*. * ,М )  (1.1)
где управляющие силы и моменты, развиваемые при
водами, расположенными в шарнирах О/.

Между обощеиными координатами манипулятора ст./ и координа
тами, определяющими положение схвата. имеется следующая связь:

x = J ( a v a2.....ап) ( 1.2)
Пусть в пространстве переменных 1,2,3) задана некоторая

линия, которую с учетом (1.2) представим в виде

...в„)=0 
? 2(а „а2,,..,ал) = 0

Функции ф/ (а1,я2,.,.,я,1)==0 в пространстве переменных а/ ( i=  

=  1,2,..., п) представляют собой гладкие гиперповерхности. Пересече
ние Q этих гиперповерхностей является (п— 2 )-мерным гладким много
образием, если в каждой точке a(;Q векторы grad ©/(а) (/= 1 ,2 ) ли
нейно независимы [1].

Пусть требуется за время t (. [to,T] из начального положения 

x (t0)= x °,  x {t0) = x °  привести схват маиитулятора на линию (1.3) со 
скоростью х (Т )= а  и с минимизацией некоторого функционала, ха
рактеризующего качество переходного процесса: 

т
у_. Гф(а, (1 4 )

) |/И(*)|</я

Введем фазовые переменные

а/— У/> а/яяУ/+л(1':=1»2»-,я ) (1-5)
Начальное множество представляет собой г0= (2 « — 6)- мерное глад
кое многообразие S 0, а конечное Г\ —  (2п— 5 )-мерное гладкое много
образие S i в пространстве переменных {у/, y/+n}

Векторное уравнение (1.1) и функционал (1.4) в фазовом про
странстве (1.5) представим в виде

y ^ F (y ,M ) ,  y% S°  ( 1.6)

у =  № (y ,/M )rf< -m in  у)

J |
‘о

соответственно.
2. Математическая формулировка и исследование задачи. Пусть 

движение механической системы описывается векторным дифферен-
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dv dv N +28 S2v 3’v 
a7+va7_^-a7+‘/aP՜

„ Э I dv Sv c S2v S’v
= JV — — +v------8—T + d —

dx I dt dx dx dx1

Линейное приближение. Применяя к полученному уравнению преобраз 
вание Фурье

v(k,/) = y- j v(x,t)exp(-ikx)dx

нетрудно выписать общее решение

v(x,<) = jv(k,0)exp^t d!?t- nW
+kx - 8kt+—r~—2(l + №k2) •dk

где спектральная функция У(к,0)есть Фурье-трансформанта начального у։ 

ловия. Здесь к- безразмерное волновое число.
3. Асимптотические решения. Для получения простых аналитических ре 

шений перейдем к исследованию предельных случаев.

Длинноволновое приближение. Полагая N2k2 «Л, из общел 
решения находим

k2/ dk

Коротковолновое приближение. Если же полагать №к2 » 1, 

общего решения имеем

(3.1)

v(x,/) = ехр---- —
I 2N

V(k,0)exp <pk3Z-y + kxl- 8k2f dk (3.2)

Из решения (3.2) видно, что учет тепловой релаксации в пузырьке приво 
дит к экспоненциальному затуханию во времени амплитуды волны. Такой же 
закон следует из линейного варианта уравнения, описывающего квазиадиа 
батический режим распространения волны.

Пусть начальное условие задается в виде

v(x,O) = х2 exp(-m2x2), т = const

Тогда, можно искомую спектральную функцию выразить через эле-мен- 
тарные

(3.3) 
4/л V 2т ] 4т )

Подставляя (3.3) в решение (3.1) и применяя теорему о свертке функций, 
в длинноволновом приближении получим
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1 / ч-1 тГ т2 А
у(х,/)=֊7=(1 + 4/л25./) 2 (М/) з | 26./+----------— |х

' Д 1 + 4т28./)

(3.4)

где А։(.у) - функция Эйри. При Г —> 0, используя свойства функции Эйри [13], 

нетрудно показать переход решения (3.4) в начальное условие. Разлагая в реше
нии (3.4) функцию Эйри в ряд по степеням г и используя интегральное пред
ставление гамма-функций, после применения формулы Лежандра находим

/, * г(3</./)4£ ’
т(1 + 4тб,/) я=0(2л)!

1 + 4/л26./
“2--------- Х
т /

Выпишем асимптотические решения далеко впереди и позади фронта волны, 
для чего воспользуемся предварительно формулами асимптотического разло
жения производных функций Эйри при больших значениях аргумента [13]. Да
лее, ввиду сходимости получаемых рядов [14], получаем соответственно:

прих(3</./) з -*«>

(3d.tr) < Г
4т’ [

1___ х__
2т2 за.։

у(х,/)
2( х V 1+4т28./ х 
з[^3аа} + 4т2 ЗЛ/

При х(3</./) ’

(3.5)

Очевидно, что характер поведения возмущений определяется вторыми слагаемы
ми в выписанных решениях, при этом далеко впереди волны эффекты вязкости и теп
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лообмена противодействуют, а далеко позади - способствуют затуханию возмущений. 
В длинноволновом приближении учет межфазного теплообмена аналогичен воздей
ствию второй (продольной) вязкости на процесс распространения возмущений и од
новременно приводит к уменьшению эффекта дисперсии.

Перейдем теперь к исследованию распространения линейных волн в коротко
волновом приближении. Подставляя выражение Фурье-образа (3.3) начального 
условия в решение (3.2) и опять применяя теорему о свертке функций, находим

Легко проверить, что при I —> 0 данное решение переходит в заданное 
начальное условие. Как и выше, следуя известной методике [13], решение 
(3.6) можно представить в виде

1 1 I х—֊( 1+4т28т(1+4т2&) ‘ ЗСХ(\ 2Л')^О ’[ й2 ]

Аналогично выводу асимптотических решений (3.5) длинно-волнового при

ближения, можно получить: при 

фронта волны)

оо (далеко впереди

4/л- 3<//

1+4/л2& Х-//2
—ехр за։

— |(3<й) 3 —> —оо (далеко позади фронта волны)

----- ехрза։
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Таким образом, в коротковолновом приближении межфазный теплообмен 
усиливает эффект затухания возмущений.
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ՀԱՅԱՍՏԱՆԻ ԳԻՏՈՒԹՀ5ՈՒՆՆԵՐԻ ԱՋԳԱՅԻՆ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ
ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ

ՄՆխանիկա 47, N° 3-4, 1994 Механика

УДК 532.516

НЕСИММЕТРИЧНАЯ МОДЕЛЬ НЕУСТАНОВИВШЕГОСЯ ДВИЖЕНИЯ 
СМАЗКИ В СЛОЕ МЕЖДУ ДВУМЯ СООСНЫМИ ЦИЛИНДРАМИ

Бондаренко В.С., Петросян Л.Г.ԲոՕղարեՕկո Վ.Ս., Պեստոսյան Լ.Գերկու համաոանցթ գլանների միջեւ եղած շերտում րսուրի չկայունացած շարժման ոչ սիմետրիկ մոդելըԽնդրի (ուծման համար կիրառվում Լ ո$ սիմետրիկ լարման թենգորով կոնտինոտւմի տեսությունը: Ստացված են անալիտիկ արտահայտություններ մասնիկների արագության Խ պտտման անկյանային արագության համար: Հաստատված է որ թսուրի հոսրի ստացիոնար ռեժիմի հաստատման ժամանակը փորրանում է Նավյե-Ստոթսի դասական արդյունքների համեմատությամբ: Ս՜իկրոկաոուցվածթի հաշվառման ազդեցությունը լուսաբանված է գրաֆիկների վրա:
Bondarenko V.S., Petrosian L.G.

Asymmetrical Mode! for Non Steady Motion of Lubricant in Film Between Two Co-centric Cylinders

Использована теория континуума с несимметричным тензором напряжений к решению задачи 
неустаяовившсгося движения смазки в слое между соосными цилиндрами. Получены аналитические 
выражения для скорости и угловой скорости вращения частиц. Установлено, что время разгона 
шипа, как и время установления стационарного режима течения смазки в слое между двумя 
соосными цилиндрами (шипом и подшипником) уменьшается (в зависимости от микроструктуры 
жидкости) по сравнению с результатами классической теории Навье-Стокса. Влияние учета 
микроструктуры проиллюстрировано на графиках.

Рассмотрим два соосных цилиндра, пространтсво между которыми заполнено вяз
кой несимметричной жидкостью. Пусть при этом внешный цилиндр неподвижен, а 

втуренний начинает вращаться под действием прилаженной к нему в момент է — О 
пары с постоянным моментом М. Найдем последующее движение внутреннего 
цилиндра, принимая во внимание трение его о смазочный слой.

Задача в такой постановке аналогична задаче Н.П.Петрова и будет соответство
вать случаю шипа, не несущего поперечной нагрузки. Задача о несимметричной мо
дели гидродинамической теории цилиндрического подшипника (задача Зоммерфель- 
да) рассмотрена в [1]. С практической точки зрения достаточно будет ограничиться 
приближенным решением, полагая просвет между цилиндрами малым.

Задачу в такой постановке решил С.М.Тарс [2]. Вышеуказанное решение было ос
новано на классической теории континуума. Однако, классическая точка зрения на
лагает сильные ограничения на пределы, в которых континуальное описание мак
роскопического поведения может успешно отражать тонкую структуру материала.
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Накопившиеся факты свидетельствуют о том, что классическая теория континуума 
Навье-Стокса не может точно предсказать поведение некоторого класса жидкостей и 
особенно течений через тонкие капилляры и узкие зазоры, так как не содержит 
механизма для объяснения наблюдаемых новых физических явлений. Такая потеря 
точности возможна в случаях, когда характерный размер системы (разность радиусов 
коаксиальных цилиндров) сравним с характерной материальной длиной вещества, 
значение которой обусловлено средним размером молекул или зерен, содержащихся 
в среде [3].

Это обстоятельство (совместно с другими недостатками классической теории 
континуума) привело исследователей к разработке теории несимметричных жидкос
тей.

Все более очевидно, что разработанные в последнее время положения теории 
структурных жидкостей могут успешно описывать неньютоновские поведения реаль
ных жидкостей [3]. В эту теорию введены два независимых кинематических век
торных поля, одно из которых представляет поступательные движения частиц жид
кости, а другое - вращательные движения частиц, характеризующие внутренние 
степени свободы, соответствующие им моментные напряжения [3-12]. Характерным 
отличием теории структурных сред с несимметричным тензором напряжений 
является присутствие масштабных параметров. Эти жидкости реагируют на мик- 
ровращательньге движения и спиновую инерцию, поэтому могут воспринимать рас
пределенные поверхностные и массовые пары сил.

В настоящей работе применена теория континуума с несимметричным тензором 
напряжений к решению задачи неустановившегося движения смазки в слое между 
двумя соосными цилиндрами.

Обозначим радиусы внутреннего цилиндра (шипа) и внешнего цилиндра (подшип
ника) соответственно через /?։ и /?,, длина шипа Н, а момент инерции враща
ющихся частей (шипа), относительно оси вращения Считая течение плоско-па
раллельным и отсчитывая криволинейную координату X вррпъ дуги окружности 
радиуса /?, , а координату у - вдоль внешней нормали к этой окружности, будем 

полагать величину Л = R-, - /?, малой по сравнению с и пренебрегать 

кривизной координатных линий (фиг.1).

Фиг. 1

67



Дифференциальные уравнения неустановившегося движения несиммет^, 
ной жидкости в смазочном слое имеют вид [3,13]

Эу, , \Э2у, „ Э<о
= ^ + 2у,—

Э/ ду оу

,ды , кд со „ Эу։А
/ —= (с.+^)—^-Зу, 2со+—(I

Э/ ду ду )

^-+М=0 

дх ду
(со = со։)

где Ух, У^-проекции вектора скорости соответственно на оси Х,у; СО - пр: 
екция на оси 2 вектора, характеризующего среднюю угловую скорость врг 
щения частиц, из которых состоит точка континуума; V - кинематическг 

ньютоновская вязкость; Уг - кинематическая вращательная вязкость; са 
коэффициенты моментной вязкости; I - скалярная константа с размерное 
тью момента инерции единицы массы.

В уравнениях (1), (2) пренебрегали действием массовых сил и моментов»; 
считали давление всюду постоянным, аналогично простого срезь. щегс 
течения Куэтта.

Дифференциальное уравнение вращательного движения шипа будет

(1С1— = м-м д։
где Мтр - момент сил трения.

Если принять во внимание, что [3]

Л/„=֊2яК2Нг0=-2Лй|2Яр(у+Уг)[^-1 =
I Л=о

1

= -р(у+у
I Л=о

то уравнение вращательного движения можно привести к виду

</м а р(у + у)^Эу А
~^ = ~ +--------------- НН (5)
Л т т \

При этом в (5)

и = ,т = -^— д = -^֊- (6։
' 5«,2 4 ЯК,
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Здесь То- напряжение силы вязкости на поверхности шипа, р - массовая 
плотность смазки, и - переменная скорость движения точки шипа при 7=0.

Мы предполагаем, что жидкость прилипает к стенкам цилиндров 
при у=0 и у=К, тогда начальные и граничные условия для поступательной 
скорости и угловой скорости вращения частиц будут:

при / = 0 Ух = 0, и = О, (0 = 0

при 7 = 0 (/>0), Ух=м, (0 = 0 (7)

при 7 = Л (/>0), ух = 0, (о = 0

Так как нестационарные гидродинамические задачи в рамках теории не
симметричной модели жидкости даже в простейших постановках имеют свои
ми решениями весьма громоздкие, сложные выражения, то мы приведем ни
же приближенное решение задачи. Идея метода состоит в приближенном 

учете инерционных членов Эух/Э/ и дт/д! в уравнении движения вязкой 
несимметричной жидкости [14]. Такой приближенный учет инерционных сил 
был сделан при решении задачи в случае классической ньютоновской жид
кости [2]. Вместо полных уравнений (1) и (2) будем рассматривать уравне
ния, в которых ускорения заменены их средним по толщине слоя значениями 
и которые имеют следующий вид:

1 д V
(8)

Лоо

= <9> 
А, о Э/

При этом условимся в дальнейшем всюду вместо Л писать Ло. Выраже
ния (8) и (9) зависят от I.

При таком осреднении уравнения (1) и (2) примут следующий вид:

Ф(0 = (у+У(.)^-“+2уг^ (Ю)
ду ду

/\|/(Г) = (сл+^)^-2у,| 2(0 + ^-1 (11)
Э7 ду )

Граничными условиями по-прежнему будут условия (7), а именно:

при 7 = 0 Ух=н(/), СО = 0;

при 7 = Л ух = 0, со = 0 (12)
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Разрешая (10) относительно ЭУх/Эу, получаем

н V 1 V
-—=---------ф(0?-2——со-С։ (13;
Эу У+Уг V + V,

Подстановка ЭУх/Эу в уравнение (11) дает

^^-к1а = -^—<р(1)у +—-—у(/)—С, , (14)

ОУ Са + С4 С. + С< С» + СЛ
где

Общее решение уравнения (14) есть

(15)

(О = Сг сЬСХ^) + С3 5Ь( - — <р(/)>> + У1՜ С, - —— у(7) (16)
2у 2у 4/У V

Подставляя (16) в (13) и интегрируя по у, получим

1 7 Л72 ? Л/2
V, =— <р(0/—7֊ С25Ь(*у)---- —С3сЬ(*у) +

2у к к (П)
V — V 1

+------- -С.У+—У(/Ь + С4
V 2у

где С, , С2, С3 и С4 - функции от времени.

Используя граничные условия (12) из (16) и (17), определяем С, , Сг, С3
и С4:

_,4. Му(/)Г11-сЬХ 1՜! ЛМ>(/)ГЛ'2 1֊сНХ Я иЛ
V |_Х вЬХ 21 V [ X зИХ 21

^(,)=4У(,)ЬА + »-сьх
4№у зЬХ 2узКХ 2у зЬХ

С4(/) = и +
1 1-С|1Х11г(Г)1

2А-у яИХ Ху зЬ X Ху 511X '

(19)

(20)

(21)
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где
1 , ( 4у V, ,

----------------------------- ;---------- г> Х=------------ '—
] у, + V, б1։Х 9лг2(1-с11Х) ^У+V, с. +с, )

V V X ХзЬХ

(22)

Подставляя эти значения и (0 в правые части дифференциального 
уравнения вращения шипа (5) и выражений (8) и (9), с учетом (18)-(21), при
дем к равенствам

? Р(у +У,)А Ц р(уу)АЛ° (//2ЛГ2 1-С11Х । Л
Л т тЛп 2тч I ХзЬХ )

(23)
р(У +V, )/А ( 1 - сИХ Д . .

— 2—-----— +1 ф(7)
2ту \ Х$ЬХ )

44 ' 2у Л |ДЗ Х.ФХ X ) 2( V V Х.ФХ )

х[2^1^+ЛЪ^»(2к^+Лх
I ХЛХ Л 4у Л V Х$ЪХ )

Г, ,(, V, 2у, 1-։ЬХУ1 Ли Г, А( V, 2уг 1֊с)1АД
V у у ХбЬХ ;] Л 2^ у у ХЛХ 2]

(24)

Введем следующие безразмерные величины:

и'
и рУ 

---- = и——>
и. А

V ©=4/. п = р— 
т

ф(9)=Р^.ф(/), ч>(0)=р£ф(/) 

Я Я

(26)

I 
~ ь2 *

«Лп
Здесь 1] =—— - предельное значение скорости точки шипа (при у =0) 

ру
при / —> оо, относящегося к классическому случаю ньютоновской жидкости 

[2].
Тогда, уравнения (23)-(25) в безразмерной форме примут следующий вид:
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<1« 
----- - п

<16

1-С11Х

ХхЬХ

1-сЬЛ
(27)

2 <16 [\з ХзИХ X2 ) 2 к V
2у, 1-сЬХА—----- хV Хвьх 7

хи2к^+ЛЪ1«Г21г^+Х
I ХяИХ /I 4 <Я V ХвЬХ )

( V 
х 1-4 1—'-

к V

2у 1-сЬХЛ1 <1и Г. А(, V
—----------- +  1 1—-

V ХзЬХ )] <16 [ 2^ V

(28)

2у, 1-сЬаЛ1
V ХзЬХ /]

Так как при ( = 0 V, =0, и = 0 и <0 = 0 , то из (16)-(21) следует, что 

<р(0) = 0 и ф(0) = 0. Тогда, принимая во внимание (26), получим 
следующие начальные условия:

при е = о и = о, ф(о)=о, ¥(0)=о (зо)

Уравнения (16) для 0) и (17) для скорости Ух, с учетом обозначения 
(26), в безразмерном виде запишутся так:

® =<^ с1<^)+<^ху)-֊Ф(е)/ ^0) (31)

А =7Г=\^У" -^с;5ь(х/)-^с;сь(х/)+ 
и £ К К

+ ^^</+^(0)/+^

Здесь

с,‘=^с,, с2‘=^с2, с;=^с„ 
я ч ч
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Решения (28) и (32) переходят в классические при V, = 0 (2) и (31) дает 

со = О.

Так как V, V,, Са, не отрицательны, то X • действительное число.
Структурная несимметричная жидкость, помимо обычных безразмерных па

раметров, встречающихся 8 теории ньютоновской жидкости, обладает новыми 
скалярными константами, связанными с учетом вращательного движения частиц. 
Несимметричная жидкость характеризуется тремя физическими константами V, 

V, и (с.+с,) в отличие от классической ньютоновской жидкости, которая ха

рактеризуется лишь одной константой вязкости [3]. Параметр Уг имеет размер
ность вязкости. Поскольку он появляется в результате учета вращательного дви
жения частиц, то естественно его называть вязкостью вращательного движения 

или просто вращательная вязкость [15]. характеризует сопротивление враща
тельным движениям подобно тому, как сдвиговая ньютоновская вязкость харак

теризует сопротивление поступательным движениям. Константа (с^+с^) имеет

Г 1Гг21 > (с» +с* I2
размерность V Ь , и с ее помощью можно составить параметр I = ---------

I Л и к 4У 7

который имеет размерность длины. Параметр / может быть отождествлен с не
которой характеристикой вещества, зависящей от размера молекул (под
структуры).

Структурные несимметричные жидкости характеризуются двумя безраз
мерными параметрами.

Параметр связи №, определенный формулой М харак
теризует связь уравнений (1) поступательного и (2) вращательного движений. 

Когда У,—»0, получаем /V—»0, эти уравнения разделяются, и уравнение 
поступательного движения (1) сводится к обычному уравнению Навье-Стокса.

Второй важный безразмерный параметр I. представляет собой отношение 

зазора между стенками внешнего и внутреннего цилиндров = /?2 — к 

характерной материальной длине / , то есть

£ = (или к = АЛ0=-^- = МС)

Это число характеризует взаимосвязь между геометрией и свойствами 
жидкости.

Можно ожидать, что эффекты несимметричности жидкости будут значи

тельными, когда / либо велико (что соответствует большому размеру под

структуры вещества), либо зазор между цилиндрами мал.
Большое значение I означает большой зазор между цилиндрами или малую 

характерную материальную длину / . В этом случае влияние микроструктуры 

73



жидкости незначительно. Здесь, по-видимому, представляет интерес второй 

случай, когда зазор между цилиндрами мал и сравним с I .
Чтобы показать влияние учета микроструктуры жидкости (смазки) на зна

чение V х и U, используем их значения, полученные Таргом [2] при анализе 

решения классического случая. Для и и vх имеем [2]

и = ОЯ, 1-expV | (33)
pv k J

(34) 
pv l A>A J I

Из (33) видно, что скорость точки шипа (при у = 0) при / —> <» стремится

к предельному значению U =—-. Заметим, что и будет отличаться от V 
pv

менее чем на 1% по истечении промежутка времени для которого
УЯ

ехр =0,01. Отсюда

4,6—= 4,6— 
vzi pvS/f,

(35)

Если, в частности, считать, что вращающееся тело представляет однородный 
цилиндрический вал, концы которого являются шипами, и если принять, чо пол

ная длина вала в /, раз больше длины смоченной части Н , то будет 

/։ =0,5/?։2/л։ = 0,25/?։3р։57| и формула (35), определяющая время разгона, 
имеет вид

/,=1.15/, *А£1- (36)

V Р
Следует отметить, что для подшипника 1у буррт невелико: порядка нес

кольких секунд. Если принять, например, /,=10, у = 2сму/, р,=10р, 

/?, = 5 см, Ло = 0.05 см, то получится /։ = 14 с.
Был произведен численный эксперимент для исследования системы диф

ференциальных уравнений (27)-(29) при начальных условиях (30) для раз-

V /
личных значений '/ и д. Результаты этих исследований были использова
ны для построения профилей скоростей для различных моментов времени.

На фиг.2 представлены графики зависимости безразмерной скорости дви

жения точки шипа (при _у=0) от безразмерного времени 6 (для рассмотренной 

задачи 0 = 800/) при различных значений (при Х = 1). Кривая 1
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построена для - О (классический профиль - ньютоновская жидкость).

кривая 2 - для ’/ =0,5, кривая 3 - для = I, кривая 4 - для = 9.

Как видно из этого графика, с увеличением отношения скорость

точки шипа уменьшается по сравнению скорости для классических, жид
костей Навье-Стокса, где внутреннее вращение не учитывается. С увеличени-

Фиг. 2

На фиг.З, 4, 5 представлены профили безразмерных скоростей смазки в 
слое между двумя соосными цилиндрами для разных моментов времени при 
'''/ — 0, — 0,5, - 1 ( при X = 1 ).
/V ’ /V /V
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Фиг. 5

- v / 
Как видно из приведенных графиков, с увеличением значений У

уменьшается время установления стационарного режима течения смазки в 
слое между двумя соосными цилиндрами.

Литература

1. Петросян Л.Г. Задача о несимметричной модели гидродинамической тео
рии цилиндрического подшипника (Задача Зоммерфельда). - Изв. АН 
АрмССР, Механика, 1989, т.42, №3, с.54-64.

2. Тарг С.М. Основные задачи теории ламинарных течений. - М.-Л.: ГИТТЛ, 
1951. 420 с.

3. Петросян Л.Г. Некоторые вопросы механики жидкости с несимметричным 
тензором напряжений. - Ереван: Изд-во ЕГУ, 1984. 308 с.

4. Grad Н. Statistical Mechanics-Thermo-dynamics and fluid dynamics of sistems 
with an arbitrary number of Integrals. - Commun.pure appl.math., 1952, vol.5. 
№4, p.455-494.

5. Аэро Э.Л., Булыгин A.H., Кувшинский E.B. Асимметрическая гидромехани
ка. - ПММ, 1965. т.29, вып.2, с.297-308.

6. Нгуен Ван Дьеп, Листров А.Т. О неизотермической модели несимметрич
ных жидкостей. ֊ ИАН СССР, МЖГ, 1967, N?5, с.132-136.

7. Петросян Л.Г. Исследование гидродинамического поведения многокомпо
нентного континуума с асимметрическим тензором напряжения.1. 
Основные уравнения. - Уч.записки, ЕГУ, 1976, №3,с.56-63.

8. Петросян Л.Г. Исследование гидродинамического поведения многокомпон
ентного континуума с асимметрическим тензором напряжения.2. Фе
номенологические уравнения. Перекрестные эффекты. - Уч.записки, ЕГУ. 
1977, №2, с.74-80.
9. Петросян Л.Г. Исследование гидродинамического поведения многоком

понентного континуума с асимметрическим тензором напряжения.3. При
стеночный и приосевой эффекты в пуазелевском течении суспензии. - 
Уч.записки, ЕГУ, 1978, №2, с.46-54.

76



10. Петросян Л.Г. К построению модели магнитной гидродинамики несиммет
ричных жидкостей. - ПМ, 1976, т.12, №11, с.103-109.

11. Петросян Л.Г. О модели электродинамики с несимметричным тензором 
напряжений. - ЖТФ, 1979, т.49, вып.З, с.481-487.

12. Петросян Л.Г. К построению неизотермической модели электрогидро
динамики с несимметричным тензором напряжений. - ПМ, 1980, т. 16, 
№4, с. 108-114.

13. Петросян Л.Г. Моментная гидродинамическая теория прокатки. - ПМ, 
1982, т. 18. №4, с.116-121.

14. Слезкин Н.А., Тарг С.М. Обобщенные уравнения Рейнольдса. - ДАН 
СССР, 1946, т.ЫУ. №3, с.205-208.

15. Де Гроот С., Мазур П. Неравновесная термодинамика. - М.: Мир, 1964. 
456 с.

Ереванский государственный университет Поступила в редакцию

22.10.1992

77
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ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ

ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ

Մեխանիկա 47, N° 3-4, 1994 Механика

УДК 539.3: 534.2

О СДВИГОВОЙ ВОЛНЕ ЛОКАЛИЗОВАННОЙ ВДОЛЬ 
ДВИЖУЩЕЙСЯ ГРАНИЦЫ РАЗДЕЛА ПЬЕЗОЭЛЕКТРИКОВ.

Белубекян М.В. Белубекян В.М.

Մ.Վ.Բելուրեկյաե. Վ.ՄԲելուրեկյան.

ՊիևզոԱեկտրիկների շարժվող բաժանման սահմանում 
տեղայնացված սահքի ալիքի մասին

Հետազոտվում է երկու պիեգոէլեկտրիկ կիսատարածաթյունների հարաբերական 
շարժման ազդեցությունը Ստոունլիի տիպի մակերնւաթայիև սահքի ալիքի վարքի վրա: 
Ցույց է տրված, որ գոյություն ունի հարաբերական շարժման սահմանային արագություն, 
որից մեծ արագությունների դեպքում մակերեւաթային ալիքը վերանում է:

Belubekjan M.V., Belubekjan V.M.

About Shear Localized Wave Propagation Along the Moving Surfaces of Piezoelectrics.

В настоящей статье рассматривается влияние относительного движения двух упругих пьезоэ
лектрических полупространств на характер распространения поверхностной сдвиговой волны типа 
Стоунли. Показывается, что существует определенная скорость относительного равномерного дви
жения, превышение которой приводит к невозможности поверхностной волны. При меньших ско
ростях возможны как одна, так и две различные скорости поверхностной волны.

Вопросы распространения упругих волн в движущихся средах исследова
ны во многих работах [1,2]. Особый интерес представляют движущиеся сре
ды, взаимодействующие с электромагнитным полем [3].

1. В прямоугольной декартовой системе координат (x,j,z) плоскость 

(xOz) является границей раздела полупространств из разных пьезоэлектри
ческих материалов класса бтт. Упругие и пьезоэлектрические характеристи

ки материалов различаются индексами 1 для полупространства у > 0 и 2 для 

полупространства у < 0. Система координат считается привязанной к полу

пространству յ»>0, а полупространство J < 0 движется относительно систе

мы координат по направлению оси Ох с постоянной скоростью Vo.
Уравнения задачи антиплоской деформации с учетом относительного дви

жения полупространства у < 0 имеют вид [4]:
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е'"
С;ли՜ = —уЧ Дф, = —ди' (и)

ст՜ е,

С}ЫР2 = ^ + 2К^-^^, Дф,=^-ДИ< (1.2)

ст д1ах ах՜ ‘ е2

где IV - упругие перемещения в направлении оси z,

С,2 = ^(1 + Х,), Х.=֊С>. = 1 = 1,2

Р, Е.Од

* модули сдвига, - пьезоэлектрические модули, £։ - диэлектрические 

проницаемости, %։ - коэффициенты электромеханической связи, - век

торы напряженностей электрического поля, р։ - плотности материалов.
На границе раздела у = 0 принимаются условия скользящего контакта 

(касательные напряжения равны нулю), условия непрерывности касательной 
составляющей вектора напряженности электрического поля и нормальной 
составляющей вектора индукции электрического поля. Указанные условия 
для пьезоэлектриков класса бтт имеют вид [4]

а»
су су

а<р, (1)ди;
1 ду " ду

-Е £^ + е,:
2 ду 15

дщ 
ду

Задача состоит в нахождении решений уравнений (1.1), (1.2), удовлетво
ряющих граничным условиям (1.3) и условиям затухания на бесконечности

lini = О, lim ф, = О, lini W} = 0, lim ф, = О (1.4)
jr—>’ео у->-со

Искомое решение, в виде гармонических волн, распространяющихся в 
направлении оси Ох, представляется следующим образом

= /1,е ехру(й>/-кх) (1.5)

ф, = [ Де + —Л.е |expJ(ej/֊Ах)

I е. )

W2 = Л,е ° 'p n' exp j(w/ - Ах)

ф2 = | |ехр jfat-kx)
k е2 J
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О) С,где Т] =------ , р = —, 0 =-----
АС, С։ С,

В дальнейшем для определенности принимается 0 < 1. При этом нетрудно
показать, что решения (1.5) будут удовлетворять условиям затухания, если

-1<Т)<1 при 0<р<—-1 
е

(1.6)

(1.7)4+₽<п<1 при---- 1<р

Отсюда следует, что при р 1 + 0՜' локализованная волна не существует.
2. Подстановка (1.5) в граничные условия (1.3) приводит к системе однород

ных алгебраических уравнений относительно произвольных постоянных А։, В,,

Вг. Приравнивание нулю детерминанта системы дает следующее уравне
ние, определяющее безразмерную характеристику Т| фазовой скорости по
верхностной волны

г(т]) = Л/>-'П271-02(/’-т1)2 -

1
е, +е2

Л^Л/Г^ + Ь^71_62(р_т1)2 

1 + %2 1 + Х>

(2.1)
= 0

Вначале рассмотрим предельные случаи —> 0 и Е2 —> 0 . При Е։ —> 0 
скорость локализованной волны определяется по формуле

П2 = 1֊а?, а, =х1(1+%1)՜1 (2.2)

что совпадает со скоростью поверхностной волны Гуляева-Блюстейна. В этом 
случае волна существует независимо от скорости относительного движения. При 

Е2 —» 0 имеем

т] = р±9'71-а? (2-3)

Из (1.6), (1.7) и (2.3) следует, что локализованная волна существует, если

р<1-0'|>/1-а2 (2.4)

В случае одинаковых пьезоэлектрических материалов класса бтт (0 = 1, 

е1 =е2> Х։ =Хг = Х) Уравнение (2.1) приводится к виду

Г,(п) = л/'-п2л/։-(р-п)2- * 4>/1-л2 + л/Мр-п)2]=0(2.5)

Для того, чтобы решения (1.5) были бы затухающими при у —> ±оог необ
ходимо, чтобы корни уравнения (2.5) удовлетворяли условию

-1 + р<Т|< 1 (2.6)
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Из (2.6) следует, что при р > 2 локализованная волна не может су
ществовать.

Вычисляя значения Г, легко заметить, что при

Р՝՜ < 1֊а;, а, =х(2 + х) ' (2.7)

существует по крайней мере один положительный корень уравнения (2.5). Из 
уравнения (2.5) также следует, что если /?՝==] -СС и если 1]. является кор
нем уравнения, то I] = р — Г|. также является корнем. Т.е. в этом случае воз
можны две волны, локализованные вдоль границы раздела полупространств .

На графике (фиг. 1) показана зависимость скорости локализованной вол
ны от скорости относительного движения для пьезокерамики Р2Т65/35. 
Аналогичные графики получены также для окиси цинка (2п0), сульфида 
кадмия (Сд8) и титаната бария(ВаТЮ3). Для указанных материалов коэф

фициенты электромеханической связи % имеют следующие значения: 
X =0.320; 0.111; 0.037; 0.479.

В табл.1 приводятся значения одной безразмерной скорости по
верхностной волны Г), для разных значений р.

Значения второй скорости получаются при р~ > 1 — 0Ц и равны р - Т|..

х\р 0.4 0.8 1.0 1.2 1.6 1.8

саз 0.99983 0.99984 0.99984 0.99984 0.99983 0.99983
ИпО 0.99858 0.99861 0.99862 0.99861 0.99858 0.99851
РИТ 0.98978 0.99039 0.99044 0.99038 0.98971 0.98823
Во НО, 0.97937 0.98103 0.98115 0.98097 0.97895 0.97384
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