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СТРИНГЕРОМ

ГРИГОРЯН Э. X., ТОРОСЯН Д Р

Рассматривается задача для упругой бесконечной плас
тины, усиленной двумя одинаковыми взанмно-перпенднкуляр 
ними бесконечными стрингерами или, что то же самое, уси
ленной крестообразным бесконечным стрингером. Пластина 
деформируется под действием сил. приложенных к кресто
образному стрингеру, симметрично относительно его центра 
н направленных к центру стрингера или наоборот. Задача 
заключается в определении контактных усилий, действующих 
между стрингером и пластиной.

С помощью преобразования Фурье задача сводится к решению 
системы разностных функциональных уравнений относительно трапе- 
формантов Фурье контактных сил. Дается замкнутое решение этой 
системы функциональных уравнении. Получены асимптотические фор
мулы, характеризующие поведения контактных сил в окресностн цен
тра и далеких от него точках стрингера.

Пусть упругая бесконечность пластина толщины /։ усилена кресто
образным бесконечным стрингером с модулем упругости и с пло
щадью поперечного сечения /*\. Пластина деформируется под дейст
вием сил Р6(х—л)6(т/), Ро(х4-ц)''( у), (Щу—а№(х), О'՝(У'Ьа)'Хх) 
(фиг. 1). Относительно крестообразного стрингера принимается мо
дель контакта по линии, то есть считается, что контактные касатель
ные усилия сосредоточены вдоль средней линии контактного участка, 
а для пластины предполагается, что во время деформации она нахо
дится в условиях обобщенного плоского напряжённого состояния. Тре
буется определить контактные напряжения, действующие под стринге
ром.

В силу вышесказанного, уравнения равновесия стрингера запи
шутся в виде

р
0(х֊О'(|,(О^ Ч--------- (Н(х4-а)—6(х—л)|= 1 Г
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где О (л՛)—функция Хевисайда, и°Цх), ‘гИ|>(//)—горизонтальные н 
вертикальные перемещения стрингера соответственно, ^<2,(у)
—интенсивности горизонтальных и вертикальных контактных касатель
ных сил соответственно.

Из постановки задачи нетрудно заключить, что х<։>(лг) н 
нечетные функции.

С другой стороны имеем

/, «Ù21 (З-УХИ-У) м л _ (1±^...
rf.v J t - X 4Е- (х։ V)=

rfy 4~Е Лч~У •)-£■.՛ (у’+/։)՛ 
— ОО — О»

(-оо<л-,у<оо)

где v—коэффициент Пуассона материала пластины, а Е—ее модуль 
упругости, //‘•'Цд'.у), 1»(2Чх,у) ֊горизонтальные и вертикальные пере
мещения пластины соответственно.

Теперь, удовлетворив условиям контакта

du^(x) = du^(x,0) ֊сю<х<оо 
dx dx

dk)W . . do<2) .
—_(y)= (O.y).
ay a y

-oo<y<oo

и имея в виду нечетность функции •։<l>(x) h i(î>(y). получим

=->։J e(z-x)-.i0(/)d/ p>fi(a-x)

- |Y—+—- — I ֊֊^֊ =
nJV(— y >)+y ! -Ц/'+у')

0 0

—-՛c Ja( ч-y)^( ’;)</’!+ Q' oH(« - y)

H)

где

Л='+1
3-v

4ЕЛ
fsG(3—)(i֊i--)
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Таким образом, задача свелась к решению системы сингулярных 
интегральных уравнений (I). Решение системы уравнений (1) ищем 
в классе функций, равные нулю при нулевом значении аргумента и 
суммируемые на полуоси [0, оо). Для решения системы (I) сделаем 
замену переменных х=ае1', ■1-=аеи, ч=а • е", у=а ■ е™, получим

ЧА -՛•>•)

=— 'i. |0(«—7i):<,>(<ie")d« + /P|B(—-а) (2)

(—оо<-о<сю)

I Г/ 1 , 1 \ .... 2Д ГЦ-<;•։»-«>)
— ---------- --1-------------- \-S-,(ue")dii---------I !---------------- i-.(l>(aeu)rfu=■J\l—e6'՜" l-f-e““ 1 п J(!+(>’<“-“>)

и — w)-v,(ae“)du iQft(-w)

(—oo<w<oo)

где /=)„<։, Q,= —, P,= —.
a a

Применив к (2) преобразования Фурье, задачу сведем к решению 
системы функционально-разностных уравнении

«clh ֊ ;(‘>(a)+/а(а+‘)Л ^>(a)+ (з)

“ sh —
2

« . Cth^ >(«) |- 7">(a)+>.-J,,(a—)=>Q,
- sh —

2 
(֊ l<lma<0) 

где

|-.։*>(ое“)е”“Л/ (Л=1,2)

Сложив первое уравнение системы (3) со вторым, а затем высчитав 
из первого второе, получим два независимых функциональных урав-
пення

К1(։)?!<։) : '».(’ -()='■/< 
К։(»)?։(») !֊'?։(։—0=>Лг

(!)
(5)

(-1<1п1><0)
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где

?,(։)= ■: '>(։) —(։)=т!М(։)— т<։1(а),

К։(о) = —

/<,(») =

а/сй^—1(а •>։

511 —
2

Сначала рассмотрим уравнение (4) н его решение ищем в виде

?■(’)=• Т1(«֊<)=------------- (6)

ей — 511 —
2 2

где Г(а)—известная функция-гамма.

Подставив выражения ։р|(а), <р։(а— <) из (6) в (4), получим 
функциональное уравнение

яЬ— 
2. ՝ <7>

Г (1 4-/а)

при условии

7\(-/)=0 <8)

где

сИ 4-

Для решения (7), (8), рассмотрим функциональное уравнение 

(9)

при условии

)',(-<՛)=։ <։°)
Решение уравнения (9) при условии (10) строится методом, изло

женным в работах [1,2], и имеет вид
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>'։(։)=ехр| — у |(с111я(։-5) + с1Ьп.5)||1Д1(։)</х|

(—1<| тз<-<0)

Итак, мы представили В։( ։ ) в виде

я։(«) У(~] (—։<1||”<0) (И)

Имея в виду (II) и разделив обо части уравнения (7) на эЬга, полу
чим

_ _ )./?, Г.(а—։)5Ь -
)Л1(»)Л(7) ,'>'■(»-<՛)/՛,(»-!՛) =_____________2

511»а 1 з1к֊(а—/) $ЬкаГ(1+/а) ՝

Дале, применив к (12) обратное преобразование Фурье и имея в виду 
теорему Коши о вычетах, получим

Л-. I >7>)7,(») I , ' р 
I ։Ь™ | (I *>.«»)

К,(։— /)бЬ — ’
2

Г(1+/»)։Ька

(13)

где Р—преобразование Фурье, а А՝՜1 —обратное ему преобразование.
Теперь применив к (13) преобразования Фурье, при этом имея в 

виду теорему о свертке и, нто

1 ■ ՝>е" | ։11п։
( —1 <1ш։<;0)

будем иметь
—с

•,/?( 'V Л(֊’֊ '4311 ֊2
Т1М= - ад ■֊> *

/г—се

(—1<1т««0)

Для дальнейшего определим значения ср|(«) при а=—/, после 
чего получим

- Л՛_ 1(1 г'х)сЬ— 

(-1«0)

Итак, мы определили ), а тем самым и '?](1пг) = +
4-тР'(лг)

7



ДО(аг) 4 -.о»(аг)= — z >՝ th2Н ch^

(-1<֊<0. 0</<~) (14)

Заметим, что если ВДт.) представить п виде

йЫй (-ШХ-ЖУ)
2(1+й)"> н (։—у (15)

si(֊<)=(i “)•

то )',(։) из (9). (10) определится в виде

Г.(’)=(у «й֊'))՛ ՛ 1(1 H^M«)

(16)

ф (։) = П Г(3-'^<Ч)ЧЗ֊»+<7„~1Г(2» ■ I ' га)(1 -г..)И-^1+<<)°'-»
1 п-1 !’(/«—/»„)Г(/з /։«)Г(2«+2—Za)(2zz.-! I)2"՜՛

где а„—нули функции /',(?). расположенные в порядке
0<Clnia„<Iman+i и Re։„>—I (л- I. '.. ). а т„ —сопряженные с ։« и 

Я,(—։л)=0. Исли корни мнимы, то вместо множителей в произведе
ниях (15) и (16). соответствующих сопряженным корням, надо поло
жить единицу. Известно, что ։, положительно мнима 1пта1^>0 |3|. 
Отметим также, что

|’п|=4л-1-0^—-') при л—оо

Поступая аналогичным образом, как это делалось выше, решение 
функционального уравнения (5) ?2(т) представится в виде (6), толь
ко здесь индексы одни надо заменить индексами два. а в (16) под 

надо понимать нули функции ВДт), Тогда

т">(Я’)—.«!(<,г)= J֊ /՝£iw:=w г.,.(1г
2՜-! ci 21 **')

(—1<֊<0. 0<г<оо)

Для получения асимптотических формул для функции <р,(х) = 
= тт(ал')4--.|г>(ох) при .г—0 н л—оо, исследуем полюса аналитичес
кого продолжения функции <?,(։) Проще всего это сделать, обраща- 
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ясь к уравненью (4) (4.5]- Сперва исследуем полюса функции »,(».) 
(здесь и в дальнейшем под <р։(։) будем понимать и ее аналитичес
кое продолжение) при lm։«s —I. Так как »,(—I) конечна, то из 
(4) следует, что -ï,(—2i)=/?,. Далее, поскольку ®։(—2Ï) конечна, 
то, как следует из (4), «=—Зг будет простым полюсом для ?,(։)• 
Если а ; 31 является простым полюсом, то à=—4/ тоже будет та
ковым для ё։(х). Далее, поскольку ։=—4£ является простым полю

сом для ։?,(»), то о 5< будет для ÿi(’) двукратным полюсом (4). 
Из (4) следует также, что ։=—6Z- двукратный полюс для ?։(»). Так 
продолжая, мы убедимся, что функция ?,(։) имеет при lnu€ 1 
полюса только в точках « — /|2и |-1), <(2л-| 2) (« = 1,2,...) с крат
ностями и.

Теперь исследуем полюса функции ?։(») при lm«X). Для этого 
заметим, что поскольку точки тк. — ik (4=1,2 ..) - пули функции 
А,(х). то нз (4) следует, что они могут быть простыми полюсами 
функции ?!<»). Из (4) нетрудно заключить, что при этом точки 
։=։*+»«, ։=— 4k-\ i'i (и —1.2, ..) тоже могут быть простыми полю
сами f։(x). Значит функция ։,(։) при 1m։ 0 име.г полюса только в 
точках ։=։^4-1И, ։=— лк-\ in (4=1.2,..., н=0,1,2„.) и притом простые.

Так как определили аналитические свойства функции <pi(։)> пе
рейдем к вычислению интеграла в (14). Замыкая путь интегрирова
ния сверху, получим формулу

т։|։(аг)-|--:1’»(сг)=։ЛО|1г«՛ . v (-i.)"A„Â.c"i“’-|- 
П — I

при 0^г<Д

а замыкая снизу—формулу

л։»(Дг)+тС1(«г) -|Л<?1г֊’-/Л«/>г-'-г-’((Л<;'’-рЛГ4||и)- 

-г-6(»/1£«+ДОТ||и) i-0(c- г( 1 + 1пг+1нгг)} (19)

при г-»со,
где а։=(й(ш>0),

Res-pI(a)=Resç ։(։։)=A<’*>, Res(f,(—։։))=՛
Res<f,(«*Ч-'«) ( ֊ '■ )nb„kA^k\ Rescfjf- «» 4֊ ։«)=(—/ yb„kA՝-;J.

"1 " 1
4»*" П —---------— , 4„։ = П --------=--------- ,

1 K|(»»+'p) 1 A’i(—’»-H.'')
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^o*— Ь

2>.(/?։ Osin —
>■.>=-։-------------------------

,„^1п^+2л)

Л<“»>=
2X(/?։ — »,(a։ — <) sh

Л’՜,'*’
(^ь^֊2/л)й.

A՛” =Res?,(—АО (А=3,4,5,6).

Л(*|= lini ։ |(։+,*)’?,(01 (*=5.6),

4<(1-Л)/?, ^24,((-ЛИ/?, Л,,_М1|ЗДМ<<)_
-1 тё?Л ' _| »л

2(1+7Л)Д<!՛, A^K,(-5l) ArldK,(t) I

X X da |,..-s,:
л Л 87(1+ЗЛ>Д<Л ։ л,4, =_ .

|(»+40®,(’)||։ ; •

Отметим, что все вышеприведенные коэффициенты вычислены с 
помощью (I). Осталось вычислить После вычисления .4£’> вычеты 
Л<2>։ и Л^ будут даваться в конечном виде. Приступив к вычислению 
Л^. дифференцируем обе части равенства (•!) и поставим а = —г. По
лучим

л<’>=_Ц=£1^(1)| .
Л а 9- |։—I

где

ЛР)= d<T,(a-l) I = dip^a) I
da I.--7 da |а--г/

Далее, умножив обе части равенства (4) па а-|-/А (А=2,3), после че
го продпфферепппровав, положим а=—/А В итоге получим

Л"3'=г("?~/?'^1(։+2/)Л'։(’)1' 2՛՜ x?’l^i(»)(1>;4-2‘)]. -л)
Л<„'>= 'i /7,-к,(-з/)л!,։’֊д'2: — к,(а) |

ч do- |а—-з/ 

где
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«։
Аналогичными рассуждениями, которые были сделаны выше, 

можно убедиться, что функция <т.,(т) при 1шк 1 имеет те же по
люса, что и ?,(։). При |т։г-0 полюсами функции будут точки 
а=^+/л, » - р*-| ։п(к 1,2,..., п 0,1...). где ₽*, — нули функ
ции Причем полюса функции ?։(а) имеют те же свойства, что
и полюса ?,(։) Тогда асимптотические формулы для ?.(1пг) будут 
иметь тот же вид, что и формулы (18), (19), только в этих формулах 
надо заменить на Зд., — Эд. соответственно, /<,(։) на Х.(з),

а ?1(’) на ?։(«).
Таким образом, искомые интенсивности контактных напряжений 

и их асимптотические формулы можно получить элементарным обра
зом, исходя из (11), (17) и (18), (19). что и требовалось при поста
новке задачи.

В частном случае одного горизонтального бесконечного стрингера, 
задача сводится к решению функционального уравнения

«Cth у Т(а) I >т(а—/)==;Р, ( — 1<1т։<Т)) (20)

где -(,) = :<՛>(։).

Решение функционального уравнения (20) можно получить, если 
в (6) полагать, что KJaJs!, то есть

)Р кт Г’W=֊^ 2 Ф«> I----------------------------------- ds
2 2 „2, sha(l—S)chy I (1+/з) 

(-1«0)

Отсюда, для т(—() получим
/T-1-оэ

4֊')=֊^f---------------- -------------------ds (-1«0)

- . sh—sch у 1(1-1 '■՝՛)

Здесь опять для исследования аналитических свойств функции 
т(։1 удобно пользоваться уравнением (20). Рассуждениями, аналогич
ными тем, которые были сделаны выше, легко убедиться, что только 
точки а==։(2/։4-1). •! -/(2k ■ I) (л=0,1..., Л=1,2...) являются полю
сами функции т(։) и притом простыми. Исходя из этого, можно по
лучить следующие формулы для -.(ах):

-.(ax)=i^ (0<х<1) (21)



’(ах) А^+։>х֊™-։ +О(х-2я։“3)

При X—ОО, 

где и 5?| + 1) —вычеты функции <?։(а), соответствующие полюсам 
а=—/(2А I), а=/(2«ф1). соответственно, которые даются с помощю 
рекуррентных соотношений

й<?п+1>= 21' р \ (»=1,2,...)
»(2«֊|-1)\.4и ֊՛ /

2Г/ - Хк -5(_п=^(т(0)_р։). .(0) =-(Р1-т(-/))

А(г»+1) = (р։+^*_ ±)д(г»֊ь) (*=2.3...)

д։։)=Ш^

Тот факт, что в точке приложения силы в подобных задачах кон
тактные напряжения имеют логарифмическую особенность, следует 

из (21) при х—>1, поскольку в<2?+‘> при п—оо имеет порядок —. 
п

Л PROBLEM FOR ELASTIC INFINITE PLATE.
ARMED BY CROSS-FORMED INFINITE STRINGER

E.'KCH. GRIGORYAN. D. R TOROSYAN

ԽԱՉԱսԵՎ, ԱՆՎԵՐՋ ՎԵՐԴՐԱԿՆԵՐՈՎ ՈՒԺԵՂԱՑՎԱԾ ԱՆՎԵՐՋ ԱՌԱՁԳԱԿԱՆ ՍԱԼԻ ԽՆԴԻՐCէ. Խ. ԴՐԻԴՈՐՅԱՆ, Դ. Ik ԹՈՐՈՍՏԱՆԱ մ փ ո փ ո ւ մ
Դիաարկված Լ անվերջ սալի ե նրան ամրացված խաչաձև վերդրակնե- 

րի փոխազդեցության խնդիրր, երր սայր ձդվում I; անվերջում г հէնդիրր 
(Ոէծվսւծ ( ֆուրյեի ձևափոխությունների օդնոլթյամր։ Ստացված են խնդրի 
փակ լուծում ր ե կոնտակտային լարումների ասիմ սրոոտիկ ր անաձևերր։
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1ГЬ)ишС|>1|ш 47. № 1—2. 199-1 Механика

УДК 539.3

ОСЕСИММЕТРИЧНАЯ КОНТАКТНАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ 
СОСТАВНОГО УПРУГОГО ПОЛУПРОСТРА! 1СТВЛ

ПАПОЯИ С. О.

Исследуется осесимметричная контактная задача для 
упругого полупространства, имеющего цилиндрическую вы
емку, в которую вложен цилиндр из другого материала На 
обшей торцевой плоскости действует жесткий штамп. Ре

шенке задачи сведено к интегральному уравнению, затем—к 
квазивполне регулярной системе.

В работе исследуется осесимметричная контактная задача для 
упругого полупространства, имеющего цилиндрическую выемку, в 
которую вложен упругий цилиндр из другого материла Контактные 
задачи для упругого полупространства с выемкой рассмотрены в ра
ботах [I I]. Задача решается при помощи функции напряжений и 
сводится к интегральному уравнению, а затем—к квазивполне ре
гулярной системе.

Упругое полупространство имеет полубесконечную цилиндриче
скую выемку радиусом г=1, в которую вложен упругий полубесконеч- 
иын цилиндр из другого материала с радиусом г=1. Цилиндр по бо
ковой поверхности полностью сцеплен с полупространством (фиг. I) 
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Па граничной поверхности составного полупространства действует 
гладкий жесткий круглый штамп, радиус которого больше радиуса 
выемки а>1, то есть линия раздела материалов останется под штам
пом. На плоской граничной поверхности полупространства вне штам
па заданы нормальные напряжения. Трение между штампом и полу
пространством отсутствует. Упругий цилиндр имеет механические 
постоянные (г\, »„ а полупространство с выемкой—£?։.

Граничные условия и условия контакта имеют вид.

,0) ֊0 (0<г I) (П

Ц'>(г,0)=с (0г=г<1) (2)

т<-;>(г,о)^о (1 с<ос) (3)

6/0>(Г.О) =։( |.2>(г,0)=;(г> (<։<г<ос) (1)

{/<•>( 1, :)=Цг>( 1Ц»( 1 ,<-)=Ц-’т(1,т)

(0<г<оо)

Оо>( 1,г) = о‘->( 1,г). --։б(1,г)=т«։(1,г)

(5)

Бигармоиическую функцию напряжений для полубескопсчного ци
линдра удобно представить в виде [I]

ф։(г,г)=/-„г։ +

+ | + • рг/,(рг)|51п|тг«|1

о
(0<1=£1); (0«г<ос)

а для полупространства с цилиндрической выемкой—в виде [2]

ад|е -т-

(■)

+ I С։(|>)К(,(|>г) ; О2(|1)|тгК։(рг)]51пр?<2р

(|«5Г<оо); (0 г<ос)

где И'„(рг)-У„(|тг)Г։(|1)-Г„(рг)/1(!1), а ,/„(.т); У„(.с), /„(х) и Л',(х)- 
функцни Бесселя [5]

Пользуясь известными формулами [I]. выражающими компонен
ты напряжений и перемещений через функцию напряжений, и удов
летворяя усилиям (2) и (3), получим

Л՝о О.сЛ-З»,: 4(|т)=2т։в(|т)

а условие (1) удовлетворяется тождественно.
15



Удовлетворяя контактным условиям (5), для определения неиз
вестных функций С;(п) и О,(р) (/= I; ) получаем следуя щую систе
му из четырех урзвн -чий:

С,(?)/,(?) • Ц(₽) ?/,(■?) ■ О|С.(?)К,О) ■ О,(₽) • &Л0(₽)|-О
С1(3)/0(3|т/Л(3)Н(| ֊.,)/„(?) '41'1֊

-0{С2(3)/<о(?)-/Л(и)| '( 1 ?/<1(?)|} -/■',(?)

С1(Р)/,(3) + О,(Р)|2(1—,)/,(?)+?ад)1 О)

1-Сг(Р)К>(?)-О։(?)12(1—։)Л\(?)-Ж?)|=-О

С,(?) | /„(?)֊ |+о1(?)[(1- 2’,)ШНЛ(₽)1 -

֊ с2(?)|/<0(Р) ■ |+£>..(?)[( I - 2<.)л;,(?)-?/<1(?)|=/;'։(?)

здесь (/ = 1; 2) определяются формулами:

/•■.(?)=о/-՝։(3) - — [ ֊ • (><>)

и

/г=<?)=4- (л/Чт-; 0=с>/0*: 
-’м (г4-гг 

о 

а 5*(г)=^(|0; (11)

Таким образом, все неизвестные, входящие в (6) и (7). выража
ются через В' (и) (II).

Удовлетворяя теперь смешанным условиям (4), имея в виду (8), 
для определения /Г(р) получим следующие парные интегральные 
уравнения, содержащие функцию Вебера [2—3]:

7 1 "'а ( 1֊)
о
х
^1ВЧр)И,0(|О-)4ф=е(т)-Л'1(г) (п<г<оо) 

О 

где 
оо

М(с)^р։{С2(?)Л։,(?г)-О.(3)|2(2-,;,)/<(,(Зг)-- 

о

(13)

Дополним первое уравнение (12) па интервале (»'>«) при помощи 
неизвестной функции /(г):

16



j B,(ti)W։(v.r)d(u =

uc
1—a

G
■------/(Г) (<l<r<oo)1—

(14)

Отсюда при помощи формул интегрального преобразования Ве- 
бера-Орра для В*(р) получим

в«(и) =_^.. _^р/(г),Уо(к)(/г (15)
1-'2 д(։0 1-*а д(н) У

а

где

Л(|‘) - >'?(р)+-/;(р) (16)

Подставляя В’(и) (15) во второе уравнение (12), имея в виду 
(8) —(I!) и (13), после ряда преобразований для определения В((). 

связанной с /(г) формулой

(17)

получим следующее интегральное уравнение Фредгольма второго ро
да [2, 3,1]:

5(.т)|-с—Ф(л)+р(/)К(/,х)Л (а<л<оо) (18)

а

Ядро и свободный член этого уравнения имеют вил 

о

- 2G(l-,i^(p.v)j|e-1“'+rJdp (19)

Ф(х) = —fy'-—■— drG, JVr^-x’ 
Л

В (19) введены обозначения:

u)1(px)=<.>„(p-f)[f(iO֊<W)l+2(l-՝'>)2(l֊’.)X 

xk(i‘Wi‘)-iHG

w։(p.v)=։.Jo(!1x)A(p)+2(l-v,)[P(|l)+(l-px)Q(p)l

“o(p՝)=(l-G)| 1—|*л+р«։(|‘)|-2(1—'։)G

A,(p)=(l-G)։ • NM ■ 7(p)-|-2(l—'։)2(1 —v,)GQ’(|.) +

17
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4-2(1-^(1-С)£(и)|2*,(р)-1/|Ч+2(1 -։)(1֊0)0ЛЧ|‘) X

(20)

|2»։(|‘)-НЛФ

«,И=^; М1‘)=֊֊: Ми)-1*11 «.(!*) М|>>|. 
Л(и) Мн

Л'(Р)=|‘|1->?(!*)! 1^—Р(|0=М1‘)
I1 н

®)=и|1 -««и) 1 + 2^5-’: <?(!*)-*,(!*)+М|*);

1‘
£(|‘)=1*1I—*’(р)| г 4(1 —'ОМв):

При получении уравнения (18) были использованы следующие 
формулы (4,6]:

1՛ ' )Уо(рг)_ СО5|Щ-)',(|1)-51||рЛ-./,(р)
.՛ Л’-№ р
.г

ГI>|со5^л-)/1(?)-$1п^л-У,(3) I Я* е՜“ (21)

« Д(?)(1** ՛ ?’) ' 4 ' К,(|.)'

| 7'('.1-у)7'(|^)</„ =.— |'’(։֊ ՝)1 Ч''-! -«) ] -

и 4(|‘)

- — 1 л<1± г֊.(, „)</,,.
2 ./ к,(и) 

о
где

Ц|1-։)='СО8рхГ1(|1)-։1п|1Л-/1(|1). (22)

Дл։| снедения интегрального уравнения (18) к бесконечной сис
теме линейных алгебраических уравнений представим функцию 5(л՜) 
в виде ряда по многочленам Лежандра:

5(л-)-|-с=1у.т V ХтР2„^1(а1х). (23)

Подставляя (23) в (18) и используя ортогональность функций 
Лежандра для неизвестных коэффициентов Л'„, получим бесконеч
ную систему

X. А/пДЯ| и՜} * 1 .) (24)

где
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| П»(х)Лх 1 П„,(О[л/ • Л(/,х) | 
11т— 1)а.» .)

« а

Ь„= I П„(л)[лФ։(л-)|֊</л

а

П„(Х)=Р,„(«/х)-Р,(,.„(п/х) (25)

Ф֊(х)=Ф(л)-гП^1 —
Л Ми) 

и

1г»--Ц(ЯЧ.Г)

НЛ1(н)д(н) I |1

Учитывая оценки для многочленов Лежандра (6)

М^а-х’))''1 и<։ (26)
н поведения функций К(1,х) и Ф(д) показывается, что сумма моду
лей коэффициентов бесконечной системы убывает 

а свободный член имеет порядок О(1,?/3/2).

Отсюда следует, что сумма модулей коэффициентов и свободные 
члены бесконечной системы (24) при возрастании номера п стремится 
к нулю не медленнее, чем Следовательно, система (24) ква- 
зивполне регулярна.

Равнодействующая контактных напряжений Р определяется из 
условия

I а

’<”Гг.0)г</г Н ՛ г ■ с1г= ~

которая также показывает связь между силой Р и вертикальным пе 
реиещепием штампа с, которое фигурирует во всех полученных вы 
ражениях.

ТНЕ ОХШММЕТЮСА!. СОХТАСТ РИОВЬЕМ ЕОЙ АМ 
СОМРО51ТЕ ПА1.ЕЕ ЭРЕАБЕ

5. Н. РАРОУАЫ
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Դիտարկվում կ գլանա յին խոռոչ ունեցոգ կիսատարածության կոն֊ 
տ ակտային խնգիրր, երբ խոռոչի մեջ գրված Լ ուրիշ նյութից պատրաստված 
գլան, իսկ ընգհտնոլր ճակատային հարթության վրա գործում է կոշտ դլւ- 
րոշմր։ եւնգբի լուծումր բերված է ինտեգրալ հավասարման, այնուհետև 
բ վ ա գ իլ ի ո վի ն ռ ե գ ո պ յ ա բ հ ա մ ա կ ա րգի:
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ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ

47 № 1—2, 1994 Механика

УДК 539 376

О ПРОДОЛЬНОМ СДВИГ!. НЕОДНОРОДНО-СОСТАВНОГО
КЛИНА

АКОПЯН л. Г.

Рассматривается влияние неоднородности материала по экс
поненциальному закону от кольцевой координаты на мало- 

напряженное состояние на крае контактной поверхности сос
тавного клиновидного тела со степенным законом упрочнения 
в условиях продольного сдвига Принимаем, что внешние 
грани клина жестко защемлены. Для однородного составно
го клина вопросы, связанные с малонапряжениостью при 
продольном сдвиге, исследованы в работах [1 3) Задача 
малонапряженностн неоднородно-составного клина со сво
бодными внешними гранями при продольном сдвиге, рас
смотрена в работах [4,5]

I. Постановка задачи. Пусть два длинных цилиндрических тела 
из неоднородных материалов со степенным упрочнением, спаянные 
друг с другом по некоторой части боковых поверхностен полным при
липанием. подвергаются продольному сдвигу. В угловой точке кон
тактной поверхности поместим начало цилиндрической системы ко
ординат, ось 0=0 проведем по контактной поверхности, ось г—ио 
продольному направлению (фиг. 1).

Фиг. 1.
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Между интенсивностями напряжении и деформаций принимаем 
зависимость

Л=/г(&) (1.1)

где «(0) характеризует неоднородные деформативные свойства мате
риалов и определяется из соответственных экспериментов. Степени 
упрочнения т \ обоих материалов принимаем одинаковыми, а функ
ции к (0)—различными.

Относительно перемещения будем иметь дифференциальное урав
нение [5]

2. Представление решения. Величины в областях 0<0^<։. 
—обозначим индексами /=1, 2. соответственно. Компоненты 
напряжении и перемещений в каждой области представим в виде

у,/„ !ifi

(2Л)

Здесь fi=f,(>,0) и /—искомые функции и постоянная, соответст
венно.

Подставляя выражения перемещении из (2.1) в (1.2) и вводя 
новую функцию приходим к дифференциальному уравнению
|4]

(Ф?4->-*)(«+2«А1Ф<+։։) ,991g=----- --------
где

s*=)(i. ; и—1), 2hi=kttki, ii—\/m

В случае экспоненциального закона неоднородностей, то есть ког
да

Ai=A1exp(2AJ0) (2.3)

где к’ н Л; —постоянные материалов, имеем к, • const.
Тогда общее решение уравнения (2.2), когда A,=s։—пгЛГ> 0. 

представится в пиле [4,5|
-^=arct^fc^+G<arctg֊ ՛ <Мп( ]/ >Н-2«А/?,+х,Л\=//<֊о (2,.|) 

)- Д; УД/ ) \ у >?+/՛ S /

где Hi—произвольные постоянные и введены обозначения

B,G,.(«֊ 1)’, вй=2(л - Da’J’ (1 — i)(n— !)• 

«/(?(=2(я-1)пЛ/. Л,=(п 1)’4-1л’Л’. (2.5)

Используя граничные условия па гранях клина и условия сопряже-
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МИЯ па контактной поверхности. из (2.4) определяем /7( и следова
тельно. и функции ф, в соответствующих областях

3. Краевые условия. На гранях клипа заланы пулевые перемеще
ния. Для функции /. имеем граничные условия

<>(’) = /,(֊?)=0 

а также условия сопряжения па контактной поверхности

/i=/s- /|Zi='r/2/.2 при 0=0

где i — Для •), будем иметь условия

hf®)“—Ф։(—(3-1) 

и условие на контактной поверхности

P,(fiTP՜ )"■’ =-,՛!֊,(/i^hT)'՞-1 (3.2)

причем. р։=ф/ (>,0) Таким образом, приходим к трехточечной зада
че об Определении собственной функции ф и собственного значения/, 
из уравнений (2.4) при граничных условиях (3. I), (3.2) 

Используя граничные условия (3. I). из (2 4) находим

//,=,-+-^)гУ1|п±

">=֊Н -^-(о^Д)+Р,иД. (3.3)

Принимая в (2.4) 0=0, получаем уравнения относительно

~ ^7՜ нА Q1 V1’ -Ь2лЛ1И։ 5’
“=737(Т1 arclg-рк)+0։(у +агс1кА+ 2,֊?+*• •

(3.4)

Полученные зависимости (3.2) и (3.4) составляют систему из трех 
трансцендентных уравнении относительно р։, ц։ и /., определяющих 
в конечном счете /.=/.(։,р,р,л,/;,).

4. Гиперповерхность конечных напряжений. Условие Х=1 в про
странстве параметров а, р. р. ч, Л, определяет некоторую поверхность 
конечных напряжений, отделяющую зону малонапряжснчости от зо
ны сильной концентрации напряжений. Принимая в (3.2) и (3.4) 
/.= 1, получим систему транцендентиых уравнений предельных кривых 
малонапряжепиостн. Результаты численного исследования этой сис
темы приведены на фиг 2, где показано изменение зоны малопапря- 
жепчостн (ниже кривых) в зависимости от неоднородности механи
ческих свойств материалов.

5. Случай одного неоднородного клина. Когда клип изготовлен
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Фиг. 2.

из одного неоднородного материала- то есть при 7 = 1. hi=h2=h пола
гая Ц| = Ц2> уравнение (3.2) удовлетворим тождественно, а из (3.4) 
находим

М 4- /Л1։4-4| №—(/;-1 )*|{№//։Л' |2(л ։ 1)л’Л'՜) (л-1)*]*} 
2[ („_!)<_№)

М=(«_ | )| №-֊4(«։- i )л։Л’+2(л-1И (5.1)

W=(n-l)։(2v-l)+8«'A։>, ..«Д о-‘Р=2։».

Найденное значение X совпадает с соответствующей формулой 
работы [5] для клипа со свободными гранями.

6. Линейно-упругий неоднородно-составной клин. Когда составной 
клин изготовлен из линейно-упругих неоднородных материалов, при
нимая в системе уравнений (3.2), (3.1) m=t։=\, приходим к уравне
нию относительно

(6.1) 

определяющему Х=Х(а, р, 7. Л,)
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Далее, полагая здесь Х=1, определяем уравнение предельных 
кривых малопапряженпости. Па фиг. 3 представлены эти кривые в 
плоскости afj, отделяющие зону малопапряженпости (ниже кривых) 
от зоны сильной концентрации напряжении (выше кривых)

В случае, когда липейиоупругпй клип изготовлен из одного 
сплошного неоднородного материала, т. е. при Т=1, ft1=/i2=/», сог
ласно (6.1) имеем

соблюдается условно малопапряженпости.
Формулы (6.2) и (6.3) совпадают с соответствующими формула

ми работы [5] для клипа со свободными гранями.
В рассмотренной задаче, если для одного однородного клина с 

углом раствора больше л, всегда имеется концентрация напряжений в 
вершине, то для одного неоднородного клипа, как показывают графи
ки (фиг. 2 и 3). эта закономерность нарушается. Из этих графиков 
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заключаем также, что для одних и тех же значений степени упрочнения 
н раствора углов клина, в зависимости от неоднородности механиче
ских свойств материалов, клин может находиться в состоянии малонап- 
ряжепиости или сильной концентрации напряжений.

ABOUT LONGITUDINAL SHIFT OF 
NONHOMOGENEUS-COMPOUND WEDGE

A. G. HAKOBIAN

Ub‘4b lil'iilLBbllJill.b UU.Z-PF IHHIbb

II.. 4. 211.41103ЦЪ

II. if l|l n ||| n I if

'kftuiiiipl[iftnif I, ui и in ftb mb uif ftb nnf рти{Ъ tftfuq, uib‘l md ш и h tt b fttif! L pfi у 
iq иппрши mifu><) ptuqmqpjtu[ dmpifbft if utlfLpbnLfPfi iuif pmliytfmd uhtqm&b 
bqpft [uipifuidmiftb iffit'uil{p b [il[ui jb ui!{uib utirlpfi tqtufd mbbbpnttf t II iituiyifiui) 
bb ubtqft f! h pfut pifmd m fftb tfftlittilffi ш ft pttt f[)b h p p (mpnufbbpft fuftum l(nb~ 
ybbiiipuiyftuiffi ft put f fl ft у piuthubnq l/nphpft mtfmu m pmifbL pp; 8ntfy l„
mpifiub bfiiiflbpfi if !i fti mbfi If m If tub ’> 4iml(ntfljtiibbbpfi mbd mtf mu L it in flfib ft у 
If in fu tfmd fill Pf tup tf m <1 и I fl j m b m ft p it t.j fl b h p ft ifi и tft n ju ttifl ftttb p:
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УДК 539.43

УСТОЙЧИВОСТЬ МОДУЛЯЦИОННОЙ волны в нелинейной 
ПЛАСТИНЕ НА вязкоупругом оснований

БАГДОЕВ А. Г, МОВСИСЯН Л А

Изучается вопрос распространения одномерной квазнмо 
нохромэтической волны в нелинейно упругой пластине, на
ходящейся на вязкоупругом полупространстве

На основании дисперсионного уравнения, найденного в 
асимптотическом приближении, получено уравнение модуля
ции и условия устойчивости распространения волн.

Изучается вопрос устойчивости распространения одномерной 
квазнмоиохроматической волны в нелинейно-упругой пластине, на
ходящейся на вязкоупругом полупространстве. Случай упругого осно
вания рассмотрен в [1].

1. Пусть нелинейно упругая [2,3] пластинка находится на вязко- 
упругом полупространстве и по пластине распространяется изгибная 
волна.

Одномерное уравнение движения пластинки будет [3]

+ (1.1)
дх* дх* \дхг / dt*

где

„ (1— v-J-v2)8/).=*-------~— м«*------------- — , g—плотность плас-
135(1-Л) (1->Г

тинкн, Z—влияние основания.
Уравнениями движения основания будут

рД«4- "°’ 1^-Ь(Н ?)֊ (1.2)
дх dt* ду дР

где для вязкоупругих операторов имеем
t

Р«-=Вр- р(Г s)u(s)ds| (1.3)

и аналогичное выражение для X, т. с. принимается, что коэффициент 
Пауссона постоянен

На границе контакта пластинки с основанием принимается сле
дующее условие:
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ъ—т, ay=Z, ".гу-0 при .у=О (1.4)
Решение (1.1) и (1.2) ищется в виде

то=пе'՜ \֊ае~‘\ х—кх—ш!

и=Ку')е!--+Т(у)е՜1՜. г>=?(у)Г-Йу)г' (1.5)

где чертой обозначены комплексно-сопряженные значения.
Подставляя (1.5) в (1.2) и в выражениях / и гр оставляя ограни

ченные части решения, имеем

и=(.С>е-р՝г-\-Сге ’‘•у)е'^(С1е ՝р‘>' + С,е (1б>

■а=(й,е -(- В.е -">■ )е։' 4- (В^е-м + В։е->-»)е-

А=1/ *•---------- . р. = 1/*»- (1.7)
I (/.4-2р)( 1-1’,) '■ > р(1-г£)

/Л— 7>г(о>—՝”,Р£— ГД а Г,= |е'«,'Г(г)<(?

о
Удовлетворяя условиям (1.1). получим

С^а , С։=а ах֊~^ (1.8)

Х1А~Х«Л

*Ру('.-(-р) I 1 - I с I

— (/V
Вычисляя по формуле ։у- /е*-2р—, имеем 

йу

о//у,0=(1- Г,)|ч'Л(С,- С,) -(/-(-2р)(Я|р1+в,/)։)|г’՜ +

+(1-1)1 -Л.4(С1+С։)- (Н^хЖ+лй)' 1е՛՜ (1 -9>
Подставляя (1.5) и (1.9) с учетом (1.7), (1.8) в (1.1), получим 

нелинейное дисперсионное уравнение (трансцендентное для «о- где 
1»о—линейная частота).

Ввиду большой сложности, полученное уравнение целесообразно 
исследовать его асимптотически. В частности, для малых ад2/к1 для ау 
получим

о1 =_2р('-+р)£ |(1_г )ае<, 4-(| ] (1.10)
|,_о '+2р

Дисперсионное уравнение в таком приближении будет

ой'-1- зо,Ав|«Г+аА1 ։ -։՝е(юо> 1=*рЛ">’ (' •11)
где

3 Известия ИЛИ Армении. Механика, № 1—^2
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а=2։ф+|Ф(>֊г2р)

В частности, если материал основании экспоненциального типа 
1’(?)=7е՜^', то для линейной частоты ш0 будем иметь

ш0=и)։֊|-Ло2 (1.12)

рЛи>2=/!)/,•< 2р//ш։ 3 4- ок

о՝'к 
’ 2(/Лл • ак окЬ2)

При получении (1.12) учитывается малость диссипации (о)2).
2. Для получения уравнения модуляции представим (1.11) в виде 

Л=|о|

где ш(( определяется по (1.12), а

^=0-/0,
дл՝

/>,=
3 О,к՝ 
—------ .' ֊ ։
2 рЛш, ’

30.4’ I
О.= -н-;----- 2рЛш,’ (2?/га>,)։| ' ’ (Р ՛■>!)’ Г

(2.1)

(2.2)

Следуя [-1—6]. модуляционное уравнение можно получить, заменяя 

в (2.1) и- ■( — . к —։ " и применяя (2.1) к Ле՛՝՛ (т0=4х—«>оО, при 
01 дх

этом используется формула

/ ■ д \ . <■ I ■ ,,՝дА 1 д՝А I՝“«( Г 1Ае *= >ио(*М—/«*„(4) —- —'% — «՛"
\ дх ) | дх 2 дх' |

Тогда получится

д .4 д 1»0 о А I д'А
д1 <1к дх 2 </4* дх’

ЦО, ։О։)|Л|-Л-0 (2.3)

Здесь при вычислении чн в (I 12), член с«, можно отбросить.
В работе [7] модуляционное уравнение получено несколько иным 

путем. Вместе с тем. исследование на устоичннос1ь нужно провести 
аналогично. Как и там. полагая

Л - Ье‘>

Ь=Ь,(1^Ь-(х,1). -?=т0(/).|<?'(-^) (2-4)

Получим системы для иевозмущениого и возмущенного движений. 
Далее, записав решение для возмущения в виде

й'=/7ехр[/(/(л՜—ЙО|. <р'=Фехр|((Кх—й/)| (2.5)

для о получим уравнение

г’-НЗО/’г+г,։։, -|-2ОД,)=0 (2.6)
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где

z=-ZQ iK
f/lOj 

dk
1 d'", 
2 dk' (2.7)

l/<^ + 
dk

չ л, 
շ <71= к՝

Из (2.9) следует, что условием устойчивости будет 

Ձ։«0. Й—Զ ,֊;֊։«։ (2.8)

Анализ корней (2.6) показывает, что имеется устойчивости, тогда

Ъ’|о։| ^-ձ---------2Ճ*—
2 <7* /г, 2 dk'

если = X1—'У D^K'1՛-' /— D,bl Հ О
\2 dk' ) dk' \2 * ) (2.9)

2) Исли же г-2<0, то

(2.10)

Полученные соотношения верны также и для Вииклерового основа
ния (вязкоупругого), т. с. тогда в (1.12) третий член должен быть 
заменен а'(-1—Гс) (в (1.11) форма волнообразования учитывается) и в 
дальнейших формулах «/г должно быть заменено на а-

THE STABILITY MODULATION WAVE IN 
NONLINEAR PLATE ON THE VISCOELASTIC BASE

A. G BAGDOEV, L. A MOVSISlAN

ԱՈ-ԱՉԳԱՄԱԾՈԻՑՒԿ 2ՒՄ-ՐՒ ՎՐԱ ՈՉ ԳՄԱՑՒՆ ՍԱԼՈՒՄ 
ՄՈԴՈՒԷԱ8ՒՈՆ ԱԷՒՐԻ ԿԱՅՈՒՆՈՒԹՅՈՒՆԸ.

Ա. Դ. 1»1ԼԴԴՈ1)Վ, Լ. Ա. ՄՈՎՍՒՍՅԱՆ

Ա մ փ II փ ո՜ ւ. մ

9՛ իա ար կվում է ոչ գծային առաձգական սալում, որր գտնվում է առա՝ 
ձգամ տծոլրիկ կիսաւոարածութ յան վ[,ա > միաչափ րվագիմ ոնոխրոմ ատիկ 
աչիբի տարածման հարրր։

Դիսւգերսիոն Հավ սա արմ ան հիման վրա, որր գտնվել կ ասիմւգտոտիկ 
մոտավորությամր, ստացվել է մ ոգուլարիտյի հավասարում ր և ալիբի տա

րածման կայունության ւգայմանլո

35



ЛИТЕРАТУРА

I Топчан Д. X. Волны модуляций в пластинах на упругом основании Проблемы 
динамики взаимодействия деформируемых сред. Изд-во АН АрмССР, Ереван. 
1982, с. 270-275.

2. Каудерер Г. Нелинейная механика.—М.: ИЛ, 1961, 777 с.
3. Багдоев А. Г.. Мовсисян Л. /1. Некоторые задачи по устойчивости распростране

ния нелинейных волн.—Изи. АП АрмССР, Механика, 1981, г. 37. №2. с. 3—11
4 Карпмин Н. И Нелинейные волны в диспергирующих средах—М Наука, 1973. 

175 с.
5 Багдоев /1. Г. Распространение волн в сплошных средах—Ереван Изд-во АН 

АрмССР. 1981. 306 с.
6. Рабинович М. И., Трубецков Д. И. Введение в теорию колебаний и волн. —М 

Наука. 1984. 432 с.
7. Багдоев ,4. ГМовсисян Л. /1. К вопросу устойчивости распространения нелиней

ных волн в вязкоупругой пластине.—Изв АН АрмССР. Механика, 1983, т. 36, 
№2. с. 3—10.

Институт механики 
НАН Армении

Поступила в редакцию
11.12.1992



шиизии <М>$ПЬ1&ПЬШ)РЬ 119511.31»։, иЧМЫГЬЦЗЬ 8Ъ9.Ы|П.‘Ц.р
ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ 

1ГЬ)ишС|>1|ш 47, №1—2, 1994 Механика

О МАГНИТОУПРУГОЙ ВОЛНЕ НА П0ВЕРХ1-10СТ11 
ФЕРРОМАГНИТНОГО ПОЛУПРОСТРАНСТВА

АСАНЯН Д. Д.. МАРГАРЯН Д. М.

В работе исследуется влияние магнитного поля и фнзн- 
ко-мсхэннческих характеристик полуплоскости на скорость 
поверхностных волн Релея Показано, что вид функции /(II) 

в выражении В у///) // может влиять па скорость рас
пространения поверхностных воли как качественным, так и 
количественным образом

Приведен численный анализ полученных результатов.

Пусть магнитомягкая ферромагнитная полуплоскость помещена в 
однородном манштном поле, вектор напряженности которого пер
пендикулярен поверхности раздела (фиг. I). внешняя среда—вакуум.

(*)

В настоящей работе исследуется влияние магнитного поля и фи
зико-механических характеристик полуплоскости на скорость поверх
ностных волн Релея.

1. Под действием магнитного поля происходит магнитная поляри
зация упругой среды, приводящая как к изменению магнитного поля 
во всем пространстве, так и к появлению объемных сил и объемных 
моментов магнитного происхождения, плотность которых соответст
венно определяется формулами [I]:

/ = |*0(Л4 •
(1.0)

С=;֊0(Лх/7) 
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где //- напряженность магнитного поля, Л1—намагниченность среды, 
V—оператор Гамильтона.

Зависимость между В, /И и // задастся

В=(Н । ЛЖ. А1=/.(А/)Л/

и удовлетворяют уравнениям Максвелла

rot/7"1 =0. divB,,,,=0 (1.1)

У ферромагнитных материалов магнитная восприимчивость /.(//) 
не является постоянной, а зависит от величины напряженности маг

нитного поля //. Эта зависимость, например, для магнитного сплава 
Пермалон показана на фиг. 2.

Для многих материалов функцию х можно аппроксимировать сле
дующей формулой [2]:

7.СО=“ arclg«/y; ; а—и.

В работе [3]фуикиия / берется в виде

/\Н)='<г\ Ь0Н- Н=\Н\ (6}

В<-—индукция насыщения, начальная магнитная проницаемость 
Под действием объемных сил и моментов (1.0) среда деформируется 
и ее движение можно описывать следующими уравнениями [4]:

(1.2)
пк[£1т/1$(т \~c/i I—0

Поверхностные условия будут:

|5-5и|Хл=0 |/7-Л/<'*)| Хл=0 (1.3
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2. На основе уравнений (I I) — (1.3) рассмотрим поверхностные 

волны Рслея. Предполагается, что перемещение V имеет только ком
поненты их, (У, и зависит от (.։, у. /)

В этом случае уравнения движения (1.2) примут вил [-1]

^■(7, , , 1 (д:!՝ , \ _^֊ = Д- а'и՝
<?л՛* <7 у’ I—2-\ дх ду /,, ' дхду у д/г

(2.1) 
д'Ц, дЧЛ , I д /ди, дЦ, \ <НФ _р_ д'Ц, 
дх1 ду' 1—2» ду\3х ду / гду' у д1‘

а уравнения Максвелла (1.1) будут иметь вил 

д2Ф . д2Ф 
֊—-Н-’֊=0 (2.2)
дх1 ду։ 

Дф«%=(}

Граничные условия (1.3) и условие на бесконечности будут:

Л^л\0,/)-Л.(л\0,/)-Н,£Л.г(х,0./)=0 [*1<ос

А1у,)(х,0./)-аиА>.(х,0./)-0 |х|<оо (2.3)

у;у/»-о прн >'=0 1х1<°° 
еди^.о,/) 

------ -=0 |л֊|<оо

фМ(л-,у,/)/у_..-0 У(л-,у./)1у-„ -О

Ф(л-,у,0/у..€. —О

В уравнениях (2.1) —(2.3) введены следующие обозначения 

й-Кга։1Ф; л,= 2|'°'1'1Л/). ■ Н- |/ *+"■'

Х,= '11 Н ■ х(Н) • | ->(у- | /У ' '<?- - |

«0=7.+֊77֊ ■ (1=1.2)

Можно легко убедиться, что решения уравпенив (2.1) (2.2) бу
дут такими:

фИ(л-,у,0-(О«'“' • е1'՛ ■ е‘>՛

Ф(х,у,()—/Се'"՛ • е‘• е՜՛”
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ии.у.О • с {лАе (2.4)

(Л(.Ч,О=։е'м • еи1{11Ас-^-\ 'У.Ве- 

где

Для 7/ берется та ветвь, которая удовлетворяет условию

Ке(7,)=Ке|/։։_,„։|>0

Для определения постоянных Л. 13. С. О, решения (2.4) подста
вим п однородные граничные условия (2.3) После некоторых преобра
зовании получим систему:

ЬЗ,А+а(3,/3+(\ + 1О„-13^,)С^0
2։7,Л + (2а*-ш?)Я+ (а/.-а-,-<?,-<><?,) • С = 0 (2.5)
(2а*-»’)А+2«Т.Д + |с-0

«-НлмС=0

Для того, чтобы система (2.5) имела нетривиальные решения, 
необходимо, чтобы детерминант системы (2.5) был равен нулю

д»(։)= 11+1 ■ г^. ‘1Л+
2П-т) а (2,6)

1—2» •••а!»

-2т.1։1 ■ \dj.~ I УЛ-</,<։, 1=0

/Д։)-4х’у1т։—(2»։—«>3)’—функция Редея.

Из условия △о=0 можно найти скорость поверхностных волн Релея.

Когда х=соп«1 (ма1Н1ггомя1Кий материал), из уравнения (2.6) полу 
чаем новое уравнение для определения скорости поверхностных волн 
Релея

(2—р)։—4(1—Ор) '7 • (I -р)1Л ) ■ р(1 —Ор)|,։=0

ь? - Яо'НоР

(2.7)

в (2.7) введены обозначения а’—<и։/с։, -^сЧс^. О • с^с?.
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Из (2.6) можно легко заметить, что поверхностные магнитоупру- 
nie волны Релея не обладают дисперсией, то есть скорость не зависит 
и (О. Легко заметить также, что △о(а) = △*,( —а), то есть если а = оА, 

есть решение сравнения (2.6), то а=—аА, тоже является решением 
(2.6).

В табл. I и 2 приведены решения уравнения (2.6) с учетом фор
мул (а) и (б), соответственно.

Из табл. I видно:

Таблица /

v= 0.25. Bs |*v 0.01

»%• ЭД 100 й= ю<

Holl, Hs с3 с- г, °2 Сп

0.1 0.J-367 0.8338 0,8227
0.3 0,8253 0.8238 0.8219
0.5 0,8207 0.8200 0,8192
0.7 0,8173 0.8'.69 0.8164
0.9 0.8143 0.8140 0.8137

Таблица 2
0.45. В* Ü.001: b, , Bs 50

*о=100 | х0= 1000

!*■<>։ 1, С’ Cj |\>н«/в5 4=.c»/cg

0.01 0.0815 0.1 0.0049
0.01 0-89*1 0.1 0.0243
о.оз 0.2536 0.2 0,0097
о.оз 0.8851 0.2 0.0042
0.05 0.1548 0.4 0.0192
0.05 0,8405 0.4 0,0832
0.06 0.5999 0,6 0.0282
0,06 0.7735 0.6 0.1225

0,9 0-0412
0,9 0.1787

> 0.35; В՛.;* 0-001; Ьо • Bs 50; /.0 100
Таблица 3

иЛВ, с’ сЗ :֊.,Н„ Вл ։’, ;с?

0.01 0.0301 0.07 0.2167
0,01 0,8738 0.07 0,8483
0.02 0.0604 0.08 0.2501
0.02 0.8724 0,08 0.8388
0-05 0-1526 0.09 0.2850
0.05 0,8619 0,09 0,8270
0.06 0,1843
0,06 0.8559
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1) с учетом формулы (а) решение уравнения (2.6) является 
единственным. лежащим в интервале 0<с<с2

2) < увеличением р0//п (магнитного ноля) и ру/ решение уравне
ния (2.6) монотонно убывает.

11э табл. 2 и 3 видно:
1) уравнение (2.6) имеет два решения. с учетом формулы (б), в 

интервале 0<с<с2 Одно расположено около нуля, другое около 
скорости поперечной волны с2.

2) с увеличением уо//о эти корни приближаются.
С учётом формулы (б) получается, что есть случаи, когда поверх 

постная магнитоупругая волна Релея полностью исчезает.
Отметим также, что в случае %=const (магнитомягкий материал 

с линейной характеристикой) уравнение (2.7) имеет два решения- 
с=0 и с=сл<^<г • с.\- очень мало отличается от с2.

В работе [5] показано, что в магннтомягком ферромагнитном 
полупространстве при распространении релеевской волны, как след
ствие, возбуждается сдвиговая поверхностная волна, если присутст
вует наклонное к плоскости распространения магнитное поле.

ABOUT A MAGNETOELASTIC WAVE ON THE FERROMAGNETIC 
SEMI-PLANE SURFACED J HASANIAN, .1 M MARGARIAN

a.bPPnirU.WUU.’iUb UIMibPb*I.ni‘3P-n«I.
SU.PII.U«1.A‘I. iriWbl’IJII.hll.l. 11.1.1‘PI’ 1ГЦЛ11Й,

•к Я. Я. ir. irummb

II. if l|l II l|l II I if

tutu Ill'llpttuî iiuiintfhuiiiltptfui.tf /, if in 1/Ъftuiu Ijtuh ijinjinfi h fjftи nip. 
ffiiifjjinh ff>[itj[tljtniî !, шЪ III/utt( in'll ph in ff m i/pfi «h f, pft пнщЬщн-Р jnihp tn. 11./, 
utu>p/i if III // Lfth III j[l lujfth utjlipbliplt in tup Illi} if nth iiipuiijniff jnih ifl'in: Smjg I, 

llipifnttf , up ) • // input Ш‘ЧИ Jill Iliff Jiuïl if II? /fl'l) if» n tj JJ ft ttfj fl infill pp

uinlpfi tfuiliLplintjfliiij/ih unfiphl.pfi in inpui f) if tnh uiputijuif} jiuh tfpm Ьщрнц lt 
lllljljfll flhjlljllll lipinlllinijllll , ttljhlljlill l։/ p tuh Ш ff in и/I) и :

l:lipifuià f, и tn intj t[m à uipijjtiihphLpli flifiiijlih iiiiiiiufhiiiiiliptuPjnihp:
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ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ

47. №1֊ 2. 1994 Механика

МАГНПТ0УПРУГ1II ПОВЕРХНОСТНЫЕ СДВИГОВЫЕ ВОДНЫ 
В КОНЕЧНО-ПРОВОДЯШЕМ ПОЛУПРОСТРАНСТВЕ

ГЕВОРКЯН А. В.

В работе установлено существование магннтоупругнх 
обобщенных поверхностных сдвиговых воли в конечно-про- 
водящем полупространстве при наличии внешнего постоян
ного магнитного поля, параллельно границе полупростран
ства.

Исследуется вопрос существования поверхностных сдвиговых 
волн в случае конечно-проводящего полупространства при наличии 
внешнего постоянного магнитного поля, параллельного границе полу
пространства.

Пусть упругое конечно-проводящее полупространство отнесено к 
прямоугольной декартовой системе координат 0х։хгХз: ось х։ направле
на вдоль границы, ось Хо—в глубь полупространства.

Начальное магнитное поле Но (Но. 0.0) направлено по оси х։.
Магнитная проницаемость материала полупространства прини

мается равной единице.
Учитывая, что в антиплоской деформации поле, смещений и харак

теристики индуцированного электромагнитного поля имеют вид, со

ответственно, //«|0,0» «3(х։,х2,/)|. Л=[0,0, Лл(ХрЛ'։,/)], е=|г։(х։,х2,О, 
б’а(х։, х2, /), 0] 
из системы линеаризованных уравнений магннтоупругостн, описываю
щей поведение электромагнитного ноля и движение проводящего 
упругого тела, при пренебрежении током смещения относительно тока 
проводимости, получим следующую систему уравнений (1—3):

. ^0^3 ^«3О?։и, -+■ —° ' =р —‘. л֊,>0
4т: дх} д?

где а—удельная электропроводимость, с—электродинамическая по
стоянная. в—модуль сдвига, р-г-плотность материала полупростран
ства.

В области х2<0 имеем уравнения Максвелла и вытекающее из 
них волновое уравнение 
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Граничные условия рассматриваемой задачи имеют вид:

А3=л; ех֊е\, х,=0 (3)
дх\, 

Решения уравнений (I) и (2) будем искать в виде

п3 - м(л,)ехрг‘(Лл,|—со/) (4)

Подставляя (4) в (I), получим систему обыкновенных дифферен
циальных уравнений, характеристическое уравнение которой имеет 
следующий вид:

6’(2—ог?+г։)/.’4-Л*|(1— аг)(14-г։)—а$з| = 0 (5)

где

4г ас, и» в и* /7^
ке1 псг - р с-1 2 4«р

Так как рассматриваются поверхностные волны, то из корней уравне
ния (5) выберем только те, которым соответствует уменьшение ампли
туд волны с глубиной

։֊֊« + у2>± |/|г>(г »)’+««

при ограничении

Ке/:(г)>0 (7)

а для того, чтобы эти волны ухолили от границы, должно выполняться 
условие (4)

1тХ±(г)<0 (8)
В дальнейшем, для определенности, используется положительное зна
чение внутреннего корня (6).

Таким образом, решения системы (1) и уравнения (2) запишутся 
в следующем виде:

«.= 1 г.;+»г-֊1_л^ехр(_АХ+Л>) '' ֊^֊ М-ехр(֊Л> х.)1схр<(Лх,-1»0
| ИпН,г 1Ы1„г I

(9)

й, (Л+ехр(—Л<+л-։)֊!֊Л _ехр(—й> -х,))ехр((*л-.՛>/) (10)

Л; =Дехр(й»։л-։)ехр<(йх,—I»/) (11)

где

,, = у' 14-Й • Ие-,«1. 1т<4я=0.

45



Подставляя выражения (9) —(II) в граничные условия (3), полу
чим систему алгебраических однородных линейных уравнений для 
произвольных постоянных и из условия совместности этой системы 
получим дисперсионное уравнение в следующем виде:

л+ • Х_|1—• г~2а-’у.-,г().: >.-)|=-1֊г2 (12)

Принимая во внимание, что

|1-сГ

уравнение (12) переходит в уравнение

=—1—2* (13)

которое, в свою очередь, сводится к кубическому уравнению
гЗ_|.в2«_|.гд.а(| 5)=0 (14)

Алгебраическое уравнение (.14) имеет одно действительное отрица
тельное решение, не соответствующее условиям задачи, н комплексно
сопряженное решение с положительной действительной частью (5).

(15) 
где

В дальнейшем будем предполагать, что искомая волна распространя
ется по положительному направлению осн л*։, то есть в формуле (15) 
берется знак плюс.

Теперь обсудим, при каких условиях уравнения (13) и (14) яв
ляются равносильными.

Легко проверить, что правая часть уравнения (13) при £=£о 
имеет, соответственно, положительную реальную и отрицательную 
мнимую части Ке(1 2^)<0, 1ш(1 <о)>0.
Следовательно, выражение (15) будет решением исходного уравнения 
(13) при выполнении условия

йеР+© ■ ■' (г0)1=Йе/ .(?„) • Ве<-(г։)-|1пХ..(г0)|щ>-(г,)>0 (16)

|тр+(г։)/._(г։)|=Ке/ (г0)1т/._(г0) . Ке/...(г0) • 1тч(г„)<0 

йе.'*(г0)>0. 1т'±(г„)<0

С другой стороны, по условию, '+(г0) и ' (г0) имеют следующий 
вид:
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(17)

где

J-11-3,Rez„-2(Re?0)4

A^ImzjReZo-y ) 

— | l-7*(l+s) 3’sRez0 i 2(Rez0)’| (18)
4

J։=— y lmz0|2Rer,-l-«(2—3s)|

r՝ ±=(n* :՜ У+(M /ArsgnA*)’
Л5="»+*? Sghx= ( g g° 

а из (14) можно установить следующие тождества:

(lmz0)։=3(Rez0)4-r2^Re?0 1 (19)

8(Rez0)3»s—2(1 4-а*)Кег0-87(Кег0)’>0 (20)

Тогда из (20) следует, что 

Rez„<--------- ;—. = <-----------------<— |21)
։-)-։ (а՜ 1)’+8х 2(а 1-а ’) 4

В левую очередь лас интересуют тс значения напряженности 
внешнего магнитного поля, которые реализуются на практике постоян
ными магнитами. Исходя из этого, при значениях. s<0.1: 

а։>0, *,<0. й,<0 (22)

и 

lm/T(z„)<0 

Теперь рассмотрим условие IinX (Zi>)<0. то есть

Неравенство (23) с учетом (19) и (20) преобразуется
47



ь»т,> ----------------=?(«) (24)
/(»’+ 1 + ։)'+2։(։’т-1—3։)+ ՛' + 1 т ■■>՝

Графики функций Кего(п) и ц (и) и интервале 0<«<оо пересекаются 
в единственной точке

Кег0(»л) = <?(«<>) (25)

։<’»(«)</ з

ч(а)=2 соа (± аге соаО(з) ) ֊
8 <',,Ч8- 2։

?*=

7а*+7х ■ 4
12(1—34)’

263з’+30а*—201$ 1-16 
216(1-3.?)’

Кроме этого, положительные функции Кего(<>) и <р(>։) при 
«-•-оо стремятся к нулю н

«->0;

Кего(О) = 2>2 ■ ] х>?'(0) /(|+,)։+2х(1 _3։.^ + |+։

Следовательно, решением неравенства (24) является

«<»,(։) (27)

Таким образом, второе из неравенств (16) удовлетворяется.
Теперь докажем справедливость первого из неравенств (16) в интер
вале (27), преобразуя его с учетом (17)

4/Х X (УХ֊“-) (28)
Пусть

<29>

тогда, учитывая (18), неравенство (28) можно записать в виде

(&,&,-(>,) (*, ]/Г-^~ + а, У )>0 (30)

С другой стороны, из соотношений (21), (27) и (29) следует отрица
тельность множителей (30), подтверждающее справедливость нера
венства (28).
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И, наконец, рассмотрим особый случай, когда

||пл_(го)=О (31)
Эго возможно, если одновременно имеют место условия

».(«) (32)

(33)

Решением уравнения (32) является

«=»<,($) (34)
Из неравенства (21) вытекает, что

֊<».(’»)*.("<,)> - ֊ *>,(><,) = ]/Г»(М+я-(а-) . у г»(«о)~?«(а»>
Таи как

то неравенство (33) выполняется и, тем самым, в соотношении (27) 
допускается знак равенства, то есть

»<%(։) (35)

Соотношение (35), фактически, является условием существования по
верхностных сдвиговых волн.

Итак, в конечнопроводящем полупространстве распространяются 
затухающие магнитоупругие поверхностные сдвиговые волны со струк

турными волновыми векторами 4±(4. —*1щ'±(г,), 0) 
с соответствующими фазовыми скоростями

_ linz,
V l-p(!np.±(zo))’ 

i вдоль границы распространяется поверхностная затухающая волна
с фазовой скоростью 

гр=1п։г0(։) • с, (37)

являющейся монотонно возрастающей функцией от параметра а и 

с,-\Т'р<։п։2о(а0) • с, (38)

причем

?Л|.<֊в..«=г>р (39)

Интересно отметить, что при и=ао(я) волновой вектор становится
параллельным осн л’ь причем

г1_(։„)=г'/,(։0)=1|пг0(х|1) • с, (40)
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Кроме того, заслуживает внимания и тот факт, что к интервалу 
а>ао(а) относится идеально проводящая среда

Аналогичным образом решается задача при зависимости 7с=й((и| 
с действительной частотой ы. Тогда волевое число А՝ становится ком
плексным и определяется формулой

14(1/ 1-КТ+?)«1
11(1 51’1՜=՜ 1/ I+(!+.■։)’։’
- 2 I 2

(41)

|1 (14-«)։։|’4 3։«’ 4по с‘2 ь _ »>

|1+(1 + ։)’։։1= |" <’ С,

Соответствующие корни характеристического уравнения системы име
ют вид

Здесь условие существования магннтоупругих неоднородных поверх
ностных сдвиговых волн выглядит гак:

(44)

где

«’(։)---------- .
(1 Л)'(.5-7,(Х))

0<ч(х)<
______________ 1,5։( 1 2.x՜)________________ 

/(1-3,5։ .■>’)’! 6х(1֊х)(1 -2х) | 1-3,5х ! ։’
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P= -^-(1+2.5։+ s։)<0. '/=------ — (8-51s-30s’-s։)<0
•* 108

Таким образом, и этом случае, в копечно-проводящем полупро
странстве распространяются .магнитоупругие неоднородные поверх
ностные сдвиговые волны со структурными волновыми векторами 

6±(ЕеА, —6.1т'±,0) с соответствующими фазовыми скоростями

причем

;'+<Т'-^'0р, (46)

где т՛, = скорость распространения затухающей поверхност
ной волны вдоль границы полупространства.

MAGNETOELASTIC SURFACE SHEAR WAVES IN THE HALF 
SPACE WITH FINITE CONDUCTIVITY

A. V. GEVORKIAN

IlimbllllU.llll.U’IllJill.'i, llll.iibPlBl.nbiiP'll.Sbl, IIII.P4’b U.l.bPLbPP
•1Д»РЯ1Ы.11Р ДЦПРТ-ba l|bUU.SU.PU.»nbR-3ni֊WlblT

U. ч. TlBini'TSUb

I). II- '1' n '1' n b 1Г

ll.i /" uun шЪprint gnijn I, uipilmi it uiifbfiu in urniuinfuilfiub uui^pji рЪгршЪ- 

fiiuyi^uiA it 1111/L p II n I f ft ui j/ill lllf/iphhfl/l ffllfinftfinhp i/lipfim/up ■< III If I! p If/l f lf/l- 
u иппшршЛ mfi jintiiint' hiffi/ili pini/iutha uipiniupfib t tu и m ш in n ih it ш ifh /։ и ш If шЪ 

If Ulflll fj lun If III IIII [IJ III it p I
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zuauusm ■f-bsiwani'UiiPi՝ и.д'тзьъ ижт-ьи-ть siAWiimp
ИЗВЕСТИЯ НАЦИОНАЛЬНО!! АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ 

|ГЬ|ишГфЦш 47. №|_2, 1994 Механика

ТЕРМОНАПРЯЖЕННОЕ СОСТОЯНИЕ В СОПРЯЖЕННЫХ ВСТЫК 
С ПОМОЩЬЮ ТОНКОГО ПРОМЕЖУТОЧНОГО СЛОЯ

РАЗ! 1ОРОД1I Ы.\ 11Л ACT! Ill КАХ, BO3III1КАЮЩЕЕ 
ОТ ПОДВИЖНЫХ ИСТОЧНИКОВ ТЕПЛА

САРГСЯН А М.

Исследовано влияние теплофнзнческнх характеристик 
разнородных материалов, мощности и скорости движения 
источников тепла на термоупругие напряжения в составной 
пластинке. Получены условия, обеспечивающие в случае 
идеального термомеханнческого контакта между разнород
ными пластинками непрерывность всех напряжений.

Определение температурных полей и тепловых напряжений в на
греваемых подвижными источниками тепла тонких пластинках необхо
димо для проектирования оптимальных процессов сварки. Температур
ные поля и напряжения в однородных изотропных и анизотропных 
пластинках, обусловленные движущимися источниками тепла, широко 
освещены в работах [1 I]. В работах [5—7] приведены решения за
дач о температурных полях, возникающих в процессе соединения раз
нородных пластин. Исследованию квазнстатичсской задачи термо
упругости для составной пластинки, по прямолинейному контакту ко
торой движется линейный источник тепла, посвящены работы [8,9].

В настоящей работе определяются квазистатические термоупру- 
гие напряжения в сопряженных встык с помощью тонкого промежу
точного слоя разнородных пластинках, возникающие от двух источни
ков тепла, движущихся параллельно краям пластинок (фиг. 1). Тепло- 
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вые и упругие характеристики, относящиеся к слою и разнородным 
пластинкам, имеют индексы О, I и 2. соответственно, и не зависят от 
температуры. Тонкий промежуточный слои обладает внутренним тер- 
мосопротивлением. жесткостью на растяжение-сжатие и жесткостью 
на изгиб. Через поверхности пластинок осуществляется теплообмен с 
внешней средой постоянной температуры по закону Ньютона. Пред
полагается, что на бесконечности разность температур пластинок ։• 
среды, а также напряжения исчезают.

Расчетная схема определения температурных напряжений, приня
тая в настоящей работе, в первом приближении соответствует сварке- 
пайке разнородных пластин с предварительным нагревом или с интен
сивным охлаждением, сварке-пайке с сопуствуюшим нагревом или 
охлаждением, сварке с применением промежуточной прокладки и т. д. 
[10. 11]

При сделанных предположениях относительно свойств тонкого 
промежуточного слоя его термоупругие характеристики входят в усло
вия неидеалыюго термомеханического контакта между разнородными 
пластинками [I].

I. Составную пластинку отнесем к декартовой системе координат 
(фиг. 1). Для определения квазистлщюиариого температурного поля 
в составной пластинке должна быть решена система дифференциаль
ных уравнений

' а/ ду ).уй

/=1. у>0, ։,>0; /=2, у<0. ։,<0; И<<х> 

(1)

при следующих условия.՝. иеидсалы1ок> к-плового контакта па линии 
раздела у=0

/.= ֊֊ г =։,(?,֊Г,). у=0
<?у ду ду

(2)

Здесь Т, — разность температур пластинок и средь՛. //. а.—коэф
фициенты теплопроводности и температуропроводности разнородных 
пластинок. А — толщина пластинок, д,- мощности источников тепла, 
'>(<)—функция Дирака, Д=д’Д>л‘’-г </5/^у։, гл;=23?//,.// (3,—коэффициен. 

ты теплоотдачи с поверхностен пластинок!. — —----- контактное

термосопротивление, учитывающее наличие тонкого промежуточного 
слоя, /0, Ау—коэффициент теплопроводности и ширина промежуточ
ного слоя.

Решение краевой задачи (I), (2) с помощью интегрального пре
образования Фурье получено в работе [6] и имеет следующий вид:

Т/х,у)—(т}(и,у)е-‘ихди (3)
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где

'/,(«,у)=-<?,|е ։• ■|»֊-е ' • ■>>.] (֊С, • е֊х‘>

Л(«,у)=У„[с-|у֊'1*._е1>+ ■•>».]+£, • еУ" 
з

। ’ ,*։ /«՛1/|։/՜՛" зс.=— • _Д________________
2"л 'Л • Н.('1*| 1-'з*<)

*;=>/Р>—— . Ке£.>0, ().= %£----- --
«у 4ттА>.уЛу

2. Решения двумерной квазисгатнческон задачи термоупругости 
для составной пластинки приводится к интегрированию уравнений 
равновесия

^4-^=0. *±!± + ^=0 (4)
дх ду дх ду

и условий совместности деформаций

д(=х/֊г^7) | (5)

1 условиями пеидеального крмомсханического контакта между разно
родными пластинками на линии у=0 [4]

0 /'Лбу։ п. Л 'ЬТб \ А .— ( -— Н------------’п )------- (5.гч1—Зл-.гг)
дх\ Еу 2 / 50

дх2 I Ё, дх оу'՛'-, /. ку I (1։)

к
= — (։,!֊։,г), «,=«,.

'-И

где Е/, ՛, и а,—модули упругости, коэффициенты Пуассона и линей
ного расширения разнородных пластинок; Е1}, ?0 А?. £<>, #6 —модуль 
упругости, коэффициент линейного расширения, толщина, жесткость 
на растяжение—сжатие и жесткость на изгиб промежуточного мате
риала

Применяя экспоненциальное преобразование Фурье, заменяя пред
варительно непрерывность перемещений и и, эквивалентными 
им условиями непрерывности ди^'.дх и д^о^дх* |11|, соответственно, 
для преобразований напряжений получим

^*у/=71и|уе֊1х*=/1*;֊е-и^'з11“1|- (7)

— С},-Ь (р ,-н*\е--1У+./1*/_ е-и—

1 з/'зуДп.у) 
и' ду2
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□ .l.y(«.y)=---------- —~~
iit dy 0)

где
4A=i,^y|«| |((i ֊~)l«l ^Q+2<W/| + 

+ />3_уЛ֊Л-у1“|1(1''1 -*։-;)C։-,+2Q։-/e3-/*3-/|+ 

+G։,|-2*y5yliya>Cy|</։../+|i(l֊ •<;) |«|+2p(l + v^l+ 

֊г 4Л։_/Л։_ура_ур«։Сл_у( I-I-v3_;)([«( —Л3 ,y) +

Hi' 111‘л( 1 + ■n'>bnFnuzk,fiQ„en+y(-<l .,-2)*0|м|(С, + С2)| 

+G>* {(֊!)' | /3_y idS+^-b-^^C.+C^-bjFjU^iX

(l- <’)|«|Cy : 2i4kj(l, . ,+2^(14-7)^(C/-2Q/<?/)|+ ft.-y^-y 

Ха’||и|С։../-Л։..,(С։_/-2<?,-/е,_/) • 2рр3֊у(1-<,)(14-ъ-/))}- 

-(֊W^(C,-C,)+ —•(! -»/)|«|(C14֊C,)}. (10)

-|֊у/з-уО0С;|«|<{А,Л,»Ч( l-7,)|«|Cy 2*.(C,-2Qyey)||l/(l +vy)֊ 

вудо-=^-(4- /')*,/?y"'I(|«|-A,)Cy+2Qy^yl֊(֊i)/2i֊J֊X> >y) 
2уу

ХО.М1Ч--7;?՜'? (С.+С,)1и|! ay 2£ iHl +v„)(-„?-„«’/(i«|-A„)x 
I »M !+•*;) Л-1 \

C + 2Q,e„A„\[+ 2i'3-y(H -y)Gi |«K^-C2) 
/I 14pyMH-»y)

+ l֊yi (-l)"l'»(H-՝-»)^/r««։l(|«|-A„)C„+2Q„e„ft„| l-p,/։_y X 
л=1

X(l+>y)G0G,;«‘l^ (C.-^J-^CC, I C)|«| ■yj(\+ -i)b/F/ld V 
I'Ay 2

X[(|„|-*y)C/+2Qy.ey*y]}. (11)

b,=pd -2G։(/,+h/,)|H|+2g;(/։ n/JlHl'-GoG.;/,/,/?, (12)

Ft=(mi + i‘ip/)-', bj^jh,, b0=7„f:\. z>=3—4 r(l-|--։), 

(/«l+h+l'O֊»,). /,-=!֊'/( l + -y)(3—,)• ey=e-’'/l"/-e-l7i|“l. 

n=— <7 — G* d — |2(Gy = l
° hE,' " iiE2՛ ' \2ypj ֊2՝ '' b'./-֊2 

Полагая в (10) —(12) g0=g<,'=0, ։, ос. приходим к решению термо- 
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упругой задачи для кусочнооднородной пластинки, нагреваемой двумя 
движущимися источниками тепла, когда термомеханический контакт 
между разнородными пластинками является идеальным. При этом

+ й։-Л'։.Д֊/|в||(|Н|-*։ ,)С^, 2(?л֊-,е։֊Л

(13)

«А= А(.| р)Л(Л//г|(|м|-*,)С;+2р,гЛ|.
2|‘/

Легко заметить, что в этом случае на контактной линии //=0 удовле
творены условия непрерывности контактных напряжений. Если 
к тому же о։«“О2, е3=—;։. = ст։ а2 и /?2==—<?։ сток тепла), 
то при соблюдении условий

(14) 

на контактной линии // = 0 непрерывны также н нормальные напряже
ния чх

бЛ-։(Х>0) = аЛ-,(,Г,0)

Принмая в (7) —(9) и (13) £у=о;=0, получим известное решение 
квазистатической задачи термоупругости для составной пластинки, 
нагреваемой движущимся вдоль прямолинейного контакта источником 
тепла постоянной мощности <7=7։ Яг |3].

Численные расчеты проведены по формулам (9), (13), когда тер
моупругие свойства пластинок одинаковы, кроме коэффициентов линей
ного теплового расширения. В этом случае для разности напряжений 

(зУ|—зл2)у=0 получим

(i,i֊։.:)r,։“(։-Die՜1' ՛ ' К0(г,)-1-?е’,Г+‘:)/<0(г։) | 

x-p,xl2, ''y=p,5i2. Ei==/’isi/2> 7 7։'7i.

r(x -|- ՛՛,)' -|- 4. ^гЧЛ՝

К0(г)—функция Несселя мнимого аргумента

На фиг. 2 приведены кривые распределении разности напряже
ний (□,!—г,։),., о в зависимости от х при различных значениях </. 
Кривая I соответствует случаю действия одного источника тепла мощ
ностью 7, в точке '4=0. т, = 1 (7=0). а кривая 2—когда, помимо этого 
источника тепла, в точке 2,-10, s։=—I действует сток тепла мощ
ностью </,=—7, (7֊՛ —1). а кривая 4-когда 7=-0,2.
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, (jx < * £«г 'j <j ■ 0

Условие (II) и приведенные па фиг. 2 кривые никплынаюг, 
записи •лиси. ։ег.н։; лтуриых иапряженян от пплофи швескил харак- 
НрИСГКп | Л ИИН О.ТИЫХ М;11С|1|13Л00, о: скорости днижсипя и МОЩНОСТИ 
|1СТОЧ1111К<111 (стоков) теп.։ • пи.шпляет выбором пил параметров онре 
делить оптимальные режимы ряда теми1.ч<1П1чсскил п|нщессои. связан
ны.՛. с соединенней р;; шпродны матеркало!! (снарки, панка, снарки 
панна, снарка е ннтсиспииио охлаждением пан предппрнтсльиым на- 
। ;՛■ - им, ерпрка <■ применение ՛ нромежуто'шой гиюкладкн пл биметал
ла II г. л.)

Till-RMAI STRESS STA1F OF Г\\ ( i PISSIMIJ.AR PI ATES. 
ЛВ1 ITING WITH HIE HELP OF I1IIN JNTERMEDIATI 

LAVER ARISEN FROM MOVING HEAT SOURCES
\ M SARGSIAN 

iri'W.'iaill, 1'll.l'IMi r.bCSd-l, МЧИ1 Ii!I||I"HI,IUi SIU’IHIIiII- 
1>|.|Н|'1Д.(|1ЧП'1Г r.lU'.PUl't VbPiriLBin. IIAI’iHIH'MilM’S HIHlgUSlUi 

>>ll|1>ril.l.lU'.|,|l.inLaiO. 'U-XIL’il!

u. it. i)iii'*Hi(iub

Il IF Ф 11 5- n 1' ir

MhuHifljutb uiuiJwiibLpuiil x.unufbui- 
"/rp^uiA ( r„։q։ui//fjMi I4'l4"ll։ t/fttiiulip' l/ab-
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տակտային մ ակերևու յ/] ին ղոսրսհեո. ջարմվող ջերմային աղբ յարն կրի աղ֊ 
ղերաքքյան ղեւղրւէւմ: Միջանկյսղ բարակ ջերար անի կոնաակտային ջեր֊ 
մաղիմ шгцпи Pjm)i • ինչպևս նաե ծռման ե ձղմ ան֊ սեղմման կոջտուք} յան, 
որււնր հաջվի են աոնվաձ թիթեղների միջե ււչ իղեարւէկան ջերմամեխա֊ 
նիկական էղայմ անների մեջ։ Հեա ադւսոված են ջերմ ան աձղական յարււէմնե- 
ք՚ի ,IPu> P!'P 1'՚ւների ջերմային ե մեխանիկական հաակա(1 յանների, աղբյոլր- 
ների ՚ղէէբէէւթյանների ե շարմման արաղւււթ յան ա գղեր ni (1 յունն ե ր ր ։ Սաարվևլ 
են պայմաններ, ււրոնր թիթ ե ղն ե րի միջե իդեւպական ջերմ ամ եխանիկա֊ 
կան կոնաակտի ղեպրում ասյահոէէէսմ են րպոր յարամների անրնղհաաու֊ 
/քյոէնրէ
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О ВЛИЯНИИ ВАРИАЦИИ НАЧАЛЬНЫХ УСЛОВИИ НА РЕШЕНИЕ 

ЗАДАЧИ ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ ДВИЖЕНИЕМ

МАНИИ УЛ Я ИН О И И Ы X РО БОТО15

А. А ГУКАСЯН

В работе исследуются вопросы определения моментов 
переключения для релейного типа управления манипуля
ционным роботом и случае изменения начальных условий. 
Подобные вопросы для различных механических систем ис
следованы в работах [I—8] и др

I. Исходные предположения. Рассмотрим управляемое движение 

•V знойного манипулятора фиг. 1. Обобщенные координаты манипуля

тора обозначим через вектор «= («»...п)г, где а/—углы в шарни

рах или линейное относительное движение звеньев. Положение схвата 

в пространстве определим вектором .?= (л։, л՜;., лД (схват моделирует

ся как материальная точка).

/ - начальное состоя*^ -г^ипс/лятора
2 сасглоячие после «есхельких-

Фиг. |.
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Уравнение движения манипулятора определим в фирме Лагранжа 

и представим в векторном виде

(1.1) 

где /И—управляющие сипы и моменты, развиваемые при

водами. расположенными в шарнирах О/.
Между обощенными координатами манипулятора и координа

тами. определяющими положение охвата, имеется следующая связь:

л-=7(а„а».......ал) (1.2)

Пусть в пространстве переменных xt(i - 1,2,3) задана некоторая 

линия, которую с учетом (1.2) представим в виде

’֊(’>•’»-М ֊ ° (13)

Функции ф/ 0 в пространстве переменных а/ (/=

= 1.2.... п) представляют собой гладкие гиперповерхности. Пересече

ние Q этих гиперповерхностей является (п—2)-мерным гладким много

образием, если в каждой точке a£Q векторы grail ?,(а) (i=l,2) ли

нейно независимы [1].

Пусть требуется за время t из начального положения

.v(/n)=,v0, л'(/о)=л'° привести охват манитулятора па линию (1.3) со 

скоростью х(Т)—а и с минимизацией некоторого функционала, ха

рактеризующего качество переходного процесса:

г
J— ГФ(я, aJW)d/-»min (14)

■ J v՝4')l<™
Введем фазовые переменные

։,=у,-. ։,=у/»,.(։=1,2.......л) (1.5)

Начальное множество представляет собой г0= (2 л 6)- мерное глад

кое многообразие а конечное п= (2л—5)-мерное гладкое много

образие S, в пространстве переменных {у,, у, .,} (( 1.2...,.л).

Векторное уравнение (1.1) и функционал (1.4) в фазовом про

странстве (1.5) представим в виде

y-F(y.AI). y’fcS« (1.6)

, ГФ(у,Л1)Л -mln (1

՝ J |M|/)|sSm
f.

соответственно.
2. Математическая формулировка и исследование задачи. Пусть 

движение механической системы описывается векторным дпфферен- 
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анальным уравнением (1.6) Требуется найти такие управляющие си

лы и моменты, которые приводят фазовую точку из начального поло
жения на многообразие Л?1 [т/(7՜)] =0 с минимизацией функционала 
(1-7).

Сформулированная задача является задачей оптимального управ

ления с подвижными концами [I].
Предположим, что при применении принципа максимума Понтря

гина [I]. управление .VI. решающее поставленную задачу, имеет ре

лейный вид:

И*=т։1ёп|£(у)(, ?=й(у) (2.1)

а сопряженным уравнением является

Ф-Л(у4). ?г(у). -ИП=0 (2.2)

Пусть функция 1>=?(и) имеет Л" простых нулей. Эго означает, 

что управляющее устройство при реализации оптимального управления 
манипулятором изменяет знак управления А раз.

Подставляя (2.1) в правую часть уравнения (1.6), получим

у=/г{у.т51рп| 1г(у)1} (2.3)

Правая часть уравнения (2.3) имеет разрыв в момент переключе

ния т((/=1,2.......А). Разделим пространство состояний )', где происхо

дит лвижеин ՛. на (А 1-2) подпространств К,,..., )».: с гипер

поверхностями £(у)=0 (/=1,2,....А), так что

। Н-1. если А'|(у)>0
у? К), если £,(у)=0 (2.4)

I >',+1 если £7(у)<0 (/=1,2............А)

Уравнение (2.3), описывающее движение маиитулятора, можно

заменить системой дифференциальных уравнений следующего типа:

у А,(у) для у£ У,_| (2.5)

у=Л,+|(у) Для у£?(н

Здесь под Г,-|(/=1,2.......А) понимается замыкание подпростран
ства )’, I. Предположим, что правые части системы (2.5) удовлет

воряют условиям единственности и непрерывности решений п 

и в Г+|(/-1,2.......А).

Пусть у=у(/) является решением задачи оптимального управ
ления, начинающимся в точке у</„)£ )'։, пересекающим гиперповерх
ности £<(у)=0 (/=1,2.......А) в точках у(т,) и проходящим через неко

торую точку у,6^*+1. Траектория у=у(() является непрерывной и 

кусочно-дифференпнруемой, именно, во всех точках, кроме т,(/= 
=(1.2, ...А).

В соответствии с оптимальным решением которое харак

теризует оптимальное изменение конфигурации манипулятора в фазо
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вом пространстве, можно из выражении (1.2) определить также опти
мальный закон движения с.хвата манипулятора:

Л-= /()՛,(/).. (2.6)

х- ^)я={д7(у)‘ду^(уим). ...уа-И

Фазовая траектория охвата также является непрерывной и кусочпо- 
дифферснцпруемой

Во время работы манипулятора, в силу действия различных воз

действий и помех, начальное (исходное) состояние манипулятора труд

но восстановить (фит. I). Это приводит к тому, что если известна 

вариация начального условия йуо—Цп—уо. то в случае релейного 

управления необходимо определить новые моменты переключения 

управлющей функции соответственно новому начальному условию
3. Определение .чо.чентон переключении. Не нарушая общности, 

рассмотрим поведение фазовой траектории движений манипулятора

у=у(т) на интервале времени ,ь где т,— момент переклю
чения, а у(т,)—точка переключения управляющей функции (фиг. 2), 
Предполагаем, что у(т<-1)СУ. т является начальным условием и обоз

начим через у’=у(т,_1). а траекторию на интервале времени <е[т, ,, 

V । ]—через уиу(О< ГД* у"~у“-Нчу?+0(») |'|

Пусть возмущенная фазовая траектория движения манипулятора 

У1(/) пересекает гиперповерхность А',(у)=О в момент времени т. е. 

£|у(т,)]=0 и проходит через некоторую точку у(т,ч,= у'(;)',+1. Без 

потери общности будем рассматривать случай, когда т(<т, (случай 

т, не вносит в анализе исследования принципиальных затруднений) 

Траекторию системы, соответствующую новому начальному усло
вию. представим в виде [7]

у,(/)=у,(/)-Ну. (г), для ։«Г<т, (3 1)
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У<(О=У/(О+5У< (О. ДЛЯ I

где г-у, (/). бу,՛ (/)—решения уравнений

5֊1'-уг(у)| т-1 -«уг(О (3.2)
<Н ду

йу,՜ (-/֊I )='<>’“

•£|Шу>1 = ֊Ч '՝>՛+(/) (3.3)
<11 ду |>,<о ՝ '

Из (3 I) - (3.3) следует, что йу; (() на интервале ,л| можно 

определить из (3.2), а для определения решения йу, (<) уравнения 

(3.3), необходимо найги соотношение межах йу’(/) и йу֊(().

Момент переключения, соответствующий новому начальному усло

вию, определим следующим образом

+ (3.4)

Тогда

У.(՜՜.) У.(т)+гйу, (-Г)ч ^,| у,(ч)1 ■ У,+0(0 (3.5)

?-у;(-:,)=5у,-(<) {/-•,! у,(-,)| /-•, ,1у,(?,)|}*л .0(0-- (3.6)

Так как гиперповерхность [//(О] =0 является поверхностью пере

ключения, то ^то означает, что фазовые точки движения манипуля

тора у, (т,) и у,(/,) одновременно принадлежат ему, то есть

г,|уИ^)1-я.|у.(«)|=о 

или в первом приближении

й.1у<(-՝)]-й4у.(-*)1=<г.֊1у.(’.)+о(О1-

У.(-~)֊У.('<)>=0

Подставляя (3.5) в соотношение (3.7) и перейдя к пределу, 

г-0, получим

<гс֊|у֊(’-)|.'-у,-(■,■)>

<^1у^)И-1у-(';)1>
йу,‘(^> ։уг(\ )={'г.+4у<(ч4)1-/г-1у.(-,-)1}х

<яп.|у,(х,)|,гу,-(т,֊)> 
х<я.у|у.(^)|./-'.|у<(у)]>

Разность между ?у,'(т!) и йуг(:, ) называется условием 

для возмущенного движения в точке переключения.
Из (3.9) следует, что между функциями йу,'(■',’՝) и йу-(т-) име

ется линейная связь, то есть
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когда

(3.8)

(3-9)

скачка



-'y (vl^ASy, ) (3 ÎO)

После того. !..՝ь найдена связь (З.Ю), -.ожпо определип> новую фазо

вую траекторию движения манипулятора из уравнении (3.2) и (3.3)

гУГ(О=<1>>|'--. || • ,;У,-(՜' О- >««.- (ЗП)

Ч՜՝'1 -Ф։|..т, | '-у. (:, I. Т5--:, (ЗЛ2>

ЗдесьФ, и Ф-—фундаментальные матрицы решений у:՝.твче1Шй (3.2) 

и (3.3). соответственно.

Из (3.10) — (3 12) следует, что

'■У, (0= ՝>(».Л-|1<У, (- -I» (3-13)

где

Л'(/.т ,) -ф.|Г.т, |Л!,|/.- , |

Если матрица .И исособая, то

..у (т, ,)—Л/ ...у (/)

Заметим, что если заданы исходное решение у Р) и вариации на

чального условия '-у.(т, >), то известны все члены в правой части 

выражения (3.8). определяющие влияние вариации начальных усло

вий на момент переключения т(. Проведенное исследование можно 

распространить для любого ( и тем самым, определить влияние вариа

ции начальных условий па моменты переключения п, тг......,т4,

В соответствии с (2.6) возмущенная траектория движения схвата 

манипулятора по первому приближению на интервале времени Ч 

|. ,]. имеет вил

Sx =/'(։)'"=!d/<(,v)iC*yJ? ‘ ■ Sy

ABOUT INFLUENCE OF INITIAL CONDITIONS VARIATIONS ON 
SOI l'TION OF OPTIMAL CONTROL OF MANIPULATING 

ROBOTS MOTION PROBLEMA. A GUKASIAN
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