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ПЛАСТИНКИ

\г алонян л л, киш .<:ян л ь.

В р.нине рзссяи.'рии.1с:с.1 mj.'ipoc пред.-ищи« плнриженно деформироняннсп .. 
состояния анизотропной термиунругоп и.ин.тпн'И, ома :u идпон hi лнйепых nuucpx- 
iiocreii 1яданы значения шпрнженнп. :i n.i ipyiui’i иопми.и.нач ко «пикси га ьсктор 
перемещения и laHieiJUHii.'iiiiibie плприжения Зя шча. п частности, моделируй։ н;ы::- 

лет кие фундамента ։ жестким осноиа։ нем учетом трении м(*жд\ фундаментом 
и основа и нем. У. тлконлепа аенмпттпчт? :ц:сд ivc.jhohchtoh ;c։rit>pii напряжении 
лектора перемещения К07ор:։я принцип:’: .И ПО • •։. нчяетсч „> ч-имптотикн тех Ке 
величин но классическая теории пластин IIcou.h.аi найденную .iciiMiiTQriuy, решение 
пространственной задачи сведено к .и։։՛мерно.։. Выведены рекуррентные форму.ш 
для определения напряжений и перемещений. соответствующие внутренней тидпче

Док-.1.;.н։..| неприменима. I. i nuoTei Кирхгоф i Ллва классической теории плас- 
н'.п и ойодачен к уктнинные тадачлм.

Для решения пространственных краевых задач теории упругости 
тонкостенных тел (пли сведения к ла՛ мерным задачам), одним из 
эффективных методов оказался псимии^пческии. Этим методом пос- 
îроена асимптотическая теория изотропных пластин и оболочек |1—1|. 
анизотропных пластин и оболочек [5 7]. Метод оказался эффектив
ным при рассмотрении задач взаимодействии гонкостенных тел с раз
личными физическими полями [В 12] Этим же методом решены но
вые классы неклассических краевых задач пластин и оболочек (па 
лицевых поверхностях пластин и оболочек заданы компоненты вектор? 
перемещения пли условия третной ’краевой отдачи теории упругости) 
[13 17]. Была установлена неприменимоезь гипотез Кирхгофа-Лявл 
классической теории пласиш и оболочек к указанным задачам. Рас
смотрение этого класса задан нозволило установить также связь меж- 
(V решением краевой задачи теории утр՝ гости и моделью Винклера 
Фусса для упругого основания, вывести Формулу для вычисления коэф
фициента постели анизотропного основания и основания с переменным։! 
по толщине упругими свойствами (II 16].

I Требуется найти решение уравне: ий пространственной задачи 
ермоупругос! г анизо тройного гола в области Q={a*, у, г; х, v^--0, 

h ü}, где £2,., -область, занятая срединной поверхностью плас
тинки, а -характерный тангенциальный размер пластинки. Считается, 
что анизотропнч—самая общая (2! упругая константа), на пластинку 
действуют заданные объемные шлы с компонентами Гл(а*, у, z), 
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Л,.(х,у, г), Л-(х. у, с) и температурные воздействия. Изменение тем
пературного поля характеризуется функцией н Т—Т^ которая счи
тается известной, то есть рассматривается несвязанная задача термо
упругости в силу статической постановки задачи |1Я|. На лицевых 
поверхностях заданы условия:

’уг~а*(*.у)
(1Л)

3.==& Ч-՛ (х.у), При у = Л.

u՝=«-Jar(x.y). зЛ .=з֊ (д-.у)
(1.2) 

3yx=37,(-^-v). при у±=—//

Условия па боковой повер ՝ иосгв пока б дем считать произвольными.
Чтобы решить поставленную грехмгрпую краевую задачу, в урав

нениях п соотношениях гермоупругосги перейдем к безразмерным пе
ременным :-л֊ д, т;=у и, zih и безразмерным перемеще
ниям V- v/a, IV' 7С72. В результате получаем следу
ющую сингулярно-возмун.енную малым параметром ։=Лб/ систему:

^ + ^ + ։->^- + о/.-֊0 
да От и,

+ 5^4 „/.- „о
О- dr, д'.

<?зух dz,
-zr + ~r • +я/\-=и
d; dr, d.

ои
. - — ^J23> : rtj»3*--: av.'x: ֊F’л1՜’Ok

oV
— al23.VTw«3։՛ *1՜ • •<7v.

, dlV'
S W v*0"3* 1 а"^у *՜ • ’ ‘

(1.3)

8 "T՜ + T՜ =ai«3X-f ^<Jy -t ...4 «4важу+«3»е 
d. dr,

.dU
' — = «и3.г4-«,,ау • .. .-Hz590vy-| auW

- ---- T — «Je-3A-t + . -i ^e3ty *J-/՜ 
drt

где ям—упругие коэффициенты податливости, ад коэффициенты 
теплового расширения.
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Решение системы (1.3) складывается из решения внутреннем за
дачи и пограничного слоя (I. 3. 7. 19). Решение внутренней задачи или 
проникающее решение ищем в виде

Q 1Qp>(:.*4t'.)i 5=0. .V (1.4)

где Q—любая in искомых величии, по немому индексуs hv.-ioicm сум 
•пирование от нуля до числа приближений V. целые числи, кото
рые ДОЛЖНЫ бЫИ< 1.1КПМИ, -<)бы !'ПЛ .'гл, HCnpOlllnopCMHIiyiO систему 
относительно Ql>}. Эта цель лсхл шлется лишь при

7.= 1 для sv. э.. а,.,., /', I/, U7

7^0 для -л:. оу. (1.5)

1 .)клад обы-viiij, си.՛։ и ;см:нратурпых >։гис1Ш!1! и общее напряжен 
пос сосгояние будет соизмеримым со вкладом поверхностных сил, если

Л։=г-‘ (.с.у)

(Iß)

Н=։ ։+'Н( )(5, ур;)

откуда следует, что портальная составляющая обьемиой силы должна 
иметь доспи >чно большую интенсивность. в противном случае влияние 
объемных сил будет меньше и соответствующие слагаемые войдут и 
уравнения для более высоких приближении Для сравнения с найден
ной асимптотикой (1.4), 1.5). приведем асимптотику решения задачи 
классической теории пластинок (на лицевых поверхностях у = -±.1> за
даны компоненты тензора напряжений) [I. 5]:

?/=—2 для ос. э,, 3XV. С\ Г (1.7)

<//=—] для =х-. зух. с/,=0 для з.» <?.= -3 для U"

Сравнение асимптотики (5 5) с (1.7) показывает их принципиальное 
различие Асимптотика (1.1). (1 5) существенно отличается и от аенми 
готики во второй и гре ьей краевых •алнчах [13-15]. Ниже убедимся, 
"то это отличие су шественным образом влияет шт структуру основных 
разрешающих уравнений

2. Поде։ввив (1.1) в 11.3). приравняй коэффициенты при одшш- 
ковых степенях >. с учетом (1.5), i l.Gi м.лучим следующую систем, 
относительно Qbl

da/’ 
dT՜ 4- лу>=оdj՛;; 

d?՜'

d:?’da1՝’ 1
dF2^- 0

(h(\ ?• d3‘*J’ d3<’>
/• ՛

d; (f.
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-^—=^ап^-га^Чаи^ “”3у; °՜* а^?Г’Чад?уЦ гинН

<91/4 ՛
-—- ■ «>,’?• I «пЧ0 и21-^ 1-ад’; ‘Чад? ‘4 ад?р

<э\гч , и— ад? Чад?՜ 4;
д^՝՝ д№« ’՝
д\ ' д\

ад? "- 'ад£-7) ям<?Й_’Чад!г?-1Ч«лзн’>-|>
(2.1)

=ад? ” ад?-’Чад1 ՛11 ч-
. ад|։'?>4 и։.-‘'֊3‘Д-(7։в3<’-Ч-7,.А<'֊>» 
• 41 V- <5 *3<1 ГУ 24

д\Х"՝ ’> 
дЪ

дСМ 
'д'. «-ад? ” ■ ад?“'Чад?“։> 4

4-ад!; 2Чад?г’Чад?/-։> 1-«13й(л ’»
а/А՝> <-дд՝>

, . ֊-՛•■•-"' • - ■ ■ < ■ ' 
ОТ։ ()-

^<;г ” • адй+’пн(л’

Учитыиая, что О’” 0 при .֊><0, и՛ системы (2.1) можно опреде
лить нее псизвесгиыс величины с точностью некоторых функций, з.т- 
виеншнх только от переменных л, ц. Приведем процедуру решения сне- 
։емы (2.1). Из третьего уравнения равновесия определяется 
из шестого, седьмого, восьмою уравнении системы определяются 1./"\ 
И՝>, ^Г՛՝1,;։ из четвертого, пятого, девятого уравнений, с учетом ужо 
определенных величии, определяются <Ил), а?>, о^). Вернувшие, 
к первым двум уравнениям системы (2֊1)г определятся а?], 5?>. [5 
результате имеем решение:

7И)=сь;(;,г;) г„

<.'»=Лиз։?

=й=’й(‘<,’!)֊-. (%-1 т ^֊'У՛՝-՛
\ <7: <7т( /
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Здесь

Л» (л։։Ь’м4-а։,Яп-Ь^е,/?вг) Д. (1.2)

Лйэ=('ЛА։ I ‘ЧАЧ^Л^/Д

‘■-։։—</|;> Л,/?,,. &։2 =й։2йвв 'лн։,м

^։л а 1б <։и^вв» ^л։=<7п^։« ацаи» (1.2)

Д=«П'^.։лАЛ ••--Л?։2с/,я ։։й—йия]б—йисц2 (2.3)

Л ' Ду

Величины <?*'■' («. >|, X) для каждого я являются известными 
функциями, если определены величины предыдущих приближении. 
Они тычнсляются по рекуррентным формулам:

•  | } *

о
д- д\

а,«<» = [(а,р|;-"+«и.|г1)-;-«з։='Г')+п>։Ч’Г։)+ 

о

ч-мг2’

^-Г^Г^Ч- 
0

Л 1^(1֊։) \
г^5^-2) ч- лиз1;-։?+а^-։) ֊ -—-

-ь
о

+«из։;;*+а»,։?,—р }‘1-.

=;<։'^ ֊-О1 т*Гй«.)1-1

= . ՝’= - Ч (*1.”Д»+«''Я>.+*?,».1) (2-4)
д
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։у _ £_ I
д\ |

^։’>= —— -֊«,эз7а’֊а։4з/4-‘)_<2։53м--1)-а։։^՛)

(77}
£?7*<։) Эт’’/Л‘

= — I ֊—«..’?՝>-°..ЧГ1։֊««’’£-’՝-«»6,'։
Как следует из формул (2.2), (2.4), вклг-д объемных сил и темпера 
турпого поди в общее напряженное состояние вычисляется непосред
ственно, входящими в (2.1) соответствующими интегралами.
В (2.2) неизвес: нымн являются функции «(л,։ Т’,л?, •<£*•’>, з^;’, з^л. 
а«о։ которые должны быть определены из условии (1.1). (1.2) и 
услоннй на боковой поверхности. Удовлетворив условиям (1 1). (1.2), 
получим

7£»г ’) (с, т?)=ю՜ <՛՝•'—-кЛА)( с, т;, — 1)

(2.5)

Iз.„ 44 з՜^ )—1) 1 • (л у)
**

где

в+Р)вО+,з±<07=х5^.. 5’<■•=;ъ(.’)==0| (.^>0), (X, у)

для определения же величия /<<ч, х>('> получаются следующие диф
ференциальные уравнения.

(2.6)

/.։гг<'>4-/.4ц('>— 

где

А = / = ^>а .
’ д1 дтк 5 дс

(2.7)
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; ЗД ! __ ^41 I ^>3
<?; dr, 4 r>y?

П։|»71«„('|->;.!'1-Ш->>+’>^1)1- 
e»

d^'J д-л՝'_ л __ 2? _i_ .։ .22.л» д' +։Ц։ drt

di dr,

Решив систему (2.6) г; частных производных четвертого порядка, 
определим м{։\ Т7(՝’։ а по формулам (1.4), (1.5). (2.2), (2.5) опре
делятся нее искомые величины. Поскольку система (2.6) мл.чпт ическ.з ։ 
в четвертого порядка, то приведенных краевых условий пи боковой 
поверхности должны бы и, два. ’ .ели особо не рассматривать погра
ничный слон, то тля исходною приближения эти условия можно вы
писать. осредпнв по толщине условия ни боковой поверхности пластин
ки относительно тангенциальных величин.

Отметим некоторые ра '.личптсльньи стороны полученных двумер
ных уравнений по сравнению с классическими и другими [I. 5, 15]. В 
случае классической георип пластинок [">, 2, 5] получаются дифферен
циальные уравнения не только относительно тангенциальных компонен
тов и, v вектора перемещения, но и относительно нормальной ком
поненты тг*. В пашем случае уравнения получились относительно «. f, 
а к՛ определяется для каждою приближения арифметическими дейс:- 
виями по формуле (2.5), то есть условия на лицевых поверхностях 
диктуют вид приведенных двумерных уравнений и изменив лишь одно 
условие по сравнению с классическими (в нашем случае на // = /?. 
огносительио «՛). коренным Образом можно менять характер иапря- 
жснпо-дсформировяшюю состояния пластинки, что ярко проявляется 
в асимптотиках (1.5), (1.7) всех искомых величин. Сказанное еще ярче 
проявляется n i |учаях второй и третьей краевых задач [15]. когда 
пс получается никакое двумерное приведенное уравнение и величины 
и, v. а? полноетью определяются । :>и помощи условий па т/ ±й, •։ 
условиями на боковой новенхностн обуславливается появление лиш . 
пограничного слоя.

Систему (2.6) 
i ого порядка. Для 
оператор /,։. а ко 
уравнение

можно свести к решению одного уравнения четвер
то! о применим к обеим частям первого уравнении 
в-орому— ( — Л2) н сложим, п результате получим

(Z.։/M -Z.s/։)w«>-=/.։P[ >-/.,Z>՝> (2.8)

Для ортотропных пластинок, когда главные направления анизо 
тропин совпадают с направлениями координатных линий
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lb—Uj„—rt։n—U.!.,—c/,։n- -Л.я—0, (2-9)

прп.-.с-денные выше .|м1рм\лы зщ11,и голый՛ упрощаются.
В заключение о i метим. что мы здесь рассмотрела лишь внутрен

нюю задачу, вопрос о пограничном слое и его взаимодействии с реше
нием BHVipcuHcf'i задачи предмет отдельного рассмотрения, что мшк.ч > 
осуществи и. укатанным в [2, 7. 20) с гл к՛ обо м.

ASYMPTOTIC SOLUTION ОН MIXED THREE DIMENSIONAI 
INTERIOR PROBLEM FOR ANISOTROPIC THERMOELASTIC PLATES

I . AGHALOVIAN, /\ B. TOVMAS1AN

11 .Ն1Հ»11Տ1'||Պ ՋհՐււ՚ԱԱՌԱԱԴԱԿԱՆ 11ԱԼԻ նՌԱՉԱՓ lollJI-Q 
ԻԿՐԱՅԻՆ ՆԵՐՔԻՆ ԽՆԴՐԻ 11.11Ի11ՊՏՈ ՏԻ’| 1.ՈԻԾ||Ի11Ր

«. Ա. 1ԼՂ1Ա11ՎՅԱՆ. IL. F. 1>֊ՈՎ1ր1ԱՌԱՆ

1հո։։ւրյվ։»ծ է Ա/սիմ պտոտիկ {Ոէծում ընղհանուր աէւաձդական It ջերմա
յին անիղոտրոպիաներով օժտված սայի ներրին տիրույթում, երր ււսոի ճա
կատային նրսւոերիր if եI/ի վրա տրվում են {արման տենզորի բաղադրիչնե
րը, իսկ մ յոլս նիստի վրա տեղափոխման վեկտորի նորմալ բաղադրիչ 
ե tn անդեն էյիալ յսէրումներր։

Ասյ ut րս լցված Լ 'էիրիէ 'աի֊Լյավի վարկածի անընդունելի քինե{ր նշված 
դասի խնդիրների Համ ար -. Ստարված են երկշափ րերված Հավասարումներ 
տեղափոխման վեկտորի tn սւն դեն էյի ալ բաղադրիչների նկատմամբ ե սե- 
կուրենտ բանաձևեր անհայտ քարսէմների և տեղափոխումների որոշմ ան Հա- 
if id ft i

Աւդացւււդված ( սալի ճտկաւո ային նիստերի վրա դրվող ւդ ա յմ անների 
աեսրի որոշի} ադդեւրււթ յանր րերված երկչափ խնդրի բնույթի վրա: U'lnu 
նավորաէդես ցույց է. տրված, որ ի տ էսրր հ րւէւթյուն դասական տեսության, 
այսւոեղ յի օտարվում հ ավասաքւում id եղա էի ոիւ if ան վքւկւոէւքւի նորմա} րա- 
էք ա դ րի շ /» ն կ ա տ մ ա մ ր :

Л ИТЕРАТУРЛ

I. /՝,».;oih.'«։i։’ii.4t'p ֊1 .7 Построение прпближенноч теории и нибл ivi.içthhkii методом 
|.|1м,:т։՝гнчес1<։ч о нитсгрирогиннн ур.1 имени т levpiiH упругости—1962, 

26. пьн։. 4. с. йбЯ—686.
'2. Гп.:1.‘՝1е.чвсй:.{1‘{> .1. Л. Теория упругих глимгс оболоче;. Наун.т, 1'?7б, 512
3. liofxidii'i f! If. llekoiopjjc результаты и проблемы аеимптотичс-гкс-н теории и.ис- 

тн>1 и оболочек.—В <6: Мзтерволы I Всесиюэн. школы по теории и численным 
меюл<1.м расчета оболочек и пластин.- Тбилнсн, Изд.-во Гбн.мкч-к. ун-тл 1975:

•I. Нороппч И. И.. п И. Г.. Устинов К), .ч. [\ теории неоднородных по гол-
шине плит —Ihn. ЛИ СССР. MÎT. 197г>. AÎ3. с. 119 130

10



5. к’о.юоял .7 .4. К теории изгиба орнпрончых пластин,—Изв. АН СССР, AVI Г, 
1.966, № 6. с. 116 1'21

i... .килон.чн .7. .4. О некоторых енот ношен ня.՝, пшенной теории ннязотропт-' х обо- 
|лчеь и возможностях их уточнении—IIш АП СССР, 197'2. V? |, < 1(19 120.

7 Ага.гоалн .7 .1. О прнислеппн iipocipuiiciBeiniofl задачи теории упругости к ди
мерной 1ля Ортотропных оболочеч и погрешностях некоторых прикладных тел 
рни Докл. АН Арм.СГР 1979. ։. 69. ЖЗ. t 151 ֊156

.4, inno II £.. Троап Ч. .4. \сн митотические мсы’ды и задачах теории iviiflaiipOBu.V 
пости п тсрмоунругснти Л ll: i-no .'ПУ. 1P78 224 с

" ?г».’«'/епн ,7. II. Уыннсниан теория ;срмоупрхтих оболочек R сб Тр X Всс- 
с’нозн конф по теоонн оболочек и пластин Гбцлис i, Меппнереба, 1975. с 261- 
259

<0. .чоди.цианский 1 .7омк«н В. И. .\сим1лотичгскнй авали з.юкгрохпрут՛՛< 
состояния тонкого пьезоэлектрического слоя —Прнкл механика 1978. т I I .Хе 5

II Рогачева II. Н. Уточненная теория пьезокерам »чески х оболочек Изв. АП 
Арм.ССР. Механика. 1981 т. 34. № I. ՝ 55—64

12 Сарраепн С. О. К |1истрш1:1пп п ih-vim -1нуме| поп теории колебаний проводите I 
гонкой анл-отронцон оболочки метою»’ jcjimi՛ ютнческоиз ннтегрнропяння трех
мерных уравнений млгнитОупругостп —.Материалы II Всссоюзн конф «Проч 
ность. жесткость ц техпо.кнпчиосы. изделий пт ко.м^озинионных материалов* 
Ереван. Изд ЕГУ, I984, <:. 130—135.

13. '1,ш.։оняи 7. 4, О структуре решения одного класса плоских «алач теории уп
ругости .'uni՝ иродито ։e,i.. Мсжпу., coop.i.ii- научи гр. Механика, изд-ш ЕГУ, 
1982 нып 2, с 7-12.

14. .•ко.юнян //. .4. К o.ipe.u-.ieriix՛ напряжен и деформиронанного состояния двух
слойной полосы и п справедливости гппо։сзы Винклера. Тр ХП1 Всссоюз:։. 
конф по теории пластин и оболочек Галли:| 1983. с 13 - 18

15. Аеи.ювии .’I. .4.. /снорл-яи /’ Об лгимцготическом [ччпепин смешанных трех 
мерных задач дли твухс.юйны.х лпн«про । i.r ii.iaciinioK —ПМ.М 1986. т 50. 
пын. 2. с 271 278

О0ГЯМ .7. .1. A<h:.\<44 С. .V. О к։, .ibi|’.4ii:<'Г! постели oiiiuiiHJIHi: С i vpe.Mc.! 
ними уярмимн харак1ернс1н;<амн. -Док । АП Арм.ССР. I987. i 84. №3. с. Н5 
П8

'>7 ]ги.:'>вг,’1 .1 Товликян Г>. О смешан и i краевой удаче для анизотропной 
термоулругой полосы. До л М1 81

16 Иоз.оо.нц Н. (иннмпческие талачн гермоуппу։игтн М Мир. 1970 256
!9. Во< ч.о.евн .1. И.. Бутуем* В. 'P. Acumutoih՛՝ i не разложения решении cii.4- \.bi;hio 

возмущенных ураансн.-ifi -.М. Пзуха. 1973. 272 с.
2(1 Лсч.)ов,1н .'i, i о погранслое плвстнпок Цокл АН ХрмССР. 1972. ։. 55, .V-3, 

с. 149—155

Институт .Механики
АП Хрмспин

• Носгуинла и редакции»
7.07.1992

11



jiMiiisin.i՛ 'n«sni'i>3iiMa.iiPb uuiUHiirmi' shlwiiiwp

_ II3BIC1 ИЯ А КАДЕ Mill l_ ПАУК AP.MF. НИИ 
tr։.|u»r.|.\w гс>։ V; $ У 1993 Механик։

УДК »1'1 л 01
О ПОГРАНИЧНОМ СЛОЕ ДЛЯ ДВУХСЛОЯ 

С ПРОСКАЛЬЗЫВАНИЕМ
ЬДГДАСЛРЯН KI М. ХЛ*1Л11>ЯП л м

lluivirnu ai'MUntoiii'ic»ине •|и>рч).и« *.ш uu|c.i« нии« комплексны* м>|ини ։р*щ 
IW1I.ICIHH0H» vputnic-llllll, реллькап ЧПСП. I.i'iripux <*|1|Н.՝ДСЛНСГ скорое։!. Mtyxuilllll petii’ 
ПНИ IHiip.1IIC.1UII Исслсду«•*«•»! IIIHW.lCItllC ’Itprtliro KUPIIH II IJIIIIeitMor.ril t>t величин ГСП- 
Mtipil'IWKII* Il ф|11|։ЧСС».И» |UI|HB|i:rpii|l идичн

Работа посвящена описанию и анализу пл||ряженнО’Дсфор.мнро- 
ванного состояния uni.։ ши ранивший слоя для двухслойных анизо
тропных балок с проскаль .1ыпанпсм Исследуется поведение парного 
корня характеристического урапненпя а зависимости ат значений гео
метрических н физических параметрон Вещее тленная часть »того корня 
характеризует скорость затухания величин погранслоя при удалении 
от горца

В работе [I] асимптотическим методом построено решение пну треп- 
пен задачи, а н [2] пограничный слои для слоистых анизотропны՝, 
балок, котла между слоями имеется полный контакт. В статье f3i 
исследовано напряженно-дсформ ирона иное состояние, соответствующее 
пну трепней задаче двухслойной анизотропной полосы—балки, когда 
контакт между слоями неполный В них же работах приведен обзор 
работ по методах։ расчета многослойных конструкций

В работах f l. 5] получпеы асимптотические решения смешанны՝ 
красных тадач для двухслойных анизотропных балок—полос, а и ра
боте [6]—решения гнил пограничного слоя для ортотропных пласти
нок. В ci.iii.e 17| асимптотическим методом построен пограничный 
слой вблн ni свободного края слоистой пластинки, составленной нт 
чередующихся изотропных несущих I! слабых слоен при ПОЛНОМ их кон
такте В работе [8] нсслсдонпш։ повеление первых корней характе
ристических уравнений потенциального и вихревого решений задач нт- 
гиба и растяжения трсхслоГшой плиты

I В работе рассматривается вопрос определения напряженпо-дс 
форМ11ро|։;Н|11ОГп СОСТОЯНИЯ ГНИЛ пог рлннчного СЛОЯ В ПЛОСКОЙ I.I.1J4C 
для двухслойной балки—полосы длиной и и толщиной 2Ь Слон име
ют р.- :.1НЧ|1Ые 10ЛШИ11Ы II коэффициенты упругости rtfj' (А=1,2).

Предполагается, что на продольных сторонах балки отсутствуют 
напряжения, а па торца՝ могут быть заданы различные условия.

«»,- U. при у-Л|» — А։ (El)
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Ни линии раздела двух елось // <1 имеем следующие уелппня кон
такта

з‘.՛;-зй- я° о -2)

Для построения пограничною слон нблнш торца л--О и у ранне- 
нннх теории упругости сделаем тамеиу переменных

/-л/Л :«у/й, Л (Л։г*։>/2 (1.3)

Решение вновь полученных ур:1.1нешн1 ищется и пиле функции типа 
|1.,1 ;м1|11'1Ш>1<1 СЛОЯ [2.6]

՝ ։*Ь.
«“■=* '■ (I I)

где любое нз напряжений и перемещений. ։=Л/л -малый пара- 

яс гр, л*1-показатель интентивнести. ■ характеризует изменяемость 
1кп1р>)>кен11и-д<*формировннно1'0 состояния, к номер слоя. 11епротн- 
поречнвыс значения «<*• гадаютси следующим образом [2.6]

'֊--- .ля всех напряжений и /»*•= • 1 дли всех перемещений, где 
. целое число, значение которого определяется г. ходе сопряжения 
1шутреннего и типа погранслоя решении.

Полегании (I -1) в уравнения теории упругости, преобразованные 
Гн |}юрмулам (1.3). с учетом пышеизложенпых значений *<*■*. получим 

.и. -.ему относительно Н\‘ ". решением которой является

<• <г.։ ’ ’•՛*’ / </:

1 т/о’*1’ 1 I(<։<*»+./,<••) ֊-֊2^ -н/!." -- |

где напряжение о*,**1 удоплетиоряет у:>лвпенн1о

<' 4 2'«'.*’ 'М5’+2<»|‘‘> 7Г. 1-

(1.6)

т-оря1,*՛ —г'-- /‘<т<Д>-<'“=0
•՛՛ </. ՝г

II условиям

э‘Д"=777-=° "Р" •=•* О')
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֊ Л, Л

В .i.ihhciimociii <>i uh.։.i корней еооше'стпующсго (I •»> характера 
тичсского ураписпня (9)

а) t'ik. ц фА

б) а|й+^|*« 9։4 41ISx (18|

тнможпы p.i*.'1м*1Н14с решении задачи (16) — (1.7).
ОграНИЧИМСЯ рПССМОГрСПНСМ Л1»> ХЛОИЦОП 6.1.ТКП из н «отроиных c.i„ 

га. что лает k.vicciHCHit-֊ io картину исслс тусмой проблемы Xii.mutiii 
ное нсслсдонанис можно пронести и для других случаен

2 Пусть имеем лиу хслонпую балку in изотропных слоен, нср.хв i 
слон которой характеризуется упругими постоянными у|։ а ниж'пН 
слон -постоянными i .л. Слон имею՛ о>.1ШНны Ii, и /о соответстпони< 
Ось Од направим и՛* линии раздела *ш՝ слоен. Харякгерксгичсск ■ 
уранпенне, соогвсгстнутощее (1.6) имее* только лнехкратпые мнимо 
кориц [9], полом՝ решение՝! урапненнч (16) будет

s'^’—CY’cos''. т Ц։,'.со$' • 1 -С‘։’яи»՛. ‘ (2 Ii

Пи формулам (1.5). определяя шачеппя остальных напряжении 
перемещений и удовлетворяя условиям контакта (1.2). получим

Cp-q1’, С<”= -КС;’». Q-» ■ ■■> £,С;"

О;6»ОД>. /Г, - £,/£',

Остаются неонредсленнымк четыре пен'пестиыс константы (?•՛». С՛11 
С'։” и (?’*, которые будут опредетяться из условий (1.7).

У ловле шорня jtiim условиям, получнх՛ систему однородных алтеб- 
ранческнх уравнепнн относительно укг.занных псизпсстных

III хслоиия сутнествоиання нетривиального решения (прираннинщ • 
птт редел и тель »гоп системы к пулю) 1олучим трансцендентное ура. 
псине 'ля определения *

(sin?/՜., 2/:։)(sin’.*-£n(«in2>.;։4-2/:։)(s(n։>՜., >։:j)~o (2з)

Впод я новые обозначения

г«й>Л|, т»—

уравнение (2.3) перепишем в пиле

(sinJwc t -’*ncXstn։.՛ -г’) i ^(slrrJc 2г)(ъ1п’глг -ят։с։) = п (2. и

Заметим, что если десть корень уравнения (2 1). го -с—также корен. 
uToio уравнения I ряснендснтпое уранистше (2 3) имеет бесконечное 
число комплексных корней В пункте I т.р|июдя1ся асимптотически՛* 
формулы для приближенного определенья зтих корней

Пи, как определитель системы равен нулю, между у рапиенннмч 
этой системы существует линейная зависимость, что по тол нет псе и՝- 
известные величины выразить через одну Обозначая эту нстпвестпу ՛՛
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перс ’ 1'Д решение Уравнения (1.6). .1 и..кс ос1алы1Ые искомые не .
чипы можно пролез ninni* ՛՛. нндс

՛-՝՛. •!•>■•.............. .. )4 ,. . ij

где
Л,ивЬцЦ/>пСО5/ + Оп(8)П',/.- *7i’C0J>//.)-rDi։>sin/,|.| с. .С)

=/>;,'|Dncos- . ՛ £,£)„(s!ii< „’.cos* .) • /)„‘.sin/„‘.|

Z?։|- алгебраические дополнения iivpuoi՛ строки матрицы !) ;./v|l 

,i пчрюго порядка с глечентамн
J։։—COS'H՜.,. </„■«■ Mw я’.։- <,/.։чи'н՜.,. //„ ‘.pill/..,

<Л: м։п<«|. */:•—'■.•։»։։'л՜.,. Sill',/, (l>y„.1

(2.7)

</„• cuv //j։=£e(s(n'„., «v,/.,). tiiK -Ml.' -J

</„=->«Чп/J։։ '„'4..SIIP

//H=sin',/., ',.։co3',... «/|։=</,։ </„=»/.,4 

к определяются no формулам

/J։| - -/:e(։l/i'՛ ,;,co- ,/|K>hi։',/.,—'V.j

(2.8)

D„=l/2(»ln՛ ■ ։.,со$' ,'.,)(shi2'/.,+2- ...)

/J։։— •'rj>ln'7j.||Ae(5ln։'/J.,- 'f,.,)՜ 1,2'/։ч<1*։л2'пч ՛ 2'«.։)I

/J։<=-£u .sln’^/.jsin^'., » /n’.,COS',/.։)

Остальные напряжения н перемещении, согласии (15). легки ны- 
.I..II11. через функции Г\п н их ирон полное. Считаем, чло и (25) ч 

. лы1сЛн։см, где к.п.ая-либ.» функция умножается пл пропиюл по.- 
ранелоя J՛/». пронзнод1пся суммиропаине по тем значениям индекса п. 
। ՛■ .rm iciiiywiiieio нссм корням //։.

При ft։=A։(/n=!) и ■■ i'.ihiiciiiic i'J к распишется и ipii ne՝.i՛" 
niMue ՛.раннепня. В »к.м случае фупл|ц:.1 А*.,։(С) также p.iiiiaa.iiorcii 
I. три функции, coomeiciiiyioiiuie каждому и:։ уранпспин

Из условии (1.7) и (12), как следеыне. пытсклют

*“Ь2 (2.9)

/•։п(<))=/7зч(0). Л-и(0)=Лп(0)=0

Используя соотношения (29). нетрудно показать, что напряжения 
и =։> . са.моураш1ове1нены. ... есть y.ioh.ieiiiopMrH c.ieiyiöHiiiM vc.iu- 

пням՛

Сз,/г.-о. |':=vp</-~o. Г=։,г</:-о (2.ю)
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Более того. i.in каждого слон имеет место p.mencrno

p«‘W. = O (2.11

B спрлпсдликостм panencni (2.10). (2 11) можно убедиться, ci.n 
непосредственно пычиелить ли интегралы и учесть (2.9) Соогнопи 
ннн 12.10). (2 11 справедливы также при произвольном количеств։ 
слоен

Хналигичным образом строится погранслой вблизи горца д=ц
Вели отсчет нс» ni от торца \ =0. данные этого norpauc.ini 

получаются n i iipiineacinioio таменои t на /,—(«/ -Х)/Л

3 К \ равнению (2.3) можно применят!, теорию определения аенхп 
готических корней ■ равнений nifi.'i ква зинолиномов [2, 10]. Расноло 
женпе этих корней практически определяются только несколькими ч.тг 
нами характеристического у равнения Хсимптитическне корни опр- 
деляются по формхлам

2/J/»- 1>'2(1-г «)с։й?Д|(2я-1/2)г : argZJ-^/ln>2rnZ-’ç(g©/} (/ 1,2.3)
(З.Г

Уравнение (23) и первом квадранте имеет три iicrini асимптитичес 
ких корней. соотносил .отне н>ем значепннм /■, и Ctg֊?/ При эточ 

асимптотика тлнисиг от т При неспеловант« первою корня ։ 
Re«</'>0 надо следить «а норным корнем каждой iiciiih. посколыо 
при разных параметрах наименыпнЙ корень принадлежит различны՛ 
ветвям Приведем оконч.цельные iiia'ieiiiiii < . и ctg

a)
ClB։,~2. Zn-±fîT։ (3.21

ctgû։^l ni, Z, »i/(2m(l pwÆû))

Го, I l argZ,—0. argZ. r. argZ։r=n/2 и будем иметь

2'1.1’—(| r-m) 2| (4м—l)~-i 21т|(1гл,ч'Гта)/| (33J

(I +"i)/2| +(4л ; 1)՜ ; 2ln( lr?j.f 1 • £$)т|

2И”=П i 'N)l2"'l 1 (2« -l 2)" Чп(4-л(1 -m£e))/|

Обозначим через Re(2',) нанмеиыпее значение Rc(2^p)

Из (3.3) получаем

Re(2/։)«Re(2><”)ss3R/4(I+! ш) (3.41

Заметим также, что при т—оо Кс(2»|)=3^,4.

л при ni 1 Re(2',)֊3-.'2

б) т < I

clgŸi2т/л, Z|.։— /1 + l/£0 т (3.5!

c։g?i=l. Z։=/£»Wi(2(l4-™£e))
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0. argZ։=K, а.-ц/,֊ -■ 2

2'V’e(l t /л)/2/л| 1 (4//-1)«) 2Ib(4rw>՛ I • I )/1

I • m)/2m| - (4л-|1 )r i 2ln(W I rl/^h| (3.6) 

(|-t-rrt)2| (2«-l/.')- 1п(4֊л(I r 1 m/:e))/j

Здесь Re(2/։)=Re(2/<'>) ^3^4(1 m)

При m— 1. Rc(2>։)= к/?! m — 0, Rc(?/։)=3k/4

») m — I (3 7)

5равнение (2՝l) прекращается и уравнение

(3ln2^4-2zXjin;-?z)(slnr .-)r-.O (3.8)

mipHII KOIOpuIO ИС 1.1НПСЯТ (lj /.» ЗДССЬ 1ЛКЖС имеем три BCTBII аенмн 
то«нчсскпх корней Трат цендситные уравнения (3.8) хорошо исследи- 
и .цы В работе (2) прниедены лсимпт.нннескне формулы для опреде
ления »тих корней Поль«уясь этими формулами, будем иметь

t (2п ~ 1 /2)я4-/1п(4«л) (3.9)

2’\։ - ■ 2(2п l.2)>:-r/2lii(4«M)

2><։»=.О(2П l/2)r i /21|.(4гл)

Здесь

Re(2'։) Не(2Ц'»)^3«/2

•I Рассмотрим вопрос сопряжения них треинего и тина погранслоя 
.мнений Условия самоураииопешспности (2 10). (2111 позволяю: 
определить неизвестные постоянные н решении ипутренней задачи [3] 
и погранслоя при заданных на торцах условиях нерпой краевой задачи 
теории упругости

Пусть на торце д =0 заданы значения напряжений

”0=^'.) (4.1)

Учитывая, чти при < 0 проявляет <ебя потранслой. соответствую
щий этому горцу, получим

(»-2)

3 qV 3У/1 • •1 =çV ♦ •1 при х ֊(>((« 0)

,.е вторые слагаемые шлаются решенлем Biiyipeiiiicn «плачи [3J 
Условия (121 будут 11спрот«|воречш.имп, сели /-—2. Тогда усло

вия (4.2) запишу гея в виде

-вЮ(х-0) (4 3)

՝->._,(- »(ЛЙОУ

Правые част (1.3) должны удовлетворять условиям (2 10) н

Ï Ипнстчм ЛН Армении. Mvxiiiiih.j, №3—« I9W



(2 11). откуда находим следующие зиачештя произвольных постоянны; 
внутренней задачи |3]_ 1 ||.< Հ.“'(;_օւ|rf;

*оԿ ։-» Լւ
oc|"=i |'=;<֊" (;=օ)<ր.- 4 А։;;'(։=О)։Г. ւ |

DC;'=-2՜., խ,<՛ ■ (-.) (;=0))./. ■

. խ; ■’('.) Հ՚-՚-՚(։-Օ)։<ր. 
0

-4р,' ”Г.1<Г. ,4 I ■ ",(:_0),Z; | |;,-i 

o‘ 0՛

i>- I Յէձ՜՚՚՚Հ -жестокость при изгибе, :=.t л-безразмерная
координата.

Перемещения будут определены с точностью жесткою смещения 
1Ի условии отсутствия жесткою смещения определяются постоянны.՝ 
G‘։>. С|” и С<”. Остаются неопределеппымп постоянные решения 

noi рапслоя 1 *,'*• О||,։ определяю гея из условии (13). правые час.։ 
которых после определения постоянных С{" внутренней задачи—ш- 

осетине функции Для определения А',,՝' можно применять различные 

приближенные методы, и частности, метол коллокации пли мет֊՛; 
Трефт на

В заключении авторы благодарят \таловян.т Л Л за постоянное 
внимание и интерес к работе

THE BOUNDARY LAYER OF A I WO LAYER BEAM WITH SLIP

VI M. DAODASAHIAN. Л. M. KHACHAlRlAX

bPHCbPS Ճ1>ԱԱՆ1< ՍԱ2ՄԱՆԱ:ՅԻՆ ՇեՐՏԻ 1Ո1.|1|«Ն
CbPSbPb 1Ո'ՋեՎ IIIUPI' 11.1ՒԿԱՅՈ1'»հ^Ա111*տ тг. I'U'vruuiiesin,, ц. ւր ьадпзгатп,

ИлТфпфпиГ

I'l/iiш/ւէ/վ։4ծ I, սահմանային յերտի տիպի ւււ/ծւսմնհրի մարման րր- 
նւսյիր է/ախված իւն/յրի նրէ/րաչ ափ ական /ւ ֆիււիկւսկան պարամ հսէրերի})՛ 
1!Նո,ք)աէւրիյ հավասարման կոմ чцЬуи արմ ч/տների որոշման համար /ւտնվ/ւ/Л 
են ս/սիմս/տոտիկ րանտձեհրւ 
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<М»81Н‘Н-ЗПМ.Ш*1» lMiU/bblFhU.31’ Sb'lbWbM1
_____ ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ

|£ Лк 3—4, 1993 Механика

ИЗГИБ ДВУХ ИОД5 БЕСКОНЕЧНЫХ БАЛОК. ЛЕЖАЩИХ НА 
ГРАНИН! УПРУГОЙ ПОЛУПЛОСКОСТИ

ГРИГОРЯН \.

В работе рассматривается аадачя •>'. нтнбе тух полубссконечных балок. лежа
щих на \ ; рун и՜! полуплоскости, -.оиа ни концах балок приложены сила и момент. 
Как обычно, исследование ведется бет учета к н ательных контактных напряжении ՛> 
бел учета ян.тскнЯ отрыва ։'.члО|< нт уппугой полу։ .юскосги. Задачи сво..нтс>1 <• рсин •• 
нн.ч) фупьпшщальныл ур.и։нс;щ;| Внперл Конфа, не допускающих »амкну.01 о решен։։ 
а Затем к каазплполне регулярным бесконечны՝: системам линейных алгебраических 
уравнений. относи тслыю вычеши трансформантов Фурье четной и пене:ной частей 
;пиевсивиос1н контактных нормальных нлнря.кеннп

Пусть на границе упругой полуплоскости лежат две по.тубеёконеч- 
пые балки с жест косило D, к концам которых приложены силы Q< а>, 
Q՝"’ и моменты ЛГ Л1(п>. Папи цель определить контактные нормаль
ные напряжения, действующие на участках контакта балок с границей 
полуплоскости.

Отметим. ч:о решение поставленной задачи можно было бы по
лучить методом, предложенным в [1] при решении задачи рассмат
риваемого рода, при котором контактные напряжения можно вырази ь 
через деформации промежуточного интервала между балками, а де
формацию определить из сингулярного интегрального уравнения пер
вою рода, которое можно сводить с помощью ортогональных много
членов Чебышев;: к квазивполпс регулярной бесконечной системе ли
нейных алгебраических уравнений. Однако, мы будем пользоваться 
методом, предложенным в [2, 3]. которым дне возможность свести <:•- 
дачу к квазивполпе регулярным бесконечным системам линейных ал 
гебраических уравнений относительно вычетов трансформантой Фурье 
четной и нечетной частей интенсивности контактных напряжений и, 
тем самым, определить контактные напряжения непосредственно. При 
этом ядра бесконечных систем и интенсивность контактных напряже 
ний имеют простую структуру.

Дифференциальные уравнения балок имеют вид:

/->-—֊ - 4(.v). -оо<х<-а,
</л՜*

при условии

dx
=X<-a', D—֊

.V—«—0 dxl
d3V(ti».M* «>, 

_u_0 dxl r=-a- <i
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при условии

с!г^Х}
--------- 0 при х— -оо, 
с/х

Г -<7(х). 
с/х'

с/х с/х' I.
— Л!;а>. 

в-о с/х1
֊О’0.

и

с№" п
-•О при <—-т-оо, 

с/Х

где г,<ь(л՞) вертикальны! теремещ» шч ՛•՛ екбалок, Лч *” неизвестные 
иостолипые, <Дх) нптснснвность контактных нэпряжений.

Введем функцию

1/у'ь , (/'и1'^
1/(х)=н(—х-о) —- . Я(х~а)-—. 

с/х с/х

Тогда уравнения раинонесни балок с концевыми условиями можно та- 
инсать одним уравнением

(/»V'
Д — =<70(х)֊Х<֊-»Г(х+аНА^г (х-а) - 

ах3
-М֊«ф4а) • \1<°Ч,(х-а)-р‘֊^>г(хги)-р’пг(Л_а) (|) 

где 70(Х)^Н(—л д)7(х)—*-’(.г—а 1<;(х), ^‘(х)—функция 'евнсвйда.
Не останавливаясь на подробностях, отметим, что решение урав

нения (1) имеет вид

Р’(х) =- ֊ |(х-.$)|х-5}<70(5)</$- 

—

■ — |р‘ в)(х+в){х4-а|4-0<вЦх-<1)|х֊<1|4-2И։֊«>|х-|-а|-|-
4 А)

(2)
•4֊2;И<01|х—<г|4֊2А'<"4’5йп(х4-а)—2Х(в>5гп(х - а)|

С другой стороны известно, что [!]

Р'(Л’Н|Г-»(Х Л) (3)
ОХ р« ] 5-Х

где х(х.О) вертикальные перемещения граничных точек полуплоскос
ти, V, р -соответственно коэффициент Пуассона и модуль сдвига ма
териала полуплоскости.
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Выше (3) имелось и виду условие контакта

Эу(х,О) ... . , .. .
—-—4=У(х) ( х|>а) 

дх

Отметим, что условия равновесия балки (1х£>а) имеют вид

|'«Л>(.О</.-г=~р։—> +(?«
..՛ (4)»- ч>

о>:
р70(5.Ш=Л1<в>- И'֊‘4 (?-<»)

Далее ?й(х) и ^т,(х,0) дх представим в виде суммы своих четных и 
нечетных частей, то есть

?։(л)-9<')(х)+^(х), = ^,(х)+ да,(х)
дх

где
<№Нн(х֊«) 1-*(֊х-а)|*(х) (/—1.2)

'Ь(-х)=-дМ> (5)

«М~х)-----1Г։(х), ^։(-х)«1Г։(х)

Подставляя (5) в (3), и отделяя четные и нечетные части, после учета
условия У7х)- О при |х| оо, при 0<х<°° получим 

•*
— IV—------------— \+(«)Л=-К?(х)-и7г(х)
рп м’ \ 5—X $4֊Х /

о

(6)

— 1(—----------- ֊-՝)?։+^)^=-Р'г(л-)-и/;(х)
ЦК ./ \5 — X 5 4- X / 

О
(0<л<оо)

где

7;(х)—1Г֊(х)=0(а—х) ЦД(х)

17(х)-=н(Х-֊а)1/։(х). (Л-1,2)
■9

'■/а(Х^ — ֊!֊ ||(5-Х)аН(5-Х)<7*(5к/5. (д<х<ос) 

а
Заметим, как ото следует из (4), что
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| .^,(5)675=0 ------ ---------4-------------- - ---------  ( ‘ )

а

Л).л=а +-^±.  ̂ (8)
ДИд* 2 V 2 2՛
а а

Теперь в (0) сделаем ՛ ՛:« переменных х=ае , $&<№, по
лучим

----- Н(ю У,(ш։:)- (««”). (9)

=« — н(р)Г։(аг։’)—

где

Р„ (и)=<Ц (аг)=н(и)с/>(оеа)

||7а {ае )=н( - г՛) \Х\(ае1) (Л-1,2)

Далее, применив к (9) преобразования Фурье, при этом имея в виду 
теорему о свертке, после некоторых преобразований получим

+ ОО)

■’֊ р,(*—30 __

где

- , , 'И ж- ,,, -Я. (-30 , 'Р.(- 20 
^ («)=֊ — «.<’>֊ . + ֊,֊~

р;(—7) _ ;м7*
а֊ 2/ ։ ' “/;(!֊ .)• (А-1,2)

Функции /4 («), Н а (а) являются преобразованиями Фурье функций 
7\(н), 1ГД (м) соответственно. Причем р;(а) регулярна при 1гна> I,

I
а 'Й/*(в) — прн 1пп<0. Кроме того, как известно |5], Рд(и)- и Г

I
при I/ «фО. 1ГЛ(п)^|Н| 1 при и --0. Отсюда следует, что

Л, . ։
* 7 ’ •’ при «о в своих областях регулярности.
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Заметим, что условия (7). (8) можно записать в виде

/лг(-о=
П(«)—О(-Л) ми)—

р; (-2< )= а У -■ 4 -------------
X ••

(12)

ф(о)_1 р<-«|
Р2“(- ') =

ри>-1 (]'
Р^(—2/՜)—й

.МГи> - .М< ,։>
2

(13)

Таким образом, задача свелась к решению функционального урав
нения (10) при \слонин 112), г уравнения (II)—при условии (13).

Для определенности рассмотрим функциональное уравнение (10) 
при условии (12) Нсслслхем аналитические свойства функции 
Р}4("). Для этого вспомним. что /•’ (>) регулярна при !п։з>--1. а #у(а) 
при !т«<0» и заметим, что левая и правая части равенства (10) 
являются аналитическими продолжениями друч друга. Теперь рас
смотрим аналитическое продолжение функции Р;(®) н дополнении 
области 1пгС> - I и с помощью уравнения (10) выявим ее свойства. 
Поскольку Р, (֊ /) и конечны» то, как следует из (10), конеч

на и Р. ( 4/). Из конечности /•>,■*■(֊ 2г) и £?(— 2г) следует, что

—Гя является простым полюсом для РД«) (здесь под Р} (а) по

нимается ее аналитическое продолжение). Так как Р,= ( ֊ 31) и 

£7(—3/) конечны, то конечна и Р։+(—60 (10). Так как Р. ( 4/) и 

8?(—10 конечны, то отсюда следует (10), что ։= — 71 может быть 

простым полюсом для аналитического продолжения функции Р.‘ (з). 
Так продолжая, мы убедимся, что полюсами аналитического продол
жения функций Р('(з) могут быть только точки а=—£(2//4 3) (л==1,2.,.) 
и притом простые.

Теперь приступим к решению функционального уравнения (10) при 
условии (12) с помощью метода Вннера-Хопфа [6]. предполагая 
—
Р։*(в — Зг) известным. Для этого факторизуем с(п -- , представив ее 

в виде

(П)

где

Г(г) —известная гамма-функция.
Очевидно, что /(-‘(я) регулярна при 1та>—1 и там не имеет 

нулей, в а Л"՜ (а) регулярна при 1пр.<Т) и там не имеет нулей. Кроме 
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того. К ('’)—а2 при |а| »по в своей области регулярности, а

— а 2 при 1ПТ«<() И |7.։ -ГС,
Имея в виду (14). уравнение (10) запишем в виде

р (а—3/) о., и)
К~(*) р.*(х) 1 * ------------------=----- -

( 1<1։по.<О)

Далее

-—~Ф«<’)=№(»)+ Фг(’) «(«—*)(» 20К (*)
где

* 11
ф։‘(я) = ф։(7)= | Ф։(и)^”а</«

<-+*»
Ф,(«) = 1- Гф,(5)?’“ф. -1<-<0, 

2- Л

>՝(3)— регулярна при |щ«>—1, а ф:(х) —при 1т«<0. Кроме того, 
поскольку Ф։(и) и </Ф։(«.)Л/и ограничены при и—О, то отсюда следу-

— /
ет, что ф։2(а) =—ф։(0)4-О(« ’) при |։|-*оо в своих областях регу- 

а
лярности. Нетрудно видеть что аналитическое продолжение функции 
ф{(») при имеет полюса только в точках з= — 21п(п - 1,2...)

и притом простые. Отсюда следует, что ф։"(л) можно представить в 
виде разложения по простейшим дробям

1 _ /V’? ;п
фГ(х) =—v ------------------- !------------------=------------

•1/ ^.1 //(я-г |)(2/2-|. ])(а 2!H)K~(֊2in)

где

^y?ll^’^Res p;(2) — Res р-(а-Зг). л=1,2... 
Э--Ч5л-{3> -----Лп 1

(Следовательно, можно записать

К‘(-Д₽1'(Ч-!-)ФГ(») = «! («)|/<'(«)Г'-’фГМ (16)

Имея в виду асимптотические свойства функций X' (?), Р/(1).

(’)• ф։ (’). о чем говорилось выше, в силу теоремы об аналити- 
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песком продолжении и теоремы Диувнлля. будем иметь (16)

, Ф* <** =
'■ р)՜ К («)

А’՜ (*)
-/ф։ (з)— ап

Постоянная а„ определяется от первого из условий (12).
Далее будем останавливаться на исследовании
Так как т= —/(2л4-3)(л=Ь2...) являются простыми полюсами 

функции Р|4(я). то из (15) н (17) получим

'4- 7֊ К~(-1(2т 4-3)) V----------------------- -1------- ------ - --------------֊
*л(л4 1)(2'Н 1)(т г ——(—2^0

(18) 
в=1„(д֊(-։(2я։4.3)), т = 1.2,...

11 оскольку

12/ — 'Л$ = - ^РЦ-21)
к

которое легко получить из (10). то бесконечную систему (18) можно 
записать в виде

8 Ггл п /3՜
я(п-Н)(2«4-1)//и4--֊-л

2
9'։>}'(.։>

։7°^՜ ' 2Ц2^ТТ7 ’ /”в=2’3--

। де

/я(яц-1) Г’(ж)
/?։ • оо)

у<։)_ Л'?Г3)
К (-21П)

48/2 г(т)
П։>=------------- рг(-2О

Итак, решение функционального уравнения (10) с условиями (12) 
свелось к решению квазивполие ре-улярпой бесконечной системы ли
нейных алгебраических уравнений (19) Квазиполная регулярность сис
темы (19) следует из равенства
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i;---------------5-=2/я
"_'л(л H)(2n + I)ra-m-y (20>

24'(m-j-3)4 4'Ля+ — \֊2«7-LV <Г(2) 
2/п-{-5 \ 2 / \ 2 /

՝Г(г)—функция пси. для которой имеет место асимптотическая форму
ла [7]

•Г(г ) = 1пг ֊ ֊ ֊ ֊ ֊ + -<*>. |argz|<>) (21)

С. помощью (21} легко убедиться, что Д-----— при /п—*՝ю. чем н
т

утверждается квазиполная регулярность системы (19) при любом 
конечном Z.

Равенство (20) можно получить, сели использовать следующее [8]:

2 л—1—— = ֊!-рг(л-л+1)-'1'(‘’)֊1''։н+*+1)+ч-(М1
*-֊"(& 4-а )(£л Ь) Ъ—а

<-------- ---------- = _!_[ч-(/>)_Фр1)|

После определения из (19). ?։(ах) будет деваться в следу
ющих вилах:

48/>,(-2f)„ J_v rW’ X-GM:3) 
' »' 2 «֊; r/„+±\

\ 2 /

i 2՜/ I 1 1 \
а,(ЯЛ')=С7п I — { —-------.---------- —-r- )֊L-

1 - Г(//)( ГСП—f7 P<O)
l 7= ' J " 0Г" ' х-(2|» * a)
— .(„I)

('>o. 1 <*<?»)

Теперь приступим к исследованию (11), (13). Опять аналогичны-
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мн рассуждениями, как это были сделано выше, можно утиержда т... 
что полюсами функции /Г+(а) мот быть только точки а=—2Ц// I),

и 1.2 я притом простые. Это даег возможность в дальнейшем после 
применения к функциональному уравнению (II) метода Винера-Хопфа, 
се решение свести к решению киазнвнолне регулярной бесконечной 
г । < с темы алгебраических уравнений

/ , “ И2>
ИгМ — ___________ Л________________

л(2« - 11 (2// - I) (т + ------п )
\ 2 /

(22)
Г Г(2» утл 1

~ 6՜ Г"՛ I 2т 4 1 ' Ю(2т֊1) I ‘ М '3՛4’- 

где

/< (-/(2/п֊|))=ГР1, д<*«^=ре8 р+(а)։ т=1,2...
а = —Д2«4֊2)

; 2 ) гиЛ1/2/?Н)

- т('2т 1) Г’(т) ‘ /. Г ֊

а постоянная определяется от второго из условий (13).
Квазиполная регулярность системы (22) следует ич равенства

------ 2_ |2Ц'(,И 2НлгЛ„4_.1\_«Г(2)-2‘|7-1)|---------- !-----  
2^4-3 | \ 2/ 42/1 15(2т+1)

поскольку %•’—< ’(!) при гп а -֊ при т

После определения У^'>. дг{ах) определится в в.ч ю

Г(л)Г^)՝ л Х-.’(П-Ь, ч 12/4 (-/)72(лх)=------------------ (23)

('>0.
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Далее представим в виде с выделенной в точке -՝.'=!
присущей ей особенностью. (ля этого заметим. что /*/(’) = 

= Ф։(0)֊—НЦл *) при |л|--ос в своей области регулярности, 
а 

где

, /ЛЧ 1 1՛ РЛа-3/) . 1 V
։ 2-.՛ з(х-т)(г—2/)"х “ 2՜ Г 1 Н14/г — I)

Тогда петру.дю видеть (23), по </։ (пл՛) мощ,п> предсщыть искомом 
щгде

«’<«)=->. у 2- Ф։(0) | I - 2, | .

(1<х<ос)

BENDING OF TWO SEMI-INFINITE BEAMS, LAYING ON \ 
BOUNDARY OF ELASTIC HALF-PLANE

E. KI I. GRIGORIAN

IJ.II II.!»։HI.4in, iiHJUZU.l’P-ni'P-ftU.'b ЬЦРЬЪ ‘ЬР’ЦШ bpiini* 
։il‘IIU.U.1»։l.bPi> ZblHMAibPb ШМ1МГ1!

I;, 1«. 'Н'Ь'МП'ЗиЪ

II. if ||| n l|l n I if

‘lltinutllllljtlttt /, IlJstlHf, IllfiPlIlp jUlil blllljl'll /ЦП^шЛ Lpt[lH til'll if hp^՝ >1,-

Э uihli A pft dnii uih /uitif/tp/i, hpp I, <) inhh Lpfi ,)1 fiL/t/i}i Ipi ршп  ̂utd Lb rnd h 

dittll/bm; (/ijniLilp h ч/пЬпц^р ,'t,/Z,l[< t'/> "in'l>i[nid։ fobrj[tpp phpipnd ( <lji- 
b!>p--tii/tfr/i ,՛ tn i/ ut n in pit mb, ицЬт Jiuth, f4]i։։tiliilittiHtb nl, i)m цщ p ij^tuihb 

luibpill-'.IllT^HlIltllb Ull^lltttlllpntli'hLpIl < Ultf lllljUipifll , npttbp nib Im^uibhpp bup- 
l!ui{ itupntiibhplt Xh ut t/t n ju tt i p /tub llbuippbhpb !>b:
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ՀԱՅԱՍՏԱՆԻ ԴԻՏՈԻԻ֊ՅՈԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ 
ИЗВЕСТИ Я А КАДЕ МН И Г1 ЛУК Л Р М Е 11 и и

.4 3-4. 1993 Акха ника

УДК 539.3:534 I

К УСТ0ПЧИВ0С1И МОДУЛЯЦИОННЫХ ВОЛИ В 
ТЕРМОУПРУГОП ПЛАСТИНЕ

ЬЛГДОЕВ А Г.. МОВСИСЯН .-I \

Изучается устойчивость квазлмоиихроматнческой волн։»՛ цилиндрического изгиба 
в нелинейно упругом пласгинкс п’связанной шдич«՛ герме-;. Иру։ осн։ Задпч-т решает- 
в рамках классической геории

Получено урлнненис* модуляции.
Эффект святаниоав по суп» приводит н мчлрниям тина в^дкосгн.
Получено, чти возможна устойчивость и I и «мягких» материалов при ояр.՛ 

деленных условиях

Изучается устойчивость квззимонохрсматпческой волны цилиндри
ческого изгиба и нелинейно упруго!* пластике [I] н связанной задаче 
термоупругости [2].

Для упругой и вязкоупругой задач подобный анализ сделан я [3— 
֊5] и др.

Эффект связанное^ по с\ги нрпночит к явлениям глпз вязкое- 
ГН [5]֊.

В рамках классической теории пластин для нелинейно упругого 
материала [1] с учетом температурных напряжений [2] и уравнения 
теплопроводное:« в форме [6], при условии. что температуры одина
ковые на внешних плоскостях пластинки, связанная система уравнений 
теплопроводности и нзгибных колебаний имеет вид:

дТ д'Т /12/. 6Л \.г
д! дх* \ Л* рйср / дх'д1

(1.1)
г/то . д1 /<7։гг*у г1 , .д։Т сЖ п
дх^ 1 ох'\дх' ) (1^ О

Здесь, в основном, сохранены обычные обозначения величин для 
пластин и [2, (>], отмстим голько, что для нелинейного коирфициеига 
имеем [-1]

45 (1->

Решение (1.1) будем искать в виде

Т—Ь}е‘՜ I Ьге •ն!’=«յժյ:~֊<?յժ՜1

т=ал՜—и>/ (1.2)

31



которое дает следующее дисперсионное соотношение

ок — \
՝— *» -| 722<г։а։зМ(х։~/1и)-/аД1 4 >)/.7г1)7<=0 (1.3)

где

12х 6/г
А։ г. Ас

а.х=зо^-

а юа- мнимая часть линейной частоты ю0=ю։ | /и>2.
Дифференциальное уравнение, соответствующее (1.3), имее! ВН1

•И д'
Имха д3\У

' д.^д(
О (1.4)I) <՝:-

где \У=ахе1'-

Уравнение модуляции получим из (•. 1). записывая и7 в виде
IV՜ Л(л֊./)ехрр(7Х -' 0/)| и удерживая производные от медленно из-
меняющейся амплитуды А до второю порядка включительно, 
получится следующее уравнение модуляции:

Тогда

дА
01

/а։-2 I
2 (1г:

При выводе (1 51 учтено, что

)(АА
— 4 (Ь,—«<)Л|.41’~()
С'хЧ

д д
- -֊—■ / . где дли
01 аг Ох

(1.5)

малой

диссипации“ (ш։) имеем

.. О .
ш = -т3 1 рЛ

2

2<». 21'>։ />9Г(1 4-•/)■/. 7,а*
/?а4д-рАх։՜

•а
1+30’

)’ ’ *’(!֊+?’) ’ 
_/л^(?։֊1) - '՝ _ »

а3=—а.и>։а« (1-6)

2Л + 8’)

Полагая в (1.5) А=ае'* и отделяя 
части, можно получить систему

5.1

действительную и мнимую

да , да дч
— И---------- — - З.е>л----------
д( <1г дх дх

'д1а

—а

дх3

да дл2------- а
дх ох

д'?
а — г —- а

<Н (Ь

\ 1
'2 вг'

— 4- а։1...
ОХ

д*а— а 
дх'

да
Ох

да ду
дх дх

л3д’=:О

(1.7)*<а3 *= О

Для исследования на устойчивость следует полагать
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а = ?=<»„(/) ֊г > ‘(л Д) (1.8)
Подставляя (1.8) в (1.7), для неэозмушенной задачи получки

Жг0 ла
л 7'а"' м “ 7л<г° (1-9)

а если решение возмущенной задачи в линейном приближении искать 
в виде

с'=Лехр[/(Лх !>/)], «?'=Фехр[/(/(х—Ш)] (1.10)

для й получим уравнение

г’-З^г Ч’Д 2«а«2)=0 (1.11)

где

г = \֊7^К-

(1.12)

Условие устойчивости волн модуляции б\де1 (.ЬС0. 9—й։ • /12,
Анализ (1.11) приводит к следующему выводу: имеется устой

чивость:

1 случай при 7։<3) (3։<0. *։<О). когда

(1.13)

(1.1-1)

11 случай —при -а>0 устойчивость будет, если

(1.15)

3 Известия АН Армении, Механика. №3—4 1993
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Но учитывая, что А малая величина, последнее неравенство трудно 
достижимо.

Условия (1.13) —(1,15) получат более обозримый вид, если до
вольствоваться адиабатическим приближением. Как известно, дли 
пластики модуляционная полна \civi г։ва при у2>(> и нсустойчна ։ 
при у2<0 [ I]. Здесь в адиабатическом приближении при у2<0 устой
чивость будет, когда

3 ~п~,—
”'«’1^* -ь - )«3| (1.16)

а при .,>*<>* когда 

---------
«о|/ (1-17)

* «ст*

Для несвязанной задачи ф2=х4=0 и условие устойчивости (1.16) 
и (1.17) превращается в (</’ш, с/?г)7л^>{> | 7|.

В полученных вывода.՝ интересно то. что если для несвязанно । 
задачи (?•/ 0) в зависимости от знака у. имеем устойчивость пли
неустойчивость, то 1енерь неустойчивое г> може! иревра՛! и гься в устой
чивость и наоборот.

ABOUT STABILITY OP MODULATION WAVES IN
TIIERMOELASTiC PLATE

A G. BAGDOEV. I . A. MOVSIS1AN

.9lH։iril.ll.lMI.'J‘l-ll.։ill.t, 1111.1,ПМГ 1ГПТЛ1’1.М1’ПЪ U,|.HWh 
։1ПЗПМ»(11«и.Ъ IHJ.IIIO,

II.. ։k PIVPMIli-l.. I.. ц. 1Г11Ч>11'>1»П.Ь

II. if >]> n l|l n I if

'1 /till III p Iff/III if /, tfdlltjfth 44 ft IH^I/llt^ tllil UUlfttui l) <tnu-

ptiiiltttitp h Ърш if tti/it tfin p liit'h ijiiijnihttiP jitt'ltp, hpp i, vhp

itu.jIA, inbhppt ՝l,lippl>fau pLpnuf I, tiiiiAtiLtjlilinifJpuli hdin'll hptuujPlit

U 4Hinji{ tud k, up .1 ф ։n tft n 11/ < 'll(/։։ f/h pft 'findnip ',Ъ ш p tu ij tt p l։ liuipn'lnn jl jmlit
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гилтаъь яькпь^зпьъъьрь 1и|1т1п»изь вьчь’Ш/М'Р
113ВЕСТИЯ АКАДЕМИИ ПАУК АРМ ЕНИН 

иЦишСЦш 46, ** 3 4. 19*.О .Механика

О ПРОДОЛЬНЫХ КОЛЕБАНИЯХ СТГ Г ЖН1.П С ПЕРЕ.Ч1 ИНЫМИ 
ПОПЕРЕЧНЫМИ СЕЧЕНИЯМИ

ГАСПАРЯН \ Г ХАЧАТРЯН \ \

Рд<.чч1примс!Т«.'ч -.»»««< п.ос г.;од«. 'Н1;к хок б.шнг стержней переменными ш» 
перечными ссченмямп Решены дм пример? с ра -личными мко1ымн изменения н/1<> 
шадсП поперечных ссчсииЛ стержни՛ Похатаип, что при продольном иодмущепнн 
г гержпгй 1Н РСМС|ЦНЖ’ поперечил* о'ЧС'и* пропс wi.ni г ГП"Ц- |>'1И1ЖСШ№ ЧШП1П ՛ и р 
жим, что говорить о периоде колебании не прмжиднгсм

Стержень переменного поперечного сечения, сонершпницин свобод 
ные продольные колебания, т:нсывлео ч следующим дифференциаль
ным ураппенисм и частных производных:

02и 1 Р(х)Ои I (Ра ...------ р.-----------=---------- (1)
дх1 Г(х) дх а2 <и։

Здесь «(.г,/)—продольное перемещение точки стержня с коорд I- 
на той д и момент времени/; Р(х} площадь поперечного сечения 
стержня

(2)

р- модуль упругости и плотность материала стержни.
Для решения конкретных примерен г уравнению (1) присоединя

ются необходимые граничные и начальные условия.
Ниже приводятся решения двух конкретных примеров, отличаю 

щихся друг от друга лишь законами изменения площадей попереч
ных сечений стержне«։. В збоих случаях рассматриваются свобод
ные продольные колебания стержня длины /. олли конец которого 
(х=0) закреплен, а другой |х=/) свободен. Пхсть стержень растянут 
продольной силой Р. приложенной к сзободномх концу, и в момент 
времени ^ = 0 при и чезапном освобожден и и совершает колебательное 
движение.

I В клчссгнс первого примера рассмотрим случай, когда

(1.1)

«ле с есть отшиненне площадей закрепленного конца 
И и ом случае нетрудно найти, что

и(х,0)= '' /е։р/А|п4 ') I
сгв1пл\ \/ / /

к спободпому,

(1.2)
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и при этом для данной задачи будем иметь следующие граничные и на
чальные условия:

1) при х=0 //=0 3) при /=0 ц= ■/ехр/'^-ЩЛ )- |) 
/:/'01п*\ \/ / /

2) при

В

л=/ ֊0
дх

силу (1.1)

4) при /-=<» — = () (|.3)
Ot

уравнение (1) принимает вид

д*а In* ди 1 о’м , Л а---------- <1.4) 
б)х’ / дх о»

Общее решение этих уравнений имеет вид

Методом 
лучпем

разделения переменных (u(x.t)—.\\х)Т\П) из (II) по-

֊7 ՝) ■՝

или
| 7 -f-u?r=()

Х^-'^֊Х + -.Х=0 (1.6)
1 а1

Л =ехр

7՜ = ÄC0S0)!4-ß$lnwr

(1-7)(т1п,'АХ .. , :х _ Ех Csin — ֊г Deos —

где

:=| ^4—In’/А (1.8)

В силу условии 1) и I) из (1.3) имеем В=О =0 и частное реше
ние уравнении (1/1) принимает вид

и(х.О«Аехр( у1п» 7 Jslnycos«/

При удовлетворении второго условна (13) приходим к следуйте 

му трансцендентному уравнению tg?—: In) к относительно 1 Эго 
ypüBiiciiiie имеет весириннчеипое количество положительных и отрица
тельных корней, Интересующие нас положительные корни ни,ходится » 
следующих интервалах:

(2л-1)-^-<*„</»: (л-1.2. .Э (1.9)

но расположены он։՛ гораздо ближе ■ левому краю и при больших зна
чениях п практически не отличаются от левого «изчепня (1.9)
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Таким 
виде

образом, общее решение уравнения 11.4) представится з

и у 1н/А

где

а
“Г

п I 1п’}Т

„51П — ~ (1.Ю)

и с„ есть положительные корпи |ринстспдецтного уравнения

֊-.„ЙпГ А?

Удовлетворив 1енсрь третьему условию (1.3). получаем

(1.12)

Л „81 и
2Р/

֊.— =---------7=— 8Й
1 /:7-п1п/^

(1.13)-VII*»' к 
/

Для определения величии следует учесть, что
- 

функции $1п у

ортогональны п интервале (0./). то есть

[$|П!'1£31115^А.==
.! I I
о

81г»2;„ \ / 
/2

о
при 
при

ГП~"! (1.14)
тФп

После определения величин л которых преобразований ре
шение рассматриваемой задачи можно представить в виде

к(.У,г)=.-/7^ ехр
81п;„

«1п/Л I 1п'¥а-Н’
81П СО8и\;/

Принимая здесь 
задачи для стержня

(1-15)
к = 1, получим известное решение рассмотренной 
постоянного поперечного сечения [1]

/ м ^Р1 х’ (-1)в՜1 и (л*, 0=-------4 —-— . 2// —1 2«—1
$1П -------- "А'СОБ ------ КД/

'21 21
(1.16)

2. В качестве второй» примера ։ рассмотрим случай, когда

■ 1X 1
5(.т)= Л0со8։ — . х= аге соз——

! у А
(2.1)

где. как и в первом примере, /г> I есть отношение площадей закреп
ленного конца к свободному

В сил) (2.1) уравнение (I) принимает вид

д3и
д.е

2 а <у.х ди 1 0*«— №-------=*---------
/ / дх а' дР

(2.2)

Граничные и начальные условия 1). 2) и I) в (1.3) остаются те 
же, а начальное условие 3), естественно, заменяется следующим: 
3«



«(*.<») (2.3)aZ:Fn /

После разделения переменных из (2.2) получим

Г^ЙЫ

гЛЛЧ^ <2-»
I I я*

Второе уравнение (2.1) можно представить п виде

(\\'cos Y | :• — .Yeos — =0. 7J3=— |-2г (2.5)

и поэтому общие решения уравнений (2.1) имеют вид

Т=ДСО5Й/ ф5$1пП/

(2.6)

A'—/(7sin — 4֊ Deos — Y’cos — 
\ i i /I i

Поступая аналогично первому примеру и удовлетворив условиям
!). 2) г. 4) в (1.3) тля общего решения уравнения (2.2). получим

«(Л-,О=_L—S C.sln^cosft,,/ .....
COS — n”t t )

I
где

= (2-8)

в '^-—положительные корни трансцендентного уравнения

— I (2.9)
Удовлетворив теперь начальном;, условию (2.3), получим

у C'.sin^^-^rslny (2.10)
Л « Z а£г0 /

у 
Пользуясь тем, что функции sin —— ортогональны в интервале

(О,/), после определения величин Сп и некоторых преобразований, 
решение рассматриваемо i задачи представим в виде

и{х,1)=
ZPtyk

Л'Л0со$ у
V _ ------ 5_S|„Mcosnn<

(%—х‘)1а’ k ~ 1 +*’(£— о 1
(2.П)

Здесь также, лрннимия л 1 (а = 0), получим указанное вышеизвестпос 
решение (1.16).
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3. Ниже приведем .значения первых нескольких корней и т(П 
трансцендентных уравнений (1.12) и (2,9/, а также соответствующис 
им значения <»,,//<? и 12п1 а, для двух значений Л: 6=2 (табл. I) и 
Л=10 (табл. 2).

Табл. 1

I» •л лп '-’л Га

1 1.7647 1.7984 1.9531 1.7882
2 4.7846 4-7971 4 .8722 4 -8085
3 7-8879 7.8955 7,9525 7.9136
4 11.0250 11.030; 11-0665 11.0386
5 14.1616 14.1658 14.1925 14.1708
б 17.2988 17,3023 17.3240 17.3062

Табг 2.

п ’л и.п/ Л ’•л 12д/ а

1 2.0769 2-3747 2.5450 2.2174
2 4-9413 5.0737 5-3255 5.1769
3 7.9970 8.0794 8.2781 8.1833
4 11.0990 11.1586 11.3154 11.2462
5 14.2181 14.2646 14.3919 14.3376
6 17.3451 17.3833 17.4898 17.4451

Рассматривая полученные решения (1.15) и (2.11), нетрудно за
метить, что они принципиально отлнч'акнея от соответствующего реше
ния (1.16), полученного для стержня постоянного поперечного сече
ния.

Дело в том. что перемещения точек стержня постоянного попереч
ного сечения в аналогичных задачах происходят синхронно и с оп
ределенным периодом времени. А именно, как видно из (1.16). в 
момент времени , когда упругая волна пробегает всю длину
стержня, перемещения всех точек стержня обращаются в нуль. 
этого момента все сечени» стержня продолжают свое движение в ст>> 
рону отрицательных перемещений и в момент времени /^=2/0. когда 
упругая волна oi конца .г = 0 доходит до конца д'=/, принимают свои 
наиболее ежа ыс положения и г. д. Таким образом, здесь происходит 
четкое колебательное движение с периодом колебания, равным 4/0 = 
=47/а.

Отмстим, что указанная сицхронность движения частиц имеет 
место также и для стержней постоянного поперечного сечения, изго
товленных из разно-модульного материала [2]

Приведем значение перемещения концевого сечения .г = / в момент 
t=lia для первого примера
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n(l,l ц) — 2Plk C-Jcos
______  - a 
(’nV Г - +h։’>T+:;) (3.1)

Здесь нетрудно установить, что для практически допустимых зна
чении к՜. < h.i.ioi нчпо ;л, удовлетворяет неравенству (I 9). Сле-
лоиатслын.։. ряд и (3.1) является знакопеременным с монотонно убы- 
вакинн.мн но Hc.iiconie членами и так как первый член отрицателей. то 
и ней сумма ряда будет меньше пуля, то есть u(/J/a)<0. Это говорит 
о том, что концевое сечение х = 1 приходит к своему нулевому положе- 
пню раньше, чем упругая волна проходит всю длину стержня. Если 
удастся вам найти время прихода концепого сечения к своему нуле
вому положению. io нее равно очевидно, что другие сечения ш Яо 
время не придут к своим нулевым положениям

Анали» показывает, что аналогичное явление имеет место и во ото- 
ром примере

I! । ирное ленного выше заключаем, что для стержней переменно։ о 
поперечною сечения отсутствует синхронность движения частиц. Хотя 
перемещение любою сечения в любой момент времени можно опреде
лить полученными выше формулами. однако говорить здесь о периоде 
колебания не приходится.

ON THE LONGITUDINAL VIBRATIONS OF BEAMS WITH 
VARIABLE TRANSVERSE SECTIONS

A E GASPARIAN, A. A. KHACHATRIAN
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2UB».IISUbl’ ЧФЗПЬН-ЗОМЛДИЧ’ U.i|imirblJ.3b Sh'l.biiin-bP
ИЗВЕСТИЯ Л кАДЕМ 11 i I ПЛУ К А Р МЕ ПИП 

1Г1>|ии|Гф1|и1 46՜ № 3—4, 1993 Л\е.ханицз

\ДК 531.36:62—50

ОБ ОПТИМАЛЬНОМ УПРАВЛЕНИИ КОЛЕБАНИЯМИ 
КРУГЛОЙ ПЛАСТИНКИ

СААКЯН .1 С

РассмаHHiaai'ivii .<.։лича об unniva п.иом \прзилгнпи осс'снмметрнчнымн sn.u’î 
баниямн круглой пластинки при помощи внешних сил, распределенных uonccflcè 
площади : Ipv iiKATii.-aeiCii. что n.iarjjmiOi »ил.па по контуру, п ее пшамичсский 
прогиб мал но сравнению с толщиной.

Решение задачи строится в виде ряда по собственным функциям 
однородной задач։։ и сводится к бесконечной системе .моментных ра
венств, решаемых в пространстве 7^ (6,Г)

Определяется вид управляющей функции при условии минимума 
энергии управляющего воздействия н рассматриваются условия Схо
димости рассмотренных рядов.

§ I. Пусть на плас։инку, которая зажата но контуру, действует 
внешняя нагрузка, распределенная по ясен ее площади с плотностью 
/(/.г) Предположим, что. динамически.» прогиб ТО'(Г.г) мал пи срав- 
iJCHîiio с толщиной /։. т толщина, в свою очередь, мала по сраниеинк
с радиусом г«« пластинки. Тогда прогиб произвольной гонки пластин
ки определится путем решения неоднородного дифференциальной։ 
уравнения упруго»։ поверхности [I]

IV՜ (?/։ ' ՝ (’ 1)

при соответствующих однородных граничных

U’Vz)
- а

=0, 
dr

=0, (1.2)

и заданных начальных условиях

WUr^r), — I
()t I, 0

(1.3)

В (I 1) —7 цилиндрическая жесткость const

плотное г ь.

В задаче о собственных колебаниях круглой пластинки (/(7,г)=С) 
при условиях (1.2). (1.3) решение • пределяется методом Фурье [1, 2)



^’(г,г)=А(Н . /?<г) 

где ^(7) и /?(г) удовлетворяют уравнениям:
(/р

/ Н7>’/-=0; ЛД#->/?=0. /?(0)|<ос, ^(л)=0. ֊.— =0
(1^ г- п

Счбсгвепвые функции данной краевой задачи имеют слслуюший вид:

Я։ч(И=Л('*лЗ * Л/՜՜՜'՝*Я1 ) ЛА 'гп) ’ А) (— 'т ) . ^=’1.2,... (1.4)
\ а / \</ /

•.I собственные числа /^=(>гя;ц)4 являются корнями грансцендентного 
. уравнения

7? от(^) = А|(՝'/гГ) ‘ // ~~А(Ум) ■ 7п(*Л|)=0. ГЛ? = 1,2,..,

Функции (1.4) ортогональны в области ((0,а): (0,2л)) с весом г и 
нчеки следующую норму:

к 2=
Ц/?от(|-Н’= 1՜

I
Таким образом, система функции {/?т(Н/|1 представляет со

бой ортонормальную систему собственных функций для бигармопичес- 
кого оператора в пространстве с условиями (1.2) на !раннце кон
тура.

§2. Решение уравнения (1.1) будем искать в форме ряди
«

«•'Ю)=< 1Г,„(/)=֊!- | П'ц.гж^гуаг (2.1)

о

Подставляя решение (2.1) в уравнение (1.1). умножая последнее из 

г/?.,(г) и интегрируя по г от нуля до а. получим для опреде
ления функций №’,„(/) следующую систему дифференциальных урав
нений:

К т- "֊-г | /((./■)К„{г)г/1г~ит(П, ГП-1,2,... (2.2)
II Ч • о

с начальными хс.'ияшямн
У1 л

?т=ИМ0)= |?(г1А’„:(г)гг//-, ^, = 1^(0)=-^— Г?(г)/?п>('‘)г</г
/?- ՛ 11/?,." .՝

о о

(2.3)
Предполагается. что функция /(/..')^/.-((0,7՜)/(0/;)) и допускает раз- 
[:-*^ение
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Л‘.г1 = у. /€10.Г| (2.4)1

Задача. Опре хелить внешнюю нагрузку /(Лг) так, чтобы при 
некотором конечном / — 7'>0, пластинку из заданного начального I 
состояния (1.3) перевести в состояние

Ц’(Т'.г) 0. и7г(Т.г)»О (2.5)3
с соблюдением граничных условии '12). минимизировав при эодЯ 
‘рун кп ионал

Та Г
\ р/(1.г)|’гЛ-Л = V , (()Л - V (2.6)1

имеющий смысл энергии управляющего воздействия. Так как мшив I 
мизация функционала (2.6/ >квияалечтна минимизации каждого из I 
функционалов т= 1, 2...., ю для определения функций № т(О при
ходим к следующей задаче оптимальною мправлеиия в пространств! 
га(0,7).

Заданы уравнения движения (2.2), отрезок времени 10. 7], началь
ное состояние (2.3) и конечное состояние

ИДО, 1УЯ,(7')^() (2.7)1

фазового вектора ( №т, И7,,.), Выбран функционал
т

Г«’т(ПЛ=гЛ|«„1 (2.8)

II

оценивающий управление и имеющий смысл нормы элемента «„^/..(О.Т՝)՛ 
Среди возможных управлений требуется найти оптимальное уп
равление -ч'^(О. переводящее систему из состояния (2.3) в состояние 
(2.7) и имеющее минимальную норму [3].

§ 3. Общее решение уравнения (2.2/, (2,3) имеет вил
I

'^п։(0=?я,Со8р,„/4-— •Ь/„8|прот/ Р — I «,„(*)*։։ (3.1)
Р/я I1«./о

/Л \а
"ТС н« =( — 'т ) , ///=1.2.......Условия (2.7) приводят к следующим

\ Й ՝
моментным равенствам: 

г г
| |«т(')со§рттЛ=—/п=|,2, .. (3.2)

о 6

Оптимальное управление, решающее задачу (3.2). (2.8). имеет 
следующий вид [3]: 
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I (2 ‘-7? У| -1 2итт • ?л51п2«/г)з1п11?яг -
IV Н/л /

51Р2и^/’ 
т т

11т
2?/Я51п5ц/пГ-2Г?,Л )со$р,„/ (3.3)

ыясним теперь условия равномерной сходимости следующих рядов:

*'(»/1=1 и',(»/)=<
т 1 Ям11 ՛՛■ ։ О

Я)«=| (3.4)

. .ф,г)=-Л %(/)^т(,}
а*«-1 т |/?Л| "՛ 1/М

Для коэффициентов при А^г).|1/?.,,|! в рядах (3.4) справедливы сле
дующие оценки:

|И^О1<Л\(|?,Я| г 1-М)
т

^м(0 ; ’■'/»I )• I '«г И' т(1 ՝՝ А’1( О'» Г//1|— *//։’| V//.’՜ 1

(3.5)

р//л(7)|<Л'.(<\?,„| ՝ Ы), /Ур-солзь г=1Л

При больших значениях г для функций Л(г) и справедливы не
равенства [4|:

•|И։<;./1։(г))<г|<Л!.., ег • /в(г)^Л12

/г I /И./о(?7/п)|< 7т՜ 7г’ |7о(Ъй^7 "77=- (а՛6)
' ’ ՛ т ՛ п>

Оценим теперь |/?™(г)|. /?„.,' при ге(0,л| и /?,я(0)| ՛ /?гп :

(3.7)

И=±м _ 1_ (1 . >_\=Л,.
Ш а72ф0(>да) /0(уот) «7^-Км, м\е- }

Следовательно, как это следует из (3.5), (3.7). сходимос։ь мажора։н 
них рядов
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ЭДМ (за

4., «ъ:Ъ1(т,| <1^1>. (г=о)
обеспечит ранно.мсрную сходимость рядов (3.4), II
Выясним УСЛОВИЯ, которым должны удовлетворять функции ф(г| Я

'ИГ). чтобы н\ соответствующие коэффициенты разложения к И 
имели порядок по отношению к необходимый для сходимости ря^НиПусть производные функции с(г) ,ц. ПЯТОГО порядка включнге^ьЯ 
непрерывны, а шестая производная ку< очно-непрерывна, кроме тшЛ

1<?гХ”)։|= !՜՜՜ <Л=С0П5(. а=1,5
|г” 'с/г*

а функция • г •■;„(/՛) обсо.потно интегрируема при 7 = 1,5. Тогдг.И 
нетрудно показать, ч для справедлива опенка

11 R
|г-К > ֊1- ;?֊ 1 I > ?..(Г)!</'< 4- (-<Л

/7Н 'М '’**։.■ <П
0 I

Аналогично, пусть производные фуикшн՛ <(г) до треного порялкЯ 
включительно непрерывны, а четвертая производная кусочпо-непрерыЛ 
на. кроме того.

?»(0)1=|4-,з± <*։=соп$։. ?=Тз 
|г3՜ ? с1г~ г=0

а функция /г'^з(г) абсолютно интегрируема при у—1.3. Тогда ллг|
>д.Л1 справедлива оценка

1^|<тй՜ ■ т։ 4, р^м<-):</г<4 (Ш
' т - 1 О)1> |

Полученные оценки (3.9). (3,10) позволяю! построить для (3.5)1
следующие мажорантные ряды

֊ ■ < 4. г«о.л
у Г м։ —I У Г т ։

1 “-.ЫКе ֊• '=0Ш - I ,-п - I 2
7 гч

сходимость которых обеспечит равномерную сходимость рядов (3.41. 

ABOUT OPTIMAL CONTROL OL VIBRATIONS OF ROUND PLATE

L. S. SAI IAK VAX
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21Ви.И8Ю||՛ ։М'8111Ф”И1ЬЪЪЬ1'Ь В.Ы1'1Ь1Г1Ч1.-П< ЗЬЧЬЧШМ'Р
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК .АРМЕНИИ 1

1ГЬ|ии»5|>11и1 46. № 3—4. 1993 Механик)

УДК 539.3

ОСНОВЫ ОБШЕЙ ТЕОРИИ МА1 иитоупругости 
ЭДЕКТРОНРОВОДЯШИ.Х АНИЗОТРОПНЫХ гонких оболочек

САРКИСЯН С. О.

В шнкип работе рассматривай« проблему построения таумерлоЛ теории каг-Д 
ннтоупругости анизотропных оболочек методом гипотез и представляем исниаи<] 
обшей шумерноб теории магнитоупругости тимитропных тонких оболочек.

1. Рассмотрим анизо ։ропнук1 оболочку постоянной толщины ?Л՛] 
как трехмерное, упругое, электропроводящее, немагнитное тело г. оь'| 
несем его к принятой в теории оболочек триортогоиальной пеподвнж- 
пой системе коордншп

Пусть оболочка находится но внешнем магнитном поле с заданным ; 
вектором напряженности #с=1&)-, 5оз. /?от) и что она находится п 
среде, электропроводящие свойства которой отождествляются со свой« 
стами вакуума.

Будем исходить из основных уравнений линейной теории магнито- 
упругости ;ля *1,чх :с?ио;| анизотропной пемз; пиI юй среды Эти урав
нения составляют три группы уравнений и имеют вид:

первая группа уравнении— дифференциальные уравнения теории 
упругости анизотропного тела, которые можем записать так.

Век юркое уравнение движения оболочки с учетом массовых пои- 
теромоторпых сил | I]

/ Л Л
<Ь д'? <՝!■; ' Д дГ- )

где з;։ з , векторы упругих напряжений, соответственно, на 

площадках, нормали которых проходят вдол։» линий а. 3 и т: 

«=(//„ </.)—вектор перемещения точек оболочки; плотность ма

териала оболочки, /՝■ -вектор объемных сил электромагнитного про
исхождения (пондеромоторные силы)

/>=—/>«„. (1.2)
с

/- вектор плотности электрического тока проводимости.
Считаем, что рассматриваемое сплошное упругое тело испытывает 

малые деформации и подчиняется обобщенному закону Гука [2]. когда 
в каждой точке тела имеется плоскость упругой симметрии {число не
зависимых упругих постоянных(1щ -тринадцать).

В первой же группе уравнении, корме уравнений движения (1.1),
18



обобщенного закона Гука [2] следует присоединять уравнения, связы
вающие составляющие тензора деформации с компонентами вектора 
перемещен ни [2].

Вторая группа уравнений уравнения электродинамики в области 
движущейся оболочки, которую запишем так:

Г 4՜ г ,7. 1 оНгоГ/=- —/ , г(Я/:=— - —
с с 01

б|у£=4кр^, Ле/"=() (1.3)

где £—вектор напряженности возбужденного в оболочке электричсс 

кого поля: Л —вектор напряженности возбужденного в оболочке маг
нитного поля; Ре объемная плотность электрических зарядов.

Плотность электрического гока проводимости д определяется за
коном Ома [3] следующим образом (в случае, когда имеется плоскость 
симметрии для физических свойств материала оболочки)

Л / г. I ди т, \ ., .,/ ֊ 3 ( £4------ — X #0) (1 4)
\ с 01 /

где ‘□—тензор электрической проводимости материала оболочки

/ 3И 312 \
И з81 0 (1.5)

\ 0 0 /

Отметим, что на основе уравнений (1.3) электрический ток про
водимости будет удовлетворять уравнению

(11у/=0 . (1.6)

Третья группа уравнений—уравнения электродинамики во внешней 
о: оболочки области (вакууме)

гоМ<г>=0. го1£<*»=—- —
с (И (1./)

<11уЛ<’-»=(), 61у/7^֊0

где и Л(£Т—соответственно, векторы индуцированных электрических 
и магнитных полей в окружающей оболочку области (вакууме).

К системе уравнений (1.1) (1.7), определяющих поведение дни 
жущейся упругой оболочки и заданном магнитном поле, должны быть 
присоединены механические и электродинамические граничные усло
вия на поверхности оболочки, начальные условия и условия на беско
нечно^ [1, 3].

2. Основной предпосылкой для построения теории магнитоупруго-
49 

4 Известия АП Армении, Механика. № 3—4



сти анизотропных тонких оболочек являются гипотезы .магнитоупруго 
тн тонких тел, которые формируем так

а) нормальный к срединной поверхности прямолинейный элеми 
оболочки после деформации остается прямолинейным, норм альни՝։ 
деформированной срединной поверхности и сохраняет свою длий 
Нормальными напряжениями \ на гы ицадках, параллельных 
дпнпой поверхности, можем пренебречь;

б) тангенциальные компоненты векира напряженности возбу 
.темою электрического поля и нормальная компонента лектора нал] 
женности возбуждаемою магнитного поля по толщине оболочки ос 
ются неизменными;

в) нормальной компонентой ;; электрическою тока проводимо« 
можем пренебрегать;

г) для определения электромагнит ною поля в окружающем обб^ 
дочку пространстве (бесконечное трехмерное пространство с нсключе-] 
пнем области тонкой оболочки) трехмерную область, занимаемую тон
кой оболочкой, можем представлять как математический разрез по' 
срединной поверхности оболочки, ио коюрому будут течь поверх нос г- 
чые токи электропроводимости, .представляющие собой усредненные 
токи по толщине оболочки.

Допущения (а) по сути дела сводятся к классической гипотезе о! 
неизменяемости нормального элемента {гипотезе Кирхгофа-Лява).

Гипотезы (б) впервые были сформулированы в работе [I]. кото
рые определяют поведение по толщине оболочки величин, характери
зующие электромагнитное поле в тонкой области оболочки.

Гипотезы группы (а) я (.6), которые в [Г] были названы гипоп- 
тамн магннтоупругости гонких тел. полностью не решают проблемы 
сведения трехмерной проблемы магннтоупругости (1.1) —(1.7) к дву
мерной [1, 4֊ 6] Указанный недостаток стал причиной для разлнч՛ 
пого родя допущений [1,7] относительна процесса электромагнитного] 
поля в окружающем оболочку пространстве, нс базирующихся из 
тонкостенностн самой оболочки.

Гипотезы групп (в) и (г) представляют собой те дополнительные 
гипотезы к группам гипотез (а) и (6), коюрые базируются на тонко- 
отечности самой оболочки, и которые решают полностью проблему 
приведения трехмерной теории магннтоупругости к общей двумерной 
теории магннтоупругости тонких оболочек

В работах [4 6], базируясь на асимптотическом методе интегри
рования всех трех групп уравнений трехмерной магнитоупругостн, для 
изотропного случая, а в работах [4,8,9]—для ортотропного случая, 
математически были обоснованы все группы гипотез (а) (г) и эти и 
ну гем впервые построена общая двумерная теория мл. нитоупругостй 
гонких изотропных и ортотропных оболочек.

Отметим, что гипотеза (в) общепринята в теории электромагне
тизма в тонкой трехмерной материальной среде [10.11].

В отличие от монографии [I]. здесь тпотезамн магнитоупругостн 
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юнких оболочек будут назначь։ совместно все изложенные группы ги
потез (а). (б), (в) и (г)

В настоящей работе на основе гипок-: (а) (г) будем излагать 
основные положения общей двумерной теории масннтоуиругостя ани
зотропных гонких оболочек

Пользуясь гипотезой группы (al. ио известным формулам [2] 
определяем; распределение по юлщинс- об ՝лочки компоненi; ? Виктора 
перемещений; составляющие тензора деформированного напряженного 
состояния: усредненные по толщине оболочки усилия и мо.ме»ггы: 
уравнения, связывающие компоненты ici юра деформированного со
стояния срединной поверхности оболочки через компоненты переме
щений точек срединной поверхности, упавпения неразрывности и со
отношения упругости leupiiH гонких оболочек.

11а основе гипотезы (в) будем иметь следующее приближенное 
равенство

Л=<) (2.1)
Пользуясь выражениями (1.4). (1.3). из (2.1) легко определяем

где 0, и ։», углы поворота нормали к срединной поверхности об՛.՛ 
ломки [2].

Гипотезы группы (б) аналитически представляем следующими 
приближенными выражениями [I]:

/Л=^о(«. ю /), ). /), Л7«=Л.о(». О (2.3)
Тангенциальные компонент ы 

тока проводимости определяем на
вектора плотности электрического 
основе формул (1,4), (1.5), (2.3):

Во. ֊ ֊ В«; 
dt

I dt ) |

(2-4)

Тангенциальные компоненты вектора напряженности возбужден
ного а оболочке магнитного поля будем определять на основе первого 
векторного уравнения (1.3) с учетом (24). (2.3) (везде последова
тельно пренебрегаем величинами порядка Л//?х-,/=1.2 относительно 
единицы, выражающей условие тон кос ген пости оболочки):
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Л։=Л,о(«.3,/) ; — itai 
с I

+ —-Л0;
с \ dt

aU
dt <

г*/ «
2V’

h^h^ft.t)- ֊7 '

/• ' 1 ( R dW R~ O(h------- tfj,
C \ Ut

£.о 4 - 
с

, dv du
'.j ■ — — Ofi;-----

dt ut

- /■? 0 '։-Jl"»; — —=u 
dt

(2.6)

4 “

Объемная плотность электрического заряда получим из третьего 
уравнения (1.3) при помощи выражении и формул (2.3), (2.2):

1 / I дЕ'м I dE* 
4֊\Д ~d7 В д}

1 R f)!>։ 
— "04 —* 
f dt

(2.6)

Из третьего скалярного уравнения второго векторного уравнении 
системы (1.3) можем получить гакже <ледующее уравнение:

1 > 1 <* , АД \ 1 ,Л~Ч
—— тР’ч»)“ ттг ~ (Д/:со)= -—— (2.')АВ дт- АВ д? с д(

Итак, на основе гипотез магнитоунрх гости гонких тел по приве
денным формулам определяются вес механические и электродинамиче
ские переменные в области гонкой оболочки.

Па основе формул (2.4) можем определить компоненты осрсднеи- 
ного (поверхностного) электрического тока проводимости по средин
ной поверхности оболочки.

/=о—7 л ~ 1 / и dv п dw\ I’"~7( o'J7֊Swa)rlM А ■ 1 IR dw R д“\ ^•■0------ ".։« --- ------£>и; —
с \ dt dt /

(2-8)

/■»-г« £■»<>+
1/ dv <7W\|
с \ at dt /J / - \ dt ' dt /

гАе *и- *«='.21» \и представляют собой коэффициенты поверхностной 
электропроводимости срединной поверхности оболочки и определяют
ся выражениями

7//«—2Zf5//, /,;=1,2 (2.9)

И. наконец, легко придти к выводу, что поверхностный электри

ческий гок проводимости /={/»01 /зо. 0} будет удовлетворять урав
нению

dlvv/=0 (2.10)

где diVu - двумерный оператор дивиргенции ио гредпппой поверхносгн 
оболочки.
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Если с помощью четырех сечений, нормальных к координатной 
1верхности оболочки, выделим малый криволинейный прямоугольник, 
ороны которого совладают с координатными линиями а = const, 

.5 = const, тогда и.։ условия равенства нулю главного вектора и глан- 
iiüio момента всех сил (на основе принципа Далдмбера), действующих 
иа указанный элемент срединной поверхности оболочки, получим 
уравнения движения элемента оболочки

1 дВТ, I дВт , 1 dAS,. . I ÔA _ .V,
-   ------- --- / л+------------ - ——1 ---------------- Л..>------------ »Я

АВ da АВ dt - АВ d3 АВ d0 /?։

V 1 /. d’/г——А------ BOlj^-l- P, ——
с дВ

1 аА7\ 1 дАт , 1 dBSK , 1 dBç ,V,_
АВ d'i АВ à? 1 АВ д? " АВ da /?, “

= -Г+-!֊Во;Л,1+г-,^- (2.1!)
с dB

(h Ъ\ 1 ,
\/?։ RJ АВ\ дг ’

V -2- - (Воз/аО-а^^-гР, 
d3 / с дВ

АВ d* АВ d3 АВ дЪ АВ da *

2_ + _L + X Ни_ _L -О
АВ di АВ da Л В da ” АВ d'i 

где X, У, Z—компоненты приведенных внешних заданных сил. прило
женных к срединной поверхности оболочки; ?j=2Ap —поверх постя а я 
плотность материала срединной поверхности оболочки.

Теперь для внешней от оболочки »бласти (в вакууме) мы будем 
иметь систему дифференциальных уравнений (1.7). где па основе ги
потезы (г) следует учесть, что по срединной поверхности оболочки 

—4
текут поверхностные электрические токя проводимости У (у\о,/ч>, 0), 
компоненты которого определяются выражениями (2.8).

Определяющие уравнения электромагнитного поля при указанных 
обстоятельствах можем представить следующим образом:

ГОР'И'’= ֊',(•;) . е(а.З^)/, гой^>=---- - —
с с д1

(2.12)

где £(■;) —дельта-функии». Дирака; б(а. У) - двумерная функция
Хевисайда: & область срединной поверхности оболочки.

Для системы уравнений (2.12). которая должна выполни։ься во
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всем трехмерном пространстве /?з. необходимо присоединить условм 
на бесконечно՝ ти и нулевые на и.։՛ ные условия для компонентов веч 
торов электромагнитного поля

Система уравнений (2.12) представлен т собой дифференциалы!!^ 
уравнения в частных производных с сингулярными коэффициента) 
типа дельта функции, эта га ианби.н՛ i putтинная система уравиенн 
которую можно было бы изменить второй (1.3) и третьей (17) сП 
стсмой уравнений трехмерной мат пнтоупру г<к ти па основе группы ГН 
поте:» (а), (б), (в) и (г) Итак, задач։ целостного определения эле։ 
тром.пннтпого ПОЛЯ II в области трехмерной оболочки и в окружал 
«нем ее пространстве приведена к решению системы уравнения (2Л21 
t коэффициентами типа ц.-льт а-фуикпнй i что и у систему ypanncuiitl 
необходимо рассматривай. »о щтм трех мерном пространстве Rs Сн; 
■тема уравнений (2.12) будет прет тан мп. упрошенную, но нс дну՛ 

мерную, математическую модель для описания магнитоупругого про՛ 
цгсса в гонков оболочке.

Полученные качественные результаты пошоляян окончатслвщ 
решать проблему приведения тр-.-хмерп...» проблемы магннтоупругостн 
(1.1) (1.7) к двумерной и построит։. иошую двумерную теорию маг- 
ннтоупругости анизотропных тонких оболочек.

Если взять оператор ротации из обеих частей второго уравнения 
из (2.12) и использовать нервен- уравнение из этой же системы, ня] 
основе фундаментального решения .чтя ьскторного уравнения Лапласа 
во всем трехмерном пространстве, решение векторного уравиенн֊։ 
(2.12) можем представить в виде следующего интегрального равенства-

£««(₽)=_ 1А ГД-ft.»։։ (2.13)
с։ ot J RilQ

q

где — — 1 —фундаментальное решение сравнении Лапласа; Rpq— 
4՜ Rqp

трехмерное расстояние между точкой Q(Q и произвольной точкой Р 
трехмерного пространства.

В силу непрерывности поверхностей потенциала простого слоя 
! Г-| можем, •։՛;՛!.: ; ■ - гралыюм раненс: ։ть Р(՝.Р^
(бесконечная двумерная область. содержащая срединную поверхность 
оболочки Q) и лале1 изменить точку Р толы«։ по срединной поверх
ности 12, имея н виду, что при этом граничные условия электродшн 
МИКИ с учетом (2 3) ПО.ШОЛЯИ/Т 113ПИС 37h

(2.14)

II тогда из (2 !3| будем иметь интегральных равенства для вели
чии и Если vncpi, при помощи выражений (2.8)
Ло(Р,/) н /• ։,(/>.г) пределом < помощью н J,Q тогда после 
некоторых преобразований, отио֊ п:сль .<> компонентов электрической
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поверхностной токи проводимости приходим к следующим ннтегро-диф*
унциальным уравнениям:

с’ #.! Нро
У

с' д։ .*
У

ду(Рх) 
0։

и ™(Р./.)\ , I .. (п д^хр.ц 
— —------ )-;----- (й ЙЬ ----- —----

д1 / с \ 01
» Ои(РХ)-в'" —

Рей (2.15)

ЫР.О
1 о_ 1-,>1(Р)^(П1 о
с’ д(.' 

•л

2 2 [7зо(СМ)17]3^1(^)^»(Р) 4-Тп^(<ЭМР)I _|_
с1 01.! Ррц

2
1 / ду(РЛ) ֊ дФ(РЛ)Х, 1 ., /о ^(Р.С

т — 7« ( #0; —Т7— ^"3 Т?— ) 1 7м( Тс \ 01 01 у с \ о!
-В., ди(Рл)\ 

01 )

Рф.

Таким образом, проблема приведения трехмерной теории магпн- 
т’оупругости к двумерной теории анизотропных тонких оболочек пол
ностью решена и в лице уравнений (2.11). и (2.15) (которым следует 
присоединить соотношения упругости и уравнения, связывающие ком
поненты тангенциальной и изгибиой деформации, выражающиеся че
рез компоненты перемещения срединной поверхности оболочки (2)) 
построена общая теория двумерной магнитоупругостн анизотропных 
тонких оболочек.

В работе построено вариационное уравнение, получено уравнение 
баланса энергии и доказана теорема единственности в двумерной гео- 
рни магиигоупругости анизотропных тонких оболочек. Ввиду ограни
ченности статьи ли результаты здесь не приводятся [13 18].

Из вариационного уравнения можем получить приведенные выше 
основные уравнения теории мапипоупругостн анизотропных тонких 
оболочек, канонические граничные условия теории тонких оболочек 
[2]. а также следующие |раннчпыс условия для компонентов поверх
ностного электрического тока проводимости [15]

Ло(я.р./)'г=О, />(«,&./)/г=0 (2.16)

Если нам удается решить разрешающую систему общей двумер 
ной теории магнитоупругостн анизотропных тонких оболочек, этим 
самым определим компоненты перемещений и. V. и срединной поверх*
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пости оболочки, компоненты индуцированного электрического тон 
проводимости Ли и УрО в области срединной поверхности оболочк 
Имея значения указанных основных ветчин, характеризующих зад, 
чу. далее по соответствующим формулам легко можем определи՛ 
компоненты деформированного состояния срединной поверхности об 
.точки, распределение перемещений, деформаций и напряжений, ком
поненты векторов индуцированного электромагнитного поля как з 
области грех мерной оболочки, гак и в окружающем его пространстве.

3. В некоторых случаях изменяемости по времени индуцирован- 
виго в оболочке магнитного поля, можем получит«, уравнения двумер
ной теории магнитоунругости анизотропных гонких оболочек (упро
щенную систему!, минуя задачу (2.12)

Упрощение разрешающей системы уравнений обшей двумерной 
теории магнитоупругости анизотропных гонких оболочек основывается

па том допущении, что величиной —֊ в уравнении (2.7) в определен- 
<?/

пых случаях можем пренебречь.
Следует отмстить, что это допушенке уже давно принято в теории 

электромагнитного поля для топких пластин и оболочек [10].
Итак, принимая указанное допущение, уравнение (2.7) принимает 

вид

1 - — (Ода) - — — (А£֊,.)=0
Айд? АВд$

(3.1)

это
Следующее уравнение, которое присоединим к уравнению (3.1). 
уравнение (2.10), которое имеет вид

77 7" (+ 7д 7՜ <л-' ^)==( 1
Ari о? АВ Oi (3 2)

Вихревой поверхностный .ок возбуждаемый в средин
ной поверхности, будем характеризовав к функцией тока В [10.11]

Если компоненты поверх пост пой плоптсти электрического TOK.I 
будут определяться через функции тик.т по формулам (3.3), тогда 
уравнение (3.2) тождественно удовлетворим, а уравнение (3.1) при
водим к следующему разрешающему относительно функции виду

"ЛВ <?Дд <h)~ 'КАВ did'՜ “АВ^УВд?)

=~ 1֊ в(в°- г“) I ֊ £|4 ֊ ֊**Г ) IIс АВ 1<Л \ at di /| «Др | \ dt dt /J.I
где

i — Tn ՝. __ Ill . __ Тм /о•и ~ _ • Ai2— j • 'г» — j ■ (З.о)
«нГза .։֊ 7п712 7>з ТиТаг '-12

об



Уравнения (2.1 i). (3.5). (3.3). на основании принятого выше до
пущения. будут представлять разрешающею систему уравнений обще'։ 
двумерной теории магнитоупругости i՛■:изотропных тонких оболочек

На основании граничных условий (2.16) из (3.3) легко получим, 
что на граничащем контуре Г срединной поверхности оболочки Q. 
функция тока будет постоянной. Но. так как постоянное значенн' 
функции F нс илпнет на величину поверхностного тика (см (3.3)1. 
следовательно. на контуре Г можем поставить следующее граничное 
условие՛

Г(зД/)/,—О (3.6)

FOUNDATIONS OF A GENERAL THEORY OF MAGNETOELASTICITY 
OF ELECTROCONDUCTING THIN ANISOTROPIC SHELLS

S. O. SARKISIAN

էլեկտրահաղորդիչ անիզոտրոպ ՐԱՐԱԿ ՒԱՂԱՆԹՆԵՐԻ 
Ս*ԱԴՆԻՍԱԱԴԱՉԴԱԿԱՆՈԻ)*5ԱՆ ՐՆԴՀԱՆՈԻՐ ՏԵՍՈՒԹՅԱՆ ՀԻԱՈԻՆՔՆԻՐՈ

Ս. X. ԱԱքԴԱՏԱՆ

Ամփոփում

Տվյա/ աշխատանքում դիտ արկվում Հ Հիպոթեզների մեթոդով անիդո- 
էորադ թա// սւնթների մա դնիսաաոաձդականության երկչափ տեսության կա- 
ււու ։յման խնդիրր և ներկայացվէսմ / անիզոտրոպ բարակ թաղանթնե րի մազ֊ 
նիոաաոաձղակսւնության ընդհանուր երկչափ տեսոլթյան Հիմոլնքներր։
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2U3U1JSILU’ ‘M’Snhmi'WjPb U’limiFbUBb Sb'Ui’iUW 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ

IThf-wG^w 46. М 3 4. 199 I Механика

ОБ АЛЬТЕРНАТИВНОМ ПРЕДСТАВ.!! НИИ ПЕРИОДИЧЕСКОГО 
РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЯ КОР1ЕВЕГА-ДЕ ВРИЗА

ГРИГОРЯН 111 л.. ОГ.МШН г г

Одно н.1 craiuiuiuipiiux |Ч։шсинй урлннсиии Кортам.*: а-де Ври u nnm,Mi».ici ио 
iicjivjiHC ш-рио ui'iccKnii ио mu п дигч’ргир^чдс । >|к-де В случде когда nc.iivniii i 
uapiiMCYp.f HiMiiiicioiiKtH потник« ft < uti.niiip iicpju .н'н<ьля ПОЛНЯ iijwcoAp.i ппишс:- ,i 
и rn.iiiHHi. В данной роботе получено et п;< .е.лплснме мере« бг<Й011»՝ч1»уи» сумму 
уб1.нмн»|цпх по и мил и гул՛.* CK.iiitot.Od n i.iyia . xqi.li пслн-шил но|'ачсГ|,'Л ичкнт 
и интервале (0.1)

I Постановка задачи. Широко и .»в пш» (1.2]. что п газожидкост
ной смеси без учета ее диссипативных снойгтв. а та киче в .мелкой нош 
и плазме распространение слабых ударных волн описывается урав
нением Кчртенсга-дс Вриза

ди , ди &и _ 
— 4-яи — г т — =0 
д' дх дх>

(М)

Здесь т —коэффициенты нелинейности и дисперсии, характе
ризуемые физико-механическими свойствами среды.

Если решение уравнений (1.1) искан, а виде стационарных воли 
//-//(:), ;ЯД'- VI, где V*— скорость фр՛ :НЫ. ТО HOC.lv ДН\ КраТИОГО
интегрирования приходим к обыкн««веип<»му дифференциальному урав
нению. правая часть которого представляет собой кубический полином 
от искомой функции и. Это уравнепль интерпретируется [1.2] как 
уравнение ангармонического осциллятора, описывающего периодиче
ское движение .между смежными вещественными нулями кубического 
полинома. Если полином имеет три вещественных корня Ь։>Ьа>Ьъ 
то интегрирование уравнения приводит к ограниченному стационарно 
му решению

//(£)«= Aa + (^-ft,)ch’(| 
(1.2)

»1- 

А’

которое описывает поведение периодической (кнридальиой) волны с 
периодом Т. Здесь параметр а представляет собой меру (уровень) не
линейности волны, определяемый формулой

—֊• 0<><1. Г-2К(А) 1/ -1?1—
л: I
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В предельном случае, когда Ья -Ь„. имеем А -1. Когда сп(г,£)->5сс11 г 
и решение (1.2) асимптотически переходят в решение

и{\\=Ь.. г(д։—/М$есЬ’| |/ д.) с (1.3)

описывающее поведение уединенной волны (солитона). Таким обра
зом, кпоилальпая волна при к—*1 преобразуется в солитон с амплиту
дой а=Ь։—?>2-

В общем случае, когда 0<к<1, а г. чу ал иной становится поста
новка задачи о представлении решения (1.2) через сумму решений 
Солитонного типа (1.3).

2. Для разрешения поставленной задачи воспользуемся формулой 
разложения функции бп’(гЛ) в ряд по параметру Якоби д ]3]

. а, .. Е(к) с1п’(г,Л)= --- л
Л(Л)

К'(к) 
д—схр —-—— ,

К(А)

2" , <7--------1- 11--------- СО5
№(Л)^» 1-^

(2.1)К'(Л)=К(£։),

Здесь Е (к) н К (к) полные эллиптические интегралы первого и 
второго рода. Разложение справедливо при выполнении условия,

пп------
К(к)

< Ре( — 1н<?)

которое для вещественных г выполняется всегда Представим предло
женное разложение в виде

(11,.(^)=ад „Ткй , 
К(к) №(*)“• Ш.,./<"(*) 

' I "К(к) ]

_ ** V • ехРР“/гг/А’) , 1/зЪ •
~ к 2К։г-,"՜ ^(-пК’/ю ՝ ' г ё^Т

Для получения всего спектра необходимо включить в ряд значе
ние функции при а*»0. Вычисляя по правилу Лфниталя, имеем

ехр(<Члг/К) К(Ь)
..•՛• sh(пл^'/7<)

(2.2)

Тогда предыдущее представление разложения можно записать как

(1п’(г,А) --- ------------- — । _г!_ V дг),
/< 2К/С 1 2гл (2-3)

где функция /(2“Л)

/(2^)

определена следу ютим

А7(»К")
2пл ехр| |(2-/;)(г/2А ) ]
2- 514(2гл)(К72К)|

образом:

л=0

п /֊О (2-4)
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Используя известное [I] соотношение «Чежандра для -»ллиптнчо 
ских интегралов, разложение (2.3) можно представить в виде

——I /(2-л) (2.5)
Х(*։) 2№(*) ~ —

Если /(2«л) представляет собой такую непрерывную и непре
рывно-дифференцируемую функцию о: л, что я.-ы

V /(2=«4О- X /'(2=л-г0; !'^а- (2.0)
л»-* «--- йп

сходятся абсолютно и равномерно тля всех значений г из интервала 
|0,2к|, то можно использовать формулу суммирования Пуассона |5|. 
а именно: первый ряд ил (2.6) предегзнии. в этом интервале и виде 
сходящегося ряда Фурье

v /(2z«)- 1 V |7(.r /■>)
-------- -».՛ 2й m- -л

(2.7)

Вспоминая определенно (2.1) функции /(2«л) и вычисляя интег
рал п формуле (2.7). получим |6|

г. 1 1 I техр|/(2/2А'(Л)):| . . ..
Е(гп) х= — —-Ы-------- > " «■ ехр(- 1т■ )(!֊. =2~. 8Ь|(К(А։)Ж(А))т] р՝

=- §есЬ* —’— (х-тК(Л)) I 
КЧЬ) 2К(Л։) ]

Тогда, согласно представлению разложения (2.5). решение (1.3) 
периодической волны перепишется э виде

к(;)=^ ֊ Д
К(^։)1 (2.8)

—- -------- - -----У
I-֊*; 2А«(^)«—*

sech։ I * z-2mK(k) I
I 2 К(*։) I

Для правомерности использования формулы Пуассона (2.7) необ
ходимо доказать, что Д2хл) является непрерывной и непрерывно՝ 
дифференцируемой функцией, а ряды (2.6) абсолютно и равномерно 
сходятся. Доказательства ввиду громоздкости выкладок не приводятся.

Решение (2 8) можно записать п несколько иной форме

я(О- — — ---------- • —-— 'sech’/й
К(Л)К(Л։) ^2К’(*։)| (2.»)

У |$cch’ß(£—/лТ) • $ech։Ä(: mT)| 
«»։

Здесь //(*)— среднее значение, определяемое как 
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k> K(k) k 2К(*։)\6т/

Такое определение и(к) совпадает с выражением, полученным в [2]. 
В предельном случае, когда к • ЦА^—О), нз решения (2.9) получаем 

и(*)=Ь3 2д$есЬ’/й 

го есть, как и следовало ожидать, приходим к предельному решению 
(1+3).

Ввиду того, что, независимо от переменной ; и параметра к

Нш sech’fi(; тТ)-> И 
"•-±-

я решения (2.9) можно oi раннчнться рассмотрением суммы скол՛, 
угодно большого числа Л’воли. О мстим, что представ.՛ ей и е стащит 
парного решения уравнения /<д£ через бесконечную сумму солитон
ных решений, в принципе, предложено г- [8].

Пшсстпо [7]. что только при pacnj ост ранении несущего некую 
информацию импульса в виде солитона она переносится на большие 
расстояния без искажения и без заметно՛о затухания ее интенсивности 
Полученная (2.9) форма записи решения (1.2) дает возможность про
следить <а поведением периодической волны как возможного носителя 
га кои информации.

В заключение отметим, чгь. когда 1, разложение (2.1) дао՛՛ 
возможность представить периодическое решение (1.3) в виде

ь» .W 1
u(z)—u(k)±b cosy-; | - - cos2zt-F ■—cos3z$ • O(£°) 

8 256

Здесь z- волновое число, связь которою ;• амплитудой и параметром
х определяется соотношением

1 
z։

д«/и Ч д. 11
ы \ 2 32 7

Первые два члена в приведенных разложениях получены в [2].

ON THE ALTERNATIVE PRESENTATION OF PERIODIC SOLUTION 
OF KORTEVEG—DE VRIES EQUATION

SH. II. GRIGORIAN. G. G. OHANIAN

»illl'Sbtl.b'l-'ll! •I.l'bj), 2U4U.IHJ.I‘UILL nm.ppbl4l.hlLb 
i.niminrb irbh u.bi. шшмт ifuiim-

C. 2. ‘M'PHlP.Mlb. 'k <k 1ЦН.М1П.

U. d ф n ф n ։ J

։hipm h-bif^tjp ^гЬчЬ ' ‘“'I'"!> uumtyftnViup рнд miShh p/nj ilhl{p Ър- 
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I/ 111 р ЧП//41(11՛ I, UJ Ulpp !lpIII 1/Ullt imf/pll ItlllipillArtlli p fl{ttl4(llpll{ttl li :
hpp "IJ'I 4>ljtpli ft£ qA urjlini P j iu1r liin/i/i plttli fl in qp Itq u/uipiiiif hmpp Aquntii) /,
il Llfp . 11111/111 iqiiippLptul/uAi ili/ftp/t if hp utA ipn if I; и rt //' U! ri'llft: Si/iu/j uij/uui֊

miubpnit) hpp i{liptt‘'i[i]iui/ u/uipiini hrnpp iquntil/iu'iimt! ! ((I, I ) ii fi^uil/iuJ p fl'll , 
quAitfuiA ( iqiuppLptul/ttHi ui/fipft hhpl/u> iiuyrni)' p uAnfhp^ Pifrnf и н / fan nil'll hp ft 
pUiqtf rn P Jin'll qmihupfi itihu pttif, ttpnity quiu unfit pi fin А Ab pum turf iq/fi in tn qtiijfi 
ifftAniPjtuii ittftuqjin ifpt
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