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П случае ярлучиы

I — - <
/ 4 Т??(л) • Г(/~У) /[ЛО-Г(О|Л <б)

Таким образом. система (I) сиолитси » совместному решению сингу­
лярных ■нгегрл.иинх уралмсимй ($) м (6).

Следуй рабомм |1Л.4|. решение системы сингулариыж уракиеми* 
4$) и <*» -тем ■ иидг

+ >"(!+ .^У 
«-1

+ (1-«('П+д>*Х0 <7>

Т(х). (|-«)։(1+։)? 2 *.«"Л<Л-Л(Л) 

и-։

+ (1- »)■’(!»»)'։„ <։» 

где ,

|<,<| . • 5-ь՜,|,,(>

(х) - миогочлем Якобы

5 ЫА.? **,‘-ГЦ «±<! ‘♦ 1) 1 7
՝• ’ [ Г( » + <.+ 11 г</»< ■.♦ 1) ]

прячем * "Р* »я-» •

/ <1-1 Г;иЛ)( л)^<и-Л(х)4 X - {,; (9)
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/(|֊0«(1+0*><"-я(»)Л-

-I

- j(l-*)՛*'( !+»>՛**Л1и* ИЯ(х) <IO>

?(_”'я(х) = 0 . ?^՝п(х) - (֊г^֊£) ։

Теперь,подставляя (7) и (8) п (5) и <6> и имея н виду формулу [1,2,51,

- я elf я а ( 1 - х)" ( I + х)('?л("-*’|(х) +

+ J՝(l-x)“(l+x)'։ ds =

-։

= . ixi<i

получим

/I “1

S "".Г К>-’ГО*»)^.‘,Л*. 

/1-1 _j

֊(1-։)г(1+х)?Гл<г-й x„] JS-5!ÜA2. —' 
Л Л о J

xf [(!֊։)“< 1+х)^^о-(1-։)3'(1+։)’*о]Л <ll>

i x-„n <։)
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-(1-։)։(!1+*)?Лй<г-Л Х„) =—А-=—
' " " ” к (з- ։)

» / ( < 1 -■’) " ( I +։)" X о - ( 1 -1) °՜ ( 1 +։) ? X 0) Л

Далее, имея п виду формулы (9) , (10) . уравнения (11) можно свести 
к совокупности бесконечных систем линейных алгебраических уравнений

х '"+Л5(^Д ” *«-*&*»>
Х„+Х «X (Л $ > 2," ՛*<*&* --7 ») + /™ = ° <|2>

( т = 1 , 2 ,...) 

где

-I

к =--г/*1 /"2 <> > ?,< ?:։-*2՛ (.<) dX

к й!» “ ^֊т /11 _-։) а'^г “+։)* 2?»‘'т (•' >?-'-֊!2 л' г|(Л> ‘/Л

( т - 2 ,3 ,...)

кВ։=֊֊/(>֊’2) ?Л1в,։+Л®^
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К» .— | Jo-X)- '”( 1 + x)՜' <"’г<2ГМ..> Ы11х

f /<1 -։ )՞<1+՝> ’>Js c ֊•" >' ’ f<1 +*>" “

л Л (о — <3 ) J

I x
x '’™?;''5*'’(x)OxXo-XoJ'f( l-։)“(l+x)^/x

x ( l-x)”^ l + x) " “?^t'-"*ll(x)1/.t ]

/,!,”= ֊ f /<1 -•* >՞ <1 +s> **<•-’>” f< 1 +x)' ’ “ 

A (о — м ) *’

X > '/x Л-о-Хо |' |‘( I-։)3(l+։)'՛<;.

x ( l-x)"?( I

Постоянная Xo определяется из условии (2) и равна

v S Р sin л а
Хо=- ---- Гл—

Для доказательства квазиполной регулярности совокупности .истом 
(12), заметим, что

f '֊'У,(7= 1.2.3) 

л- I

которые следуют из асимтотичсскон формулы Дар6\ i ш многочленов
Якоби Ц.2,6)

P,f° • ^(cos 0)=Л* (f?) cos(N 0+6 )+ О (т 1 т- «

К (0) = (sin “ 2(cosO) 2 (13)

ДГ пл + ։ д=— ~(а + ) , Йс(а,/У)>-1 , О<0 < л 
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и из нсрлпенсиг. Бсссмй.
Гог.ч.« тпа Кошн-Буняковсхого будем иметь

2 л-'Кл-Ок"’. 1« <!«>
Л" I

« • .1
*(2"՜* 2 <• (У-1.2.3)

1-1 п- I

Имея п пилу (14) при ж ■* ■» , получим

ГI 51П Л СХ < т Х՜՝ -XI/ • \ I* 0) | 1та՝ - ———_ I------ г> л 1(т-1)К՝ _ 1 +[л К(8 — 5) ՝

+1<"-՛>«& ՛; ' АА'А?,՞՜',<т՜1 )'О +

+ 1(т-1)х£ (15>

Относительно свободных членов уравнений (12) можно сказать, что 
.՝нн. по крайней мере, ограничены при т — « (это следует из (13) и 
неравенства Бесселя).

Таким образом, решение системы уравнений (12) надо искать в прос- 
-р.нитке ограниченных последовательностей. В таком случае и силу (15) 
совокупность бесконечных систем линейных алгебраических уравнении 
։12) будет квазипполкс регулярна.
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ИЗГИБ ПОЛУБЕСКОНЕЧНОЙ БАЛКИ, ЛЕЖАЩЕЙ ИА УПРУГОЙ 
ПОЛУПЛОСКОСТИ

ГРИГОРЯН Э.Х.

Գրիգոբյան Է.Խ.,Կիսսւհար|>ուք»|ա6 Црш q<nGi|nq կիսաանվհրշ 
Ոեծանի ձոումքւ

E.Ch.Grigorian flcndinj of scml-lnflnlie beam, lying on claiilc half-plane

Ֆուրւնի քնդքյսւնրացված ձեւսփոխուր juiG մեթոդով (Ոէծված Է 
ԿիսաՈար|»ու|*|աճ վրա դտնկոդ կիսասւնվէր; Ոեծանի ծոման խնդիրքէ

На основе метола обобщенного нреобраюпппна Фурье peine un залами изгиба пол- 
убссконсчиой балки,лежащей »та упругой полуплоско.

В работе [1 | получено замкнутое решение залами об изгибе полубс- 
сконсчной балки на упругой полуплоскости, с помощью предельного 
перехода п решении соответствующей пространственной задачи 
(стремление к нулю параметра преобразования Фурье). Эта задача, в ча­
стности, рассмотрена также п работах |2.3 ] замкнутое решение которой 
получено сведением се к краевой задаче Карлсмана для аналитических 
функций,в которых показано.чт контактные напряжения (нормальные)

1
при х-* 0 имеют порядок О(х՜։). а при х-*«о О(х՜4) .

В настоящей работе опять рассматривается изгиб полубссконсчной 
балки (цилиндрический изгиб пластинки) на упругой полуплоскости,ког­
да к концу балки приложена сила <?о и момент Л/о- Исследование ве­
дется, как обычно, без учета касательных контактных напряжений и без 
учета явления отрыва балки от упругой полуплоскости.

Задача с помощью обобщенного преобразования Фурье сводится к 
решению функционального уравнения на действительной осн. Дастся 
замкнутое решение этого функцонального уравнения.Простая фак­
торизация коэффициента функционального уравнения даст возможность 
вычислить две произвольные постоянные, которые содержатся в решении 
функционального уравнения, и, тем самым, получить простые асимпто­
тические формулы для контактных напряжений в окрестности конца и 
далеких от него точках балки. Из асимптотической формулы, 
характернрующей поведения контактных напряжений в окрестности кон-
ца балки следует, что при —= ДДд . в конце балки, контактное 

л» о լ

II



напряжение равно нулю. т.с. особенность исчезает (А ((1--)о) ’

(/* .V - соответственно модуль сдвига и коэффициент Пуассона материала 
полуплоскости, Э - жесткость балки. Кроме того, балка, в точках нс- 
которой окрестности своего конца, при СоАИой — А вдавливается на 
полуплоскость, а в остальном - растягивает ее. Из асимптотической 
формулы, характеризующей поведение контактных напряжений при 
х-• ®, следует, что после некоторого значения х, балка вссда 
растягивает полуплоскость.

Пусть на границе упругой полуплоскости лежит полубссконечная бал­
ка с жесткостью Э, к концу которой приложена сила Со и момент 
Мо . Требуется определить нормальные контактные напряжения, дейст­
вующие на участке балки с границей полуплоскости. Дифференциальное 
уравнение равновесия балки имеет вид

(1х
(0 < х < « )

при условии

о=-Оо

где я<х)- итснсивность нормальных контактных напряжений, г <։\х)— 
вертикальные перемещения точек балки, Хо - неизвестная постоянная. 

Отмстим что условия равновесия балки имеют вид

|7(х)</х«2о , 

о
\ х ч (х ) с/х = Л/ о 
о

Для дальнейшего введем класс функций

Л*(х)=0(±х)Л(х)

Л~ (а) = 1' [± Л(х)]=^Л*(х) ехр (/ох) </х

12



1 [Л*(а)] = ] Л±(а)схр(-10'л:)</а

где 0 (л՜) - функция Хевисайда , Р - преобразование Фурье, а Г 
-обратное преобразование. Кроме того (4) ,

Л * (о) В “(о) = С х(о). т.с.Г՜1 [С1(а)]-О(*х)С(х)

После обозначения I'|(х) = й у^/йх, граничную задачу (1 ), можно 
записать одним уравнением при - <» < х < » следующего вида:

</х3
Ч *(л)֊Оо<Чх)+Л/од'(х) + Хо<5՛(х) (4)

(— со < х < «о)

Теперь,применив к (4 ) обобщенное преобразование Фурье, получим

<5)

С другой стороны,для другой полуплоскости известно |5|, что

И»(х)+И-(х)—

где V(х) = <1 у/(1х , р(х , 0) — вертикальные перемещения граничных 
точек полуплоскости.Применив к (6) преобразование Фурье, будем иметь

1 —- » а ч *( а) = V ’*՛ ( а)+ V "(о)

Далее,имея в виду условие контакта

»' * (х)- И Г (х) 

из (5) и <7> получим функциональное уравнение, разрешающее по­
ставленную задачу
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(А ’ + 1о । 3) (о) + )»’ V - (о) =/(о) <։>

где

I
7(0) = р(2о + л’о1Хо+(оА3л<о . А = [/./0(1 - Г)1 ։

Таким образом, задача свелась к решению функционального 
уравнения (8), которое будем решать методом, изложенным в [4,6 ]. Фак­
торизуем Л3 + 1ст I3, представив ее в виде

А3+ 1ст13 = К*(ст)№"(ст) (9)

где

— з _ _ з _
Х*(ст)-(ст + /0)2 б* (ст) , К " (а) = (ст - /0)2 С՜ (ст)

б1 (ст) = схр Ч,£ (ст ) , Ч’А ( ст) = ^Ч' (х) схр ( ± / ох) (!х 

О

Ч'(-*)вТ7 Г 1п( 1+-у—д)схр(-/стх)</ст 
*■л ՝’ 1ст I

3 3 3 3 3 3 3
/ст ± / 0 ) 2 » Ст+ 2 + ст_ 2 , ст, 2= 0 (ст) о 2 , ст_ 2 = 0 (- ст) 1ст |2

Теперь, подставляя факторизованную функцию А 3 + 1ст I3 из (9) в 
(8), после некоторых преобразований, придем к уравненю

£* (ст) = К+(о)<?*(ст) = ^“(ст) = £2 (ст) (-со<ст<») (Ю)

где

к(а) = [- / о3Р -<а)+7(ст)].[Л' "(ст) | -՛

Из (10) следует

Ь\ ( х ) = £2 ( х) (— о» < х < » )

которое может иметь место только при [7]
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L I* (.v ) = L 2 ( X) = a 0 d (x) + V a n d(*J (x) (11)

где ^^(х) - производная функции д (х) порядка к , к - любое 
конечное число. Далее, применив преобразования Фурье к (11), получим

Л' * (а ) д ' (о) = g~ (ст) = ао + a i а + £ at.ok
*- 2

Поскольку д * (х) и V՜ (х) при х-± 0 имеют корневую особенность, 
то отсюда следует, что </ + (о) и Е՜ (о) при I а I - ■» имеют порядок 

i _ £
<1 ' (о)« lai ' , l'“(o)= I a I 2 ..Тогда нетрудно видеть,что 
А' * (о) </ 1 (ст) - а , q~ (с) - а при а — ±«. Тогда из (12) будет сле­

довать,что а к = 0 (к ֊ 2,3,... п ) .Таким образом, искомое д * (о) опре­
делится в виде

СТО")՜ ст |СТ /1 *з\
'' (°) - •т:.՜,՜,' (13>

*֊ (»)

Для определения постоянных по и а։ заметим, что условия (3) мож­
но записать в виде

г<О)-С!о. _о='«о ««>

Удовлетворив условиям (14), получим

<2O = QoK '(O) . и I = i К* (0)Л/0 + Оо 17 | 0

Теперь приступим к вычислению К * ( 0 ) и g |

К ■* (0) и I можно записать в виде:
՝ ' do 1 о-о

X * (0) = exp [ Ф * ( a) + ^ In (a + / 0 )] |,^0

15



К*(О) = ехр [Ч>+(<7)+|1п(о + <0)1

I (3 । , (о) \ I т.,0>Jo '»-о֊\2о + (0+ rfo / '«-о* <">

Рассмотрим Ч։+(а), выписывая сс в виде

՛= = 3
4’ * ( о ) = | J In ( I + ) cos (.■> х) ds cos (a x) tlx

О о

+ i J* — j In (A 3 +$3) cos (sx) ds sin (ax) dx 

о о

-3i J “ J 'n (■՝>) cos («•<) ‘^s sin (ax) dx 

и о

Так как

“ “ з
у J I In ( I + ^-y) cos ($x) ds cos (ax) dx

о 0 s

= |ln(A3 + lal3)-|ln lai

֊■ I In (s) cos (.ex) ds = - | ( Y^-j- + Л 6 (x) ) - u смысле т< 

о
пых функций, где Л - произвольная постоянная и, что

/sinax , л—-— dx = у sgn о
О

обобщен-

то

4' 4 (a)= In (А 3 + la I3 )- In la 1+ 3t — sgn о ¥ iT(o)
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Здесь

Г(о)=/ 1 ( X ) 5>п о х (1х , / ( X ) “ “ м 1п (Л 3+ л 3 ) С01 • х ։/1
о ' о

Далее, поскольку 1п (А3 + х3 )= 3 1п Л + О (* 3 ) пр.։ ■ - ”, -՛՛ ՛ > ՛■•
следует, что /( х ) —х ~ 4 при с •» » .а так хак при ։ -* ■ и ։ .՝■

1п(Аэ + х3)»31п« + О(х 3)

то при х-*0/(х) = - ֊ ( —— + Л<> ( х)) + О (х 2 1п 1x1). Это гопорп т

о том. что х 1(х) суммируемая функция. Слелоиатслыл»,

<г-о*= ы Нх)х<7х . Г(а) | .»..о’О 
о

Ии нышссказдниого следует,что

(Ф՛ (о) + |!.>(<. +10»„~о - +|пи

а

I ..о

где

1п ( а + / 0 ) ° 1п I и I + I л & ( - а)

Окаэыизстсм, что

в чем убсдимси и дальнейшем
С помощью формул (15), и (16) й о и ./I опрел ел йютс« .՝нлс

вп= Со А VI схр( 3/^) , а «=- (схр( 3»^֊-) ТА ( С’о Л<о)



Теперь приступим к определению асимптотических формул для q(x) 
при х-*0и х-* «. Поэтому, как известно.надо рассматривать разложения 
q* (о) при lai*« и I о I -* 0 соответственно. Для этого, сначала, 
определим пид функции с/Ф + (a) /do . проводя вычисления интеграла

° Та J (1(а+/0)х)</х

Нетрудно видеть, что

I х V (х ) = J՜ (In ( I + ) ) exp (- ta ) ds

ЗА3 Г exp (- isx) ds 

где интеграл при з-*0 понимается в смысле главного значения по 
Коши.В силу нечетности подынтегрального выражения и замены зх ■
1 , хФ (х) можно записать п виде

f T5T7-3J'd'

Далее,имея в виду, что

3i2 1 1 1
,։„։“(№) «(<-?>) 5(<- ?г)

где $ » $ - 1 , 5 = СХР( < ։’т0

Г COS t d -f х , Г COS t .J 7-Z-F7 <“ = л' «Р(' ? О + J rf'
О о

Л^Л=-^ехр(- .^) + /7ТТ7Л 

О о

18



будем иметь

(*) “  2 -2  cos (Л ^ ) e x p ( - ֊i x )

X X  Ю

+ Л I  I  ^7Т7'+ £(н-£т) + 5(< + ̂ т)'  ̂costdt(h <17)
о о 

Поскольку [8 ]

Re г >  0 ,

то формулу (17) можно записать в виде 

xW (xj = | -  2cos ( ֊i i )  е х р (-  Ц - l x )  -

- ֊  J  ехР ( ~ ^ ) ~ ехР ( - A £ x t ) -  exp ( -  Я g x t ) ф

*  о г + 1

Тогда нетрудно видеть, что d 4 ?+~(G)/dt? запишется в виде

3 1
2 a + i  О

<fw+ w  1 f ,C
da /i

[ l + f l l ^ J 1 1 -  e|
IJ

(<*+ !)(<- i j (
■]</<

Далее,поскольку

1 dt 1 /  л orgy *  О
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то окончательно получим

</Ф '(о) и 2 Г Ё_____________ С 1 _ 3 1
</и А ‘ . = ,<у + < О . . <. + «о . 2 о + ։ О

|+5^ д ) <-5к л )

л л . а + ։ 0 \ , / а + / 0 ч< )-‘п(~г՜)

л А- . . &+1 0 \ г

5 1

4-4{(2у2)-1п(с(^<>)) 
?(■-(։( 412))’)

(] ։р ’ (а) 
Теперь . используя формулу (18). определим ‘ "Р”

//4՛ * (о) о 1 Г I_____________ С 1 з I
<1 о ^ । । > /о < 0 , . ( о ♦- I 0 . 3 2 о + I О

։ + Ч Л , ։-Ч д )

п- О

л . л (2 ?։ + !). / а + <0\2։’ + _51П---------------] ( -р- )

1 ( а * ' 0 ■»2'1՜ 1 < 2 л« । \ лЛ(՜) (“»—֊г) (19)

и при I а I> Л

20



•)՛։'֊">( 4^)՜”

л . л ( 2 л - 1) । / о 4- I0 < “2 ” - хш----- -------- ’֊ ] ( —д- )

1 / о 4- г О \՜ (2«‘ П , 2л п 1 \-х2|֊Т~) (“> — -2>

Из (19)лсгко получить, что

,</Ф * (о) , 3 1 ч _ 2«
■ (1а +2о+/ОЬ-о 737

которое было использовано при вычислении а] .
С помощью формулы (19) определим 4' ‘(о) при 1о1<2

ф'и = |п((|+Ц^)(|֊։(£4^))։

3 , 0 + ։0 3։л ։
21п А— + ~+¥’ (а)

(20)

(21)

. 2/ V 1 /<ЖО у2**« , , л , «4-10(°^72и+7’“7-“) Н‘2-|п-Т-
/։» о

+ гТтрд՜) (с°՝(2« + 1) ֊ |) + ^$։п ֊ (2« 4-1))

» 2 я л _ ։
+ у՝ 5 ~ з 2 ( о 4- /0 )2«

а из (20) определим ՝1’*(а) при I о 1>А
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/I- 2

n- I

_ 2 ։|n ։ _!_(֊ °tfO )' “2 «
3 3 1 2л ֊ 11 >

, x? 1 (°+1 о \՜2՞ / 2-t n ։ \+Z,27(-r-) («“ — ֊г) «»

Отмстим, что пишс имелось и пилу, ЧТО Ч|+(0) = и,что

4'* ( 0) *• 0 при I о I -•«> .
Теперь приступим к опрсделсню разложения <] * (о) при |сг|<А и 

1о1>Д Подставляя пырзженмя ’1'*(<т) на (21) и (22) и (13),получим

_ + ( СО + С|О) схр ( - —֊֊ )
’’|о)= С' + иЦ^))(֊֊иЦ'0))[՛

-?♦ (о)+ |р + ’(о) - J(o) + . . . 1 при |(7|<А

; *(g)= 1?-иа l?j [ 1 - 4' '(о) + '- ■!■ ‘ 2(О)-Ьг' ’(»)+, ) 
( <7 +։ 0)

при Io I> Д .
Используя эти разложения, получим
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.Л;л,и),(-^0/(-_1п(£±<0)+>) + .

при I V I < А

< 7 * (а )-- ( ро л Л/ о ) / схр ( - ) 2

_(й.о._2г;л,о)сХр(ЗМ)(а + £0)-|

■ з ։ ՛։ м ° ՝ 1 схр 1 тг) () ‘

- от։ • +-1 л/|> )'хр| V)1։ '

+ ? (%2-лл'»>"р|Л2)^-> ’< т

- |п I ' д'0)■ ?)+ ■ ՛՛ ՛

при I о I > А
Далее, прмменнг к < 23 ) н ( 24 » обратные прсобрлг՛՛ ■՛-* ՛- ’Рурье 

и имея в виду формул։՝ |7 |.

Л- '1 1П( *’-^2) +1)г։
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сх|>(-.$(1+/»)

г -'((о+ <0)-д՜ 1 =----- пТПП—

/• *' ( (а НО)՜1'՜ 1 1п (о + <0) 1

=^₽^£))х(>(4 + ч,(1+/։).,„х).

гае <>0 2 •֊ 3.......... Г<*> ' 'Нх) ֊ «отаетст.енно
известные гамма и пси функции . полупим искомые асимптотические 
формулы

д-.,(։)..сцШ(։х)-‘.^(^+лмо)(лх)-’

+ ХШ( .«о) (А.е)՜6

+ ±Ш(>!ЦЙ4- | ДЛ/оХЛх)-’ «»

_±ф(2։,(д։)-’(<Р(7)-|- 1п(Лх))+о (.«-’(!+։»։)) 

при 1л I •*'”

2՜'<։(.<)*—лЯ5-■*л,|>'<*■') 2 
Г<2->

-------Ц-( -Й2-^ДЛГо)(2 «)2
Г(|) 3

--------Ц— ( -Яг- + А л/ 0 ) ( Да ) 2
ЗГ(|)

9/5Г(|)
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+ | - 1п Л Л- )

+ о(х 2 (1+ 1п х) ) (26)

при х — О
73Как следует из формулы (26) . при (2о = -у Л Л/о особенность функ­

ции ц'(х) и гонке х-0 исчезает. Кроме того, при 
/3фой-у- А Л/о '/(х)>0 в некоторой окрестности точки х - 0, т.с. 

балка и этой окрестности вдавливается на полуплоскость.Очевидно, что 
73Со<-у А Л/о балка растягивает полуплоскость в некоторой 

окрестности точки х - 0. Из асимптотической формулы (25) можно 
сделать заключение, что после некоторого значения х балка всегда 
растягивает полуплоскость.
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ՀԱՅԱՍՏԱՆԻ ԴԻՏՈԻԹ8ՈԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИՄեխանիկա 45, №1-2,1992 Механика

ЛНТИПЛОСКАЯ КОНТАКТНАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ УПРУГОЙ 
ПОЛУПЛОСКОСТИ С ПОЛУБЕСКОНЕЧНОЙ ТРЕЩИНОЙ

ТОНОЯН В.С.. МЕЛКУМЯН Н.С.

Տոնոլան Վ.Ս.. Մեյքումյան Ն.Ս., ԿիսաաСվերյ> ճաքով աոա&զական կիսահարթության հակահարթ կոնտակտի խնդիր։
Tonolun V Տ. Melkumlan N Տ Anil-plane contact problem for elastic half-plane with 

scnil-lnflnlte crackԴիտարկված կ կիսաանվերյ) ուղղահայաց ճաք ունեցող աոաձզական իզոտրոպ կիսահարթության կոնտակտի խնդիրը։ Կիսա հարթության եզրին կիրառված են երկու կամայական հիմք ունեցող, ճաքի աոանցքի նկատմամբ համաչափ տեղադրված հարթ ղրոշմներւ
Рассмотрена аптиплоским контактная задача для упругой изотропной полуплоско­

сти с вертикально)! полу бесконечной трещиной На границе полуплоскости 
приложены дна жестких гладких штампа с основанием произиольной форлы. сим­
метрично расположенные относительно оси грешнны

Рассматривается антиплоская контактная задача для упругого изо­
тропного полупространства ( х> 0 ) с вертикальной полубссконсчной 
трещиной ( а < х < <*>).

На границе полупространства прикреплены два жестких гладких 
штампа конечных размеров (0 5 у 5/») с основанием произвольной 
формы, симметрично расположенные относительно оси трещины. Прини­
мается. что на штампы, на границе полупространства и на берегах тре­
щины действуют силы, приводящие к состоянию антиплоской 
деформации. Задача решена методом Фурье в перемещениях.

В силу кососимметрии граничных условий достаточно рассматривать 
только квадрант (0<х<оо , 0< у < » ) со смешанными граничными ус­
ловиями.

Решение задачи ищется и виде сумм интегралов Фурье. Для 
определения неизвестных плотностей интегралом Фурье получена система 
парных интегральных уравнений Парные интегральные уравнения 
решаются в замкнутом виде метолом ортогонализации и полученная си­
стема сводится к интегральному уравнению типа Фредгольма второго 
рода. Доказна разрешимость этого уравнения, в частности, решение мо­
жет быть найдено методом последовательных приближений.

Получены формулы для определения перемещений в точках берегов 
разреза и напряжений вне разреза, выделен коэффициент особенности 
интенсивности напряжений к критической величине по теории хрупкого 
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разрешения материала, получается выражение, которое определяет р.н 
пространснис трещины и се устойчивость.

В частном случае, когда длина трещины стремится к нулю, получа­
ется антнплоская задача теории упругости для полуплоскости без 
трещины. В этом случае решение задачи получается в замкнутом виде. 
В силу кососиммстрии достаточно рассматривать только область 
квадранта при следующих граничных условиях:

*/,(0.у)-/1(у) Ой узь , /| (0) = О

г тх(° ■>') = /2(У) Л < у < »

{/ , ( х , 0 ) » 0 0 й х й а

т։у(х,0)»/3(х) а 3 х < оо (1)

Решение поставленной задачи математически сводится к решению 
гармонического уравнения относительно функции перемещения 
и: (х.у). Решение гармонического уравнения ищется в виде сумм ин­
тегралов Фурье:

О : (* . У) = ( Л (а ) схр (-ах) яш (а у ) </ а

+ /с(0)ехр(-0х)я։п(/3х)<//?

Используя обычные уравнения, связывающие 
напряжения с перемещением Уг(х,у), получаются

<2>

касательные

- (7 J а Л (а ) схр (- а х) я!п (а у) (1а

+ С / РС (р ) схр (- Д у) соя (р х ) (1р

~ / а А (а ) схр (- а х ) соя (а у ) </а
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-б ^0С0)схр(-/?у)а1п(рх)<//» (3)

Здесь Л(в)иС(/1) - неизвестные функции, подлежащие 
определению из граничных условии (I). Удовлетворив граничным усло­
виям (1). получается следующая система парных интеграл ьгных 
уравнении:

/л (о) 5Ш (« у ) с1а = /1 ( у ) 0 5 )՛ й 6
о

^аА(а) мп (а у ) с/а 

о

- -^/г(У) + /рс/ри^/-р,х1р 
и

ш
[ С (Р ) ։1п (Р ։ ) 1/0 = 0 0 а

и

«а
/ ре (Р) :м(рх)<1р

О

= - ^/з ( х ) + аЛ (а ) схр (- а X) Аг 

о

(4>

Ь < у < ОО

а < х < да

Подобные парные интегральные уравнения рассматривались в работах 
(2-4 ] и в др.

Используя результаты работы (3( для функции И (а) и С (/3 ), пол­
учаются следующие выражения из [4 | и |5|:

Ь •
Л ( а ) = ֊• ] Г1(г)У0(аг)^г + ^ р 2 ( г) У 0(а г) </г 

о ь

+ гК0(Аг)}0(аг)<1г (6)
О ь
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0 4

+ а Л(а ) а К о(а I) 7 I) (1 ( <7>
О О

где /„ (г) -функции Бессели парного рода с действительными 
аргументами, К((Цг) функция Макдональда.

о ■

г '

*ин = -ёЛЖ’(*)( 2 ->*

Исключая функцию С(/3) из (6) и (7), для определения функции 
аЛ(а) = (7(а) получается следующее интегральное уранненне типа 
Фредгольма второго рода:

в(а)~П(а) +/ Q(>■)K(y.a)dr (8>

О

где

ь «
П<“>’5° |г1(г)^о(«г).|г +^а /г2(г)/1)(аг)</г

О ь

а Ь

30



К ( У . а ) '- а ] IК о (У ») ‘П ] г

Покажем, что интегральное уравнение (8) можно решит; ....... лом по­
следовательных приближении (4 ). Нетрудно видеть, что:

1А'(у ,а) *<^2а

Перейдем к новым переменным слс.тч'юшим образом: переменную нн- 
тсгрирования у , заменяя через у = с ‘, а переменную (параметр) 
заменяя через а а с *. После таких преобразований неравенство <11' 
примет вид:

] I К(г.а) I </•/< /| К(1.Х) I 

пользуясь значением интеграла

ГШ.»!
Л ЛЙ { 2
о

получается

( I К ( у . а ) I (! у < ! 
О

Очевидно, что функция О (а ) ограничена сверху и стремит։ я к нулю, 
когда а — «>.

Решая интегральное уравнение (8) методом послел ев а т : и м .՝. 
приближений, получается выражение функции <2(у)- /алее, по 
формуле (7) определяется искомая функция С(/?).

Напряжения и перемещения по известным формулам (2) и (3) будут 
определены в любой точке полуплоскости. В частности, пере.чешения <ч 
рсгов разреза ( у - 0) и напряжения вне разреза определяются

31



форм;

и Л ’ 0 я / "4-у —4՜ ։Л + | < « )։1 ' • Г ֊тЦ==7 1,1 
а ՝ Л՜ * ~ ' О а ՝ ,С “ 1

(12>

( а < х < «> )

:.) ( л:. О )=(7(а ) схр (- а х ) </ а 
О

- -г ՝ ., Д>(<■)*■• о(■>“)■'“
• V „ - ։ - • V а - х о

+ ’<.<Г-М11 ,нМв('՝Р^*'« <13>
" -1 V / ‘ _ л - я и •’ V I X •и О и

Коэффициент особенности К имеет вил:

К = ~вл [у3 (о)-/ О(а ) 0(« «О (I« 1 

I)

Приравнивая значение коэффициента интенсивности напряжений (14) 
к критической величине (К - К< > по теории хрупкого разрушения 15], 
получается выражение, которое определяет распространенно трещины и 
ее устойчивость.
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БЕСКОНТАКТНЫЙ СПОСОБ ВОЗБУЖДЕНИЯ ПАРАМЕТРИЧЕСКИХ И 
ВЫНУЖДЕННЫХ КОЛЕБАНИЙ В СВЕРХПРОВОДЯЩЕЙ ПЛАСТИНКЕ

БАГДАСАРЯН Г. Е.. ПИЛИПОСЯН Г. Т.

Բաղդասարյան Գ.Ե.,Փիլ իփոսյան Գ.Տ..Դերհաղորդիչ սալում պարա- մետրւսկւսն և ստիպողական տատանումների գրգոման ոշ-հպումային եղանակ։
IIajduia1Un G E . I'lllpoilnn G.T Non-coniact method of excitation of parametric 

and forced vibration» In superconducting plateԾու յ<յ Լ տրված, որ հաստատուն մագնիսական դաշտի միջոցով երկայնական հարմոնիկ ուժի ազդեցության տակ գտնվող մի սա(ի պարամետրակաս և նրան ուղեկցող ստիպողական տատանումները կարելի Լ ոյ -հպ ու մա լին եղանակով հաղորդել երկրորդ սալինտՄեկ սալի ղ'՚ւդ|ւոէմ ցույց է տրված,որ գոյություն ունեն մագնիսական դաշտի յարվածության ա րժ ե յւն ե ր,որոն g գերազանցումը բացառում է պարամևտրաէ /C ոեզոնանսի սոսշացումըլ
Показано. что при помощи постойиного магнитного поли параметрические п 

сопропо •- мшише их имнужлсипыс кол сб.-пня одной пластинки.на которую действует 
продольна» гармоническая сила.можно бесконтактно сообщит!, второй пластинке.В 
случае одной пластинки установлено, что существуют минимальные значения 
нппряжспности магнитного ноли, превышение которых исключает потможность по- 
яплення параметрического рстоиансп 
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1 Рассмотрим магнитоупругую систему, состоящую из двух
параллельных диафрагм между которыми действует постоянное продол­
ьное магнитное поле П о- Магнитные свойства среды, находящейся между 
диафрагмами, отождествляются со свойствами вакуума (вакуумный 
слой) Прямоугольная декартопая система координат *1*2*3 выбрана 
так, что координатная плоскость *1*2 совпадает со срединной плоско­
стью вакуумного слоя. Начальное магнитное поле //о (Яо »0,0) 
параллельно координатной линии 0*| . Внутренние поверхности ди­
афрагм л )-±Л покрыты тонкими слоями сверхпроводящего сплава, 
толщины которых намного больше глубины проникновения магнитного 
поля в сверхпроводник (обычно порядка 10՜ 1 * * * 5 см ). Части диафрагм
I л। । < « . I *2 I < “ являются упругими пластинками из различных 
изотропных материалов (остальные части являются абсолютно жесткими 
и неподвижными).

Пусть верхняя пластинка подвергается действию равномерно



распределенных по сторонам, параллельных осн 0х2 . сжимающих уси­
лий интенсивностью Г(/) = Р0 + Р։ со$0/ , параллельных осн 0х։. 
Граничные условия на торцах х։ = ±а таковы, что пластинки колсб- 
лятся по форме цилиндрической поверхности с образующими, 
параллельными координатной линии 0 х 2. Рассмотрим задачу передачи 
параметрических колебаний, а также сопровождающих их вынужденных 
колебаний к нижней пластинке и определим условия резонанса как обыч­
ного, так и параметрического типа. В дальнейшем, характеристики, от­
носящиеся к верхней пластинке, будем отмечать индексом -1-, а к 
нижней - индексом -2-,

Известно, что при помещении сверхпроводящего тела п магнитное по­
ле на тонком поверхностном слое появляются экранирующие токи, 
препятствующие проникновению магнитного поля внутрь тела. Вследст­
вие этого, на внутренних поверхностях пластинки х3 = ± Л компоненты 
тензора напряжений Максвелла претерпевают разрыв. Этим разрывом 
обусловлено появление поверхностных сил магнитного происхождения, 
действующих ил поверхностях х3 = ± Ь. В работах |2,3|, используя ос­
новные положения гипотезы нсдеформнрусмых нормален, определены 
указанные силы и получены соответствующие уравнения, описывающие 
колебания рассматриваемой магнитоупругой системы. Эти уравнения, с 
учетом влияния конструктивного демпфирования и продольного усилия, 
представляются следующим образом:

. о л . о *

Здесь и-4- прогиб,Од = 2Ед«5д/3( I- г/) цилиндрическая жесткость, 
Ек -модуль упругости, -коэффициент Пуассона,2-толщина,/>д-плот- 
ность.сд -коэффициент линейного затухания материала к -тон пластин­
ки, <5 л । -символ Кронекера,а функция К(х։,£) через которую 
выражаются ядра сингулярных интегро-дифференциальных уравнений 
(1.1), определяется формулой (2.3]

л-(«, ,{) = /*  *1> (1.2)

К системе уравнений (1.1) в каждом конкретном случае необходимо 
присоединить обычные однородные условия закрепления краев 
х։ “ ± а пластинок. Из (1.1) видно, что благодаря магнитному полю (ин­
тегральный член в (1.1)), колебания верхней загруженной пластинки 
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передаются к нижней пластинке, которая свободна от внешних механи­
ческих нагрузок.

2.Тах как уравнения (1.1) и сотвстствующие граничные условия яв­
ляются линейными, то решения поставленной задачи можно искать и виде 
суммы (2.3]

где н'|. есть решения уравнений

1 (I iv ? ' .
-)'1(

</։,2
<2.11

удовлетворяющие тем же граничным условиям при л։ ■ ± а . что и 
н-д, а являются решениями уравнений 

D< + Л‘'~ V ■ + 2р‘е»

nJ
I6-t*

ft., О»1 I d*l 2> i
J -к sr՜)11 (

+ (a.i2’(O-/<S֊4 ’-■։»! I’d) (2.2)

при тех же граничных условиях.
Функции ։vд ' 1 представляют решения задач изгиба пластинок под 

дснстивем магнитного поля при отсутствии механической 
нагрузки Р ( I ) . Эти решения, найденные в (3). представляют интерес 
при определении прочностных характеристик рассматриваемых пласти­
нок. Здесь они необходимы также для определения (как это видно из 
(2.2)) функции н>12\ характеризующие процесс бесконтактной передачи 
вынужденных и параметрических колебаний верхней пластинки к нижней 
через зазор между ними при помощи постоянного магнитного поля.

Предполагая .что края пластинок х։~± а шарнирно оперты, 
решение системы (2.1), удовлетворяющее указанным условянм, будем ис­
кать и виде
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+«> ■ <гз>

где неизвестные постоянные,подлежащие определению.
Подставляя (2.3) в (2.1) и используя обычный процесс 

ортогонализации, после некоторых преобразований приходим к следую­
щей системе неоднородных алгебраических линейных уравнений относи- 
тсльно и :

£ 1*!Л ’ »1л.֊ «И »зл!-'»’ 

ли1

*л,л = ֊£ //«»*« (4 Л- ° ) »1п Лт( Х| + Л )СЙ —{ Х| /1(

с,^г_ (-1)<‘")/'огН-(-1)"1

(*=1.2; л,а- 1.2,3..)

В (2.5) О* т собственные частоты пластинок в отсутствии магнитного 
поля.

Используя (2.5) и имея в виду,что 1птл12 Л,15Н1П1^ В ,гдс Л и В 
-некоторые постоянные, можно показать квазивполне регулярность сис­
темы (2.4) при любом значении величины Яо . Следовательно, из этой 
системы методом редукции можно определить последовательные

а2т + 2 1»!Л։»гл,֊ *1Л ։■=<■։,’1 <2-4> 

где введены следующие обозначения 12,31 :

л 2 = о 2 + И 1 2 о 2 =
• “*«  2рАд4

<»ц Яр <*> »0 А
= л 31л рддд “ " " ՛ л 32л рр\ л

’•"^/1՛со։ ■’» (4 + “) ։՛" ди (»1 + “ )"՛ *1 <у 4

<2.5>
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Приближения ВСЛИЧИНЫ Н’Д՛)-
3.Переходим к решению задачи колебании, основанной на уравнении 
(2.2). Решение этой системы, удовлетворяющее условиям шарнирного 
опирания, представим в виде

. <) ■= 5} /,.(< )։т;„(։,+ «) <3.1։
г»»1

Подставляя (3.1) н (2.3) н (2.2) и применяя процесс ортогонализации, 
для определения функций /* Я(Г) получается следующая бесконечная си­
стема обыкновенных линейных дифференциальных уравнений с 
периодическими коэффинситзмн:

'■ + 0 - "А । ֊ «« о <) /,,«

■/У;........ . !  ̂+ 02 ,
в,2 <11

♦ 2 Ь'Л’Л /, „ I = о (3.2)

где, помимо (2.5) введены также следующие обозначения:

= .։ - 7֊ > • '■.; = »! 4
1 т

Н2 = Ог"\т и1т+8я/>։

В (3.3) 01ш частоты собственных колебаний отдельной верхней пла­
стинки, загруженной постоянной составляющей Р 0 продольной силы. 
Р’п -критические значения силы Р 0 при статической устойчивости 
верхней пластинки в отсутствии магнитного поля,/г„։-коэффициенты воз­
буждения.

На основе уравнений (2.4) и (3.2) рассмотрим конкретные задачи, 
ограничиваясь первыми приближениями (т~п**1)  в разложениях (2.3) и 
(3.1).
Л. Случай одной пластинки, сжатой продольным усилием Р(0. Для 
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этого случая из (2.4>,(2.5),(3.2) и (3.3) путем предельного перехода 
Ь -• оо получается следующее уравнение:

+ +<и1 ( 1 ~2Р с<к0')/ 11

аЦ±л(/,о + /.|СОч0/) 

' 1
<3.4)

где

В (3.5) <и։ первая частота собственных- магннтоупругпх колебаний 
рассматриваемой пластинки, сжатой постоянной составляющей Ро 
продольного усилия.

Из (3.4) и случае, когда пластинка сжимается Статическим усилием 
Ро , легко найти критическое значение этого усилия, при котором пла­
стинка теряет статическую устойчивость и присутствии продольного маг­
нитного поля

(3.6)

Формула (3.6), имея и пилу, что о - 1.38 показывает, что наличие 
продольного магнитного поля может принести к существенному увели­
чению области статической устойчивости сверхпроводящей пластинки. 
Например, п случае дюралюминиевой пластинки 
( Е । =7.3. 10 10Па , »• । - 0.34) при а = 4 102д| и Яо = 3. 103 э пол­
учаем Р о . = 19.88 Р р

Общее решения уравнения (3.4) складывается из общего решения од­
нородного уравнения

+ + ( 1 ~ 2 С05 ^/)) /1 ’ = 0 (3.7)
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н частного решения уравнения (3.4) .характеризующего вынужденные 
колебания изогутой пластинки, появляющиеся вследствие магнитного 
давления Н о /8л под дейтспием периодическое продольного усилия Р(։).

Уравнение (3.7) имеет периодические коэффициенты и, как известно 
14 |, при некоторых соотношениях между его коэффициентами оно имеет 
неограниченно возрастающие решения, означающие динамическую не­
устойчивость рассматриваемой магнитоупругой системы.

Границы первой и второй областей динамической неустойчивости, 
расположенных соответственно вблизи частот 2ш։ и ш։. согласно |4 |, 
определяются следующими приближенными формулами: 
для первой области

О? =2о,| (I ± (/?-/)։] г <3.8)

для второй области

o': = », (1-лг± !/֊/( ।-I՛2) 1 5]1 <3.9։

ГЛ С

Из (3.8) видно, что пока выражение под внутренним радикалом по­
ложительно, то есть пока /< > у, эта формула даст для критической ча­
стоты два вещественных значения, соответствующих двум границам 
первой области неустойчивости. И ри //о = О указанное условие 
выражается неравенством |4|

Р։ ֊. 2‘1 ( I ?77>o„ V- <3.10։

а в присутствии магнитного поля, согласно (3.5),вместо (3.10) получается 
условие

I I _£° + "fol ( ! + <2. »)! :
<3.11)

Поскольку правая часть неравенства (3.11) является возрастающей 
функцией напряженности магнитного поля, то начиная с некоторого зна­
чения Я о = Н । ., где
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н 2 л ДЕ1 

з(1 (*) ’(՛

(3.12)

нарушается условие (3.1!) и тем самым, исключается возможность по­
явления параметрического резонанса около частоты 2а>։. При 
/*0  = 0 , Р, О ։ । / 2 Р ] с։ = 1.2 и при данных предыдущего примера из 
(3.12) получаем И । . = 4.58.102а .

Аналогичным образом из (3.9) определяем следующее предельное зна­
чение Яг. напряженности заданного магнитного поля:

= ( *1) 2 (,
3(1-.?) “

превышение которого исключает возможность возбуждения незатухаю­
щих колебаний около частоты

Таким образом, при наложении магнитного поля и дальнейшем уве­
личении его напряженности ширина любой области динамической не­
устойчивости уменьшается и стремится к нулю при определенном 
значении напряженности заданного магнитного поля. Это значит, что при 
заданных значениях характеристик рассматриваемой пластинки и 
параметрической силы существуют минимальные значения Я։. 
напряженности магнитного поля, превышение которых исключает воз­
можность появления параметрического резонанса вблизи определенного 
значения частоты магнитоупругих колебаний.

Перейдем к исследованию вынужденных колебаний искривленной пла­
стинки на основе уравнения (3.4). Предположим,что имеет место сле­
дующее условие:

2,|. «II7 4 /»| 
(3.14)

означающей невозможность возбуждения резонансных колебаний 
параметрического типа около частоты а>։. Задавшись целью исследовать 
колебания системы вблизи 0 = св։, решение уравнения (3.4) ищем в виде

/11 (/) = «0 + а^п (0 I) + а2 соз (0 I) (3.15)
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Подстановка (3.15) в уравнение (3.14) приводит после приравнивания 
свободных членов и коэффициентов при 51п0Г и соз01 к системе ли­
нейных неоднородных алгебраических уравнений относительно а0 . а։. 
°2-

Определитель этой системы, в силу условия (3.14), отличен от нуля 
для любого значения величины Н 0 . Решая эту систему для амплитуды 
Л = 'Га ? + а ? установившихся колебаний (около изогнутого положения 

равновесия пластинки) получим следующее выражение:

На основе формулы (3.16) произведены вычисления безразмерной ам­
плитуды вынужденных колебаний дюралюминиевой пластинки в зависи­
мости от безразмерной частоты параметрической силы при различных 
значениях напряженности магнитного поля.

Фиг. 1 Фиг. 2

41

р,р,______ а/)* 2(и2-1.У + (,.«)гр
2 А2(„։)2+(22-„2)и2(л2-л2)-2(,<0)21

где

22-1 + ------  (|+1Д“ )
֊'■о) *4

г |2( 1-4)'' 0< <, ч2 , р-

л։е, ’ />;- р„



Для расчета принято

Ро 0 . г = 0.01. ро »О.О5, а «= 500д։.

Результаты подсчета значений Л/2Л\ приведены на фиг.!.
Рассматривая формулу (3.16) н приведенные кривые, замечаем, что: 

а) резонанс в вынужденных колебаниях наступает около частоты 
AQ II , показывающий, что с увеличением магнитного поля величина 
рсзонанскной частоты увеличивается;
б) зависимость амплитуды вынужденных колебаний от напряженности 
магнитного поля имеет экстремальный характер с точкой максимума: 
п) при достаточно сильных магнитных полей амплитуда вынужденных 
колебаний существенно уменьшается:
г) чем больше коэффициент возбуждения /<0 при соблюдении условии 
(3.14)), тем сильнее интенсивность резонансных явлений.

Б.Случаи двух одинаковых пластин. Пусть рассматриваемые пластин­
ки имеют одинаковые и геометрические параметры

( Е ) = /? 2 = £ , V| = v2| = v , с, =с2 = с,/>| = р 2 = р . д| =дг = Л)

Для лого случая из (3.2) следует, что колебательный процесс 
рассматриваемой магнитоупругой пластинки в первом приближении при 
/’о 0 описывается следующей системой дифференциальных уравнений:

+ + »«я(во

(3.17)

где

ог = .гя;, . д = 4 . «|=тМг»2
11 ' ,. 2 1 16 ph b 2

। , г, ,, н1к (. ;«,«=՝
2л!м (’•։+«|Ой2) ' " <*/■;  •’ м

I I
Л1 = | | sin (ли ) cos (лг) cth dv

00
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I j sin (ли ) cos (.tv ) th " ° du dv 
00

(3.18)

Система (3.17) показывает, что благодаря магнитному полю (а։ х 0) 
как параметрические, так и сопутствующие вынужденные колебания 
верхней пластинки, вызванные действием продольного усилия /*(/),  бес­
контактно передаются к нижней, свободной от механических нагрузок, 
пластинке. Причем, появление вынужденных колебаний, как и в случае 
одной пластинки, обусловлено искривлением верхней пластинки под дей­
ствием магнитного давления //(/вл.

Из однородной системы, соответствующей (3.17), известным методом 
И 1. находим критические частоты, определяющие границы областей ди­
намической неустойчивости. В частности, для определения границ 0. 
главной области параметрического резонанса, получается следующее 
уравнение:

((г 2- ; )2+ 2 ։ -*  2 <«»> 2 ((г 2-= ) 2+ »•2--] +( 2*  V) 2г = О (3.19)

г-(2п,,)г • ’'“я',,

Из уравнения (3.19) в случае консервативной задачи (у = 0) для 
границ главной области неустойчивости (для критических частот 
параметрического резонанса) получимследующие выражения:

которые при отсутствии магнитного поля (к-0, г-1) совпадают с изве­
стными выражениями для критических частот классической теории ди­

намической устойчивости (0. о = 2 ft ,, ( I ± ) 7 ) [4 |.
Формулы (3.20) показывают, что при наложении магнитного поля 

и дальнейшем увеличении его напряженности ширина (0? - 0՜ ) об­
ласти главного параметрического резонанса вначале уменьшается, дости­
гая минимума для определенного значения Но, после чего начинает 
неограниченно возрастать. Из (3.20) видно, что при отсутствии нижней 
пластинки ( к - 0 ) величина (0.*  -0՜ ) является монотонно убыва­
ющей функцией напряженности магнитного поля.

Рассмотрим, наконец, вопросы вынужденных колебаний, предполагая, 
что система находится вне второй области динамической неустойчиво­
сти.Для простоты ограничимся случаем консервативной задачи 
(с = 0). Представляя решение системы (3.17) в виде

/н = Л I cos(0/)+ В | , /2| = Л 2 cos (Qt) + В 2 
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для амплитуд установившихся »олеблннй Л ։ (для верхней пластинки) 
и Л 2 (для нижней пластинки) получим выражения

л,= , n*՜ 8*—. л,-—5<з.21> 
(of-o2)(o;-e2) (о] - о2) (pl-о2)

где

•?-“?> I'1' r'2-k2r - а * <- 1)1 V * 4 1 1

Зависимость Л। и Л 2 от частоты параметрической силы 0 показана 
на фиг.2. Из этой фигуры видно, что с возрастанием 0 обе амплитуды 
монотонно увеличиваются и стремятся к бесконечности при 0 -• 0| (на­
ступление первого резонанса).В этой области (Os 0< 0t ) обе амплитуды 
положительны, то есть обе пластинки колеблются п фазе с возмущающей 
силой. Когда fl, s 0s й, амплитуды Л ։ и Л 2 имеют отрицательные зна­
чения, то есть обе пластинки колеблются со сдвигом фазы 18(Р отно­
сительно возмущающей силы, но еще находятся в одной фазе друг с 
другом. В интервале QS 0 < 0-, амплитуда Л։ вновь становится поло­
жительной, переходя через нуль при 0 = Q, тогда как Л 3 остается 
отрицательной. Это значит, что л рассматриваемом интервале колебания 
обеих пластин сдвинуты по фазе на 180°, причем колебание верхней 
пластинки находится в одной фазе с возмущающей силой. Наконец, когда 
0 приближается к частоте 02, обе амплитуды неограниченно возрастают 
и наступают условия второго резонанса. После этого, пластинки 
продолжают колебаться в различных фазах, но с убывающими ампли­
тудами, и когда 0 очень велика, колебания обеих пластин почти исче­
зают.

Определенное практическое значение имеет тот факт, что Л । = 0 при 
0 = О. Это означает, что, хотя возмущающая сила действует на верхнюю 
пластинку, однако, она вызывает колебания только нижней пластинки 
(если учитывать влияние демпфирования ( с г-0 ), то будет колебаться 
также вержняя пластинка с амплитудой колебания нижней пластинки). 
Амплитуда Л2 колебаний нижней пластинки п этом случае, как видно 
из (3.18),(3.21) и (3.22), равна ( Н 0 *0)

8ft, Ь Г И?,Л , 2(я,+ а2) «2 , I
Аг 1+ «—‘--щ) J

Таким образом, при помощи магнитного поля, во-первых, в одной пла­
стинке возбуждаются нзгибныс вынужденные колебания под действием 
гармонической продольной силы и, во-вторых, эти колебания бесконтак­
тно передаются ко второй (свободной от механических нагрузок) пла­
стинке. Причем, соответствующим выбором параметров задачи можно 
достичь того, чтобы, в основном, колебалась только вторая пластинка с 

44



регулируемой амплитудой. Это означает также, что свободная от меха­
нических нагрузок пластинка выполняет роль динамического гасителя ко­
лебаний верхней пластинки. Как видно из (3.23), амплитуда колебаний 
гасителя достаточно быстро увеличивается с ослаблением связи между 
пластинками (уменьшении напряженности заданного магнитного поля и 
увеличение расстояния между пластинками).
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ՀԱՅԱՍՏԱՆԻ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ ПАУК АРМЕНИИՄեխանիկա 45. №1-2, 1992 Механика

К ОБОСНОВАНИЮ ОДНОГО МЕТОДА РЕШЕНИЯ 
ЗАДАЧ УСТОЙЧИВОСТИ И КОЛЕБАНИЙ СЛОИСТОЙ 

ОРТОТРОПНОЙ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ

СЕЙРАНЯН С.П.

Սեյրանյան Ս.Պ., Օերտավոր, օրթոտրոպ զգնային թաղանթի տատանումների և կայունության խնդիրների լուծման մի եղանակի հիմնավորման մասին։
Scyranlnn SI.. On the foundation of one method of solution of stability and vibration 

problems for layered orthotropic cylindrical shellՀետազոտվում է ճկուն, շերտավոր, օրթոտրոպ. կլոր զլանային թաղանթի սեփական տատանումներդ և ստատիկ կայունությունդ, սկզբնական մոմենտային աոանցբասիմետրիկ հավասարակշիո վիճակի դեպքում նկարազրող, գծային համասեռ հանրահաշվական հավա­սարումների անվերջ համակարգդ.-
Исследуете« бесконечная линеЛна* однородная алгебраический система 

уравнений, описывающая собственные колебания н статическую устойчивость гибкой 
слоистой ортотропной круюпой цилиндрической оболочки при моментном начальном 
осесимметричном состоянии равновесия и шарнирном опирании торной.

В работах |1-3| решаются задачи о статической устойчивости и соб­
ственных колебаниях слонтой ортотропной замкнутой круговой ци­
линдрической оболочки в предположениях гибкости и момситиости 
начального осесимметричного состояния равновесия и шарнирного 
опирания торцов. Исходные задачи представлением неизвестных 
тригонометрическими рядами приводятся к бесконечной однородной си­
стеме алгебраических уравнений и детерминантному уравнению. В 
работах (4-6 J граничные условия предполагаются произвольными, а 
преобразование краевых задач производится с применением методов 
разделения переменных и конечных разностей. Как отмечено в (3], чис­
ленный метод, предложенный в (2 ]. эффективен по быстродействию ме­
тода в (4.5] в 12 раз.

В настоящей работе обосновывается метод, предложенный в (2,3]. 
1. Исследуется бесконечная система уравнений [1,3]

Q-1
(F,-2S0+SJ։)B,+2(S„,,-S։.„)e„

m-1
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л։»<?И

Здесь

ф гф, „,֊ 1֊> ( »3«.- У )’

’,’'2Яо" 71^7՜

։0=/0

ф -11

. ч..+ —ф--------- ) 1/, , I = V - т . Я + П1 . гп-я
*2дп

ф.(о И- о?| »■; * («и- 4)/!

+ 2(о,г-о?г + 2(ои-о?ь)]2’^

фг»л “ «и22+ (“м - 2“и)•։ 2,)‘ 5 + “гг/1«

Фз։п“'’и2^(>,1г+'>г1-2'>6«)-։«я’ + '’н>-։

2,’^ • /'<> = 5 <։-3» 

1. .R - длина н радиус оболочки, Р, £2 п- осевое сжатие и собственна« 
частота колебаний, р- погонна« плотность вдоль осн оболочки.Константы 

а1к , Р1к , выражаются через известные жесткости 
С1к , К1к , В1к классической теории слоистых ортотропных оболочек

Величины /4 (А =1,2,..) - коэффициенты разложения прогиба на­
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чального состоянии п промежутке (0,1-1 в ряд Фурье по косинусам, /о 
-константа.
ад ■ коэффициенты разложения вариации прогиба в ряд Фурье по си­
нусам.

В предположениях о скорости сходимости коэффициентов Фурье 
/4 к нулю

!/*։<-% <։о

где С, а — константы. С>0 , а> I , 4« I ,2. . . доказывается, что 
бесконечная система (1.1) преобразуется к эквивалентно»։ системе, бес­
конечный детерминант которой удовлетворяет условиям Коха (8 I. откуда 
следует, что равенство его нулю есть необходимое и достаточное условие 
существования формы колебиий (при О п - 0 потерн устойчивости) обо­
лочки. Более того, решение бесконечной системы может быть получено 
методом редукции.
2.Условия Коха формулируются для бесконечного определителя матрицы 
А. представленной в форме

Л-/+Е (2.1)

где I - единичная матрица, и требует сходимости рядов

<2.2>

Преобразуем матрицу (1.1) к форме (2.1) таким образом, чтобы ус­
ловия Коха выполнялись. С использованием (1.1)-(1.3) определяется 
порядок величины общего члена последовательности элементов матрицы 
главной диагонали

V,-2 $„+32.-24;; [а„( О „-!>?,)+ р?,]=±сг;; <2.4>

в

при </-•<» .где введено обозначение

(72-1? I «и (о,,-©;,)+/>?, I (2.5)
/'л
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Далее выполняется деление каждой р-ой строки и т-го столбца на 
С)Л и ±(7х *։ (знак плюс или минус выбирается, соответственно, 
(2.4)). Очевидно, такому преобразованию соответствует деление каждого 
р-го уравнения системы (1.1) на (72^ и замена неизвестных а т на 

ат' по формуле а т = ± а т'/С Л . В результате выражения эле­
ментов главной диагонали и с т1} . при т * <?, записываются в виде

у,-И,^Зг, _ ± 5о+ 5 2) о.«
о л в о л „

3.Введем обозначения

И,-о„-о?, . ''2 = 2|о12-о?2 + 2(об։֊о°б)Ь<*֊г

л2 = (о22-о?2)^-/>оЗ <3.1>

Я1- ( « М~ 2 ° 11) Рп • Й2“«22/*Л

С|=(',|2 + '։2|-2'>«)/-»-| • С2=Р2г1.*

и покажем существование конечного предела 

(3.2)

откуда, очевидно, следует выполнение условия Коха (2.2).
Предварительно, с учетом (1.2),(1.3),(2.5),(3.1), определим предел 

отношения

Пт -Ц(Р։ + С22}) 

(/ -* СО А I]

ш Пт I м ц а Я|Л * + Л 22 , + Л д 
’--з? "

, 2« «II ( 2* и 2 3+ с, 2 ; + сг ) г

«п 23 +» |2? +»2
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-2*Ах(«,,л,+ /•’,)]-Пт > |2Яа1|ЛзЦ-+-4։
я; «-»■։; и„

+ (^1|С1-^'’.РИС? + 2С2',1.-£.1 8Ф!
а։|Л^+й։А^+Я2

+ 2С,С2Х2, + е1 12Я°и.о2|(|1||Лг4.-!,,||С| . -Си „ ։) , „ 
О||Л2+М։ + В2 А

Далее с использованием (1.2)-(1.4) и <3.1) получаем

Ига -!֊$
Ц -♦ » Л у 2«

֊ 11т X [1-4ЯО Д}(£Л+ 2±112х±£1Л։±^:-։)/ о <3.4>
" *к«и »„Д^ + в.Г •-«. ’•

Так как $0 = /0 • т0 из (3.3),(3.4) непосредственно следует (3.2) и 
следовательно (2.2).

Докажем, что н условие Коха (2.3) выполняется.
Так как из (2.7) следует, что ет^“<’ел։» то запишем

Оценим 5,п£9

(3.5)

1я I = | [ 1 - R «и Я *։«. 9 (£21 + />»|Л^4֊С«А^ С; 
՝°п в։|Л} + Я, Я’+ В2

Р| 1А т + С 1 А т + С2 
а । । А „ + R ։ А ?>։ + П з

I I / гл» * 5

(3.6)

где Н - положительная константа. 
С учетом (3.5),(3.6) имеем
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У
/»1.7 “1

1+15 щ- д

* />» я

8 Нг V'' Л '» + Д 
С4 Л'..34-

Здесь С ц 'биноминальные коэффициенты.
Меняя порядок суммирования в (3.7) и »водя замену индекса гп на 

индекс ] соотношением ։п - ч - ] , получаем

те в

зЦ2ус,у _иу ±<в
С4 — -I -г 4՛

<3.8>

Таким образом, условия Коха для детерминанта бесконечной системы 
алгебраических уравнений, эквивалентной системе (1.1), выполняются.

Заметим, что в предположении а >2 аналогичным образом можно 
обосновать приналлеж-ность определителя к классу нормальных [8] .
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диви.и8ил»ь ч-ьзпьр-опьъгьгь и.чилъи'ьи.зь зьгьмич-ьо
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ 

ЦЪ{ишб||1|ш 45. №1-2, 1992 Механика

НЕЛИНЕЙНЫЕ ВОЛНОВЫЕ ПУЧКИ В ЖИДКОСТЯХ

БАГДОЕВА.Г.

PiuqrjnU Ц..*1.,П1 q&uijbG uiibpuqbG Фс։Ьрр fi bq ni^Gb pn։ J 
Rngdoev AG Non-Ппсмг waves beams In fluids

9֊шц1иАЬцп։1( |и ш пС и։ рг> |, КшЦшишрп|4СЪр|> ЯЬ^шС Црш ПЪшш- 
цпшЦ пи! I К шС ц Ь։цш Цшд ?шр4Ц пц ЬрЦп։ п> д6и1)]|С ш[Ьри>Ь^ 
фС{ЬрЬ ^СцЬпР1 <• Ьшшц пшЦш Л I 1|шр£ ицЬрСЪпЬ Аш4шишПп>4п 
։ццщш 1|С ЬрпЦ 1(шдСЬиш1<шС НЬцтЦСЬрЬ ПшЦшр!

Нп основе урлписинй газожидкостной смеси исследована задача двух нелинейных 
пучков, распрострлнмютихсв навстречу друг другу. Исследованы ураинсння коротких 
волн дли магнитных жидкостей с пузырьками.

I. Распространение встречных пучков в несжимаемой жидкости с пузырьками газа

Исследуется задача о двух нелинейных пучках, распространяющихся 
навстречу друг другу. Уравнения газожидкостной смеси имеют следую­
щий иид (91:

. ^+V(pV)= 0 .₽=/>,(T֊)S) <11>

֊J = COn.«. Г։ЛЭ = Р։ОЯЗ Г'-Р+рВ ^֊+ — 

где газ считается изотермическим, р — плотность смеси,р - давление в 
смеси, г - вектор скорости частиц, R - радиус пузырьков, р - их кон­
центрация, /’к - давление в пузырьке, г - кинематическая вязкость.

Выберем ось л- по оси симметрии пучков, совпадающей с нормалью 
к волнам и точках пересечения с осью пучков, у для осесимметричной 
задачи будет радиальной координатой. .Как и в газовой динамике {1.2]. 

можно ввести характеристические координаты $ । 2 = I + , где I -

время, а0 - невозмущенная скорость звука, °о = 7ГЛ >̂՜ • Полагая для
Р оРо 

компонент скорости по осям х,у и плотности
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(51 У) +

P "Ло + Pi (5i .։.>)+/»։(«։

<1.»

и осредняя уравнения (1.1) по £ • и £( соответственно можно с учетом 
того, что средние значения функций й։ 2 ֊ 0 , у։ , 2 = 0, />1,2=0 , где 
осреднение проводится по эйконалам £։2 (2,8|. получить уравнения

2f£l + ^LL_“l£^Le£^^J. + (Л_3)£О P1i£i 
dt а£ ։ «0 <Ч| ро , ՝• 0О ' р2 1 ։

к а3/> | 4 у а2/> 1
°о а£? 3А)Яо/>о а£?

Ri (1.3)

д U2 д_и_2 U 2 д U 2 др! ( 2 _ QQ д р2 
Sl + SJ, ■ »„ «2 ° Ро Й5 г 'h ' р^Кг

+ * Р1 + 2v д*Р г

“о «J W’o/’» Jfj

др 1 р о a U 1 _ р О д U I 2 U ip О д U 1 , dV I У 1 у
«I ■ «о «I ՝ “о »» aj «П՜՜'’0՝ iy У )

др 2 ро dU2 
di 2 aQ dt

dv I du 1 Оу 2 du 2
К I ' - “° iy ’ Кг՜ "° Sy

Здесь учтено, что в основных порядках

(1.4)

(1.5)

Равенство нулю средних значений искомых величин выполняется для 
киалимонохроматических волн И.5 1, поскольку интегралы по 
£2 и £| от экспонент схр(։£2|«), схр( 2 । £ 2,|ст ) равны нулю,а сво­
бодные члены в основных порядках |5] нс влияют ил уравнения для 
первой и второй гармоник.

Исключая из (1.3).(1.4), (1.5) -^1։7 и , можно получить 
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уравнения коротких волк для встречных пучков, которые оказываются 
и первом порядке не связанными [2,3,4 |.

д2 и 1,2 _ 2/ 3 2 К | £ дч 1 \ _ 1 д ди 1 ,2
#1.2 91 “°0' ау2 у 9у ' М>#"и#1,2

2 *' 9 Зи 1,2 _ а 4 и 1,2
3До*о #1.2 2<*о #1.2 (1.6)

Вводя обозначения

Г = 4-. О._1Ц , {,,--г|։ + ±, 
й ЗД,<$ ,л «о

где 2/ - расстояние между зеркалами [3 |, можно получить уравнения

1 г з Ок 1.2 
". »’и 1/2 ■>'..2

£,д3ц..2 *-ро а4щ.2 
^1.2 2"*

(1.7)

где Я| = сг0 есть поперечный оператор,

причем в жидкости дисперсионное уравнение 
а։ = - а 2 ; а । , а 2 - компоненты волнового вектора, и в силу 

того, что вблизи оси пучков «2 = 0 , « । », можно показать на 

совпадение уравнений (1.6) и (1.7). Уравнения (1.7) для более общей 
задачи в магнитной и проводящей жидкости другим более эвристическим 
методом получены в [3[, где имеется неточность и знаке в правой 
части (1.7) в уравнении для и 2, нс влияющая на уравнения модуляций

Как и в |31, можно искать «|,2 “ виде волн с медленно меняю­
щимися амплитудами и фазами, записать решение в виде газовых пучков 
и изучать явление бистабильности в резонаторах. Следует отметить, что 
представление решения в форме (1.5), то сеты։ виде суперпозиции волн, 
предложено в [1,2,8 |, однако эта запись верна только в нулевом порядке, 
а в первом порядке р։ 2 выражаются через «։дс помощью (1.4).

Кроме того, в указанных работах рассмотрена одномерная по х за­
дача. В [3[ предположено, что разность фаз при х - 1 равна нулю, 
что нс увязывается с равенством нулю скорости на оси у .

Следует отмстить, что уравнения (1.7) имеют место для произвольной 
среды, что получается из принципа суперпозиции для нелинейных волн 
[8 | и, как показано далее, для магнитной жидкости будут дна собствен­
ных вектора, причем в силу их однопарамстричсского произвола можно 
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полагать и = и ։- и 2 .

2. Конкретизация уравнений коротких волн для магнитных жидко­
стей с пузырями

Чтобы конкретизировать коэффициенты к переменные п уравнении 
коротких волн (1.8) для магнитной жидкости с пузырьками газа, запишем 
это уравнение п виде (7-9 |

го:Н-0 . 7(яЙ)-0 ,

I- /1
77, * «»•«

"2 р''2* 4. •՛՝■ 4.3 / '1Я\г
р‘-р-^--^+1>к-^т + ■кГ-ЗТ'^-П) °-1*

Здесь газ считается изотермическим, р - магнитная проницаемость. 
рI - плотность жидкости, R • радиус пузырька, /5 - концентрация пу­
зырьков, Н - магнитное поле.

Взяв для лучков с осью симметрии х одномерную по х .։ постановку 
задачи, можно получить решение в основном՛ порядке, где ось 
направлена по нормали к касательной плоскости к волнам в точке 
пересечения осн х.

Выберем начальное магнитное поле по оси х . Тогда имеем 
приближенно И у = 0 , //2 = И 2 . Кроме того, (2.1) даст без учета 
нелинейности, диссипации и дисперсии

РГ } а/З2 Р 8* дх

д X Р х |^0х
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н1_, 1 (22)
Р 2 8л О х 4 л р 1 О /1 • д х •*

Отсюда можно получить

->(^)2։-^ + <1-^й“° ™

р,И(1-1)1 _ I
Л» »о

ИЛИ

-^+<1-«^=°

д2и и 1 д2и
Ох 2 Н2 01՝

Такое же соотношение получится для нелинейной нормальной 
скорости полны, где вместо Н । , //0 стоят сп , Н п .

Решение уравнений (2.5) можно записать в виде

“ - "I (II) - «։(«») 41 = '-7Г[ ■ ^2 = , + 7?7

|»'֊-х1«|(4 ,) + “։«։)] X = «•«

Таким образом,решение и. {>՛ записывается через решения н 1>; 
уравнений (1.7).

Поперечный оператор имеет вид 13,4 |

, , , I О'а । , д2и | , 2 к Ои I .2 ч о Сч

у -радиальная координата в задаче с осевой симметрией, в которой
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Л=|, или декартова координата в плоской задаче, в которой к = 0; 
а ] , а 2 - волновой вектор, который в силу того.что ось пучка совпадает 
с осью х и что волны близки к плоским, имеет координаты

777 • “։ ’ 0 ■ “I “

//р невозмушенная нормальная скорость волны.
Следуя [5,61, можно написать обобщение уравнения совместимости 

на волнах и получить в нелинейном случае с учетом диссипации и дис­
персии значения коэффициентов в (1.7) для волны Ы| (и аналогичные 
соотношения волны и 2 )

<7,+ % = «,+(? + !),„ + он ,у^+Е«? —

° _ * ~ н о 
2 Н ] 8л/>|

,ггяо

-<2-^֊1^г+6(2֊^Ж51
/л ц \ 6 ( д,‘° \ 31

<2.6)

Здесь а 0 скорость звука смеси,С учетом того,что Н Л « 0 
получится

.//

(2.7)

2~^° )
4 л//ор/ 0

, _ н1 2-Ро о2,-о
(2.8)

" |

*5
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Можно записать (2.4) в виде

Уравнения (1.8) связывают значения и и /3'.
Тогда уравнения (1.7) запишутся в виде

<Г и 1 I , . . 1 0 / _ ди 1дт։д/ " 2 “ Н ։ дг/ Ги 1 дг,

дг 2д/ “ 2 д։2 дг2 /
(2.9)

3. Узкие пучки с медлеино-мсияющимся амплитудами

Для квазимонохроматнческих пучков решение уравнения (2.6) можно 
искать в виде 14]

“ 1.2-1I"+ V(«Р ( ֊ -1«21 + <01.2 )

+ и (|։2Схр( - 2 и։а 2 / + 2 / о |>2 ) + к . с.

Здесь у < °2>։< * >•<2 > . амплитуды гармоник,зависящие от

©1,2 = а г։,2-ш > фаза с учетом малой частоты ш за счет дис­
персии.л - основная частота.Подставляя (3.1) в (2.6) и приравнивая
слагаемые при гармониках в силу стационарности пучков, принимая 
дЦ в
дГ дг։'2

уравнения

учитывая, что в основных порядках 1/(01 нс влияют на

£/(։> ։ у^2\ можно получить уравнения для возмущен­
ной частоты «, затухания и։ в функции от основной частоты н уравнение
модуляции для стационарных пучков

։ а + 2 к։ а 1 + 3 (ш ) - | £ [ и |]
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12«")+ ֊4(21«+ Юг,«։

+ 301 а, ) - | О (и 12 1 = ■֊ а 1 и ($’

Пусть ш <<а .однако ои>>1, где / -характерное время, -֊-.Тогда 

слагаемыми с производными от второй гармоники можно пренебречь и 
уравнение примет вид

и 1?--------—(/(՛։

(<« + 2֊-,«2 + 31ш)- ֊֊( 2^

т I = —----------у (2 “ 12՛ схр (- 2п«г<)
у 8Я?(/и։а2-Зси) 1,2 1,2 

или после подстановки = а ехр(/у>) получим одинаковые по форме 
уравнения для обоих пучков г = т։ '2

.др , , Зг._2\_1_ да Л 1 д2 а । , д2 а-а-^-[1- — Еа +—2^а-----------------— [---- 7
* "1 ' дх ։ “«I

, к д а / др ч 2, з+ у-^-а^> ։=։1» «•»

22(1-^-£«г) + 2е2И։,«—
Л Я1 1 91 1 аа1 да! ду2

+ а£^ + 22£ 2^=А>. аз (33)а у ду £ ду ду) *• 2 а

л։=3£а25 , л.-2=-*>։аЯ|^

_ Г2а схр (- 2 У| а 2 / )
8//։ (9£ 2а* -¥у{а2 Н} )
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В предположении малости линейной диссипации и дисперсии при на­
личии симметричных относительно х = 0 граничных условий можно ис­
кать решение узких пучков для (3.3) в форме (4-61

К (
2Я

(3.4)

Н I—-— — кривизна волны. 
R оа

Подставляя (3.4) в (3.3). при граничных условиях 

для безразмерной ширины пучка / и частоты а, получится

- '^С72-( '/с՛-I
"’1“ с “ С'

Л' /т нЧ ,! , , с2аг\2
* + А <3-6’

" I / О С а с Н ।

где 

« =

7 о с ՛
>■«

«। № < о

а А находится из условия, что при х = 1 для резонатора суммарная 
фаза равна нулю (3].

Следуя работе (31, для звуковой волны, имеющей почти линейную 
поляризацию по оси х ( у 11х ), можно записать аналогичные соотно­
шения на зеркалах и получить пропускную способность интерферометра 
(3]
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р _ 1ч I I *(1 Е) Р,^(1+—Ц-^Лп’у + Г)] ’
1 1Л-012 (1-Е)

, 2а1
■’=- «7

Л
4£<х')=- 2 ± х '

(3.7)

Уравнения (3.7) лают неявные значения для х
При упрощении (3.6) для х- -I предположено, что зеркала являются 

конфокальными и имеет место условие резонатора |3|

/ о = I ~2 12 ”л» С' = 2 с՜.
н I

При больших К 0 лопая часть (3.7), являющаяся прямой линией, име­
ет несколько пересечений с функцией, даваемой правой частью, что 
приводит к возможным многим амплитудам в интерферометре,

приводится к появлению бистабильности |31. При - ■ > 0 имеется
Л։2

критическое значение х ’ = 1, при котором достигается фокус.
Для выяснения влияния магнитного поля на явление бистабильно­

сти,напишем х 'в развернутой форме

2 - До , дио \ . 2 , 2 - До \ ► ,2ь . +~(^)(к+6'7Г՝{՛ £=

где обозначено

во., // <5 ..
7Г = * I • - -----------2 = $ 2
"՝ 4лропо

//? = «о + 2 ~ Д о н 8 , о ло \ ։ 
Ло 4*/>0 1 ад0 > (3.8)

Расчеты показывают, что для магнитной жидкости с пузырьками газа 
( До>О , 3 ) при увеличении напряженности внешнего магнитного поля 
($2) явление бистабильности усиливается. Таким образом, для осуще­
ствления этого явления требуется меньшая мощность начальной полны.
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Методом фотоупругости изучено потглспис напряжений ■ клеевых нехлесточных 

соединенна* и запнсимости от геометрии концов нахлестки- Показано, что ■ угловых 
точках нахлестки подбором соответствующих углом соединяемых материалов и кле- 
спото слоя можно устранит!, нлн существенно снизить сильные концентрации 
напряжении

Получение высокопрочных клееных нахлесточных соединений с по­
мощью хрупких, относительно прочных (жестких) клеен затруднено тем, 
что на концах нахлестки позиикают высокие конценрацнн напряжений, 
часто прснышающие когезионную и адгезионную прочности клея. Из-за 
этого на практике вынужденно применяют пластичные клен, которые зна­
чительно снижают общую прочность соединения.

Исследованию напряжснно-дсформированного состояния клеевых на­
хлесточных соединений посвяшсно много теоретических и экс­
периментальных работ, в числе которых важное место занимают работы 
Фольксрссна.Голанда-Рейснсра, Майлонаса |1 ; и др. (2 J. По теории 
Фольксрсена вдоль контактной поверхности учитываются только каса­
тельные напряжения и полностью игнорируются нормальные 
раздирающие напряжения. По теории Гола и да-Рейснера учитываются 
также нормальные напряжения от изгиба В обоих случаях распределение 
напряжении по толщине клеевого t н՛ < принято постоянным, что и 
приводит, вероятно, к несоответствию с данными эксперимента. Экс­
периментами, проведенными Манлонасоч методом фотоупругостн (1 J, по­
казана неравномерность распределен»՝! напряжений по толщине клеевого 
слоя на концах нахлестки. С другой стороны, клеевой слой имеет ко­
нечную толщину и заканчивается свободной поверхностью раздела между 
клеем и воздухом и, как показано там же, от формы этой границы за- 
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зависит распределение напряжений на концах нахлестки.Предположено 
также, что нерегулярность форм этой границы является причиной боль­
шого разброса прочностных показателей.

Установленное К.С.Чобаняном |3 ] явленно малонапряжснности края 
поверхности соединения в составном теле при действий обшей нагрузки 
(открытие И 102 ) теоретически раскрывает характер поведения 
напряжений в угловых точках составного тела в зависимости от ме­
ханических свойств соединяемых материалов и от геометрии края со­
единения. Это открытие позволяет целенаправленно изменять поведение 
напряжений на краях поверхности контакта. Целью настоящей работы 
является получение высокопрочного клеевого нахлесточного соединения 
с помощью жестких клеев с использованием явления малонапряжснности, 
где в качестве составляющих материалов представлены клеевой слой и 
материал нахлестки.

Методика эксперимента. Рассмотрены шесть типов клеевых нахле­
сточных соединений дюралюминиевых листов, соединенных эпоксидным 
клеем и отличающихся геометрией концов нахлестки. В настоящей работе 
приведены три типа соединения, как наиболее характерные (фиг. 1). Ис­
следовался характер напряженного состояния нахлестки методом фото­
упругости на моделях клеевого слоя и сопоставлялся с результатами 
испытаний на прочность аналогичных конструкций. Для проведения 
фотоупругих исследований минимальная толщина клеевого слоя принята 
1,5 мм, а остальные размеры соединения подобраны так. чтобы обес­
печивались условия подобия расчетной схемы нахлесточного соединения. 
Разделка поверхностей нахлестки выполнялась по соответствующим шаб­
лонам, а модели для клеевого слоя изготовлялись из оптически 
чувствительного материала эпоксидного компаунда соответственно форме 
разделки нахлестки. При склеивании, во избежание внесения начальных 
напряжений склеивание проводилось без давления. Для всех типов со­
единений осевое усилие равно Р - 25 кг, длина и ширина нахлестки со­
ответственно равны I ■ 30 мм,а - 5 мм. а общая длина Ь ■ 228 мм. 
Фотоупругис исследования проводились на установке КСП-5 методом 
компенсации. Определялись касательные напряжения по контактным 
поверхностям нахлестки и нормальные раздирающие напряжения на сво-
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Фиг. 2 Фиг. 3

бодно.м контуре. Для анализа поведения касательных и раздирающих 
напряжений введены коэффициент концентрации касательных 
напряжении К,= г/терн коэффициент концентрации раздирающих 
напряжений Ко = сх/(2гср), где хер=Р/а1.

Типы нахлесточных соединений представлены на фиг. I и обозначены 
номерами: I-стандартный, 2-со скошенным концом, 3-е переменным се­
чением клеевого слоя. Поскольку распределение напряжений 
симметрично относительно центра нахлестки, то эквивалентные угловые 
точки обозначим одинаковыми буквами с индексами, соответствующими 
типу нахлестки.

Образцы для испытаний на прочность клеевых дюралюминиевых 
листов при сдвиге изготовлены по размерам согласно ГОСТ (4), с со­
ответствующей геометрией разделки концов нахлестки.
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Для отношения модулей упругости дюралюминия и эпоксидного ком­
паунда, ранного 17. из |3 | определены области малонапряженности, ис­
ходя из которых пыбраны формы разделки.

Проведение эксперимента и анализ результатов
I На крипой I фиг.2 представлен график распределения касательных 

напрялжений вдоль контактной поверхности для стандартного образца. 
На крае нахлестки, в угловой точке Л |, где общий угол дюралюминия 
и клея составляет 3/2 л и клеевой слой примыкает к растягиваемым эле­
ментам под прямым углом,имеет место сильная концентрация 
напряжений (К, 4.6) ,а на другом конце нахлестки, в точке В । , где
общий угол ранен л и линия раздела делит его пополам, концентратор 
находится в разгруженной области и коэффициент концентрации равен 
Кг = 1.9. Середина нахлестки, примерно 2/3/, нс работает.

На крипой I фнг.З приведен график распределения раздирающих 
напряжений на свободном контуре клеевой прослойки. Как видно из 
графика, раздирающие напряжения в основном сконцентрированы в уг­
ловой точке Л |, где коэффициент концентрации раздирающих 
напряжений равен Ко = 4.6. Напряжения от точки /1 ։ к точке В । сильно 
убывают и коэффициент концентрации в точке В । имеет значение 
Ко = 1.9. На кривой I фиг.4 из представленной картины разрушения вид­
но, что разрушение носит адгезионный характер н очагом возникновения 
трсии.ны является точка Л ь где коэффициенты концентрации и каса­
тельных и раздирающих напряжений имеют максимальные значения.

2. Второй тип соединения, приведенный на кривой 2 фиг.1, 
представляет собой нахлестку со скошенными концами. В этом случае 
клеевой слой в точке примыкания (Л 2) к дюралюминиевой основе со­
ставляет угол р = 30°, где коэффициент концентрации касательных 
напряжений равен К ։ = 1.4, который значительно меньше значения этого 
коэффициента в соответствующей угловой точке образца стандартного 
типа. На кривой 2 фиг.2 из графика касательных напряжений видно, что 
на другом конце нахлестки, в точке В 2 , где а » 30°,а + //= л .имеет 
место сильная концентрация напряжений (Кт = 3.8). Из анализа 
графиков следует, что изменение геометрии концов нахлестки сущест­
венно сказывается на перераспределении напряжений. В этом случае 
середина нахлестки также нс работает. Раздирающие напряжения для 
данного типа соединения, график распределения которых представлен 
кривой на кривой 2 фнг.З, Имеют максимальные значения в точке 
Вг(Ко - 3.8) .Из приведенной картины разрушения (рис. 2 фнг.4.) вид­
но, что разрушение хрупкое и носит когезионный характер. Разрушение 
начинается в точке В г и Вызвано, п основном, раздирающими 
напряжениями.

3. Третий тип соединений (рис. 3 фиг.1 ) представляет собой нахле­
стку с переменным сечением клеевого слоя. В данном случае, в угловой 
точке Лэ, где клеевой слой примыкает к дюралюминию под углом 
Д = 40°. коэффициент концентрации касательных напряжений относи­
тельно невелик и равен К ։ = 1.5. На кривой 3 фиг.2 из представленного 
графика распределения касательных напряжений видно, что несмотря на 
наличие в угловой точке Лэ относительно слабого концентратора и 
конструктивно внесенного в середину нахлестки слабого внутреннего кон­
центратора ( К ։ 1.4), распределение касательных напряжений по всей 
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поверхности контакта близко к равномерному, причем в восприятии 
передаваемого усилии активно участвует середина нахлестки. 
Напряжения к точке Л 3 согласно условию малонапряжснности равны ну­
лю. Ил графика (кривая 3 фиг.З ) видно, что максимальное раздирающее 
напряжение достигается п точке Л3(Ка = 1.5) .

В нижспредстанлснной таблице приведены результаты прочностных 
испытаний и вариационные коэффициенты соединений указанных типол.

Тип соединения Прочность в МПа Вариационный 
коэф.

I Стандартный 7.3 13.8
2 Скошенный 13.1 28.3
3 С переменным сеч. 

кл. слоя
20.4 11.2

З.Из таблицы видно.что прочности рассмотренных соединений хорошо 
согласуются с общим характером распределения напряжений (фиг.2 и 3) 
н теоретически полученным поведением напряжений в угловых точках 
(3|
Выводы

I. Стандартный тип образца (первый тип), применяемый для испы­
тания прочности клеен при сдвиге [4], непригоден для жестких клеев, 
так как касательные напряжения распределены неравномерно и доми­
нирующими напряжениями при разрушении являются раздирающие 
иапряжени и.

2. Используя явление малонапряжснности. подбором соответствующих 
комбинаций углов на краях нахлестки можно снизить или повес 
устранить сильные концентрации напряжений.

3. Из рассмотренных типол соединений наилучшей конструкцией на­
хлесточного клеевого соединения из жестких клеен является третий тип 
соединения, л котором касательные напряжения распределены более 
равномерно и прочность которого превышает прочность стандартного 
образца почти в три раза.
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