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• За развернутым изложением результатов настоящей заметки отсылаем к ра
боте (<>.

Том ' юо1 " * . .....................— № 3

МАТЕМАТИКА

>ДК Я17 47

А О Карапетян

Интегральные представления в трубчатых областях над 
афинно-однородными конусами9

(Предо а. VI «нс. академиком АН Армении М М. Джрбашяном 16/Х1 1990)

I Классическая теорема Винера—Пэли (2) утверждает, что фор
мулой вида

4- 

Г(3) = '*7,

и

Рег>0. О)

где функция /7(/)^£։(0, + °°) произвольна, задается параметриче
ское интегральное представление пространства Харди Н1 в правой 
полуплоскости {г: Есг>0}. Этот результат в силу своей важности 
стал объектом дальнейших обобщений в исследованиях многих авто
ров. Так, С. Г.охнер (3) установил многомерный аналог теоремы Вине
ра— 1Ьлн для пространств Харди //’ в радиальных трубчатых ластях.
Далее, в работе Лк Лк Джрбашяна и А. Е. Аветисяна («). а также в 
гл. VII монографии М. М. Джрбашяна (5) были получены существенно 
новые интегральные представления типа (I) в угловых областях 
произвольного раствора. Важное значение имела работа С Г. Гинди- 
кина н которой впервые была поставлена и решена задача получе
ния интегральных представлений типа Винера—Пэли (и построения на 
их основе воспроизводящих ядер) для классов голоморфных н обла
стях Зигеля ЛсС"‘я(л>1, /я > 0) функций, квадратично инте
грируемых по шей области /). Там же было показано, что полученные
формулы для воспроизводящих ядер
чае так называемых афннно-одно[

существенно упрощаются в слу- 
дных областей Зигеля ОсСя,т

(п> 1. /а>0).
2. Вкратц՞ опишем некоторые основные понятия, разработанные в 

работе (в). Острый (т. е. не содержащий целиком ин одной прямой) 
открытый выпуклый конус (ОВК) Ус R ՛ называется афннно-однород- 
ным. если группа линейных преобразований пространства R , сохра- 

09



няющи.х конус I . действует транзитивно в V. С каждым таким конусом 
и специальным образом ассоциируются натуральное число I п 
(ранг конуса V) и /-компонентные векторы #=^/(1/), Л4 = Л4(И). Далее, 
оказывается, что

И=|уея’: Хж(У)>0 (l<m<Z)|, (2)

где /т (’. </п</) суть дробно-рациональные функции, канонически
ассоциированные с Г. Для произвольного р=(р։....... Рг) 6 С' полагается

У П |/т(у)Г". 
т—1

(3)

Конус Г естественным образом порождает скалярное проведение 
(. , .] в R и меру еЛ(х), х R”, кратную мере Лебега с/х. При 
этом полагается

1/*  = {^6R': К у|>0, (4)

Оказывается, 1п1 V*  также является афинно-однородным острым ОВК 
того же ранга /. Если через /‘т обозначить функции, за
дающие Ы V" (в смысле (2)), то для произвольного р=(ри . .. Р,)бСг 
естественно положить

М = П К(-)| pm
9 > £ Int I/*. (5)

Наконец, для р = (pt, ..., pz) £ С/ полагаем р*  pj £ С՛.

3. Всюду дальше I' обозначает афинно-однородный острый ОВК 
ранга / в R\ Л՛ ^ Л( V') = (/V........Д'Д ֊= М (I/ ) = (Л1։.......... /И,).
Кроме того, a priori будем предполагать, что заданы некоторые не
прерывные положительные функции ?„.(■։), т £ (О, 4֊оо), 1

При этом полагаем (-) = ут (-)••: , т £ (О, Н-оо), 1 <«։<<. Кроме
того, 3

1(у)= П <p„ (хя(у)). у€^, (6)
1

def С
iv(0 == е |,,УН (у)(у).

V

t £ R". (7)

Затем при 0<р, 4֊оо через Н՞ ։(ГУ) обозначается пространство 

тех голоморфных в трубчатой области Ту — |г ~ х ф 1у £ С՞ : х £ R" , 
у V ) функций / (г) = /(х -1- /у), для которых

(/) | / (х 4- iy I' ch ( cl •7 (y)d*(y)< (8)
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Далее, сформулируем ряд свойств, 
не обладать некоторая непрерывная 
■'(ДО, +со):

которыми может обладать или 
положительная функция © (т).

=0‘ С?’.՜!՜ <0: ("'> 11m ±ЦИ>0;
’ - 4- -

(IV) <р(’К^'(О, Д'), V#>0: (V) <f> (2-T)<COnsl <р (т), т£(0, Дао)
Кроме того, полагается

| е՜' ’ ♦« (-)сГ:, 1С( а-., Дго). (9)
о

Наконец, преобразование Фурье некоторой функции £(х), оп
ределяется как

g (О - ~0-)՞2 ) 8 <Л) е /|/'х1б/¥(х)« 

я*»
цо>

4. Справедливы следующие предложения;
Предложение 1.1°. Имеет место тождество:

п1 I _
^(0=* ’ <0.՜*’’п т;(х;..+1(/», (и»/п**  1

2՜'. Если функции &т (1 < т < I) обладают свойством (III), то

^(О^фсо. (12)

3 . Если функции (1 </«</) обладают

(IV), то функция

0<Ги(0<4-®.
•[*,(0  непрерывна в конусе 

/ £ Int V*.

свойствами (II) и 

Int У‘ и при этом

Предложение 2. Если функции (1 т < /) обладают
свойствами (II) и (IV), к£У и -г ос), а £ |0, фс. ), то функция

Р» Л 
т'(/)՛ ИИ*  ')]’ ՛ Z £ int v, (13)

принадлежит всем пространствам L (Inti/*),  0<^^^4-эс.
Перейдем к формулировке основных результатов.

Теорема I. Пусть функции ®m (U՝։/«4/) обладают свой
ством (П1) и 1<рК2, 0<s<4֊oc. Тогда каждая функция

допускает интегральное представление вида

/(г)= J>(/) e'i'-'fdv(/), гб Tv, (14)

.Ji - •-
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еде.
Г. При р« I функция А*(0.  /(R*,  непрерывна, обращается 

в нуль на I/*,  и такова, что

sup ||F(i)|*  0} <
<,(/) 
(2г:)л,։ 7 (15)< 4֊ <®.

2’. При 1 <р<2 функция Г (Л, <€ V*.  измерима и удовлетво
ряет условию

.*•*-*>  ал* / /\
|Р(/)|’.е-* |,-'|Л(«Й • т(уМ»(У)< .2г>№-„ <+т <>П

(« - р1(Р — I)).
При этом для п. в. у£ V имеем

/>) = F(t) е

0.
(17)

где / (х)=^/(л 4-/у), дг£Р". Кроме того, при р = 2 интеграль

ное представление (14) класса Н?,(Ту) является к тому лее па
раметрическим и в (16) име'т песто равенство (т е. выполняется 
равенство Персеваля).

Теорема 2. Пусть функции ът (I т < /) обладают свой
ствами (I) и (IV) и ядро Ф(г, да) определено по формуле

(18)

Допустим также, что 
из следующих условий.

(а) 1/д<а<2/р;

I <р<2 и число s удовлетворяет одноиу

(б) 1/р < s < 1/(р — 1), но функции 
также свойством (V).

?m (1 </) обла ют

Тогда каждая функция /£ Н?՝(Ту) допускает интегральное пред-
ставление

/(г) -
1__ С

(2к)" J /(да) Ф(г. «՛) т z£ Tv,
v (да ■= и -f*  iv).

(19)

Замечание 1. Можно показать, что из (18) вытекает (по край
ней мере, формально) следующая формула;

_ л _
Ф (г, да) --= сола1 (_^՜) ' П 2/”)) ՛ ^8/)

г, да( Ти,
102



где

է((0. <20>

Поскольку К силу условий теоремы 2 функции «Г (I < т </) допу
скают аналитическое продолжение с полуоси (0, + <*-)  и полупло
скость {•: Реч»> 0), то, например, в предположении Ке/ж(г)>0, 
Рег( V (1 </п </). формула (18) действительно верна Однако ав
тору но ясно, насколько правомерно такое предположение. Из ра
боты (•) нам известно лишь, что X. (а) >»0, Рег(; V (! < т> </)

Замечание 2. При л>1, р~2. х= 1 и ?.(!)•։. 4(0. 4 »> 
(1 < т /)), теоремы 1 н 2 вытекают из более общих результатов 
§ 5 работы (*)  С. Г. Гнндикння.

Замечание 3. В работе М М. Джрбашяна и А Э. Джрбашяна 
(’) теорема 2 установлена при л = /=1, 5=1 и $,(*)₽  <•. -((О, *֊*֊)  
(։> — !). но уже при всех р-[1, ±»), а не только при 1 р < 2.

Замечание 4. В случае, когда (1 < т < /) суть согласо-
ванные друг с другом степенные функции, а конус 1'с1Г (л > 1) к 
тому же самосопряженный, теорема 2 вытекает из одного резуль
тата, сформулщ ванного в работе (*)  Койфмана и Ромберга.

В заключенно выражаю благодарность академику АП Армении 
М. М Джрбашяну за постановку задач н постоянное внимание к на
стоящей работе и профессору С. Г. Гннднкину за ценные советы и 
полезные обсуждения в ходе выполнения работы

Инпитут иэ1гч.рики Академии наук Армении

Ա. Հ. ԿԱՐԱՊԵՏՅԱՆ

Ինտեգրալ ներկայացումներ իրենց հիմքո։մ գձոր են-համասեո կոներ ունեցող
խողովակաձև տիր ույյյներո։մ

Հոդվածում ղիաարկվոէ մ են (Հ տարածութրո Նո» մ դտնվոդ .
դծո րհն •համա սեո սուր կոներ/ ՒնչՈյես հաքանի է. այդպիսի V կոները

1Հ=|^Ո’; /.Ծ)>0 (1տա</)}

աե-ք, որս,եղ /„ (1 ֊Հ էՈ Հ1) 'կոտոր^կաոայյէոնա^ ֆ ...Նկց/.^.ն ե րր կան — 
նաՀոր կերսքոհ կասքնհաձ են I/-/. հետ, ^Լշ խա ս,ս.ն քո, մ ԱՈ, մն ասիրհտ մ £ն

— |« =*  X փ /)> (; Շ'։: ₽’, 4 VI ի.Ող»^ակաեև

+ 11 + °°
Ոո

պայմանին րա,/արարող ք (շ) 9 /(X 4֊ 1у) հոյոմորֆ ֆռնկէքիաների դասերը, 
Այնտեղ 1Ср<2. 0<տ<4«>4 ■% (Գներշ> х€(°- +°°) (!*;"։</)  
կամայական դրական անընդհաա ֆունկցիաներ են, Ւնեյո,[ որոշակի պս’յ~
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մաններ (I m ՀԼ l) ֆոէնկէք իսկների ե $ պարամետրի ւքրա, ն^է/աձ դա
սերի համար հւսստւստւքա մ են Պե[ի— Հիների տիս^ի էնաեպրաք ներկարսւքու մ- 
ներ ինչպես նաե կաաաքվում են Փ (Z, Ո ). Z. W Հշ Гу, *{ե  րա րաաղ րաղ կո- 
րիէ^ներ, որոնր հքքլՈJ " րֆ են րաա 7* ի ե ւանսէյրհոքուքորֆ' րսսէ « Ւ

Л ИТЕРАТУРА— ԴՐԱԿԱՆՈԷԹՏՈհՆ

* 4. О Ка’юлепям, Рукопись деп. в АрыНИИНТИ 16 II 90. № 48Ар 90. Ереван,
42 с. 1990 * R. Paley, N. Wiener. Fourier Transforms In the Complex Domain. \mcr.
Math.fSoc. Colloq. Publ . 19. Amer. Math. Soc.. N. Y., 1934. » 5. Hochner, Math. Ann., 
v. 45. № 4. p 686—707 (1944) ♦ Al. M Джрбишяч. A. E. Аветисян. ДАН СССР,
т. 120, № 3, с 457—460 11958) АГ Л> Джрбашян, Интегральные преобразования
н представления функций в ком плечевой с Оласти. Наука. М. 1966 » С Г. Гимдикин. 
УМН. т. 19. № 4. с 3—92 (1964). 7 .М Л1. Джрбаиян. А Э Дмрбашял, ДАН
СССР, т 285. 7*  3. с. 547—557 (1985» • R. Coif/ran. R. Roc*her*.  Aslfriisque. 

v. 77. p. 11-66 (1980).
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2и.91кизаъь ‘Ы'ЗПММОЬЪЪЬГЬ Ц’НГШГМИЬ 9Ь1||||՝ЗЯЫ)Г 
___ Д ° * Д * А Ы * КА ДЕМНИ и А > К АРМЕНИИ 
Том 92 1901 — -

И-ШШМИ

Н Н 1рм1Ор«м

Об аналитическом продолжении и представлении функций, 
принадлежащих смыканиям неполных систем типа Ми.а։ Леффлер..

(11(ч.ПсТяплгци .ЖЛД1ЫНШ1И АН Армении М М Джрвлшииом ЖХ1 19901

I В дани »й сметке приведены формулировки некогорыл р» пл։, 
тэтой об эффективном «налитическом продолжении функций при 
надлежащих замыканиям а А»,.(0. +«), -

(/<•։) ‘ и. (О.
1.-<о ♦

линейных обол »чск неполных систем, порожденных функцией тип.»
Миттаг-Леффлерн

М* и)

(как известно (՛), при любом конечном р> 1 2 и при любом р из 
комплексной плоскости С Ер (г, р) является целой функцией по
рядка р и типа I. причем £,(г; I) = ехр(г)).

2. Мы будем рассматривать системы вида (3). введенные М М. 
Джрбашяном (-), установившим следующий результат

Теорема (М. М. Джрбашян). Пусть

։/2<«< + ». П/рМ (1») = 2- ֊1<<1. }» = <։ +- + МД2Р). (О

{/д)« сб (л) = |г£С: | агк г I < «;(2Я>. 0<|г|<—*ю). (2)

а з* — кратность появления числа /•» на отрезке Тогда для 
полноты в £՝.(0. -Нао) системы типа Миттаг-Леффлера

ф)л'*-։|Г (3>

необходимо и дос»аточно, чтобы расходился ряд

2(1 + 1-т։ ке 
а- I

(4)
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Отметим, что эта теорема является существенным обобщением из
вестной теоремы Мюнца—Саса (3), дающей критерии полноты в 
^-2(0.-Ь00) системы экспонент и переходит в него в специальном слу
чае, когда а = ? -- и = 1, <• = 0 и л/ при / т.

3. Если система экспонент {г >/Х|" (Ре//>0, при / т)

не полна в (0, то она порождает некоторое собственное
подпространство в (0, +<»). Описание этого подпространства в 
случае, когда К* вещественны, дано Шварцем (*) и А. Ф. Леонтье
вым (*), а свойства этого подпространства в зависимости от последо
вательности (<*։Г изучены Кусисом (г>) и Лаксом (7).

М. М. Джрбашян (*• 9) выявил полную внутреннюю характери
стику замыкания в £,(0, -Ь<») линейной оболочки неполной системы

* х * '|“ Более того, если

|arg/*|<—р (0<Р<1),

им были установлены качественно новые результаты об аналитиче- 

ском продолжении в угловую область | arg z | < — (1 — ?) функций, 
2

принадлежащих замыканию в £.2 (0, -Ь*) линейной оболочки системы 

* х* и разложения в ряды по системам обобщенных экспо
нент продолженных функций.

С. А. Акопян и И. О. Хачатрян (։о) обобщили результат М. М. 
Джрбашяна и дали полную внутреннюю характеристику замыкания в 
Z.?,.(0, -г”©) линейной оболочки неполной системы (3). Кроме того 
при условии Р*}ГСД(Р) и дополнительном условии |/»-1|/

в работе (.’°) ими было установлено, что аппроксими
руемая функция аналитически продолжается в угловую область А(х) 
(1/х = (1 а)—(1/3)) и продолженная функция в Д(х) разлагается в 
ряд по системе j£P(—/*г; н}։' .

4. Для формулировки основной теоремы данной заметки приведем 
необходимый подготовительный материал.

Нам потребуются две системы функций, введенные в работе 
В. М. Мартиросяна (։>) система рациональных функций (/?*(z)J“ и 
биортогональная с ней на границе <7Д (?) области Д (?) система 
функций |/-*(г)|7. Эти системы определяются следующим образом.

Пусть выполнены условия (1), (2) и пусть ■» = (а + w — I )/2. Тогда 
/?*(£) —это сумма главных частей лорановских разложений функ

ций* G* (z) Фй |ф (г)) (—г)’, z б Д* (?) = С\Д (?) в окрестностях

В-К’ДУ рае.-чпгриваются главные ветви соответствующих степенных функций. 
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всех ее отличных друг от друга полюсов, расположенных в точках
2 = (/ = ։. 2, ..., Л), где

_ / |ГП р, I * д/ — и 
♦И»)֊}' —!. г1--------(*=1, 2, ...). (5)

г w И* /-։ та — |Ау

(Л = 1,2, ...), <? (г) =-/(-г)'(*Л Д* (?)), (6)

(об истории возникновения системы (5) см. в (”)), а X» (г) — это го
ломорфная в Д* (р) функция

Х*(г)= <Ы?Тг)| ?'(«)(-*)’•

5. Введем в рассмотрение две новые системы функций {Е^{х)}Х 

н (Хй(х)|". А именно, при условиях (1) и (2) для всех Л(Л=1,2, ...> 
положим

Отметим, что функция £*(л) определена всюду на полуоси 

(О, +«։), а Ы*) —почти всюду на (0, +<»). и отметим некоторые 
свойства этих функций

Лемма 1. Системы |Е*(х)|։" и’ (X* (х)}։* биортогона льны на 

(О, + «):

[ Е.(х)Хж(лМж = Р։ 7 “т’ (Л т а= I. 2. ...)
Л ’ (0,
и

Лемма 2. При всех п (л= 1, 2,...) линейные оболочки систем 

(£а(х)|? и совпадают.
Таким образом, при каждом Л (й=1» 2;...) функция £»(л) яв

ляется линейной комбинацией функций системы (3).
Опираясь на результаты работы (“), легко доказать, что система 

(£*(^))Г является базисом Рисса замыкания в £,.-(0. +М линейной
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оболочки системы (3). В частности, если ряд (4) расходится, то 
есть базис Рисса пространства Lj .(О, + <v>).

6. Для формулировки главного результата заметки нам нужно 
еше ввести два класса функций. ~ ’*

Пусть <4

1 2<« ч ։. (1 «)+(1 ?) = 2. ֊1 < »<1 (ш * 1 -а).

I arg >4|< к,(2х) (k = |, 2.

—- nn

и пусть
• mints. 1 —•*

(7)

(М

(9)

u = (1 ш

В предположениях (7), (8), (9) обозначим через замы
кание в /.г (О, 4-ос) линейной оболочки системы (3). Отметим, что
из (9) вытекает сходимость ряда (4). поэтому Л11.Р*} является соб
ственным подпространством пространства Ц,.(0, Ч-х>).

Обозначим еше через

ных в угловой области Д(т(), — -

класс функций /(г), голоморф- 
! 1 • и представимых там в 
а х

качестве суммы ряда 

‘ € а
I

где —некоторая последовательность комплексных чисел (зави-

сящая от /(г)), удовлетворяющая лишь условии։ V | Ь.1։ < 4֊ се.
_ . •*։
Справедлива следующая теорема.
Теорема. /? условиях (7)—(9) имеем՛.
Г. Каждая функция / (х), принадлежащая классу 

после изменения ее значений на множестве нулевой меры анали
тически продолжается в угловую область д(г(). 1 г/ = (1 а) — (1/х). 
При этом в каждом угловом секторе

|'о<г< + », о< — <—) \ Ч /
выполняется оценка

1/и>«Л(С r„)|/(։ |г|“՛ ”. ։€$,.<։). 00)
О ՛•

где постоянная .4 ('*, т<։)>0 не зависит от z и /(г).
2Э. Классы |'л! и совпадают. 4



образом разлагается в ряб 
ш 4 •

֊ ]Е**(/)£• (г), Ь ( / ) = у цлг» /а( с)Лх. (II)

абсолхоано н равномерно сходя цийся внутри А(»().
4 /.< ш ь^>о, | гь то существует постоянная
Ъ>>0. *«• зависящая от п, г и /(г) токая, чти

I
<С(4. ч.Н/1, VIщ-"*' -Г ГМ‘ ,12,

1д-« I

1<я< т с, г€5.„(4) (г = |г||.

Таким образом, при ц > 1 отрезки ряОа (II) равномерно ап
проксимируют функцию /(г) на кажоои угловом секторе Л՜. (Я) 
с касанием поряока г в бесконечности.

Отметим, что и спеии.льном случае, когда ։ = р = и « 1 и ■-= 0. 
утверждения сформулированной теоремы переходят н соответствующие 
рсзулыаты и установлены М М. Джрбашяном в работе (• ’) для 
обобщенных систем экспонент. Но следует заметить, что в \казанном 
случае в работах (* ) вместо (10) и (12) были установлены более 
сильные оценка, обеспечивающие экспоненциальное убывание в беско
нечности для их правильных частей.

Хвтор благодарен В. М Мартиросяну за полезные обсуждения

1рсванск».н кк« лс^стбгнный кнньерснтег

Ъ Ч. •М'ЬЧПГЗИЪ

1Г|11П1П1П<]--- |>Ьф|||Г|) 1п|111||1 |г|о| Кш 1(ш1|ц։Г<|Ьг|։ фш||П1|р|1Б иришЦшйоЧ

1*1|г||ниГ1Ьг|1 и|Иш।|мл|, 1| ^ип՝п|Ьи|1|П1р|шГ| Ь Г|Ьг1|ш]шдЛшЬ <Ьии|1Г|

1к • ^13ви ч» из\/г/ чгпигуг^влвЛ !л*и ՝К/>Ы>Р (0. А-СГ) игшршЛтх

[3Г„<Л ( | <^ VI <" ! > !Гр‘п.пшу-1,1.4>1ЬГ1> и-/г^р ф„.՝ь1(Гг^՝и1,Гп^

нг ггМ

фш1{ПЧР1>Ъ фтЪ^д^шЪЬр/,

Р^шЪ 1л Ъhpl|шյшgJ
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ՀԱՅԱՍՏԱՆԻ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ
ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ

ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ԶԵԿՈՒՅՑՆԵՐ 
I НАУК АРМЕНИИ

Том 92 1991 № 3

УДК 515 1

МАТЕМАТИКА

Э А Мирзаханян

Об одном бесконечномерном обобщении классичес сой теоремы 
Брауэра об инвариантности области

{Представлено «ьг-ксрр. АН Армении В С. Закаряном 27/ХН 1990)

В статье приводятся некоторые бесконечномерные обобщения 
(теоремы 1,5) теоремы Борсука о нечетности топологической степей.։ 
нечетного отображения (։) и теоремы Брауэра об инвариантности 
области Р). Эти конечномерные классические теоремы перестают быть 
справедливыми г бесконечномерных пространствах в классе всех 
непрерывных отображений подмножеств этих пространств. Вместе с 
тем оказывается, что справедливы некоторые бесконечномерные ана
логи упомянутых выше теорем в действительном гильбертовом про
странстве //, сели рассматривать, однако, лишь отображения, принад- 

! лежащие одному допустимому классу К непрерывных отображений 
подмножеств пространства Н.

Определение и ряд основных свойств класса А' приведены в (՝'•*)•
Определение 1. Пусть О — открытое подмножество гиль

бертова пространства Ни /՝. О ֊♦ Н — непрерывное отображение. 
Будем говорить, что отображение / в точке л 0 ( С? принадлежит 
классу К, если выполнено следующее условие: дли любого числа 
։^>0 существуют окрестность С/сО точки х0 в Н, конечномерное 
подпространство /,сН и действительнее число > такие, что если 
х, У € и вектор х — у ортогона лен подпространству Ь, то вы
полнено соотношение

!/(-<) - /(у) ֊ ' (-< ֊ v) | в |х - у I •
Будем говорить, что (.тображение принадлежит

классу К на С>. если в ниже ой точке х0£б принадлежит классу К.
Фигурирующее в приведенном определении действительное число К 

можно выбрать так, чтобы оно определялось только точкой х0 и 
было п игодно для любого числа в^>0. Получающаяся таким обра
зом дейС1 вительная функция • (х) =а^(х), заданная на О, непрерывна 
и единственна (’), она называется терминальной производной отоб
ражения (.
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Пусть теперь М — произвольное подмножество пространства Н и 
/: Л1 — Н — непрерывное отображение. Будем говорить, что отобра
жение / принадлежит классу /(, если существуют открытое в Н под
множество Gz> 'I и непрерывное отображение g:G - Н такое, что 
g (; К и £(д)֊-у(л) для каждой точки

Отображения, принадлежащие классу Л', обладают рядом удач
ных свойств. В частности, эти отображения локально (т. е, в окре- 
стио. та каждой точки л0) напоминают по своим свойствам отображе
ния вида И .4, где / — тождественный оператор Н. Л вполне не
прерывный оператор, а /-—действительное число, которое, однако, 
зависит от точки д-„.

С помощью распространения идеи Лере и Шаудера на класс X, 
построена |‘) топологическая степень отображений f:G <■ /У, принад
лежащих некоторому подклассу класса К. А именно; если (7 —от
крытое подмножество пространства /У, /: (7 —/У — отображение, при
надлежащее классу Л', а /(G) —такая точка, что прообраз 
А'=•■/“’(/’) компактен и терминальная производная а/(л) отображе
ния / на Л' отлична от нуля, то определено некоторое целое число 
deg(/, G, b). называемое степенью отображения у в точке Ь.

В дальнейшем отображения, принадлежащие клсссу А, мы бу
дем называть А'отображениями.

Tei. рем а 1. Пусть G— открытое подмножество гильбертова 
пространства Н, содержащее нулевую точку О и симметричное 
относительно О. Пусть, далее, f :G — Н — нечетное (т. е. 
/(—л) = —/(xj) К-отобрижение, удовлетворяющее следующему 
условию:

с) прообраз х = / ՛ (О) точки О компактен и на нем терми
нальная произвооная > f{x) отображения f отлична от нуля. Тогда 
определена степень deg (/, G, О) отображения / в точке О, и она 
нечетна.

Теорема 2. Пусть G — открытое подмножество простран
ства Н, симметричное относительно нулевой точки О и такое, 
что (J~G. Пусть, далее, /: G -> Н — нечетное К-отображенис, об
ладающее тем свойством, что прообраз х — f՜'(О) непуст, ком
пактен и терминальная производная > f{x) отображения J навеем 
X отлична от нуля. Тог՜а степень dcg(/, G, О) отображения f 
в точке О четна. %

Теорема 3. Пусть G—открытое подмножество пространства 
Н, симметричное относительно нулевой точки О и такое, что 
О^G.Пусть, далее, J :G -- Н—нечетное К-отображение. Тогда, если 
прообраз X — / '(О) компактен и терминальная производная >•,(*) 
отображения / на X отлична от нуля, то для любого линейного 
подпространства /У<‘> коразмерности 1 пространства /У имеет 
мёсто условие

/(О)п(/УхН‘|։ > 0.
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Теорема 4. Пусть О — открытое подмножество простран
ства //. сим четричное относительно точки О и такое, что 0^0. 
Пусть, далее, /(з\-+Н — К-отображение, удовлетворяющее сле
дующий условиям

1) |0|
2) терминальная производная > /{х) отображения / в точке С) 

отлична от нуля՝,
3) для любой точки х-/=0 вект >ры /(х\ и }( -л) направлены 

неодинаково, т е —-1—1— с —_1_ Тогаа степень бс-:(/, (/, О) 

определена и нечетна.
.Лемма Пусть М — подмножество гильбертова пространства 

Н и /; М -► н некоторое К отображение. Пусть, далее, для 
точки Д-1 выполнены следующие условия:

! I) точка л0 является внутренней точкой М относительно /У; 
I 2) отображение / инъективно в некоторой окрестности О 
точки х0 относительно П\
I 3) значение термин льной производной ). <х) отобр женин / 
/ точке х„ отлично от нуля.
I Тогда / (д п) является внутренней точкой / (Л1) относительно /У 
I Из леммы непосредственно следует следующее бесконечномер- 
ное обобщение классической теоремы Брауэра об инвариантности об
ласти (’).
I Теорема 5. (о /(-инвариантности облзсш) Пусть (3 — откры
тое подмножество гильбертова пространства Ни /хС — Н ло
кально инъективное, в частности, инъективное К-отображение, 
обладающее тем свойством, что тео чинальная производная ь.(х) 
отображения ) в каждой точке х^С отлична от нуля. Тогда 
/(С) является открытым подмножеством пространства Н.
| Замечание. В теореме 5 принадлежность отображения / 
к классу К существенна.

В самом деле, пусть Н — сепарабельное гильбертово пространство 
и {вл} — некоторый ортонормированпый базис пространства Н, а 
Т'.н - Н линейный ограниченный оператор, задаваемый по формуле: 
7 (е„) = в41 1, т. е. для лю5ой точки х == л,ех + д՜,е, +-• - -хяеп + про
странства Н Т(х) =□ л։е։ + х։еа *֊ • • ՛ Оператор Г не при
надлежит классу /՝ и гомеоморфно отображает пространство У/ на 
неоткрытое в /Ул.։-, ос подпространство /У’1’ коразмерности 1.

Определение 2. Гомеоморфизм }: А "■ .՛ между по* множе
ствами А и Г гильбертова пространства Н называется /(-гомео
морфизмом, если отображение / и о уитное отображение 

являются К-отображениями.
Теорема 6. Пусть /: X У - К-гомео морфизм. Тогда образ 

/(х0) внутренней точки хп множества А является внутренней 
точкой множества У, а образ /(х0) граничной точки ха множес- 

2 279

ИЗ



с те а X является граничной точкой чно ՝• сства У. в частности, 
если А открыто в Н, то и множество V открыто я Н.

Г.рсванк кин государственный университет

է. И. ՄԻՐՋԱ1ւԱՆ5ԱՆ
Տիրու ւթի ինւ]ար|ւանտության Րրաուէրի ցասական թեորեմի մի

անւ| եր*«ափաեի р նր|նսւ նրացմա ն մասին

Հայտնի էէ որ տոպոյո դիայի մի շարք դասական թեորեմներ դադարում են 
ճիշտ լինելուց անվերզչափանի տարածություններում:

զոդվածում քերված են !*որս ուկին և է* րա ոլէրին պատկանող ա (դւդիսի թեո֊ 
րեմների անվերշչափանի րնդՀ անրա ցումներ H իրական Հիյրերտյան տարա֊ 
ծ ության համար։ 1'երենք այդ րն դհ անրացումներից մեկի ձևակերպում ր.

Թեորեմ ( տիրույթի /\ -֊ ին վ ա րի ան տո ւթ f ան մ ա սին ): ՂիցՈւէ քյ—ն // mlU- 
րածությաե բաց բազմությոib է և [ոկա| ինյեկաիւ|, մսւսնակորապես
ինյԼկաիվ /\-արւաս։i|uunկԼրում, որի A ԼՀ') թերմինալ ածանցյալբ G-ին ս|սւա- 
կանււց |Ո։րա 1ան{-|ւււր _y կեսւում տարբեր է ցրոփց: Այց ցեւցքում /((7) բացմոլ- 
թյունբ fi։uնցիււանում Լ H տարածության բաց բացմություն:

Л ИТЕРАТУРА—ԴՐԱԿԱՆՈՒ^ՏՈՒՆ
। .7, Ниренберг. Лекции по нелинейному функциональному анализу. Мир. М„ 

1977. 2 Д. Дольд. Лекции по алгебраической топологии, Мир, М., 1976. 3 Э. А. 
Мирзиханнн, У<|. зап. I ! У, № 3, 1990. <3. А. Мирзахакян, Уч. зап. ЕГУ, № I, 199!.
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Э А. Даниелян, Г. С. Мовсисян

О чебышевской экстремальной задаче на выпуклых классах 
распределений

(Представлено академиком АН Армении Р. В. Амбарцумяном 29/Х11 1990)

1. Экстремальная задача. Пусть Л՜ —замкнутый относительно 
слабой сходимости иыпуклый класс функций распределения (ФР) на 
|а, 6]. где —ос < а<^Ь<^ Ц-оо;

их (П, ..., и„(О. (О. /г > 1, - (1)

система непрерывных на [а, д| линейно независимых функций 

“*(0  = («։(0.“*(0).  А=1, л + 1, где С„ — дей-
ствмтельные числа;

ь
(- * Г*  "*  IЛ1*  (/г) => : сл = I ил (1а, —

моментные пространства;
ь

а

Введенные множества обладают свойствами:

.) при любом сл £ /И*  (/=•) множество А (сд) замкнуто в смысле 

слабой сходимости и выпукло; *
6} множество ограничено замкнуто м выпукло в Н .

Чебышевская задача. Для каждого с„(: Мл(Л) найти

ъ .
1 И с" аир I “я+ь^9*

л~ ՝ л -
И» свойств а) и б) следует достижимость в задаче. Именно:

!1Э



Для каждого сп^Мл (Л) в классе Р (еп) существуют ФР, до

ставляющие в классе Р(сп) канн.чум и максимум функционалу

л

I ип . <Лз.։ /1 + ।
л

(2)

Дей ст в и тел ь но, вы бе ре м такие, что с(/> =

ип Так как (С„. С։ОКЛ^։ ПРИ всех и

л то из-за замкнутости Л1 имеем

£Л1Ч ։(/•). Аналогично (ся, с”)£.Ия , (Р), откуда следует дости
жимость.

В наших условиях содержится также информация о ФР, достаа- 
ляющих .кстрсмумы функционалу (2). , _

Пример. В классе Л,, всех ФР на [и, £>|, где —«■> <^а < Ь 4- <’«՝. 
имеет место уточнение теоремы Каратеодори— Рисса (см. (՛)), приво
дящее к утверждению. У/’Я

Для любого сп .МП(РО) в классе ЕДсп) существуют ступен
чатые ФР с не более ч^м п 1 скачками, доставляющие в классе

РДсп) минимум и максимум функционалу (2).
Это утверждение формируется в терминах 6-крайних точек*.

• Определен!:'*» 6-крайней точки дано в приложении

Пусть Е^Р, /г ՛■> 1 — множество 6-крайних точек класса Р\ О^Р— 
множество выпуклых линейных комбинаций не более чем 6 — 1-край
них точек Р. \ 'Д

Для класса Рп нетрудно показать:
1) множество одноступенчатых на {а, 6] ФР;
2) при всех А > 1 Е„ Рь = Ьк Ро. _ аЯ

Цель настоящей заметки—доказать теорему I, согласующуюся с 
утверждением для класса Р„.

Теорема I. Для любого сп(: М„(Л) в классе Р (с„) сущест- 
*

вуют ФР из Еп.\Р, доставляющие в классе Р(сп) минимум и мак
симум функционалу (2). с.,,.- '»

Доказательство объединяет несколько соображений.
I Пусть 1-1 [а. А]—пространство абсолютно интегрируемых на 

|о. 6] непрерывных слева функций с нормой
ь

н
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Пространство £։ 
замкнутый класс ФР /•'

[О] локально-выпукло и содержит любой

(см. 
ства

схмим«т" слабые н по норме £, эквивалентны
# ’ пактног множество локально-выпуклого простран-

2 Отображение

является непрерывным аффинным отображением. Оно переводит ком
пактное множество А локально-выпуклого пространства н компактное 
множество в пространстве А*՞՜*՜ 1.

„ „а СВОГ.СТ.» 1 из («> Г л₽"

любом А > I. . 1-

3. В силу выпуклости класса /• имеют место включен ;я

(сл, И€<*/И Я_։(Л. (ся, с"К<АИя+։ (Л).

Остается применить следствие 2 приложения.

2. Класс Вг . Теорема 1 допускает максимальное усиление в 
случае

- £я+1 Р. (3)

Следствие 1. Пусть имеет место (3). Тогда для любого 

СпЬ. Мп (Р) в классе Р (с„) существуют ФР из Е՝Р. доставляющие в 

классе Р (сп) минимум и максимум функционалу (2).
Примером замкнутого выпуклого класса ФР, удовлетворяющего 

условию (3), является класс В, ФР на [«, д], —оо<^£<^-|֊оо
Именно, з^Я; тогда и только тогда, когда для всех <т<Т։<г։^6 

з(/։)-з(Г,)<А(Г։-Л), £>(А-л)՜’.

Для описания множества Р\ВС заметим, что ФР из Вс абсолютно 
непрерывны: где Р,— класс плотностей В, тогда и только

тогда, когда 0<р<£ и
‘ . ■ ь

р == ։•
</

Если °£Е,В,. то (.еА,Р։ из-за выпуклости Р, и обратно.

Замечание 1. Представления

I т !<€[<։. *1: НО = И = '■ ՝ (4)

I т пер. но = о; =ь ~а -1- 

для р^/л, где т - мера Лебега в /?,. эквивалентны.



Если р£ Р, к не имеет вида (4), то т {Г £ [а, д]: 0 <р (/)<£) >0. 
11о свойству непрерывности меры для множеств

= 4]: —1՛ л>1.
I п п ]

найдется к такое, что /л(5»)>0. Выберем множества $+ и 5 так, 
чтобы

П = 0, 5+ и — 5*  , т (£+) = т (£֊).

Определим плотности р и р_ на [а. А]; р+ = р_ = р на [а, 
Р± = Р ± А на 5+ ; р± = р + Л на £_ . По построению р4 , р_ £ Р, и 
Р = ֊֊(?+ +Р_). т. е. р^Рд. I

4^

Итак, если р£Рд, но не представимо в виде (4), то р^^Р, .

Лемма 1. Для того, чтобы р^ЕхРь, необходимо и достаточно 
выполнение (4).

Доказательство необходимости содержится в замечании 1.
Пусть р из Рд представимо в виде (4). Для доказательства 

Р^^Рд допустим противное, т, е. найдутся р։, р։£Рд,

/л [а, А): Р1(0 =£р։(/)1>0, (5>

и АС:(0. О такие, что р = Кр։4-(| — Х)р։ почти всюду по мере т. 
Поскольку 0<р,</_, 0 < ра < £, то равенства

Р։(О = ₽։(О = ^ и Р1(0="Р>(0 = 0

■меют место почти всюду на множествах А]: р(/) = £) к
и£[а, 6]: р(/) = 0| соответственно.

Поэтому, согласно (4),
0<т|<6(о. »): ?. (О * Р.Ю| < т {/6 [а, 4): 0<р (<) < £> = О, 

что противоречит (5).
Лемма 2. Для класса В, имеют место равенства (3).

Доказательство. Согласно замечанию 1, о(^Е1В1 означает 
существование множества А с [а, 6) и чисел 0<^р<^</<^Ь таких, что 
/п(Л)>0 и 0</?Ср,(/) при всех

Выберем непересекающиеся множества Д։........Ля+։ такие, что

л +1
А = и А1, т (Л1) = • • • « т (Ап+\).

։» с плотностями Р, следующим

образом. ру = р» на [а. 6]\(Дуи ДН1); р;-р0 + Л на — *

на Ду+1. где /=1, л-М, Л<пйп(р, £ — р) и Дя+5 = А։. Здесь р» 

есть плотяость ФР о,.
Нетрудно проверить, что ру£Р6 при всех / = 1. л 1,

на



Покажем, что Р։..... ряч_, аффинво-независнны. Пусть на (а, Л|

< •■•+.,„=0 „ «,Р. +--. + ал.,;ч.1=0. (6)

На множестве А, (6) переходит „ равенство (. _ , 1)А = 0. откуяа 
следует ։, = •■• = = о.

Далее, легко установить

f'° i I) (Pi ’ ••т-ря+։) на [а. д],

т. е. а. ЕпВс. Следовательно, если ^ЕЛВ, при некотором Я>1, 
то ой( ЕХВ1 . Обратное включение следует из свойства 1 из (■').

Приложение. Пусть Л — локально-выпуклое пространство, ЛТ — 
выпуклое компактное подмножество X, что обеспечивает наличие 
крайних точек в М (см. (*),  с 85).

Определение (см. (')). Точка х • .И называется /(-крайней 
точкой множества М. если не существуют аффннно-незавнсимые 
точки х։........х4+| из Л! и положительные числа X,, ..., Х։+1 такие, что

л։ |--------1~А*-м  = 1. х -/,х։ -г • • • -(- Х* +1 х (7)

Если ЕцМ — множество А-крайних точек М, то £,Л! — множество 
крайних точек М.

Пусть Е : Л' —* У непрерывное линейное отображение локально
выпуклого пространства Л' на локально выпуклое пространство У; 
М — компактное выпуклое множество в Х\ Л1 = Е(Л1).

Теорема 2. Для любой точки у^Е»ДГ, Л>1. наймется 
точка д £ Е*  М такая, что у = Е (х).

Доказательство. Замкнутое выпуклое подмножество

F“։(y) - |х е М: F (х) - у|

компактного множества Л1 компактно и содержит хотя бы одну край
нюю точку, т. е. множество Ех Е ։,(у) не пусто.

Покажем
/f։F՜’(у)сЕ>ЛГ

х^Е։Е ‘(У) суще

ствуют аффинно-независимые точки х։, ... , х>+1 из А! и положитель 
ные числа X........ Хл+1 такие, что имеет место (7). Тогда

Допустим противное. Именно, пусть для точки

F(-S+l). (8)

где, в силу х,.
Так как

F()։x, +•
х (-М точки F(x,).......F (х ) принадлежат М.

то н представлении (8) для у точки F(x։),... 
) из Af аффинно-мвисимы. Следовательно, найдутся не

все равные нулю числа Р 1»
= 0, откуда выводим

= 0 и
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Г1?А + •• + ₽„., А'.+1) = 0. ₽, + ••• + ₽„, = 0 (9)

Равенства (8) и (9) эквивалентны представлениям; при всех ве
щественных / ՛ 'ЗЯ

У = Н(Х. Ф։)-Ч + * »■ (\+|֊<\}|)-^1>~0՛ 0°)

где, очевидно. (>.։ ֊ /3։) р • ..-} (к>+| — и) =. 1.

Вообще говоря, гочки (Ц ֊ -г*  • -4- (л>+| - *Р А+։)л>и могут
не принадлежать М. Но для всех тех /, которые удовлетворяют не 
равенствам 0<|/|<^/Р где * ֊*

' = П1’п (Ч........>»♦ ։)> 0 и М тах (| р, •......... | рА., |) > О,

эти точки принадлежат УИ. Действительно, поскольку \ —г? >0 для

1аких I и всех / = I, « 1, то эти точки являются внутренними точ
ками А'-мерного симплекса с вершинами Л'։,из М Я I

Выберем / из условия 0< В. Тогда точки х' = (Х, — /ор,)х։ |
՛ К'.., - и 4 ••• I (\,,Ч /Зпр.>. ,

принадлежат /И я удовлетворяют (10). у - Р (х') и у = Н(х"), еле- 

ловательно, .г', х"£Р ’(у). Далее: поскольку то

’(У).

Таким образом, мы доказали, что существует х£/:еЛ/ такое, что
Х€Р ‘(у). V

В частности, если У совпадает с /Հ՜Հ то в силу леммы 1 из (3),

ЕЯ+|М' = ЛГ, 

и из теоремы 2 выводится
Следствие 2. Если ¥ = /?’, 

Л1' = Р(£„,,Л1),

ЕпМ' = дМ' 

то 

дМ’С? {Е,,М).

Р регии льни государственный университет

է. Ա. ԴԱՆԻԵ18ԱՆ. Գ. II. Մ11ՎՍԻՍՅԱՆ
аьгКгЧ» I, Г։։ տրե մսւ| խնրյրի մասին բաշխումների ո աո ւց ի կ ղասերի վրա

Ապացուցված Լ, որ բաշխմ ան ֆունկցիան Լրի ուռուցիկ, թույլ ղուդամ ի~ 
տության իւ1 աստով փակ ղասերի վրա Լ!Լբիշևի էրստրեմալ խնդրում, II . > 

տրվա^ րնդ»անրացված մոմենտների ղեպրում Ւբստրեմումնհրր հասանելի են 
դասի (\\-\-1 ^-ծայրակետերի էԼյւաւ Արղյունբր ճշդրտված է Լի^շէ^Ւ պայմանին 
բավ արարող բաշխման ֆունկցիաների դասի համար։
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* Э. Л. Даниелян. (, С. Мовсисян. ДАН АрмССР, т. 89, № 3. (1989). 2 В. Р. Ма

нукян, Межвуз. сб. научи, трудов. Сер. математика, № 7. Ереван, Е1 У, 1989. з Э. /1- 
Данислян, Г. С. Мовсисян, К. Р. Татаяяк, ДАН Армении, 92, № 2. (1991). ♦ У. Ру
дин, Функциональный анализ. Мир, М. 1975.
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Мультикпикаливное дополнение в пространствах Орлчча 

(Представлено чл.корр АН Армении А А Талаляном 22/1 1991)

В 'работах К. С. Казаряна 3) были изучены вопросы мульти 
пликативного дополнения до базиса в //, 1<р<^ос։ неполных орто- 
нормированных систем. В настоящей заметке аннексируются теоремы, 
обобщающие основные результаты приведенных работ для простран
ств Орлнча.

Сперва дадим определения понятий ('■ *), которые понадобятся 
для сформулирования результатов.

Функция Ф(7) называется функцией Юнга, если она допускает 
представление

10

Ф (0 =
и

где (т) — положительная при ' 0, непрерывная справа при ’>1)-
неубывающая функция, удовлетворяющая условиям ? (0) --О и 
Вт <р(т) = + оо.
'՜ Дополнительная к Ф(/) функция Ч'(0 определяется следующим

образом:
10 /» 

v(/) | ®

• 1 
о

- sup Is : «р(s) 'I ■где ф՜1 (т)-- sup Is ■ f(s) Ч-
KvneM говооить что ФИ) удовлетворяетБудем 1ов. ри , „квивалентно более общему условию

Ф(2/)<ЯФ(0- Это условие эквивалент

' ,1 Скажем что система функции i ?„(-*)»
: Р ,„,пимом множестве Е. b(f)>0. имеет свой-

определенных на измеримом n(F)>0, если тще-
М) на измеримом ^‘Хоное. ^.o’дли л^осо натурилн- 

ствует положительное числ

д։ условию, если

Л-1 •

с те о
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него числа Л'։ найдется такое натуральное число /V,, что имеет 
место равенство

гое £, = {х:|?„(х)|>а)п/г.
Теорема 1. Пусть Ф (/) — некоторая функция Юнга и
{/— ортонормированная система ограниченных' функций,
полная в Ll (Е). к

поосистему \fn (л)}“_։, обладающую свойством (Л) на множе-

стпе Е. Тогда для любого натурального числа X и для произволь
ной измеримой функции А4, (л) система {Л4 (дг)/д (х)|“_ v ։| не яв

ляется базисом в пространстве Орлича ЬФ(Е).
Из теоремы 1 получается
Следствие 1. Пусть — система Уолша, или три

гонометрическая система |1, созлх, $1пг;х|"_г Тогда, если удалить 
“з {/„(х^-։ конечное число функций, то какова бы ни была измери

мая функция ;И(л), система, полученная умножением оставшихся 
Функций на М (л), не будет базисом ни в одном из пространств 
Орлича Л1՛. •

При доказательстве следующей теоремы были использованы 
определения понятий нижнего и верхнего индексов функции Юнга, 
а также свойства следующей функции:

(/) = Inf 
/>о

Ф(><) 
Ф(/)

Сведения об этих понятиях даны в работах С5՜7). 3
Теорема 2. Пусть функция Юнга Ф(/) и дополнительная к 

ней функция '?"(/) удовлетворяют А, условию. Допустим, что для 
интервалов Хаара △’/** (До‘‘’ о Д?*’ =э • • • э Д(/А>=> ■ • •), где | А</*>I = 2 * , 
функция иДх) удовлетворяет условиям

I

причем Сй('л* = [0, 1] кД”’. Тогда следующие условия эквивалентны՝. 
(а) Существует число такое, что

и для каждого интервала Хаара Д. который не совпадает ни с 
одним из Д^*> (Л = О, 1, 2,...), имеем
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I А! IՆ ® |7 փ

где 5 > 0՝ произвольное положительное число.
(б) Существует некоторая константа Сф >0 

произвольного числа
такая, что для

I Տտ(ք. х)1,Ф < С 1Л *

т л
'де 5\(/, х) = с^(хУ/.к(х) и С/> = |/(/) ъ (/) ;ъ (х)|А\, -

система функций, сопряженная к (то (х) X, (х)>;_?. а |Х (х)|^ ( - 
система Хаара.

(н) Существует некоторая константа Сф>0 такая, что 

। з
Ф (5т(/. х))</х<С;|ф(/(х))</х, 

0 о

Диалог этой теоремы доказывается и в том случае, когда из си
стемы Хаара отбрасывается конечное число функций.

Теорема 3. Пусть функция Юнга' Ф (I) и дополнительная к 
ней функция ։Г(.'| удовлетворяют Д, условию. Пусть {^я (х)}“_,— 
система Хаара и для интервалов Хаара

(Д(оиэ Л՛/1’=>■■■=> л(/*’ => • •),! ձ'.'*’ 1 = 2՜*.где функция го (л) удовлетворяет условиям

|»(х)| ՝ՀԼ '</*). 
յ ь

I 1^(л')1 1 .</*>;

причем СД(/*‘ - |0, Тогда следующие условия эквивалентны-.

(а) Система (®(х)Х.(х»|,-_։ «•лается базисом • простринстяе 

Орлича I. ”.
(б) Система (»(х)Х.(х)|;_, является безуслоеным базисом .

. ф
пространстве Орлица ь •

Ивггптл математики Академии нл\к Армении
9 и. Ս. ՂՍՔարյԱՆէՈպաի^կասփ՚ւ !'««։"«' ОгМ

,ф * օ.էսնո աատևանող К'(а) ֆ-^^Ւ^յք' հ^մսյՐ 
°րէՒԺ I տարածունը / չա սՒստեմՒ վեր,
^րսՅժհշտ և րավարար պարաններ, որի
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քավոր թվով ֆունկցիաներ դուրս գցեյոլց հետո, մնացած ֆունկցիաների բաղ֊ 
մությոէնր րազմ ապատկեչով ա]դ ֆո ւնկ ց ի ա յո վ, ստանում ենք բաղիս և ոչ 
պայմտնական բադիա Նշված Է, որ որոշակի պա յմ անների բավարարող օր֊

'1”Ր 2< ւսյրյ ճան ա սւ րազիս

Л ИТЕРАТУРА— ԴՐԱԿԱՆ 0 ► 3 (1 ► Ն
I К С Казарян ДАН АрмССР. т 52, № 4. с. 203-209 (1976) 2 К С. Казарян. 

Analysis Math., v. 4. № 1, р. 37-52 (1978). ։ К S. Kazarian. Sludia Math., v. 71. 
p 227—249 (1982). ՝ Al .4. Красносельский. Я. Б, Рутицкий, Выпуклые функции и 
пространства Орлича, Физматгнз, М., 1958 5 IF Matusjewska. Orllcj, Bull. Acad. 
Polon Sei . v, 8. № 7, p. 439— 443 (1960). * J. Gustasvon. J. Peetre, Sludia Math., 
v. b0 p 33—59 (1977). 7 С. C. Ka. прян Ihp АН АрмССР Математика, т 22. N° 4 
e 358-377 (1987) *4 "1
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ПРИКЛАДНАЯ МА ГЕНА ГИКА

>1К .10

О. А Галстян

Ой одном алгоритме нахождения подграфа инвариант «ого 
относительно минимальных доминирующих множеств 

заданного графа

(Представлено ькадеыккии АН Армении Р Р Варламовым И/Х |М«Ю|

Рассмотрим граф О = (», £), где I — множество вершин, Е 
множество ребер. Обозначим через 1(д) множество всех вершин г, 
для которых й (и, г) < 1, где д(и, V) — расстояние между вершинами 
и и V, а через (7И. о— граф, полученный из О' добавлением ребра, 
связывающего несмежные вершины и и о (’).

Пусть I '2Г V — доминирующее множество графа С (’), т. е. 
и = и 1(и). Обозначим через ЩС) множество всех доминирующих 

множеств, а через ,И (О) — множество всех минимальных доминирую
щих мш жести графа О.

Першину и V назовем регулярной, если существует вершина
V; у г. и такая, что <2 V (ц) (л,: вершину о назовем верши

ной регулярности для и ('). Обозначим через R (и) множеств՛» всех 
вершин регулярности для вершины и в графе 6.

Вершины и и V в графе </ назовем эквивалентными относительно 
доминирующих множеств, если П(б։ = П(О ). где 6 —граф. полу
ченный из О переобозначением вершин и и с ('). В работе ( ) «фор
мулировано следующее утверждение.

Теорема. Несмежные вершины и и V грифа 6 являются эк
вивалентными относительно доминирующих множеств тогда и 

=г |/(а)ч{о|. Смежные вершины и

любой вершины ш 
любой вершины ш

только тогда, когда
и о графа С являются эквивалентны «и относительно доминирую
щих множеств тогда и только тогда. нагом I («*  - I (.') ■' ■■■ для

к 1/(о) выполняется 0 (“>)<= » («> и °ЛЯ
к'ро) выполняется /?ов „(|М)^ V (®)-

Легко заметить, что ткаизалеятчость аершнн граф» относительно 
ломонярующях множеств является отношением «вив.лектностн и 
множеств V верша» графа в развивается и. классы «виазлоятности

На V,....... V,-



В этой работе для заданного графа О дается описание стручггурм 
подграфов, порожденных классами эквивалентности вершин относи
тельно доминирующих множеств; кроме того, предложен алгоритм для
нахождения подграфа С графа 6, удовлетворяющего условию

О значим через 6(т, п) множество
(И, /Г)/|У’| = т и для любой вершины

гр;՝(Ъ< в С/(т. п) — {<7«э
*>(; И я), где

— степень вершины о в графе О', т. е. если л), то
степень любой вершины в грзфе О не меньше числа п. В част
ности, при п = т — I С(т, т — I) состоит из одного /л-вершкнного 
полного графа. В дальнейшем (7(/п. т - 1) будем отождествлять с 
ли-вершннным полным графим.

Через С(т, т — I) обозначим дополнение графа 0(т. т—I), 
т. е. 0(т, т 1) есть гд-вершинный пустой граф, а через 0(4/). где 
исз |/ - подграф графа О, порожденный множеством вершин и.

Пусть { V',. V,. .... Ур| — множество классов эквивалентности 
। рафа С относительно доминирующих множеств и 2, ...,/>!•

Т е о|р е м а 1. Если I 1Д | = щ > 2, то

(э ( V*)  € 0(т. т — 2) и |0(т, т — 1)|.

• 1/с П (б) называется тупиковым, если не существует множества и'с.11 та 
кого, что /У' П(О). ՛՛

Сформулируем предварительно два утверждения, в справедливо
сти которых нетрудно убедиться и которые используются при доказа
тельстве теоремы I

Пусть Г ((!} множество всех тупиковых*  доминирующих мно
жеств графа О.

Утверждение 1. Если в графе (1 вершины и и V не смеж
ные, то существует множество и(^Т(С) такое, что |и, •о!С(7.

Утверждение 2. Если в графе О вершины и и V эквива
лентны относительно доминирующих множеств и множество 
С/ Т(О) удовлетворяет условиям и^О, •оё-О, то имеет место

(£/\|«|)и(®К Г(О).
Вернемся к доказательству теоремы 1. Пусть |1/*|=/п,  то, что 

подграф (7 (1Л) графа О может совпадать с графом Сг(т, т — 1), сле
дует из вышеприведенной теоремы.

Докажем, что если (7 (1/\)С (/72, т — I), то любая вершина 
удовлетворяет условию бе£О(1< > т — 2. Предположим об

ратное. Пусть существует вершина и £ 1Л такая, что беб0(1,^ы<7П-2. 

т. е. существует {V, ад}сзУ*  такое, что < и, тоу^Е, < и, V) $Е. 
Поскольку 0(1Д) /=О(/л, т — 1), то из указанной теоремы следует, 
что существует вершина V*  такая, что г смежна со всеми вер
шинами множества |а, т, ®|. Из утверждения 1 следует, что суще-
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свует Г. 7(G) такое, «по w> г t~^r. Так как |м. то и
-чтриы множество Շ'= (G\| w|) и |г|. 

г. •}= >. ТО во утверждению 2 получаем 
легко заметить, ֊ •• • что Ս \Т (G). Однако

что (/\|^ПЮ) И. Г- „ 
лученное противоречие доказывает теорему 1՜

гоягЬмV3,мЛаС(01* 1 “ ....... 1 р Аадим алгоритм для построе
на фа О , инвариантного относительно минимальных доминирую

щих множеств заданного графа О. Обозначим через/?, Ь(֊>\ 2 
множество £*=  |©/У(гос|/,

следовательно, U'-T(C). По-

Р}-

Из множества вершин V графа G выделим 
ласно следующему нижеизлагаемому алгоритму:

подмножество V' сог-

шаг О. V': = 0 (пустое множество);
шаг К. (1 < р). Если I V’* | = I, то V : =-. V" и Vt.
Если G( I/,) = G(m, m — 1) и Af*  # 0. где /л = | V*  |, из множе-

՛ i ва АЧ выбираем одну произвольную вершину v и V : = V”(j{vj.
Если G ( И*)  = G(/n, m — ]) и R» = 0, то V" : = V" и V».
Если | I д | = m и (} (17*)  £ G{m, m — 2), G( И») G (m, m — I), to

из множества 1/л выбираем все вершины и. для которых deg, и =

= m — 1, а также две любые несмежные вершины и добавляем нх к 
множеству V".

Если G(V\| - G(m, m 1) и
произвольные вершины и. v, w и

ш >3, то из V*  выбираем три 
V': V^UtW. V, w}. Имеет место

следующее утверждение.
Теорема 2. Л1 (О')£Л1 (О), гае G' «= G ( Г')-

Еревански л государственный университет

> Գ*  - Հ. Հ. ԳԱԼՍՏՅԱՆԳրաֆի ւ1|ւն|ւմսւ| գերիջիւօրլ բազմության նկատմամբ ինվարիանտ Լևթագրաֆի գտնԼ|ո մի ալգորիթմի մասիս
Աշխատանքում տրվում Լ 6 գրաֆի գագաթների բաղմոլթյան տրոհումը 

գերիշխող բաղմությունների նկատմամբ համ արմ Լրության ղասերի և այղ ղա
սերով ծնված ենթաղրաֆների կառուցվածքային նկարագիրդ Նկարագրվում 
Լ նաև ալգորիթմ, որր Շ գրաֆի համար գտնում Լ մինիմւպ գերիշխող բսպ- 
մության նկատմամբ ինվարիանտ (ւ ենթագրաֆր։

л и Т Е РА ТУ РА — 4Ր UM ԱՆՕ ► ► 3 ո Ւ Ն
решении оптнмяза- 
совешання, Новосн- 
и труднорешасмые

I Г и А",™. О. -1 М""։ы "
«... „ни, ,»лач на ГК..Ф» >■ с«« Ты“‘“ до“л IV 
Зноем IQ4Q ? П Д Джонсон, Вмчислнтельные машиныМ™. М ‘" и °՛4 Гал‘ш и” АН р,С

’ М. № 2 (1979)
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4-Ь8ПМ>ЗПМ.ЪЬР1« ШШ>Ъ1Л<91» ДЬЧПЬЗВЪЬР
ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ

eeer.wn rx _ -т -ж’—» -ЛГ-Ж-'.С’—

Том 92 1991 Хе 3

МЕХАНИКА

УДК .v«25li.

Л. I Петросян

Несмммг речная модель задачи I ромеки о движении жидкости в 
круглой цилиндрической трубе

(flpi :гт<н’ечо чл-корр. АН Армении Г. Е. Багдасаряном II/XII 1990)

Рассмотрим неустановившееся течение вязкой несимметричной 
жидкости в неограниченной круглой трубе радиуса R. Будем счи
тать жидкость несжимаемой (р = const). Полагая, что во все время 
движения скорости жидких частиц направлены параллельно оси 
трубы г. будем иметь vr — vt = 0. Тогда из уравнения неразрывности 
найдем, что vt w пе зависит от z. . Гж

Решение этой задачи было дано в работе И. С. Громеки ('). Ука
занное решение было основано на классической теории континуума. 
Однако классическая точка зрении налагает сильные ограничения на 
пределы, н которых континуальное описание макроскопического пове
дения может успешно отражать тонкую структуру материала. На
копившиеся факты свидетельствуют о том, что классическая теория 
континуума Навье—Стокса не может точно предсказать поведение 
некоторою класса жидкостей и особенно течений через тонкие капил
ляры и узкие зазоры, так как не содержит механизма для объяснения 
наблюдаемых новых физических явлений. Такая потеря точности 
возможна н случаях, когда характерный размер системы (радиус 
трубы) сравним с характерной материальной длиной вещества, зна
чение которой »д5узловено средним размером молекул или зерен, со
держащихся в среде (2).

Это обстоятельство (совместно с другими недостатками (классичес
кой теории континуума) привело исследователей к разработке теории 
несимметрических жидкостей. И

Все более очевидно, что разработанные в последнее время поло 
женин теории структурных жидкостей могут успешно описывать 
неньютононокне поведения реальных жидкостей. К настоящему вре
мени опубликовано большое количество работ, посвященных этой 
тематике, о чем достаточно полно изложено в работе (2). В этой 
теории введены два независимых кинематических векторных поля, 
одно из которых представляет поступательные движения частиц жил
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соответствующие им
м отличием теории структурных

к<хти, а Другое—угловые или вращательные движения частиц тапа, 
гернзующне внутренние степени мйо1„ ’ Р
ментиые напряжения (’). Характер.,,..
сред с несимметричным те։п<.п»и .. Г” —г-- *
масштабных параметров ж н‘",Ря*е""й является присутствие 
тельные движения и п‘иновею инер.шю “и*Р овР։|“։-

ую инерцию, поэтому могут воспринимать 
распределенные поаержиктные и массовые пары сил

В настоящей работе применена теория континуума с неенмметрич- 
ным тензором напряжений к решению задачи неустановившего дви
жения несжимаемой жидкости в круглой цилиндрической трубе.

Общая система уравнений движения вязкой несжимаемой жид
кости с |цснмме||)||чрым тензором напряжений имеет вид (*•  *)

Г’< = О,

d ՝■ 
~dt — ~ 4֊ 2»v (vt»/ + X |2“» — V X Т>] 4-Z

(I)

(2)

/ — = 2v, (v X v - 2ш) 4֊ ctlvv » 
at

+ 2^4 v (v*/  4- 2са 4- С. (3)

Здесь р— массовая плотность, ;՛ —давление, / — скалярная константа

с размерностью момента инерции единицы массы, г» — вектор ско-

рости точки, и» — вектор, характеризующий среднюю угловую ско
рость вращения частиц, из которых состоит точка континуума, * — 
кинематическая ньютоновская вязкость, — кинематическая враща
тельная вязкость, сл, с* — коэффициенты моментной вязкости,

—полная производная по времени. ? — пространственный 

градиент, и (Vй1)* симметричные части соответствующих диад, 

(^о)։ и — антисимметричные диады./ —вектор массовой силы, 

с|— вектор массового момента.
Если пренебречь массовыми силами и массовыми моментами, то 

уравнения поступательного движения и вращательного движении
предста'вляются в виде

<Ль' (4)

(V, = w(r. <). •• “ ՝а(Г> /,)-
5)

пр зяниент от z и может быть
Из (4) следует. • "’°рассматривать случай, когда жид. 

функцией вРемсн" _ (_0 находятся в покое, а установившийся
кость в начальный момент = const.
в этот момент перепад дав«

тальки
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Предполагаем, что жидкость прилипает к границам труби при 
г —R, тогда начальные и гранитные условия будут:

■ш = О, и - Опри / — О

при г —R (Г ^>0) га 0, и» = О.
(Ь>

Согласно идее работы (4) инерционные члены в ураешениях дни 
женин (4| и (5) заменим приближенными выражениями, т е и

заменим их средними по радиусу значениями*

• Оценки степени точности идеи осреднения, приведенные в работе («). пока 
зал и ее практическую приемлемость (ь ”).

•• Осредн ние вращательного ускор ния. вызванное проекцией псевдовектор ։ «•, 
произведено по диаметру трубы Это дает |(г) ^0. Я

* R

1(0 ‘ (8'
и о

Общие решения уравнений (4) и (5) с учетом (7) и (8) при 
начальных и граничных условиях (6) имеют вид**

Я др , R---- -----р — 4> (/)
4*р о г 4*

(9)

(Ю)

др # г ֊=-------------— . г*  = — . X = ЬЯ
4*р  дг R

? (0 = - Р аг

)[/о(Х) + ^՜]
и

6*

Здесь ш0— максимальная по сечению скорость на оси трубы в клас
сическом течении Пуазейля, / (...)—модифицированные цилиндрические 
(бесселевые) функции первого рода. *

Подставив ։из (11) значение ф(7) в (10), получаем

в. = «■ _ Г։_г.։.. 1 /,(>■»■*) -/.(О
[ н + н, >. /,(»)

где
Р, = Р\ . Н = Р-

Здесь — критерий Фурье.
№

Решение (12) переходит в классическое при р, = 0, и (9) дает
ю — 0, а (II) — а = 1 (").
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Воспользовавшись ФоомутоПрирмулои (12), ВЫЧИСЛИМ расход

(?♦ .= -2. == Ь____ *4 1
Ро и 4- и, х»

где <?„-֊֊ .
8*1  дя

Здесь р0 — расход жидкости н 
классическом течении Гагена —Пуа- 
зейля

В пределе при С = оо решения 
(12) и (13) переходят в решения 
стационарной задачи (-’).

Профили скоростей для раз
личных значений рг/|л (при Х = 1) 
показаны на рис. 1, 2.

> /о(О
(I—г֊®՛'՛), (1зу

2 /։ (/ )

Рис. 1. Профили скоростей для раз 
них моментов времени при р.г/р. О

б
| „с 2. Профили ««рослей моиенгов иреисни Г,-0.05; ~ при:

Как вечно чэ приведенных графиков, с увеличением значений
К К ' ч^тмпвтения стационарного режима течения.!*>  уменьшается время установления стаи н

Ереванский гос^дгрстьенный ^нииср՝֊»
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Լ. Դ. ՊԵՏՐՈՍՑԱՆՆ|որ <||inГ»այ|»(1 |սողու|ակո<մ հեղուկի շարժման մասին Գրոմեկափ խնղրի սիմետրիկ մողելբ
Կ("ր գլանային խողովակում չհաստատված Հոսքի մասին խնդրի լուծ֊ 

ման Համար օգտագործված Լ ոչ սիմետրիկ լարման տենդորով կաոոլրյվածքա֊ 
յին Հեղուկի մ եխանիկա յի մոդելրւ Ստացված են անալիտիկ արտահայտում 
թյուններ արագության և մասնիկի պտտման անկյունային արագութ յան հա
մար: Պ արգվս/ծ էէ որ ստացիոնար Հոսքի հաստատման մամանակր փոքրան ում 
Լ (կախված Հեղուկի մ իկրոկաոուցված քի ց )է նյուտոն յան հեղուկի դասական 
տ ե ս ութ յ ան արդյունքների Համեմատությամբ։
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>ДК 639 3

в с. Тоноян, с А. Мелкумян

Симметричная контактная тадача для ортотропной полуплоскости 
с вертикальным конечным разрезом

Н1редс1йРлгпо чл.-корр. АН Армении Б Л Абрамяном 17/ХП 1990)

Б рабо։е рассматривается плоская контактная задача для 
упругой, ортотропно։! полуплоскости (х՝>0) с вертикальным конеч
ным разрезом *0<л'<6), начиная с горизонтальной границы (х=0). 
На конечном участке границы (—а<г<а) полуплоскости приложен 
жесткий штамп с основанием произвольной гладкой формы, симметрич
но расположенный относительно оси разреза (г=0). Предполагается, 
что !репис между штампом и полуплоскостью отсутствует. Для про
стоты принимается также, что граница полуплоскости вне штампа 
свободна от внешних напряжений, а в разрезе действует только 
нормальное давление.

Рассматривается плоское деформированное состояние ( — оо<; 
<т/<оо), и задача решается в перемещениях методом Фурье. Реше
ние представлено в сиде суммы интегралов Фурье. Отыскание произ
вольных функций интегрирования в конечном счете сводится к реше
нию системы из двух «парных* интегральных уравнений. Эта система 
в свою очередь сводится к интегральному уравненчю типа Фредгольма 
второго рода. Показано, что решение последнего уравнения можег 
быть найдено методом последовательных приближений

В частных случаях, когда длина разреза стремится к нулю или 
к бесконечности, ’показано, что соответственно получается контактная 
задача плоской теории упругости для полуплоскости без разреза и для 
четвертьплоскостд (квадранта).

Другой частный случай, когда полуплоскость изотропная, рас
сматривался в ранних работах авторов.

Так как задача симметрична относительно оси г = 0, то можно 
„ только четверти плоскости (0<г<Г<».ограничиться рассмотрением тиль*՝» ։
0<г-֊Г-х>).

Гра1,„с„ые условия для четверти плоскости имеют вил:
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^ж(0, ?) = 0; 0<г<оо;

их (0. 2) - /։(г) 0 < 2 < а; 

ог (л, 0) =/3 (х) 0<х<6;

^(х, 0)«0 0<х<со;

ох(О, г) = 0 л<г<ои; (I) 

и: (х, 0) = 0 Ь < х <оо;

Решение задачи ищем в виде суммы интегралов Фурье;

их(х, 2) = — С а(/(а, г) 5М ах(Л 4- ։֊С?£/(3, х'Зг </3;
сп .1 

о о
(2) <*• "В

иг (>*, г) = Са Ц/(а, г) соа гхсЪ > -----С I №(3. х)соз₽г^?;
£** и С44 V՛

Э О

/7(а, 2)^£д1(/л)Д>(а)е й (?, х) = У д, В* (?) е '* , 
*-։ *~|

(3)

— 2 -.г г _ 5 ~7~х
1Г’(а. г)-V д,(#>)Дк(։)е *, 1Г (3, х) = V д3 (/*) В> (?)е “

Л— I * ։

Здесь Л* (а) и Вк (?) — неизвестные функции интегрирования, кото
рые нужно определить из условий (1), а плотности, входящие в (31, 
определяются по формулам:

ММ = ("՜—+ 1Уб: Л.(*.) = ։—— Й. (4)

Из решения биквадратного уравнения

(5)

определяется /* . -Щ
Здесь сн, сп, с։3 и см —модули упругости материала.
Используя основные соотношения теории упру։ости (') для ис

следуемой среды и (2), (3), можно все компоненты тензора напряжений 
выразить через Ль(а) и вь(а): , • жЯ

ЛО ав
(х, г) — Г з’ах (а, г) созал </։ — (р’Тг (?, г) $(п

•' •/о о

(X, г) = I 7։0г (а, 2)СО5 ах с1л — '
• / <4
о о

р’а, (Я, х) 81п ?гс/р;

’■гл(х, г) = ф!л яхс/а 4֊О. 

о о

х)СОЯ?2^3,

134



где
2

С44

2

2

к 1

։

4-1

э

13 + ~ ММ £»(?)*

-Нд.ОО-^Н.дд,,,
и си

л*(а)е А

£м ММ֊4֊-^ ММ
М

Д

Н

(7)

М0)* '*

2
ги Д| Ра)_______А? Ра)
*11 Г1

Удовлетворяя граничным условиям, получаем (?)

М) = С. В, (?) Д*(«)

С?Я,([։)51п₽г</3= е"
3 ^11
о

ур>в,(?)։1п0г<$ 

I о

е
I 3 1 *

и

2 2

*11 а 12 /-։

О

(8)

I 
о

Здесь

• /
о о

9
2

п։1 /*։

V
ЯI? / -1

II .

о»

(/рсД?Д(3)е '> <&- 
4

о

ММ ММ. (9)

135



*1. *»

а?*= л, (/'*) — —— Д։ (/>)• /* ;

ЛП = 2°3» ®» ’ 

к- I
«и =

к- 1

Подобные системы «парных* уравнений рассматривались в рабо
тах (’• 4) и др.

Используя результаты (3), из (8) получаем:

Я։(?) = -֊֊(?.(/’)4(М^ + — Гг/7(/’)У0(?г)(/г:

О а

Л (л) —функции Бесселя первого рода с действительным аргументом; 
Ку(у) — функции Макдональда. -Я

Исключая теперь Д։(։) из соотношений (10) и (И), для опреде
ления функции (£) = В (в) получаем интегральное уравнение типа 
Фредгольма второго рода:
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(12>й<^= '-։?> }«(;)*(!. Мт.
V

Показано. ч,0 решение уравнения (12) может быть найдено методом 
последовательных приближений. Решая интегральное уравнение (12) 
методом последовательных приближений, получаем выражение функции 

£(3). Далее, по формулам (Ю), (8). (Ц), (7), (6), (4)֊

(2) последовательно можно определить все искомые величины по
ставленной «задачи.

Иксии ут кесникн Академии наук Армении

Ч. Ս. ՅՈՆՈՅԱՆ, Ս. II. 1ПЧОМГЗИЪ

О ււլրլաձ |ւ<յ, ւ|Լրքաւ|որ հ1«ղքու| օրթոսւրոսլ կիսսյհարթոէթ |ան նաժար 1ւաժսւշափ 

կոնտակտային խՏզիրթ

Դիտարկվում է հորիզոնական եզրից սկսած վերջավոր երկարության ճեղք 
ունեցող առաձգական, օրթո տրոպ կիսահարթ ութ յան համաչափ կոնտակտա
յին խնդիրր։ Կիսա հարթության եզրին ճնշում է ճեղքի առանցքի նկատմամբ 
հ ամ ա չավ։ դասավորված կամտյական ողսւրկ հիմքով կոշտ զրոշմր: Ենթադրր- 
վոլմ է, որ շփում (է դրոշմի ձ կի ռահ արթ ու թյան միջև բացակայում Լ, Պարզու
թյան համար րնդունվտծ (, որ կիս ահ արթ ութ յան եզրր' դրոշմից դուրս ազատ 
է արտաքին յարամներից, ինչպես նաև ճեղքի եզրերում ազդում են միայն 
նորմալ լարումներ։ Դիտարկվում < հարթ դեֆորմացիոն վիճակ և խնդիրր

Խնդրի /ուծու
ւումվում Լ Ֆո։րյե/' մեթոդով:

մր բերվում < Հդոպդ» ինտեգրալ հավասարումներիդ բաղ֊ 
կացած երկու հավասարումների համակարգի, որի չուծումր հանգում ( Ֆրեզ֊ 
հպմի տիպի երկրորդ սեոի ինտեգրաք հավասարման չուծմանր.

Տույց է տրված, "ր վերջին հավասարումը կարեյի Լ լուծեք հաջորդական

մոտտվորութհունների եղանակով։

ЛИТЕРАТУРА- ԳՐԱԿԱՆ II ՒՕՏՈՒՆ
1Р Кпипенсе* Введение в механику композитов. Мир М. 198. ИС. 

г Р л ИМ Рыжик таблицы интегралов, сумм, рядов н произведений. Наука. 
Градштейн. И М Рыжик, । ас ц и 8?_м (|972) 4 я с
М. 1971. з С А. Л^лкм'як. ДАН Ар • • 1Тем;1Т(1Че(.К0Й физики. Наука. Л . 
Уфлянд. Мстм паррых уравнений в задаем
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ZlMOSULh ЧФ8П№ЗПЬЪЪЬРГ’ MWlblTMLSh ЯЬМПЬЗЗЪЬР 
ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ

• * ■ - - -
Том 92 1991 № 3

БИОХИМИЯ

■ УДК Г~7.|

Р А Захарян

К механизм; транслокации экзогенной ДНК и трансформации 
клеток млекопитающих

(11редст.֊иле։!О чл.-корр. АН Армении К Г Карагезяном 20/VH 1990)

По данным ряда авторов транзиторную экспрессию в 1 —10% 
гране формированных клеток можно обнаружить в течение 48—72 ч 
(’• Часть ДНК, проникшей в клетку, разрушается лизосомальны
ми ферментами прежде, чем достигает ядра, где она может реплициро
ваться и транскрибироваться.

Ранее нами было показано, что перенос нуклеиновых кислот в 
клетки сопряжен с повышением в клетке уровня цАМФ, фосфорили
рованием белков плазматической мембраны, увеличением входа вне
клеточного Са2+, активацией фосфолипазы А2 и накоплением н плаз
матической ’ембраке л изолецит инов и ненасыщенных жирных кислот 
(а г<’) Последние обладают мембранолитическими свойствами и, мож
но полагать, мо«ут способствовать кластеризации внутримембранных 
белков, структурным перестройкам липидного матрикса вокруг сорби
рованных на мембране молекул ДНК, РНК и формированиюэндоцитар- 
ных гс-знкул. >

В данной работе было изучено влияние лизоленитипов на про
цесс трансфекции Fischer Rat—1 кеток ДНК вируса полиомы и тран
сформации гепатоцитов мышей автономно реплицирующимся в гепа
тоцитах плазмидной ДНК pPyl.

В экспериментах использовали Fischer Rat—1 клетки, культиви 
русмыс в среде МЕМ, модифицированной Дульбеко, содержащей 10% 
телячьей сыворотки. ДНК вируса полиомы в форме Са-преципитата 
(®) от И) до 100 нгр добавляли на поверхность клеток (5х 10Б) с ми
нимальным содержанием питательной среды. Через 6 ч инкубации 
при 37՜ С питательную среду заменяли на новую и культуру клеток 
инкубировали ь течение 24 ч. После обработки трипсином клетки пе
ресевали в чашки Негри со средой, содержащей 0,33% агара (в/ 
объем։ Подсчет трансформированных клеток-колоний проводили 
через 3 недели.
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n1'1"01"' " "X "° rPa"c$°PMa“HH использовали также гепато- 
питн воиорожаеиных мышей, полученные, как описано н работе (’) 
К,>2Тп‘Г,к1>)е-'и'' " <г,еде Hams F l2' ««ржашей 15% телячьей 

р и. изолецитины (Sigma type I) добавляли к клеткам в кон
центрации ог 0,05 до 0,2мг/.мл (8).

Плззмпдная ДНК рРу! (9) любезно представлена П. Сориан» 
и К. Николау (Франция), сконструирована на основе Hinc II.Bam HI 
фрагмента ДНК вируса пол ио мы, содержащего «раннюю» область 
генома, участок. обеспечивающий репликацию, фрагмент-усилитель 
и часть < позднего» гена, сцепленного с Hind III/Bam III фрагментом 
ДНК плазмиды pML 2, производной от ДНК плазмиды pBR 322, 
лишенной улитка, ингибирующего репликацию-размножение вектора 
н клетках эукариот.

Репликация ДНК рРу! в Е. col dam+ HBI0I сопровождается мети
лированием аденина г. участке узнавания последовательности ГАТЦ 
эндонуклеазой Mbol, что делает последовательность ГАТЦ устойчивой 
к рестрикции

Однако, когда рРу! после трансфекции размножается в эукарио
тической клетке, участок ГАТЦ не метилируется и ДНК может быть 
разрезана ферментом Mbol на фрагменты, обычно получаемые от дей
ствия фермента Sau-За (изошизомера Mbol), способного разрезать 
последовательно.ть ГАТЦ, содержащей СН3-аденин.

Наличие и интенсивность низкомолекулярных фрагментов ДНК 
pPyl, । идролнзованной ферментом Mbol, обнаруживали ДНК-блог 
гибридизацией но методу, описанному в работе (10), что позволяло 
одновременно оценить уровень репликации и отличить вновь реплициро
ванные молекулы от тех, которые были использованы для трансформа
ции । iipiu yu твовали в клетке. 

ДНК рР/1 выделяли из клеток (5х 105), трансформированных 300 
нгр ДНК-Са-преинпитата, по метолу Хирта (").

Плазмидная ДНК рРуI (5 мг/мл) была инкапсулирована в липо
сомы, содержащие фрсфатнднлхолин, фосфатидилсерин и холестерол 
(4:1:5), в обратимой фазе эвапорации, липид-ДНК эмульсия была
получена з< интенсивною смешивания вместо обычно применяе
мою ультразвука (*). Липосомы, содержащие ДНК рРу!. были 
обработаны ДНКазой I, очищены и выделены гель-хроматографией 
через Ссфарозу-4В. На 5Х Ю5 клеток добавляли липосомы в концен
трации ЗОнМ/'мл. содержащие соответственно ДНК 300 нг.

Изучено было также вияпие Са-преципитата низкомолекулярной 
РНК из трожжеч (ЗасИагошуссз сегеутаае) на процесс трансформации

плазмндлоя
За 3») мин до

ли 20%-ным глч крином

ДНК рРх’1 и составе липосом.
убавления липосом клетки обрабатывали 75мкг/мл 
б ч инкубации с липосомами клетки обрабэтыва- 

15 мин (')■ Через 48 ч взращивания клетки 
ДНК по методу Хирта. Арахидоновуюзамораживали, гз них выделяли
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кист т» >; икдо.мегьцин использовали в концентрациях 15 нМ. 0,05 
ыМ соответственно.

Предварительно было установлено (табл. I.), что концентрация 
лиз( лецитинов 0,15-0,2мг/мл питательной среды является оптималь
ной для проведения трансформации ИаЫ клеток; более высокие 
концентрации лизолецитннов вызывали отторжение части клеток « 
поверхности иэшек Петри.

Таблица 1
(лаяние различных концентраций лизолецнтина на трансформацию 

Каг֊1 клеток ДНК вируса полиомы (100 нг)

Препарат Частота трансформации хЮ 
мг/мл лизоле итина

ДНК-Сапресипитат

ДНК-Са преципитат и лиэо- 
лецнтнн

1.2
0.05

0,8 
0

Ь8
0.1

2,6
0.2

Примечание. Каждая цифра—средняя величина от трех экспериментов.

Лиэолецитины (0,2 мг/мл) добавляли к клеткам одновременно с 
ДНК Сп-преципитатом. через 6 ч инкубации при 37°С среду заменяли 
на нг вую и далее поступали, как описано в материалах и методах. 
Подсчет грзш формированных колоний показал, что лизолецитины 
стимулировали процесс трансформации ₽аЬ1 клеток, увеличивая его 
частоту в 3 раза (табл. 2).

, Таблица 2
Влияние лизолеттина на трансформацию Ра:-1 клеток ДНК 

вируса полномы

Препарат Частота трансформации хЮ‘ 
нГДНК

ДН К-Са-преципитат

ДНК- а-прециаитат н лизо- 
лецитин

0,2
10

0,6
10

0.5
50

1.8
50

0.8 
100

2.8
Юз

Примечание Каждая цифра средняя величина от трех экспериментов

В следующей серии экспериментов по трансформации гепатоци
тов был использован реплицирующийся в мышиных клетках вектор 
рРу1. ДНК, выделенная по методу Хирта из 5х Ю5 клеток, трансфор
мированных 300 нг ДНК рРу! в составе липосом или Са-преципита- 
та в присутствии лпзолецитина или Са-РНК. была гидролизована 
Ферментом МЬо1. Продукты гидролиза идентифицировали ДНК-блог 
гибридизацией (,0) после разделения электрофорезом в 0,6-ном 
31 грозном юле (рисунок).
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К«‘К следует из рисунка.п лизолецнтины существенно стимулировали
и Н։г»п»С. с. П клеТк|1 гепатоцитов как в составе липосом, так 
ПНКР р а_п|)сцкпитата (негидролизованная эндонуклеазой МЬо! 

РУ). меч тс с тем в клетках, обработанных лизоленитином.
обнаруживается 
молекул ДНК относительно высокий уровень реплицирующихся 

?Ру1 (низкомолекулярные фрагменты ДНК рР\1 
гидролизонаипой МЬо1). и '

։

Электрофорез в 0.6",.-ном агарозном геле и ДНК-блот гибриднз иконный 
анализ фрагментов ДНК рРу1. выделенной из трансформированных 
₽а1-1 клеток н гндролизованнон эндонукл азной .МГо Справа налево; 
/, 2. .? ДНК р у1 из клеток, трансформированных липосомами в при 
сутствн । (а РНК; трансформированных липосомами и Са-поецнпнта- 
том ДНК в присут.твни ли олецитнна, соответственно; 4, — ДНК рРу! 
из клеток трансформированных Са-пре։ ипнтатом ДНА и липосомами 
соответственно; 6 / ДНК рРу! из клеток, транс | ормированных липо
сомами в присутствии арахидоновой кислоты, И. 9~ ДНК рРу I из кле
ток, трансформированных липосомами в присутствии 0 05 мМ индоме

тацина; арахидоновой кислоты, соответственно

Известно, чю лизолецитины обладают детергентными свойствами, 
ингибируют активность лизосомальных ферментов и, по-видимому, в 
наших экспериментах повышают число клеток, в которых трансформи
рующая ДНК успешно достигает ядерной мембраны и проникает в 
ядра гепатоцитов.

Обработка Са-РНК гепатоцитов также стимулировала перенос в 
составе липосом ДНК рРу1. по-видимому. за счет повышения ь
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плазматическим меч?бранс уровня лизолецнтинов и ненасыщенных 
жирных КИСЛОТ. ''-V •■՛ ։։-<՛’)

Рансе полученные нами данные показали, что процесс ДПК опо 
средованной трансформации клеток сопряжен с активацией фосфол и 
113314 Ас и образованием в клетке л изофосфол нпидсв и ненасыщенны х 
жирных кислот (’*). в тем числе и ара Филоновой кислоты, окчзывзю 
щей известнее стимулирующее влияние на синтез хромоезмальной 
ДНК а клетках с актив»? .й циклооксигеназной системой превраще 
ния арахидоновой кислоты.

Как следует из рнсунк » (6, 7) экзогенная арахидоновая кислота 
существенно стимулировала репликацию рекомбинантной ДНК рРу! 
в гепатоцитах, а добавление индометацина (8, 9) ингибитора цнкло- 
оксн»ечитного пути превращения арахидоновой кислоты в простаглан 
дины л тромбоксаны заметно подавляло репликацию ДНК рРу1. 
выделенной во фракции Хирта. ' ,

II лученные данные свидетель». 1вуют, что л изолецитины способ 
стьуюг перенос) биополимеров ДНК в клетки ядра эукариот, и их 
образозапие при переносе ДНК в клетку, пл наш взгляд, может быть 
одним из факторов, способствующих процессу эндоцитоза нуклеиновых 
кислот в клетке н транслокации в ядро.

Образование арахидоновой кислоты в процессе переноса ДНК 
через плазматическую мембрану эукариотических клеток (13) сле
дует рассматривать в качестве возможного фактора, способствующего 
репликации трансформирующей ДНК.

НиститУТ /кспсримснтильной биологии
Лкадсчпи нчук Армении

Ռ. Ա 9,ԱՔ11Ր5ՍԼՆ

էկզոգեն ԴՆ1*-ի տրանսլոկսւցիայի և կաթնասունների թխիչների ձևափոխման 
մեխանիզմի վերաբերյալ

//տարված են տվյալն եր, որոնք հաստատում են, որ լիզոլեցիտիններր 
արագացնում են ֆիրրորրսստն երի ձևափոխմ ան պրոցեսրլ

ոդեն ԴնԹ֊ի ( լիսլոսոմներ և ֊ պրեցիպիտատ} ազդեցության ներ֊
քո լի զոլեցիտինն երի ֆիզոլոզիական դերը կա յանում է նրանում, որ նրանք 
ճնշում են լիզոսոմային ֆերմենտների ակտ իվոլթ յոլն ր և ապահովում են րշիջ- 
ների Լնդոցիտոդի և ձևափոխման պրոցեսներր։
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