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В. А Ондеров, В А. Хацкевич

Новые результаты по теории нормированных Г - пространств 
и линейных операторов в этих пространствах

(Представлено чл.-корр АН Армении А Б. Нерсесяном 19/1Х 1990)

. РаСкиа продолжает исследования (' '•). Терминология к обг зна
чения будут совпадать с введенными в («-•»

1- leu рем а 1.1. Пусть L = L++ I— — банахово F, ֊простран
ство, 0- min [dim , dim L ! <^<* . Для того чтобы любое дефи
нитное подпространство пространства L было равномерно дефи
нитным. необходимо и достаточно, чтобы L было рефлексивным.

Доказательство получается с помощью теоремы Г <’°) и теоремы 
Джеймса ((“), гл. 1. теорема 3).

Определение 1.1. Нормированное пространство Л назовем 
просгранк вон с условием (Д). если для любого функционала 
су .ествует вектор |xoj = 1 такой, что / (х0| /|.

Как следует из (*•), уже в сепарабельном случае существуют 
неполные пространства < условием (Д).

2. Лемма 2.1. Пусть В* . Тогда существует

/ + г 9ХГ.։/(А+) - Ю|.
С п «мощью эп й леммы и (6) доказывается
Теорема 2.1 ср. (,$). теорема 3.5). Пусть ограниченный опе

ратор Л(зг?։ 5') таков, что А1. . IX. для всех £Ч^՝ТХ^+. Тогда 
.4 — двусторонний плюс-оператор.

Следствие 2.1 («*р. (”|. теорема 3.6). Пусть ограниченный 
плюс-оп-’ратор .4 в 51 с полным 51. задан на всем 51 и таков, что: 
А1\ 6 ЭХ для некоторого £° С ЗХ+; Л не аннулирует положитель
ных векторов; Р АР -вполне непрерывный оператор. Тогда Я 
двусторонний плюс-оператор

Докязате 1ьство можно получить с помощью модификации дока
зательства теоремы 3.6

• По техническим причинам готическая буква .эф* заменено /; готическая 
,бэ‘ 1.; готическая ,оэ* — О; готическая .эн* — М. готическая ,дэ О, готнче 

ская .ха* А; готическая рукописная .дэ* — А.



Лемма 2.2 Пусть М — пространство с условием (Д), у [)' 
Тогда существует /. £ ТС .:/(£.) = (0|. ՛ -. I® ’

С помощью ослабления условий теоремы 3 7 (”) уд^гся у • цТЧ 
ее результаты

Теорема 2 2 (ср. (|։1, теорема 3.7’. Пусть 14 ( рефлексивное 
пространство. 14_ — пространство с условием (Д); А- ограниченный 
оператор. ИА = А'; АС + (֊ ЗХ для всех /. (. 5Х » : А (И ;0 )с: I) 
Тогда Л — полустрогий вместе с сопряженным оперит р и 
.ГТ; ах; для всех с\ е ах;.

Доказательство получается с пом п.ыо леммы 2.2 ,1 !Т».
Следствие 2.2 (ср. (|2), теорема 3 8). П геть \ гч а л'див

ное пространство, М —пространство с углов :ем (Д А 
ченный плюс-оператор, 1)л = М;

а) А£° (; ЭХ оля некоторого 12 £ ЭХ, ;
Ь) Д(^\«ОНСО. + ; V

с) Р АР — вполне непрерывный оператор
3) А не аннулирует векторов из I) .
Тогда справедливо заключение теоремы 2 1.
Доказательство можно получить с помощью модификации дока- 

зательства теоремы 3.8 (”). \ чЯ Й ■
Определение 2.1. Ограниченный п >л<с- си й опера гор А с 

I)А =N назовем двояко полустрогим. если .'Л/
Следующее предложение является часачлым обращением тео

ремы 2.2. »
Теорема 2.3. Пусть Б полное пространства, А • <-ыи 

полустрогий оператор. Тогда выполнены условия и- к . > тео
ремы 2.2.

Замечание. Условие двоякой полустрогости в теорем՛֊- 2 3 мож 
ио заменить следующими условиями:

А(М+\|0!)о|) . адм; .
3. В этом пункте N֊^' : М нормированное / -про тран- 

ство, р 1 (если нет специальной оговорки}. 14* естественно пре

вращается в Л-пространство, где — — 1 (С'), определение 3 *’)-
’ Р Я

Будем рассматривать операторы, онре тленные на всем простран 
стве М.

Определение 3.1. Строгий оператор А называется двоякоегро 
гнм, если он ограничен и оператор А*։также строг.

Изучим условия двоякострогости строгих операторов
В (13) доказана- - ■

4



Предложение 3.1. Для того чтобы оператор А в Р^про
странстве 4 с полным и был двоякострогим, необходимо выпол
нение условия Р^АР М « И „.

В случае гильбертова /^-пространства X условие Р АР X —X 
является также и достаточным для двоякострогости строгого оператора 
Я. Это нетрудно вынести из результатов (• ”). В общем случае нор
мированного /упространства М это не так. Контрпримером (уже 
при р = 2) может служить пример из (18). Авторам неизвестно, яв
ляется ли рассматриваемое условие достаточным в случае полноты 
пространства М Изучим ситуации, в которых это так.

Предложение 3.2. Пусть полно, оператор Ь таков, что 
для всех (з>0), /\ Д Р 1Ч;=!Ч\. Тогда

оператор д ограничен, Ря(Х*у) 3 /у (у) для всех у 14*, где 
1 I

Доказательство получается с помощью теоремы 1 (”).
Замечание 3.1. Существуют трехмерное /^-пространство 

(/?2> 1) и двоякострогий оператор А в нем, не коллинеарный /^ -не
сжимающему. Нетрудно показать, что этими свойствами обладают 
пространство и оператор А примера 4.3 ('2). Для этого оператора и его 
сопряженного

1_

и/ (՝> =

Рассмотрим еще одну ситуацию, в которой строгий оператор ока
зывается двоякострогим.

Определение 3.2. Оператор А называется фокусирующим, если

ЛО4со; = {х:|х_|<:(1-7)|л:+|, где 0<т^1|.

Фокусирующие операторы изучались, в частности, в ("• 
Лемма 3.1. Пусть *>0. 4 полно՝, А строгий оператор.

Р. АР Г< =.М . . Тогда .4 ограничен, 

ГР;л71>зр:/1. /еь;. <>о. <з.1>

Доказательство леммы опирается, R частности, на теорему 2.2 (,։).
(3 а меча и и е 3.2. Аналогично лемме 3.1 доказывается
Пре я лож с и и е. Пусть ч > О, А ограниченный фокусирую

щий оператор. Р АР К',. Тогда справедливо неравенство 
(3.1), в котором мочено положить 0=7).

Теорема 3.1 Пусть И -рефлексивное Т -пространство, 
/>у1; А — строгий фокусирующий оператор. Тогда следующие ус
ловия эк в и вале нт нъг. I) Р АР = М ; 2) А/.. £ ИХ для всех 
/. ( •֊ 5Х ; 3) А* строгий фокусирующий оператор в банаховом 
Т -пространстве К*.

5



Доказательство теоремы опирается на модификацию теоремы 3.2 
(1а), предложение 3.1, (и) и лемму 3.1.

4. Рассмотрим очграгор В такой, что •Относительно
разложения />л (М п [>н) (\ п/>;|) представим /> операторной 
матрицей:

В В
В

Будем рассматривать /<|։ как оператор на М. П и г. я.
Теорема 4.1. Пусть Вп ограниченный оператор,

Вх где л о>п. (1.1)

Тогда Кет/?ц ■ рЬ. о ерагор ИцИ,, ограничен и |£#։1‘1.
Следствие. Пусть есть В -пространство, ՝* М. полно-, 

Д — строгий оператор, ։ I) Л, Р АР М = М . Тогда

Л.ТЛ„|<1.
Теорема 4.2. Пусть .4 удовлетворяет услав:, я и л՛ ямы 3.1. 

Тогда |.4„ Лй‘|< 1.
Доказательство опирается на теорему 4.1.

Ленинградский финансово-экономический институт

Վ. Ա. 0ԵՆԴ11ՐՈՎ, Վ. IL. էօԱՅԿևՎԻՏ
Ъпг wrqjniG ffibr նորմավորված է -ւոարածռւթյոյնների I* '«лտարածություններում գործող ղծայյւն օպերատորների տեսությունում

Դիտարկված են -ի- - оպերատորներ 
IIտ աչ/ված են արդյունքներ -^--օպԼրատո

գործ ող Ւ տարածություններում: 
րների տեսության, ինչպես նաև

տ արածոլթյունների երկրա չա փութ քսւն մասին։
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А. О. Карапетын

Интегральные представления и приближения функций в трубчатых 
областях над полиэдрами 

%
(Представлено академиком АН Армении М. М. Джрбашянсм 16/Х1 1990)

1. Как п։::с՝тно. кла ՝с Харди /У?, 1?е 2 0} состоит из голоморф
ных в правой полуплоскости функций /(г), удовлетворяющих усло
вию

$ир 
0<х +м

||/(л <у)|Му (1>

Классический результат Н. Винера и 
/7-’{Рег>0} совпадает с множеством 
представление вида

+- Л 
/(г) = '

и

Р. Пэли (') утверждает, что 
функций /(г), допускающих

Ке2>0, (2>

где функция ?(/)£/..’(О, -фое) произвольна.
В дальнейшем в работах ряда авторов были получены различные 

с бобщения этого результата, не выходящие, однако, за рамки идей 
н методов монографии (')• Л между тем в исследованиях М. М. Джрба- 
шкна, подытоженных в его монографии (։), была развита теория гар
монического анализа и интегральных преобразовании в комплексной 
I бласти, и на ее основе в работе М. М. Джрбашяна и А. Е. Аветисяна 
(а) и в самом монографии (-’) были получены существенно новые ин
тегральные представления типа Винера—Пэли посредством ядер Мит- 

таг Леф флера Л՝р (г; ф - ф к р).
В теории функций многих комплексных переменных также прово

дились исследования с целью получения если не обобщений, то хотя бы 
многомерных аналогов теоремы Винера Пэли (см. работу С. Бохнера 
(<)) В этой связи примечательна работа С. Г. Гиндикина (°), где впер
вые была поставлена и решена задача несколько иного рода: получить 
параметрические интегральные представления типа Винера—Пэли (и

7



па их основе построить воспроизводящие ядра) для классов голоморф
ных в областях Зигеля /) с С ” (я > I, т > 0) функций, квадра
тично интегрируемых по всей области И.

2. Введем некоторые необходимые в дальнейшем иб< значения. 
Произвольное г (с,. ..., г„)£С может быть записано как г - Нес - 
-а-Лп1 г = л-г ху. где л:(х,....... л„И R" . у = (у,..........и

= х4 - ту, (1 < £ < л). Если г (<•„ ..., г„) = л 4՜ £ С\ то по

лагаем 2 - (г,........ <г„) = л - /у £ С՞.
Скаляр”ое произведение в С" вводится стандартным образом:

< 2. п> ) = V?. ։гА -да*. (3)

где г (г։, ... . е„) £ С.1, а՛ =- (да......., »Я)^С*.
Далее, пространство R' будет отождествляться с вполне веще

ственным подпространством в С‘.

Пусть Я —область я R и ;(у)^>0. у £ В — произв тль чая ьепре- 
рынная функция. При $<^-{-оо через Нр ,(ГВ) обозначим про
странство всех голоморфных в трубчатой области Г;)=։|г = х г 

- чу ( С : л £ R", у’г В\ функций /(г) «/(х-ф/у) с конечной „нормой*

;И£7(/)<М ( | |/(х4֊ту))/’ч/х -т(у)4/у < -г (4)

Я Яя
Замечание 1. При 7(у) = 1, у £ В, пространства //'',(/'„) и 

„нормы* .И/,(/) будут обозначаться соответственно через Нр( Т/{) и 
Щ(П.

В работах Т. Г. Генчева (6), М. М. Джрбашяна и В. М. Мартиро
сяна (7) содержатся разнообразные результаты, относящиеся к инте
гральным представлениям типа Винера—Пэли для классов типа

I. Случай, когда весовая функция * (у) I, у £ В, рассмотрен 
< различных точек зрения в работах (•» ՛•’), а также в некоторых дру
гих работах автора, находящихся пока в печати.

3. Всюду дальше Р будет обозначать открытый полиэдр (т. е. 
выпуклый многогранник без учета границы) в пространстве R՞. И 
пусть -ш};м суть множество всех вершин полиэдра Р. Нетрудно за
метить. что справедлив) представление вида 

и 
П 

т 1

где (1 т՝ VI) являются многогранными углами в пространстве

R <■ вершинами в точках а .11 »лагая затем И — У ат (1<>пч- .41), • т гц т гл
отметим, что и V (I т < .44) являются многогранными углами в 

R', но уже с вершинами в начале координат.



Определение. Однозначно определяемую полиэдром РсИ 
союкупность (ат . Ит)^ назовем набором конструктивных данных 
Д.1М Р.

Далее, и; и 1 />. • И положим

Г,„ !т»нИ" <Т1. у>^0. уу ГЛ). (5).

В работе установлен следующий вспомогательный, но весьма 
важный факт:

1 сорема 1. Пусть г-֊ полиэдр я R' < набором конструк
тивных данных \ат, Тогда-.

I . Множества 1п: I . 1 т .И. попарно не пересекаются 9 м
2=. R՞ - и V;, • 

п։ - •
Замена пне 2. В работе Л. Р, Волевича и С. Г. Гиндцкина (|0)

гакже рассматривались определенные разбиения пространства ,
ассоциированные с определенными полиэдрами, однако в связи с зада 
чамн сорершенно иного рода..

Сформулированный результат является эффективным средство՝։
при установлении ряда важных оценок, которые в конечном счете 
приводят к следующей теореме.

Теорема 2. Пусть Р- пОлиэор в R'1. (у г. У^Р произ
вольная непрерывная положительная функция Чдлаеса /.'(Р) и 
ядро <\> (г, да)՛ определено по формуле՝ ” ....

{ • £_V, I ) * 1
Ф(г. да) ֊- I ----- <//. г, да- /.,» (б>

' •. .՝ т’Р(2-о
R՞ ՝.՝ •՝

гое

ТрХО - |е՜ '• *: - • <7)՛

Тогда ф|д, да) голоморфно по г, антиголоморфно по да. и любая 
функция /'класса /ч/.(Тр), где 1^р^.2. 1р<х՝<4-аг՝, допускает 

интегральное представление вида

({г} — —| /(да) Ф |г. да)-' (и)дид^, г (8>
(2*)'1 .1

причем интеграл справа абсолютно сходится при всех 7р-

4. Пусть вновь Р-полиэдр в R е набором конструктивных 
данных (ат1 и при этом, как обычно, У։п֊-ат | \с'т
Нетрудно проверить, что если ('<Ср < 4-°°. 0<5՝<^4- -сг ’< функции 

с рг* (г ) И /п < /И), то функция т ՝ * ' • /л
^Тр. 19Г
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принадлежит классу ^/(7р). Возникает естественный вопрос: всякая 
ли функция допускает разложение вида (9) с функ

циями /т£Н?(Ту ), I < т <. М? Мы устанавливаем, что при р - 2, 

<»<$< ՝ это „почти* так. Более то.но, справедлив следующий
результат:

Теорема 3. Пусть Рс. R ՜ — полиэдр с набором конструк
тивных данных (ая, ' )'п = 4 и 0<$<֊|-<т.
Если функции /*; 77; (/ ,>), то е*я лю*н>1 > 0 существуют функ
ции £ Н* | Гу >(!• т < .И). такие, что

и;՛. / - 2.*/.» -|! 11 /(•' + 'У» - Х7„(-» - о»!՛«/.»].*<*у <. ц >) 
р г

Зи меча и ис 3. Теи; ела 3 является многомерным аналогом сле
дующею результата (см. например. рвб<л\ (”)): пусть — со < а < 
< •' Ь < . тогда любую функцию } £ /7’ (о < 1т г < 6; со ск ль

уюдии больш й точностью м гжн > приблизить но .норме* простран
ства И- |а< 1т л ч՜ Ь\ суммой вида /(+/։. где /։ £ Н* |а<1։н г<^ :о}

и /, Н՝ | <* 1ш Д * 1.

5. Напомним, что если К — область в и 0<^/> ^-{-со, то 
НР(ТЫ} обозначает простран тво Ха ՝ди голоморфных в трубчат «й 

.области .Г^сС* функций /(гЛ - {IX ту), уд втетворяющих усло
вию

>ьр НД^-Нз) \ । °-
е* 1,1 I

R*

(III

»На основании теоремы I может Гы»ь установлена
Теорема 4. Пусть Р — полиэор в Р ' с набором конструктив

ных оанных 1йт, ч ГГ։ * а 11։ г Рм »1 т 51). Тогда про
странство Н*{Тр) совпадает с клач՝1и функций /. представимых

в в и 'е

-ч/(’> р • (12)

где ЛЛ^Т՝,"), 1-ч.т<.М. -

Считаю своим приятным долгом поблагодарить академика АН Ар
мении М. М. Джрбашяна за постановку задач и полезные обсуждения 
и профессора С. Г. Гннднкина за ценные замечания.

Институт математики
Академии наук Армении
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IL Հ. ԿԱՐԱ^ԵՅՅԱՆ2ո|ոմորֆ ֆուճկցիսւների |iGmLqru>| ներկայացումճԼրր և ժոտարկոէմճԼւ՚ր 

իրԼն$ քփմքում ուոուցքւկ рш qif անիստ ուճեցորլ խոր|ու|սւկաձև տիրու । pCLrni մ
Դիք/»<ք I • /’ Չ. 0- ' ' . Hv որեԼ աիրոպթ Լ |( и,Шри.Л.,..

թլռՆռմ և fy>T՛ У Н կտւէաւական գրական ան[/եգ\ա.ո ֆա '-ԿտՒ* I' 

Նյանակենք И».Л 1 el-՞*/ In г v t iy < ". jc R\ у H 
կաձե աիրոէ քքժու մ հոքոմորֆ ա/Ն ք{;) ֆանկցիան երի գասր,
որոնց \ամար '(երք **("!* Հ

1 УМУR”
էնորմ րֆ г I; րր

//ք (Гц) "էի Հոգի 
nt nnt if իկ րապ մանիս 
կաոացվամ ՃՆ <1> (

}Հ՝ևՐՐ

) 1, V /I, и,1*} գասերր նշանակվում են пл րր՚ԿՒ

id գիս'սւ(մր[ոէ մ են ffl ( I p} ւքսւսերր, որաեգ Ր*ն 
Լ R’ '"մ, իսկ i(y)^,^‘(P). Л գա*երի համար 
Յէ՛). Z. W Է / p , օքե րա րա սպ րոց '{Ո րիղնե ր' հոքոմորֆ 
"ք՚ֆ րոտ Հէք • fit fi—ցի Ш1Т "••У^Ц,М4՛ ՈՐ

••՛ո
էն ր ա ց մ սւն իս ա անկյաննե րն են R* 

М
յսինքն' !*'Л Ո ^ո֊'

Л И Т Е Р 4 Т У Р А — ичиъп b ► 3 0 ► Ъ * 
. .
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Soc. N. Y„ 1934 2 Al Af. Джрбашян, Интегральные преобразования, н представления 
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МАТЕМАТИКА

УДК 51754

С. С. Степанян

О свойствах тейлоровских коэффициентов функций класса //р(а|
(Представлено -академиком АН Армении М. М. Джрбашяном 26/Х1 1990)

В монографиях, посвященных классам аналитических в единиц- 
и м круге функций, важное место занимает введенный М. М. Джрбаш- 
я ом (' ’) класс Нр{1\ > 1), который являет я естествен
ным обобщением известного класса Л/р, введенного Риссом и Харди 

Целью настоящей работы является получение с помощью тейло
ровских коэффициентов необходимых, достаточных условий принад
лежности функций

Г(г)-Хапг\ |г|<1 (I)
Я— 1

<к кладу Нрч).
Аналогичные результаты для функций класса Нр получены Юнгом- 

Хаусдорфом (3), Харди и Литтлвудом (*).
Докажем следующие теоремы.
Теорема 1. Если ՝ функция (I) принадлежит классу Нр'г\ 

’■( I <2. — 1), то сходится следующий ря);

р

Теорему докажем д я двух случаев:
И 1<Р<2, б) р-2'.
Пусть /.(г)£/7Р<։) (1<р<^2, ։>— 11. Зафиксировав число с՛. 

'0<^и<^1, вместо функ >ии (1) рассмотрим функцию (/>>6).
•относительно которой, применяя теорему Юнга - Хаусдорфа, можно 
написать

Г яр 1 р - 1 «

< Т-Ս/ծտ"։.’-։. ւ<₽<2- <3է

о
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Л множим и>е ЧЗС1И неравенства (3) на выражение (1 — р։)' и нри- 
мниегрир» вам в промежутке |0, I—а|, гдеО<։<1, в>—I, получим

_р * р 1

я»0

!-• *
4֊1 |<» - 

Л к 
и и

(4)

Учитывав, что /(г)£ НР(з) (1</><2. «>—!), перейдем к пре. 
делу в неравенстве (4) при 1-*0. Получим

О

։ пр 
1

₽-։
хУ (5)

(6)

I
Принимая во внимание неравенство 201 ( предполагая

о н

из неравенства (5) имеем,
ЯГО

хГ 4х (?)

8ос«ользо«ави1мсь интегралами Эйлера, можем написать, что

пр
2 (8)

О

Учитывав а ч лптптиче. кие о* южение функции Г ((*), с. 124) и при
меним со.ипименп ։ »7) и (8, будем иметь, что ряды

1

од юнремсмнл сходится
Доказательство ежиы и и р — 2 еле гуег из следующего раз- 

ложемин / :
13



о о

(9)

Теорема 1 доказав а. , <
Теорема 2. Я< ли для функции (1) ряд (2) сходится, то

(2 <Р< *. ®>-О-
Для доказательства теоремы снова фиксируем р, 0<р<1. и, 

применяя теорему Юнга —.Хамсдорфа в случае, когда р>2, можем 
написать

; । • —1
‘ —< /(реп »1*<*в<{ £|ая1' р*՜1 } ш . (ю>

»£ I л— о I

Из неравенства (10) получим

!-• 2 в

\ (1 ֊ ’/>’
•/ •1<1 о

О

Используй неравенство 2«Х) р) при к р Г>1, заключаем, чти

Из соотношения (8) вытекает, что

(12>

(ГЗ)

Перейдем к пределу в неравенств։. (11>, когда е — О». Учитыв я а от
ношения (12) и (13), получим

14



— | |՚1 — Ի*»’ /(г-е՛’),1’ 
»յи *

Р. .1 (2) будет сходиться одновременно с рядом, полученным в правой 
лети последнего неравенства Таким образом, теорема доказана для 

(случая 2<р<оо:
Теорема 3. Если функция (I) принао.ге.чсит классу Нр ։) 

|0<р 2. т > - Ь, то скобится сЛебуючий ряв.

в Тео ре на 4. Чтобы функция (I) приклолежалл классу
<2 բ<Լ^, ։?» — >), достаточно. чтобы слоОился ряб |14|.

Доказательства этих теорем проводятся по той же схеме, что н 
|д< казательстяа теорем 1 и 2.

Отметим только, что при доказательстве теоремы 3 мы воспользу
емся теоремой 6-2 (*), а при доказательстве теоремы 4 надо воеполь 

[соваться теоремой 6-3 (*).

К Арымнгиий педагогячеекин институт им X. АВоаянл

Ս. 0. ՍՏԷՓԱՆՏԱՆ

Чв>иЬ ֆունկյփաէեր թեյ|*րյաւն դո րծակֆցնԼրփ 
ճաւոկութւսւէճերփ մստ«|>ն

Ա^քսատս1 ք14յ] читЛш “Ւր4 ում է Մ. Մ. է րբ աշյաե ի կողմից
{Р >Վ а> — ։| ղասի ֆունկցիաների թեյլորյան գործակիցն երի որոշ 

հատ կութ յուններէ Թեյլորյան գործակիցների միջոցով տրված են միավոր 
շրջանում անալիտիկ ֆունկցիաների /( 3 ) ղասին պատկանելա անհրաժեշտ,, 
րավարար, ինչպես նաև, անհրաժեշտ ու բավարար պայմանների մասին»

Ապացոէ ցվտծ են մի շարր թ ե որեմն եր , որոնր հանդիս ան ոլմ են (Ւիսի- 
նարդիի Իր ղասին ֆունկցիաների պատկան ելութ յան վերաբերյալ Յունգի- 
Հաո» սղորֆի, ե»ա րդիի ֊Լիթ րվուղ ի դասական թեորեմների անալոգն երբ ւ

ЛИТЕРАТУРА —ԴՐԱ ԿԱՆ II Ь^50ЬЪ

* Л/. Д1. Дзкрбашчм. ЛАН АрмССР. т. 3. № I. с 3—9 (1945). 2 Л1. .Н.
< г;Сщ Ин-та математики и механики АН АрмССР. вып. 2. с. 3—48. (194М>. з И И 
Привалов, Граничные свойства эиалнтнчегкмх функций. М195<) «Рим/;. 1йеогу 
о Н • ра е. I!» О ^ew Ն»րԿ *ւ.մ I оп он > Г Г. Хардил Дм. Е. Литтлвуд. Г. 
Пглиа. Нсравснстпа, М, 1934 *» /1, О Гсльфонд, Исчисление конечных разностей. 
Гос. изд. физ мат, лит, М.. 1959.
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лизаизиъь ЭФЗПЬР-ЗЛМ.ЪЬРЬ и.’|11'>Ь1П'И31՛ яьчлмаъьг 
ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ 

Том 92 1991 Ло [

МАТЕМАТИКА

УДК 517.55

А В Арутюнян

О характеристике анизотропных пространств голоморфных 
в полидиске функций в терминах производных

(Представлено академиком АН Армении М. М. Джрбашяном 27/XI 1990)

Г. Пусть {/" единичный полиднск /г мерного комплекс) ого про

странства С՞. Т" его ослов. Символом 5 обозначим множество из
меримых неотрицательных на (0, ։) функций «. для которых суще
ствуют положительные числа т., , д . причем т , ц ՝£(О, I). 

такие, что та, <. -՛-* .И. при в ех г НО, 1 >. /<-|<? . 1| Функции
• .«(О . . • •

типа 5 изучены в (’). Пусть / ֊ I. 2........п. Обозначим. через

Ьр (ш,........ ц»„) класс измеримых по Лебегу и £/" функций /. для, ко
торых

........ ՝*»<) - < 1 — • -
% 
,.Л . --։ • •« ?•* Л • \ •՛-՛. 1 м •. ч

• • шя (1 ֊ Iи |г</т,ч (В։..., $,))*> 4֊ гг

л!?„ (*1։ ... 4 С)—2л мерная мера Лебега на Пп. ' 1

Далее, через Нр (ш։, ..., шл) 'обозначим класс голоморф них в С" 

функций/, для которых / £ А (и>։........ш„), в котором вводится' И о-
• • 1 • ’ • 

гичная норма. Отметим, что при л— 1, ч>(/) — Г. -у), ^н .про 
странства впервые были введены и изучены в работах М. Л\ '.гр^а- 
шяна (’) и (’). В работе существенн) ю р՛ ль играет и։ге. р^дьные 
представления этих классов, найденные в работах (’* ’). . .

Цель настоящей заметки —дать по н/ю характеристику пр»՛ тран- 
стна Нр (ш,........ и>„) в терминах произвб .ных,

В работе (*) установлена следующая
Теорема А. Пусть !■</»< --т. Тогда Нр ('• '> те да и 

только тогоа, когоа функции

о/(2и 0) . „ д/{0, гг)
------- :--------- . «« ?։ I ) _ ---------- -

16



(1г. дг
принадлежит

Отметим, что в работе (*) установлен также аналог ггой теоремы и

для случая шара в С . Фактически мы обобщаем теорему Л по Двум 
направлениям Во-первых, докажем, что теорема верна для любого

Во-вторых, берем производные любого порядка и рассматриваем

анизотропные пространства Нр «'п).
2°. Для формуляр <вкн основного результата заметки возьмем

I мультииндтк՝ к = = 1, 2, ..., п. Введем теперь
I следующие обозначения. Пусть неотрицательное целое число, 

целое число, удовлетворяющее условию —2^ <г.<2 у—1.

с!сГ I 
24/

аги г

Подобные свойства а приведены в (։). Введем в рассмотрение

также функцию Хт (г) == где — 
. Р

/

*1

п •

•нРЯ

* Яг = (2,......... г,,)£6/ . Основным результатом замеки является
Теорема. Пусть / голоморфная в С* функция. д<^р 

Тогда следующие утверждения равносильны.

1) функция / принадлежит классу Нр ......... »ч);
2) каждая функция из последовательна ти

Ъ о 1 /(0.........0, г( , и........0)
п.

ог 1

д‘ ‘ ЦП 0. 0........0,..., 0)
———■

1<։</ п.

принад ежит 1.,։ («>,. ..., «».,).



Доказательству теоремы предпошлем несколько вспомогательных 
утверждений.

Лемма 1. Если / - Н՞ ..........«»„), то функция

О, ..., 0) принадлежит классу Н> (ш։........«д /^1,2..........п, при

этом имеет често оценка

|/ ( ~| • ••• • I » 0. ••
...

С const |/J
и,«)

Доказательс г в о. 
j/(z։........гв[)я, получаем

Используя субгармоничность функции

| /(z։, , 0, , 0)*^ j |/(z։, ..., z;, ?/+Д/ + |, , p„Ee) Г X

•pH —/ 41

Х^«я_1+1(Ви։........U (2)

ру>°. / = f + 1........я, / = I. 2.......... я.

Умножим обе части этого неравенства на Р/4.։ ш/ +։ (’•—։| ••• Рлшг(1 —рж) 

и положим zt - рД, i = I 4- I....... п. Теперь, проинтегрировав нера
венство (2), будем иметь

const1/(z։........ z/։ 0.......... 0)|p<J l/C^,........ *-И'Х

ип-1э\

х “/+։ 0 ֊ I+11) • • ■ -я (1 ֊֊ I I) /+.) (2,и, . z„).

Умножим обе части полученного неравенства на |z,|) ..
«Д| — |zz|) и проинтегрируем. В итоге получим

I /(А* ••• • ••• >191 Ш1 И I I •••w/ (1 | I) Ui» i ^/)

u1

< const! 1 f(z։, ..., Z,)j'«, (I — |z, |)...и>я)| ...,z4)<

constl/l
‘‘ (b>։.... и»л1

Лемма доказана.
В дальнейшем для т = (т,........обозначим через

-Л — + 2 ’ - /и.+ 2
(I - E։z։) ...il - ;az«) "
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многомерное ядро М. М. Джрбашяна (см. (’• ’)).

(Е. г> _ (1-(1-О,1м1)...|1-||-ь,г.),,’ |>

*| ••• ’Л

՝ — (. • •• . ?л), 2 — 2К. , гп) £ Нп.

11усть / (2։, , 2„) голоморфная в С' функция. Тогда но теореме
М. М. Джрбашяна (см. (’■ ՛՝)) она Д"пускает следующее представ
ление

| ^ (-։........гл)-= I Пт (5, 2) /■՝($!,..., :я) (1т1п (Е,......... Ел) (3>

| ип

Будем предполагать, что т{, 1=1, 2, ..., п достаточно большие 

числа. Имеет место следующее утверждение
I Л е м м а 2. Если

> 1, 4 = 1, 2, 0<р < 4֊оо, то функция

*1—1 С (1—1Е I’)'"0(2,........гД = (1-|2,|’) 1 ...(1-12,1»)
и (։ —
и1

X (с. 2)
д1 Е£и ..., Е,, 0......... 0)

О. » •• • ։ ։,)

тоже принадлежит классу ,..., ш։), I — 1, 2. .... п. При этом

|0|£Р (ш։, ... ш?) < солз1

X

(1-|г, !•)*՛.

д1 Л(г,........2,. 0...., 0>

■ дпо. ....О, 0......... 0)
Лемма 3. Если (1—------------------ ---

I/ = 1, 2, .... 0 -г ’зо» то О • ^(0. , 0, % 0......... 0>

тоже принадлежит £р (•^|). При этой с ю сс^лива оценка

*, ^(0........О, 2,, О,, 0)
< сопз! (1 - 12, |»)------------------- ----------------------

1*



Теперь, используя леммы 1—3, наметим ход доказательства тео՝ 
ремы. Сначала докажем импликацию 1) =>2). Для этого достаточно 
доказать, что функция

принадлежит классу I.р («,........ш,), / = !. 2........п. Действительно,

любую функцию из совокупности (I) можно переписать и указанном 
виде, изменяя нумерацию переменных.

Используя (3). получим

/ » О,

*1 » • • • » ••• » , . • • >

дифференцируя указанное равенству, будем иметь

Э 0. .... 0) ати(\ I• ••• I 51)«

Сначала предположим, что 0<_р С. I. Тогда

X ®,<1—|г։|) -|г,|)Лп։/(2,........ г ) <

соп*1 тах >.
\ г

* • • •••••••«
X С », (1 -1 Г, -1։,|)(1 -1г, 1“Л'’...(I -1 г, I*X

6/'

20



11оложим

Л. / - | «,(1 ֊ |*։|/Л,. (1 ֊ |- р)М х

и*
<1т:1 (ц, 

И -1*1
</л»7/

тогда, учитывая лемму 2 из ("). получим оценку 
* 9

Теперь, используя лемму 4 и« (*), получим

% и - 1г>1) -•/(։ — |*. !)</«„(*,,

л сипЛ V V.. .V щах Ц1 ֊ Н,Р)։...(1 - 1^1’)* X 
«I... х1 -о л г1 5՛ V г

х*»,(1 -|б1|)...®/а-|е||н/(^........о.................0)П к

< сапа! ( |/<։։, 

и1

1Р IX)
... дг, 1

~ . 1/4 ••• • Ч ' '’•••» (;։........I \
<1 - НГ)

е/։о. ...,0;ГЧ(1 -н.п--1Ч> X

■ ^тд|(с........< соп5։|/К.,.

последняя оценка вытекает из леммы 1. Перейдем теперь к случаю 
р > I. Имея в виду, что т удовлетворяет условиям леммы 2 из (4), 
применив неравенство Геяыера, получим

Л*..................0........О) ՛ Г I г)|
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( ( г)|(Е)^/л.7(:։.......... «г)^

Г'

Здесь мы снова bociio.il зов ал <гь леммой 2 из (О. Умножим обе части 
♦,/» Л,/>

полученного неравенства на (1—12,1’) |г/ ’) %(1- г, )..

«»։. <1 — |г;|) и пр лиге.'р »руе л В итоге получим

С, ֊} - • • 4֊ Ь, 
д ........г. .0, ...,0)

- СОП51|/(2,. , 2;, 0.

<соп։<|/<
и («։. ..

2) =>1)

Пусть все функции из (1> принадлежат классу Ьр , ^п) 
- •

Обозначим

Имеем

г г • # •

• •• ». *1
Проинтегрировав необходимое число раз, получим 

п т • • •

2,) = Л (О, .0) + ^(2„ О. 0)4֊ А (0, о........0) 4֊ • •

+ /■ (°........о, гя_|, г„) -Г Г(2։, 2։, 0........... 0) 4-

■ 1՜ (г1« 0. 0..........0) -|- • • - -)֊ Р(0, ..., 0, гп .|, 2Я) -1֊ • • • 4֊

<0 - ^)т+’
՝ /- » ........М 4 г<>«(։, г)------—!--------—<1т7п (С,.

« • п
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< помощью леммы 3 и метода математической индукции (относи- 
ггельно переменных) устанавливается, что функция

.принадлежит классу (ши Далее, продолжая снижение по
рядка дифференцирования и используя интегральное представление 
4-3), получим, что/Աւ. . _ , շո) — ք (О, ..., 0) -ք / (Հէ, 0, ..., 0) ֊Ւ ■ • 4֊ /(0....... О, г„) 4-

„О........0) -Ւ..-4֊+ /(«». г։. 0........О) +/<*». °. г

• /(0......0. г.-1. «•»> + ••■ +֊4?-I՛ 2)Х

Отсюда получаем, что /{гх, ..., гп) £ /7д(ш,........«,).
Теорема доказана.

Работа выполнена под руководством Ф. А. Шамояна.

Институт математики
Акгдсмнп наук Армении

ա. վ.
Рш զմաշ Г ք 1М Ьп и/ ա&ալիտ|»կ ֆու1կցիա&երփ աճֆզոտրռալ տարտծոէթյտւ ննհրիծաէցյալների աԼ րժի ЬЬЬ րո։|

Աշխատանքում տարվում է Ւ1* . « ••• ) կշռային ան ինոտրոպ տարա
ծությունների 1րՒՀ բնութացրումր ածանցյալների տերմիններով։ Ապացուց

վում է, որ ք ֆունկցիան //*(<ս|։ ...*<) ղասից է։ ա 1Ն և մ Ւա 1ն ա 1ն մամա- 
Նակ, երբ (1 I հ աշորցա^յ անութ յան ֆունկցիաներր պատկանում են

Լ1 հ’»|. •• * ս։«ք)

ЛИТЕРАТУРА—ԴՐԱ ԿԱՆՈհ^ՅՈՒՆ

И| ։ £. Сенега, Правильно изменяющиеся функции. Наука М, 1985. И. Л!. Джрбашян. 
ЩАН АрмССР. т. 3. № 1. с. 3—9 (1945) 3 М. Л1. Джрбпшлн, Сообш Ин та математики 
и механики ЛН АрмССР. Вып. 2. с. 3—30 (1918)- 1 угчг Z,^r/. иак о1 П.и А е.клп 
п։а н. $ос .V и». №1. р 253 2>7 (1УэЬ) 5 Л Шамоян, Сибирский мат журнал. 
। 31, -У* 2. с. 195-215 (1990).
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ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ 

1<м 92 1991 7П

* « . V ՝*Ч  • 7 -•

• Опр деление нндексационного с дефектам п класса ФР на (л 4-| приведено 
в (*) Индексачионнымн являются многие важные кл ссы ФР. например .
класс унимодальных Ф? на |т, Ь} и др.

.
МАТЕМАТИКА

•ДК 517 5 I

Э А Даниелян, В. Р Манчиян, К. Р« Татыян

Неравенство Маркова на индексационных классах
(Представлено чл.-корр АН Армении Ю Г Шукчряном 30/Х1 1990}

I. Экстремальная задача Ч

Пусть ЭХ — некоторый класс функций распределении (Ф( > > . 
|и, Л|, по 2(/)—(г? +֊ I) рач непрерыя н» дифферен
цируемая функция на |а. 6|, причем !2,: (/)><) для * / £ |а. $] и 

------- - - - ՛ ՝ ■ ' • . ,՝ ։ ' ,՝.-г 0, л » I ; с........ с„ вещественные константы; а, п|.
Экстремальная задача. Найти супремум и инфимум интеграла

( 1л
1 £2 (/) ^/а (/>

.« • • . ՝ <• • - •
-* -*

на множестве ЭХ (с) (с - (с,, . ., ся)| ФР из ЭХ, удовлетворяющих ог- 
раниче։гиям • * ՝ *' ‘ * - 1 ’

♦ .* :7 а-е?. •• ’/> .*
бе( । •-------

/,(з| = 1 ։ - с։, 1՛ - I, п.
„՝ «а г . * " ՛. • < , ■ .л»

к . • ............./• • 1 •• • • мг < * • .» *1 . *₽• ♦
Для классов 9Х0 — всех ФР на |а, £] и В. — ФР на |а, М. удов- 

летворяющих условию. — а л < Л, — ос Л У 7е• за
дача решена и (’)•

Важность решения экстремальных задач на разных классах ФР 
обоснована, например, ь (’~4). 1

Задача при ^ = Ь решена в (г) для мажорлзационных классов.
Анализ задачи на мажоризационных классах в общем случае на

талкивается на трудности. Выход мы видим в рассмотрении классов 
с иной структурой—индексационных классов ФР,

Ниже предполагается, что ЭХ — индексационный с .дефектом 
п класс ФР на |а, £|'.
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. »гн. чим (*  > 1. Ас Ж ’ (•УХ»: Г. И > множество веет ФР 

|П ТО?. имеющих индекс к' (А ); г,(з» Г,<УХ»

ь <Л\(э>: УХ! — пространство моментов порядка >:

( и Л »и иС1: /. /, и*/,;  А (с) А ПУХ (с), с^г 
»-։ *-1

О новноЙ ревуливт работы содержится в упержденн-».

Т*<  рема. Пусть с^Л\(УХ). ;£(<*.  Л|. Тогда •

$ир
« та

\ «ир

$ир
» ть I

11 Лз - так

{*1<П«Гт(/)

пйп 1’-.’(П^-<ГК

2 Свойства отображения \ '2«/

I Нам понадобятся два факта из (®).
! I. Для любого существупг и един.таеипы Ф1'

и ’■•С/Г.ЛО.

2. Если то множен» ЗХ(6 омомементно. !<лн

Ь то существу” непрерывные, одно.враыетпнче,вне ееыей■

ства ;!..:в^10.1|։*  и |Ъ:Н|0. 1|1 ФР т»“"е-

| =(>, С.. «•« ’*1°։ 0 и ?՝(<>

при », * «» я Ч.в=* тМ 1։РН ’
- а», (значок означает еда

бую сходимость».
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11усть

з1*<  н /.(;) = <Ъ(Л,

• Под X < У (X. У с /?‘) понимаем к < у для всех х X. у < У.

•Д>

где □ 6 ПХ. ; £ |а, />|. . ' |ЦН

Функции/, непрерывны слева на |а, £>] и 7, (а) = О для всех 
а £ ДХ. Так как 2 (/) > О ири / £ |<2, д], то 7. (Е) не убывают по Е.

Далее, из о։=г>з при Л — » следует У. =^>7,։ Следовательно, 

семейства распределений (7г^:а£[0, 1|| и 17?^: & £ (0, 1 ]. непрерывны.

Определение 1. Функция / имеет на [а, 6] т строгих пе
ремен знака, если существуют множества Ло(/) <^ ... <^ (/)*
из |<7, А| такие, что (-1)у/(х)>0 {или (•— 1)1 1 / (х)>0) при 

х^ В {/,. /= 0, т и /(х) = О при х(; |а, />|\и В { У).

Лемма 1. Для любого распределения /_ (70 ) и Оля любого

Ух, р£ЛХ(с), функция 7И — Уг (7,. 7, ) имеет либо л 4-1, либо

п 4-2 строгих перемен знака на |а, £|.
Доказательство. Предположим, что функции имеет

более п г 2 строгих перемен знака. Тогда существуют а<^х0<^ 
< г(<...<хл+3 <Ь такие, что (-1)'[./„ (хД - 7^ (х,)] > 0, / =

= 0, л + 3. Кроме того. 7Я (а) = УТ (а) = 0: Следовательно, суще

ствуют точки Уо€|а. -«о). У.€К, хД . У„+։€ 1* я+2 . *я+3) такие, 

что функция ( —1 )' |н(О — тц(0| возрастает в точке у,, I — О, п 4- 3» 

что противоречит условию \ £/я+2 (с).

Равенство А՝о(з) = с запишем в виде

I и, (/) <1У3 (Г) - с/г I - 0, п, 

а 
г 

где «, (О = — - , I = 0, п, <?0 =- 1.

Очевидно, что последовательности л0....... и^ , Л = О, п, образуют

7\-системы на \а, д]. Из условия □'* ’(/>>() для и к 0, п

следует (см. ('), с. 52—54), что последовательности —и и , 

£ = 0, п, также образуют Г -системы. Следовательно, выполнены 
условия мажоризационной теоремы (см. (*),  с. 149) и функция. 
Л — 7Т не может иметь менее п ф I строгих перемен знака.

Лемма I доказана.



Пусть функция /(/) имеет А ирпх 1фмн ?ни |>а |<. *1  
Наряду с множествами АД/I строюго мт от о с я нет™ ра<<юГ1м 
множества /;./)֊ (- . Ш1А։(/Д, /?/) |5ирд (/ь

ин /’141 (/ И- ։ ■ ։• л 1. р,,(/) ■֊ [5ирЯ։ ։(/), т оо).

Зафиксируем ФР ^ОТ(0. Рассмотрим двл класса фуикцнЛ 
X - Л - з £ (о, I ]։ и {З3 = /, ~ 4/. ? ио. 1]|.

Число ։ (чисю назовем: параметром первого типа. ։сли функ 
ция А, (**з)  имеет п ч 2 строгих перемен знака (в этом случае на 
последнем множестве строгого знакопостоянства функция А. (*,)  от
рицательна (положительна)); параметром второго типа, если функция 
А« (8р) имеет п I строгих перемен знака, причем на последнем 
множестве строгою эка непостоянства она отрицательна; параметром 
третьей» типа, если функция А, (<'. > имеет п - 1 стр тих перемен 
знака, причем на последнем множестве прогою знакопостояш тВа 

юна положительна.
Каждому 3^10. 1| 1|) сопоставим набор из п 4֊ 3 мно

жеств Ло (а). ..., г¥л+_. (а) (1<ДР), , >'л*2 I?)) слсдукрцим образом
Если а <|<) есть:

1. параметр первою типа, то

А*Д»)  = РДА.1). / ֊О. Лт2 (К (??■• РД«э). < 0. л >2»;

2 параметр второю типа, то

Д’До) = !\ .ДА,). / Н. П-2. Х0(ъ) (- ■ . г 1/%(А.)).

()(»-= Рр(т։), 1-0. л г I. У,.. - |ы|р/^.։ оо). 'И);

-3. параметр третьего типа, то

/-0. «И. .¥„.(։)= |$пр/Л+1 I А.) ♦-*»

уд?) -- /;.д?>?), (=1,л + 2. Го(?) -1 ог>. |п‘5о0-)1)-

Таким образом:

( - ))'՛ ' А„ (/)< 0 при /^1։ПАДа). г«0, лф2.

( 1% (б) ՝• 0 при I 1ш У, (?), / - 0. л • 2.

При этом ни для какою г не существует интерната Д', для ко
торого выполнено строгое включение Лэ1п1Л(и) и (-1) А. (Г) 
при !^Х. Ни для какого / не существует интервала >э1п0’<(?)и

.( л'՛ ч֊(о>о при /е у л и /։։ И11.
Заметим также, что ЛД0) • |СЬ- <
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Определение 2. Отображение ^(тН7€1°՛ 11 %(I)сR'
непрерывно, если из 7,-*  7°, л;-► л°, где 70, 7, |0, 1), /_> ). 
-*,€^(1,).  следует х^7(-°).

Лемма 2 Отображения Л'Д։), ХД?), (< - б? лТ2; а. ?£[<’. I]} 
непрерывны. . 1

Доказательство. Пусть я •։ при /—оо. Обозначим через 
а*'\  д</> границы отрезка («.). Определим а0 - —ос. Возьмем произ
вольную точку а, сгущения последовательности Пусть для
удобства <7։ = Нт </'/’. Проделаем ту же операцию с последовагель- 

ностями |а‘/,|/>։. / = 2, «4-2. и 1-0, п±\. Положим
^-< + 1 = 4-00.

Итак,
Нт Пт Ь\ь = Ь1, т—0, л+-2, (2)

причем
(2 | ^1) <2’1 > ••• (2ц 4-1 Ьп (1ц ♦ 2

- 1 <С 2 = + ОС -

Из (!) и (2) следует, что для I = 0, п г 2

(-1>"-'д.(О<0 (3)

при /6(а,. ^), если а^Ь,. 
П+2 •

Из (3) и и !«/> ^1 = /?’ следует, что а։ Ь։ , I — О. л 4-2, так 
/л= О

как в противном случае функция Д, имела бы не более л строгих 
перемен знака, что противоречит лемме 1. Отсюда и из определения 
А'Д а) следует |а/։ д/|сЛ'Дя), I = 0, п±2. Для любого I из х £ 
£ [а/։, 6‘;)] и х — х° вытекает, что л°£|а/։ /><|. Следовательно, 
Л-ЧЛД1). ' ' ' ■

Непрерывность отображений К, (3) доказывается аналогично.

3. Доказательство теоремы

В случае аД. — а!, утверждение теоремы очевидно. 
С с дБ

Пусть а! =/= 5՜. •
С с • *

Лемма 3. Для любой ФР з£ЭД(с) и любой тонки - |л, А] 

существует ФР такая, что /, (/) >/, (Т) (У, (/) < Л (О)
в некоторой окрестности тонки

Доказательство. Если не существует такого I, 0 <./<.«4-2, 
что п—1 четно и ИДО), то в некоторой окрестности точки Е 
имеет место %(/)<0. В этом случае положим V =-о՜ .

С

Пусть существует I такое, что л — / четно и ։ £ РДО)*
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случаи/. ։.я + 2. а) Предположим, что ։֊Г(|) Пусть 
аир 1₽:^ /,(₽)!. Согласно лемме 2. у։^у. В силу сделанного

предположения р' 1, и, следовательно.
ность {р/|/>։ такая, что Г( 
не существует такого /\ что п 

в некоторой окрестности точки :

существует последователь -
) и Р/ — ?'■ Пусть для некоторого р, 
* четно и Г, (у,). Тогда 4, (г) <0

. В этом случае полагаем
Если же для всех р 1, существуют /?, такие, что л Л, четны

то существует т, что п — т четно и

= •

и

ЛЛЯ бесконечного числа элементов последовательности |р }. 
11о лемме 2 с У т I р ), Гак как п — I и п — т четны, то пт I_ 1
т I 1. Вместе с т это противоречит включению ££ У (£').

6) Предположим, что ; (; У1 (1) = (I) Пусть а' = ։пГ(а:с£
Согласно лемме 2, с£Х/+։(а'). Если а' = 0. то ,(0) = 

= Это противоречит условию ; £ Л'141 (*').  Поэтому а' ^0 и
дальнейшее рассмотрение аналогично приведенному в 8՝.

Случай II, I — п-\֊‘2. а) При ; Кл^г(1) доказательство анало
гично доказательству пункта а) случая I

6) Пусть :£К„+։(П. Так как )\х7(1)сГн ,(1). то >л+1(П. 
Т <чка ; не мо ..ег совпадать с левым концом отрезка У так
как в этом случае множества Ип1(1) и 1'п+а(1) совпадают, что не
возможно. Так как ։(1) и не совпадает с левым концом от
резка К. (1). то $,(/) <0 в некоторой окрестности точки ;. В этом 

случае полагаем * = а ..
Г

Итак, доказано существование такой ФР ՝* /„ + ,՛ (с), что У,-У, .<0 
в некоторой окрестности точки :. Случай У, У,^0 рассматривается 
аналогично. Лемма 3 доказана.

Теорема следует из леммы 3 и утверждения:

1пУ У3 (с) и
։г гп(<))

$цр Л (։ + Ь)
9( т(г»

достижимы. Докажем последнее.

Пусть <2— 1п1 /,(’)> Пусть последовательность ФР з/ ЗХ (г).

» 1 такова, что 70/($)֊*</•  Выберем подпоследовательность

довагельности |а,}, слабо сходящуюся к 
жем, что У, (6)^4/. Д™ произвольного

после-

Пока- 
такос,

некоторой ФР о с ЭД (с). 
и>0 выберем

что ./,(£) — У, (։')< — и V — точка непрерывности У». Существчет 

номер. Л такой, что для любого /> •*  выполнено неравенство
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; У, (Г) — Л ' из которого следует, что Л (;) —/С/(։') < е,

у>Л. Так как Ус (;') < Л (:), то У. (;) Л (;)<։, откуда следует 

У, (В) — У < е. Последнее неравенство влечет У. (Н У.

Ереванский государственный университет
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Течение тепла в призматическом теле прямоугольного сечения 
движущемся с постоянной скоростью

(Представлено чл.-корр. АН Армении А. Б Нерсесяном 23/Х1 1990)

удет иметь вид

К
д

Рассмотрим плоское нестационарное течение тепла в призмати
ческом теле прямоугольного поперечного сечения, движу лейся с пос
тоянной скоростью, компоненты которой равны сд, Гу, когда внутри 
тела действуют источники тепла, интенсивность которых линейно 

1ВИСНТ от температуры*. Дифференциальное уравнение теплопровод
ности с учетом конвекции

Ьи / д'и
 а I-------- 

[)(--------\ дх'

Од дгде-----= — фТд.-------- |֊гу— обозначает так называемую суостан-
Г)1 д{ дх ду

аномальную, или полную, производную а =-------коэффициент

температуропроводности, ) — коэффициент теплопроводности, с — теп
лоемкость, р — плотность, да (х, у, /) — интенсивность тепловыделения, 
не зависящая от температуры и (х, у, /)• Предположим, чго на границе 
области происходит теплообмен с окружающей средой. Начальное 
условие и условия на границе будут

Щх, у, 0) = Ь (х, у);
дЦ 
дх

= А0|70(у. у. 01;

дЦ 
дх

= МЛ (У» 0֊^(А. У. О|; 

х— Ь

дЦ
<*У

= А, |50(х, О ֊ и(х. 0. О]; 

у—«0

(2>

ди 
ду

= А3|5, (х. /) —Г’(^. /Ц-

* Внутри твердого теле тепло может образовываться в результате пропускания 
«лектрнческого тока, при радяоактввкоы распаде (։) ж. т. п.
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Для нахождения решения применим прзолрповани?! Лапласа. 
,, дипредполагая, что как (/, так и —— имеют порядок роста не выше 

где <7 > а — некоторая постоянная величи <я Для этого, очевидно, 
достаточно, чтобы граничные функции 5 (х, /): Гу (у. /)(/=!, 2> и
ин генсивность 
вию и, вместе 

«ограниченным.
Применяв

тепловыделения Д’(л’> у, /) уд «влетворялн этому уел )-
тем, чтобы начальное распределение / ( г. V) было

преобразование Лапласа к уравнению ПОЛУЧИМ

Здесь

дЧ ՛*
</у։

<11 ՛* п — 1
дч

(3)

У. х, у.

ТО

_ 9, м *
а

а

о

У. / I (11. (4)

Рассмо

где

-V; =

Ре/? - 3 V,
1а

2а

рим далее си тему функций Ь* (У)}:

(5)

(А, А3) И* + (А.֊ аз)(*з + “։)1

о

— 2

I
2

удовлетворяющих уравнению

(6>

и граничным условиям

^(О) +■ Л։’^ (0) = Т|։ Т /мА (СО - о. (7)

причем собственные числа являются корнями трансцендентного 
уравнения

(А,
= й (Л, ֊ ’Д (А,

$8)
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функции Vy). ортогональные и нормированные с весом е֊^ 
составляют. одновременно с функциями cos 1<г у + (А. ֊ а>) sin 7 у’ 
полную в (0. d) систему. Представим функцию 6*(х’у, р) в вид’ 
ряда по т^(у);-

*(*. V. р) 2 /jx. PIW). (9)
♦ ••О

</

3лось р} - \е -•••/’ (л. у. p)il/t(y)dy Умножив обе части 
6

уоавнен’Л! <3» на е ijjy) и проинтегрировав от 0 до d, будем 
иметь

/J ՝• Р) (*• (1» Г 5} + — )/д(х, р) = -«.(л,р), (10)

-֊- ю*(л. у. р) - ~Л(Х՛ У) К(У><О +

i-A,-('))S*(x. /»4 А.,г(Л e--^S;(x. р). (11)

Решая уравнение (10) и удовлетворяя соответствующим гранич
ным условиям, получим

Л (*» р) -
,с------ Л'.д Р cho,.,X 4- (А„ — a,)sh г х 

G р I
ь

Л” ( Р} 1՜ --- --- I <? ’,Х| ® ՛ (•<!. Р Ch *։.р(Ь — х,) 4
6 >р Jг

(Л, Г a,՝ sh 6 р (h Д',)) </х, + (*֊֊*)+

4 (А, 4 jjshi: P{b -*)| Ло Т\(р} +

’Г‘ФД(Л,. р) }>t.pC\\'^,p-

hj • ijh j слелующие обознач.'ния-
4
I I՛ ’" т;(у. p)>;,(y)rfy:

(13)

I- ?»)| ь!> •-

о

./ А 4֊ (Ао * Л,)о*. pCh6*. Pb

Ийке н.) л mi >аДм.бя гея нули

|ч’ т «Л, ij> lA, ♦

(j, г. Легко виде>ь, что уравнение 
a,)[shoA + (ft04֊ A.iichoA =0 (И)

3 2. JO

,)г/х, (12)

r>f п

9
Р 1

п 7 '* ( р> -
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не имеет комплексных корней. В самом деле, г.ухть 
уравнения (14). Тогда, очевидно, и бу является корнем 
смотрим интеграл

& 
(62- В»)1

О

8; корень 
1-14). Рас-

(15)

где (х) — бусИбух-г (Ло — а^зЬО'Х. Функция Фу(х) удовлетворяет 
уравнению Ф’—б2фу —О и условиям —|’(О)4-(Ло— ®1) (01 ֊ фу (А)-г
4՜ (Л։ + “1)4»,(Ь) =0. Интегрируя (15) по частям и учитывая уравнение 

ь
и граничные условия для у, (л). получим (£’—бр | гх՝ Ф. < х) с1х - 0,

• г о
откуда имеем 3*— б2, так как иод интегралом стоит по.и- цельная 
функция. Уравнение (14) имеет бесконечное множество простых мни
мых корней б, = /иу, расположенных в границах (’) /-

4֊ —------- 1£— • Кроме того, в случае, если (т։ Л„)(а, ֊ Л,) --------- »
/к 6

уравнение (14) имеет
Ч//, /■՛,!

(а, —/г0) (а, 4՜ Л։) — 82'

простой действительный корень th 66 ֊ 

а при (а։ — Ло) (а։ 4֊ 6, )Ь - ti(, • /т։ — кратный

корень в нуле.
I

Согласно теореме обращения (4) переход от преобразованной 
функции к оригиналу осуществляется посредством обратного преобра
зования

С'(х, у, ։)- е" V /,(*, р} Т1х(у}։1р, (16>

где Полюса — 4֊ р2 4՜ в{ + “2) л-Ь а лодынтсгра 1. । й фу акции
расположены все на отрицательной действительной оси. Рассмотрим в 
плоскости р односвязную область (?,, ограниченную контуром I, не 
проходящим ни через один полюс и составленным из отрезков пря
мых Rep = з (—/?„< Imp </?„), Imp = ±/?п (0<Rep-<e), дуг ок
ружности |р | = Rn , двубережных разрезов вдоль отрицательном оси 
оси и дуг окружностей вокруг полюсов функции /я(л, р) (см. ри
сунок).

Функция /д (х, р) регулярна в замкнутой области Qt, и согласно 
теореме К< ши (ь) интеграл, взятый по контуру /, равен нулю. Со..таено 
лемме Жордана интеграл по дугам окружности |р | = Ra так же, как 
интегралы по отрезкам ВС и В'С, стремится к нулю при неи рани- 
ченном возрастании Rn. Прихенгя теорию вычетов и вослсльзовав- 
шись теоремой Бореля о сьертм г4), для функции U(x, у, h iH'-iy- 
мим выражение »- 'МяВ

34



т /Л» (у) г
I/

I' (х. у, /) ֊ ЧаЬе*՝1 V V д/— «м Я — и д -

Л) х 70(у,_ /,)| ,

т. , г.
с г//,</у, (Л. Л, (0>5г,(л|.

</
А.4 '< д (а) * 2 ’՛ (Лр /,))<? <//| • ֊_ ()>։ >/ (Л| У1)«/У| Ь

о
./

о

I

(УЛ | «’( V,.
и

Ур </л։ 4-

, .։
:у(л)

1А, г,.

т . /. | р
-’- Л3 Т(* (Х|։ г,|)г <//, ։• — | е 2՝՝ ՛/. гл։. у։) г,„ (уГ)г/у, -|֊

о
4 Г »

V . Ь-^՛ ^(У,М «цл». У,. ./,1е '■■'■'>//,^у, с/лД..- (17)
> ' * . . ' : Д . . >’ ••

Гнс

• Сели «I,-Л.) ” Р»АУ <>П «>«««‘’«
получаемое при кратном корне уравнения (14).



Здесь введены следующие обозначения

Л!
է

_______ (—0У Н; I |н- ֊ (Հ ֊ »1Г]|Р/ j (А, -Ւ а,)1)_________ 
խյ է (Л, -а,)'] |Հ+ (Ли а,Р]/’+(Л„ յ֊ Л։)[н» 4֊ (Ло—*ւ) (Л, է «ւ)| ՛

О *> > л к ^11 Iт * <*(н; ’-’Г. «; Н;) а; ; (х) = со$ц.х4------------1-sln^x;
и/

// з
; 1-՝) -- с« s ц (5 — д) 4 --------- -  sin :» (ծ — л*и

’ն ч.. ;

Институт математики Академии наук Армении

Հաստատուն արագությամք շարժվող նկյունաձև կտրված f ովՌ. Ա. ՄԻՆԱՍՅԱՆոււլրլա պրիզմատիկ մարմնում քերմության նոսքր
Հոդվածում ղի տ ա րկվոլմ է ո լղղան կյո լն ա ձև կտրվածք ունեցող հ ա ստա • 

տուն արագությամբ շարժվող պրիղմ ատիկ մ արմն ում ջերմության հոսրր, 

երր կոՂ^ՐՒ ^Րա տեղի է ունենում ջերմափոխանակություն շրջապատող 
միջավայրի հետ:
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С. О Саркисян

Об уравнениях двумерной теории магнитоупругости гонких оболочек

(Представлено академиком АН Армении С. А. Амбарцумяном 28/1Х 1990)

Основные положения двумерной теории магнитоупругости тонких 
оболочек и пластин изложены в (’), хотя в ней недостаточно пат но 
были разработаны общие методы сведения трехмерной проблемы маг
нитоупругости в целом к двумерной.

В работах (’• ՛) изучены асимптотические свойства решений нссх 
групп уравнений, определяющих проблему магнитоупругости в целом в 
тонкой области оболочки, построены асимптотически обоснованные 
общие двумерные уравнения магнитоупругости тонких оболочек. В 
работах (<-*) построено вариационное уравнение двумерной теории 
магнитоупругости тонких оболочек и доказаны основные энергетиче
ские теоремы.

В работах ('• н) построены нелинейные по параметрам индуци
рованного магнитного поля уравнения динамики тонких упругих обо
лочек в постоянных и переменных магнитных полях. Оценены асимпто
тические погрешности приведения названных уравнений к двум пред

лагаемым линейным формам.
Следует отметить (речь идет только о линейной задаче), чт • 

уравнения двумерной теории магнитоупругости, представленные в ра 
6.те (7), по своему виду, вообще говоря, отличаются от аналогичных 
уравнений, получаемых в работах С ’). Возникает естегтвенный вопрос, 
। 'ксвы взаимоотношения этих систем уравнений, характеризующих 

к лебания тонких оболочек в магнитном поле.
Настоящая работа посвящена указанному вопросу. Кроме гою. 

в данной работе получен новый, на наш взгляд, весьма важный р<з. 
тат—построена новая система двумерных дифференциальных р . 
иий с соответствующими каноническими граничными условиями. ощ 
деляющими проблему магнитоупругости топких оболочек.

1. Уравнения общей двумерной теории магнитоупругости тонких 
оболочек, представленные в работах (2 4), имеют следующит

37



дА^М՝ 

<7а,

//

<7.4,
Л1, г

ад,//
/г

7, *оз ֊ 2рА ®
ОР

»Д։5 0/1,7

да, да.
дА, 
(7Э, да.

оАуМ 

да.

9 &АУН . л
^«։ А\

^// 

оз,

оД, 
(>а.

_ о

Г, Г, 1 д_ I ОА^М, дАуН

А\ /?, Д,Д։ д’։ Д։ . ^«1 Эг.,

д\у 

аа.
Н - _±к .и։ 

л,
д _1_ 

дя, Д,

д.4,/У дД,/И։ дД, дД,
 1 Г7 • /И 

даэ----- с%-------------г)а,

— 1 — <9* да
• 1Л /з #о։ 4" 2?^ . •- 0, (1.2)

с с \ д։л

/ 7, («,. а„ /) + 2,Л <,Ю(а" > 0 + 2.Л *■■'»-’«• Ч ) г՜, +
\ СО/ С 7/ /

7) -- 2зЛ 05 Ои» (։,♦ Я}, /)
д1

2а/1 . В° ^За” “«’.2^ 
С И

/1(а1» е1 ^7։(а|» а/’ 7) е2
---------------------------- ----------------------------- . (,>, Р С: Ьб

2зА О Г 
с’ ^Г.) 

а

Здесь кроме общепринятых обозначений теории тонких оболо

чек (’), /\, /, - компоненты поверхностной плотности тока проводи
мости; /^ — расстояние между двумя точкам։ (։,. а։) и (з^ . з՜) на 

срединной поверхности оболочки £2, (е։ е3) и (с, , е{> базисные век

торы а 1я срединной поверхности оболочки в указанных точках; 77ц,». 
Ь — 1. 2, 3 вектор напряженности заданного стационарного магнит
ного ноля; з — электропроводимость материал։ оболочки.

К уравнениям (1.1), (1.2) следует присоединить соотношении 
упругости, канонические граничные условия теории тонких оболочек 
(*). а также канонические граничные условия для электродинами
ческой части задачи (’)

/\ !/■ - /а V 1 *• (1.3)

а также начальные условия (г~А).
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Компоненты поверхностей 
выражаются формулами («)

плотности тока проводимости /։՜ и

/, 2։Л (. __ ЯП1 ди} \

' с д1 с д1 / '

7, - 2зА ( £,0 + дю .
К с с м )'

(14)

где £зо. 1 - 1. ‘֊ — гангенциальные компоненты индуцированного элек
трического поля Я точках срединной поверхности оболочки, котовые 
удовлетворяй т уравнению (’• ’) ’ н

1 д

Д։Да 0а,
— *- (Л,_ ± <**».
Л։Д։ 0а։ с ()( 0.5)

Здесь А30—нормальная компонента к срединной поверхности обо

лочки вектора индуцированного магнитного поля в точках срединной 
поверхности оболочки,

Компоненты поверхностной плотности электрического тока удов
летворяют уравнению (։~*)

Л։Д։ 0а,
(Л/.) = 0, (1.6)

представляющему двумерный аналог уравнения <1։у/ = 0 в случае 
трехмерной постановки задачи

Для определения величин, характеризующих электромагнитное 
поле в окружающей оболочку среде (вакууме), имеем следующие урав
нения (2-и):

г< 1А<*> -• О, <31V Л<'> = 0, (1.7)

то(£-” - - — —' • Лу£^-0. (1.8)
с д։

Отметим, что на уровне точности созданной двумерной теории 
(1.1) — (1.6) область трехмерной оболочки для изучения внешней за
дачи электродинамики можно рассматривать как математический 
разрез вдоль срединной поверхности оболочки 52, при этом тангенциаль

ные компоненты вектора Л**’ на указанном разрезе будут терне»» 
разрывы (величина которых соответственно равна компоненте поверх 

ностиой плотности тока проводимости /, или /»); нормальная компо 

ненза вектора Л(1'։, в также тангенциальные компоненты вектора 

будут непрерывными.
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Вводим скалярный магнитный потенциал Ф, определяемый 
формулой ’ • ;

Л(>‘։ = g ad Ф. (1 •> I

Принимая во внимание (1.9). из (1.7) получим, что магнитный 
потенциал Ф будет удовлетворять уравнению Лапласа но всем про 
странстве

ДФ О, (1.1'0

а на разрезе вдоль Й будет претерпевать соответствуют е разрывы.
Вихревой поверхностный ток, возбуждаемый в ерс п иной поверх- 

пости оболочки, будем характеризовать функцией тска г ("*• " 1, 
которую определим равенствами

— I d/’ 1 dF
J\ =------7“ • /։ = ~----- ---

At оа։ Д։ <fj.t

где в данном случае

F = Ф1՜ -- Ф՜.

(1 Н4

• (М2)
• •

Если компоненты поверхностной плотности электрического тока 
будут определяться через функции тока по формулам (1.11). то урав
нение (1.6) будет тождественно удовлетворяться. Подставив (111) при 
помощи (1.4) в уравнение (1.5), приходим к следующему уравнению:

_ 1 2zh dh0 2ih 1 д

c dt с | Л,.4, о*т(

0

d^

aw

(H

\

dt /

(.М3)

A30 — — |(grad Ф)՜ (grad<1>) | n.

где п — нормаль к срединной поверхности оболочки. \ ֊- -опер п т-р 
Лапласа на криволинейной поверхности оболг чки

£М\ + 1 о /Я, (|11)

А । А । ՝ .41 ^41.4 3 . /4 3 3 /

Систему уравнений (1.1), (110) — (113) можно представить как 
уравнения, определяющие магнитоупругое состояние топкой оболочки. 
Эти уравнения и совпадают с уравнениями работы (7).

Как можно убедиться из вывода уравнений (1.10) — (1.13), они 
были получены совершенно простыми математическими средствами из 
уравнений работ (։՜*), т. е. из уравнении (1.5) — (1.7). Следовательно, 
определяющая система уравнений магиигоупругости тонких оболочек 
(1.1), (1.10) —(1.13) представляется проще в других определяющих
величинах.
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Отметим, что уравнения (I 10)-(1.13) следует решать н весконеч- 
ном трехмерном пространстве с соответствующими условиями на 
бесконечности. В уравнениях (1.1), (1.2) п скрытом В1։де тоже 
сутствуст решение внешней задачи электродинамики (1.7) (1 Ь) н 
бесконечном трехмерном пространстве. Этим решением определяется 

ядро интегральною уравнения (1.2), представляющее собой функцию 
источника для уравнений (1.7) и (1.8). вид которого заранее известен 
(|>)-это обратная величина трехмерного расстояния между двумя 
точками в пространстве, на основе которой и были получены интеграль
ные уравнения (1.2).

В работах ( ), во-первых, построены нелинейные по параметрам
индуцированного магнитного поля уравнения динамики тонких оболо
чек и постоянных и переменных по времени магнитных полях, во-вторых, 
разработан асимптотический подход к решению системы уравнений 
(11). (1-Ю) (1.13), при которых указанная сложнейшая задача 
решается в несколько этапов, на каждом из которых решаются отно
сительно более простые системы уравнений.

Построенные в работах (2՜4) асимптотические разложения для 
всех величин, определяющих трехмерную задачу магнитоупругости при 
тонкой области оболочки, имеют место в следующих случаях ('• ):

1) когда 2/» I. 1 и 2) когда 2р>/, ••• = • где —֊ пэка-

. .тель изменяемости магнитоупругости. состояния, показатель 
изменяемости по времени. В первом случае мы имеем дело с от
носительно высоким показателем изменяемости по времени, которому 
соответствуют двумерные уравнения (1.1), (1.2). или системой урав
нений (1.1), (1.10) —(1.13), для которой решение (или использование 
готового решения) внешней задачи электродинамики обязательно.

Во втором случае мы имеем дело с относительно низким пока
зателем изменяемости магнитоупруюго состояния В этом случае 
\равнение (1.5) будет представляться следующим образом:

1 (Л,Ет}- 1 -^,£„>-֊0. (1.15)

Так как уравнение (1.13) было получено на основе уравнения 
(1.5), следовательно, имея в виду (1 15), вместо уравнения (1.13) 

будем иметь

2з//

1 d

Д.Л։ di.

(hi

(1.16)

Уравнения (1.1), (1.16) с учетом (111) будут 
решающую систему уравнении двумерной теории

представлять раз
маши тоу пру гост и
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тонких оболочек (в случае низкой изменяемости магнитоупругого 
состояния по времени). Граничные условия будут представлять клас
сические граничные условия теории тонких оболочек (9) и канони
ческие условия (1.3). I Я

Как можно убедиться, в случае относительно низкой изменяемости
магнитоупругого состояния во времени трехмерная задача магнито-
упругости приводится к чисто двумерной пр леме для которой за
ранее не нужно решать (или использовать готовое решение) внешнюю 
задач} электродинамики для всего трехмерного пространства.

Двумерные уравнения магнитоупругостк тонких оболочек (1.1), 
(1.16) полностью совпадают с соответствующими уравнениями работы 
(7)

Следует отметить, что при низком показателе изменяемости 
/ 2Р\
( «> = —у ) магнитоупругого состояния но времени упреждаются также 

уравнения (1.1), где следует отбросить тангенциальные составляю
щие силы инерции и силы электромагнитного происхождения, т. е. в 
данном случае будут иметь место преимущественно нормальные формы 
колебаний.

2. При относительно низкой изменяемости магнитоупругого со

стояния во времени
2р \ X.

— ------ ) МОЖНО
/ /

построить совершенно новую

< истему двумерных дифференциальных уравнений магнитоупругостк 
тонких оболочек.

Из уравнения трехмерной электродинамики для тела проводящей 
оболочки (։)

* 4
го(Л - —

- \ дН
го1г =--------------

■будет следовать следующее векторное

I 

с д1

уравнение:

сгяЗ <Н\
0и 011 I з (1/

— А 
I О1

(Пу / - О,

|дс Л—трехмерный векторный оператор Лапласа.
Из первых двух скалярных уравнений (2.3) с помощью асимпто

тического подхода, развитого в работах (2 4), получается следующая 
система дифференциальных уравнений относительно компонент поверх
ностного т<»ка проводимо։ ти /, и /։' I
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Система дифференциальных уравнений (1.1), (2.5) является раз
решающей системой двумерной теории магнитоупругости тонких оболо-
чек. К этим уравнениям необходимо добавить

Ж

классические граакчиые и начальные условия
(’). канонические граничные условия (1.3), а

(.л еду ст отметить, что третье уравнение
(2.3) на указанном асимптотическом уровне 
тождественно.

При подстановке (1.11) уравнения (2.5) 
ственно.

соотношення упругости, 
теории тонких оболочек 
также условие (1.6).

векторного уравнения 
будет удовлетворяться

удовлетворяются тождс-

Ленинакаискнй филиал
Ереванского политехническоги института

Ս. Հ. ՍԱՐԳՍ9ԱՆՐւսրակ թաղանթների մաղնիսաաոաձղականոէ թյան երկշափ տեսության հավասարումների մասին
Քննարկվում են րարակ թաղանթների մ ագն ի սա ա ոաձղա կ ան ու թ յան երկ- 

չալի տԼսոլթյան հ ա վ ա ս ա ր ումնե րի մ ի ք>անքւ տ ե սրե րր և նրանց փոխկա 
պա կցվածո ւթյունրւ

Կառուցվում է բարակ թաղանթների մ ա գն իս ա ա ոա ձգա կան ո լթ յան երկ- 
Լափ տեսության դիֆերենցիալ հավասարումների մի նոր Կամ ակարդ, հա- 
մ ա պ ա ա ասի/ ան կանոնիկական եզրային պայմաններով։

Բարակ թաղանթների մ ագնիսաաոաձդակ անութ յան երկչափ տեսու
թյան դիֆերենցիալ հավասարումների այս նոր համակարգի ե համապա
տասխան եզրային խնդրի կառուցում ր ներկա յա ցվու մ Լ որպես մ ի անգո 
մայն նոր արդյունր այդ բնագավառի մեքւ

Л ИТЕРАТУРА — ^ГиЦиЪПЬ^ЗИЬЪ

1 С. А Амбарцумян, Г. Е. Бждасарях, М В. Белубекян. Магнптоупругость тонки к 
I оболочек и пластин. Наука. М . 1977. 2 С. О. Саркисян, Изв. АН АрмССР. А **аи“**’ 

1 38. № 6. с. 21—34 (1985). з С. О. Саркисян. Изв АН АрмССР. Механика т. . .
- 25-34 (1969). < С О Саркисян, ДАН АрмССР. т. 89. № 4. с. 181 
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Л С. Мнруиян

Новый вид галлиц Halodiplosis агагаНса $р, п. 
(Diplera, Cecidomylidae) на солянке вересковидной

(Salsola

(Представлено академиком АН

ericoides Bieb.)

Армении С О Мовсесяном 29/ХП 1990)

Род На1ос11 р1(л15 ЮеП.
Род включает 40 видов, распространенных в Средней Азии и 

Казахстане ('• * ')> и только одни вид нзнестеи в фауне Северной 
\фрикн (Тунис). Развиваются в основном на саксаулах и других 
млревых.

Галлицы рода характеризуются бледно-серой, иногда бурой окрас- 
юн. Радиальная жилка впадает в вершину крыла (рисунок, 4). У 
самцов антенны 2+12-члениковые, каждый членик двуузелковый. Меж
ду узелками обособляется стебелек, нередко стебелек очень слабо 
выражен. Каждый членик жгутика несет 2 мутовки петлевидных нитей 
(рисунок, 1). Членики антенн у самок более или менее цилиндрические, 
с прижатой сенсорной нитью, число их может уменьшаться до 2+II 
Щупики одночлениковые. Коготки лапок простые с хорошо развитым 
эмподием.

Гонококсмты гениталий самца массивные, гоностили заканчиваются 
черным когтем. Церки короткие, гипопрокт имеет треугольную средин
ною выемку, эдеагус конусовидный. Для самок рода характерен теле
скопический, выдвижной яйцеклад с хорошо выраженными небольшими 

церками на конце.
Основные виды рода, описанные из Средней Азии, были отнесены 

к родам Aslodiplusis Marik, и Haloxylopluga Marik, сведенным в ва 
слоящее время в синонимы рода I lai jclplosis Kiel!. (')

В Армении обнаружен новый вид из этого рода. Род I lalodiplosb 

регистрируется в (|аунс Кавказа впервые.

На1о(Нр1о$1з агагаПсл М1гипиэп зр л.
Описание. Самец. Тело бурое, среднеспинка сильно склероти- 

^ована, брюшко узкое, светлее груди. Длина тела 3 мм. Антенны 2 < 1֊ 
члепмковые, членики двуузелковые с четко выраженными <т1<к.тьками 
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(рисунок, /). Межчлениковые стебельки средних члеников усик.։ в 1.3 
раза длиннее межузелковых. Педицелл округлый. Межчлениковый 
стебелек 1-го членика жгутика сильно расширен, 1-й членик в 1,2 раза 
(линнее срединных. Узелки члеников несколько сплюснуты в попереч 
ном направлении и несут основную и вершинную мутовки петлевидных 
сенсорных нитей, а также мутовки длинных крепких волосков. Послед 
ний членик жгутика на вершине закруглен, состоит из двух слившихся

:ел ков, либо имеется перетяжка между ними. Длина щупика в 2 раза 
превосходит его ширину (рисунок, Л).

* г.

Детали мо ч ологии галллцы На1о<Ь(Яр$1$ агагаНса М1ги:п(ап .чр и 
/—членик жгутика антенн самца, 2 - то же самки .'—щупик 
сам :л; 4 — крыло; ՝5 - коготок; 6 — гениталии самца; 7 — лопасть 

гнпопрокта; в — конец брюшка сами ՛

Гонококситы гениталий самца широкие В основании, со слегка- 
закругленными боковыми сторонами (рисунок, 6). Длина гоностиля 
равна 1/2 длины гонококсита, к вершине он плавно сужается. Черный 
оготок на конце гоностиля широкий. Пове'рхность гонбкокентов и го- 

иостилей покрыта длинными волосками и сильно исчерчена. Аподема 
10ИОК0КСИТОВ сильно склеротизована и имеет продольный шов. Церки с 
округлыми боковыми сторо'нами и неглубокой выемкой на вершине. 
Поверхность церков покрыта мнкротрихнями, собранными в группы. 
Допасти церков небольшие, на вершине Слегка закруглены. Гипопрокт 
с глубокой срединной выемкой, уже церков, равен половине длины 
гонококситов, имеет закругленные боковые лопасти, каждая из которых 
па вершине несет по 7—8 зубцевидных щетинок (рисунок, 6, 7)'. Эдеагус 
плавно заостряется к вершине, заканчивается чуть выше церков и 
короче гнпопрокта.

Самка. Тело бурое, длина вместе с яйцекладом 3,2 мм. Число 
члеников антенн 2+11. Членики с короткими межузелковыми стебель
ками (рисунок, 2). Длина базального утолщения в 3 раза больше длины 
межчленикового стебелька. Стебелек 1-го ‘Глени к а в апикальной части 
расширен. 1-й членик усика в 1,5 раза длиннее второго, а 11-й в 1,5 раза 
длиннее 10-го, на вершине закруглен. На первых члениках хорошо 
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заметны глубокие перетяжки, по направлению к концевым членикам 
,лубина перетяжек уменьшается. Вершинная половина базального 
утолщения начальных члеников шире основной Поверхность члеников 
покрыта мелкими щетинками, а в местах перетяжек морщинистая. Сен
сорная нить плотно прижата, извилистая, петель не образует. Членики 
несут длинные крепкие волоски. Членик щупика усеченный. Эм подий 
слегка короче коютков (рисунок, 5). Яйцеклад на конце закруглен, 
покрыт редкими щетинками и заканчивается овальными церками, рас
положенными на дорсальной стороне (рисунок, 8).

Дифференциальный диагноз. Вид входит в группу, 
характеризующуюся двуузелковыми члениками антенн самца, и зани
мает положение в подгруппе видов, самки которых имеют яйцеклад, 
покрытый очень редкими волосками (Halodlplosls no.xia Marik, и др.) 
От среднеазиатских видов этой подгруппы отличается удлиненными 
стебельками члеников антенн самца, а также тем, что межчлениковый 
стебелек первого членика жгутика антенн самца в апикальной части 
сильно расширен. Гениталии самца с сильно склеротизованной аподе 
мои, имеющей продольный склеротизованный шов. Перки яйцеклада 
самки сильна редуцированы и смещены на его дорсальную сторону. 
Членики антенн самки с глубокими перетяжками.

Биология. Вид обнаружен в полупустынных участках около 
с. Урцадзор и райцентре Веди Араратского района. В местах обнаруже
ния поражение массовое. Повреждает листовые почки солянки вереско
видной (Salsola ericoides). Личинки оранжевые, бочонковпдныс, раз
виваются по одной в многокамерных, мясистых, почковых галлах. Сна
ружи галл шаровидный, опушенный, покрыт бело-голубыми волосками 
и недоразвитыми листочками, которые на концах приобретают красный 
оттенок. Размеры галла колеблются от 0,5 до 2,5 см. Личинки можно 
встретить в галлах в апреле-мае и в конце октября. Окукливание 
происходит в галлах. Вылетают галлицы в мае. Период от сбора до 
вылета имаго длится 5—7 дней. После вылета имаго галлы желтеют и 
высыхают, однако остаются на растении до следующего года. Из 
галлов, собранных в конце октября, вылета имаго не наблюдал сь. 

Личинки осеннего поколения зимующие.
Материал. Голотип—самец, препарат 1I./1 в канадским о. ль 

заме с этикеткой: Армения, Араратский район, с. Урцадзор, на солянке 
сересковидной (Salsola ericoides), 12.05.1963. Пар.it.ты 4 t.. та, 
5 самок, препараты № 147/2, 147/3 с той же этикеткой (Л. С. Мирумян).

Типов'՝’։ материал хранится в Институте зоологии АН Армении и 

в зоологическом музее МГУ им. Ломоносова.

Институт зоологии Академии наук Армении
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Լ. Ս. ՄԻՐՈԻՄ՚ՅԱՆ

Salsola cricu’dt*s I icb. աղաբույսի է|րա Gup աԼսսւ1|ի <{սւլսլք|ա1| 
I ialodiplusis ar.natica sp. n. (Diptera. Ceci iumylidae)

Նկարագրվում է HdlodiplOSiS սեռին պատկանող նոր տեսակի ֆի 1ЛЛ.
ֆագ-գալամչակ, որր Հա յաստ անում Տ« ՕՈՐՕէԺ^Տ աղաբույսի վրա աոաջաղ. 
նում է բո ղբ ոշա յին գալեր։ Նախ կինում այս սեռի բո1որ տեստկներր հայտ. 
Նի Լին Միյին Աս իա յից , 'էա գա խ ս տ ան ից ք իսկ 1 տեսակն Լլ /^Ոլնի սիւր 
ՒԽ1օԺւբ1օտյտ սեռր Նովկասի Համար նշվում Լ առաշին անգամ։ Բերված / 
սեռի րն ոլթագ իրր ։

Նոր տեսակր սեռի մյոլլյ տեսակներից տարբերվում Լ մի շարք արտսյ.
Հայտված մ ո րֆ ո լ ո գի ա կ ան Հատկանիշներով։

Տրված է տեղեկություններ տեսակի կենսակերպի մասին։

Л ИТЕРАТУРА—ԴՐԱԿԱՆ II ՒՒՑՈԻՆ

1 П. И, Мариковский, Энтомол. обозр., т. 34, с 298—312 (1955 а). 2 П. И. Мариков 
ский. Зоол. журн., т. ՅԼ вып. 2. с. 336—346 (1955 б). 3 Б. М. Мамаев, Энтомол. обозр. 
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