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Том 93 1992

МАТЕМАТИКА

УЛ К 519.2 
о I

Э. А Даниелян, А. р (имонэн

Условные времена ожидания в модели Прабху ори загрузке, 
большей единицы

(Представлено академиком АН Армении Р. R Амбарцумяном 10/Х 1991)

1°. Модель А1, | :'>|1{лг В однокапальную систему массового 
обслуживания о» нданисм поступают независимы* пуассоновские 
потоки 1-вызовов,. ' вызовов с параметрами ’с։ > J......а, >0 со­
ответственно. Длите н и сти обслуживания вызовов независимы и со­
вокупности, не зависят от процесса поступления и для Аг-вызовов 
(А=1, г) имеют функцию распределения (ФР) /?*(*). /?»(4֊0)= 0.

В момент t — 0 модель свободна от вызовов.
Дисциплина Прабху ((՛), с. 112). Поступая в момент t в мидель, 

Л-вы.зов (к = 1, г) приобретает индекс t 4֊ , где 0 = «։, < ... < иг.
В любой момент на приборе находится вызов с наименьшим индек­
сом, т. е. допускаются прерывания обслуживания. Прерванный вызов 
дообслу живается. Параметры — «,_։ (к - 2, г) определяют
дисциплину. Случаи vt — ? и =*■ 4-« (к = 2, г) соответствуют 
дисциплинам FIFO и абсолютных приоритетов.

Модель Прабху — модель Mr |Or 111 w 4- дисциплина 11рабху.
Пусть: wA(<) (Л= 177; f >0)— условное виртуальное время 

ожидания (УВВО) к вызова в момент /, при условии прекращения 
момента t доступа вызовов в модель; ₽>։ — загрузка модели 1-вызо­

вами, ..., Л-вызова ми (1. ^-вызовами); — Р*։ -недогрузка мэ-

дели 1. А-вызовйми.
Условия на процесс загрузки при рй1 0 имеют место

представления

е“гх4Вт(х)

где о, »■ а, 4֊... 4- . 1 <

-|.ns 4 /М’(1 4-0,(I)), < =*•

def
I <2, 0< ft* <...<«<

(Ui

н s
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Условия на параметры: существует пределы (/я = Л, г): либо

Мт = Нт ($т(/)/?'т), (2*>
: * ♦ - 

либо

/?ж = Нт (5т(П/(^(0)1,т), (3*)

где обозначено

5ж(0= ֊?,/֊ 2(Р(֊?,)«ы. Вт(։)=В( + у

Предельные законы строятся по ФР:

О, (х) — и при х < 0 н1. бт(х).

где Г (•) —гамма-функция.

2. вщ(х). 61;1 (х) = О при х < 0 и
ее
| <֊« </6։/1(г) = ехр ,-л1

О
0.

3. О, (х).
4-е»

| в"х(/От(х)-едр{—(—/х)1!, /-г-1, т£(-ло.

4. (х) — стационарная ФР при I—• 4֊оо в модели
ЛС | аг | 1 ! °° с абсолютными приоритетами.

Все ФР имеют плотности, обозначаемые малыми буквами с теми 
же индексами.

2'. При условиях (I») и рп>1 опишем класс предельных ФР 

для »*(/), А<г.
Теорема I. Пусть выполнены условия (1д) и существуют 

пределы (2*).
а) Если Мц = г№, то равномерно по х£(—оо, фес) суще­

ствует предел

Нт Р) - МО

б) Если Мл = — сс, то равномерно по х£( — °°» +00) суще­
ствует предел

196



Пт - Ц7« (х).

Пункт а) теоремы доказан в (։).
В частности, пункт а) теоремы I исчерпывает случай 
Свойства условий (2*) и (3>).
1. При существовании пределов (2*), (3>))

/И* <М>+, (£*<#*+.
Более того, условие = -4- оо (Л!,л = —ос ) равносильно усло­

вию %т — 4-оо (Цт = —оо).
Пусть найдется п, Ь<п.<^г, такое, что ■ • 1 и суще­

ствует предел

Ял-и = Пл (Ял>։ ц)1). 
-

2. Группа условий: существуют пределы (2-),

и
м։>— ОО, Л4п<4-ос, ,Я„ + 1 — 4-0՝

равносильна группе условий: существуют пределы (3»),

<\+։ = |1т (5л+1 (0/Я.+։ (0)

Более того (т Л, л):

5 О
п, Г"л4! •

(4)

(5>

(6) .

(7)

(В>

Пусть найдется п, к^.п<г, такое, что ря1 = 1.
3. Пределы (4), (5), (7) существуют, причем

Вщ! — = -Рг՛ СМ-1

4. Группа условий; существуют пределы (2>) и имеет место (6) — 
равносильна группе условий: существуют пределы (3») ■ имеет 
место (8).

Более того (т =■ к, п):

Нп - Ли -Я,՜1'1, 0 </?„< 4-°°-

3°. Пусть выполнены условия (1*). найдется л, к < п < г, такое, 
чго суи1ествУют пределы (3>), (7) и имеют место (8). (Усло­

вия Д(л)).
197



Обозначим

(₽я-р,)-(д-в«К+1
19)

и введем ФР

т , т — к, п: х) =
рст («)

при х> — Ра .

о; (֊/?*«)

О при X < Р* .

Теорема 2. При условиях А (п) равномерно по х существует 
предел ՛ *

I ®>(0 — $А(0 I ------
Нт Р{ ----------------------<х | = Р (Рет , т = А, п: л՛).

՛**■ I <в. (/))”՛ I

Теорема 3. Если в условиях теоремы 2 ։ =0, то равно­
мерно по х существует предел

Нт Р 
г** * -

^(0-^(0 

(В, (О)’1’
<Л (*) 
о

при х> — Ра .
при X — Рл .

Пусть найдется п, Ь-^п<^г, такое, что р/։1 = 1, выполнены усло­
вия (1л). существуют пределы (2а) и имеет место (6) (Условие В(л)).

Введем ФР

(Ра, Ра», X) =
О. (Рал , х) при х> —Рй , 

при X < —рА ,

где при х
!

о7(Рад, х) ~ о\(х)-рст֊дт]1(х-грАа)(1֊®) 1пиа,о|.1(®рй1՛). 

о

Теорема 4. 
ствует предел

Нт Р
/ -♦ ■♦֊ от

При условиях В(п) равномерно по х суще

^(0 — ^(0
" 7вяо։,т = , ( Ра , Рал , -*).

где Рал определяется равенством

Рал^л;1'1 /и„т
МI, ։ — М „

О

и
Р. - -впщ Мп.



Теорема 5. Если в условиях теоремы. 4 т. е

Мп =
Р/ ~ Рг

то равномерно по х существует предел

Пт Р ։ х) при X >-/?*,
При X «Հ ֊/?* .

Ереванский государственный 
университет

է. И. ԴԱՆԻԵԼ9ԱՆ, Ա. |>. ՍհՄՈՆՅԱՆ^եկից մեծ ծաГпЧирЬп1л|шДությամ[» Պրարհոփ նամակւ րզումպայմանականն սպասման ժամանսւկնե
Աշխաւոանքած դիսւա րկվում է Պրարհէոի է հա մ ակա րղը (' )

а О (Л= I, Г) Ներմանող հոսքի պարամետրով ե В : ( X) սպասարկման
բաշխման ֆունկցիայով:

֊ով նշանակված է է պահին համակարգ եկած պահանջի պալ-
սանական иպաոման ժամանակը. որ է պահից դաղ արում
է պահանշնե րի հոոքր դ !ւ պ ի հա մակարդ: Հ րը համակարգի ծ անրաբեոնվա֊ 

ծուվժլունն է 1, ե* պահանջն ե րո վ :
Ե* անբա բեոնվ ածու ի* րսն պրոցեսի վրա գրված է հետև լալ պալմանր, որ 

I և երր Տ | 0. տեղի Ոէնի հև տեյա լ վերլուծո» թլունը

/ = 4. г.
/71 1

• / 
о

дВт(х) — а^ц $ + Я/Տ1 (1 + <М О).

'Լերոհիշլալ և պարամետրերի վրա դրված որոշ 
ա պացուցված են ՍՍէ(է)֊ի Աահմսւնային բաշխման 
նկարագրող [ժե ո րե մնե ր:

պա լմանն երի դեպքոէՍ 
ֆունկցիաների դս,,,ր

Л ИТЕРАТУРА — ’И’ 1К Ч К Ъ II I» 3 И Ь Ъ

’ Н. У. Прабху. Стохаинческме лроЕсесы теории запасов, Мир. М., 1987. 
1 А. Р. Симонян, в кв . Вероятность и оптимизация. Изд Ереванского гос. ун-та. 
1991.
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Том 93 1992 =~— — -

МАТЕМАТИКА

УДК 517.53

В Г. Петросян

Соотношения типа тождества Картана
(Представлено чл.-корр. АН Армении Н. У. Аракеляном 30/Х 1991)

Одной из основных характеристик в классической теории рас­
пределения значений Р. Неванлинны является функция приближения 
т(г, а) = —!—1 1п | те) — <? Г՛ ц'т, которая показывает, насколько

2- ,) 
Д(Г. а)

близки значения функции те (г) к постоянной а, ма дугах 
Д(г, <։) = А (г. а, те) = \г : |г| = г. |те(г) — а|<1| (’)♦.

В работе (’) вводятся новые характеристики близости, которые 
учитывают поведение производных высшего порядка функции та (и) 
на тех дугах окружности |г| — г, на которых те близка к а. Мы 
имеем в виду следующие величины (г=ге,?):

асг ր —
Рл(г,а)—г^ 1п<* ’(®(2) - ճ)ք մք, 

ձ(ր. а)

* Мы полагаем известными основные определения я результаты теории распре 
деления значений.

Оказывается, что величины Р*  (г, и) обнаруживают си >йства, анало­
гичные свойствам функций приближения т (г, а), т. е. для них выпол­
няется аналог второй основной теоремы Р. Неванлинны и соответст­
венно аналог соотношения дефектов, характеризующих уже новые 
«исключительные» значения.

Ясно, что оценки величин Рк (г, а) являются одновременно оцен­
ками /г-евых производных функции 1п|те(г)— а\ *,  являющейся ме­
рой близости та к а.

Укажем также другие точки зрения, с которых изучение величин 
Рь (г, а) представляет интерес.

На актуальность изучения таких объектов указывает следующее 
простое предложение, связывающее Р](г, а) с классическими величи­
нами: если мероморфная в С функция имеет по крайней мере два 
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дефектных значения в смысле В. П. Петренко, т. е. существуют значе- 
ния а։ и для которых ₽(а,)>0. ?(а,)>0, где

р (а) = lltnJZ. (г, а)1 Т(г)) = Um (max ln+| w(z) — а |~։/Т(г)),

то для любого а£С и г справедливы неравенства

а)< niax|n+|w(3)_a|֊i<P։k։ а) + 0(|) (р

Таким образом, оценки сверху Р^(г, а) одновременно являются оцен­
ками дефектов Ь(а) и р(а).

Получение окончательных результатов в теории мсроморфных 
функций зачастую упирается в оценки логарифмических производ­
ных (’• 3՜5).

Поскольку величины а) определяются посредством логариф­
мической производной и для них устанавливаются соотношения де­
фектов. то эти величины становятся объектами самосто «тельного изу­
чения.

В работе (2) получены оценки сверху величин
I

то1*’ (г) 
то (г) — а 

А(Г, ы)

def
Q»(r, а) = г

Ясно, что из оценок величин Р. (г, а) и Q>(r, а) можно извлечь ин- г*
формацию о поведении то<* ’(г) на множествах Л (г, а).

В настоящей заметке продолжено изучение качественного сход­
ства свойств Р*(г,  а), (^А(г, а) и неванлинновской функции т (г, а). 
С этой точки зрения рассматривается функция Иг, а), фигурирую­
щая в определении дефекта В. П. Петренко. Именно, для этих вели­
чин получены аналоги известного тождества Картана, которое в сущ­
ности эквивалентно соотношению (6)

2х
1т(г, в'»)Л = а|Г(/,)1. г-«>. (2)

О
Теорема I. Пусть то(г) — мероморфная в С функция конеч­

ного нижнего порядка >, Тогда на некоторой неограниченной пос- 
ледовательности значения г выполняется

н
г-оо. (3)

О
Следствие. Если существуют значения а1 и а2 такие, что 

₽(а։)>0, р(а։) > 0, то соотношение (3) теоремы 1 можно заме- 

нить следующим:

С г (г. = (4)
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Теорема 2. При условиях теоремы I справедливо

г'в) = о[Г(г)]։
6

(5)

При Л=1 эти результаты были установлены в работе (7).
Доказательство теоремы 1 опирается на «свойство близости а- 

ючек» мероморфных функций, которое мы приводим в модификации, 
непосредственно следующей из предложения 1 работы {*)  (с. 413—

V Тd(£,(r)i к W(r)z!A՝ (г), 4=1.2....... Ф(г), (9)

где д (Е՝ (г)) — диаметр области ЕДг).
Теорема А представляет собой «свойство близости а-точек» ме 

роморфных функций и>(2), устанавливающее, что для «хороших» а и Ь 
а-точки и Ь-точки функции те(г) близко располагаются друг от друга 
(поскольку они лежат в малых областях Е^х)). Теорема А включает 

в себя основной вывод теории распределения значений, согласно ко­
торому количества таких а-точек и 6-точек близки.

Обозначим через п(г, а, Ь) количество тех а-точек £*(а)(^

££»(г) а V Е։ (г), для каждой из которых находится 6-точка гд(6) 
/—1

Зг.

из Ел(г), и пусть А (г, р) = п (г, е19, р>0.
о

414).
Теорема А. Пусть и (г)—мероморфная в С функция, <р(г)|оо. 

г -*•  ос (։р1& (г) < А (г)). Тогда в коуге | z | < г можно указать Ф(г) 
попарно непересекающихся областей E^r), I =-■ 1, 2, ... ,Ф(г), для 
которых справедливы следующие утверждения;

|Ф(г)֊Л(г)Ч(?(г). (6)

где Q (г) < КА (г} + К*' 1 г) L (г), К = const

II. В каждой области Et(r) функция те՛ (г) однолистна, замы­
кание множества и}(Е{(г)), стереографически отображенное на 
риманову сферу, совпадает со сферой с некоторым числом kt исклю­
ченных из сферы односвязных областей Д', у = 1, 2.......kt.

III. p(A')<l/f(r). /=1,2,...,^, i= 1. 2, ... ,Ф(г), (7)

где р(А';) — диаметр области Д' в сферической метрике.

IV. 2% < 4Л(г) + Q(г). (8)
/-1 V
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Лемма 1. Пусть w(z)~мероморфная в С функция. Тогда спра 
вед а ивы следующие неравенства (r^r0):

2пф(г) — К |Д(г)’ч>(г) + ?’°(r) L (г)’< д (г, р)<2-ф(г), (Ю>

где К= const < =».
Доказательство. Обозначим через (ту| совокупность тех 

кривых, которые принадлежат области ®(£у(г)) и лежат на дугах 
{/у} окружности |*с|  = I таких, что если то прообраз точки
ъе*  принадлежит области Е-(г). Тогда величина Д(г,. р) показывает 
суммарную длин> всех линий, лежащих на поверхности £(г) - 
= |w(i): проекции которых лежат над совокупностью
Дуг |/у}. /=1,2.......Ф(г).

Определим величину лу(г, р, г'9) равной нулю, если хотя бы 
одна из с11>-, ре"-точек не принадлежит множеству 5. (г), и равной 
единице, если е10-, ре'9-точки принадлежат множеству £ (г). По­
скольку w(z} однолистна в каждой области £у(г), то

и (г, е‘\ ре °) - V/r(r, е'°, ре'9), (II)

Следовательно 
2*

Д(г, Р)= v I пДге1\ ptf,6)rf0 < 2кф(г), 
z-i J и

т. е. получаем правую часть неравенства (10).
Обозначим Д/ J (/= 1, 2,..., JfeJ-проекции на плоскость тех об­

ластей Д', которые пересекаются с окружностями {w:|®|=l} и 
{ar |w| — р|; k, р —их количество. Тогда, используя пункты II, III 
теоремы А и исходя из геометрических соображении, нетрудно ви­
деть, что

2х

1 п1 (г, е‘\

и

ре19) t/9 > 2- - <Р (г) k/'f (г > Л))-

Отсюда, воспользовавшись оценками (8), (11) и учитывая неравенство 
k^kJt, получим

Д (г, р)>2пФ(И֊ K{A(r)l?(r)+ ч“(г)Цг)}.

Лемма доказана.
Обозначим при фиксированном а, 0<а<1,

£" = Е. (/?,) == {г: < а /?„}. /?„ > О.

Лемма 2. Пусть т (г)—мероморфная в С функция, а, Ь £ С, 
Л I 2 а < р < 1. Тогда выполняется неравенство
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J a)^֊m(Rt, ^)|4֊(л(/г;, a) + n(Rn, b) —

1

֊2"<"'• <'■ '01 + I■<('?,)! '*  'll/?;, a. b) + o[T(cK„)]iR„, (121

I

-2п(И„, а, 4.)|ае + Л'Л„|Ф(/?,) (Л (/?;)!" = о[7<г/?„)|}_ (14)

2*

Нетрудно видеть, что величина ------ I п(г, р£/в)р^О показывает сред-
2«Р 3 

о
нее число накрытия над крив< й, являющейся стереографическим об­
разом окружности |тг»Я —р. Следовательно, согласно второй теореме 
о покрытии ((’), гл. XIII, с. 338) имеем

2«

| п(г, ре1*) dO - 2кД (г) KL (г).

где R'n — ZR,, , c — const > 1. M
О доказательстве леммы 2. Устанавливается существование

таких чисел b£C, а — b |> 2, для которых | In՝'* ’(я՛ (z) 6)|*  </»
Л(Г, а)

„малы*.  Тогдэ оценки Рь(г, я) будут близки к оценкам величин
Л —
I lln(*։(w(z)—а) — 1п<4)(® (г) — b) | * dy. После представления под- 

д(г. с> ;՛ W
интегрального выражения формулой Г’. Неванлинны применяется 
«свойство близости а-точек“.

Лемма 3 (('•՛). с. 205). Пусть w (z)— мероморфная в С функция. 
Тогс/а имеет место неравенство (К— constоо)

O(/?J

tv' (z)
ТУ (z)

d*  ^KRT(cR), R<R>,
(13)

где D(R) = |z: |z| < R\, 
Доказательство

a — &|>2. Интегрируя no

di — элемент площади, с — const > 1. 
теоремы 1. Пусть а = е'* , Ь = ре/е, 
О неравенство (12) леммы 2 и используя

лемму 1 и соотношение (2), получим

Р (г, el''-)dbdr< KRn

Еп 0

а) + п. (Rn . b) —

О

и
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Следовательно, применяя лемму 1, неравенство (6) теоремы Л и учи­
тывая очевидное соотношение А (г) < Г(сй)/1п с из (14). получим

ГС ~

«я О

1
Из оценки А(г)<И(г))’ '(г>0), Е (('), п. 326), где £-не- 
которое множество конечной логарифмической меры, вытекает, что 
при /?„>/?© в каждом интервале , 3֊° цД -найдется та-

• X 2 4 /
кая точка /?п — , в которой верно неравенство

—+•

Окончательно, из (15) имеем
2к

| (г, е'9) 4г = о ( Г(с/?«)] /?„ .
гЛ О

(16)

Отсюда, применяя лемму 1.3.1 работы (5), получим утвержде­
ние теоремы 1.

Доказательство следствия следует из теоремы 1 и неравенст­
ва (I).

Доказательство теоремы 2 легко провести, используя лемму 3 и 
неравенство (16).

Автор благодарен Г. А. Барсегяну за полезные обсуждения и 
постоянное внимание к работе.

Ереванский государственный университет
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np.nbrj Հս(շ)-ը մԼՐոմորֆ է C-ամ, ձ (ր, ճ) = {’ : |z| = ր; w (z) а К [ |, 
k GN տեղի ունեն Կարտանի նույնու թյան տիպի ա ոն չո ։ թ յունն երւ Որպես 
•հետևանք ստացվոէմ է UJJr} առնչության անալողր Վ. ՊետրեՆկոյի աճի տե֊ 
սուիյուհումւ • ’Յ

Л ИТЕРАТУРА — Դ •• Ա Կ Ա Ն II b I*  3 Ո Ւ Ն
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Л”импмл’Ы-ь «мтям» тпьты֊

Том 93 1992

МАТЕМАТИКА

УДК 517.95

А А Галстян

Решение интегральных уравнений с 
псевдодифференциальными ядрами

(Представлено чл.-корр. АН Армении А Б Нерсесяном 27/Х» 1991)

При построении параметрнкса для гиперболического оператора 
возникав։ необходимость исследования следующей задачи Коши

I 0 (5, Х)=0,
(1)

(2)

где /?(/. 5), Ао (/. х) — ^х^-магричные псевдодифференциал ьные опе­
раторы. зависящие от параметров х£ |0, Г). При предположениях
■а символ оператора /?(/, х), а именно

| Д>? /Л г (/. X, 5)1 <с„, >-м (1п<Е )' ”«(<. Е), (3)

(4)
Г

֊)^<Л1п <; ). е{1, О <С.,<£ ;

в работе (’) дока пинается существование и единственность решения 
задачи (1), (2). Мы переносим этот результат на интегральные урав- 
•нения типа Вольтерра

1

(?(/. 5)= А*о('. 5) /?(/. 15)

Интегральные уравнения с псевдодифференциальными ядрами рас­
сматривались во многих работах (см., например ( ). В работах ( 
рассматривались интегральные уравнения типа Вольтерра пар.июли 

веского типа.
Наряду с уравнением (5) рассматриваются также интегральные 

Уравнения

И/, *)=*»('• »)+]>(«. «М«. <«>

207



Щ(. s)=R0(t, s)+j£/(t e>Z?(G. s)dG.

s
(7)

G(t, s) = R.(t, s) + [*>(&. s)G(t. 6)d9,
(8>

где /?(/,$), /?„(/, $) — ЛпЛматрнчные псевдодифференциалыге опе­
раторы (ПДО) с символами г (С 5, х, $), г0 (/. 5, х, I) соответственно.

Определение. Отображение (?(/, $)£С(|0, Г]2, и ЧГда6) бу- 

дем называть решением интегрального уравнения (5), если

<?('. $)-/?.(Г, $)-р?(Г, 6)3(9, (9)

1

Решение уравнений (6), (7), (8) определяется аналогично.
Теорема 1. Предположим, что существуют постоянные К, 

Л1, С() такие, что с некоторыми р, т для любых а. р, с положи­
тельными постоянны ми С,.р, при всех х£/?л,
< ; > > Л/ выполнены неравенства

\1У.О\г(1. ։, х, E)t<C.,j <5>’W(ln < Е > )'"+V (։, x, 5), (10)

ID'lAr^t, s.x, E) | < C.,, < « >’•՛■’(In <E))’+flg(s. X, E). (11)
T
jgb, x. Е)Л<*1п(Е>, g(s, x.E)<C„<E>” (12)

Тогда существуют решения Q(t, s), V{t, s), U(t, s), G(t, s) 
интегральных уравнений (5), (С), (7), (8), с символами q(t, s, х, £), 
v (t, s, x, $), u(t, s, x, J). g(i, s, x, $) соответственно.

Причем эти символы—dXd-матрицы и при всех 0 -< s < t < Т, 
<О>7И удовлетворяют неравенствам

|д:О’.?(/,։, X, £)1<с.., <Е>'г+”'|։|(1п(Е>)’ь+’|+’. (13^

|О”Д;®(Л ։, х. Е)|« С.( Е ) г+"-|>|(1п < Е > (14)

։, х, Е)|<С.,, <Е>'г,”-|>|(1п<Е>Г+’|։1. (15)

Ю’ЙЯД, ։, х, Е)|<С., < Е > *г+"-'։’(1п < Е > )’•4’’|+՛, (16(

и, слеоовательно, принадлежат классу С/([$, Г], П 5/г+^"+։) р 

ПС}((1, Г), л 5К4*+’ш+'). 
• <•<1

Доказательство. Сначала докажем теорему для интеграль­
ного уравнения (5). Выберем собственные представители классов эк-
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нивалентности R(t, s), Rn(t a H <4 n i { ' построим собственный
Q(t. s). Решение будем искать в виде оператор

т ™ ’Г! г у, ... (ГПООС/ )), (17)

где s. х, О - решение следующего интегрального уравнения

/
S. х. О - r^t, s, х, В) 4֊ Jr(f, в, х, В) (&, s, х. 0J8, (18)

* *=0, 1, 2, ...где
I

r.(l. s, х. •) =2 wll_-Jolru. 4. X. ;)Z^,(e, s, X. (jdo. (19) 

3

՛։ tf «(/, 5. x, ;) находится по следующей фирм /лс:

t (%
4At. s, xt ^ = rk(t, s. X, E)+ w(f, &, x, -)M0’ s. *. (20»

3
t

w - V zc\, wt (t, s) = Г (/, s), W,+| (/, s) = fwt (/, б)щ/, (0. 5)t/0. (21 ) 
v«=l J

з

Лемма 1. Для любых а, V — 1, 2, ...) имеют место нера­
венства

в о\ & V, (е, х. X, 5) 8 <С,.» < с > (1П < £ > )1<+” X

<!»♦»> ( Г ։’՜*
Х£($, X, о------- ---  ■ (22)՛

(*֊Н)и I
3

Существует да (Л 5) матричный ПДО с символом

Т£) (/, 5, х, В) = ®։ (^, «, X, Е) 4- ®«(^. 5, х. с) )֊... . 

удовлетворяющим условиям

5, X. ОКС.з <5>-|՝|(1п<€> )'в+”^(^ х, с)х

X V —- -------•( ( £ (х) . (23)
^1(у-1)1 I.) I

Лемм։ 2. Для любых «, р, k имеют место неравенства

JD=DxrA(r, s, х, Ей < С։.₽. > < Е > 11 х, Е) (In >; ; )

(24)
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<5> *'■*«(։, х. •։)(1п(5>)"+’1-’*

■ (> -Г I )!’+«’։+։* ( р
х£------------г---------  . (25)

'-о VI и |
9

Из неравенств (25) и (12) получаем

(о: Л я. (С ։■ X. 5) I < с..,,. < г > к-‘-։■' (1П < = > )*н+я««« ? (4. х5)

(26)
равномерно по 0 < 8 < / ֊<. Т. Следовательно,

?АеС|([$. ту П 5*՜°').
о<1 < 1

Таким образом, существование решения уравнения (5) доказано.
Доказательство теоремы для уравнении (6), (7), (8) проводится 

аналогично Теорема доказана. '.м
Теорема 2. Пусть выполнены предположения теоремы I, тогда 

решения интегрального уравнения (5) и интегрального уравнения (6) 

единственны по модулю С'(($, 7* |, V *).
Доказательство. Докажем единственность решения урав­

нения (5). Пусть И (I, 5) решение следующего интегрального уравне­
ния

I

и(։, 5) = /(1, ։) + ((?('. ’)“(«. ։)<Я <271
и 
5

где /(/, $)£ С (|0. Г|\ Й ). Определим оператор (} по формуле

0/(1, ։) = (’(/•(/, Г)/(Г, ։)Л-, (28)

где V7* (С / ) решение следующего интегрального ур!внения:

I
уо, е) = 1 + Р(1, о+Суч*, о)«(9, еум, (29)

I

»жесь / — тождественный оператор, Р(1, Т) сглаживающий оператор, 
гладко зависящий от Г, Решение уравнения (29) существует со­
гласно теореме I. Из (27) получаем

^•(/, е Г, 0) «(&, 8)4/0^’.

Меняя порядок интегрирования во втором интеграле и учитывая 
(29), получаем
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“(Հ ։> ' 77{0/{է։ ')«(<. ։) i՛ aPil-
J at “(է՛, s)dt'. (30)

Теперь легко 
Пусть Q{(t, s) и 
ставляя в (30)

доказать единственность решения уравнения (5). 
Ч։,Л ։) два решения втого уравнения, тогда под.

“О՛ ։)><|։£С1.(|։. Г|. 6)

где д„С«-(/<՛), подучаем (}, (/, д>-коп,рре ЯЛЛЯется ЭД(. 
ментом пространства С)(|т։ Г], Ф”’).

Доказательство единственности решения урэц.ения (6) „ново- 
днтся аналогично. Теорема доказана.

В заключение автор выражает благодарность своему научному 
руководителю К. А. Ягджяну за постановку задачи.

Межвузовский научмын центр
по прикладным проблемам математикиԱ. Ա. ԳԱԼՍՏՅԱՆՓսևցողիֆերեք»ցիւսյ կորիզներով |ւնտեգրսյ| հավա սարումների լուծումը
Աշխատանքում դիտարկվում են ՎպտեէԱԱյի տիպի հետև{ս,լ ինտեդրա, 

հ ավա սարումնԼ րր' 
է

Q(t, s) = R^t, s)+ | R(t. 6)Q(9, s)d'j,

9յ9. ր. *Հք | I /
V(t, s)= R„{t, s) + | K(G, S)R(f, 6)ԺՕ,

/

Ս(է, Տ) = /?օ(Հ Տ)+ | Ս(է, Տ)Ժ6.
J

| է
G (է, s)=R0(t, Տ) 4- J R (Ծ, S)G(f, 0)^9. 

$
որտեղ Տ), R (է, Տ). Q(t, Տ), V(t, ծ). Ս(է. ձ), ՕԱ, Տ)-փսեր>֊ 
'l/՚ֆերենցիալ օպերատորներ են, Այդպիսի հավասարումների համար կա֊ 
Լուցվում է հակադարձ օպերատոր, որի կորիզը ևս հանդիսանում ( փսևդո- 
դիֆերենցիալ օպերատոր, ապացուցվում < լուծման դոյությանր և միակու­
թյունը կորիզների սիմվոլների վրա դրված սահմանափակումների դեպքում,

Л ИТЕРАТУРА — ^PULUlkbOb^SnbV
• К А. Ягджян. Изв. АН АрмССР. Математика, т 21. № 4 (1986У > А. Га- 

nlguchi. Molh. Japonic։, v. 27. M 4 ( 98?». ։ H Tanabe, Hokka-do Math. J., v. 1. 
(1983). « Y Fuiita O aka J Math. v. 27 (1'90). » Ф. 1 рев, ведение в теорию п.ев- 
Доднффер накальных операторов и мнтегральных операторов Фурье. Т. I. Мир 

М., 1984. u
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ՀԱՅԱՍՏԱՆԻ ԳԻՏՈԻ^ՑՈԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ԶԵԿՈՒՅՑՆԵՐ 
ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ

Том 93 1992 лГб

МАТЕМАТИКА

УДК 51921

К. В Гаспарян

Об асимптотическом поседении опциональных мартин! алпв
(Представлено академиком АН Армении Р В Амбарцумяном 10/111 1992)

В данной работе получены усиленные законы больших чисел 
(У. 3. Б. Ч.) для одномерных и многомерных опциональных мартин­
галов. Приведены также законы повторного логарифма для одномер­
ных опциональных мартингалов, распространяющие соответствующие 
результаты Д. Лепннгля. Многомерный вариант У. 3. Б. Ч. приме­
няется для установления строгой состоятельности МНК—оценок па­
раметров для линейной регрессионной модели, рассмотренной в ре­
гулярном случае А. А. Новиковым и А. В. Мельниковым (1-г), а 
также А Де Бретоном и М Мусейлой (4).

В отличие от работ (։՜®), где аналогичные вопросы рассмотрены 
для регулярных (сасПа^) мартингалов, заданных на стандартном сто­
хастическом базисе, здесь рассматриваются опционально-измеримые 
(1а£1а(1) мартингалы (с траекториями, имеющими двусторонние пре­
делы) на произвольном стохастическим базисе (2, Г, Г=(Р։)| 0, Р). 
Необходимые понятия, используемые в работе, можно найти в (

Примем следующие обозначения:

с+ = (Р,+)„,.
где Б, — п Г.; Р, Оз —алгебры предсказуемых и опциональных 

Ж >/
множеств, а также множества соответствующих ^/-мерных измеримых 
процессов н (1 Хс/-матрично-значных процессов {(1 1); Р,- множе­
ство строго предсказуемых ^/-мерных процессов и т/Х^-матркчно- 
значных процессов ({<?,), О€РХ. еслн (аЛ 0€р и '»
мт— множества Л-моментов остановки (м. о.), /-'-предсказуемых 

м. о. и А։-м. о.; Аюс, V* к А^с — множества с/-мерпых процессов 
локально интегрируемой вариации, возрастающих я локально интегри­
руемых возрастающих процессов; А(РЬ, R՛) и Д ՛(/?*)—множество 

матрично-значных процессов А/ ՛ R՝-*■ R ограниченной вариации и 
множество положительно определенных матрично-значных процессов
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М') таких, что А. ֊ А. яяляегся положительно определенной 

матрицей для любых />։; М,,.(/?') * < ₽-) _ ин0>!։егтм
нальных локальных и локально квадратично интегрируемых ^-мерных 
мартингалов; ֊•>(/? ) - множеств «-мерных опциональных семимар. 
тннгалов. к

Для ^-мерных опциональных процессов X (Ад о условимся 
обозначать (А — ) множество, где существует Пт А։ (ш) = АЛ (ш) по 

/-•ои
по норме , | пространства R и является конечной случайной ве­
личиной (с. в.).

Для множеств А, запись А~д л. н. или АсВ п. н. бу­
дет означать соответственно Р(А&В) = 0 или Р(А П(2\В)) =■ 0. г е 
Д — знак симметрической разности множеств.

Пусть (У, Р, 0. Р) — некоторый стохастический базис,
где /Г=(Р։)/ произвольная фильтрация (неубывающий поток 
«-алгебр: Ржс Г,ср,

Пусть М = (МД 0£М|Ое (/?’). Тогда имеет место единственное (с 
точностью до неотличимости) представление ( м. (71) .11Мг — ,И*'. 
где М' =֊ Мс Д- ЛГЧлПос (£’), ЛГ£М1ос(/?՛) и ЛГ1 (ЛИ) £ М1Ос(/е*) ֊ 
непрерывная н „чисто разравная“ са(11а^ (саДай) составляющие 
для М.

Определим процессы (Л/М, - <М,— Ms , Д + /И5 = М։+— УИ„ ($>0)

[/И. Af|, - <ЛГ >,

Dt = <Mf , + 2(14-1^1) '(Д;М;)Ч
3 ъ 1

4 V(l 4|Л+ЛГ/)՜’ (A+At)4 Aioc.
3<t

где ( М‘ ) £ Aioc — квадратическая характеристика для Л/ 6 (/?').
Справедлины следующие результаты относительно множества 

сходимости опциональных локальных мартингалов (ср. (')).
Теорема 1 (см. (։о))- Пусть Л1 £ М|,1С (А”) Mfoc (/?*))• 1 ozoii

a) (D-< oo)C(M֊>)((< п-

Ь) если для всех Tfz^ и имеем £|Д-Мг|/7<. <» «

£Ц+Л4с.|/։7<.<оо(£|ДуИг1,/г<.<от »£1д то

(О. < оо) = (IМ, Al]w < ») = п- н

{( Л1 w < оо) —— (|М, Л1|. < тс) = (А4-)) п- н- 

где D^P'ftAZc — компенсатор процесса О^Люс. ՝* +
4 Mg £Р n Aik- — квадратическая характеристика для И 

<М?ос (/?’)•



1. Усиленные законы болмиъх чисел 
я) Одномерный случай
Пусть Л' •-= (ХД с разложением X ~ X, 4 А 4՜ И. где*

Х<Л^ Ие.И1в<(/?Ч и £-(Мг>ь^У+ПР,. №

Рассмотрим следующий процесс:

К,= [ (1 + 4,)՜'4Х', + (1 +4,,) ։Л¥,' . (1>

» ч ։՝’•** ֊ м >"^ДI
где ’И

Л' Х'+Х*. X' —Х.4 Д' +ЛГ, ХЖ-АГЧ-/ИГ,

А == А՝ 4՜ А' 2^ д А, Н I

к .но.игсльно определений интегралов в (1) см. (")).
Прч д жазятельстве У. 3. Б. Ч. используется следующее обобще­

ние нэгестюй леммы Крсиексра (ср. (’)).
Лемма! (см. (’•)). Для процессов Х£$(Я՝) и £^’лР. 

, привеиливо включение \ ՛.

(£. = «) П(Г,-)^(£;‘Л, —О) л. н. и - со).

Дока ительство. Из (I) легко видеть, что

(I +Д) - П'+ (I + £+) >7 = Х։-Лр. (2>

Применяя формулу интегрирования по частям (см. (*)), получим

(1 + Ь) У, |Ц 4) г;֊(1 + 4.) Г,' + Г Г, + ГС1.

Тогда нз (2) заключаем, что

(1 - 4,)-'Х, = (1 + 4,) ‘(А„ + Г,) +

+ (1 + 4,)՜' (4, У, у֊ с, - у-О,՝)-
Ввиду того, что на множестве (/.« = )П( К -) имеем 5ир I Ы < оо, 

I >0

(! + /.,) ’ (Л'о4- К г) ~* 0 п. н. при г — со. 
С другой стороны, имеем для а<^/.

10. Г| л, ц

Ю. «I
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р| >\|(1 *• £.) ' (С, £*> г| г. у։| .

>4^7* • О)
I*

большим гОтсюда и* множеств (/. -а.(П(Г_) ։<1С„ТО,ЯО , 
.ыборих «юти-тстеупщи» и . V пр.,ую ,,ст։. , в։р,кн>-т„. (3: 
можно сделать сколь угодно малой

О п. м. при ( ֊♦ о €СЛи\

а) для X £ имеем ( У > _ < со я,

Ь) для Х^М^ (/?’) инеем | У, Г|_ < « я. м и Е 1ХГ\/Гл . < ■ , 
£| Ь ' Хи\1и<~<ао дяя *сех Т^ч и \

с) для ХЬ${Ц') имеем

Уаг Г. 4- Уаг ЯС 4- 5. < <ю п. н.. ,4)

где У = Уо-± В + М<3{Р') (В~ # > В‘£\. процесс
из (1), Уаг Я. - вариация процесса В на (0, оо|.

Доказательство. а) Утверждение непосредственно следует 
из теоремы !а и леммы I; Ь) так как процесс К£М|«(Я՛) и для 
всех Г£т и 1/£т+ имеем

Е| Л Кг| /г . < Е( 1 4֊ £г)՜' I А> т /г< .<Е\ьХг] /г, . < «

Е11+ м . < Е0 + £«4 Г’ I * х,,| /„,.<£ О • Л-,.| /,.. . < «.
то утверждение следует из теоремы 1Ь и леммы I; с) пусть Х^5(Я'> 
с разложением Х^Х<, + (А ЛО (Лг .Иг), где А, А V, 
Мт - М( Л-М\ Запишем процесс У иа (1) в акд<
Г= Го . R V. где В=ВГ ■ ВЧ^\. и В՛ (1 А)՜'
А\ В1 =(1 4-иГ։ А*. Лг= (I 4-1)՜1 М' \ (I £.)՜’ М*. Из ус­

ловия (4) следует, что Р({У —) = I» Р(В? —) = 1. т. е. Р(Я~») = I. 

С другой стороны, так как О- < •». то из теоремы I а) следует, что 
Р(У^)=1. Таким образом, имеем Р(Г-) - I и утверждение е) 
следует из леммы 1.

Из теоремы 2 выводится следующий вариант леммы Бореля- 
Кантелли (ср. О).

Лемма 2 (см, ('•)). Пусть А « Аг -г- А* £ А|« и вмлолняюяия 

УСЛОвиЯ

п. Н- и (5)
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Тогда

AT1 Л, — 1 п. и. при t — *.

Доказательство. Ввиду того, что X - А - А £ Л1юс (/?'). до- 

статочно доказать, что А։՜'А'։ -* 0 п. н. при t —*■ со. Согласно теореме 
2 для этого нужно показать, что :

a) £|Д.¥'Л < со, Е1 Хи I /.. < со для любых и

СЧ<+!

Ь) (1+Д)-2 [А", Л'|. +(1+Лх)-։ |Х։, ,¥').<=> п. н.

Условие а) следует из неравенств:

| ДА | -s> ДА -г ДА, | А Л |< 4 Л • А Л и

НА f. _ < £sup ЛД < со, Д7Л, <fsiip А А < оо 
Г>(1 ՝ />0

дли любых 1 k "р и U поскольку множества (ДА>О)£Р и 
жм

(.Д՜ А ^>0)^0 исчерпываются последовательностями соответственно 
Л-предсказуемых м о. и Е-м. о. (см. ('))• Условие Ь) также легко 

получить, учитывая (5) н очевидные неравенства: (1 4՜ А)• А- < 1 и 
(1 + А+) At < 1 (ср. (°)). ‘ ... gЧ

в) Многомерный случай (У. 3. Б. Ч)
Для М = (ЛГ, ..., Ма)' £ Л/’ос (Rd) положим (см. (՛))

Q' =(d< Mlr, Mlr)ld(M')), J<a,

Qg=(d(M", M,g )ld<MKy)l 1<а, Q4P. Qe(:Pt>

где Ml ^M‘' + Mlg. {Mr)=trUMlr, M,r))l J<at

< Mg > tr( < M,g, Mlg > )z ;<rf» trA — след матрицы A.

пусть 1-(4')(.м<Ы+(«')лР„и = Ам€-’*('!'). так 

ЧТО

j trL7՝qr3^7՝)*d{Mry9<^t 

ю%

trL7l Q, + (£?;)• d < Mg >

Ю /|

где (L 1 )*—транспонированная матрица.
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1огда определен процесс

г' = ] г емкс#4) (Ср. (-)).

1°- *1 |в, 1|

Имеет место матричные аналог леммы Кронекера (ср. (*)).
Лемма 3. Пусть М £ М?„. (/?"), А £ Л ь (/?") П Р,.

Тогда

<хш1п (£,) — «) Л(1йп хт|։п(^,)хта«(^)< «>) П(11тк~|,п(/.г)кти(/.|)< 0о)п 
4=0 I -•

П (Г, -*)£(| Ц ' М, | — 0) п. «.,

где Хт|П(Л<) и Лтэ»(£<) минимальное и максимально* собственные 
значения матрицы £г.

Доказательство. Нетрудно видеть, что

I®. <1

Ьз^дУз^. с точностью до неотличимости. 
/|
Далее, применяя формулу интегрирования но частям (см. (9)),

получим

|0. /|

+ + дЬ^У,.

I». 'I Ю,1|

Откуда имеем

М,.. 17՝ Г (Г, - Г,_ > + с,՜' | <ПЪ (У, - к,). 

|0, п |0. ’I

Учитывая теперь условия леммы, получим для о<^1
•(ср. (’»

Ш7'ЛЪЮмы(М1 ( ^:<У,-У.Л +

Р./|

• хЧч(£<)| Г (У,- Г։И<2й'«п(/..)5»рПЛ(^..(С)-*

Ч->та«(^р)) Ч֊^й։п(^,)| >■ _ — ^|(кт.ж(^<) + *ти(^/))

(6)
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Для достаточно больших ( выбором соответствующих значении и и и 
правую часть в (6) можно сделать произвольно малой.

Отсюда получим следующий вид У. 3. Б. Ч. для (/-мерных мартин­
галов.

Теорема 3 (ср. (։)). Пусть М £ М|ОГ (/?*), /. <:А+^) ПР,.

/ Д (/?4) и имеют место условия՛, (п. н )
1) 'т1п(£/) -* гс "Р" ։ — * :

2) Пт ։ т|п (Г.ах г) 30 • Нт ^щ|п (А/ ) ^тэж I ) ж *
/ -• *» Г

3) иг'о'ц'С-г.-«'>.<», мд;1 ((;՛)՝• <.мг>.<«.

Тогда (/, ։ЛЪ| — 0 п- н пРи 1 — »•
Доказательство. Из условий 3) следует, что ( ) >.<С°° п.н.. 

Тогда согласно теореме 1 имеем Ц У(— У^ |-*0 п. ы. и по лемме 3 

получим —0 п. н.
Приведем простое применение У. 3. Б. Ч. для следующей регрес­

сионной модели (ср. (1՜4)):
Пусть наблюдается процесс

Л(=.4/8 4^И|, / >0,

где М = /И'+Л1г€М?ос (/?"), Л=Л'4-ЛЧЛ(К*. Я")ЛР1։ ^-неиз­

вестный параметр. Пусть существует процесс И= V ՛ Д- У՞ £ Р, Л Д + (А*1) 

такой, что йА'уй У/ = а, , г^АЪ,^ , а£Д(/?*, /?*) Л Р- 

Д(А* , А*а) Л О. определены процессы:

[0. /|

€Мк(Я'|.
|0. г|

|0, Г| ю. и

(,+ ел+(/?‘).

л кг > /лу' < оо п. н.,

Теорема 4 (ср. (’)). Пусть 
ремы 3 и следующее условие՛.

3') /г£՜՛ -1/£< оо,

= 1У1к >14^)/,/^.

а < и*) <«’< оо п. н.

выполнены условия 1) и 2) тео

(£;')* У1 <«> п. н.

Тогда МНК-оценка

стоите льна (Г^>0).
|0. Г|

строго со-
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Доказательство. Легко видеть, что 0г—0 

ИЗ теоремы 3 имеем |0г ֊ 9 |_ 0 п. н. при Т֊> оо, 
2. Законы повторного логарифма 
Теорема 5 (ср. О). Пусть Л^лС(/?') « 

/,5ир|Д /И,|< оо. /огда при условии ( Л1 = то 
х вс

I՜ Լ т' Mi. Тогда

£sup| йЛТ|< ос, 
г>о

п. н. имеем

hn)7Wz(2< М ) , In In < М >։)-’ь < 1 „

Теорема 6(ср. ( )). Пусть М £ М|0С (#') Если £зир | лЛ1, | со

/ $ир | Д' ЛГ,|<оо, то при условии [/И, М\_ = ■*> п. н. имеем

й^М,(2[М, /И|,1п1п[М, Л4П 1/։<1 ". н.

Доказательства этих теорем с соответствующими модификациями 
проводятся по той же схеме, что и в работе (5).

Ереванский государственный университет

Կ. Վ. ԴԱՍՊԱՐՅԱՆՕպրյիոնալ մարտ]ւն<յա[էւԼր|ւ սւսիմպտուոի1ւ վարքի մասին
Հոդվածում ստա ցված են մեծ թվերի ուժեղացված օրենքներր միաչափ 

և բազմաչափ օպցիոնա լ մա րսւինդա[ների Համար։ Ոերված են նաև կրկր- 
նակի լոդարիթմ ի օրենքներր միաչափ օպցիոնա լ մ ա ր տ ին դա լն ե ր ի Համար։ 
Որպես օրինակ ապացուցված է անհայտ պարամետրի դնահատականի 
խիստ ունակա յնութ (Ոևնր դծային բազմաչափ ոեդրեսիոն մոդելի համար:

Ոոլոր պրոցեսները դիտարկվում են կամայական ստոխաստիկ բազի­
սի վրա և ենթադրվում են ոչ ոեդույյար (երկկողմանի սահմաններ ունեցող 

*ե տա դծ երո վ)։

Л И ТЕРАТУРА—ԴՐԱԿԱՆՈՒԹՅՈՒՆ
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•о*. V. Gasparian.' Fifth Intern. Vilnius Coni on Probab. Theory and .Math. St.
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ՀԱՅԱՍՏԱՆԻ ԳԻՏՈԻԹՅՈԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՋԵԿ11ԻՑՑՆԵՐ
ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ

-V ՜~- — - яг*г»"-^,яр" I ■ ■ ■■ ————յւ-Հր
Том 93 1992 № 5

ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

УДК 529.3.01

С. М Мхитарян

О спектральных соотношениях для интегральных операторов 
с логарифмическими ядрами, встречающихся в контактных 

и смешанных задачах теории упругости
(Представлено чл.-корр АН Армении Б Л. Абрамяном 15/Х1 1991)

Многие контактные и смешанные задачи теории упругости и тео­
рии вязкоупругости сводятся к интегральным или интегро-дифферен­
циальным уравнениям с логарифмическими ядрами (|~а). Их реше­
ния часто проще и эффективнее построить при помощи спектральных 
соотношений для соответствующих интегральных операторов, чем 
другими методами. Обширный класс спектральных соотношений в 
ортогональных многочленах для интегральных операторов, встреча­
ющихся в разнообразных областях механики деформируемого тела и 
математической физики, приведен в (*•*). Кроме того, такие соотношс 
ния получены в (6), а также в работах (7՜"). *•

В настоящей статье методами теории логарифмического потен­
циала устанавливаются спектральные и родственные с ними соотно­
шения для интегральных операторов, порожденных логарифмиче- 
скими ядрами, которые играют важную роль в контактных и смешан­
ных задачах механики деформируемого тела и в смежных отраслях 
математической физики.

1. Рассмотрим интегральное уравнение первого рода

п ? (ս)ճս = ք (х) (1.1)

при условии

(1.2)

где у (л)£ /Л(А) («>(л)>0). /(*)£/?(£), /.— отрезок или совокуп­
ность отрезков юризонтальной оси Ох плоскости, отнесенной к пра­
ной прямоугольной декартовой системе координат Оху. При помощи 
логарифмического потенциала простого слоя
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1п----5 (I зь

решение уравнения (1.1) при условии (1.2) можно свести 
следующей внешней краевой задачи (•);

= ° ((х,у)£П\Л П=|г>0|);

у *0

к решению

После решения краевой задачи 
уравнения (1.1) определится по

(1.4) плотность источников решение 
известной формуле

— ку (х) я-Нп։ з^п у (х££). 
у-о ду

Чтобы иметь дело с регулярной на бесконечности внешней 
вой задачей, от функции и (х, у) перейдем к функции (։)

(15}

крае-

У(х, у) = и (х, у) - Р 1п — (I 6>

Тогда вместо (14) будем иметь следующую краевую задачу:

ди = о

¥-0 =/(х)-Р\п

И(х. у)-0 

а вместо (1 5) — формулу

дУ 
ду

Р8(х) [ (х6/->, (18}

где 3(х) — дельта-функция Дирака.
Далее конкретно рассмотрим два случая, когда

Сначала рассмотрим случай конечною 
случай. Как в (*), комплексную плоскость г 
I. при помощи функции Жуковского

отрезка £, т. е. первый
= х + 1у с разрезом вдоль

а (19)

„ л кпмг 0<1 плоскости С, причем будем иметьотобразим на единичный кру । р*֊֊
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соь О,

При указанном отображении верхний и нижний берега разреза Л 
переходят, соответстенно, в нижнюю и верхнюю полуокружности р»|, 
а точка 2 = ао пере<одит в точку ' = 0. Исходя ։а последнего, при 
помощи (1.10) находим Я

— (с? 4 2p»cos20 -4-1) 
(2

откуда вытекает, что I г(р-»0). Поэтому, предполагая, что 
как обычно, плотность источников логарифмического потенциала 
(1.3) обладает конечной мощностью, т. е. имеет место условие (12), 
в соответствии с (1.6) введем в рассмотрение функцию

Г(р. И) (1.11)

у» (Р. “> =47 (у (։• + у)cos °- у (с - у)sln #

Тогда краевая задача (1.7) преобразуется н следующую задачу
Дирихле для единичного круга: : 4

д*\*' 1 OW , | d՝W Л------- I---------- - |----- --------- — ()
др* Р др р։ db*

(р< 1, — к<0 <

(1.12)
U7(0, 0) =-0; >Т(1. »)=/.(») -Pin — ; 

а
/o(») = /(tf cos»)).

При этом формула (1.5) с учетом 
(х = a cos 0 —т. 0 < тг)

(1.11) перейдет в формул;

о (х) - ( т.а | sin i> |l 1 (1.13)
p-l

Решение краевой задачи (1.12), построенное в (’) методом раз­
деления переменных, имеет вид (п=1,2,„.)

Щр, (-г<в<ж),

oW(p. »>)

ДН») cos л։»<Д), 2к In

Рассмотрим одну гармонику 1Гя(р, &) = р*со5л& (л = 1, 2,..) полу­
ченного потенциала, а также его нулевую гармовижу (Гс (р, Н)=0.

222



Вычислив
НАХОДИМ

по формуле (1.13) соог«тст.ующу10 плот11остк исто,ниио„

(a cos 0) - лсо$яН (naslnh)՜1 (Я = J 2 . j 
р sin Н)1 (А=0; 0<»<^). (I 14)

Учитывая (1.11), выражения указанной гармоники при р«| 
нгтствующеи ей плотности источников из (1.14) подставим в 
результате придем к следующим спектральным соотношениям 
—многочлены Чебышева первого рола):

н соиг-
(1.3). В

(Гп(х)

In I л '^(х/а) (п 1.2. ...);
I In (2 а) (и ~ о. |л|<л); • 1 15>

полученным в (’-’) другим методом.
Чтобы получить родственные с (1.15) соотношения, дающие вы 

ражения инте։ рал о в на лучах заметим, что согласно (I 10)
лучу х>а соответствует значение В = 0. а лучу х <-а - значение 
0 = к; следовательно

тп <('•' 't)du

I ' и’

(0<Р<1).

откуда
р = ( х| - I д1- а’ )/а (|л|>а). (1.16)

Подставляя в (1.3) значения указанной гармоники потенциала при 
0 — 0, Н = к и выражение ?(х) из (1.14), с учетом (1.11) и (1.16) по­
лучим следующие интегральные соотношения (//(х) - функция Хе­
висайда, п = 1, 2,...);

а

— а

1
1*֊«1

Ta(u/a)du 

) а։ — а’

In

.-= — I//(л)+ (-1)"//(֊*)II(И- V ж*-а’)/®Г;
п (1.7)

_J______ . du. - = In [2(|х| — V л։ — а* )/а’| (|х|>о).
х — и I ) а’ « и*

Соотношения (1.15) и (1.17) после дифференцирования их обеих 
частей по переменной х переходят н соответствующие интегральные

м Коши.соотношения с ядг__
2 Обращаясь ко второму случаю, рвшеиме краевой задачи (1,7). 

опять построим методом разделения переменных, для чегокак выше.--------------- , _
опять воспользуемся конформный отображением (19) При помощи 

в» --------- веще-с исключенными лучами |х|>а(1.9) плоскость х = л + /У 
ственной оси отобразится на верхнюю полуплоскость ч 0, причем
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полуплоскость у^>0 отобразится нт полукольцо {р^> 1, 0<П<-), а 
полуплоскость у<0—на полукруг {р < 1, 0 < 0 < плоскости С. 
Отметим, что верхнему берегу разреза / по лучу х>а (х^—а) 
соответствует луч 5 1 (?<^— 1). я нижнему берегу разреза I. по
лучу х>а (х<—а) интервал о<«<1 ( — !<£<<’).

Краевая задачи (1.7), сформулированная в координатах т( для 
полуплоскости т; 0, обладает нормальным решением вида

т|) = е ц!со5(՝) (х>0, — «><Е<оо, т]>0); 
I 5«п (с)

Соответствующую потенциалу (2.1) плотность источников можно вы­
числить по формуле (1.8), если при ее преобразовании, как выше, 
учесть, что в данном случае согласно (110)

Игл 1К - 2_ _ Г— 
ду а | Р — 1 |

Далее, приняв во внимание (1.3), (1.6) и поступив совершенно
аналогично изложеннному выше, придем к следующим четырем спек
тральным соотношениям:

соз(хр± (а))

5£П и 51П (>р± )и))
(1и =

СО5(>֊Р±(Х))

$£ПЛ$т(кр (х));
(2.2)

(Х>0,

Р (X) =
а

|х|>а).

Ими даются обобщенные собственные функции интегрального опера
гора

— о

Ч (и)йи.

Так как интервалу £/ - (у — 0: — а<х<а} соответствует полу­
окружность {р = 1, плоскости С, то родственные с (2.2)
интегральные соотношения имеют вид (|х|<^а, Х>0)

224



—a

к՛ (а)
COS(>р. (U))

du = 
sgnusmf/p (//))U

cos(>x a); 
sin (*x/a).

Отметим, что указанный интегральный оператор Л' согласно (2 2) 
обладает двукратным сплошным спектром.

Спектральные соотношения (2.2) можно записать в более ком­
пактной форме, если в них от косинусов и синусов перейти к экспо­
ненциальной функции. Эти соотношения можно преобразовать также 
на полубесконечном интервале (а. со). А имено, будем иметь

In ® (u)cos(/.p (и}) du --cos(>p±(x)); (2.3)

(дг>0, x>a)

Дифференцирование обеих частей (2.2) —(2.4) по переменной х 
приводит к соотношениям, содержащим ядро Коши и аналогичные 
ядра.

Заметим, что при помощи 
(0<Հ;. tj <Հ or ) ИЗ (2.4) МОЖНО 

• — ч шения для ядра In cig--------

замены переменных х — ае :, и = ае1 
получить новые спектральные соотно- 

на полубесконечном интервале.

В заключение отметим, что формулы разложения произвольной
функции по обобщенным собственным функциям, дающимся спек­
тральными соотношениями (2.) —(2.4), можно получить из соответ­
ствующих формул разложения этой функции в интеграл Фурье

Институт механики
Академии наук Армении Ս. Մ. ՄԽԻՕԱՐՅԱԼՆ
Աոա ձ с| ш կ ш & п. թ |քա ն տեսության կոնտակտային և խաոլւ իւնգիրներում 

քոս&գիւգող լոգարիթմական կորիզներով ինտԼգրա, օպերատորների 
համար սպեկտրայ աոհշությունների մասին

Աշխատանքում չոդարիթմական պոտենցիաչի մեթոդների օդնռթյամբ 
Ստացված ( աոաձդականո,թյան տեսության, ինչպես նաև ա ո ա ձդա մ ածու ֊ 
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ցիկուիյան տեսության, կոնտակտային և խտոր եզրային խնդիրներում հա. 
ճախ հան ղի պո դ լո զարի թ մ ա կան կորիզներով ծնվող ինտեղրալ օպերատոր- 
ների համար սպեկտրալ և ազդակիդ ինտեղրալ առնչությունն երի մի դաս. 
Այղ ա ոնչությունն երր վերջավոր ին տերվա լի դեպքում պարուն ակ ում են Տե- 
րիշեի աոաջին սեռի օրթ ո զոնա լ բազմանդամներ, իսկ երկու միատեսակ և 
կոորդինատների սկզբնակետի նկատմամբ համաչափ դասավորված կիսա- 
անվերջ ինտերվալների դեպքում—փոփոխված արդում ենտով եոանկյունա֊ 
չա փական սինուս և կոսինուս ֆունկցիաներ։ Ս տա դվա ծ առնչությունները, 
որոնք ներկա յա դնում են ինքնուրույն մաթեմատիկական հետաքրքրություն,
Հնարավորություն են տալիս կառուցելու կոնտակտային և խաոո խնդիրների 
բէր՝էԿ կս ն 1.ն լ^;ն դասի որոշիչ ձնտեդրւհչ ե ինտե զրա֊րի՚ի ք.րենդի:պ հւսվսւ֊ 
սարումն երի պ՚րրդ ե ա րդյունավետ լուծումն երր:
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мб особенное։ях процесса перекисеобразовання лип док клеток 
Salmonella uerby ’

(Представлено I2/X1 1991)

Открытие у бактериальных клеток внехромосомных элементов 
наследственности оказалось чрезвычайно важным дтя дал.нсйп.л 
разработки эволюционно,' проблематики различных форм ДНК в 
клетках как прокариот, так а эукариот для укрепления связен генети­
ки с теорией эволюции па молекулярном уровне.

Важность изменений бактериальных мембран и клеточных сте­
нок в процессе эволют* гн самой бактерии делает не толы э ните?՞ 
сным, но и необходи лым изучение плазмндомембранных взаимоотно­
шений, чти включает мембраносвязанные процессы, действующие нт 
физиологические и физико-химические свойства плазмид, и опреде­
ляет роль плазмиды в формировании клеточных стенок бактерий.

В некоторых работах показано, как с наличием плазмиды изме­
няются белковый (*), липидный (2) состав бактериальных клеточных 
стенок. Плазмиды как своеобразные факторы эволюции могут оказы­
вать влияние на синтез веществ, участвующих в метаболизме бакте­
риальных клеток (3՜5). Они влияют на рост, размножение и сохране­
ние бактериальных клеток (с).

Ранее нами показана (’•’) важная роль R-плазмнды в физике 
химической организации клеточных стенок S. derby. Показано изме­
нение качественного и количественного состава фосфолипидов (ФЛ) 
клеток S. derby в зависимости от наличия в них R-плазмнды (’). С 
другой стороны показано также влияние R-плазмнды на физиологи­
ческие характеристики этих клеток (10).

Учитывая непосредственную роль процесса пероксидации липи­
дов (ПОЛ) в физико-химической организации бактериальных клеток, 
мы задались целью заняться специальным изучением особенностей те­
чения реакции ПОЛ в плазмидосодержащнх и бесплазмндных клет­
ках S. derby.

Об активности ПОЛ судили по содержанию манонового диаль- 
дегида (МДА), образующего с тиббарбитуровой кислотой окрашива-
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пне, интенсивность которого регистрировал)i спектрофотометрически 
(спектрофотометр Сф—4А) при длине волны 535 нм (։։), количест­
во перекисей пересчитывали на 1 мкг фосфора данной суспензии.

Содержание фосфатидной кислоты (ФК) определял!! по Смир­
нов) к Ч рковской ('-), ФЛ пятна идентифицировали с помощью
соответствующих свидетелей («Sigma»—США).

Ahl Н v 11. i Л11. '3 Ц1 i Ю Л И П ИД КОГО сфора осуществляли в среде сер
нон и азотной кислот и количество ФЛ выражали в мкг неорганиче­
ского фосфора на I мг ацетонового порошка (|3). Активность фосфа- 
т зы ФК определяли по Помазанской (и).

Свободный а-токоферол в клетках 
ду Дигана (։5).

S. derby определяли по мето-

Ранее нами Сыло показано, что кинетическая направленность 
реакция ПОЛ в клетках S. derby не определяется R-плазмидой S.
derby (,с). Детальное изучение процесса ПОЛ показало, что коли­
чество МДА (последнего продукта пероксидации липидов) в клет­
ках S. derby, лишенных R-плазмиды как в аскорбат, так и в НАД 
Ф. II зависимой системах окисления, оказывается примерно в 18 раз 
больше, чем в плазмидосодержащих клетках S. derby.

Результаты по изучению реакции ПОЛ клеток трансформантов
выявили выраженное сходство исследуемых процессов этих клеток с 
дикими, плазмидосодержащими клетками S. derby, что четко указы­
вает на ассоциацию вышеисследуемого процесса с R-плазмидой S. 
derby (|6).

Согласно литературе, взаимообусловленность между интенсив­
ностью ПОЛ и составом липидов (’••*•) может рассматриваться я 
как физико-химическая система регуляции, и как одна из существую­
щих в норме форм обновления состава липидов биологических мемо 
ран (|9). Однако чрезмерное или длительное неферментативное сво­
бодно-радикальное окисление липидов приводит к резкому нарушению 
физико-химической структуры мембран. Это, в частности, распрост­
раняется на функции проницаемости, устойчивости липид-белковых 
комплексов, а также инактивацию липидзависимых мембраносвязан­
ных ферментов (20).

Учитывая это и основываясь на наших экспериментальных дан­
ных, попытаемся представить непосредственную роль процесса ПОЛ 
в физико-химической организации мембран в зависимости от наличия 
R-плазмиды в клетках S. derby, включая: а) изменение в липидном 
составе, особенно фосфатидилхолинов (ФХ), фосфатидил-этаноламн- 
нов (ФЭ), лизофосфатидилхолинов (ЛФХ), а-токоферола; б) вли­
яние на гидрофобность мембраны; в) изменение проницаемости мем­
браны. Xi

Особо интересно изучение влияния процессов ПОЛ нарост и разм­
ножение клеток S. derby.

а) Из литературы известно (2|), что реакции ПОЛ обсуловли- 
вают изменение состава липидов мембран. Ранее нами показано, что
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в бесплазмидных клетках S. derby, действительно, имеет место изме­
нение липидного состава (•>’). Суммарное (процентное» кМ„Ч1.-т„о 
ФХ и ФЭ в плазмидосодержащих клетках S. derby примерно в 2 5-3 
раза увеличивается, что может быть результатом՜ интенсивного сии 

указанных ФЛ в плазмидных клетках S. derby. По литератур 
данным (23), пероксидированию больше всего подвергаются ФЭ и 

теза 
ны м 
ФХ, что, несомненно, отражается и на конечной концентрации всего 
спектра ФЛ S. derby, и на ФЛ—ФЛ-ных соотношениях в них.

Поскольку ФК является исходным субстратом вовле ающихся r 
синтез ФЛ-гл и церилов, то в .ходе работы представляло интерес про­
следить за изменениями в содержании ФК и активности фосф*тэчы 
ФК в плазмидных и бесплазмидных клетках S. derby. В эксперимен­
тах установлено, что как содержание ФК, так я активность фосфатн- 
датфосфогидролази в обоих штаммах S. derby находятся очтл в оди- 
паковых пределах. При этом отмеченное нами увеличение содержа­
ния ФЛ в плазмидном штамме (22) мы склонны связывать с измене­
нием ферментных систем, участвующих в синтезе и распаде липидных 
компонентов клеток (включая и процессы ПОЛ).

В состав липидов клеток входят также витамины группы Е. По 
литературным данным (24), а-токоферолы обладают свойствах;и инги­
биторов окислительных радикальных процессов. Поэтому в цели на­
шей работы нходило также определение сравнительного количества 
атокоферол;։ в плазмидных и бесплазмидных клетках S. derby.

Установлено, что в бесплазмидных клетках его количество прл 
подсчете на 1 мг влажных клеток в 2—3 раза больше, чем в плазми 
досодержащи.х клетках. Учитывая, что ФЛ в смеси с антиоксидантами 
могут проявлять свойства синергистов (23), не исключается, что соот 
ношение ФЛ/а-токоферол в плазмидных клетках S. derby способст­
вует проявлению антиокислитсльных свойств ФЛ, где несмотря на 
большое количественное содержание последних, как отмечалось вы­
ше, наблюдается слабо выраженное перекисеобразование липидов.

б) Применение нами ранее метода поляризационной микроско­
пии позволило выявить различия во взаимодействиях мембран клеток 
S. derby с полой в 35%-ной мембранной суспензии этих «леток ('°). 
Было лолазано увеличение гидрофобности мембран бесплазмидных 
клеток, что, по всей видимости, следует связывать также с увеличе- 
инем выхода МДА, в результате чего происходят изменения в геомет 
рических параметрах липидного бислоя с увеличением гидрофобного 
объема мембраны.

в) Согласно существующей научной информации. изменение сое 
тояния ПОЛ сопровождается сдвигами в антнок-клите и ч-1 актив­
ности, и, следовательно, вязкости мембран (|Г), в связи с чем прои­
сходят глубокие отклонения в физико-химических сисчтпах мембра­
ны и главным образом в функции проницаемости (2|). Связанный с 
-тим процесс повреждения мембран может сопровождаться выходом 
некоторых мембранносвязанных и цитоплазматических ферментов в 
надосадочную жидкость.
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По имеющейся ин рмации процесс роста некоторых микроор-
: анизмов сопровождается способностью выделять липиды в культу-
ральную жидкость с интенсификацией в последней процессов ПОЛ (25) 
Это вызвало интерес к изучению процессов ПОЛ также в жидкой пи
дательной среде роста клеток, для чего по завершении роста клеток 
S. derby их удаляли из среды и в 0,2 мл бульона измеряли выход МДА 
Результаты экспериментов продемонстрировали процессы перекисео- 
бразования в культуральных жидкостях обоих типов клеток S. derby 
(таблица): в случае роста бесплазмндпых клеток количество МДА в 
жидкой среде было значительно больше, чем при росте плазмидосо- 
.ержащих клеток S. derby. Выяснение причины интенсификации про 

иессов ПОЛ в культуральных жидкостях бесплазмидного штамма 
s derby входит в цель наших дальнейших исследований. По всей ве­
роятности. это обусловлено и выходом ЛФХ (процентное содержание 
которых в бесплазмидных клетках значительно выше) в культураль­
ную жидкость, поскольку, с другой стороны, в отличие от ФХ и ФЭ, 
ЛФХ хорошо растворимы в воде (26). Вероятный выход ЛФХ, в свою 
очередь, по всей видимости, будет влиять па гидрофобность бесплаз- 
мидной клетки.

Пронес пер жненого окн дения ли н ов в культуральных жидкое их клеток 
Sain олеПа derty

Штаммы
КЬ9 дикий 
плазмило- 

содержащ й
КМ бес- 

плазм |дный
Тр S2 плазмид 

ный транс­
фо мант

Количество манонового днальдегида 0.0Я 0.П5 0.75

Примечав я. Дззтся ерзднгзрнрме-нческне из 5 опытов, бсолюгные 
показателя количества и» СФ дан д без у >ета на 
1 мкг белка или фосфора

Ранее нами экспериментально обнаружено отставание роста бес­
плазмидных клеток в 2—3 раза в сравнении с нлазмидными клетка- 
■••и (1С) Замедленный рост и размножение бесплазмидного штамма 
S. derby может быть также следствием накопленных конечных продук 
тов ПОЛ, взаимодействие которых с ферментами, как известно, может 
привести к их инактивации.

Таким образом, отсутствие R-плазмиды чревато глубокими откло­
нениями физико-химических свойств компонентов мембран S. derby, 
их дестабилизацией с последующими изменениями метаболического 
статуса клетки в целом и как результат—ее функциональной актив 
кости.

Институт экспериментальной биологии
Академии наук Армении
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Ա. ft. ՓհՓՈՅԱՆ. Ա. Ա. ՀԱՐՈՒԹՅՈՒՆՅԱՆ, ժ. Ա. ԿԱՈՅԱՆ. Հայաստանի ԴԱ թղթակից ա&զամ Կ. Գ. ՂԱՐԱԴ31ԱՅԱՆ
Salmonella derby քքիքնԼրի [|ւս]|ւդս>.յին u|brofu]lipug|in& ս|ուցԼսի աււնւնձնահաէո1|ւսթ|ուննԼւփ մասին

Ոաումնասիրությունները Ծ„,յ{ք լՆ տվեհ որ յիիպիդային պերօքսիդս։- 
րյիոն պրոցեսի (ԼՊՊ) ինտենսիվությունը Տ- derby բջիջներում կախված է R- 

օւոկայրւթյունից, Պարզվել է, որ պլազմիդից զուրկ' բջիջներում 
ԼՊՊ-ն M անդամ ավելի ինտենսիվ է, քան պյազմիդ պարո նակոդ բջիջնե­
րում ւ

Տրանսֆորմ անւո բջիջներում ԼՊՊ-ի ուսումն ասիբութլունր վկայում է, 
որ. իրոք, նշված պրոցեսը որոշվում է Տ. derby R-պլազմիդով,

Նկարտզրվտ ; է 1է-պլսւզմիդի ա ոկա ջութ յունի ց կախված !ՊՊ պրոցեսի 
անմիջական ազդեցությունը Տ- derby բջիջների մեմբրԱւՍնսրի ֆիզիկա֊ 
քիմիական բնութագրերի վրա, ներառյալ' ջիպիգային կազմում (ֆոսֆատի֊ 
ղի լխ Ո լինն երի, ֆոսֆա տիդ ի լէ թ ան ո լա միններ'., չիղոֆո սֆա տ ի դիլխ ո լինն երի , 
0C* տոկոֆե բոլի ի, մեմբրանի հիդրոֆո բութ լան աստիճանի և նրա ՛թափանցե­
լիության վրա։ Մեծ ( Լ՚ւ՚ե-ի ազդեցությունը վերոհիշյալ բջիջների ս/ճման և 
բազմացման պրոցեսն! ի վրա-

Л ИТЕРАТУРА—ԴՐԱԿԱՆՈՒԹ9ՈՒՆ
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1ՈԼՌԼՄԱՏԻԿԱ
ԲՈՎԱՆ Դ Ա Կ Ո Ի Ո Ի Ն (/3-րդ քլւստորի
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յ*պի Նկատմամ ր չլուծված մ ա սնակի ա ծանցյաչն եբով հավասարման համար

Հ. Ր. Ներս|։սյաէ, ’Ր. Սրդու* Շ. Ա. !*ա(լ!լաս՚Աւ'|ան —-Նոր արագ լուծվող ինտեգ­
րալ ՀավասարումԱ. 2. "սւմալյան— 1ք ատրիցա -ֆունկցիաների որոչ գասերի էֆեկտիվ ֆակտ Ո-
րիգացում . . ......................................................Վ. Ի. Դավրիլով, Վ. Ս. Զաքարյան— ձէ ղասի ունկցիաների կոնֆորմ ինվա- 
ր իանտ ոլթյունը և եղրա յին արժեքների բնութագրիչ հատկությՈւնր • • • •Ա. Դ. 1հ1էն|)և— Ուղղորղհշ վեկտորի մեթոգր գծային ծրագրավորման մեջ •է. Ա.Դ. է.

Մ[ւր(էա]սս1£յսւն—ՀիլրԼ րտ յան [{^-շրջակա յքային ոետրակտների 
1'աղզասա րյա ն, Վ. Ս. ’^01 քարյան — Մ, Մ. Հրրաչյա քէձ^ !ո>

մ ասին 
արտա-

գրյալի շոշափ ո դա յին սահմանային վարքագծի մասին .«•••• Ս» Խ. Ղ<ԱՐթ])նյան — Ոլղղորղված գրաֆն երի թերի Համիլտոն յան ց/՚կէերի մասին Լ. 2. Խաշաէորյանյ 2, Ս. 2ա րո»յ>յ Ո ։ն յա ն — Մթնիմալ սփոող ցանցերի նոր

Վ. Ս. 2ամթարյան — Ապոլոնյան շրջանի կետերի 
լու ժամանակները .«••••• Ա. ^յոախեր, 2. Ղո|ֆ — Տ^եղա գրման եղանակը 
մար Մ. Տրբաչյանի տարածություններում , է. Ա. Դանիելյան, Ա. Ռ. Սիժոնյան—Մեկիգ մեծ

մին իմալ և մաքսիմալ բոնվե-

Տյոպլիցի օպերատորների հա-

ծանրաբեոնվ ածութ յամբ Պրար-

հուի համակարգում պայմանական սպասման ժամանակներ ■ • • • •Վ. Ղ. Պ Լտ ր*ՈԱ յան — Նարտանի նույնության տիպի աոնչՈւթյոլններ • • •Ա. Ա. ՂալսէՈյսւն — Փսևգորքիֆե րէին գի ալ կորի գներով ինտեգրալ հավասարումն երի

Կ. Վ. Ղասսյարյս^ն — 0 պէյիոնա ! մ արտինգա լների ասիմ պտոտիկ վարքի մասին
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ԿԻՐԱՌԱԿԱՆ ՄԱՌԵԱԱՏԻԿԱԼ. Լ. 2արՈ1թ|Ո\նյան — Միկրոծրագրա յին պրոգեսՈրի ր ադմ ամակարգակ մ ոգելի

մար ծրագրերի օպտիմալ իրականացման արգյոէնքեեր • • • • • 53

2ԱՇՎՈՂԱԿԱՆ ԱԱՌԵՄԱՏՒԿԱ
Րի

շ. Ր. Ներոիսյան, Դ. Ո. Աղեկնան — Տյոպյիցյան տիպի մաարիցներով համակարգն - 
ո, ծման վե կւոորացված ալգորիթմներ .•••••«• 17

ՄԷԱԱՆԻԿԱՄ. *1, Ր1 լր։^հկյան, Ա. Ռ. Մո»|։։։։|«* ւաչօյան-_ Պարրերաբար ան ՚արթ մակերևույթի 
երկա/նքով սահքի ք կանգունն մակերևութային Ա՛լիքի գոյության մասին • • •
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քով առաձգական կիսահարթության համար հակահարթ կոնտակտային խնդիրՎ. Ն. Հակպւյան ֊ ճարերով թոպացվաձ րաղադրյայ անիզոտրոպ սեպի հա. 
կահտրթ րսրվածային վիճակը ....Ս. Ա. ւքիփթարյաէ-Աոաձգակսէնռթյան տեսության կոնտակտային ե խաոը խրն- 
դիրն երում հանդիպող լոգարիթմ ական կորիզներով ինսէեգրաւ օպերատորների՛ համար 
սպեկտրալ ամՆ չո< թյումն եո ի մասին .....
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28

173
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պարպում Ում ..Գ. Շերմսւն — Ատոմի կլանման սպեկտրը ինտենսիվ սեղմված լույսի ղաշտումԱ. Դ. Ս՜երժսւնւււլ, Ս. 2. Մկրէոչյաճ, Մ. Գ. Ներս|ւսյան. Պ. Բ. Ավացյան, Կ. Ս. Մարտիրոսյան—Մագնիսական ղաշտր, մակածված ՒԲՍ պրոցեսով . . . .Մ՛. Ա. Անւյրիասյան, Ն. Վ. Վարդանյան. Ռ. 0. Կոաոանւաձ— V I.,Օյո : ՚ և
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