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МАТЕМАТИКА

УДК 517 9Ь8, 517. 514

А Г. Камалян

Эффективная факторизация некоторых классов матриц-функций 

(Представлено чл.-корр АН Армении А. Б. Нерсесяном 29/V 1991)

Введение. Пусть Г—простоя замкнутый контур з комплексной 
плоское и С, разбивающий плоскость на две облает» Г+ и Г_. В 
дальнейшем ради простоты будем считать, что 0£Г+, оо £ Г_. Пусть 
5 —'оператор сингулярного интегрирования вдоль контура Г, дей­
ствующий в пространстве кр (кр = 1Р (Г), 1</7<оо):

!$?)(■*) = —-v. р. т(0-------
я/ J t — x 

г

Введем проекторы Р* =.—■([ + S) и следующие классы функций:

Zp = Р Lp, L„ -- Р_ Lp 4- const, Мр = Lp + R, где R — множество ра­
циональных функций с полюсами вне Г. Если все элементы матрицы- 
функции (м-ф) G порядка кхк принадлежат одному и тому же 
классу функций Н. то условимся коротко обозначать .

Нод факторизацией м-ф G^L* ' н пространстве Lp (1<Ср<С°°) 
будем понимать представление

G(О-֊=О’+(/) Л(/)□_(/) (/^ Г). (D

где <;+о^),х*. о_б(/.7),х*. о;Ча.+)*х*. ог'са;>,х* <? = 

= р/р-\) А (<) = (Над[Г‘.../**] и х։ > х։ >•••> хл — целые числа, 
назывеемые частными индексами м-ф О (см. (’• ’)). Хорошо известно, 
что в скалярном случае (к = 1) при условии существования фактори­
зации факторы могут быть записаны в явном виде с помощью проек­
торов Р, . В матричном случае (к 1) эффективные методы факто­
ризации построены только для частных классов м ф (например, 
рациональных или треугольных).

Под мероморфной факторизацией м-ф (/£/.» * в пространстве 
кр (1 <С Р 00) будем понимать представление
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б(0 = Л + (ОЛ_(0 (С֊п (2>

где Ar€W)*x‘. Д֊е(Л17)‘х*. ai։6W)‘x*
(<7 = pip — I).

Как известно (см. (2), теорему 2. 10), из мероморфной фэкторизуе- 
мости м-ф G следует ее факторизуемость, причем представление (1) 
можно получить из представления (2) эффективным образом с по­
мощью конечного числа алгебраических операций.

Ряд прикладных задач сводится к факторизации м-ф вида 
*
У Q„ где ал — скалярные функции, a Q, — рациональные м-ф (см. 

«-1
(3՜*)). В работах (’ ’) предложены различные 'методы эффективной 
факторизации для м-ф такого вида, удовлетворяющих некоторым до­
полнительным условиям алгебраического х рактера. За исключением 
(«, 9) все эти работы относятся к м-ф второго порядка.

В данной работе предлагается метод мсроморфноП факторизации 
м-ф вида

X=Vfl,Q։,. (3)
J-0

где а։ (х = О, 1) скалярные функции, /?*՝*, <?" =/"/*,

/ К (/* — единичная матрица
Г. Обозначим через (I ^р < сс) кла с всех м-ф А££*х*, 

представимых в виде (3), с а5 £ !.р (х = 0, !,.. л—I).
Непосредственной проверкой легко убедиться, что если

A,
л — ։п -1

то

С = АВ = ВЛ V с, Q' ,
0

где
1 п -J

С’ ~ f-J + / S 
j-o

(О

Пусть L (/) (/ £ Г) жор-анова форма Q(/), а м-ф T(t) такая, что 
TQT՜' == L. Поскольку Ln = TQn Г՜' = /я /*, то

Ф.(О) 4 (>> Ф,<*-»)
L = diag [е /, е , е /], (5>

где ь, (/£ Г) — семейство возрастающих отображений множества 
{0, I ... k — 1} в множество {О. 1 ..«—!} (I», (0) < Ф, (1) < ... Ф,(Л !))• 
ь = exp (2r.l/n).

Следует заметить, что A (̂2p(Q), вообще говоря, не единствен­
ным образом представляется в виде (3). Более точно, имеет место 
следующая
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Лемма 1. Элементы У*(р) представляются в виде (3) един­
ственным образом тогда и только тогда, когда гг ...< п. и множе­
ство собственных значений р почти для всех /£Г совпадает с 
множеством |/, е/,... е՞-1/), 

л—I
Доказательство. Пусть Уа,(/=О. Учитывая равенство (5) 

։—О
из 0 = Г / V рл\ Т '' = получим

О / 1-0

л--1 ф (П* г
' / а> =0 г — О, 1 ...к — I.

9 = 0
(6}

Чтобы элементы 2*(<?) представлялись в виде (3) единственным 
образом, необходимо и достаточно, чтобы система (6) имела только 
тривиальное решение а3 — 0 (х — 0, ... п — 15 почти для всех ^£Г. 
Последнее имеет место тогда и только тогда, когда Л>л и яв­
ляется съюрективным отображением почти для всех /£Г.

Следствие. В случае к — п утверждение лемм । 1 справедливо 
тогда и только тогда, когда следы м-ф р‘ (д = I) равны 
нулю.

Действительно, в случае 1г = п будем иметь ф,(л) - г (г = 0, 1, ... 

п — 1), откуда в силу 1гр’=1гЛЛ (5—1.......л-1) получим тре­
буемое.

2°. Пусть 1֊^я՝л, где дн(<=1. 2--
..., п — 1) и 7, ? — 0 при I — / <^ п — — I Легки проверить,,

что ро =/л Д • Справедлива следующая 
л—I

Теорема 1. Пусть = V у, £ У" Ли՝ 'и Оля факто-
. к* ж=$

ризуемости м-ф До в /.,(1 <?<«>) необходима и достаточна 

факторизуем ость следующих функций ат :

ат=^^т&га, (т = 0, 1........л-1). (7>
1 = 0

Если аГ: — (Л/п) (л«) — некоторые мероморфные факторизации
— Л

функций ат в Ьр, а (До). = ^(д*)±Оо’ г(^е
л=1

(а,) =֊1-^-^у1£'"<ял»(ат)т (5 = 0,1........ л-1) (8>
л т

то представление До = (А,) (Дв)_ является мероморфной факто­

ризацией м-ф До в Ьр.
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Доказательство. Введен м-ф: А, = <11а? (ои, а,... а, _• ], 

(.40)։ = Лае [(а0)± , (а,)±.......(ал_։).], Г = <Пая(1, /........./я՜’]

Е =- —Vп ' '*• '=г

Непосредственным подсчетом нетрудно убедиться^ в равенствах

Ао = РЕА0Е՜'Е ', (А0)4=/г£(А0) Е~՝Е~', (9)

откуда следует равенство Ао = (Ао)+(Ао)_. Условия

<л.)+г<а։; (Л0)+1€«)'Х։. (Л.)_е(Л1, )'х’. (Л):‘€(Л1)"Х
в силу формул (8), (9) и Е £ R эквивалентны условиям

<*«) 6/и;, {от)_б и;, (^>14 4՜
(т = 0, 1....... п — 1).

3°. Обэзначии через ф отображение ®: — 2^(р) (1<Хх),
.л—1 \ л-1

действующее по формуле ( V а, ) =- С}3 . Нетрудно убе-
\л=о /

литься, что справедлива следующая
.1 е м :.։ а 2. Если А£2Г«2О). 2»(<2в) (I < <7 <

<°°). то ? (А5) = <?(А)?(В)£У£((2|
Основным результатом данной работы является 

Л 1
Теорема 2. Пусть А — V р՛՝ 6й*(Ц), а функция ат (т — 

! = •
= О, — I). определенные по формулам (7), допускают ме­

роморфную факторизацию в Ьр{\ <р <»), ат = (ап )+ (ат)_ .
л —1

Если А — (а,) О*, где (а,) определены по формулам (8).
»-О

то А — А А . является мероморфной факторизацией м-ф А в Ьр.
Доказательство. Пусть м-ф Ао £Й?((?м) такая, что ?(Л0) —Л. 

Тогда в силу теоремы I м-ф Ао допускает мероморфную факториза­
цию Ап = (/10) (Ао)_. Из определений . Аг, в силу леммы 2, 
имеем А = ? Мо) = ? ((До)+) ® ((Ао) ) == А+А_ . Заметив, что из 

П(.И; )’хя следует ? (До «^ (<?) П (М/։ )АХ‘, и учитывая 
’НМо)՜’) — А ՛, получим доказательство теоремы.

Замечание I. Условия факторизуемо ти всех функций ат 
(т—0, 1....... п — 1| не являются необходимым условием для фвкто-
ризуемости А. Чтобы убедиться в этом, достаточно взять 
Эти условия станут необходимыми, если имеет место условие леммы 
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1. Действительно, в этом случае ср будет взаимно-однозначным отобра­
жением.

Замечание 2. Поскольку доказательства полученных резуль­
татов не зависят от контура Г, то они остаются справедливыми как в 
случае бесконечных контуров ( в частности вещественной прямой), так 
и в случае замкнутых сложных контуров.

Замечание 3. Теорема 1 справедлива также и для м-ф блоч­
ной структуры, т. е. когда в условии теоремы 1 а,^Ь^'п ($ — 
= 0’1.....................................<?0 = (^. Рм», €/?'։тХлл’. где

I = /п <7м+1 = /« (1=1, 2. .... п - 1) и д, ( = 0 при 1,
/-<¥=1.

4. Пусть /С(лг) (-х><х<оо) обобщенная функция с преобра­

зованием Фурье /.«(—=ю, ао) и /'* (х) = — А'(1п-V) (х>0).
Введем м-ф $ = (Я{։ с <7։.2 =/'՛. 7/։/+1 = 1 2. .... я - 1).

и = ° при I— /О֊1. / — /¥=!-
В работе (|0) показано, что исследование вопросов разрешимост.-՛ 

}равнения

у(х)4 (th(rx)-V)" ЛДх - = А(х)

С: П^М; У, Л(;Л2(— ОС, а>))

/1— 1

водится к факторизации м-ф <7 — (1 4- рап 1 9/”) /„ 4- У 2я* где

а = 1 — ч, р = | -}- V, 0 (х) — I при х > 0 и 0(х) ֊0 при х < 0.
Ясно, что при /£/? м-ф 0^21 ((?) и для нес спра !сдлига тео­

рема 2. Примером ядра А'(х), для которого /£/?, может служить 
следующая функция:

А'(х) - exp(P։(sn - тп РЛ х
х Г(м-Нл)Г(Лл + т*-м-<х) F(kn sn + ix. kn + тп. а^} 

(кп 4- тп — I) I
где k, т, s £ N, k 4֊ т, 11пт ; < «. = ехр 3* (/?=!, 2), Л — ги­
пергеометрический ряд Гаусса.

В этом случае (см. (”))

Институт математики
Академии наук Армении
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и. հ. ₽псгщзаъՄատրիցա֊ֆոժւկցիաեերի որոշ դասերի էֆեկտիվ ֆակտորիդացում
Ւ տտրրերութ յոլն սկալյար ղեպքի, մ ատրիցա ֊ֆունկցիայի էֆեկտիվ 

Հ բացահայտ) ֆակտորիղացման իւնղրի լուծումը Հայտնի է միայն մասնավոր 
ղասերի համար (օրինակ' ռացիոնալ մ ատրիցա-ֆունկցիաների ղհռյբում)։

Մի րւ՚րքք կիրառական հարցերում առաջանում է ռա ցիոնալ մ ատրիցանե- 
րՒ և սկալյտր ֆունկցիաների կոմբինացիայով ներկայացվող մ ատրիցա֊ 
ֆունկցիաների ֆակտորիղացման խնդիրը։

11—1
Հողվածում կառուցվում է մերոմորֆ ֆակտորիղա ցում V* (Հ տեսքի 

ք-0

մ ա տ րիցա •ֆսւնկցիաՀւ ե ր ի ^ամար, որտեղ Us~p սկալլսւյւ ֆունկցիաներն Լն, 

Q+Ն k\ k կարպի ոացիոնայ մ ա տ րիցւս-ֆ անկցի ա է, Q = ք ՞ / * ։ Հ- ր ոտցիո֊

ֆունկցիա էլ

Կառուցված մերոմորֆ ֆակտ ո րի ղա ցյււմ ը Հնարավորութ յուն է տալիս 
ստանալ նշված տեսրի մ ա տրից ա - ֆուն կցի ան ե րի ֆակտորիղա ցում ր վերջա­

վոր Ովով հտՆրահաշվտկան ղործողութ յունների միջոցով։

Л КТЕРАТУРА— ԴՐԱԿԱՆՈՒԹՅՈՒՆ
1 K. Clancey. I- Gohberj, Factorization of Matrix Functions and Singular In- 

legral Operators. Basel. Birkh3user. 1981. 3 G. S. Litvinchuk, /. M SpUhovskii. Facto­
rization o' Measurable Matrix Functions. Basel BlrkhSser, 1987. 3 E. Meister. F.-O. 
Spec^t ОТ: Aivanc. and Appllcat., v. 41 (19^9). 4 Meister, F՝-0. Speck, Z. Anal. 
Ahw. Bd 8. № 4 (1989). л А. Л- Храпков, ПММ. т. 35. № 4 (1971). я И. Т, Daniele, 
SIAMY. Appl. Math., p. 44. № 4 (1984). 7 A. B. Lebre, lot. Eg. ОТ. v. 12, № 3 
(1989). ” S. Prasdorf. F^O. Speck, Proc. Roy. Soc. Edin.. Ser. A 115 (1993). 9 D. S. 
Jones. Pro.:. Roy Soc. lond., Ser. A 393 (1984). 10 А. Г. Камалям, А. Б. Нерсесян. 
Функц анал прнл т. 23. в 2 (1989). 11 Г. Бейтмен. А. Эр^ейи, Таблицы интеграль­
ных преобразований Наука. М , 1969.
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Конформная инвариантность и характериатическое свойство 
граничных значении функций класса /И 

(Представлено 12/У1 1991)

В статье (’) рассмотрен класс .М голоморфных функций в еди­
ничном круге, который строго содержит все к.асе .։ Харди Н՞ и 
строго содержится в классе В. И. Смирнова N Г. Ц. Тумаркин 
(см. (’), с. 131 —’41) установил свойство конформной инвариантности 
классов//՞ и .V и пол) чял полную характеристику граничных функ­
ций в классах Нг и .V в терминах аппроксимации многочленами. В 
настоящей статье эти результаты Г. Ц. Тумаркина распространяются 
на функции класса М.

1. Рассмотрим в единичном круге D. |г| < 1 произвольную голо­
морфную функцию /(z) и обозначим Af/(6) = supf{re‘r>) |, 0 < 0 < 2՜- 

Следуя терминологии статьи (’), функцию /(z) отнесем к классу М, 
если

I log А1/(6)~ (I)

где log • t = max (log t, 0), />0.
В работе (') установлены разнообразные свойства функций класса 

М. В частности, если обозначить через Нр, р~>0, классы Харди в 
круге О. через /V —класс В. И. Смирнова в круге О и через /V — 
класс Неванлннны голоморфных функций в круге О, то справедливы 
строгие вложения и //”с/ИсЛ с.У. Доказано также, ч.о Л1 яи- 

р>°
ляется полным сепарабельным метрическим простран твом, в к ■■ р ч 
инвариантная матрица Л задается формулой

</(/. £)“ log(1 + А1(/֊-£)(в)) ֊; /.

Непосредственная проверка позволяет заключить, что функция
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:-(/) = | 1ок։ 1 
о

•определяет полунорму в .И.
Отметил также, что для любой функции /(г) класса .И н любого 

числа г, 0<г<!_ функция /Дг) = /(гг) принадлежит классу ЛТ и 
— / в ме ркческом пространстве М при г —- 1 — 0 (см. (’), с. 720). 

Непосредственно проверяется, что р (/) р ( / ), 0<г<!,
2. Докажем, что класс Л1 является конформно инвариантным 

семейством функций.
Теорема 1. Для любой функции ((г) класса М и произволь­

ного конформного отображения С = 5 (г) круга Э на себя компози­
ция (/ С) (г) = /(;(г») принадлежит классу ти.

Доказательство. Произвольное конформное отображен։։

'=с(г) круга £) на себя имеет вид С — ‘ (г) = е,а- —-----—, а ֊ О.
I аг 

з^(—ос), и значит, справедливы оценки

1-И . 1 14-М .
1 + |а| |Г<г)| 1-Р! ’

г,

Рагги ։гр։м произвольную возрастающую последовательность 
։г.|- а<г.<г^,- М, Пт гп = 1, и последовательности функций л -•«»
(/,(*)'. /л(')=/(г,-г)| лнИ, и (/Ло:)(г) = /(г։.е{г)),

Поскольку ’:| - '(;(г)1 == 1 при |г| = I и ^0 = |</д| на |д| = 1, 
г = то , . ։՝

А։(/ ;)(?»)< так]/я(; (г))) = тах|/(С) |=СЯ< 4֊оо, 
*1-1 14=1

и следэвэтельно
2г
( ։о^Л1(/жо;)(6) I »02+[тах |//։(;(г))|]-֊՝^1 =

Л 2^ J 1*1=1 2я
и 1*1-1

«откуда, с учетом (2), получаем оценку
?г

। 1ог М(/, • ±1£110£+с,< + «=, «еч (3)
3 2л 1 — |Я|

крклитва (3) показывают, что функции /„ («(з)),л £ 14, принад­
лежи- классу М. Поскольку функциональная последовательность 
{/ (.(г։)) р ։ момерно сходится к функции в круге й и схо-



лнтся к функции /($(«,) ь метрике пространства М, то, в силу пол֊ 
ноты пространства /И, предельная функция /(5 (г)) обязана принад­
лежать классу /И, что и требовалось доказать.

3. Согласно можению Мс.¥ и классической теореме Р Неваи- 
линьы (см . например, (•), с. Я?'. каждая функция /(.-) класса М 
имеет конечные угловые граничные значения /(<?'°) почти во всех 
точках е из граничной окружности Г: 1 г

Следующая теорема содержит полную характеристику угловых 
граничных значении функций класса М. Мы отмечаем участие Л Ган- 
жулы в доказательстве необходимости условий этой теоремы

Теорема 2 Пусть Е произвольное измеримое множества то-
чек окружности Г:|г| = 1 и <? (е 9) — измеримая функция, задан' 
ная на Е. Для того, чтобы функция <р(е?0) почти всюду на Е сов­
падала с уг -вами граничными знамениями некоторой голомсрф- 
ноП в круге О: |?|<^1 функции /(г), принадлежащей классу Л1, 
необходимо и достаточно, чтобы существовала последователь- 
кость мно1оч,леков |ря(2)|, обладающая свойствами:

1) после живительность |ря(£'6)} почти всюоу на Ь сходится к 
функции <р(е/е);

2ж

2) Hm I log Мрп(0) — 
л-*** 1 Q—

I»

Доказательство. Необходимость. Пусть для некоторой функ­
ции/(г) класса М граничная функция ֊֊ ? (£/0) почти всюду 
на множестве £сГ. Рассмотрим произвольную числовую последова­
тельность (г }, 0<^г <^1, Jim rn => 1, и образуем функциональ- 

Л — *
ную последовательность {/„(*>},/„(г) —/(G,г)՛ z^D. После­
довательность (/„(*)} равномерно сходится к функции i(z) в круге D.

Так как функции /я(з), flfcN, являются голоморфными функ­
циями в замкнутом круге D: |z|<L то согласно аппроксимационной 
теореме Рунге, существует такая последовательность многочленов 
\Рп(?)}, что

|РЯ(*)֊/Я(‘)1<8я Для всех г, |г|<1, (4)

где числовая последовательность |е,|, ел^>0, fl£N, имеет Ппте^- О.

Из свойства (4) и предшеств вавших ему рассуждении следует, 
что последовательность многочленов {/>„(*)} равномерно сходится 
к функции /(г) в круге О.

Так как угловые граничные значения Г(е'0) существуют почти 
всюду на окружности Г: \г' 1, то Пт /л (с п) — !ип / (Гя е ) — /(е )

для почты всех точек е'° Г. Поэтому, согласно (4), '‘՝|։_/'л^ 

-/(«") почтя всюду на Г и значит, Птд,(е“) = пич?и всюду
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на Е, т. е. выполняется свойство 1) в условиях теоремы 2.
Проверим выполнение условия 2) этой теоремы. Заметим прежде 

всего, что поскольку

|Д(^'6>| < \ря(ге։() -/(ге'в)|Ч- |/(ге'®)|, д£М.

то

Чрл(5)= sup 1ря(ге'։) | < sup |^„(r^e)-/(re'e) + sup |/(ге'9)| 
0<Г< | 0<Г<1 . О * Г < I

= М(р,—/)(9) + м/(в), ntN.

я значит,

log՜ МРП -s log՝ М ( p/t - f )(9) -h Jog .И/(9) J log 2, n(;N. (5)

Так как последовательность полиномов [ р„(г)} равномерно схо­
дится к функции /(г) в круге О, то, начиная с некоторого номера 
А^М, выполняется неравенство М(рп — / ) (9) 1, л>/У0. Поскольку

то из (5) следует, что
2* 2*
I logr Afp„ (6).-^-< I log-M'(P)- — ч- log 2 — С„ л>/У0. (6)

J 2 - J 2"
о 0

С другой стороны, можно указать такую постоянную С։, 
Ю<^С։<^ Н֊ ос, что для всех номеров не превосходящих число 
Л'о, н всех [0, 2՜) выполняется неравенство log՜9՜ Mpi (0) < Cit и 
значит, •

2s

I log+Af^„(6)~<C։.
J 2*
0

0* (7)

Полагая С = шах {С։, С։}, заключаем, на основании (6) и (7), что 
справедливо неравенство 

2х
j log- /Ирп (5) ~* /։€N,

которое эквивалентно условию 2) теоремы 2.
Достаточность, Поскольку мноючлены принадлежат классу Л, то 

условия 1) и 2) теоремы 2 становятся условиями теоремы Л. Я. Хин- 
чина—А. Островского (см. (։), с. 118), согласно которой последова­
тельность полиномов 5 /?„(£)! сходится равномерно в круге О к не­
которой функции /(г) из класса /V, для которой /(ел) = у \£|в«) почти 
во всех точках е‘‘‘ множества Е.
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Многочлены рл(г), л (. !Ч, принадлежат также классу /И. По­
скольку класс .И является полным метрическим пространством, то 
функция /(г) — Пт ря (г) принадлежит клагсу М.

Л ■< ш

Московский государственный 
нм М В. Ломоносова 
Ереванский политехнический 
им. К. Маркса

университет

институт

Վ. Г. ԴԱՎ1ԴԼՈՎ, Հայաստանի ԴԱ բղյւակխյ ասրյա մ Վ. II. 9.1ԼՔԱՐՅԱՆ
Af դասի ֆունկցիաների կոն|որմ ին»|արիւսհտո։թյունր և եզրային արժեքների քծութւսդրիչ հատկությունը

Հոդվածում դիտարկվում / միավոր շրջանում հոլոմորֆ ֆունկցիաների 
այսէղես կոչված ի\ դւսււր, որր պարունակում է Հարղիի ղասերը և ընկնում 
Հ Սմիրնովի ղասերի մեջ: Հ՝ Տամ արկինը ստացել էր Հարղիի և Ամիրնովի դա- 
սերի կոնֆորմ ին վտ րի անտ ութ յան հատկությոլնր և տյդ դ ^սերի եզրային 
ֆունկցիաների Լրիվ բնութաղրումր մոտարկող բաղմ անդամների տերմ ին­

ներով:
Ներկա հողվածում այղ երկու հատկությունները տարածվում են դասի 

ֆունկցիաների վրա:

Л ИТЕРА ТУРА—ԴՐԱԿԱՆՈհք>9 ՈԻՆ
1 Hong Oh Kbn, Canad J. Math., v. 40, No 3. p. 71b—Г41 (!9&8). //. //. При-

г.алов, Граничные свойства аналитических функция. Изд. 2-е, М.—Л., 1950.
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МАТЕМАТИКА

УДК 519.8

А. Д Туниев

Метод направляющего вектора R линейном программировании 

(П; -сно академиком АН Армении Р. Р. Варны зы.։ 29^ 1991)

R работе предлагается идея в преобразовании Гаусса выбирать не
тин элемент, а одновременно несколько элементов—направляющий 
вектор. Эта идея позвптяет обобщить метод» । ис' лючення и на и*  основе 
развить симплекс-метод Дж. Б. Данцига (’•’), его модифицированный 
1 арпаш метод обратной матрицы (2) и двойственный симплекс-метод 
1 . Е. Лемке (5). I

Суть развития заключается в том, что на каждом шаге выбирается
не одни особый элемент, а одновременно несколько элементов- особый
направляющий вектор, который позволяет после шага обобщенного
метода полного исключения (жорданового исключения) перейти к 
улучшенному плану. Так как улучшенные планы в рассматриваемом 
смысле единственны, то этим гарантируется конечность предлагаемых 
методов.

Отмстим, что данный подход позволяет предложить эффективные 
методы для решения некоторых классов задач. В частности, в вопросах 
управления запасами, надежности и т. д. существуют задачи, которые 
формализуются как задачи марковского процесса принятия решений. 
В рамках линейного программирования они имеют специальную 
структуру матрицы. Последнее позволяет при выборе особого на­
правляющего вектора соответствующей длины предложить эффектив­
ный метод решения этих задач.

Кроме того, такой подход является естественным с точки зрения 
многопроцессорных вычислительных комплексов

Обозначения. Здесь удобно использовать обозначения, пред­
ложенные II. R. Роман» вским (п) Приведем необходимые из них: 
л|.У|— вектор х — (х(), где I пробегает -конечное множество Д; 
х [V ] — соответствующий А-й .кусок*  вектора, если Кс.М\ х[/] — 
к ։понента вектора, имеющая индекс /; г|/, /V] — /-я строка мат­
рицы г |/И, Д'| = {^1, а г[/Иг/|—ее /-Й столбец.
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(К, подматрица матрицы г|/И. /V]. где КсМ. Ас.У, Здесь мы 
не будем выделять векторы строк и столбцов,

1. Теоретическая основа метода. 1.1, Пусть Л1 = |1........ /л},
Ы- л}. Рассмотрим систему линейных алгебраических урав­
нений

а[М, Л/|х^| = а |Л1, 0) (|)
относительно неизвестного вектора-столбца х|Д’|.

Пусть и при некотором /0£Л1 норма |а |/0. К11 0 Обозна­
чим Л' = 0, 1, ..., я} и положим

I о R» И 1 = А>։
а’ R, Л/'| гл !«['- Д'II (2)

1«|Л ЛГ| Г в|а'К. Л ).

где а, = а,(К) =-а[ь Я|. 1^М^.
Теперь составим новую систему

а'К К]у[*1+-а'1Л ЛКА|х|ЛКЛ'| = а'[А °|. (3)

где у [А I — неизвестный вектор-столбец.
Теорема 1. Если {х (К|, х |.У\А']] — произвольное решение 

системы (1), то {у(А'|, х |Л'\Л'Ц — решение системы (3), где

у[АН-ЧК1 + >л'|/о. Х|, ^Н1.
И наоборот, если ?у[А'|, х [ЛКА |} — произвольное решение си­
стемы (3). то 'д[/ ]. х|ЛГ\К]| — решение системы (1). где

х|К1 = у|*)  + (а'[4>. 0) -а'[/в. Л*  | у [АГ | -

-Д’1ц. ]х|ЛКАС])а'К. А'|. (4)

Следствиё. Пусть М^М и Тогоа система (I) и
система

|а'[/. ЛПх[Л/| ==а'(*.  0]. 1$М9,
|а|/, >У|л|Л'1 =а[Л 0|. 1$Н^М0,

эквивалентны в смысле множества решений.
Замечание 1. Преобразование (2) совпадает с преобразова­

нием Гаусса, если К — одноэлементное множество, и с преобра­
зованием Грамма — Шмидта, если А = Л -

1.2. Используя линейное параметрическое преобразование ' . 
можно убедиться в справедливости следующего утверждения.

Теорема 2. Пусть а |ЛГ, Л' | — матрица полного ранг ։. Т
существует такое

К = |/<։. Л,.......Кт ||.
т— I

* = 1, 2. .. . т—1. д՛^ и

что
а |Л1, Д') - /, |.И, .И|«А-1 и. Л1, ( 11
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при этом данное разложение в рассматриваемом смысле, т. е. при 
К-- [АЛ Л։, ...» Кт֊։), единственное.

Здесь /А. [Л!, ЛТ] — нижняя треугольная матрица, диагональные 
элементы которой равны единице, а ик [ЛТ, Лг| — прямоугольная мат­
рица, соответствующие .куски*  строк которой удовлетворяют условию

и [А АЛ| и [5, ЯЛ] = о, <>5(/ = 2, 3.......т; 5 = 1, 2, ..., т — I).

Отметим, что при Л/ = М разложение (5) в двух крайних случаях 
совпадает, соответственно, с £ [/-разложением (когда все К(-одноэле­
ментные множества) и с ортогональным разложенннсм (когда все

Разложение (5), которое естественно назвать частично-ортого­
нальным, является основой для дальнейшего развития группы методов 
исключения (’.’) и исследования их ошибок округления.

2. СКоб■■■։снг? методов исключения. 2.1. Пусть спет ՝а  (1) рэнга г 
разрешима и п. р ые се г строк линейно-независимы. Обозначим 
R = [1, 2, ..., г}. Сущность^обоищенного метода п> ли о го исключения 

*

заключается в следующем.
1. Последовательно для 5=1, 2, ..., г выбираем К ст Л 

что Га- ։ [я, ЯЛЦ^О, и полагаем (п°[Л4, Л7'] -֊- а [.М, Л7'])*

։ = 5,

такое.

а3 [г, /V'] = Ца,-։ р՜, А,и (6>
АП+^[5, /VI, I =^5,

где
Ь = «/(*4  = -а*- ’ 1Л Л'/]а' [5, я,]. (7>/ =£ 5.

При этом на каждом 5-ом шаге запоминаем .кусок" /С] 
вектора а3 [5, Л], 5=1, 2....... г.

2. Тогда после г шагов получим систему вида

а'[Я, Я] х [/V | = а'(Я, 0[.

3. Пусть К— и Лэ. Формируем матрицу
*€*

где элементы х-й строки имеют вид:

(3>

*[/?, /<]= '.и*.  /11.

6(5, у] = 1“' 15>
I о, (х = 1, 2,...,г).

4. Пусть и [Л, Л7'] = ЬТ [/?, А] аг [А, Л7']. Сформируем систему 

ц[Х, Л]х[Л/]=«[К, 0], 

которая эквивалентна системе (8).
11рн введенных предложениях справедлива
Теорема 3. Для произвольного / £ /V':
а) столбец и [/<, /] является собственным вектором подмат- 

оацы и[К, А'] с собственным значением а= 1, т. е

и[К, К\и[К, /] = «1Л, /);
112



А) компоненты лектора и\К. /! являются коэффициентами 
разложения }-ю столбца матрицы а\М. Ь'] по столбцам мат­
рицы а(М, К|. м. е.

и\М. *)«[*,  /НЛ|М, /|,

при этом данное разложение в рассматриваемом смысле, т.е. при 
ГК». К2. ..., Кг), является единственным.

Следствие I. Если А, = X, = ... - Я, = Л', то и [V. 0| орто­
гонально ядру матрицы а [/И, Л |, т. е. и [Л , 0| — нормальное ре­
шение системы (I}.

Решение «(X, 0[ будем называть частично-нормальным.
2.2. заменив в (6) и (/) на I 5, через г шагов получим 

эквивалентную систему вида

а՛ |х, .VI х[.У| = ая |$, п}, 5=1,2.......г.

котору.о легко решить обратным ходом, если ш. .юльзозать (4). Дру­
гими словами, получаем обобщенную процедуру метода исключения 
Гаусса.

Неразрешимость системы определяется гак же, ка . и и обычных 
методах исключения.

23. Пусть матричная система

а РИ, /У]д[7У, Л1] = ефИ, Л1|.

। где е[Л/, Л!] — единичная матрица, неразрешима.
Рассмотрим нормально матричное уравнение

* 6[ЛГ. Д|х|Л. М] = аТ |М, Д'), (9)-

| где Ь [/V, V | = вг [М, /V ] а [ Л4, Д^.

Пусть $£/?. Л' = и Л,. При |Х։, К2...... К,} применим

к системе (9) обобщенную процедуру жордановых исключений. Тогда 
после г шагов, в конечном итоге, получим систему вида

и [Л/, ДП х\ЛГ, /М| - «|М Л1|.

При введенных предложениях справедлива

Теорема 4. Матрица и [Д', /И) относительно а[М, .V] об­
ладает первыми трен я свойствами псевдообратной матрицы Л1у- 
ра— Пенроуза (см. наппимер (’• ")), при этом, в рассматриваемом 
смысле она единственная.

Следствие. Если Л’։ — К2 = ... - Ег = N, то и |.V, .111 — тев- 
дообратная матрица Мура Пенроуза, а и|.\, Л| матрица ор­
тогонального проектирования.

При заданном разбиении и |У Л1 ] назовем частичш -псевдообрат- 
ной матрицей и частично-л ой если а|Л4, .V] матрица по. ного
ранга.



3. Развитие симплексных методов. Полученные выше результаты 
являются алгебраической основой для дальнейшего развития призна­
ков оптимальности опорного плана н симплексных методов.

3.1. Признаки оптимальности частично-нормального плана. Рас­
смотрим задачу линейного программирования. Максимизировать ли 
нейную форму

е|ЛГ]х[ЛЧ
при условиях

а[М, ЛГ]х[ЛЧ = а |.М, О],

х[Л/]>0[.У|, (12)

где 0|Л|—нулевой вектор.
Утверждение 1. Пусть при К = и Кг, мат-

з£М

рица и [А՜, .И]—частично-обратная относительно матрицы а | М, /<[ 

и «[А, 0] = н[А, М]л[М, 0| >0[/С[, (и [АЛ ;])-кс фз щиенты. раз 
ложения относительно псевдобазиса {а [/И, /[], }^К. Тогда

а) расширение оценки относительно псевдобазиса |а [Л4, /[•, 
равны •

л [.•’] “ <*  [К 1« Р<. /1 — г[ /] = «

• Этот метод является одной из версий процедуры 
состоит только из одного шага. Предложен совместно с

7 е М

(АГ, .М)сг[К)е(Л4, /1-4/],

б) если Л [ /] > 0. /£.Л', то и [АГ, 0[ — решение задачи (10) —(’2),

а / [Л ] — (А', М\сТ [К\ — решение двойственной к ней задачи.
Справедливость этого утверждения следует из к; терия оптималь­

ности Л. В. Канторовича (12).
3.2. Рассмотрим расширенный вариант г нмплскс-метода.  Пусть 

задача (10) —(12) невырожденная. х°[Л', АЛ'| -а[.՝Л, Н'\, х° (Л1, А1[- 
֊֊ е (УМ, .И] — единичная матрица, ху[0, /]=![/[, ; (■ А" — о »енки 
относительно базиса [а[М, и, л° (М, 0] —оперный план. Кроае 
того сформируем матрицу Ло[/М, А'’ |, у кс торол подматрица 6и[,И, Л1| = 
= х"|УИ, УИ], т. е. единичная, а 6°[А1, А'\А1| - О (.41, т. е.

*

нулевая. Теперь опишем переход от х-го шага к 5 4՜ С гДе 
х = 0, 1, 2,... ,5. Пусть на 5-м шаге получена система

। х'[0. ^]x | х' I
[а- = [А4, /7]х|,У| =

՝\ 0[,
>'(ЛГ, 0|

(13)

и матрица А’[Л1. Лг|. г_е л’ |0, Л"[ ֊ ' с*  [0, 0], х3 [0, /V’)| - вектор 
расширенных оценок. ►

1. Выбираем таксе, ч։о л'[0. |<0 /Ал

(13). когда каждая итерация 
Л. С. Туниевым.
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2. Пусть 0]>0, Опре .С. яем

I Л 0'1

£zh
= mln 

/
х3 |/, 0|

«л

для тех I, для которых .кусок* х* [ . VJ с держит псе положитель-

ные компоненты векторя л*р,  Л^,|. Ясно, что К^К,^, /Г.И 

(здесь
3. Шаг обобщенного жорданового исключения. Полагаем

(И)
3 (

где

'*;)  = ֊-'К к,!*' 4՛!/. I '֊!

4. Формируем матрицу 6,+ [34, Д’], которая получяет i - з мат­
рицы Ь՝ рИ, Д'] заменой строки Ь'\/, A/j на строку Ь  ’[/, А’|. >. е.*

(Л лч = *,+։|Л w|. 
Пл Д'],

где элементы b Л'[ определяются следующим образом:

|*̂ ![/./1. j^k,.
»'+’ 1/./] =

(о, /ел/\л,.
5. Если оценки л՜ 1 [0, /]>0, j £ /V, то**

a- J/V | = a(/V, 0] =- И’7 [Л!, ,У]л-^՛ [.И, 0]

— оптимальный план задачи (10)—(12). В противном случае перехо­
дим к п. 1, где полагаем $ « s-f- I.

Замечание 2. Если на s-ом maze некоторые компоненты 
вектора хг [/И, 0] становятся равными нулю, то следует приме­
нить процедуру исключения нулевых ко мпонент неипорного плана 
(и). Однако предварительно на преоь i ■: (s — мо. ֊но по­
пытаться варьированием Ка добиться п л искательности вектора 
х3 jAi, 0].

Утверждение, аналогичное теореме 3, доказывает конечность 
метода, который естественно назвать расширенным симплекс методом.

3.3. Расширенный метод обратной матрицы. Пу ть Л1 - ?>. 1,.... т,. 
л^[Л/', ЛГ] — единичная матрица и а (0, Д’- Xй |0, Л ] (вектор на-
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чальнык оценок) Пусть п теледовэтолько для л —1, 2.......V со гл сн .
(14) преобразуются элементы матрицы х°[ЛГ, Л/']. Тогда в резуль 
тате получим матрицу х  [.И', ЛГ|. Я I*

Утверждение 2. Пусть Л՛, — множество индексов ненулевых 
столбцов матрицы [Л/, .V], Тогда матрица х9 |ЛГ, ЛГ | обла­
дает следующими свойствами-,

а) г  |ЛГ, Лг,]=дЧ.И'։ ЛГ]а[ЛГ, Лг'| совпадает с расшит чн>:՛ 
матрицей системы (13), полученной расшаренным а мклекс-ме­
тодом; ^Иг1

*

г _
б) «рУ», Л4] =/>' |Л4, Л,) х  |VI, Л1] является частично-об­

ратной матрицей относительно а [М, Л7,|. г.‘. ՛  ЛК1
*

*
Таким образом, учитывая утверждение 2, можно предложить 

следующий метод решения задачи (10) —(12). На каждом 5-м шаге 
определяем х*  [ЛГ, АЛ ։] и по процедуре 3.2 прообразуем тс.п.л » 

х*  [ЛГ, М |, х֊'|ЛГ, Л' ], Ь' [Л/, Л’х[. При использовании агорой фор- 

мы признака оптимальности плана вычисляем также и [Л,. Л1].
3.4. При условии, что оценки х9 [0, /1>0, и 0]<

<^0 | 1]. где д', । ~ М, 5 — 0, 1,2, ..., $, в расширенно л двойствен­
ном симплекс-методе в качестве особого направляющего выбивается *
не векюр-строка, а вектор-столбец х,[/</. /]. Нели хЛ[А/, 0)>0[Л/|, 
то пр щесс заканчиваем. лЖ.)

3.5. В расширенном си.мплекс-методе могут быть применены все 
три правила симплекс-метода, но с расширенным толкованием. В част­
ности: ;Л '*

а) на каждом х м шаге определяем такое А^+^М которое дает 
наибольшее приращение линейной формы (10), т. е.

|Х'Н1Г. К/1^10. A/II. A'z Q Aj ц ;

б) если на s-.м шаге мы отталкиваемся от неопорного плана, то 
в п евдобазис вводим ту расширенную оценку, которая дает наиболь- 

шее приращение (10), т. е. в этом случае д՜ -одноэлементное мно­
жество.

Если применяется правило а), то экспоненциальные оценки В. Кли 
и Дж. Минти (и) не распространяются на расширенный симплекс- 
кеюд (пути разные), что подтверждается примером задач класса 
(п, 2 п) для п = 2, 3, 4, 5. Таким образом, вопрос о сложности расширен­
ию симплекс метода остается открытым. Решение его упирается в 
решение задачи, поставленной проф. Н. 3. Шором,— определение такой 

с։. 1ТСГНИ, т. е. \Kf\, которая кратчайшим путем приводит к оптимуму 
Аналогичная задача ставится и с точки зрения минимизации времени.



В расширенном симплекс-методе пункты 1 и 2 заранее гарантиру- 
что на каждом 5-ом шаге

х|Л/| == *' Г|М, Л’|х' |.М, 0| >0[Л/|

и значение линейной формы (10) возрастает. Однако процесс ioa.hu 
организовать так, чтобы особые направляющие векторы определялись 
из последнего условия. В этом случае Ъг [.11, Л ] и д’[Л1, 0| могут 
содержать и нулевые, и отрицательные элементы. При таком под­
ходе пункты 1 и 2 метода при переходе от х-го к иЧ 1)-шагу за­
меняются решением следующих т простейших задач комбинаторного 
типа. Для каждого /£А1 и всех для которых значение ли­
нейной формы (10) возрастает согласно (14), определяем л’т1 |Л1, 0|,

где К, К։ и фор тируем Лг|. Средн всех и ;-;Л1 вы­
бираем тот особый направляющий вектор, который удовлетворяет 
указанным выше условиям и дает наибольшее приращение линейно;։ 
формы (10), и переходим к пункту 3 метода. Этот подход позволяет 
включать в процесс увеличения линейной формы (10) не только поло­
жительные, но и отрицательные оценки.

Отметим, что на основе расширенного симплекс-метода может быть 
развит двойственный симплекс метод Лемке. В этом случае в качестве 
особого направляющего вектора выбирается не вектор-строка, а 
ректор-столбец.

I Пус։ь /<[М, Л1| —частично обратная матрица, получении; на 5-м 
шаге и й[Лд, 0| > 0 |;У|. Тогда на каждом х-м шаге движение к 
оптимуму может быть организовано вдо ь направления (сдвиг):

л [.уд = «|л;, о]
где

«/[М] = (е[Л^, ЛМ֊^[М, Л1|а[Л1, А’,]К[М]

—частично-ортогональная проекция с|ЛД. Другими словами, мы по­
дучаем проекционный метод.

Предложенный в данной работе математический аппарат позво­
ляет сделать следующий вывод: симплекс-метод Данцига, связанный с 
преобразованием Гаусса, содержит в себе большие скрытые возмож­
ности в смысле развития его идеи. Таким образом, возникает задача 
исследования скрытых возможностей симплекс-метода и пересмотра 
методов (общих и специальных), связанных с его идеей.

Отдел биофизики
Академии наук Армении



էէ. Դ. ^ՈԻՆԻԵՎՈպզորդիշ վեկտուփ ifLpnqp զծային ծr։uqriu։|ււրման մեյ»
Աշխատությունում առաջարկվում Է Դաուսի ձևափոխության մեջ ընտրել 

ոչ թե մեկ կլեմենտէ ինչպես դա ընդունված Է, այլ միաժամանակ մի քանի 
Լլեմենտ' ուղղորդիչ վեկտոր։ Այս միտքը թույլ է տալիս ընդհանրացնել բա­
ցառման մ եթոդները և նրանց հիման վրա զարգացնել Ձ. Զ, Դանցիգի սիմպ֊ 
լէքս մեթոդը, Լ. Վ. Կանտորովիչի հակադարձ մատրիսի մեթոդը և Դ. Ե. Շեմ- 
կեի երկակի սիմպլեքս մեթոդը։

Զարգացման Լոլթ յունն այն է, որ յուրաքանչյուր քայլում ընտրվում ( ոչ 
թե մեկ հատուկ էչ9 մենտ9 այլ միաժամանակ մի քանի էլեմենտներ (հատուկ 
ոլղղոր1Ււ վեկտոր), որը թույլ է տալիս բացառման ընդլայնված մեթոդի քայ- 
լրց հետո անցնել կատարելագործված սլլանի։

Զ անի որ Հասւարելա գործված սլլանները դիտարկվող իմաստով միակն 
են, հ Լ տ ևա բ ա ր ապահովվում է առաջարկվող մեթոդների վերջն ականութլունը է
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О гильбертовых А^-окрсстностных ретрактах

(Представлено академиком АН Армении Р В. Амбарцумяном 17/У11 1991)

В статье вводятся понятия гильбертова /<0-ретракта ч А'о-окрест- 
ностного ретракта, являющихся специальными подмножествами веще- 

■ ственного гильбертова пространства //. Существуют свойства евклидо­
вых ретрактов и окрестностных ретрактов, которые перестают быть 

-справедливыми в бесконечномерном случае (в частности, в гильберто­
вом пространстве) в классе всех непрерывных отображений. Вместе 
с тем оказывается, что ряд таких свойств остаются справедливыми и в 
вещественном гильбертовом пространстве Н. если, однако, рассматри­
вать только так называемые Ко-отображения, принадлежащие одному 

•специальному классу Л'о непрерывных отображении подмножеств про 
странства Н. В работе приведены бесконечномерные аналоги ряда 1а- 
ких свойств.

к Определение и некоторые основные свойства класса Ао содержатся 
. в («֊’).
I Определение I. Ретракт А чножес .ч- : ХсаН называется 

/<0 -ретрактом для А', если существует ретракция г: Л -* А. яв­
ляющаяся К Л-отображением, соотбетств. ՝но множества АсХ — 
Ко-окрестчостным ретрактом для X, если Л является К^-ретрак- 
том для некоторого открытого в X множества Сдэ.1.

Ниже ретракции, являющиеся /^-отображениями, будем называть 
А0-ретрак днями.

Определение 2. Семейство К^-отобрл жений / : Л —» У на -ы- 
вается К^-гомотопи й, если определенное формулой I (I, х)=/|(х) 
отображение Г цилин ра / X X в У является /\п-отобрао.ени<. ч 

,в гильбертовом пространстве Н* -R ՛. Н.
Как известно» н классе в е.< непрерывных о обряжений единич­

ная сфера 5 пространства Н является ретрактом л ля единичного 
замкнутого шара /՛ пространства Н. Однако с помощью бесконечномер- 
ных .гомотопна .1х групп (4) устаиивл . что в классе А0-ото 
ражений сфера 5 не я мнется ретрактом для В, т. е. 5 не является
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А0-ре грантом для В, стало быть, и дли Н. Этот факт играет основную 
роль при доказательстве приводимых ниже предложения. Отметим 
также, что 5 является А.'о-окрестностиым ретрактом как для В, так и 

для Н, ибо отображение х — —— является А"о-ретракцией 77\|0} 

на 5.
Предложение I. Пусть Л —замкнутое подмножество в И, а 

П одна из ограниченных компонент дополнения Н\В. Тогда не 
существует Л'и-отобрзхчсния /: О — Р такого, что /(л)=х для вся­
кой точки хбС/\С. I 1

Прч сложение 2. Пусть О — непустое открытое ограниченное 
подмножество пространства /7. Тогда множество В=Н\О не является 
Ао ретрактом для Н.

Предложение 3. Пусть Р—замкнутое и ограниченное под-
>жеств_> пространства /7, являющееся А^-ретрактом для Н. Тогда 

множество С — /7\Р связно.
Предложение 4. Пусть замкнутое, ограниченное множество Г 

есть Л0-окрестностный ретракт /7 и удовлетворяет условию: суще­
ствует открытое в /7 множество П^В такое, что Р— 7<0-ретракт для (/ 
и число компонент тля множества Н\ Р. содержащихся в /7\7/, ко­
нечно. Тогда число компонент П\В конечно.

Предложение 5. „Пусть X—,Л0-окрестностный ретракт про­
странства Н и Н* = X/7—гильбертово пространство, являющееся 
декартовым произведением евклидова пространства /?л размерности 
я>0 и пространства /7. Тогда, если множество Х'сгН* А0-гомео- 
морфно в /7* множеству X, то X* является А^-окрестностным рет­
рактом для И*.

Л е м м а Подмножество У пространства Н является К^-окре- 
стностным ретрактом для Н тогда и только тогда, когда для 
любых множеств Ас Ха. И всякое Кй-отображение /: А — У можно 
продолжать оо Ко-отображения /* : и -*֊ У некоторой окрестности 
П в X подмножества А. В

Предложение 6. Пусть АсХсН, причем /I замкнуто в X 
и Т-ОхХи/Х^. Пусть, далее, К—произвольный А^-окрестно- 
стный ретракт для /7. Тогда всякое ^.-отображение (в гильбертовом 
пространстве Н* = R X Н) В: Г —• У может быть продолжено до Кй- 

отображения А : / X X ֊> У.
Теорема 1. Пусть АаХаН, причем А замкнуто в X, и 

У — К^-окрестнистный ретракт для Н Пусть, далее, / : X - У— Ао- 
отображение, ё,- А~~ У—частичная К ^гомотопия отображения /. 
Тигоа гомотопию можно продолжить до К^-гомитопии X —» У 
отображения /.

Предложение 7. Пусть X—замкнутый К0-икрсстностный ре­
тракт в /7. I<>1 да X будет А0-ретржтом ■ Н в том и только том 
случае, когда Л Л0-стягиваемо по себе в точку.
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Предложение 8. Пусть 4сЛс//, прямей А замкнуто н X и 
У - Л^-окрестмостный ретракт в Н. Пусть, далее, /, я : X - У ֊ К,- 
отображения, а т, : А У — некоторая Ао-гомотопия, связывающая 
/|Л г /ГМ- Тогда существуют окрестность V в X подмножества А и 

А0-гомотопия ?!: У-* У, связывающая /| V и р [ V и являющаяся про­
должением на V гомотопии <р

Теорема 2. Пусть АсХсН, причем И замкнуто в X. Пусть, 
■далее, } К^-рстракт в Н, тогда всякое К^-отображекие /’.А-— У 

может быть продолжено до К0-отображения /: X -* У.
Следствие I. Пусть У К^окрестностный ретракт ояя П. 

Т2 /, Р : X У — К^-отображсния произвольного подмножеств / про­
странства П. Предположим, далее, что на некотором (необяза­
тельно замкнутом) подмножестве А с А' отображения / и % сов­
падают. Тогда существуют открытая окрестность I' множества 

А в X и К0-гомотопия : У - У такая, что ч>( :/| IУ (ге! А). 
I П ре дл о ж е н и е 9. Пусть замкнутое подмножество простран­
ства представимо в видеА” = и Х3, и ..и ¥я, где каждое из А< яв­
ляется О1 крытым в Л' подмножеством и является А^-оирестностным 
ретрактом для Н. Тогда н сами Л' явлчег^я А0-окрестносгным ре­
трактом для Н.
I Предложение 10. Пусть У — компактное под <ножесгво прс- 
•странства Н. являющееся ее Л'о-ок реет постным ретрактом. Тогда су­
ществует такое число г^>0, что для любого подмножества Ас// 
любые два А'0-отображения /. р : X -* У, удовлетворяющие условию 
1/1*) ДЛЯ любой ТОЧКИ X £ X, /<0-ГОМОТО11НЫ между со­
бой, причем эта гомоюпия является неподвижной на подмноже не 
Ас.Х. на котором эти отображения совладаю։.

■ Предложение 11. Если локально компактное множество 
ХсН является А'<,-окрестностным ретрактом для Н, то X — конечно­
мерно (С11П1 А'ос).

■ Следствие 2. Гильбертовый куб () не является К^-окрсстно- 
етным ретрактом с*ля Н.

Замечали е. Аналогичным образом определяются пеня гия А(- 
деформацнонного ретракта и Л^-окрсстностного деформационного ре­
тракта и устанавливаются бесконечномерные аналоги некоторых с» - 
ответствсющих свойств конечномерного случая.
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Է. Ա. ՄՒՐՃ&հԱՆՅԱՆ
2ի|քհՐ’Ոյ։սն /Հ0-յ^ՉԱ1կա| ք 1ււ ||ւն ււԼսււ*ա1|ւո1ւեւ*|ւ ՛Խափն

Դոյու^յոէն ունեն Լւ/ կ [ի դ յան տարածությունում ոետրա կտնե րի և ւրջտ^ 
կ այրային ոետրակտնեբի մի ամբողջ յարք կարևոր և հետաքրքիր հատկոլ֊ 
թյոլններ, որոնք դադարում են ճիշտ (ինեչուց անվերջ չափանի ֆունկցիոնալ
տարածու թյոլններոլմ բո/որ անրնդհատ արտապ ատ կերումների դասում ։

Հոդվածում մտցված են հիլբերտյան ոետրակտնեբի և քՀ^շրջակայ֊ 
քային ոետրա կտների դ ա ղա փ ա րն ե ր բ ։ Դրանք իրական հիքբեր տ լան Ւ1 տսլ. 
ցածությունում այն ոետրակտներն են , որոնց դեպքում ոե տրակցիաներր 
պ ատ կանում են Ւ1 տարածու թ յան ենթաբազմությունների անրնդհ
տա պա տկերումների մի Հատուկ ք\՝0 դասի: ^ո դվածում բերված

ատ
են

ար ֊

4ևՐՐ
նշված հատկություններից մի քանիսի անվերջ չափանի ւսնալոդներրւ

յ1 հ 7 Լ ? է\ ? Ր ձ — ԴՐԱԿԱՆՈՎ* 3 Ո Ւ Ն
1 8 Ր. ե)ՕյրտաշՀէւս /\pM.CCP. ր. 51, № 3 19701 2 3. .4. ^նlp?ռxaн.lн/ /^AH.\թ*ք( յ 51. № 5 (1970). 3 3. 4. №սբՅՈ.ՀՕՈ*Ո9 Զ.^Ւ1 ձթաՇՇ? է. 79, № I (1981). 

' 3 1. Տ՚սթՅՕՀՕՈԲՈ. ¥4. ՅՅՈ Աք¥. № 3. 1990. 5 3. .4. №սթՅ(1Հ(1ոտս<, ¥«ւ. 380. £ք¥. № 1 
1991.
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Об использовании донных отложений водохранилищ в 
сельскохозяйственном производстве

(Представлено академиком АН Армении С. В. Григоряном 6/IX 1991)

Проблема охраны искусственных водохранилищ заключается не 
только в очистке и высвобождении громадных количеств донных отложе­
ний, i o и в изыскании способов их обработки и рационального примене­
ния.

Лабораторией биогеохимии ИГН АН Армении начиная с 1990 г. 
провод’ тись исследования по использованию донных отложений Ереван 
ского водохранилища как источника макро- и микроэлементов тля 
сельскохозяйственного производства

Исследования позволили установить, что всю центральную часть 
водоема занимает черный ил, а литораль—в основном лески. Пробы, 
взятые из полосы берега, по своему механическому составу относятся 
к пескам средней крупности С нарастанием глубины идет уменьшение 
доли среднего песка н увеличение количества илистых фракций. Ня рас­
стояниях от 10 до 30 м от берега озера располагается илистый песок. 
В интервале от 30 до 40 м от берега во всех разрезах встречается пес­
чанистый ил черного цвета, в котором доля илистых частиц не превы­
шает 60 —70 %, а фракции песка составляют менее 30—40 %. Впадины 
«озера заполнены черным илом, в котором илистые частицы составляют 
колее 90 % от сухой массы пробы.
I Для характеристики донных отложении проводились исследования 
химического состава с применением спектрального и химическою 
анализов по общепринятым методикам (')•

Данные анализов показали (табл. 1), что содержание гумуса и 
биогенных элементов в донном иле относительно невысокое Однако 
концентрации некоторых тяжелых металлов находятся в токсических 
количествах: так, концентрации свинца в 4 раза, меди до 2.5 раза, 
никеля до 1,5 раза превышают предельно допустимые концентрации в 
почве Очевидно, здесь донные отложения являются своеобразным 
физико-химическим фильтром для токсических веществ, поступающих 
в водохранилище. С одной стороны, они как естественный барьер пре­
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пятствуют поступлению некоторой части загрязняющих веществ в грун­
товые воды, с другой,—большие их скопления в водохранилище могут 
привести к преждевременному его старению.

Таблица Г
Содержание гумуса и химических элементов в и -.иных о-ложениях

Ереване кого в< дохраннлии.а

Гумус, 
%

Общий
азот. 

°/о
?уемый 

.4

По. вижнын
Р։ОЛ

Обменный
К։О I е

мг՛ 100 г ила

2.46-5.34 0,25—0,28 8.2- 14.0 9.2-8.4 35,0 48.0 25500 33000

Мп Т1 РЬ Мо Со 2.1

8 0

мг »г ила

440-570 2600 457 120 140 78-134 61-89 2.7 4.7 21.8-27, 170 180 77-110

Учитывая, что донный ил содержит большой набор макро- н 
микроэлементов, полагаем использовать его как дешевый источник 
питательных элементов для растений. С этой целью были заложены 
опыты с растениями пшеницы. Результаты опытов показали, что наи­
большие прибавки в продуктивности по сравнению с фоном (почва) 
получены от применения донного ила (100%) и дон-ного ила в смеси с 
кварцевым пеоном (ил 50% +несом 50%).

Установлено (табл. 2), что в растениях, выращенных на донном 
иле и на смеси его с почвой и песком, содержание тяжелых металлов 
в растениях выше предельно допустимой концентрации: свинца в 7 14 
раз, .меди в 3—5 раз, цинка до 2 раз. Отсюда следует, что некоторые 
тяжелые металлы в доннам иле находятся в токсических количествах 
и практически в таком виде его невозможно использовать н сельско­
хозяйственном производстве.

мг кг сухогэ растения

7аблицо 2

Содержание тяжелых металлов з растениях в опытах с донными отло кениямн

Варианты опыта
Ре Мп Т1 И1 Си РЬ

■ ■ •• г»

Уо Со 2п V

Ил 100о/0 57 17.2 4.3 0,46 28,7 2.2 5.0 0.8 15.8 0.54

Почва 75% 4- ил 25% 710 82 237 4.5 46.0 2.4 1.7 0.8 18.4 4,5

1 !очва 50% + ил 5и% 191 66 в 30 1.4 42.0 1.1 1.8 0.8 12.7 1.2

Песок 50% 4֊ ил 5(4% 54 56 4.7 0.5 36.7 0.7 2.3 0.8 15.5 0,5
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В связи с этим донные отложения были подвергнуты обработке 
различными реагентами с целью перевода содержащихся в них тяже­
лых металлов—токсикантов в труднорастворнмые в воде и слабых 
кислотах продукты (табл. 3).

1 одержание тяжелых металлов в 1 0 н НО выт։ жке из донного ила 
Ереванского водохранилища, ыг’кг сухого ила

Таблица 3

Вариант опыта XI РЬ Си Со Мо 2п Мп Ре

Лонный ил 66.5 9.6 53 ,2 2.9 0,24 2.? 39,9 39,9
Лонный ил -ь ц.ро, Н.4 0.56 1.7 0,35 0.33 2.1 9.2 3.5
Дон ЫН ИЛ доломит 0,37 — 1.2 ■мнм 0.1 0,92 4.8 2.2
Донный н-1 Н3Р \-1 доломит 1 2,4 0,33 0.27 16,4 3,7
Донный нлМ1лРО, органика 0. 5 ■ ■ 1.3 0,18 8.6 2.7
Донный ил доломит г орга-

ника 0,37 9,43 1,6 " ■ 0.11 ■ ■ ■ 5.9 2.9
Донный ил 4֊ перлит 2.1 1.8 37.4 1.9 0,16 Д.7 28,1 9.4
Лонный ИЛ г ОЛиТ 0.38 «■■■» 0,58 0,01 — 4.6 1.7
Донный ил - диатомит 1.? —* 1,0 2.6 0,13 13.9 17.3

I Опыты по нейтрализации тяжелых металлов—токсикантов включа­
ет еле дующее варианты: донный ил без добавок—фон. Серни с внесением 
сорбентов, с ортофосфорпой кислотой и с органикой (птичий помет). 
Продолжительность компостирования—три недели. После завершения 
Врытой в онны.х илах определили реакцию среды и содержание изу­
чаемых тяжелых металлов—токсикантов: валовое, в вытяжке 1,0 н 
11С1. Повторность опыта трехкратная.
I Результаты опыта показали (табл. 3), что с помощью применяемых 
реагентов стало возможным переведение тяжелых металлов в трудно­
растворнмые в слабых кислотах формы и в менее подвижное состоя­
ние, способствующее закреплению избыточного количества ионов. Осо­
бенно хорошие результаты получены в вариантах с применением 
сорбентов. Так, наилучший результат получен в варианте с примене­
нием цеолита, где концентрации тяжелых металлов-токсикантов в 
гытяжке 1,0н ПС! существенно упали: никеля и меди на 2 порядка 
ниже, кобальт, свинец и цинк не обнаружены. Здесь, очевидно, имела 
место фиксация гранулами цеолита тяжелых металлов. Поскольку 
горбепты имеют катионообменные центры и большой отрицательный 
заряд, то положительно заряженные тяжелые металлы могут адсор­
бироваться более прочно и соответственно труднее выщелачиваться 
Г՜4).

Применение ортофосфорпой кислоты тоже обусловило понижение 
концентрации элементов-токсикантов, что, по-виднмому, связано со 
снижением подвижности тяжелых металлов в связи с образованием 
фосфатов.
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Испытание донного ила проводили в условиях вегетационного 
опыта с культурой томата с использованием сорбентов и других реаген­
тов. Путем сопоставления показателей, полученных по фону и ч 
вариантах с внесением реагентов, можно заключить, что в основном с
помощью различных реагентов стало возможным перс лить тяжелые
металлы в труднорастворнмые формы, гарантирующие их переход н 
растения в количестве, не превышающем предельно допустимые ион­
ием грации для продуктов питания.

Исследования донного ила установили возможность использования 
его как ценного субстрата для выращивания растений как в условиях 
теплиц, так и в питомниках, учитывая при атом, что ь тепличных хо­
зяйствах в качестве субстрата используют довольно ценный пахотный 
слон поч°ы н без того малоземельной республики Более того, в тепли­
цах и зависимости от выращиваемой культуры приходится часто (от 
2-х и более лет раз) менять почву. Однако использование донных илов 
в качестве субстрата с применением добавок (сорбентов), по-видимому, 
позволит частично исключить эти хлопоты, так как известно, что
сорбенты, в частности диатомит, внесенный н почну, способствует уси­
лению деятельности микроорганизмов, поражающих вредителей и воз­
будителен болезнен сельскохозяйственных культур (5). ‘

Практически неограниченные запасы природных сорбентов в Арме­
нии, их дешевизна, довольно высокие адсорбционные и ионообменные 
свойства делают экономически целесообразным их использование д.н 
нейтрализации содержащихся в донном иле тяжелых металлов—за­
грязнителей

В целом наши исследования позволили заключигь, что донный ил 
Ереванского водохранилища можно использовать в качестве высоко­
эффективного дешевого питательного субстрата для тепличного хозяй­
ства только после соответствующей обработки и широкого произвол- | 
ственного испытания, а для питомников н для выращивания декора- 
1 явных культур его можно применять и без обработки.

Институт геологически< наук 
Академии наук Армении

Ռ. Հ. Ո-հՎԱՅՅԱՆ. Լ. Ս. Աք*Ա|*ԱՏ5ԱՆ, Р. Ь ՄԵԺՈԻՆՅ

Ջրամքարների հատակային նստվածքների օդտադործումթ 

դյոէղէաոնտ1>սւււկան արտադրություն մԼք

Հ. եղին ակն երի հիմն ա կան խնդիրն Լ հանդիսացել ուսու մն ասիրել է/րևսւ^ 
յան (հում անընդհատ կուտակվող ու զգալի չափերի հասնող հատակային տիղ­
մից ՈԼ միայն ձերբազատվելը, ա յլև նրա մշակման ու Ռացիոնալ օդտա դործ* 
ւ' ան ու դին երի որոնում ր։

ւԼոաքին փորձերը, որոնք նպատակ են ունեցել պարզաբանելու գյուղա­
տնտեսական մ շակույթների վրա հատակային տիղմի ազդեցությունը, տվեչ
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են դրական ո՚րդյունբներւ Սակայն այղ փորձերյւ ցույց են տվեյ նաե, որ հա­
տակային տիղմի Վր9ս աճեցրած քայլերում կուտակվում Լ մի շարք ծանր մե­
տաղներ (Րհ, ԸէՆ 7.Ո) տոքսիկ րանակութ յամր, որբ ղղա/ի ղերաղանցոէմ Լ 
թ ոլյլատրեյի ս ահմ անն երր ւ

Հաշվի աոնեյով այղ Հանդամ անքր է Հետագա փորձերում Հատակային 
տիղմր մշտկվեյ / մի շարք սորբենտներով (ցեոյիտ, ղիատոմիտ, դոլոմիտ և
այյն). որր 
րի համար

Հն տրսւվոբու թ լուն Լ տւքԼք վերածել այղ տոքսիկ տարրերր բույսն- 
անմատյելի ձևերի (չղիսոցվող և դժվարալույծ' թույլ թթուներում)ւ

Այսպիսով, հատակային տիղմի նախնական փորձարկու մներր ցայւյ 
տվեցին, որ այն' շնորհիվ հումուսի (V—5 % ) ու մի շարք մակրո ե միկրո- 
տարրերի պարուն ս/կ ութ յան , կարելի ( հ^քողաթյամր օգտագործել որպես 
սուբստրատ յերմատնային տնտեսության մեք (բավականին թանկարժեք ՚ո-
ղի վ ու յե ւ ս. 1ա. տ ի փոխարեն) և տն կ ա ր անն ե րում ։

ЛИТЕРА ГУР* — ԴՐԱ4է1ՆՕ*ՏՈՒՆ
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4. Г Дсвецжян. Р. 3. Спсерян, И Л Давтян. X. К Хажакян

Влияние материнского клубня и различных фонов минерального 
питания на рост и развитие безвирусного картофеля в гидропонике

(Представлено академиком М. X. Чайлахяпоы | 1G/VI 1991)

Разработка гидропонного способа размножен нт՛ безвирусного сх 
менного картофеля (' л) выдвинула ряд технологических задач, реше­
ние которых требовало проведения специальных физиологических и. 
следований. При выращивании картофеля в гндропоникумах пред 
етавлялось важным в первую очередь рассмотреть взаимоотношения 
между двумя качественно различными источниками питания в регуля­
ции клубнеобразования. В связи с этим изучали характер влияния 
метаболитов материнского (маточного) клубня, с одной стороны, и 
минерального раствора, с другой, на клубнеобразован ие и общую про­
дуктивность растений в гидропонике

Опыты проводили в зимне-весенний сезон 1991 г. в Институте а - 
рохимических проблем и гидропоники АН Армении.

Оздоровленные в условиях in vitro клубни картофеля Solaniun 
tuberosum сорта Бирюза 20 февраля высаживали в гидропонические 
вегетационные сосуды емкостью 8,5 л с приспособлением для автоном­
ного подпитывания корней растений с помощью электрокомпрессора. 
Посадку клубней (по 1 на сосуд) производили на глубине 5 см, а в 
качестве субстрата использовали красный вулканический шлак с раз­
мером Частиц 1—2 см. ;

Сразу после появления первых ростков (27 февраля) у половины 
растений удаляли материнские клубни, вторая же половина растении 
до конца опыта развивалась под контролем материнского клубня.

В течение первых двух недель после посадки клубней (с 20 фев 
раля по 6 марта) опытный материал 3 раза в неделю поливали водо 
проводной водой; начиная с 6 марта в опыт были введены два резко 
различных фона минерального питания—высокий и низкий при 
5-кратном подпитывании каждого сосуда в течение недели. Данный 
режим поливов сохраняли до 10 апреля, т. е. дня окончания опыта-

В целом, схема опыта состояла из 4-х вариантов: 1) высоким
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и клубень оста-
минеральный фон питательного раствора, матерински 
„ле»; 2) то же. матерински,-, клубень удален; 3) „нткий минеральный 
фон питательного раствора, материнский клубень оставлен I) то же
материнский клубень удален.

Рис. 1. Растения вариантов 1,3 — под контролен, 2,4— вне контроля ма­
теринского клубня; гидропонический раствор содержит высокий (1.2) и 

низ ий (5, 4) фои элементов минерального питания

Разные фоны минерального питания растений создавали по ни­
жеследующей схеме.

Высокий фон: с 6 по 13 марта растения поливали 25%-ным раство­
ром от полной питательной смеси по Г. С. Давтяну (*); с 13 по 20 
марта—50%-ным раствором; с 20 марта по 10 апреля—полным 100%- 
ным раствором, который еженедельно заменяли свежеприготовленным.

Низкий фон: с 6 по 13 марта растения поливали 25%-ным раст­
вором, который до конца опыта еженедельно обновляли чистой водо­
проводной ьодой, т.е. ограничивались лишь промывочными поливами.

В течение опыта проводили фенологические наблюдения и биомет 
рические измерения для регистрации динамики роста, а в конце опы­
та (10 апреля)—учет ряда параметров продуктивности растений, в том 
числе морфологический анализ и весовой анализ надземных и подзем­
ных органов по сырой биомассе. Повторность в каждом варианте 
10-кратная. Цифровой материал обрабатывали статистически по сред­
ним значениям и их стандартным ошибкам.

Результаты изучения динамики роста растений картофеля пока­
заны на рис. 2, а параметры роста, развития и продуктивности над­
земных и подземных органов растений в конце опыта—в таблице.

Представленные данные, как и следовало ожидать, показали, что 
в стимуляции продукционных процессов надземных органов совмест­
ное влияние материнского клубня и высокого фона минерального пи­
тания (вариант 1) достаточно сильное, по сравнению с растениями без 
материнских клубней при низком фоне минерального питания (вариант 
4). Вместе с тем из опытных вариантов 2 и 3 выявлено, что для сти- 
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муляцин роста растений в высоту более предпочтительно присутствие 
материнского клубня, чем влияние высокого минерального фона. Срав­
нение этих же вариантов (2 и 3) по параметрам диаметра разрастания 
куста в ширину, интенсивности образования боковых побегов первого 
порядка и накопления общей надземной биомассы показывает, что ве­
дущая роль принадлежит не материнскому клубню (вариант 3), а 
интенсивному источнику минерального питания растений пли высокому 
фону (вариант 2)

10 ОЪ О огп О. * 
‘промеров

>эез голз дм о№

Ряс 2. Динамика роста картофеля в гидрон, нике под контролем (/,•?) 
и вне контроля (2, 4) материнского клубня при различных фонах мине­
рального питания. Сплошная линия — высокий фон, пунктирная — низ 

кий фон

Взаимоотношения минерального и органического источников пи­
тания картофеля в продуктивности подземных органов складываются 
иным образом. Продуктивность или вес корней в большей мере зави­
сит от деятельности материнского клубня. Аналогичен эффект влия­
ния маточного клубня на столонообразование растений или число сто­
лонов, хотя рост уже образовавшихся столонов или вес столонов, на­
оборот, находится под контролем интенсивного минерального фона.
Анализ клубнеобразования опытных растений или числа образовавших­
ся клубней выявил существенную возможность полной компенсации с 
помощью интенсивного минерального фона процессов, контролируемых 
материнским клубнем. Более того, удаление маточного клубня не по­
влияло на число образовавшихся клубней или интенсивность клубнеоб- 
рззования растений (варианты I и 2). Необходимо отметить, однако, 
что рост индуцированных или уже образовавшихся клубней целиком 
подчинен влиянию материнского клубня- независимо от минерального 
фона нормальный рост клубней, выявленный по весовому признаку, 
осуществляется только при наличии маточного клубня (варианты 1 и
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Некоторые параметры продуктивности безвирусного картофеля в гидропонике в зависимости от различных источников питания

Варианты

Материн кий 
клубень
Бет материнского 
клубня
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3). Распределение полученных клубней по трем стандартам их диаме­
тров (1 —2; 2—3; 5см) показало, что в вариантах 2 и 4, по сравнению 
с вариантом I, имеется смещение в сторону преимущественного обра­
зования клубней с меньшим диаметром (1—2 см). В варианте 3, 
наоборот, наблюдалось смещение к стандарту с диаметром 3—4 см. 
Эти данные одтверждэют указанный нами факт о компенсации роли 
материнских клубней в процессе клубнеобразовання за счет высокого 
минерального фона, а также о существенной роли материнскою клубни 
в росте уже образовавшихся клубней.

Полеченные нами данные нс противоречат результатам известных 
исследований (s ՝) по влиянию материнского клубня на процесс клуб 
нсобразовання, где было однозначно показано, что материнский клубень 
не только не стимулирует клубнеобразование, по и тормозит его. Не­
зависимость инициации клубнеобразовання растений от существова­
ния материнского клубня с точки зрения функциональной деятельности 
последних в качестве доноров гормональных метаболитов (6) подтверж­
дается также исследованиями (z) по индукции образования микро- 
клубней картофеля in vitro на среде без регуляторов роста при опреде­
ленных соотношениях сахарозы и азота, а также длины дня.

Вместе с тем полученные в наших опытах результаты показали,
что два различных источника питания картофеля (органический и ми­
неральный) не однозначно контролируют различные процессы индук- 
пии органообразования с одной стороны и дальнейшего роста уже
бразовавшнхея органов растений, с другой. Для индукции образова- 

ння одних органов, в том числе клубней, решающее значение имеет 
интенсивное минеральное питание, для других—материнский клубень.
И наоборот, ряд иных органообразовательных процессов может контро­
лироваться маточным клубнем, а дальнейший рост уже индуцирован­
ных органов—интенсивным или высоким фоном минерального питания. 

Возможность компенсации деятельности маточного клубня высоким
фоном минерального питания имеет важное технологическое значение. 
Достаточно отметить, что в наших опытах, после удаления и повтор­
ной посадки маточных клубней в гидропонику, они прекрасно прорас­
тают и дают достаточный выход семенного материала, тем самым уд­
ваивая продукционную ценность каждого семенного клубня. Получен­
ные результаты являются еще одним свидетельством перспективности 
исследований по созданию сортов картофеля, размножающихся бо­
таническими семенами *), которые, естественно, произрастают без 
материнских клубней, не оказывая при этом отрицательного влияния 
на продуктивность клубнеобразовання.

Г?ким образом, проведенные исследования показали принципиаль­
ную возможность технологического регулирования морфогенеза и про- 
д\к՛ явности картофеля в гидропонике с помощью различных источ­
ников питания растений. '«Я

Институт агрохимических проблем и гидропоники 
Академии наук Армении
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շ. ԴԵՎեՋՅԱՆ. Ռ. ft. ՍԻՍԵՌՏԱՆ, Ի. Լ. ԴԱՎԹՅԱՆ, Խ. ’։. bԱժ ԱԿ ՏԱՆ|ք։սյրսւկան պալարի և հանքային սննւ|աոուլ>յան տարբեր ֆոների ազղ1>ցո։թյո»նբ «|իրէ»սԽզե**ծ կարտոֆիլի 5անի և զէսrrpu<]ման ւ|րա հիրլրոպոսիկափ պայմաններում
:ւ,Ղւ,.պ.ն1,կ..,ւՒ պ,„1.ր,օՆ1,1,1„„մ է

է ք^^ռր վրԱ, պ^_

քաէին սննդառության տարբեր ֆոների ադդեցության րնոլյթր,
Շոպց ( արված, որ բույսերի րնդհանռր կեսադանդվածի կուտակման հա 

մար որոշիչր հանրային սնուցման բարձր ֆոնն Է. Արմատների և սապոնների 
րանակր մեծ մասամբ պայմանավորված ( մայրական պա յարի գործունեոլ֊ 
թյամր, դրանց հետագա աճլ. հանրային սննդառության բարձր ֆոնով, իսկ 
պւպարադււյացման ինդուկցիայի համար վճռական նշանակություն ունի 
սննդառության բարձր ֆ„նր, այյ ոչ թէ մայրական պւպսւրի առկայությունդ
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Влияние окситоцина на температурный гомеостаз организма 

(Представлено академиком АН Армении В В Фанарджяном 6(У1 1991)

Регуляторное участие пептидов в поддержании температурною 
гомеостаза организма в настоящее время привлекает внимание многих 
исследователей (։г). Одним из таких пептидов является окситоцин, 
который играет важную роль в родовой деятельности и рефлексе моло- 
коотдачи. Описаны метаболические эффекты окситоцина, его действие 
на экскрецию некоторых ионов, регуляцию водно-солевого обмена в 
экстраренальных органах, секрецию пищеварительных соков и др 
(б ։о) цто касается физиологической роли окситоцина в регуляции 
теплообмена организма и в поддержании температурного гомеостаза, 
этот вопрос до сегодняшнего дня изучен недостаточно. Имеющиеся 
данные (и՜12) указывают на то, что окситоцин обладает антипнроген- 
ними действия’'!։ и что этот эффект связан с угнетением продукции 
эндогенного пирогена. , К .

Цель настоящей работы заключалась в выяснении действия раз­
ных доз окситоцина на теплообмен орапизма у кроликов при разных 
температурных фонах организма. Изучение этого вопроса имеет не 
только теоретическое, но и практическое значение, поскольку спектр 
клинического действия окситоцина весьма широк. В наших опытах учи 
тывалась динамика изменения центральной температуры в области 
ободочной кишки и периферической температуры в области главной 
артерии ушных раковин, а также теплосодержание в организме. Беспре­
рывную запись температуры исследуемых точек производили потен 
пнометром. который был подключен к выходу усилителя с чувствитель­
ностью 0.013° для центральной и 0.133 для периферической температуры. 
Динамику изменения теплосодержания определяли по формуле 
Ц т с ^(д7 ), где учитыгали теп юемкость тканей, массу животного 
и изменение температуры организма. Эксперименты проводили в трех 
сериях. В первой серии изучали влияние различных доз окситоцина 
на вышеуказанные параметры в условиях нормотермии организма, 1» 
пределах термонейтральной зоны окружающей среды (22°) Во второ-՜’
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« третьей сериях—на фоне! гипер- и гипотермии в условиях темпера­
туры выше (36 ) и ниже (7,0 ) термонейтральной зоны. Эксперимент 
проводили в основном на двух кроликах, один нз них служил контро­
лем и получал физиологический раствор, а второй являлся опытным и 
получал окситоцин. Порядок ведения опыта был следующим: в тече­
ние 30-40 мин производили контрольную синхронную регистрацию 
температурных показателей и теплосодержания в организме до уста 
новления плато, затем внутривенно вводили окситоцин (фирмы Гедеон 
Рихтер А. О., Будапешт) в дозе 4 и 8 мкг/кг на фоне нормо-, гипер- в 
гипотермии организма. На 9 кроликах со средней массой 3326 прове­
дено 68 экспериментов. из коих 34 с окситоцином и 34 без окситоцина

с?

30 К
Рис. 1. Влияние разных доа окситоцина на температурный гомеостаз 
организма на фоне его иормотермиа. /, / — А Г "С ободочной кншкн 
опытных кроликов, получивших окситоцин в дозе 8 мкг/кг; ֊—то ж 
контрольных кроликов, не получнчшшх окситоцин. По оси абсцисс 
время опыта в минутах; по оси ординат — А7"'С ободочной квгакы

Стрелкой показано время введения окситоцине

Установлено, что внутривенное введение окситоцина в дозе 1 
мкг/кг вызывает достоверный (Р<0,01) гипотермический эффект 
и центральная температура снижается в среднем на 0,61 , в то врсмл 
как у контрольных кроликов она понижается всего на 0.11 (рис. 1). 
Периферическая температура организма в обоих случаях снижалзс 
в пределах 2,67 2,68°, а теплосодержание, после введения окситоцина, 
составляло в среднем 500 кал/кг, против 172 кал/к։ в контроле. При 
введении окситоцина в дозе в мкг/кг наблюдается ։ нлер*ермн кскии 
эффект и центральная температура повышается в среднем на . ֊
против—0,02° в контроле. Периферическая температура «•[ ч а 
снижалась в среднем на 1, 95 или в 2, 5 раза больше, чем у контрольны 
Что касается теплосодержания, то оно у опытных кроликов
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налось на 202 кал'кг или в 4 раза по сравнению 
(Р<0,001).

с контролем

Результаты второй серии экспериментов (рис. 2) показали, Чго 
если введение окситоцина в дозе 4 мкг/кг на фоне гипертермии орга­
низма повышало температуру ядра в два раза больше по сравнению с 
контролем (соответственно на 0,42 и на 0,23°), то введение окситоцина в 
дозе 8 мкг/кг увеличивало эту разницу в восемь раз (соответственно 
на 1,02 и на 0,14°). Температура оболочки при дозе окситоцина 4 мкг/кг 
как у контрольных, так и у опытных кроликов повышалась в пределах 
! 1.06—11.26°. а при дозе 8 мкг кг—в пределах 12,6—14.37°. Теплосо­
держание соответственно увеличивалось в первом случае от 100 до 
410 кал/кг. а во втором—от 56 до 491 кал/кг. 1

9030 600 пи
Рис. 2. Влияние разных доз окситоцина на темпе; атурный гомеостаз ор 
ганнзма на 4«не его гиперт.рмнн. / — температура кам ры до и в пе 
рнод нагрева животного; 2, V — дГ’С ободочной кишки опытных кро 
ликов, получивших окситоцин в дозе 8 н 4 мкг/кг, 4. 5 — то же конт­
рольных кроликов, не 1.олучнвшнх окситоцин. Го осн абсцисс — время 
опыта в минутах, по осы ординат а Г'С ободочной кишки. Первая 
орелка показывает нагло нагрева животного, вторая — время в в синя 

окситоцин I

Данные экспериментов третьей серии показывают, что введение 
окситоцина в дозе 4 мкг/кг на фоне гипотермии организма не оста­
навливает гипотермию и центральная температура продолжает сни- 
жаг..ся аналогично контрольным показателям н среднем на 0,20֊ 0.2Г 
|рис. 3). При введении окситоцина в дозе * мкг/кг гипотермический 
ффект устраняется и центральная температура тела повышается в 

среднем на 0,15° против ее снижения у контрольных в среднем на 
0.49° (р<0,02) Что касается периферической температуры организма, 
;о она в обоих случаях снижалась, однако при дозе окситоцина 1 
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глкг/кг она снижалась в среднем от 9, 08 до 13,75°, а при дозе 8 мкг/кг 
—от 14,02 до 14,58. 1 еплосодержание у опытных кроликов в первом 
случае увеличивалось от 96 до 244 кал/кг, а во втором-от 128 до 256 
кал/кг. У контрольных, соответственно, от 370 до 438 и от 180 до 365 
кал/кг.

I ис 3. I лияние । азных доз окситоцина на температурный гом՝ эстаз ор 
। аннзма на ; оне его гипотермии. / температура камеры до и в период 
охлаждения животного; ., — ДГ °С ободочной кишки опытных кро­
ликов, получивших окситоцин в дозе 8 и 4 мкг,'кг; 4, .5—то же конт­
рольных кроликов не получивших окситоцин. По оси абсцисс — нремя 
опыта минутах, по оси ординат —17՜ ободочной кишки Первая 
стрелка гоказывсег к шало охлаждения животно, о. вторля — время вве 

дения скситоцнна

Что касается латентного периода действия окситоцина на тем­
ператур: ь.:'։ гомеостаз на фоне нормотермии организма, то выявлено, 
что при дозе 8 мкг/кг он равнялся 17 мин, а при дозе 4 мкг'кг 25 мин 
Па фоне гипотермии латентный период в первом случае составлял 20 
мин, а во втором—32 мин; на фоне гипертермии в обоих случаях 20 мин

Анализируя полученные данные, можно отметить, что окситоцин 
участвует в поддержании температурного гомеостаза организма. Его 
терморегуляторный эффект зависит от исходного температурного фона 
организма и дозы введенного пептида. Высокие дозы окситоцина, 
введенные в организм на фоне нормотермии. вызывают । иш-ртс омзчсс 
кий, а низкие дозы-гипотермический эффект. Введение окситоцина 
на фоне гипертермии организма в условиях нагрева киы ним по 
тенцируст гипертермический эффект действия высокой ՝ мперагхр 
окружающей среды и, по сравнению с контрольными Ж1 потными. при 
водит к значительному повышению центральной темпер. ’И՛1 
Низкие дозы окситоцина, введенные в организм на фот его г..потер 
мни, не устраняют гипотермический эффект хенствт । ! •’•< и ՝ '
туры окружающей среды, а высокие дозы пс только т >։ '
'нпотермию, но даже значительно повышают центральна о тс ’"4$ •
тела по сравнению с таковой у контрольны՝ жнм»т։.ых 
действия окситоцина не вполне ясен. Ввиду того, ։то
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чократнтельную активность гладкой мускулатуры внутренних органу 
через парасимпатическую нервную систему, надо «предполагать Чт<, 
гипотермический эффект окситоцина обусловлен активацией парасимпа 
тической нервной системы, снижением общего метаболизма и тепло 
продукции в организме. Поскольку в нормальных условиях жизнедеи 
тельностн организма температурный гомеостаз поддерживается взаи 
модсйствнем парасимпатической и симпатической нервной системы н 
их медиаторами, то следует предполагать, что гипертермический 
эффект окситоцина обусловлен снижением активности парасимпати­
ческой и повышением тонуса симпатической нервной системы и, как 
следствие, увеличением метаболизма и теплообразования в организме

Таким образом, разработанная нами экспериментальная модель 
позволила установить, что действие окситоцина на температурный 
гомеостаз организма зависит от его дозы и состояния системы тер­
морегуляции н различных температурных условиях окружающей
<реды
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(Представлено академиком АН Армении В В. Фанарджяном 31/УП 1991>

.Латеральное вестибулярное ядро (ЛВЯ) Дейтерса является одной 
из важнейших структур ствола мозга в механизмах регуляции мышеч 
ного тонуса, поддержании равновесия и ориентации в пространств». 
(' ՝) Красное ядро (КЯ) также широко участвует в регуляции движс 
лнй (<-в). Показано, что ЛВЯ и КЯ обладают хорошо выраженной 
еоматотопической организацией и посредством своих нисходящих 
систем—латерального вестибулоспинального (ВС) и руброспинальною 
(РС) трактов регулируют деятельность экстензорных и флексорных 
мотонейронов, соответственно, (7՜9). Другой важной особенностью 

организации этих нисходящих систем является наличие аксонных кол 
латералей их нейронных элементов, которые разветвляются на разных 
уровнях спинного мозга Показано, что 50% ВС нейронов дают кол 
латерали к шейным и люмбальным сегментам спинного мозга (|0) 
коллатерали 5% РС нейронов также юстигают указанных спинальных 
уровней (5). Недавние эксперименты по инъекции пероксидазы хрена 
в ЛВЯ выявили прямые двусторонние проекции от КЯ ко всем частям 
ядра Дейтерса ('’)• В настоящей работе электрофизиологически пока 
ззно наличие двусторонних вестибуло-рубральных связей Выявлена 
моно-, олиго- и полисннаптическая природа влияний КЯ на ЛВЯ

Эксперименты проведены на семи взрослых кошках массой 2,5 3,о 
кг, наркотизированных нембуталом. КЯ контралатеральной стор н. 
раздражалось биполярным вольфрамовым электродом Электроды 
вводили в КЯ по следующим стереотаксическим координатам. Ь 2, 
11-3,5 и А 3,5 (’»). ВС нейроны ядра Дейтерса идентифицировали пи их 
антидромным потенциалам действия (ПД). возникающим н ответ и 
раздражение латерального ВС тракта. Стимуляцию и... с ->՛• 
вестибулярного нерва осуществляли парой вольфрамовых лскгр< 
введенных в овальное (катод) и круглое (анод) отверстия <рсдн 
уха. Стимуляцию производили прямоугольными юлчкамн то .а • ту'' 
ностью 0,1—0.5 мс напряжением 1 — 10 В и силой 0,1- . •’ м
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.енне активности отдельных нейронов ядра Дейтерса производили , 
помощью стеклянных микроэлектролон, заполненных раствором хло­
ристого калия (3 моль/л) с сопротивлением 2—10 МОм Локализа 
пью кончиков раздражающих и регистрирующих электродов проверяли
।металогически.

Произведено внутриклеточное отведение активности 74 нейроном 
ЛВЯ, реагирующих на стимуляцию КЯ. Одиночное раздражение КЯ в 
50 нейронах ядра Дейтерса вызывало антидромные ПД (рис. |,Д5 
В1. Е1). Скрытый период возникновения антидромных ПД колебален 
в пределах 0,2—0,7 мс (всреднем 0,38±0,1 мс, л=50; рис. I. 6). 17 из 
50 нейронов ЛВЯ были идентифицированы как ВС. (рис. \.А1 В1; Е2. 6. 
столбики с кружочками). Они характеризовались фиксированной ла- 
тенцией при подпороговой (рис. 1. В1, Е1) и надпороговой (рис. 1. А5.
интенсивности стимуляции. При парной стимуляции с короткими ин­
тервалами они проявляли короткую рефрактерность (рис. I А2.3, Аб,7). 
Антидромные ПД могли следовать высокочастотной стимуляции то
«00—10 и мп/с (рис. 1, .45, А4). Среднее расстояние между КЯ и ЛВЯ
доставляло 12 мм, а расчетная скорость проведения вестибуло-руб- 
ральных г.олокон колебалась в пределах 17,1—60 м/с. Согласно дан­
ным предыдущих работ (’•'’), нейроны, дающие начало этим волокнам, 
могут быть отнесены к «быстрому» типу ВС нейронов. Среди антидром 
но активированной клеточной популяции семь нейронов были также 
ортодромно активированы стимуляцией ипсилатерального вестибуляр­
ного нерва. Четыре из них были возбуждены моносинаптическн, что 
указывает на их принадлежность к вестибулярным нейронам «второго 
порядка» (**) (рис. 1 ЕЗ). •/*’

Стимуляция КЯ в 24 нейронах ядра Дейтерса вызывала ортодром 
ные ПД (рис. 1, С1, О, Р1). Они возникали со скрытым периодом 
0.7—1,4 мс (в среднем 1±0,21 мс, п=24; рис. 1, Н). В некоторых ней­
ронах ЛВЯ градуальное увеличение интенсивности стимуляции КЯ нс 
влияло на величину латенцни, что свидетельствует об их моно- или 
олнгосинаптической природе (рис. I, С/, О). Однако из-за низкого 
порога деполяризации ДД запись ВПСП нейронов ЛВЯ была затруд­
нена. 8 из 24 ортодромно активированных нейронов были идентифици­
рованы как ВС (рис. 1, С2, Н, столбики с кружочками). Трн клсткя 
из этой популяции были ортодромно активированы также стимуляцией 
вестибулярного нерва (рис. 1, Е2); одна из них являлась вс-сткбуляр- 
। им нейроном «второго порядка». Раздражение КЯ не вызывало тор­
мозных реакций в нейронах ядра Дейтерса. ]

Результаты настоящей работы выявили, что подобно ряду струк­
тур ствола мозга (։), КЯ также устанавливает двусторонние связи с 
ядром Дейтерса (рис. 2). Полнсинаптнческае возбуждающие влиянии 
К Я на нейроны ядра Дейтерса могут быть реализованы через латераль­
ное ретикулярное ядро (ЛРЯ), ядро лицевого нерва, нижней оливы 
или каудальное тройничное ядро('* ”). В этом случае К Я подобно ЛРЯ 
функционально может рассматриваться как релейная станция при
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Гис. 1. Антидромная и синаптическая активация нейрона Л Я ст. муляцией КЯ. 
>15. В1.£1- антидромные ПД трех нейронов ЛВЯ. вызванные подпороговым 
(Д1, £1) и надпороговым (А5) раздражением КЯ. .41. Н2. / 2 - антидромные ПД 
тех же нейронов вызванные надпороговыч раздраж нием латерально о ВС 
тракта. А2, 3 в Л6, 7—эффекты парной стимуляции латерального В траата в 
КЯ с укорочением межстнмульного интервала соотвгтственно >4 в 1* — ПЛ 
нрн частотном раздражении до 850 (Д4) и 600 (£8) ими с ЛЗ ортодромный П I 
клетки, вызванный газа ;ж нием в-сти ударного нерва, С1. О. Ч ортод.ом- 

•ные П1 трех нейронов ЛВЯ в ответ на раздражение КЯ. £2 ВП П. вызван­
ный стимуляцией вестибулярного жерла. Г?֊ антидромны П I на раздражение 
латерального ВС тракта Нижние записи на -41 ' представляют экстрвкле-
точный контроль (I и Н гистограммы распр д л ниа скрытых периодов ан­
тидромных (О) и ор одромных ( ) ПД нейронов ядра Дейтерса. Столбики с 

'кружочками представляют ид нтифи иро линые ВС нейроны аА иса время 
в мс. ордината количество нейронов л Потенциалы зарегистрированы ус или 

телем постоянного тока при наложении ' ?0 пробегов луча частота повто 
рг иия 5 в I с
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передаче командных сигналов из двигательной коры в ядро Дейтерса 
(**•’•) (рис. 2). Более того, нейроны ядра Дейтерса через КЯ получают 
информацию также от промежуточного ядра мозжечка, проторяй 
таким образом, еще один путь, через который клетки Пуркинье дей­
ствуют на нейроны ЛВЯ. Антидромная активация ВС нейронов при 
стимуляции КЯ свидетельствует о том. что нейроны ядра Дейтерса в

Гис. 2 Схематическое изображено взаимоотношений нейронов ядро 
Д йтерга с пирамидным < нейронами коры мозга (Руг. С), клетками Пур­
кинье мозжечка (РС), фастнгиальнымк (Е>) н пром жуточнымн (.Р) 
ней онамн и иен онами Л Я РГ. Й$Т и 1.У$Г —пн амидный руброелн- 
нальный и латеральный ВС тракты соответственно, т! — моховидные 

ьолокна

свою очередь модифицируют активность рубральных нейронов. Изве­
стно, что КЯ и ЛВЯ являются важными центрами для контроля актив­
ности флексорных и экстензорных мышц (*'”). Двусторонние отноше­
ния ЛВЯ с КЯ. возможно, обеспечивают координацию и корреляцию 
активности этих двух структур в процессе реализации вестпбуло- и 
руброспинальных двигательных рефлексов.
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4. Լ. ՕՈրԴՆՏէՆ
փէյէոհրոյաճ կորիզի նեյրոԱերփ fibmpbptog I. սինապսային ռեակցիան 

կարմիր կորիզի ցրզման միջոցով

Անզգայացված կատուներէ, մոտ ուսումն ասիրվ ել են կարմիր կորիզիը 
Հրահրված Դեյտերսի կողմային վեստիրույար կորիզի նեյրոնների հետրն- 
քաց և ուղղընթաց գործողության պոտենցիալները, Ցույց ( տրված, որ կար­
գիր կորիղԻ ղՐղօւմր հանգեցնում է հիմնականում Դեչտերսյան նեյրոնների 
հետընթաց, ինչպես նաև մոնո-, օյիգո- և բաղմասին ապսային ակտիվաց­

ման, Հայտնաբերվել են վեստիբույաողնուղեղային նեյրոնների ակսոնների 
վերընթաց ճյուղավորումներ' ուղղված կարմիր կորիզին,

Քննարկվում են նշված երևույթների յուրահատ կո, թ յունն երն ոէ գործու­
նեության նշանակությունը։
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