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Исследовано поведение характеристик плоских стационарных физических полей 
в окрестности угловой точки линии раздела областей поперечного сечении кусочно- 
однородного тела, составленного из диух различных цилиндрических анизотропных 
призматических тел, спаянных между собой по бокоиой поверхности

Исследованию поведения плоских стационарных физических полей в 
окрестности края поверхности соединения кусочно-однородного изотроп­
ного и анизотропного тела при различных условиях на его боковой по­
верхности посвящены работы [1-4 |.В пространстве геометрических и 
физических параметров кусочно-однородного тела получены уравнения 
поверхности, разделяющей области, где характеристики соответствующих 
полей (упругие напряжения при кручении и продольном сдвиге, потоки 
тепла и вещества в задачах теплопроводности и диффузии нап­
ряженность электрического и магнитного полей,плотность постоянного 
тока ц т.д.) в окрестности края поверхности соединения стремятся к нулю 
или бесконечности.

В работе (1 1 исследовано также решение задачи кручения кусочно- 
однородного изотропного призматического стержня около угловой точки 
лодки раздела областей его поперечного сечения (фиг. 1). Показа но, что 
напряжения кручения бесконечно возрастают при приближении к угловой 
точке линии раздела всегда, кроме случая 01 = я, что соответствует от-3
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сутствию угловой точки на линии раздела.
В настоящей работе с помощью местных решений исследовано пове­

дение характеристик плоских стационарных физических полей в ок­
рестности угловой точки линии раздела областей поперечного сечения 
кусочно-однородного тела, составленного из двух различных ци­
линдрически анизотропных призматических тел, спаянных между собой 
по боковой поверхности (фиг I) .Поперечное сечение составного тела яв­
ляется плоскостью упругой симметрии. Ось анизотропии принимается за 
ось г цилиндрической системы координат г , в , г с началом 0 в точ­
ке поперечного сечения.

При отсутствии источников возмущения потенциалы плоских полей 
1/4(г,9)(к - I ,2) удовлетворяют уравнению [5,6)

А- = I , 0 < 0 <б| ; А = 2 , — Ст < 0 < 0 ; 02 = 2л — 0|

На ветвях линии раздела имеем следующие условия сопряжения:

(г. 0) | 0 = и2 (г, 0) | 0.0 (2)

. а (I)Л? + а 12 дг - 1 о = о

а (2) |
12 ' в = о

12’ “2 + а 
г М (3)



и 1 ( г » 0 ) I В = 8 I - 2 (г* 19 ) I О = 0։ -2л )

( а11(1) + а„<1) 2^1) ,
1 Г дО >2 <7г , 1 я = 0

( а 11<2) 2 4- п & ^2\ \ ( с \
- ( г ИГ + а'2 —) 1 0. 0, - 2л <5>

где х(Д} , х(22 • Хи ( А = 1 , 2 ) [ 1,2 ]-иостоянные,
характеризующие физические свойства неоднородной анизотропной среды 
(упругие постоянные, диэлектрические и магнитные проницаемости, ко­
эффициенты теплопроводности, диффузии, электропроводности и т.д.).

Компоненты характеристик полей выражаются через и к (г,О') сле­
дующими формулами:

4« (г>е) = +хт & (6)

Методом разделения переменных решение уравнения (1) представим 
в виде

и к ( г , 0 ) = г '՛( А к соз р т к О + />’ к з։п р 1 к° ) схр ( ֊ о к Р ) (8)

где р -произвольный параметр,

°։ = /и\ч (9)

Удовлетворяя условиям сопряжения (2)-(5), получим однородную 
систему линейных уравнений, из условия существования нетривиального 
решения которой следует

4 X
( I + х)2

2 • • 2 •лЛ (л Р ) + 31П“(лр )

—------з։п 2 ( Л - 0\ ) р ’
( 1 + X) 2

(10)

где

• — т 1 + г 2 02 • <7 I ^1 + сг 1 02
1> 2 л ? • ■ - г | (?| + г 2 02

у = «1? т2 = Т2 А;
Х Г1 ’ 1 П 0, 4֊ г . 02

(И)

(12)

Уравнение (10) при конкретных значениях параметров / , о к , 0\ 
имеет бесконечное множество корней, которые могут быть 
пронумерованы по порядку возрастания их действительных частей.

Общее решение уравнения (1) представляется в виде

и к {г,0) = л Ао + V г ! ( А кп со$ Рпт к 0
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+ В кп 5й1 р ц Т к 0 ) схр ( ֊ <7 к Р п ) (13)

где суммирование распространяется на все корни уравнения (10), для 
которых Ко р п > 0. Необходимость отбрасывания корней с 
отрицательными действительными частями вытекает из условия конеч­
ности накопленной удельной энергии в окрестности угловой точки ли­
нии раздела [1].

Из представления (13) и (6,7) видно, что если 0 < Ис р ։ < 1, то 
при приближении к угловой точке линии раздела областей поперечного 
сечения характеристики полей неограниченно возрастают, при этом 
порядок особенности равен I Иср ։ - I I. Если Ие р{ > 1 , то 
характеристики убывают до нуля при г — 0 . В случае Ис р ։ = 1 
характеристики полей в угловой точке линии раздела конечны и вообще 
отличны от нуля.

Таким образом, исследование поведения характеристик полей в уг­
ловой точке линии раздела поперечного сечения составного ци­
линдрически анизотропного тела приводится к отысканию корня 
трансцендентного уравнения (10) с наименьшей положительной действи­
тельной частью в зависимости от параметров % , ак , .

Уравнение (10) имеет сложную структуру, поэтому исчерпывающее 
наглядное общее исследование зависимости искомого корня Р 1 от 
параметров задачи, как это было сделано в работах [1-4],здесь невоз­
можно.

Рассмотрим некоторые частные случаи.
1.Материалы кусочно-однородного тела изотропны,то есть 

а *2 = ~ 0- В этом случае вместо уравнения (10) будем иметь
2

$и1'2(хр) = ~«пл 2 ( л - 01 ) р (14)
( 1 + Хо)2

где = я<|2|| /а\\* . Здесь и далее учтено замечание Фойгта относительно

фиг. 2
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Таблица 1

(7| 0 л
3

2л
3'

л 4л
3

5л
3

2л

CT J = 0
СТ 7 = 0.3

0. 954 0.974 0. 990 1.000 1.005 1.005 1.000

ст 1 = 0. 1 
стт = 0.3

0. 954 0.972 9. 977 0. 985 0.991 0. 994 0.995

ст։ = 0.2
СТ 7 = 0. 3

0. 954 0 960 0.965 0.969 0.975 0.977 0.980

ст i = 0.3
ст •> = 0.3

0. 954 0. 954 0. 954 0. 954 0. 954 0. 954 0. 954

равенства упругих постоянных (5].
Уравнение (14) получено в работе 11 ], где было показано, что дей­

ствительный корень Р| всег.а находится и интервале 0 < р։ < 1, то 
есть в угловой точке линии раздела стремление характеристик полей к 
бесконечности неизбежно.

2. В случае х = I из уравнения (10) следует

sh2 (а,е,уг ог ) р + sinа (т, е,+ м р = 0 (|5)

откуда для действительной части р։ получим

Rep = 27Т(Т] Щ+Т2 °2 1
О2 @2 + 2 01 0'2 ( о i о > + 11 12 )

т j - V 1— а2 т 2 = — а 2 (16)

Из (16) непосредственно следует, что при а 2 = ст . , то есть для од­
нородного цилиндрически анизотропного тела, Re р , = т i < 1.

Следовательно, в окрестности оси анизотропии однородного ци­
линдрически анизотропного тела характеристики полей всегда стремятся 
к бесконечности. Принимая, что один из материалов составного тела яв­
ляется изотропным ст 2 = 0. из (16; для всех допустимых значений 
ст։ получим результат,приведенный на фиг.2.

В габл.1 приведены некоторые эти и другие значения действительной 
части р} в зависимости от угла 0] при различных значениях ст । , ст 2.

3. В другом частном случае, когда ст । G ։ + а 2 0 2 = 0, что воз­
можно, если a J , о 2 имеют разные знаки [7] имеете (10> имеем 
уравнение

sin 2 (яр*) = ---------sin 2 ( л - 0\ ) р * (17)

Как и в случае ։ 14), уравнение (17) в интервале 0 < р' < 1 
всегда имеет действительный корень р\. Следовательно, подбором ге­
ометрических и физических параметров задачи имеется возможность 
регулировать поведение характеристик полей в нужном направлении, 
что следует из формул (12). Табл. 2 содержит часть вычисленных зна-

„ _ 2 лчснии р։ в зависимости от у при = -у .
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Таблица 2

I 1. 5 2 5 10 20 50

ai =0.4
а 2 = - 0.2

1. 043 0. 985 0. 947 0. 855 0.815 0. 791 0.777

<7| = 0.2
а2=- 0.4

1. 066 1. 013 0. 979 0. 897 0. 861 0. 841 0. 828

Анализ данных, приведенных на фиг.2 и в табл. 1.2 показывает, что 
в окрестности угловой точки линии раздела областей поперечного сече­
ния кусочно-однородного цилиндрически анизотропного тела 
характеристики полей в зависимости от физических и геометрических 
параметров составного тела могут стремиться к нулю, иметь особенность 
или конечное значение.

Па эти результаты следует, по-видимому, обратить внимание при ис­
следовании причин возникновения известных аномалий геофизических 
полей океанического дна [8,9].
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О ВЛИЯНИИ ТЕМПЕРАТУРЫ НА УСТОЙЧИВОСТЬ АНИЗОТРОПНОЙ 
ВЯЗКОУПРУГОЙ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ

МОВСИСЯН л.А.

Մովսիսյան Լ.Ա.,Ջերմաստիճան ի ազդեցությունը անիզոտրոպ 
աոաձգամածուցիկ գլանային թաղանթի կայունության վրա։

Movsisyan L. A. Abou։ icmparaiurc cffecis on stability of anisotropic vlsco-clastic 
cylindrical shell

Ուսումնասիրվում է ստացիոնար ջերմաստիճանային դաշտում 
գտնվող աոաձգամածուցիկ գլանային թաղ ան թը:Թ ա ղան թի նյութի 
մածուցիկ հատկությունները հանդես են գալիս սահքի լարումների 
ն կ ա տ մ ա մ ր ։ Ա ռ ա ձ գ ա կ ա C դրվածքով դիտարկվում Լ բազմաշերտ 
թաղանթի կայունությունը առանցքային սեղմման և արտաքին 
ճնշման դեպքում։

Изучается вязко-упругая анизотропная цилиндрическая оболочка, находящаяся и 
стационарном температурном иоле. Материал оболочки свойство вязкости проявляет 
по отношению к с,двигающим напряжениям П упругой постановке рассматривается 
устойчивость многослойной оболочки при иссиом сжатии и пнешпем давлении.

Изучается вязкоупругая анизотропная цилиндрическая оболочка, на­
ходящаяся в стационарном температурном поле. Свойство вязкости ма­
териала оболочки проявляется по отношению к сдвигающим 
напряжениям. Принимается также, что от температуры зависят только 
характеристики ползучести. В упругой постановке рассматривается ус­
тойчивость многослойной оболочки при осевом сжатии и внешнем дав­
лении. Показан случай преимущества однослойной оболочки но 
отношению к многослойной. В связи с этим, температурная устойчивость 
исследуется для однослойной оболочки.

I. Как известно, многие прямоугольно армированные композиты 
проявляют вязкое свойство только по отношению к сдигаюшим 
напряжениям и определяющий закон для них. в системе координат по 
направлениям армирования, записывается следующим образом:

и । = А 11 е 1 т А ։ 2 е 2 , и 2 = Л 12 е । 4- Л 22 е 2 (!. О
I

а12 =А66 с|2 » Л 66 = Л6бО “ г>)

В системе ( .с, у I. повернутой относительно первой на угол ~<р, оп­
ределяющими уравнениями будут:
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= Я// (1.2)

Здесь уже по всех выражениях 75,у будет входить Г* |1 |,а формулы 
преобразования к - через Ду 11.2 ]. В (1 | приводятся также вязко­
упругие соотношения для симметрично и антиси.мммстрично собранных 
пакетов.

Сначала рассмотрим упругую устойчивость симметрично собранной 
(антисимметричная получается аналогичным образом ) цилиндрической 
оболочки при осевом сжатии, когда края оболочки свободно оперты. Ре­
шение ее есть в [1,3 |,здесь приведем окончательное выражение для 
критического усилия при осесимметричной потере устойчивости с целью 
нахождения наилучшего расположения слоев (наибольшее критическое 
усилие ).Оно имеет вид при четном числе слоев (2//)

Ркр=2Р։։(УЛ'-Л/). Л/= 3/?1б (*и С26__ £11516 >
4Л2Р11(с11с66֊с?6)

-V =---- =--------------------— Д = ёс! 11 сц 11
Я " Я 11 ( С|| с66՜ с16 )

(1.3)

. о(/=| 2/4/’(л*з֊а?-|) 
4=1 • 4=1

В ходе получения (1.3) .анизотропность - наличие коэффициентов 
с 16. с 26՜ мало что вносят, хотя качественные картины напряженно-де­
формированного состояния для анизотропной и ортотропно»։ оболочек со­
вершенно различны [4 ).Заладимся вопросом, возможно ли расположить 
слои так, чтобы они исчезли? Что произойдет с /\.ресли просто за­
черкнуть с-|6 , с 26 ? Для пластинки такая задача решена в |5 ]. Покажем 
это для случая, когда Л ։1 = Л 22 . Для простоты анализа возьмем па- 
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кст из четырех слоев ( п-2 ). Тогда условие, при котором
С16 • с 26 равнялись нулю, сводится к

sin 4^ + (А - 1) sin 4Р2 = 0 , А = Л 2 /Л, (1.4)

Корни уравнения помимо вершины квадрата и точки ( ^ • ^ ) 
расположены на кривых Я i i . А2 В2 (фиг.1). Для X = 2 (слои 
одинаковой толщины ) кривые превращаются в прямые и корнями будут 

.. лТОЧКИ прямой у>| + у>2 = J .
Выражение Р кр в точках, удовлетворяющим (1.4),будет:

Р = 1 V (41 ~ С1Л (1 5)
** Я с и u

Так, если подставить сюда

си « h । | А А + С (cos 2 2 у>։ + ( А - 1 ) cos 2 2 у>2 ] J

с12 ~ h I IA D - С [ cos 2 2 у>։ + ( А - I ) cos ~ 2 р2 1 | 

где

2Л 2£>п « ֊J1 I А 3 D + С Icos 2 2 + ( А 3 - 1 ) cos 2 2 ] ]

л - 2 ( л 11 + А 2 ) , С - 2 ( А 11 - Я 3 ) , D - 2 ( л j | + 2Л 12 — Л 3 )

Л з = Л 12 + 2/1 66 

при условии (1.4) можно показать, что:
1) если Лп > Л3 ,-то максимум Р кр по у>/ достигается при 

= Р1 = 0 ( 2՜ ) . минимум Р К1, - при у»1 = у>2 = ,
2) если же Л| । < Лз , то максимум Р кр достигается при 
¥>1 = Р2 = . минимум Р кр - при ' у?! = <р2■= 0 ( ֊• ) .

Следовательно .для критического усилия в первом случае будем 
иметь

р — —— \^~л 2 Л “7 пр - /*3 р ՝ л 11 " А 12

и во втором

р *Р ~ VJ R V 2 А 66 ( л 11 + А 12)

(1.6)

(1.7)
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В то же время получается, что ортотропное решение (в формуле (1.3) 
приняты с16 = с2б = 0 ) дает завышенные значения для критической 
силы. Есть все основания предполагать, что эти выводы верны и для слу­
чая И || * Л 22 (для пластинки [5] только с той разницей, что при

Л I I + Л уу ЛА з > —---- “֊ точка максимума будет нс при — .
Устойчивость симметрично собранной многослойной оболочки при 

внешнем равномерном давлении будем изучать, исходя из полубезмомеи- 
тиой теории (правда, здесь потребуется, помимо прочего, еще такое
предположение >> — , что будет оправдано, так как и здесь
при достижении с,6 = с26 = Р16 = £>26 = 0, критическое давление 
получается наибольшим, а коэффициенты с такими постоянными фи­
гурируют именно при нечетных производных [2]).

Уравнение устойчивости в таких предположениях относительно неко­
торой потенциальной функции будет

О8 Ф . 1__
эу8 + я2 «п

<Э4Ф 
—— + дх*

06Ф 
ау6

= £21_соб ~ С26 11 △ (1.8)

Для свободно опертой оболочки критическое давление определяется 
формулой

и = ( __ £&__  V • (1 9)"кр Л^֊27Л2Л'Н '

Как и а предыдущей задаче, проведя анализ (1.9) для случая 
Л)| = Л 22 замечаем, что качественный вывод относительно максималь­
ного критического параметра вереи и здесь, то есть что однослой лучше 
и что при Л || > Л3 имеют смысл главные направления упругости 
расположить по главным линиям кривизны, а при Ли < Лз повернуть 
на 45°. И соответственно, для критического давления будем иметь:

Г Л2 < 2 /л2 л 2 ч 1 4
У/ л п (л и “ л 14 (1.10)

8 л Л Г Л2 о 1 -
Я кр = т т I ~ 2 Лб6 (Л11 * Л12) + лз) ‘ 14 (1.11>18/?

2.Теперь рассмотрим вязкоупругую устойчивость оболочки, находя­
щейся в стационарном осесимметричном температурном по*ле. 
Предполагается, что температура настолько высокая, что вязкое свойство 
материала изменяется вместе с температурой, в то же время упругое- 
нет,т.е.изменяются только коэффициенты, характеризующие оператор 
Г’. Как известно, при вязкоупругой устойчивости представляют интерес 
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критические параметры - мгновенные и длительные. Предыдущий пункт 
был посвяшен не столько определению мгновенных критических сил, 
сколько обоснованию преимущества однослойной оболочки по сравнению 
с многослойными и вопросу наилучшего ориентирования главных 
направлений упругости.

Здесь будем заниматься вопросом определения длительных 
критических параметров, учитывая выводы, полученные в п.1, в част­
ности, что при совпадении главных направлений с координатными ли­
ниями длительные критические параметры совпадают с мгновенными и 
более того, не зависят от температуры.

Таким образом, следует изучить случай, когда главные направления 
_ ЛЕупругости составляют с координатными осями угол, равный — Л огда

определение длительного критического усилия при осевом сжатии сво­
дится к уравнению

где

2 А3 с12
3 <1Х*

с/2*
</х2

2 А
В2 а{1

Р = 0 (2.1)
с1 х 2

в 11 = Л - л66 г 1
«и

* = | («11 + в ։2 *

+

1 2 2«66 = д~՜ > △ ' = Лц - Л 12

Г - преобразованное по Лапласу ядро Г’ (функция от температуры) при 
параметре преобразования з а 0. Единственное требование, налагаемое 
на Г, есть то. чтобы существовал ряд Фурье от него. В частности, для 
стандартного тела Г = у е~а' есть Г = ~ и для термологически 
простых материалов; так как зависимости у и а от температуры оди­
наковы [6], то Г в этом случае не будет зависеть от температуры и. 
следовательно, температура не будет влиять на значение длительной 
критической силы.

Представляя известную функцию Г(х) в виде ряда

ОО
г (х) = у ат со։ Яшх, Я = 

т=1 / 1
(2.2)

решение (2.1) также будем искать в виде ряда
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<х
» = У /т 5т Хтх (2.3)

/м=1

Тогда для неизвестных / т получится система

т-1

/=1

со
+ — (/т+ ։- )/։ = 0 (2.4)

/=т+1

т ± I ~ Ь т± I А т Л I + С,п ± /

3
ь о = ^у՜ ( А - А 66 а о) с о = ( 1 - ~^՜ а о )

. _ 2А3 л _ А3
Л т 3 • ’ 66 а т 1 с III - э 2 2 а66 а т

Длительное критическое усилие определяется из условия равенства 
нулю детерминанта системы (2.4) -_как минимальный корень, при за­
данной температуре и зависимости Г от нее.

Главная гармоника потери устойчивости - наиболее близкая к ис­
тинной форме потери устойчивости (в общем, форма представляется 
рядом (2.3)), определяется формулой

2 „. = (
2*0

(2.5)

которая не только нс будет совпадать с гармоникой при длительной 
потере устойчивости без температуры (формы мгновенной и длительной 
потери устойчивости различные [7]), но и будет зависеть от 
распределения температуры.

Для второй задачи определение длительного критического давления 
сводится к уравнению

д8 Ф 
ду 8

2*3 » 
з /?п

2й д2 ( I Э2Ф \ _ д6ФН—з---- ■= I ——- -----х ) + R д ----т
R2 дх2 • Щ 1 дх 2 7 ду 6

Если искать Ф (Ф -т Ф (5 = 0) ) в виде

ФО
Ф = СО8/4„У 2 5Ш А„,х , /1п = ֊

т= 1

(2.6)

(2.7)
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то для / получим систему типа (2.4), где теперь

т1! — т * I Ям + с т ± I ? (2.8)

а вместо 2/։л,2, надо полагать 2/? // н(\ , то есть цк'р также определится 
из бесконечной системы.

Следует отмстить, что и здесь количество волн потери устойчивости 
в окружном направлении также будет зависеть оз распределении тем­
пературы и определится формулой:

/• п
3 (2 с о - с 2 о)

2 А о - Ь 2 м (2.9)

Таким образом, при заданной температуре и при заданной записи 
МОСТИ Г (/ , 7') можно с любой ТОЧНОСТЬЮ вычислить ритичсскис 
параметры. Здесь приведем формулы критических величин, полученных 
ко втором приближении (детерминант второго порядка) для линейной за 
висимости Г от температуры

Г = У| + б Т , Т » Т 0 ( I + С05 Л| Л ) (2.10)

с)л
1 кр т»п ( 2 V Ъо со Б о с । + 7» । *■՛ о 

у1՜ Ъ о со
(2.11)

Здесь

г» = 1

4 /3/ 4 
со = —5—,----------R 2А2 ( 1 + р)

б гУ I
I ♦ р (2.12)

42-1
Л п

р! 4 дТр
Я2Л2( 1 +^)2

При получении (2.11) принято, что главная гармоника 
при большом гп ( /л » м + 1 ) и А 12 = 0.

Для второй задачи

а> л и дУ уГй . ( |
4 2П1 R 1 6 1 27 /

реализуется

( 225 />бсц + 962 <р 4- 24 А о с о А । с 1 + 16 5 р с ? 1' .— 2 _ 2 I ---------------- ] и.и>
(27*02 т8)

Здесь А / -имеют прежние значения, а с, отличаются от (2.12) тем. что
/* отсутствует множитель —=—=-.

R * Л 2
В заключение надо отмстить : то, что лучше для мгновенной задачи 

15



с точки зрения обсужденного в п.1 вопроса ( рациональное использование 
свойства материала), может быть для длительной устойчивости нс луч­
шим. В частности, если при А ц < Лз критические параметры максимум

лдостигаются при = -^ ,то длительные критические параметры, зависящие 
от температуры, могут быть меньше, чем длительные, что одни и тс же 
мгновенные, при р = 0.
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ՀԱՅԱՍՏԱՆԻ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМ ИИ Н АУК ЛРМЕН1ТИ

Մեխանիկս։ 44. №6. 1991 Механика

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ТЕРМОМЕХАНИЧЕСКОГО 
ПОВЕДЕНИЯ ЭЛЕКТРОПРОВОДНЫХ ТЕЛ ВО ВНЕШНИХ

КВАЗИУСТАНОВИВШИХСЯ ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ПОЛЯХ

ГАЧКЕВИЧ А.Р.

Գաչկևիյ Ա.ft*..Արտաքին քվ ազ Jifiuiu տատվ ւս5 էլեկտրամագնիսական 
դաշտերում էլեկտրահաղորդիչ մարմինների ջնր մա մեխ անի կա կան 
վարքի մաթեմատիկական մոդելավորում ր։

Gachkevich A.R. Mathematical modcllling of thermomechnnical behavior of 
clcctrocondueilvc bodies in the external quasi-stcady electromagnetic fields.
Շարադրված Լ մագնիսացման և րեեոացման տարրեր 

հատկություններ ունեցող էլեկտրահաղորդիչ մարմիններում 
էլեկտրա մագնիսական,ջերմային և մեխանիկական դաշտերի 
քանակական նկարագրման տեսության տարրերակ:Բերված ե յ կոնկրետ 
մարմիններում դիտարկվող դաշտերի բնութագրերի ուսումնասիրման 
արդյունքները կախված նյութի էլեկտրաֆիզիկական հատկություններից:

Изложен вариант теории кодичсственого описания электромагнитных, тем­
пературных и механических нолей и электропроводных телах различной способности 
к намагничиванию и поляризпими. Прицелены результаты исследований 
характеристик рассматриваемых нолей п конкретных телах в зависимости от 
электрофизических спойстп их материала

В связи с расширяющимся использованием по многих отраслях 
промышленности электромагнитных нолей для осуществления различных 
технологических процессов, в последнее время возрастает интерес к ма­
тематическому моделированию, обусловленных такими воздействиями 
физических явлений в деформируемых телах [1-8]. В статье изложены 
результаты по дальнейшему развитию модельных представлений о 
термомсханическом поведении неферромагнитных исиоляризуемых 
электропроводных тел [1,3], находящихся под воздействием квазиуста- 
новившихся электромагнитных полей,на случай электропроводных тел, 
способных к намагничиванию и поляризации. Взаимосвязь 
электромагнитных, тепловых и механических процессов осуществляется 
джоулевым теплом и тепловыделениями вследствие намагничивания и по­
ляризации пондеромоторными силами, а также термоупругим рассеянием 
энергии.

1 .Пост аноока задачи. Ставится задача об определяй։։ 
электромагнитного, температурного и механических полей в упругих те­
лах различной электропроводности и способности к намагничиванию и 
поляризации, когда в области вне тела заданы квазиустановившисся 
электрические токи [3]



^(г , I ) = Ис Л(0)(г , г ) = Яс |/°(г , г ) схр(хсм/) 1 (1.1)

амплитуда ]^'и,(г , / ) которых относительно мало изменяется во времени
* Г 2 лна периоде колебания /\ = — , так что выполняется условие С‘)

I «И | Ш
В математической схеме решения задачи примем, что 

электромагнитное поле по отношению к телу является внешним воздей­
ствием и его влияние на процессы теплопроводности и деформации осу­
ществляется посредством тепловыделений и пондсромоторных сил 
[1,3,6,7] Тогда исходная задача в принятом приближении описывается 
известными уравнениями электродинамики для области тела и внешней 
среды [3 |, а также динамической тсрмоупругости [1,31 при соответст­
вующих рассматриваемому случаю начальных и граничных условиях на 
электромагнитное поле, температуру и напряженное состояние.

Система уравнений электродинамики замыкается феноменологически­
ми соотношениями, связывающими характеристики поля между собой и 
с электрическими токами. *

Будем рассматривать широко распространенные изотропные среды, 
вектора индукций Г).. , В.., в которых соответственно параллельны 
векторам напряженностей электрического Е.. и магнитного Н.. полей 
[91 |

Г>.. = О.. (Е.. )еЕ . в.. = В.. (Н.. )е„ (1.3)

_ Е .. Н..
Здесь ~, е и = - единичные орты в направлениях

векторов Е , Н ; Е •• , О.. - проекции векторов Е .. , В.,
на положительное направление вектора Е , а //.. и В.. - век­
торов Н .. и В., на положительное направление вектора Н .. .

Будем пренебрегать влиянием подвижности среды на электрические 
токи, то есть закон Ома примем следующим:

1.. = <7 Е .. (1.4)

где а -коэффициент электропроводности.
Соотношения (1.3) можно также записать в виде

О.. =С ( Е .. )Е.. , В ..= д (//..) Н .. (1.5)

Здесь

О .. (Е .. )
г (Е- ) = ----- ------------ = £о + (я ..)

В (Н..) = “ ''и1'' *-■ = Во + (Н ..)
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-абсолютные диэлектрическая и магнитная проницаемости тела, 
а,- Е , к п - абсолютные электрическая и магнитная восприимчивости ; 
ео . /го -диэлектрическая и магнитная проницаемости вакуума.

Для области внешней среды соотношения, связывющис 
характеристики электромагнитного поля, принимаются такими же, как 
и для вакуума |9|

ОЙ> = е0 Е«> , ВЙ> = лоН й> (1.6)

Для рассматриваемых тел при воздействии квазиустано вившегося 
электромагнитного поля диэлектрическая £ и магнитная р 
проницаемости определяются , в основном, электрофизическими свойст­
вами материала рассматриваемого тела и характеристиками 
электромагнитного воздействия. Для нсполяризусмых неферромагнитных 
электропроводных тел обычно полагают, что £ и // не зависят от 
Л'., и /7.. , для нсполяризусмых ферромагнитных - что £ нс зависит 
от , а р = /<(//..) , для неферромагнитных поляризуемых - что 
£ = е(2Г..) , а к нс зависит от Н .. .В соответствии с этим выделим 
следующие типы электропроводных тел: неферромагнитные нспо- 
тяризусмыс, ферромагнитные нсполяризусмыс и неферромагнитные низ­
кой электропроводимости. Построим расчетные схемы для каждого из 
выделенных типов тел на основе характерных для них зависимостей меж­
ду индукциями и напряженностями электрического и магнитного полей, 
а также соотношений электродинамики и выражений тепловыделений £). 
и пондсромоторных сил Г. через характеристики полей. При этом 
решение задачи состоит из двух этапов. На первом этапе из уравнений 
электродинамики определяются напряженности электрического и магнит­
ного нолей в квазиустановиншемся приближении на основе предложенных 
аналитических аппроксимаций зависимостей между индукциями и 
напряженностями электрического и магнитного полей для конкретного 
типа гола. После этого записываются соответствующие выражения теп­
ловыделений и пондсромоторных сил. На втором этапе решается задача 
динамической термоу пру гости, в которой источниками тепла и объемны­
ми силами в исходных уравнениях (31 есть найденные на первом этапе 
тепловыделения и пондсромоторныс силы.

2.//еферрамагпитпые неполяризуемые тела. Для таких тел феноме­
нологические соотношения электродинамики, с учетом вышесказанного, 
принимают следу ющи ми:

О .. =• Си е . Е >> , В « ро р* И .. , - ст Е.. (2.1)

£ р
где с . = — , «. = — - относительные диэлектрическая и магнитная 

Ро
проницаемости тела, которые считаются постоянными 19]. При этом 
система исходных уравнений Максвелла приводится к системе известных 
разрешающих уравнений для функций или 22.« [3,9 1 , а задача 
первого этапа ( электродинамики ) формулируется полностью относи­
тельно любой из этих функций.

Будем исходить из того,что найдено решение задачи 
электродинамики при заданных условиях (1.1),(1.2) и определены ком­
плексные напряженности электрического и магнитного полей в теле 
Е.(г,/) = Е.(г./)е/<оГ , Н.( г,/) = //.( г,/) е"и' .
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Тогда выражения для удельной мощности джоулева тепла 
(2. = Е .. = а Е.. Е .. и удельной плотности пондеромоторных сил 
I7 . = ,п] х Н .. = /га Е ,, х И .. примут вид

2. = ()(1> + (2(2) , Л'. = Г(,) + Г(2) (2.2)

Здесь

(2(1) = ֊ Е. Ё. = | Е (г, /) Ё (г, /)

(2<2) = ֊ (Е. 2 + Ё. 2 ) = ^ Ис | (Е2 (г, I );с2/“" 1

Г (О = ( Е . х Н . + Ё.Х Н. )
4 7

= ^ ( Е ( г,/) х Н ( г ,/) + Ё ( Г ,/) х Н ( г ./) ]

р(2) = £2£ (Е.х Н. + Ё. х Н. )

= Ис ( Е(г , / ) х II (г , I ) е2*’«" |

знаком " - " обозначены комплексно - сопряженные величины. Состав­
ляющие С10 и РЦ} - малоизменяющисся во времени на периоде 

/• = функции, а ()г2> и Р<2} - квазиустановившйсся.

В соответствии со структурой (2.2) джоулевых тепловыделений 
и пондеромоторных сил, температуру Т и тензор напряжений о опре­
деляем в виде

Т = Т(П + 7՝(2) , а = ?։) + ?2) (2.3)

где функции Г՝'1 , а՝-'՛ ( / = 1,2) удовлетворяют уравнениям свя­
занной термоупругости для . = (2и /■'. = Р(.!> при соответству­
ющих начальных и граничных условиях. Составляющие 7^՛՛ и а'п 
находим в квазистатичсской постановке, пренебрегая связанностью по­
лей деформации и температуры,а функции 7*^ и о ՝2' - в квазиуста- 
новившсмся представлении [3].

Выполненные в такой постановке исследования показали [3,71 , что 
в окрестности частот электромагнитного поля 

и« = й>л (л = 1 , .» ) ,где су,* -собственные частоты термоупру­

гих колебаний тела, значительно увеличиваются уровни квазиустанови- 
вихся составляющих температуры и напряжений и становятся 
соизмеримыми с квазистатичсскими, то есть имеют место резонансные 
явления. При этом высокие уровни квазиустановившихся составляющих 
температуры обусловлены связанностью полей деформации и тем­
пературы. С увеличением номера резонансной частоты амплитуды ква­
зиустановившихся составляющих 7^2) и о՜'2՝ уменьшаются.
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В силу малости параметра связанности полей деформации и тем­
пературы для металлических материалов (е •• << I ) [3 1,каждая из 
собственных частот термоупругих колебаний ш’п практически равна со­
ответствующей собственной частоте колебаний исследуемого тела.

Окрестность резонансной частоты (величина отклонения Лш| час­
тоты а) от первой резонансной си । ), в которой максимальное значение 
напряжений а{2} составляет не менее 10% наибольшего значения 
в установившемся режиме, нс зависит от характеристик 
электромагнитного поля и является узкой (практически она меньше 
0.1 % от значения частоты ). В этой окрестности максимальные ве­
личины составляющих Т11) и а'2} обусловлены пондсромоториым и силами 
(влияние джоулевых тепловыделений пренебрежимо мало ) и незначи­
тельно зависят от критерия Био. Вне резонансных окрестностей 
определяющее влияние на термонапряженнос состояние имеют джоулевы 
тепловыделения, усредненные по периоду электромагнитной волны.

З.Ферромагцитные неполяризус.чыс /и<։лы. Для таких тел феномено­
логические соотношения электродинамики, в соответствии с 
выражениями (1.4 ) , (1.6), примем следующими:

О .. = со с . Е .. . В с я = //(//..) II ..

j•• » а Е •• (3.1)

Нелинейную зависимость li .• = в •.(/{,,) будем описывать динами­
ческой петлей гистерезиса, аналитическое выражение которой при 
периодической но времени напряженности магнитного поля 
(//.. = С cos ш 1 + D sina>/) можно записать в виде (101

Л .. = До Н + parcig аН (3.2)

Здесь

И = \,Г՜ 1 - X2 я.. - ֊
А w 0/

X = ТГ1* при Я .. < Н mН m

I у
Г = 77^ при Я •• > Нт

9
Нс - коэрцитивная сила; Но и Н щ - величина напряженности 
магнитного поля на поверхности тела и соответствующая гистерезисному 
насыщению, причем Н о в силу условий (1.2) считается постоянной 

на периоде /. = ֊֊ : /3 = ֊ Л, ; а = ( д/# - 1) ; ри - на-

чальная относительная магнитная проницаемость материала; /J j - ве­
личина индукции насыщения. В случае X = 0 соотношение (3.2)
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описывает основную кривую намагничивания, а также зависимость 
между В., и Я.. в телах, практически нс обладающих гистерезисной 
кривой намагничивания ( магнитомягкие тела ) . Отметим, что эллип­
тическая зависимость между В,, и Н.. , характерная для малых 
амплитуд и высоких частот следует из соотношения (3.2) при 
В 5 ֊* со и будет

в.. = ко ин ( V 1' -~р՜ Я- - I ֊) <з.з>

Представив функцию В..( //.. ) в виде линейной и нелинейной со­
ставляющих, то есть

В.. = Вл + В. (3.4)

где

В л=Во Вс Н . В.& В ( Н)- В л^Во { 1 - Вс ) Н

+ ft arclg а Н

_ 1
Вс = 1 + с 2 (/О/ ~ 1 ) arctg . * = ( « )2

из уравнений Максвелла придем к такой системе исходных квазили­
нейных уравнений электродинамики для функции II ..

. ТТ , и <) Н д В ,
△ И .. - grad div И - а во Вс ~~Г = ° ~ д'Г

div Н = - //о՜ ՛ Вс՜ ՛ div В . (3.5)

где

Н = И е // , В . = [ Во (1 ֊ Вс ) Н + ft arctg all J е ц

Для определения функции Н.. (решения задачи первого этапа) ис­
пользуем метод последовательных приближений. В качестве первого 
приближения выбираем решение системы (3.5) при В. = 0 и заданных 
граничных условиях. Последующие приближения определяем из 
уравнений

ДН ..(И) - ^raddivW - a jiQ ис - 111

ЗВ . (Н ,.(л - п ) 
д t (3.6)

Н = - во 1 Вс ՛ div В . ( Н п _ , ( п = 2 , оо )

В квазиустановившемся приближении, с использованием соответству-
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юших разложений в ряды Фурье по времени, функции
II .. и Е .. , а также В., для п - й итерации можно записать в виде

.М) (г, Г) = 2^ Кс^(«)2*+1 (г> О охр [/(2Л + 1) са/ 1 (3.7)
к=0

где I/՛ = I II , Е .. . В , V՛ ( „) 2Х । । - относительно мало изменяющиеся 
во времени на порядке /. функции.

При известной напряженности магнитного поля Н джоулевы теп­
ловыделения удобно выразить формулой

Q = | ( rot Н .. ) 2 <3.8>

Силовое воздействие электромагнитного поля на электропроводное 
ферромагнитное тело характ оиздется пондсромоторными силами (1.11)

р։ = р (/) р (АЛ

где

F = го1 и ։։Х в ։։ ։ р(ЛО _ z,p l v ) R „+ м х rot В .. | (3.9)

а также моментом сил S = М х В...
Здесь F 1/1 и F ՝Л/) - силы воздействия поля соответственно на токи 

проводимости и молекулярные, М = В.. - /го Н .. - намагничен­
ность. В силу принятого условия параллельности векторов 
М и II .. получим, что S = 0.

Вследствие структуры выражений (3.7), тепловыделения (3.8) и пон- 
дсромоторная сила (3.9) представляются в виде спектра мсдлснноизмс- 
няющихся во времени и к па зи у ста нов и в ши хся составляющих. В 
соответствии с этим температуру и напряжения на втором этапе 
построения решения будем находить в виде

= 1У(1) + и/(2) (3.10)

где V/ = [ Т , а |. Мсдленноизмсняюшиеся по времени составляющие тем­
пературного поля Г<։> и напряжений о(1> как и ранее для не- 
ферро.магнитных тел определяем в квазистатичсской постановке, 
пренебрегая связанностью полей деформации и температуры, а 
7՛2' и о՝2՝1 -в квазиустановившсмся режиме, то есть имеющими 
структуру

1У<2) = 2 £ Rc fM/(2.2ni) е21»1шг ] (3.11)
т=1

При этом, следуя результатам работы (11], принимаем, что квази- 
установившисся составляющие температурного поля и напряжений обус­
ловлены квазиустановившимися компонентами пондсромоторной силы. 
Квазистатлвеские же составляющие вызваны как медленноизменяющи- 
мися ко времени компонентами джоулева тепла и пондсромоторной силы, 
так и дополнительными тепловыделениями, возникающими вслсдствии 
перемагничивания, удельная плотность которых после усреднения по
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1 r периоду электромагнитной волны J . = - будет

/.
Qr = у J Н .. JB. = V ]' И.. dt

О
(3.12)

Проведенные с использованием описанной методики численные исс­
ледования [10,11 1 показали, что для ферромагнитного тела имеются до­
полнительные по сравнению с нефферомагнитным спектры резонансных 

а»« • х-----частот электромагнитного поля (ишп = — , т = 2 , « окрестность т
Л си ц резонансных частот зависит от величины амплитудного значения 
напряженности магнитного поля Н q и при /3.. < $ значительно
расширяете» (больше чем на порядок) по сравнению с аналогичной для 
тела из эквивалентного неферромагнитного материала (имеющего 
и. = 1) .

Значения характеристик исследуемых процессов существенно зависят 
от параметр»! и /, При / > 0,05 максимальные тепловыделения 
вследствие перемагничивания становятся соизмеримы с джоулевыми.»Для 
материалов к полей, при которых > 100, квазистатичсскис состав­
ляющие напряжений, обусловленные мсдлснноизмсняющимися во 
времени компонентами пондеромоторной силы, одного порядка с анало­
гичными от джоулевых тепловыделений.

4. Тела низкой электропроводимости. К таким телам отнесем не- 
фсрроэлектрмчссквс тела, которые по своим поляризационным свойствам 
близки к диэлектрикам и имеют коэффицент электропроводности 
о < 100 см . Для этих тел феноменологические соотношения
э л е к р о д и н а и и к и б у д у т

D .. = D*. (Е .. )е/г = с ( L .. ) Е ..

В .. = и о /<. Н .. , j .. = <т Е .. (4.1)

Для установления вида функции £..(£..) будем исходить из сле­
дующего известного представления вектора поляризации 
Р = 0..-гоЕ., (91

Р = Р„ + Рр (4.2)

где Р д/ , Рр -соответственно векторы мгновенной (упругой ) и 
релаксационной поляризации, которые связаны с напряженностью 
Е .. соотношениями

Рлг - с0л”»Е •• • д( “ Т р <<3)

Здесь к л/ , кр - диэлектрические проницаемости, 
характеризующие мгновенную и релаксационную поляризации, т /> - 
время релаксации. С учетом соотношений (4.1)-(4.3) зависимость между 
индукцией О., и напряжсностью Едля начально нсполяризованного
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тела низком электропроводимости примет вид

О., (г , I) = ( 1 + кЛГ) е о Е.« (г , /)

։ ГГ
+ е о кр тр 1 / Е .. ( г , /) схр (—— )й 1՛ 

о р
(4.4)

Следуя работе 13 | и используя уравнения Максвелла, можно показать, 
что если свободные заряды в теле в начальный момент времени отсут­
ствуют, то их объемная плотность (и при зависимостях (4.3)) равна ну­
лю и в произвольный момент времени ((? = 0).

Для квазиустановившсгося электромагнитного поля при &><<—, а 
т р 

также для монохроматического воздействия, исходя из (4.4), можно 
ввести комплексные амплитуды Е ( г , г) , Г) ( г , / ) напряженности 
электрического поля и электрической индукции, связанные соотношени­
ем

В(г,Г)«гос«Е(г,/) (4.5)

где = е' ֊ 1г" - комплексная диэлектрическая проницаемость,

с ' = + А֊* М + ----------------- 2
I + ( <у т р ) 2

К р СУ Г р
1 + (СУ т р ) 2

(4.6)

Зависимости (4.6) г' и г'՛ от частоты, следующие из закона 
релаксации (4.3), для большинства тел низкой электропроводимости 
удовлетворительно описывают дисперсию диэлектрической 
проницаемости с՝, с частотой. Однако эти зависимости могут быть уста­
новлены и непосредственно из эксперимента и учтены в выражении 
(4.5).

При феноменологическом соотношении (4.5) из уравнений Максвел­
ла, с учетом условий квазиустановлснности на напряженности 
электрического и магнитного полей .аналогичных (1.2).и того, что 
(2=0, придем к следующей системе урвнений на функцию 
Е (г,/ ) в области тела:

△ Е + Л2 Е = 0, <//нЕ » 0 (4.7)

где

к — ш [ г о су с* ~ / (о + £ о г” <у I

Отмстим, что соотношение (4.5) соответствует эллиптической зави­
симости между индукцией и напряженностью электрического поля.

При найденных комплексных напряженностях электрического и маг­
нитного полей выражения для тепловыделений в теле (джоулевых и 
обусловленных поляризацией) и пондсромоторных сил запишутся 
[12,13]

0« = Од + Ог , = Е* + Ед «8)
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где

Од = а ( Йе ( Е (Г , I ) е'"' |2

Ч/ = й>е0 ։” 1Кс(Е (г , I ) с‘ш ' ]2

плотности джоулевых и поляризационных тепловыделений ;

Р* = (Р?)Е.. , Рл = (а Е .. + Цу- )Х /<0Н..

-силы воздействия на диполи (сила Кельвина) и токи» п том числе 
поляризационные (сила Ампера).

Для начально поляризованных тел и в случае Р /I Е .. необхо­
димо учитывать также момент сил 113 1 , а при Й *0-и силу воз­
действия на заряды Ге = Е .. (силу Кулона ) .

Для рассматриваемых тел низкой электропроводимости представления 
тепловыделений и пондсромоторных сил по структуре аналогичны (2.2) 
. Поэтому температуру и компоненты тензора напряжений находим в ви­
де (2.3).

Выполненные на основе модели численные исследования показали 
[12],что при размерах тела значительно меньше длины падающей 

_ 1
электромагнитной волны л . - ер/,, где с0 = ( с о Ло ) 2 , характеристики 
электромагнитного поля распределены равномерно, а при размерах 
порядка и больше длины волны их распределение неравномерно, что 
приводит к образованию по толщине зон более сильных и слабых теп­
ловыделений. При совпадении одного из размеров тела с полудлинной 
волны, определяемой частотой внешнего воздействия, имеет место зна­
чительное увеличение напряженностей электрического и магнитного по­
лей.Как следствие, в окрестностях таких частот достигают больших 
значений и уровни температуры и напряжений.

Имеют место резонансные явления, обусловленные периодическим 
характером изменения во времени тепловыделений и пондсромоторных 
сил, аналогичные как и для неферромагнитных неполяризуемых тел. При 
»том влияние пондсромоторных сил на резонансные явления 
пренебрежимо мало по сравнению с влиянием тепловыделений.
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ИЗВЕСТИЯ А К АДЕМ И И НАУК АРМ ЕН Ш1
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ФУНКЦИЯ ГРИНА ДЛЯ СОСТАВНОЙ АНИЗОТРОПНОЙ 
ПЛОСКОСТИ С МЕЖФАЗНОЙ ТРЕЩИНОЙ

Фильштинский Л.А.

Ֆիլշտինսկի Լ.Ա. .Գրինի ֆունկցիան միջֆազային ճաքով անիզոտրոպ 
բաղադրյալ կիսահարբ ութ յան համար:

PlillshHnskly LA. Green function for compound anisotropic pinnc with inter-phase 
crack

Բացահայտ տեսքով կառուցված է Գրինի ֆունկցիան երկու 
անիզոտրոպ, միմյանց անընդհատ ամրակցված, կիսահարթություններից 
բաղկացած անսահմանափակ միջավայրի համար:Ստացված են 
բանաձևեր ճեղքի գագաթներում լարումների եզակիությունների 
գործակիցների համար:

В инном виде построена функция Грина для неограниченной среды, составленной 
из двух анизотропных полуплоскостей, непрерывно скрепленных между собой. Пол­
учены формулы для коэффициеюи интспсиписти напряжений в вершинах трещины.

Задача теории упругости для составной изотропной, а также ани­
зотропной плоскости с дефектом на границе раздела сред 
рассматривались в работах {1-7). В данной статье в явном виде построена 
функция Грина для составной анизотропной плоскости с межфазной 
трещиной.

I.Рассмотрим неограниченную среду, составленную из двух раз­
нородных анизотропных полуплоскостей, непрерывно скрепленных между 
собой вдоль участков I х । I > а (фиг.1). На участке I .г 1 I < а име­
ется отслойка, которую будем трактовать как межфазную трещину. 
Пусть в верхней полуплоскости в точке (х|О:л‘2о) приложена 
сосредоточенная сила Р = Р\ + IР г. Приписывая величинам, относя­
щимся к верхней (нижней) полуплоскости верхний индекс " I". 
(" 2 ") запишем граничные условия на оси х ։ в виде

t/A|

</И2>
J.vj

I х J I > а (i = 1 , 2 ) <I.l)

aJV + = 0 , a jy = 0 I x I I < a (1.2)

где под <7* понимаем предельные значения функции а соответственно 
на верхнем или нижнем берегах трещины.

Компоненты вектора

[/ = I и к 1 = I а շշ , - а и , и յ' (х J ) , и շ ( х ! ) 1
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2 ____
Ул = 2Кс 2 С*„ Ф» (ги) (Л=1,4) (1.3)

V»]

С [V = 1 , С 2,, = //у , С зу = <2 н /{у - а [6 Пу + л |2

а 22
с .IV = а 12 /Ф - о 26 + ~---  

и /к * упругие параметры материала, - соответствующие и.м харак­
теристические числа |8,9 |

Таким образом, приходим к краевой задаче об определении четырех 
функций <]< (су) . аналитических каждая в своей плоскости 
2 /г'= л'1 + Пу՛ л* 2 . но условиям непрерывной продолжимости компонент 

и к ( = Т""4՜ ) через участки I х । I > а и условиям и * = и | = О 
на берегах отрезка | - а , а 1.

Эту задачу естественно решать, применяя аналитическое продол-жс- 
нис соответствующих функций с последующим сведением ее к задачам 
Римана НО]. Но сперва необходимо построить фундаментальное решение 
для составной плоскости без отслойки.

2. Итак, рассмотрим составную среду, составленную из двух 
разнородных анизотропных полуплоскостей, непрерывно скреп-лснных 
между собой вдоль всей оси д-1 . Пусть в точке (х ю . ՝ 20) действует 
сосредоточенная сила Р = Р । + / Р 2 . Обобщая изк.стный метод 
отражения |11|,будем разыскивать решение в виде

2

-2
А <’) фП) / ,(О\ Лу 

Фу (2, )֊ (!)_ -Щ
V “ V О 1>1 =

„(1) Л(П
՛ , (I) _ , (I) ( ’
1 - V - )>! о
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(2.1)
2

Фр (iP) = 2
m-1

<4'Л,ж Л<» 
42> - 2,й

zP = Х1 + /41) л։2 , Z/мо = Л ю + /<!,’? л-20 

где постоянные Л {,Р однозначно определяются системой [8], (А толщина 
пластины )

2 А ___
21т 2,ЛЙ>(/<Й’ (Л = 0,3) (2.2)

т-1

_ аЦ? Р, 4- «У? Р2
3 Л П>Д I/

Для вычисления величин «г՝н| привлечем условия сопряжения 
(1.1) на всей оси. Подставляя функции в эти условия , приходим 
к уравнениям

2   ____
(С й? « Ш + с р а ) = с Ш ( т = 1 ,1; к = 1 ,4 ) (2. 3)

к=1

Этим завершается построение фундаментального решения (2.1).
Если сосредоточенная сила приложена в точке ( -vjo • *20 ) нижней 

полуплоскости (л-го < 0 ) , то фундаментальное решение 
определяется соотношениями

2 „ (2) Л < (2)
гь (О/ _ ПЛ _ х? а >• + 2 л '» 7(2) ՛ . (2) ' ,-4 ։чу (. ֊ v ) /, " (2) > Z v 1 — Л՜ [0 + /<>> Л' 20 (2.4)

Ш=1 Zv ~ z т\

Ф®(гР) = лР
zP- zP

2 
֊2

»1 = 1

а к’Щ Л т
- (2> - г <2\ v — Z т I

(V= I ,2)

где А V՜՛՛ . л у2?д определяются соответственно из уравнений (2.2), (2.3), 
в которых у всех величин верхний индекс " 1 " необходимо заменить
на " 2 ".

3 .Решение основной задачи, поставленной в п. I, будем разыскивать 
в виде

(г^) = Ф (4Л)) + (Z(r)) (v,r= I .2) (3.1)
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где функции Ф (z[r)) определены в (2.1) , (2.3),а Ч; £.г' ( И;) ) учи­
тывают возмущения, вносимые межфазной трещиной.

Используем идею аналитического продолжения Ф •!г' ( х $г> ) сле­
дующим образом [12 ]. Функции Ф (z) ( Ф P(z)) аналитически 
продолжим через участки Ixj I > а в нижнюю (верхнюю) полупло­
скость при помощи функций Ф (z) ( Ф {.2) ( z ) ) удовлет­
воряющих соотношению

Ф <1>+ ( X ) = Ф р՜ ( х ) , ( Ф <2)՜ ( х ) = Ф <2) + ( X ) )

При этом учитываем определение Чг~(~7 = Ф(х ) , а под 
Ф * ( х ) понимаем соответствующие предельные значения функции

С учетом сказанного, получаем из (1.3)

2 __________
(/*(*) = £ (срЧ>?։*(х) +сЯ>Ч<1|’-(։)) (3.2)

v«|

2
+ 2 Rc 2 41? Ф<» ( X ) {к = 1 ,2 ) 

v= 1 

2 __________
и к<х) = 2 (ag)V<2’-(x)+ 4-<2’+(x))

v-l

+ 2 Rc с I2? Ф ( х ) ( к = 1 , 2 )
у=1

Введем функции

2
^*(*)=/*(*) = £ 14՛) Ч'<։> (z)-ëfô ч42>(г) ] х2>0 

у«։

2
(*)=/*(*) = £ (42>Ч><2> (Z)-?!1’ фР (г) ] х2< 0 (3.3)

v=l

* = (1,4)

В силу (1.3) и непрерывной продолжимости функции 
и х- (£=1,2) через всю ось х । получаем

/а(^)-/л(-<) = ^х(х)-£/х(л) = О,Х|=х ՛ (3.4)
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(Ы.2)

Следовательно, Рк (г) (к = 1.2) с элементами (г) при 
1т 2 > 0 и /4 (х ) при 1т г $ 0 аналитична в полной х - пло­
скости. Поэтому можно положить Г! (х) = Г 2 (х) =0.

Из (3.3) следуют предельные равенства

с. Ч<* (X) = /*(х) , С. Ч'-(х) = -/*(х) <3.5>

С Г? ֊ - ё|?
с. = сР - ёй> - ё@V- •

сР ֊ ёй’ - ёй’4 - - ей

Ф + (х) =

Ч-Р* 
ч-Р* 
ЧЦ’>+ 
ФР*

Складывая равенства (3.2) и учитывая при этом соотноошсние (3.4) 
(3.5), также граничные условия на берегах разреза,приходим к матрич­
ной задаче Римана

4 .2
Х(А//Л( *)֊4*/7л(х)) = фР(х)-л/*(х)
/-з у-1

в = и г>Лу 11 =лсг։,л = с Г?
ей П? (3.6)

Подберем теперь векторы ( р 41 , р 42 ) и числа л к ( к = 1 , 2 ) таким 
образом, чтобы они были собственными векторами и соответствующими 
характеристическими числами однородных систем

РА1(г’13+-г-А^1з) + (~ 1) * !Р42(23 ■։*24^23) = 0 (3.7)

Р 41 ( 577 + * кЪ 14 ) + ( - 1 ) к ~! р к2 ( Ь 24 + л кЬ 24 ) = 0 , ( к = 1 . 2 )

В этом случае (3.6) сводится к двум скалярным задачам Римана

Рк Iх) + *кРк (х) = - а < х < а{ к = 1 , 2 ) (3.8)

4
Рк(х) = У ^А///(х) 

/=з

" к (х ) = Рк\ *։( * )+ (“ 1) Р42*2( X )

33



= 2/Jm (bif b,j) 
bij + Л к b 2/

(/ = 3,4)

Фигурирующие в (3.8) характеристические числа Л । , А 2 находятся из 
условий нетривиальной разрешимости систем (3.7), которые сводятся к 
следующему квадратному уравнению:

л | 2 + 2 г 1 ^ । , 2 4- г 2 = 0 (3.9)

Re( 13 д 24 - b2jb и) _ ( £ 1з Ь 24 - 6 23 д 14)
Ь 13 Ь 24 - Ь 23 Ь J4 2 Ь 13 Ь 24 - Ь 23 Ь 14

Очевидно,корни уравнения (3.9) можно представить так:

,= Ä• е~'Г ’ А 2 = 7? е ' <р — arg ( b 13 b 24 - b 14 b 23) (3.10)

где R-вещсствсннос число, 0 < </> < 2 я .
Решения задач (3.8) элементарны. Имеем (10]

PH2) = (DX-(Z) + A/;.)XHz) (А= 1,2) (3.11)

Х*(2) = (։ + а)->,‘(г-а) ’Ч՜1 •z‘=l"27+2^lnß

а
Dk (Z' 2л/ J X Н х)(х- г)

-а
У 2 = 7 1

Здесь А' £ ( х ) = X £ ( х ) значения канонических функций X к ( ) на 
верхнем берегу разреза, Л/произвольные комплексные постоянные.

Выполняя предписанные в (3.11) квадратуры, получаем с учетом (3.8) 
и (3.6)

D Н X ) х Н z ) = 2 [ Л Q й”
Кт= 1 z 2 »10

+ ДР ОЙ» 1-■УНх)л-г'(хШ) J (312)
2 - Zmo

2 2
n№ = nÖ’ = ֊i; X a» + 2.m (™ = 1.2) 

»• = 1/ = 1

2 2
ОЙ” = ОЙ, = (-1)УХ (»1 = 1.2)

v = V = 1
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Р к2 = ( ~ 1 )Р А1 = 1
к Ъ 13 + * к Ь \3

3 23 + * к £ 23
(А = 1,2)

Далее, из равенств (3.3) находим

4
фР(2) = X /Уу/7(2) , 1тг>о (у =1.2) 

/=3

4
Ч^О) =֊£ Ь + 2,/ //(*) . 1т г < О 

/-з
(3.13)

где /и|у (т,) = 1,4) -элементы матрицы С.՜ .
Из (3.8),(3.11) следует, что функции /з (-) • /4 (2) определяются 

из следующей системы уравнений:

2</4//у(2) = (ОН^) + Мк)Хк(г) (к= 1,2) 
/=з

(3.14)

Обращая эту систему и вставляя полученные выражения функции 
/7 (г) в формулу (3.13),находим с учетом равенств (3.12)

2 л (I) 2
Ч'^(г^) = 2 |1֊Х/(г'г))ХГ1(г^)1

,н=1 2 у ~ ֊ то /= 1

ф 2 у , у А т) V | | V ( , <6 ֊. у -1 ( ТТЛ . |
( 1 +А;) </0 + 2 ,(/) _ ГТИ 2 1 1 - “ )*'
4 и лг=1гУ 2»юу=1

1—1

МУ = 2 (֊ I ')и~п п;։ /У/.£(? =-Х(-1)(/-/> "и Л+ г./ 
/-3 /-3

(1 14 (1 24 __ (1 13 б/ 23 , , , , ,
3 =----« У 4 = —-У—— . 0 = “ 13 и 24 - и 14 и 23и <4 а /3

Остается определить константы Л/, . Поскольку в условия сопря-жс- 
ния (1.1) входят производные от перемещений, необходимо позаботиться, 
чтобы вектор перемещений был непрерывно продолжим через участки 
I х । I > а. Это условие будет выполнено, если между Л/ । и Л/ 2 имеет 
место соотношение

М 2 = А । М । (3.16)
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Теперь привлечем условия однозначности перемещений в составной
плоскости

/ 11 и I = / (1 [ и 
с -а

1 = 0 (/=1,2) (3.17)

где с - произвольный замкнутый контур, содержащий внутри отрезок 
[— а , а 1 оси х । , [и 1-скачок функции и при переходе через разрез.

Вводя сюда выражения и/ (х ) из ( 1.3 ), учитывая соотношения 
(3.1), (3.15) , (3.16) и выполняя необходимые квадратуры, полу чаем по­
сле преобразований

м' = гп;1(л™)п'!',)+ лй> п И’г>) (/=1.2) (з.18>
*/я=1

На этом построение функции Грина для составной анизотропной пло­
скости с межфазной трещиной заканчивается. Она полностью оп­
ределяется формулами (3.1), (2.1), (3.15) и (3.18). Из аналитического 
представления функции Грина следует, что напряжения в вершинах меж­
фазной трещины имеют степенные особенности, усиленные осцилляцией 
в малых окрестностях точек ± а .Это явление имеет место и для состав­
ных изотропных сред [1,131.

4.Для представления напряжения в малой окрестности вершины 
трещины оставим в (3.15) лишь члены, содержащие канонические фун­
кции X/ (г).Асимптотический анализ этого выражения дает : 
при х > а

2 2
2 Л<*> 

т= 1 л= 1

. (л- а) у» - 1

(2а)
Я Й’

•О*п ((-4р^) + 1 ) 1 + О (1)
46 ֊ о

при х < — а

О'8 г 2
֊ «Ие X 2 ЛЙ>

/л=1 п=1

(х + й ) Уп 
(2 а) 1 ‘ у" я №

• Окп [(֊^------а-) - >-• + 1 ] ] +0(1)

+ а

Здесь

I 2

п*՛ = Л ■ "и = = 2 сП’ МР
У = 1
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Величина <?й определяется при к = 1 , ой • при к = 2 . Как и сле­
довало ожидать, полученные выражения не зависят от г .

Коэффициенты интенсивности напряжений определим в соответствии 
с выписанной выше асимптотикой следующим образом: 
в вершине х - а

1 <р
К-,+ =?™(^-1)г*^а22(х) = -1£^<^> , X - в.(х>а)

I ՝р
= Нт (֊ ֊ 1 ) 2 + * а12 (х) = 1£_1 < к- + >

I Р I = / Р ! 2 + Р 2 2

< */ > = 4Ие 2 В® 2 «Жд1(2|й_+А)>'. + , ։ 

2Уп Я.6 - а

«<») = Л -ИП" ГП — |р I*’ III

в вершине х = - а

х 1 _ Л. । р ।А/ =&»[(* ֊1) 2 2« а22 (Л) 1= ЛГ >

х - - и , ( х < - а) 

г ֊ - I Р I
К Ц = Пт к ~ + I ) 2 а 12 (х ) 1 = < Л 2 >

2 2
<4/> = ֊4Ис2аЯ>Ё 

л։=1
I ] + ( —- -- ) 1 - V л 2«֊^ и + (2^ + а)

(/ = П2)

При вычислении указанных пределов было принято согласно 113], 
что 1։п 7| I п I х ± а 1 ~ 0. Тем самым устраняется и физическая не­
корректность решения, связанная с тем обстоятельством, что напряжения 
в окрестности вершины бесконечное число раз меняют знак.

В заключение отметим, что без всяких принципиальных затруднений 
полученное аналитическое решение можно распространить на случай не­
скольких межфазных трещин, лежащих на оси х։ , а также полубеско- 
нечной межфазной трещины.
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РАСПРОСТРАНЕНИЕ ВОЛН В УПРУГОЙ СРЕДЕ

Абрамян Б.Л.

Աբրամլան Ւ.Լ., Առաձգական միջավայրում ալիքների տարածումը:
Abramian В.I.. Waves propoganan in clastic medium
Հ ւս մ ш n n տ ձևով, ա n m ձ գ ա կ ա G ո ւ p յ ա G գծային տ b ս ո ։ թ յ ա ն 

շրջանակներում.ցույց է տրված համասեռ և անհամասեո, fin ծ և 
խոռոչներ ունեցող, անսահմանափակ առաձգական ալիքների 
տարածման հարցին նվիրված գրականությունը:

В кратком пидс, ո рамках лилейной теории упругости, похазывстся литерату­
ра.посвящсниая вопросу pnCllpOCTptJIlCHIIM упругих ПОЛИ D ОДНОРОДНОЙ И НСО/ТИОРОД 
ион.сплошной и имеющей НОЛОС1 и.неограниченной упругой среде.

В рамках линейной теории упругости первые исследования,относяи- 
щсся к распространению упругих полк в упругой среде, выполнены сшс 
в начале 19 -го столетия. Навье (1872} и Пуассон (1829) установили, 
что в изотропной неограниченной упругой среде волны распро­
страняются с двумя различными скоростями. Эти волны условились на 
зывать продольными (волны расширения) и поперечными (волны 
искажения или сдвига).

Характер распространения упругих волн исследовался в работах Коши 
( 1S30) .Стокса (1848>, В.Томсона тори Кельвин, 1880), Рэлея (1885), 
Лэмба (1904) и других.

Сведения о первых исследованиях в динамической теории упругости, 
упомянутые здесь вкратце, чиигелн могут найти в курсах теории 
упругости (1-3]. Волны, распространяющиеся по плоской поверхности 
упругой изотропной среды, были исследованы Рэлеем (4,5 1, а волны, 
распространяющиеся по поверхности круглого сплошного цилиндра, ис­
следовались в работах Похгаммера [6 i и Кри |7 ].

Теория распространения упругих волн в сплошных средах, в средах, 
имеюших ослабления различного вида, или включения, была раз­
работана исследованиями многих ученых |4-36|.

В указанных работах даются основные уравнения движения упругой 
среды, обсуждаются различные фундаментальные вопросы волновой ме­
ханики: теоремы существования и единственности решений уравнений ди­
намики деформируемой среды: методы решения уравнений динамики; 
способы применения интегральных преобразований, для получения 
решений. Применяются различные потенциальные функции при решении 
уравнений. В общем случае решение динамической трехмерной задачи 
представляется при аомоши одной скалярной и одной векторной потен­
циальных функции Дакке» способы использования этих функций в 
различных координатных системах. В этих трудах приводятся также 
конкретные решения различных одномерных, двумерных и трехмерных 
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динамических задач теории упругости.
В работах [24,30,37 ] для решения трехмерных задач динамики те­

ории упругости предлагается в цилиндрической и сферической ко­
ординатных системах общее решение уравнений движения упругого тела 
представлять при помощи трех скалярных потенциальных функций 
<1’ , 1Р и / .которые удовлетворяют одному и тому же волновому 
уравнению. В уравнении для функции Ф входит скорость распространения 
продольной волны, а для функций Ф и / - скорость распространения 
поперечной волны.

В исследованиях В.И.Смирнова и С.Л.Соболева [9-11,13,38 1 исследо­
ваны вопросы распространения волн в упругих средах. Получены фун­
кционально -инвариантные решения волнового уравнения.

В [13]были обобщены ранее полученные результаты в этой области 
по изучению волновых процессов и подробно изложена теория 
распространения колебаний в упругих телах.

Теория распространения колебаний в упругой среде обсуждается далее 
в ряде работ Г.И. Петрашеня, других ленинградских исследователей [14- 
16.39.401, В.М.Бабича [4 1-42 1, С.Г.Михлина [43]. В исследованиях этих 
авторов учитывается также неоднородность упругой среды.

Изучению волновых процессов в анизотропной среде и вопросам ко­
лебаний анизотропных упругих тел посвящено большое число исследо­
ваний. Здесь отмечаются только некоторые из них [46-531.

Новые методы для решения смешанных задач динамической теории 
упругости предлагаются в монографиях И.И.Воронина и В.А.Бабешко 
[27,33]. В упомянутых работах изучается также вопрос разрешимости 
интегральных уравнений, связанных с задачами динамической теории 
упругости. Вопросы динамики неоднородной линейно-упругой среды по­
священа монография [351.

В двухтомном труде американских сейсмологов К.Аки и П.Ричардса 
|29 1 дастся фундаментальный материал по теории распространения 
упругих колебаний в упругой среде. Здесь рассматриваются также методы 
решения обратных задач геофизики, обработки сейсмической ин­
формации и кинематика и динамика источника сейсмических волн в очаге 
землетрясения.

В монографии Микловитца [26] даются основные сведения по теории 
распространения упругих волн в упругой среде в рамках линейной теории 
упругости и рассматриваются различные примеры пространственных ди­
намических задач. Этому вопросу посвящены также работа [44 | и другие 
его работы.

Отмстим еще монографии [54-56 1, в которых освещаются различные 
вопросы распространения упругих волн в слоистой среде, и монографию 
[ 57 ], в которой в упрощенном виде освещаются вопросы распространения 
волн напряжений в упругих твердых телах и методы исследования 
практических задач.

Рэлей [4,5| установил, что вдоль плоской поверхности упругого не­
ограниченного однородного и изотропного тела распространяется по­
верхностная волна, амплитуда этой волны убывает при удалении от 
поверхности по экспоненциальному закону, а скорость распространения 
волны несколько ниже скорости распространении поперечной волны. В 
дальнейшем другие исследователи выяснили, что если поверхность 
упругой среды имеет форму, отличную от плоской поверхности, то на 
такой поверхности распространение упругих волн типа Рэлея происходит 
другими скоростями.

Уравнение для частот колебаний бесконечно длинного круглого ци­
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линдра при распространении в нем продольных волн было получено в 
работах Похгаммсра [6] и Кри [7 |. Корни уравнения Похгаммсра - Кри 
исследовались в работе Я.Миндлина [58]. В другом работе Я.Миндлина 
[59] исследовалось также волновое уравнение, полученное им при 
рассмотрении воли, распространяющихся по поверхности цилин­
дрической полости кругового сечения в упругом однородном про­
странстве при наличии осевой симметрии. Позже эта задача была 
рассмотрена также в работе Ело [60]. Этому вопросу посвящена еще одна 
работа Я. Миндлина [61].

Распространение упругих волн по поверхности цилиндрической поло­
сти круглого сечения в упругом однородном пространстве при отсутствии 
осевой симметрии исследовалось в работе [62 |. Здесь получены волновое 
уравнение для нулевой гармоники (случаи осевой симметрии), которое 
совпадает с уравнением Я Миндлина и Био, а также уравнение для 
первой гармоники. Для корней полученных уравнений приведены чис­
ленные результаты.

А.Ляв [63] установил, что в зависимости от структуры поверхно­
стного слоя при неоднородности упругой среды, н верхнем поверхностном 
слое могут распространяться сдвиговые, поперечные волны, нс выходя 
из этого слоя.

Позже подобные волны исследовались в работе Стоунли [64],который 
рассмотрел случай, когда сдвиговые волны распространяются во 
внутреннем слое упругой неоднородной среды, не переходя из этого слоя 
в соседние слои из других материалов. Стоунли исследовал также и волны 
типа Рэлея, которые появляются на границах внутреннего слоя, отде­
ляющих его от соседних.

Вопрос о распространении упругих волн на границе двух сред с 
различными упругими свойствами исследовался также в работе В.Д . 
Кулрадзе и С.Л. Соболева [11].

Волны типа Рэлея, Лява и Стоунли в дальнейшем изучались многими 
исследованиями. Здс'сь считаем удобным отметить лишь работы [65-100].

Лэмб [8 ] исследовал распространение упругих волн по поверхности 
упругого полупространства, когда источник, возбуждающий волны, в ви­
де сосредоточенной силы приложен на поверхности упругого по­
лупространства. В этой работе при исследовании задачи был применен 
метод интегральных преобразований. В работе было установлено, что на­
чальное возбуждение упругой среды, на некотором расстоянии от мес­
тонахождения источника динамической нагрузки, ощущается 
продольными волнами. Далее ощущаются колебания, вызванные по­
перечной волной и затем ощущаются колебания со сравнительно боль­
шими амплитудами, вызванными дошедшей волной Рэлея.

В дальнейшем задачи о возникновении воли на поверхностях 
различных упругих сред, от действий источников динамических сил с 
различным местонахождением, стали называть задачами Лэмба. Иссле­
дованию таких задач посвящены работы [26,28,80-83,101-104] и другие.

Микловитц [26 |,Л.С. Алексеев и Б.Г. Михайленко [101,102], 
С.С.Григорян и Р.А.Чередниченко [103] рассмотрели рас-пространение 
волн на поверхностях слоистого полупространства с го-ризонтальной по­
верхностью раздела материалов,когда динамическая осесимметричная 
нагрузка находится на некоторой глубине слоистого полупространства, 
или на поверхности.

В работах [80-83] волны вызываются на поверхности однородного по­
лупространства от действий внутренних динамических нагрузок, 
приложенных па поверхности внутренней сферической полости.

В работах [30,102,118 | показываются различные случаи действий ди- 
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намичсских нагрузок, находящихся на поверхности упругой среды, или 
на некоторой- глубине среды п различных местах и различным образом 
приложенных.

В работах [89-95] обсуждаются случаи распространения волн типа Ля- 
ва в слоях переменной толщины, в слоях, которые являются нео­
днородными,или и слоях, расположенных нс горизонтально. Рассмотрен 
также случай, когда волны Ляпа распространяются п слое, в котором име­
ются препятствия [100]. Распространение упругих волн в слоисто-од­
нородных упругих средах исследовано также в работе [105], в которой 
использован метод контурных интегралов.

Распространение упругих волн вдоль цилиндрических полостей внутри 
упругой среды, исследовалось также в работах [106-113]. Этому вопросу 
посвящены еще многие исследования И.А.Викторова, которые обобщены 
в монографиях [11-1,115]. В первой монографии доказываются основные 
направления практического использования полученных в этой области 
результатов.

В качестве других практических применений подобных исследований 
следует упомянуть работы Л.А. Ильюшина и Т.Г.Рашидова [116] , 
Л.В.Никитина и А.II. Тюраходжасва (1171. Эти работы посвящены ис- 
ледованию действия сейсмических волн на подземный трубопровод. Од­
нако в этих работах трубопровод моделируется упругим стержнем и 
считается, что он не сказывает заметных изменений на движение грунта, 
а фронт ударной волны берется перпендикулярным к оси стержня- 
трубопровода.

Решения различных задач о распространении упругих волн в упругих 
средах приводятся в монографиях [22-36,118 ].

Подробные обзоры литературы, касающиеся распространению уп­
ругих волн в упругих телах и решениям различных задач в этой области 
даются в работах [119-124].

Данный краткий обзор литературы, безусловно, не является полным 
и автор просит извинения, если он упустил некоторые важные работы, 
относящиеся к теме обсуждаемых вопросов.
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