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Դիտւսրկվում Ւ տարրևր առաձգական fi ա ս։ կ n ւ թ լ n ։ G C fa ր » վ երկու 
անիզոտրոպ կիսատարածութ]ուններիջ բաղկացած տարածությունում, 
ճաթի տարածման 8ակահարթ խնդիրք։ Խնդիրր լուծվում է 
Վիներ-Հոսւֆ) մեթոդով 4աքի եզրերում որոշվում I. ւարումների 
ինտենսիվության գործակիցը և մարարևրական աեդափո|սոէ.թլունները:

Изучаете« .шт полос ».а к »адачэ о распространении трещины в пространстве, со
стоится и । дпух полупространств с различными анизотропными упругими свойствами 
5; :։;1ч? решаете« <стодо>- Винер;* Хоп'фз Определяется коэффициент интенсивности 
напряжении и огноснтсльн՛ ։• перемещения у берегов трещины
Изучается антиплоская задача о распространении трещины в 

пространстве, состояиз двух полупространств с различными ани
зотропными упругими -войстяами. Аналогичная задача для однородной 
среды (анизотропной) рассматривалась в |1| В (2) изучалось 
распространение трещины в вязкоупругом составном пространстве 
(изотропном).

I Пусть при I - 0 в полуплоскостях ( х у),представляющих границы 
трещины, начинает денет» оватг постоянное сдвиговое напряжение 7', ко
торое вызывает раскрытие и распространение трещины с постоянной 
скоростью с.

Уравнения движения для компонент перемещений, перпендикулярных 
к плоскости (л*у), запишутся |1|

շ
а (02 ճ֊Հճ » (02

дх

շ 2 2
LJL! + а Н)2 լյււ = Լճէ
9х9у г Цу а։'

45 17
т <f>2 _ „ ff)2 

дх a55
(։)2 

dy (l.l>

<O (О
a (02 = Ճ44------ a (Ո2 —

1 Pl 2 Pi

3



а 12 (<)2
(О

РI

Тогда граничные условия на у = 0 будут иметь вид:

'Л'П = TH (et — х) Н (/) , X < С1 (1.2)

< > > = и (2) , г П)-т U) 
т jrx - г ух X > et .

Введем новую переменную £ = х - ein сделаем преобразования Лап
ласа и Фурье по / и |

й, = / / и1 схр[- х (/ + !$+«, у) ]<//</£ (1.3)

- ** о

Тогда из (1.1) и (1.2) можно получить

7 ух = ("12('и А +а, а2 0)2 ) ь՝и,

= -4- ( I + )
$ Р/ Х

= - 3 = - 3
и I - и |_ $ = м2- а2_ $ (1.4)

где Т + ( А ) я и ( _ - преобразования от г у£ ( х 0 » I ) и и ■ ( х , 0 . ( ) 
соответственно на правой н левой осях £ я аналитичные в правой и 
левой полуплоскостях А

» —Ьй 
а 1

+ (1֊ А с)2֊ а(/)2А7 ]

в<')2= «, <‘>2 О2<'>2 ֊ «12<'>4

Систему (1 4) можно записать в виде

Ли. = Т ( ± + Т+(Д;) К

к » к, к = ~ />1у1
Р V г Р |Г I

/, = >ЛГ2('>2(1_^ И։.,(1)։Д2

Ли . = ։’ (и | - й2) (1.6)

Решая (1.6) методом Винера-Хопфа, можно получить

Т'(А) = -г('-г^) «-7>
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Для определения К ± представим К в яидс

К » 1 - £ 
Р J*/|

L(X) -2-7-Cl. L

£зХ |( - OOJ = £_|
Р 2 У 2< °° ) Р 2

(։>2 га2 с -
* U)fr

а 2 с —

(1)2!
(ТГТ-

i 
2

а
а

г -I И . . -,
г±(1) - exp [^L J |ДГ-*Р '* ] 

- <и + àrf
(1.8)

Для вычисления последнего интеграла,принимая а?՜ > а2<։> » 

проведя разрезы в комплексной плоскости А от —а2(2' до - а-,'1) и от
(I) (2)о 2 до а 2 и воспользовавшись представлением

У ,֊+/<- =V |а2<')+Я(<։(',-в2</)с) Ца 2 ( °- 7 ( а( °+ а 2 <О с) ) 

можно получить [3 )
Ь\

L. (Л ) = exp [-^ f ants'/՜- — ~ . ] (1.9)
. Л 2 Л — А
Ь2

где для i - 1,2,

[(Ге-1) а2(/)] 3- (гв2(/>) 2

\,Г~ 1՜՜՜/ л (/)
K + U)= 4+(А) Ь.= - a(-^a?Oc

/|+ = V'T/1 ‘ + Л (ан > - я/՛ \’) (1.10)

Подставляя (1.4) в (1.7), получим

Т К + (0)
т^-л xï хТй) (11п

Представляет интерес значение т у. в точке |=+0 (Л -* ® ) . ко
торое дзет величину коэффициента интенсивности напряжений

г у: (
VÀÔ I S

(1.12)
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Используя обратное преобразование Фурье |4 ]

4 * о 
$ < о

1
7x5

можно получить

*^(£-0.0./
___ д+ (0) Т>Г1 Д(1)-О2(1)с

О Г( 1/2) Г ( 3/2) в2(1)

2 .Для определения Ли. , из (1.6) имеем

ТЛи_ = у К + (0) К - (2)

Тогда

(1- О £^.(0) £- (2) 
7н (0) - «2(։՝с] 1/2

Величина обратного преобразования Фурье этой разности 
будет (£(«)=! )

2Т у ~ * (1- ?)1»(0)
3,։ Г( 1 /2) Х1+(0) [я(1>- в2<»с] '/л

Оттуда для разности перемещений получится

и , ( 4— 0 А/) - и 2 (0 .0.1) =-------1-5 ■/■—
р։г(|)Г(|)

______( » - П (0 )
(«/<)]',1х

3 Для получения условия распространения первоначально 
кой трещины воспользуемся условием Ирвина (-5) Поэтому 
энергию на единицу длины ио 4 на продолжении трещины

1?=о 
Лх

(1.13)

(1.14)

(2.1)

(2.2)

при $ - 0

(2.3)

(2.4)

неподвиж
ны числим

(3.1)> 2 с
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где «7 -энергия разрушения.

Дх
ДГ/ |у’0=/г^г(>' = °)("|-«2)е-|֊Лх^^ 

о

(3.2)

Подставляя (1.14) и (2.4) в (3.2), получим

Т 2/ L I ( 0 ) ( 1 - С) 
?. ' ( ։ )р I л а2

(3.3)

Из (3.3) и (1.9) при с 
Интересно отмстить, что

- О получится условие возникновения трешины. 
для однородной среды £ - 1 (3.3) вырождается.
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЙ КРУГЛОЙ КОЛЬЦЕВОЙ 
ПЛАСТИНКИ ПО ЗАДАННЫМ ЧАСТОТАМ СОБСТВЕННЫХ КОЛЕБАНИЙ

ГНУНИ. В.Ц., ОГАНИСЯН З.Б.

Գնունի Վ.8., ՀովՏանիոյան *•* Օհփական ш ш w шС nt մն հ ր ի 
տրված ճաճախականութ յուննե րով կլոր օպակաէհ սայի եզրային 
պայմանների որոշումդ

Gnuni V.Ts.»OgauiSiao Z. R. .De termination of bonndnry condition։ of circular plate 
wllh given vibration frequcncici.

Աշխատանքում դիտարկվում է ոեփա կան ւոասւանումնհրի տրված 
Տաճախականությու ններով օդակաձե կլոր սալի եզրերում ամրացման 
պայմանների վերականգնման խնդիրրւ ftnijjj է տրվում, որ 
R ն դ fi ա li ո 1 ր դեպքում Եզրային պայմաններդ «րսշևյոլ ճամար 
բավարար է տայ սեփական տատանումների հաճախականությունների 
Ութ արժեքներ։

Ряссмлтря иже-гея задача восстановления» граничных условий ид краях упруго»՜! 
круглой кольцевой пластинки но нэассткому спектру частот собственных колебаний 
Показы пастей, что и общем случае дли нахождения неизвестных граничных условий 
достаточно знание иосьмн частот собственных осесимметричных колебаний кругло»՜« 
кольцевой пластинки.

1 . Уравнение для определения амплитуд собственных осесим
метричных колебаний упругой круглой пластинки представляется б виде 
( I J

А 2 н՛ — ^՜^Հ՜ ш 2 w = 0 (Lb

w(r)— амплитуда, R - радиус, г G- | 0: 1 | -безразмерная деленная 
на R координата по радиусу, h — толщина, р - плотность материала 
пластинки, D =■ Ehi /( 1 — v2) - жесткость на изгиб, Е - модуль 
Юнга, v - коэффициент Пуассона, а» - частота собственных колеба
ний пластинки .

одномерный оператор Лапласа к полярных координатах
Общее решение уравнения (I I) получается в виде

и(г) = а։/о(Дг)+°2Уо(^г) + аЗ/о^г>4и4Ко('<г) ‘*-2)

где ^0’^0 “ Функции Бесселя нулевого порядка первого и второго
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рода, /0 , X 0 - модифицированные функции Бесселя,

- приведенная частота собственных колебаний.
Наиболее общие осесимметричные граничные условия на краю 

г ֊ const представляются б виде

77 s Л2| У)7*г։ + А22{:]Мгг при Г = const. (1.3)

где z = 1 соответствует внешнему, a i = 2 - внутреннему краям

- изгибающий момент

_ _ D ( d 3w , 1 d 2w \ dw \
т" 77^^77^՜ 7՜^ > 

- поперечное усилие при г = const , z - 0 .
2 .Рассмотрим кольцевую пластинку с внутренним диаметром R 0 , тог

да условия (1.3) можно представить в виде

и в d * . 4 »՛ , .
7/7 = С215 + “п՜—г пр« <• = । <2-։։аг а г

,3 72
к.՛ -х А Д * = а <1 *м р 11 7^ + Р d г d г

<1 » _ о 43»’ . о 4** R о _
77 - Рз։՜з + л 22--2 °Р" г = “Б՜ = Л0 (2-2)аг аг Л

гдс а шп = а ° к ' Н<го)- подлежащие определе
нию безразмерные коэффициенты упругого опирания краев данной пла
стинки, причем

г v Р Л 4 А <1} Л 4 (/> 4 <'>г у R D А Л 21 Л 21 - Л |] л 2|
вз'2 . \ . (i) . tnг. г т г v К D Л ?? •- Л 21

f f 12 = _ о /
I Р 12 R 3 Ъ։։<п+хл|2(/>
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(гу^РЛ12<О-Л11(/>)( Л2|<О)
г(л’гЧггл/ла(/)- Л2|('{)

f * 21 в_____ „_____________________________
I 21 Л3г2 + г гЛОЛа °- Л и <О

J ^(»2»U>^^z2(O)

I ^22 л3 г1 + г у л D Л и(/) -֊ Л 21 (/)

при г = const .
Здесь I = 1 соответствует краю г « I , а I = 2 - краю г = г 0 .
В случае шарнирного опирания края ан = a l2 = а 2։ « О

а 22 = — г /V , ( г = const ) а в случае жестком заделки а тп = 0 .
Характеристическое уравнение для определения 2 , 8 силу (1.2), 

(2.1), (2.2) получается в виде

1 аЦ U -«м-Ряя) 1-0,

(<,/,= 1,2. 3,4; m , я > 1 . 2 ) ; 03)

где а։/ = р/°*(2)- aup/3)(2)֊

«1/ - 2 РуП)(2)- о2| Ру™ (2)- оа

я3/ ֊ Ру'0)(г0 2)- Рп р/Л(г0 2)- Р,г Pjm(roi')

<։«, = -> Py<i։(r0 *)֊0։i р/”('о л) “Да Ру^С'о-») <2-4)

P,(t)(H ” 'oU') = ^o<W(->'՛)
dr

Pj’V) - 7*4 r0(Xr} » y0(*’(2r) 
d r

Pj^’U') “ Z-f 
d r

Из (2.3) в случае жесткой заделки краев (г s г0 , г г | ) получа
ется уравнение

/0(1>(<֊0Я) Ув(1)(<-од)

/о0) УдО) /0W KoW

Je(l)w r0(l>W /о(1>М) «о(1)«1)

•'о('-о^) Уа('о^ 1о(гоХ) К„ (r02)
«0 (23)

первые четыре корня которого при г0 = 0,1 есть
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2։ = 5.22 ; А 2 = 8.68 ; 13 = 12.2 Д4 - 15.7

В обшем случае , когда на краях пластинки заданы условия типа (1.3), 
можно найти а тп , /3 тпа и корни характеристического уравнения (2.3).

В случае обратном задачи , когда заданы Л д , из (2.3) можно 
определить а тп , р , а следовательно, восстановить граничные ус
ловия (1.3). Здесь необходимо знание восьми значений /. р . и решение 
системы восьми уравнений (2.3) относительно а тп , Р тп •

В случае сплошной пластинки , из условия ограниченности решения 
в центре (г - 0) (4.2) представляется в виде

*('') « в^о(^) + «зМ^)

где в|, а3 подлежат определению из граничных условий (2.1).
Характеристическое уравнение (2.3) упрощается и представляется в 

виде

« И • а тл)

* 21 и • а «л )

“13<; . «тл)

а 23 • атп)
(2.7)

первые четыре корня которого есть

Отсюда в случае 
уравнение

жесткой заделки края пластинки получается

^о(^) /о(П
= 0 (2.8)

/.“’(А) 'о(1)(Д)

А|»3.20;Аг«6.31; А 3 = 9.44 л 4 = 12.6 (2.9)

Здесь для восстановления граничных условии на краю пластинки до
статочно задать четыре значения .

Из (2.8) для определения искомых а ,при заданных четырех зна
чений Др .получается система уравнений

Л х « ус + а (2.10)

где

В » 11 бу 11 ( / , /»1,2, 3.4)

*/։ - /։<։>(*|) ֊ /.‘'’С*։) ^в(։’(Лг)

*<з - 'о(^) - /о(3։(■։/) 7о(<)
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»14 - /.Р() - /в‘Х,(Л,)

«4 - /о(1)и() /е(А|) - /»‘“(Д,) /«(!<)

3. Рассмотрим некоторые конкретные реализации предложенного ал
горитма восстановления граничных условий.

Лусти искомые условна на краах кольцевой пластинки можно 
представить в виде

где

* 33 0 . (1 е при г - 1

и՛ ж 0 . Л г ж при Г - '0 (3.1)

откуда

и ж 0 . и 77՜ пр« г - 1

и* ЯВ о . м>
</ г в 42 *Ра77՜ при г ® го <3.2)

пл <1 ' и А э> °п “ ’ я՜5 + о“ли<’>

Ог0Ла(п
Я г0 + Л 22 ' 2) (3.3)

В рассмотренном частном случае, имея два значения Л р , для 
определения искомых а 22 , $ гг получается система

сн а22 + с \2 & п = с։за22^22 + <* \

с и а 22 + с 22 0 22 = с 23 а 22 & 22 + 4 2 <3.4)

где

с ж ։ - (О . - 5 < (О.с /| — Л / $ 5 2 , С д — А I 5 21 ,

са = »а։о։ < - ‘и0’;

о ДО *) У о ДО 1 О ДО д *О ДО д

^о<4)до<) ув(<)до<) ^о(<)до«) ^о’^доа

=
о <г о ■* /) о (г о <) о О’ о о ДО о ^ «)

•'о(4)ДОо^<) Уои)ДОо^<) /ои>ДОо^а *о<4>ДОо^|) 

(<-1.2)
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Если систем.. <3 4) при заданных А р не имеет действительных 
решений то рассмотренные <1 р нс являются собственными значениями 
данной краевой задачи ни прн каких граничных условиях. В случае, ког
да система (3.4) допускает две пары действительных решений, необхо
димо проверить возможность осуществления этих граничных условий. С 
этой целью определяется отношение А - V /х-п для задачи изгиба 
рассмотренной пластинки под действием постоянного давления при по
лученных граничных условиях ( и- ) и прн жесткой заделке краев 
(»•<>) Если эго отношение больше единицы, то полученные граничные 
условия реальны.

Рассмотрим конкретные примеры: пусть = 0.1 , А , = 4.92 , 
А 2 = X . 38 против А , с 5 ,22 ; А 2 = 8 ,68 ; для пластинки с жестко 
заделанными краями. В этом случае получается

а 22 = ֊ 8.09 • 10 ~ 2 ^22 = ֊ 2.19 • 10 4 ; А ( 0 ,5 ) = 1.3 ; 

илы

«22« ֊ 2.17 . 10"3,^22 = 0.388;д(0.5)=1.3

Полученные оба условия имеют смысл, т. к. А > I . Отличие 
граничных условии от жесткой заделки заметно, т к. прогибы пластинки 
на 30% увеличиваются.

Здесь заданные А р обеспечиваются поочередным ослаблением или 
усилением закрепления краев

I _ О) । . । „ (2) । я (I) . Л (2)I о 22 • > 1 а 22 I . р гг < р 22

В случае г0 = 0.1, А, = 4.61, А2 = 7.89 , получается

а 22 = 0.405.10 ’ 2 , /3 22 = - 5.09.10 2 ; А ( 0.5 ) = 0.23 ;

а 22 = - 0.221 ,/322 = - 2.13- 10 " 4 ; <5(0.5) = 1.6 ;

и только вторые значения а 22 , /> 22 имеют смысл.
Пусть теперь край г = г 0 жестко заделан, а на краю г — I имеются 

условия

, 3 , ,2
24' £22 _ *

Н^З • г/г - (ЗЛ)

где «и . а 22 подлежат определению по заданным двум значениям.
В этом случае для определения искомых ан . «22 получается си

стема

С 11 а 1! + с 12 ° 22 е с 13 а 11 а 22 + ** I

с 21 а 11 4 с 22 а 22 = с 23 а 11 а 22 *■ ^2 (3.6) 

где
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сп Л1 5 31 • . » 1 ж ('> .СГ2 Л1 *02

Г . 1 4 г <'> с а - * / х32 х01 (О<*' -

^0<<։ <а а

1 о (г о х) у о (г о ^ /)

>'о<։)('-оЧ

*в<м0<)

'о'”«*/)

о (г о /)

о ՝ * (г о ^ /)

*0(”Уа

Ко (го^

*о“’('-оЪ)

<‘-> .2)

В конкретном случае, когда г0 = 0.1 . А ։ = 5.08 . А 2 » 8.45 получа
ется

а ։1 = 5.50 10 “ 4 , а ^ = ֊ 258 • 10 " 2 .

или

а Ц = - 1.04 • 10՜ 2 , а 22= ֊ 8.60-10 ՛ 2.

Л (0.5) « 1.15 ;

*5(0.5 ) = 0.44 ;

Очевидно.что вторые значении «ц . а 22 лишены смысла, т.к. 
<5(0.5) < I . Однако и здесь возможна пара А| , А2 , которая может 
реализоваться при двух различных вариантах граничных условий.Гак. 
например, при г0 = 0.1, А։ ~ 4.86. А2 = 8.21 получается

а „ = 2.44 - 10 ’ 4 . а 22 = - 9.28.10 “ 2 . <5 ( 0.5 ) = 1.33 ;

или

а п = 8.92- 10 3 . а 22= - 4.26- 10 ~ 2 ; <5(0.5) = 1.87 ;

Здесь заданные А р обеспечиваются поочередным ослаблением или 
усилением граничных условий

> 1«аи,1 . «,,<՛>< а„'5>
В случае сплошной пластинки (г0 = 0) , при А։ =3. А2 = 6. 

А3 = 9,А4=12 из (2.10) получается

а п = 7.69- 10՜ 4 , Й22 = ֊ 9.18 -10՜ 2,

а 12 « - 6.60 10 " 3 .

а2| = 7.93 • 10՜ 4 . 6(0) « 1.3

Полученные здесь граничные условия реальны, т.к <5 (0 ) > 1 . 
Закрепление края существенно ослаблено. Прогибы увеличиваются на 
30%.
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ

lTU)uuiG|il(w 44. №5. 1991 Механика

НЕКОТОРЫЕ ВОПРОСЫ УСТОЙЧИВОСТИ ОБОЛОЧЕК ВРАЩЕНИЯ. 
БЛИЗКИХ ПО ФОРМЕ К ЦИЛИНДРИЧЕСКИМ

КУКУДЖАНОВ С. н.

ЧЯ1Ц«17О|С«4 и.Ъ..Я||||4 М"<«|НИ
niCbgaq ptu4WGpGh|4 Цм |«iG«ip|aG ара; («Mb?

Kukudjaaov $.N.,Soec problcat of ihclii* stability with a forai aear to cylindrical
ЪС, >n44GM)hC <wl|h phai |p>G Вш<швшрм>шф 

рш;|иЧшЬ CnnrftMi <G?rf«G UM|( qwG<aq ><24^a Gab ршч«4р|| 
li qpUpfifi Q|»puiaquiA Gnpdmi U {агтфац C h q h p > mq q h gaip jin G 
qUuipnid. lLn«| <hu>Cm|>U|iC da» tqtnwdwG Цш |Bt G aip |u> G
ЛшруЬр. ПппрЦ pwquGpGtipt iabaai|B|mG B>d«G ммшдЦп»
be 4 bthG UplfUinaipiaiG рш q wGpG Ъ p)i |â|Bltfclp |ш( jaibaq 
hv»q шашрп։ dp։ 4h vttaq ашЦ л id t 4)»?hG rf ш ЦЬрЬ a ։ *С|ч> «шррЬр
mbapUph wqq Ugat pjat Gp hPMbMtK IjuG <Gyd»G <pan

Рдссмагриааюгса «опросы сгоАчнапсгн гомама обод о чех аращенна. близких по 
форме к цилиндрическим пах. дашмхев под действием нормального давленмч. 
равномерно распределенного <»о боковой поверхности, а также нормальных и слян- 
гающпх усилий, приложенных к краям оболочка. На основании теории пологих 
оболочек получено разрешающее уравнение устойчивости оболочек средней длины

Рассматривается устойчивость тонких оболочек вращения, близких по 
форме к цилиндрическим, находящимся под действием нормального дав
ления, равномерно распределенного по боковой поверхности, а также 
нормальных и сдвигающих усилий, приложенных к краям оболочки 
Предполагается, что форма образующей срединной поверхности оболочки 
описывается достаточно гладкой, знакопостоянной функцией. На осно
вании теории пологих оболочек получено разрешающее уравнение устой
чивости оболочек средней длины. Приведенное уравнение более общее 
в сравнении с |1 | и отличается дополнительным членом, который может 
иметь такой же порядок, как и другие члены уравнения Критическая 
нагрузка определяется кзк наименьшее собственное число данного 
уравнения.

Исследовано влияние формы образующей срединной поверхности обо 
лочкя на критическое давление Рассмотрены оболочки как положитель
ной. так и отрицательной гауссовой кривизны. Приведены формулы и 
кривые зависимости критического давления от геометрических 
параметров оболочки. Дана формула для определения критического числа 
поли. Показано, что малые отклонения от цилиндрической формы 
(порядка толщины) существенно влияют на критическую нагрузку.

I. Рассмотрим оболочки, у которых «.рединная поверхность образована 
вращением некоторой достаточно гладкой кривой вокруг оси ։о. 
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прямоугольной системы координат л0»У0»20 с началом в середине 
отрезка осн пран:՛ ины (фнг.!>. При этом рздиус поперечного сечения 
срединной поверхности оболочки определяется равенством

R « г + д Я($) <1.1)

где с = . 0 /г ; /՝($) — положительная, достаточно гладкая функция, 
заданная на интервале ( — / /г . I /г ) .такая, что
г' ’ £ = ± ( /г ) - 0, max F (£ ) = 1 ; L = 2/ , г , Я — длина, радиус и тол
щина оболочки ; <5 - максимальное отклонение от цилиндрической 
Формы При А > 0 образующая срединной поверхности имеет форму вы- 
пмилости, л при < 0 - вогнутости. Рассматриваются оболочки средней

2 2 2 2длины (2 | и считается, что д /г ,6/1 << 1 .
Уравнение срединной поверхности в параметрическом представлении 

имеет вид

Jc0 « Я ( £) cos у» , у0 = R (£ ) sin р , ■ z0 = г | (1.2)

/ - угловая координата. Отсюда нетрудно получить, что коэф-
гицнеигы первой квадратичной Формы срединном поверхности будут 
д - г ч 6 2' ( F ) ‘ . В ՝ — ( R ($)] На основании сделанных 
’эсдполохении и выражения А можно пренебречь вторым членом. Сле

довательно,
И « г . В = Я(£) (1.3)

Главные радиусы кривизны имеют вид

За основные уравнения у .тойчмвости принимаем уравнения , соотвст- 
стьующмс теории пологих оболочек

4 2 4 2
V и/ = 0, DV y-Z^O (IJj)

v 2___i H 1՜ « Л x э ( л э \ 1А В I af V А # ' »V В др ) 1

V 2 = X h 1А . X ( Д к 2_ \ 1* АВ ։ ■ А к 2 гЧ ' 1 в к 1 ' J

(’֊՛։?)
(1.6)

Т ։ й, Т21’ - докрнтичсскис меридиональное и окружное усилия;

5 —сдвигающее усилие. Для рассматриваемых оболочек средней длины, 
Спнзенх лп форме к цилиндрическим, потерн устойчивости основной 
формы р;н-но» ■ г. сопровождается слабовырпжснвым волнообразованием 
1՛ осевом направлении в сравнении с окружным, поэтому справедливо 
отношен нс
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д2/ д2/ , </=..ф > а.,,

Подставляя ь выражение (1.6) равенства (1.3) , (1.4) и используя со
отношения (1.7), а также близость R и г , получаем

Используя выражения (1.8) для системы (1.5), получаем следующее 
разрешающее выражение:

I — (1+ -*-Гг°*и ар4 $I 1 £ а\ з э /

д ( о Я* Л , # (о Он’ \ 1 Л , _+ #) 1 в° <Ь9)
где 

Л2 . о 5 0
12г 2(1 - у2) ’ 1 ЕЪ ՛ * ЕН

2.Для рассматриваемых оболочек цокрнтичсскос напряженное состо
яние предполагается безмоментным и, следовательно, определяется на ос
новании уравнений

(Г|°Л)/ + Г2°Л = 0 , -֊Г,0 + + «7 = 0

(Я5£°) ’ + Я ' 5 0 = 0 (2.1)

Из второго уравнения этой системы получаем

Тг° = -( ^-Т!0 + Я« ) (2.2)

Подставляя эго выражение в первое уравнение системы (2.1) и ис
пользуя равенства (1.4;, имеем

(7’|0)/ + аа)Т1° + 4(4) = 0 (2.3)

ь ( $ ) = R я (2.4)

Общее решение уравнения (2.3), как известно, имеет вил
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т/ж exp ( - ) [с

♦ exp ( fa(£)d( )<f| ] (2.5)

Упростим выражение (2.5) .пренебрегая величинами второго порядка 
малости, учитывая, что (6 /г)2 << 1 .Согласно выражению (2.4) 
получаем

fa(() rff - 7 p(f)

p(f ) - F + 7 ( F ’+ jF'(i)F'\i) d{)

expt fa(i)d{ ) - expt -p(i))

• (2.6)

P(f)expt Ja(i)di) di - qiQ(i)

Q(i) - F t I + ^֊F) а.Ъ

Следовательно, равенство (2.5) можно представить в виде 
а

О С + Яг - Q(f)

т՝ ‘ -----FJT)-----  «։)
Если по краю оболочки приложено продольное усилие Р :

г.°(4 =;)«/>.
тогда

с = />։ ( 7 ) ^ - 1' 7 0( 7 ) 

и, следовательно.

г1<’ = ^|(;)//>|<4)+уд|)֊ [o(l)֊Q(;) ] <2.9)

где р։(^) . Q । (£ ) определяются соответственно равенствами (2.6), 
(2.7). Подставляя выражение (2.9) в равенство (2.2). получаем

Т2°-֊Яг [ -F"({)( Fp,(j)/p,(i)

+ 7ufHc({)-° < г>1 > *«']
В случае, если Р - 0 , то
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г'#“7иТГ Io(4)-
с

Г2О="7ЛТ)՜ Ь + (у)’ '"(() [ Q(4)֊C(֊) ] ] 0.10)

Пренебрегая во втором равенстве (2.10) вторым членом в сравнении 
с единицей и учитывая, что в рассматриваемых случаях 
5“ ( - ) = 0 ,получаем

т‘° “ тМт 0 • Тг° ~ я* а։1)
Если по 

’(;)-«.

В случае q

5

краю оболочки приложено < 

,то, как известно, получаем S 0
сдвигающее усилие: 
. .2

•л О ,Р = 0 , на основания соотношений (1.7)» (2.11)
получаем, что

Кроме того, учитывая близость R н г , можно принять 
Т2° - qr .

3. Рассмотрим оболочку, когда ее образующая определяется 
параболической функцией

^(4) = 1- (у)*42

Тогда учитывая соотношений (2.12), для случая
Р = 0 , х 0 = О уравнение (1.9) принимает вид

q * О

(3.1)

Это уравнение отличается от уравнения, приведенного в (1 1 , допол
нительным четвертым членом, который согласно соотношению (1.7) мо
жет быть одного порядка с предыдущим членом этого уравнения. Поэтому 
оценим влияние этого члена.

Рассмотрим случай, когда края оболочки свободно оперты В работе 
11 J показано, что выражения

в = Л sin(2w|)sin(n|p) , v = В соь (2 ) cos ( п ,

и» = С cos ( Я ж | ) sin ( л ) (3.2)

с точностью до малых величин удовлетворяют этим граничным условиям.
Подставляя выражение (3.2) в уравнение (3.1). получаем

« 0 = спг + Л 4п “ 6 + 4^ i.,2,֊4 + 4^ л՜2
ni I 4 Ш . 4
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тяг 
т - 21 (33)

Без последнего слагаемого эта формула совпадает с формулой (11, 
а без двух последних слагаемых-с известной формулой для ци- 
линдркческон оболочки средней длины |2 ]. Из формулы (3.3) нетрудно 
видеть, что последний член влияет в сторону увеличения значения 
критического давления как для выпуклых, гак и для вогнутых оболочек.

Наилем критическое значение /° = . которое является нанмень-
ошим значением I в зависимости от /и и л .

Из выражения (3.3) нетрудно видеть, что при «5 > 0 наименьшее зна
чение г 0 в зависимости от т будет при т = I .

В случае <5 <֊ О аналогично (1 |нструдно показать, что ?л - 1 .
Обозначим л 2 = л . тогда выражение (3.3) примет вид

I 0 = гх + Д/х՜5 + «V л.’х-2 + 4^ х՜'
1 I 1 I 4

Определим минимум величины ( 0 , как непрерывной функции от 
х. (х > 0) . Из выражения ( /°)х =0 получаем

х '' + с л 2 + йх + е = 0 (3.4)

. 62 г2 -I » „ <5 г . 2 — I
с = - 4 —— с , 4/ = - 8 —«

/4 I2 ’

е « - 3 А ։ 4< ՝ 1 (3.5)

Известно, что корни уравнения (3.4) совпадают с корнями двух 
уравнении

* 2 + л* I + ~ 0

А± = ± / 8 у - аТ (3.6)

х/~а а ~ а*>л = V ± V ^֊2

\Г^ \Г а аХ 3.4 “ 2 - У -&а 2

а у - (3.7) 

где у -какой-либо действительны։՜« корень кубического уравнения

8 у3 - Асу2 - Неу + (4се - </2)=0 (3.8)

Произведя замену переменной

X = у - X <3.9)О

приведем уравнение (3.8) к лиду



z + 3 p z + 2 <7 = 0

p)2

(3.10)

p ° i * 14~ | —V e 1J e 1 <3J °

Если принять, что

(л /4 ) 4г >> (<5 /Z )4 (3.12)

то выражения (3.11) принимают вид

Р»А|Че~’ , ^-2(1Г) (3.13)

Так как дискриминант уравнения (3.10) больше нуля, то имеем один 
действительный корень этого уравнения

используя условие (3.12), это выражение можно упростить

4 йгг ’ _ , 
з е <3.Î4>

Тогда на основа ним (3.7), (3.9), (3.14) имеем

с 8
С = z ■ 1 = 3 (3.15)

Подставляя значения </ и а согласно равенствам (3.5), (3.15) в 
выражения (3.7) получаем, что при Ь < 0 положительным корнем яв
ляется только корень х։ ,а при д > 0 -только корень х3 б результате 
получаем

п ± 2= [ у/ТлЗ! е 1/2 - 0.54 ( * ) *

± 0.7 36 у ] Л<։/? (3. 16)

Индекс ( + ) соответствует ô > 0 . а ( — ) - д < 0 .
Следовательно, с точностью до малых величин получаем формулы для 

п г , совпадающие с формулами [1| Отсюда следует, что дополни
тельный член практически не влияет на критическое число волн.

При à = 0 из выражения (3.16) получаем известную формулу для 
цилиндрической оболочки л , 2 = V3 / . 2 г " 1 '4 .



Оценим теперь количественное влияние дополнительного члена 
« <52г2

—------j- на величину критической нагрузки, определяемую формулой
I п

(3.3). Рассмотрим оболочку с геометрическими параметрами 
/ /г = I h /г = I 0 ",6/л=10"2и<5/г= — 1 0 ~ 2. В этих слу
чаях относительное расхождение с данными работы (1 j составляет ве
личина всего 2 - 3 %, тогда как для <5 /г = 3-1 О՜2 расхождение 
составляет уже 12%, а при 6 /г = - 3 - 1 0 2 около 85%. Следовательно, 
учет дополнительного члена может существенно повлиять на величину 
критической нагрузки и особенно, для вогнутых оболочек.

4. Рассмотрим другой практически интересный случай, когда

F («) = 11 - (7) 2£212 <4.»

при этом, в отличие от предыдущего случая, F ( ± I /г } = 0 . В данном 
случае уравнение (1.10) будет с переменными коэффициентами.

Рассмотрим граничные условия свободного опирания. Учитывая, что 
коэффициенты уравнения зависят только от переменной £ , а также, 
что имеется полная симметрия задачи в осевом направлении,ограничимся 
решением в виде ряда

»г = s։n(njp ) Лж а»(Лт£) , Хт = ~Г՜ <4-2>
т = I .3 ....

При решении использовался метод Бубнова - Галсркнна. В результате 
процесса ортогонализации получаем следующую систем) однородных ал
гебраических уравнений, записанную в мегричном виде;

(с - Л£)и»0.С=[С(,п| , Л = 1Л! 1

Е = ■ . А =

С im = йл, в i + Д 1,т ( » “ 6 i.,n) » I ,т 

. 2 
д 1 = £ п + 2 , * п 6 + Я { , £ = ----- =--------- Z—

I2r2(l-v2)

А /.да = 48 ~ ( 7 ) 4 ( - т а т . I + С т . /) т п ' 4

« 1,3,5,...

. in г
» 2/

+ ^г(г) (?) (-в".< + 3*т./)л 2

^^2֊(7)4^+֊ь(П2(7)4« (^Ъ-0

ь)] ]"’։
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Таким образом, задача нахождения критической нагрузки сводится к 
определению наименьшего собственного значения матрицы | С т1 | в за
висимости от параметра п

Ограничиваясь во втором приближении двумя членами ряда, получаем 
следующее выражение для меньшего керня:

,(2), в1(п)+0з(п) (<?з(л)~ 0 , ( л ) | 2 + 4 Д ?3
* I п ) ~ О ~ 7

Учитывая интервалы убывания и возрастания функций
#1 , б2 , Д13 , нетрудно получить, что наименшес значение Д (л) ре-
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элнЗу стоя я интервале п ± 5 п 3 л 02 , где л ± определяется равен

ством (3.16), а п 03 = е - * 7 4 •

дальнейшие приближения рассчитывались на ЭВМ.Проведенные рас- 
ч'.угы показали,что для получения практически точных результатов (ког- 
лг. расхождение между предыдущим и последующим приближениями 
составляет величина порядка 1%) для оболочек средней длины достаточ
но ограничиться вторым-третьим приближениями (т = I ,3,5).

На основании проведенных расчетов построены кривые зависимости 
//г /Е К от <5 /г ( д > 0 соответствует выпуклым оболочкам , 

а д < 0 — вогнутым >.На фиг, I для I — г ( £ = 2 / ) и различных тол
щин ~ • ! О 2 = 1.2.3, приведены соответственно кривые а,Ь,с. для фор

мы образующей (3.1) и кривые а ' , Ь ’ , с ' для формы (4.1).Нетрудно 
заметить .что влияние различных форм образующих становится более су
щественным по мерс уменьшения толщины и увеличения амплитуды от
клонения д для выпуклых оболочек.» го время как для вогнутых оболочек 
этого практически нс происходит.На фиг.2 приведены кривые, когда

А 2= 2 г ( £ = 4 г ) . — 10 = 1 ,2,3 при этом кривые,соответствующие

формам (3.1) н <4.1) .практически сливаются, та к как с увеличением дли
ны оболочки влияние на критическую нагрузку различия форм образу
ющей уменьшается.
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44. №5,1991 Механика

О ПРЕДВЕСТНИКАХ ТЕКТОНИЧЕСКИХ КОРОВЫХ ЗЕМЛЕТРЯСЕНИЙ

Мкртчян М.С.. Тоноян В.С.. Хлчмкян А.С.

W.®.. ••<•!»« <..i.>nih|wl 1.1.
bpl|BW?*p4b|lb ^«C|aa<2a6fibp> <■■)<

Khwchlklnn A S..Tonoy«n V S.Mkrtchiin M S.On the prediction! of tectonic cruel 
earthquakes

Ak«**nll4»*< t MbnntpimG
ЬСП1’ЛР «nu։Aq Я1<|ш< ЬЬ■ «■ »ш Р»**tя!*• в 1ш4шв.вВ>> ( пврЦ шЬмц^С*

МЬвивЦр qpqn<nttf t 6pm Ьбр ■։ jpn։ d
utbqh ntGbgnq 6ui«|iu{ui)|iG q k>apdwg)inC К b ш b ш G ₽ яЦ ։Пр n;4 ai d
li G uiqwm rfiu ЦЬ pU nt ip |t u»b 4 ш фп |ua 1 p jn ։ GG b рр.аряС д hG
apiqhu wbЦшпСшЦшб ijkqUujjbfi bpbpuijwipd^ ||wG>/wG ;usGG b jn

Рассмотри пасте« каззнс t «тмческам задача теории упругости длв упругого по* 
лупростракстпа. напряженно-деформированное состояние которого возмущается 
вследствие объемных деформации с заданной мнтсксияиостъю , происходящих я 
некотором подобласти полупространства Определяются перемещения свободной по
верхности. которые рассмотри«изтся как предвестники корового тектонического »ем 
потрясения.
Идентификация инструментально наблюдаемых предвестников текто

нических коровых землетрясений (деформации земной коры, форшоки, 
сейсмическая активность, изменения некоторых геохимиче
ских,электрических и магнитных параметров) остается пока 
неразрешимой задачей, хотя есть определенный прогресс в отношении 
долгосрочных предвестников. Взаимосвязь различных предвестников ус
танавливается лишь статистически или интуитивно. Отсутствие 
определенного алгоритма интерпретации и сравнительной оценки 
временного хода значении не только предвестников различной физиче
ской природы но и одного и того же предвестника, но наблюденного на 
разных расстояниях от предполагаемого эпицентра, является основным 
препятствием в решении задачи идентификации предвестников зем
летрясении.

В настоящей работе делается попытка представить комплекс неко
торых наблюдаемых предвестников как прямое проявление определенного 
единого возмущающего процесса, происходящего в земной коре.

Представим земную кору л виде упругого полупространства, свобод
ного от поверхностной нагрузки Для простоты считаем полупространство 
однородным и изотропным, свободным от воздействия объемных сил. 
Пусть в некоторой подобласти Q полупространства начинается возму
щение напряженно - деформированного состояния полупространства в со
ответствии с принятой гипотезой о физической природе и механике очага 
землетрясения. Примем, что возмущения представляют собой объемные 
деформации с интенсивностью с ( Р , t ) ( /* — точка по
лупространства, ! - время) Примем также, что изменения е ( Р , / )
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Фиг. 1 .Схема возмущенной области

во времени так медленны, что можно пренебречь инерционными членами 
в уравнениях движения

Вследствие этих предположении приходим к квазистатичсской задаче 
определения напряженно - деформированного состояния упругого по
лупространства (фиг.1) при граничных условиях

<ухг = ^дтвг^==0прих«0.Г2:0 (1) 

и заданных объемных деформациях £ ( Р , I ). Решение этой задачи 
известно (1,2.3].

Введем в рассмотрение потенциал перемещений

ш = _ _Е 1 + * <лу(<2)
4 л 1 - V г(Р ,<£ )

являющимся решением уравнения Пуассона

д V = ֊7 «(>*.»)</»'(С )<»(>>- О )

и бкгармоннчсскую функцию Лява 
«е

«= - / (I - 2 м - а 1 ) О (а) ехр ( - аг) У 0 (а г) (Ла 
О

Следуя 11.2 1 .решение искомом задачи представляется в виде комбинации
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Фиг.2.Зависимость от времени * точках х= 0 ;у= 5 • 10Зкм; а х
х = —10 4 : — 5 - 10 3 ; 0 : 5•10 3 ; 10 4 ; 1.5« 10 4 км ; на кривых 1- 6 соответ
ственно ,а = Ь = с = (1 = Ю4 км ; V - 10 м /сек.,к- 10 '7

этих двух функций.Удовлетворяя граничным условиям (1), для 
перемещений точек полупространства получим:

и х= А ] ( Х-а ) [/? ։ ՜ 3 + ( 3 ֊ 4 г ) Я 2 " 3- 6; ( х + / ) Я 2 “ 5] £

О

“т=Л / (У-^)Ь1’3+(3-4у)Я1'3- 6г(г + у)Я2"5]с4/а> 

О

*2
Е (1 (/)

где г — коэффициент Пуассона, 4а> = <1 а 4$ (1у

^>.2= [(*-в)г+(у-д)։+(»тг)։]1/2 . л-ЛгН;

Напряжения выражаются формулами

а Ц в 2Я^//+ [Деи֊(32+2//)е ] <5^
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Фиг.3.Зависимость от времени : 1-всртмкального перемещения и - ^֊на

клонов * при к = 1.5- 10 ' . у - 0 ; 4 - наклонов * при ду * дх г
Ув2.5-10х км ,Ь» 5 .10 Лкм 2 .10 5км ; для всех кривых 
л = 1.5-10' -.остальные параметры как на рис.2.

<4/ 4 • х • У • 1

1 , р — коэффициенты Ламе.
Выберем, для примера, е ( Р , / ) в виде гладкой полуволны с линейно 

нарастающей амплитудой, движущейся параллельно осн ох с постоян
ном скоростью.

с(Ри)«Аг[1- а» ( л - у / ) ] . у/2х5ц + у/

е (/*♦/) = 0 , у г > х пли х > а + VI

к , а , V ~ постоянные.
Некоторые результаты вычислений показаны на фиг. 1-3. На фнг. 4-5
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Фиг.4. Временные вариации вертикального смещения нивелирных 
реперов вдоль побережья Японского моря до н после землетрясения Ни
игата 1964г. при фиксированной станции Каенвадзакн. Стрелка указы 
каст время землетрясения с магнитудой 7,5. Воспроизводится по работе 
15 ].

приведены графики изменений реально зафиксированных значений 
предвестников перед землетрясениями, заимствованные из работ |4,5]. 
Результаты вычислений значений предвестников по вышеприведенным 
формулам в статическом случае приведены в [3].

Как можно заметить, поведение вычисленных предвестников вполне 
очевидно и поддается интерпретации (фиг.2).Также вполне понятны и 
предсказуемы изменения поведения предвестников в этой модельной за
даче при изменении параметров задачи (фиг.З).

Если рассмотреть характер кривых реально зафиксированных 
предвестников (фиг.4-5), то ясно, что отдельно взятые кривые описывают 
такие же процессы, как и вычисленные по условиям модельной задачи 
предвестники. Отмстим, что это подобие утверждается также авторами 
работ [6,7 ],анализировавш ими решение задачи об упругом по
лу пространстве с упругим включением эллипсоидальной формы с отли
чающимся от основного материала модулем сдвига. К сожалению
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5 Изменение расстояний, связанное с землетрясением 1964г. в 
Корралитосе на севере Калифорнии. Воспроизводится по работе (4].

недостаточность опубликованных данных о предвестниках не позволяет 
■ ••■■лрорн«. анализировать происшедшие землетрясения с обсуждаемой по- 
зниии I интерпретацией совокупности всех зафиксированных 
предвестии кцн

!представление предвестников в виде проявления определенного воз- 
му щак-шегр процесса может оказаться полезным нс только при ии- 
-ерпрст.ихин реально зафиксированных предвестников, но и для 
•овышс։.ия эффективности наблюдений путем организации наблюдений 
||мешн՛ в тех местах, где по теоретическим расчетам изменение 
предвестников является наиболее информативным.
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НЕСИММЕТРИЧНАЯ МОДЕЛЬ НЕУСТАНОВИВШЕГОСЯ ТЕЧЕНИЯ 
ЖИДКОСТИ В КРУГЛОЙ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ТРУБЕ

Петросян Л.Г.

Պետրոռյան Լ.Գ. Կլոր գլանային խողովակում հեղուկի չհստատված 
հոսքի ոչ սիմ՜ետրիկ մոդելը

Petrosian L.G.A nonsymnciric ~iodel Гог liquid non-sicady flow in circular ciiindrical 
lube

4lnP գլանային խողովակում չհաստատված հոսքի մասին խնդրի 
լուծման համար օգտագործված է ոչ սիմետրիկ լարման թ են q ո րով 
կառուցվածքային հեղուկի մեխանիկայի մ ո դ ե լք । Ս տ ա ց վ ա ծ են 
անսւլիտիկ արտահայտություններ արագության և մասնիկի պտտման 
անկյունային արագության հ ա մար:Պա րգ վ ա ծ է ,որ ստացիոնար 
հոսքի հաստատման ժամանակը փոքրանում է կախված հեղուկի 
միկրոստրուկտո։ րայից նյուտոնյան հեղուկի դասական տեսության 
արդյունքների fit« մե մա տո։թ լւս մբ

Использована модель структурной жидкости с несимметричным тензорам 
напряжений к решению задачи о яеустииониншсмся течении и неограниченной 
круглой трубе. Получены аналитические выражения для скорости я угловой скорости 
вращения частиц. Установлено, что время установления стационарного режима тс 
чеиня уменьшается (в зависимости . микроструктуры жидкости) но сравнению с 
результатами классической теории ньютоновской жидкости.
Рассмотрим неустановившесся течение вязкой несимметричной жид

кости в неограниченной круглой трубе радиуса R . Будем считать жид
кость несжимаемой ( р - const. ) . Полагая, что во все. кремы движении 
скорости жидких частиц направлены параллельно оси трубы о ? 
(траектории всех частиц прямолинейно-параллельно оси oz). будем 
иметь и г — uf = 0.Тогда из уравнения неразрывности найдем, что 
и . = w нс зависит от z. *

Решение этой задачи было дано в работе И.С.Громски |1 ]. Указанно! 
решение было основано на классической теории континуума. Однако 
классическая точка зрения налагает сильные ограничения на пределы,в 
которых континуальное описание макроскопического поведения может 
успешно отражать тонкую структуру материала. Накопившиеся факты 
свидетельствуют о том. что классическая теория континуума Навье-Сто- 
кса нс может точно предсказать поведение некоторого класса жидкостей 
и особенно течений через тонкие капилляры и узкие зазоры так как
ие содержит механизма для объяснения наблюдаемых новых физических 
явлений. Такая потеря точности возможна в случаях, когда характерный 
размер системы (радиус трубы) сравним с характерной материальной дли
ны вещества, значение которой обусловлено средним размером молекул 
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или зсрекг содержащихся в среде [2}.
Это обстоятельство (совместно с другими недостатками классической 

теории континуума/ привело исследователей к разработке теории несим
метрических жидкостей.

Все более очевидно, что разработанные в последнее время положения 
теории структурных жидкостей могут успешно описывать нсньютоновские 
поведения реальных жидкостей. К настоящему времени опубликовано 
большое количество работ, посвященных этой тематике, о чем достаточно 
полно изложено в работе [2 |.В этой теории введены два независимых 
кинематических векторных поля,одно из которых представляет поступа
тельные движения частиц жидкости, а другое - угловые или 
вращательные движения частиц, характеризующие внутренние степени 
свободы, соответствующие им моментные напряжения [2-11]. 
Характерным отличием теории структурных сред с несимметричным тен
зором напряжений является присутствие масштабных параметров. Эти 
жидкости реагируют на микровращатсльныс движения н спиновую 
инерцию, поэтому могут воспринимать распределенные поверхностные и 
массовые пары сил.

В настоящей работе применена теория континуума с несимметричным 
тензором напряжений к решению задачи о нсустаиовившсмся движении 
несжимаемой жидкости ь круглой цилиндрической трубе.

Общая система уравнений движения вязкой несжимаемой жидкости 
с несимметричным тензором напряжений имеет вид |2,5|

р.у = О (1)

~֊ = ֊ 1 4 2 у V •( V у/ + угУ х ( 2 ш - V X V ) 4- Г (2)

/ у֊ = 2рг(7ху - 2о») 4- с077-й>

+ 2с</7-(Уй>)<' 4- 2саУ (У<»)а + с (3)

Здесь р - массовая плотность, р - давление, / - скалярная констан
та с размерностью момента инерции единицы массы, V - вектор 
скорости точки,щ - вектор, характеризующий среднюю угловую 
скорость вращения частиц, из которых состоит точка континуума, 
у - кинематическая ньютоновская вязкость. уг — кинематическая 
вращательная вязкость, с0 , с и с0 -коэффициенты моментной вяз
кости. <1 (. . .) /<11 - полная производная по времени, V— прос
транственный градиент, ( V V)° и (V<у / -симметричные части 
соответствующих диад, ( V V )и и ( Vо )" - антисимметричные ди
ады ( - вектор массовой силы, с - вектор массового момента.

Для компонентов поступательной скорости и угловой скорости 
вращения частиц имеем

“г = "г = 0 • и։ ~ к- (г,/ )

си г — О) ։ — 0 , Ф ^, = <» ( Г ,/ ) <4)

Если пренебречь массовыми силами и массовыми моментами, то 
уравнения поступательного движения и вращательного движения пред
ставятся в виде
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= _ n
dr dp

0 w д / d w \ d r Dp-77 = (֊ +vr)-(r — ) + 2vr <5,

_ Э a> . ։ . d ( d <u <j> \ d w' T7 = <'• + Tr \17 + 7 ) - 2v' Tr - Av՛ ш «”

Из (5) следует, что перепад давления др /dz не зависит от 
координаты z и может быть только функцией времени ! Мы будем 
рассматривать случаи когда жидкость в начальный момент t = 0 на
ходится в покое, а установившийся в этот момент перепад давления 
др / д г. не меняется ( 6 р / О z ■ const ).

Предполагаем, что жидкост; прилипает к границе трубы при г - R. 
тогда начальные и граничные условия для поступательной скорости и уг
ловой скорости вращения частиц будут [2 j

при / = 0 , w — 0 , а? = О

при г = R (/ > 0 ) w - 0 , а; = 0 (7)

Принимая во внимание плавность течения,согласно идеи работы 112 | 
инерционные члены в уравнениях движения несимметричной жидкости 
(5) и (6) заменим приближенными выражениями, то есть ускорения 
д и / д I и дш / dt заменим их средними по радиусу значения
ми.Оценка степени точности идем осреднения работы U2I для задачи 
И С.Громски в случае классической ньютоновской жидкости приведена 
в (13 J Такая оценка степени точности для другой задачи приведена в 
работе 114 ] Эти оценки показали практическую приемлемость этого спи 
соба.

О

При таком осреднении уравнения (5) и (6) примут следующим вил: 

r<p(t ) = (v + vr)£(r^) + 2vri(,-«,)-  ̂ <io>

O = (ca + cd) ^(77 + 7) -2vr~֊^rlu (11)

Нетрудно убедиться, что осреднения вращательного ускорения вы
званного проекцией псевдовектора а> необходимо произвести по диа
метру трубы Тогда (/ ) = О а это означает, что в уравнении 
вращательного движения ускорения вращения частиц не учитываются.

Разрешая (10) относительно д в- / д г , получаем

77 = (v + v,)՜' [ l,v,f,)_2,re( +J-r|£]+c։r՜' <i2)

Подстановка 9w /Ог в уравнение (И) дает
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д“ и) | </ ш 1,1 1 \ г 17^ + 777-(* +^)“ = />г + 7^7^С| + Ф”(')г <13)
где

к = (-ЛХ_______ 1/2
• У + Уг с^ + са >

Р ~
( у + V , ) ( с в + с ) р д г

ф =___________ _____________
(>՛ + '*г) (*а + <•«/)

Обшес решение уравнения (14) есть

ф = С271(Лг) + С3К,(Лг)- [рХ + ф „(,)□_],

2-г £±1
са + с4 к2 г

(15)

где / ։ ( Л г) и К । (к г) -модифицированные цилиндрические (бесселевы) 
функции первого порядка первого и второго родов.

Подставляя (15) п (12) и интегрируя, получим

ж =2гг(», + г)-‘*-1 [֊С2/0(1г) + СзК0(*г)]

1 £р 2
4 V р д г ֊сД"'- + 47 р(О ' 2 + с4 (16>

где 10(кг) и К 0( к г) модифицированные цилиндрические (бесселевы) 
функции нулевого порядка первого и второго родов; 
С, , С,, С3 и СА - функции от времени.

Значения поступательной скорости и скорости крашения частицы 
ш должны быть ограниченными на оси трубы при г — 0 Так как 
Л՜ 0 ( к г) , К । ( к г ) и 1пг нс ограничены при г = 0 , то должны быть 
С । , С з = 0 . Тогда

“' = С2/|(1г)-тЬ|^г-^?у։(/)г (17)

*= - уг + V 1 С2 /о(к'՝>

+ ~ ~г г + — <р (I) г 2 + С4 <18)4 V р дг 4угч/ 4

Используя граничные условия (7) из (17) и (18), определяем
С 2 и С4 и приходим к решению

(х) = — •֊4 V р д г 4уГ(Р (19)
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д = *я = (_4*------г^_)1,։д (21
' V + V г с 0 + с а

Здесь н։о - максимальная по сечению скорость на оси трубы н клас 
сическом течении Пуазейля.

Определит, из (20) д\у /д! ,подставив в правую часть (8) и ин 
тегрируя получим
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1Р ( О « С 5 СХр ( ֊ -^4 Г ) 
сс R

(22)

где

а ~ 1 + у + у г А 11 (А ) [ 7 0 <л ) + ] 1 о С * г ) 4 I ] (23)

Постоянную интегрирования С5 находим из начального условия для 
* . Так как при ( - 0 п = 0 , то из уравнения (20) и (22) находим

,.к 1 др ( Ьу (24)

Из (24) значение у»(/) подставляя в (20). получаем

и/ _ ( । _ _ •’ . 2у/ г 1 о <л л ') ֊ ^ о (л) 
н*0 »7+^гЛ /|(А)

х [ 1 - схр ( - 6а/։) (25)
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где V » ру , 71 г = руг.

Здесь = г/ / /р К г - критерий Фурье. Решение (25) переходит 
R-классическое при 1/г = 0 , и (19) даст си ֊ 0 .а (23) - а - I (13).

Так как V , V г . с ц , с а нс отрицательны поэтому Л - действитель
ное число (безразмерная величина, характеризующая взаимосвязь между 
геометрией и свойствами жидкости).

Воспользуйся. формулой (25), вычислим расход жидкости

о- = = | ±(А .Ш., Я
у 2 о 1 + /2 /,(Л) 1 ) -I

X [ I - схр ( - 6 а I ։ ) ] (26)

Л д л4 а р
где °о = ’ тг д7-

Здесь (> 0 - расход жидкости в классическом течении Гагена-Пуа- 
зейля.

В пределе при ( = со решение (25) и (26) переходят в решения 
стационарной задачи (2).

Профили скоростей для различных значений т] г / у (при X = 1 ), 
показаны на фиг. 1,2,3.

39



Как видно из приведенных графиков, с увеличением значений 
Л г / ч уменьшается время установления стационарного режима тече- 
ння.
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