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К УПРУГОЙ И ВЯЗКОУПРУГОЙ УСТОЙЧИВОСТИ СОСТАВНОГО 
СТЕРЖНЯ

МОВСИСЯН Л .А.

Մովսիսյան Լ.Ա.,Ա.ոաձգա կան և աո աձգ ամածուցիկ բաղադրյալ ձողի 
կայունության մասին
Դիտարկվում է երկու տարրեր երկարություններով տարրեր նյութերից 

կազմված ձողի կայունությունը, երր նյութերը աոաձգական են կամ 
աոաձգա մածուցիկ, իսկ ազդող ուժը կիրառված է նյութերի ր աժ աճման 
գծի վրա՛

Изучается упругая и вязкоупругая устойчивость стержня, изготовленного из двух 
материалов различных длин. Сила приложена на границе их раздела. Показаны 
влияния граничных условий, свойств материалов н длин отдельных частей ня зна­
чения критических сил и возможность выбора наибольшей критической силы в 
зависимости от направления приложенной силы. Для одного случая вязкоупругой 
задачи напряжения оказываются зависящими от времени, что приводит к необхоям* 
мости понятия критического момента времени. В зависимости от направления 
приложенной силы показана возможность существования минимальной длительной 
критической силы больше мгновенной.

Movsisian L.A. Ап Elastic and Viscoelastic Bucling of the Compound Beam

В работах (1,2] рассматривалась задача устойчивости составных 
стержней из двух равных по длине частей из различных материалов и 
нагруженных "мертвой*' или "следящей” силой на границе раздела.

Вязкоупругая постановка этих задач представляет отдельный интерес. 
В случае, когда концы стержня защемлены, в сечениях напряжение за­
висит от времени (хотя задача нерелаксационная).

Это приводит к необходимости введения понятия критического момен­
та времени потери устойчивости. В зависимости от свойств материалов 
и длин отдельных частей, критические силы будут различными для двух 
направлений их действия (от "сильного" материала к “слабому” или 
наоборот).

В то же врех։2 оказалось, что обобщение рассмотренных задач с ма­
тематической точки зрения является тривиальным, но, однако, получен­
ные результаты представляют определенный интерес.

I.Пусть имеется стержень из двух частей : из -различных материалов 
и различных длин. Действующая сила Р неизменного направления 
приложена на границе раздела этих частей (фиг.1). Изучим два случая 
нсвозмущенного состояния:
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Фиг.1

з) конец х = 0 свободен, а конец х = / закреплен;
б) оба конца закреплены.
Относительно возмущенного состояния будем предполагать наличие 

шарнирного закрепления на концах балки.
В первом случае уравнения устойчивости запишутся следующим 

образом:

£1/ = о , 0 £ X £ Х|
«/х4

Ег / + Р _ 0 .
4х 4 <1х2

X | 5 X / (1.1)

Для второго случая уравнениями 

. г/ 4и' ։ г/ 2 V »

устойчивости будут

Е | J --- 7-- Р\-----— * 0 ,
<1х* <1х՜

0 5 X X 1

Ег 1 + . о,
ах4 ах1

X 1 5 X 5 1 (1.2)
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где растягивающая сила Р\ 
формулами:

и сжимающая Р г определяются

Р1 в___^У-Р)__ р1 Е|(1 - Р) +Е2р'

Егв
Е}( \ - 0) + Е20Р °'3)

Решения <1.1 > и (1.2) записываются просто. После удовлетворения ус­
ловиям на концах (и'/ = м'/"=0 при х = 0 и х — 1 ) и условиям 
сопряжения на х = х । :

= = £| М|'* = Е2М2"

Е| н-։'" = Ег(у2"' + *2 *2') 

для первого случая м

Е ։ (1Г|’” ֊ А? *|') = Е2 (ж2'м + *5*2')

вместо последнего для второго случая получим следующие 
трансцендентные уравнения.

Для первого случая граничных условий

1 £2Й2

О X I Е 1 2 2
Р°~Г ՝ а = -£-г ՝ к =1я >

На фиг.1 приведены кривые безразмерной критической нагрузки 
Л в зависимости от р для различных а . Интересно то, что при 
а < 1 А сначала имеет возрастающий участок, а затем, начиная с не­
которого значения р, - убывающий.

Для второго случая граничных условии имеем:

( ։+1 )2 + [/’֊$(>-?)1 *։(!֊/։)

-*1С1Л*| />] = 0 <1.51

= <։(\-р) = __Р______
О(1 - Р)+Р ՛ о(1 - Р)+Р

к] = X , к} = X в яг

На фиг.2 приведены значения л в зависимости от Р при 
различных а для второй задачи. Пол отрицательными а понима­
ется случай, когда сила направлена от участки с Е2 к Е\

5



6



(трансцендентное уравнение для этого случая получится из (1.5) вза­
имно заменяя тригонометрические и гиперболические функции).

Для того, чтобы кривые были соразмерными, для некоторых а ис­
пользован масштаб, который указан на соответствующих кривых.

На фнг.З приведены кривые А от а для различных /3 . Как видно, 
в этом интервале для а , Л есть почти линейные функции для 
различных р .

Из приведенных фигур видно, что для /3 в интервале 
О 5 Р £ 0.1 критическая сила почти незначительно зависит от мо­
дуля упругости сжимаемой части балки и для показанной на фиг. 1 
лучая направления силы приближенно опредслстся формулой 

/ 1 кр - 16(1— р ) Е 1 У л 2/ “ 2 , а для обратного напраг-ления (направление 

силы от Ег ։՝ Е| ) - /',• /> = 2/' 2 . Для частного случая
Е \ = Ег р = 0.5 получится Р*р =± 8 Е/л 7 / “ 2 [3].

Интересно, что при заданных аир можно выбирать то 
направление действия силы, при котором се критическое значение по аб­
солютной величине было бы наибольшим. В частности, при р = 0,5 
для а > I лучше силу направить, как показано на фиг.1, а для 
а < 1- наоборот.

2. Тлпсрь рассмотрим те же задачи в вязкоупругой постановке. Со­
ответствующие операторы, характеризующие свойства материалов, .обоз­
начим через Е7 = Е/(1- Г?) (4). Что кзсстся первой задачи, то 
сжимающая сила будет такой же, как в упругой.

Для второй задачи действующие в сечениях силы определяются по 
(1.3), если Е/ заменить на £7 . В частности, для краткости записи, 
принимая. что материалы н;.а стандартного тела и что время релаксации 
для обеих частей одинаковые ( 1 /у ), получим:

Л (0 = £^(1 - р)+ Е2тР)
[ 1 ֊ -Лг2 ехр(-У| /) ]

Е 1

л2(0 =
еГ(| ֊ Д)+ Ег°°0)

[ I + “2 ехр(-Г1О ]

Е2
= ЕГЕг֊ЕглЕу ЕГ(\-Р)^Е2пр 

Е,(1 -/3) + Е2/5 у1- Еу( 1 -/?) + Е2р У (2.1)

Здесь интересно не только то, что и 7*2 зависят от времени 
{<2 = 0 при = Ег), но и то, что в зависимости от величин коэф­
фициентов длительные значения этих величин по абсолютному значению 
могут быть как меньше, гак и больше их мгновенного значения. А это. 
в свою очередь, влияет на значение длительных критических сил.

Устойчивость вязкоупругого стержня будем изучать, нс представляя 
уравнения возмущенного состояния для отдельных частей, как в 
предыдущем пункте, а поступим так. как в |5,6]. Такой способ упругих 
задач удобен тем, что вместо трансцендентного уравнения получаются 
алгебраические, а для вязкоупругих задач, возможно, этот способ явля­
ется единственно пригодным.
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Фиг.З

Итак, уравнение устойчивости запишем в виде 
2 2—2 [г(х .<) J [/'(*.о֊-^ ] - о <2.2)

где

& &
~ 7 .----- 7,-------- р • х i S х < /£7 ( 1- Z?) +

Представим (2.3) в виде рядов, а (2.2) в виде ряда, удовлетворяющего 
граничным условиям 

ео «о
Г « а4 ав Л t х , Р = У ск cos Л kx

ъ»о ъ»о

2 / к (t) sin Д к X , 
*«։

(2.4)
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в0 = г, + г,( I - Л е0 = !еР(\\'в)Р
Ь 2 Р + Л | (. 1 г Р )

<Д = 2 ( к I sin ( Л Л х ) • ск ° skl ( А к х ) <2-5)

Подставляя (2.4) в (2.2). после некоторых преобразований получим: 
±-1
S Ь(<Ч-Я- «*♦«) Л* + (ск-я + **♦«)] xnfп

+ [/(2в0- а1к) Ц + (2с0 + c2Jk)] lkfk (2.6)

+ S [J (an-k~ ап+к) * к ; л + (СП- к + Сл+*М л/П ] = 0 

n= JfcH

Что касается определения мгновенной и длительной критических сил, 
тс. это очевидно. Но силы s сечениях зависят от времени и здесь помимо 

ленных критических сил < г = О и t -* <® ) есть необходимость 
введения понятия критического момента времени для заданной силы Р 

Р Кр < Р < Р ) При определении критического момента 
времени допускается некоторый произвол. исходя из выбора критерия. 
Можно, например предпол?. . зть, (то балка имеет некоторую начальную 

равильность и изучать се дальней шее развитие и об устойчивости 
можно судить по допускаемым перемещениям.

Здесь выберем другой путь, используемый, например, а 15,6] для 
упругого или упруго-пластического удара.

Критическое время а предо..’, им как наименьшее собственное значение 
•1.1 грицы системы (2.6), где будем заменять -* Е ( ( 1 - Г J I ) . Тогда 
иэффицненты будут функциями от ։ и минимальный корень будет 

отождествлен с критическим временем потери устойчивости. При таком 
определении получаются как мгновенная, так я длительная критические 
силы. Кроме того, это есть фактически обобщение принципа соответствия 
на случай устойчивости, имеющий ясный физический смысл: критическое 
время есто то время, при котором, чтобы вывести систему из начального 
состояния, необходимо наименьшее внешнее воздействие, чем в другой 
момент времени [6 ].

Для определения критических моментов потери устойчивости были 
приведены расчеты для = 0.4 . прн а — 0.4 и а = 2.5 для двух 
вариантов:

I случаи
•ft-’- *lsl5

« - 1.0 
е2

11 случай
ft - 'J •

—֊ = 3 (2.7)
Е2

Расчеты производились в первом приближении, так как нас, в основ­
ном. интересует качественная картина. Однако следует отметить, что они
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Фиг.4

достаточно точные, например, для /3 = 0.5 (это худший случай) и 
а - 0.4 получаем Р кр = 3.26 Е 2 / л 2 / ‘ 2, а для а = 2.5- 

•л ■■ э
Р кр - — 8.16 Е 21 л Г (для сражения см. фиг.2).

На фиг.4 приведены относительные напряжения <т(-= а .,(/) / о 
(пунктирные линии) и необходимые для потерн устойчивости относитель-

М {
ные силы А । = Р / Р кр в зависимости от времени (сплошные линии). 
Эти кривые можно интерпретировать так: какова доолжна быть 
приложенная сила, чтобы потеря устойчивости происходила в данный мо­
мент времени? Несмотря на то, что эти отношения всегда положительны, 
кривые для а — 2.5 нанесены для отрицательных ординат, тем самым 
подчеркивая, что минимальная мгновенная критическая сила получается 
при действии силы, обратно направленной по отношению к фиг.1 
(от Е 2 к Е\ ).

Как видно из фиг. 4. при а =2.5 случая 1 для у / >3 необхо­
димая для потерн устойчивости сила больше, чем в некотором интервале 
предыдущих моментов времени. Болес интересен случай 1 при 
а = 0.4 . Здесь необходимая мгновенная критическая сила меньше дли­
тельной (меняется направление).

Факт.что вязкоупругий стержень может быть устойчивым, в то время 
как упругий - неустойчив, обнаружен также в [7].
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ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНОЕ ДЕФОРМИРОВАНИЕ ПРИЗМАТИЧЕСКИХ ТЕЛ

ЗАДОЯН М.А.

Ջաղոյան Մ.Ա.,Պրիղմատիկ Հ \ս р ԱԷ G Ճ Ъ р ի էքսպոնենցիայ դեփորմաջումը
Առաջարկվում Լ պլաստիկության հոսունության սյեսության ընդհանուր 

հավասարումների լ г, ւ ծ մ ա C մի ղաս, որտեղ դեֆորմայիաների 
արագուր।ոtCCերի տենղորը փոփոխվում է Հի ուղղությամբ է քս պոն ե նց ի ալ 
о ր են р ով « 1Г ա ս С ա վ որա պե U ուսումնասիրվում է պրիզմատիկ ձողի համատեղ 
ձգումը, ծոուսը և ոլորումը, որտեղ ընդ հանրացվում են ՀիԱի հայտնի 
յուծումը, և Կրեդտի թեորեմը' բազմակապ տիրույթների համար»Դիսւարկվում 
է նաև բարակապատ խողովակի խճղիրրւ

Предлагаете» lbrcc решеимй общих уравнений теории пластического тсчснн«. 
когда тензор скоростей деформации меняете« ио одному направлению но экспонен­
циальному такому. Ь чцстиостм, рассматриваете* совместный изгиб кручении и 
растижснно призматического стержни, где обобщаете« известное решение Хилда и 
теорема Вред га дли многосяязных областей. Обсуждается также случай тонкостенных 
труб

Zadoyan М.А. Exponential Deformation ol Prhmilii Solid

Рассматривается класс пространственных задач идеально жестко - 
пластических тел, деформируемых л одном из направлений по экспонен­
циальному закону. Исследования по пространственным задачам теории 
пластичности немногочисленны (1-3]. Обзоры этих работ можно найти 
ь |4,5].

1. Исходные уравнения и представление решения. Принимаем ма­
териал несжимаемым и удовлетвори щим соотношениям теории идеально 
жестко - пластического течения с условием пластичности Губера-Мизеса. 
В прямоугольной системе координат б обычных обозначениях имеем: 

дифференциальные уравнения равновесия

д о X 
д X + д т А-у 

à У
4֊ дт а 

д: = 0

д г лг 
д X + а о у 

ժ>’ + ДГ у;
<) Z = 0

д Г XX 
д X + ÔT г;

*У
+• д а X

Э z = 0 <!.!>

соотношения между компонентами скоростей деформаций, скоростей 
перемещений и напряжений
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условие пластичности Губера - Мизеса

(<Ъ- cy7)‘ + (crj- ^։)i + (o։~ ^)2

+ 6(Г^ + т^+ г*)- 6 (1.3)

Здесь н в дальнейшем компоненты напряжений отнесены к пласти­
ческой постоянной к .

I. Будем исследовать пластические течения среды, когда компоненты 
скоростей деформации представляются в форме

с,7 = схр(я (1.4)

где су {/ = си ц; (х , у) - произвольные функции х и у , а /< - посто­
янный параметр. Из условия несжимаемости материала имеем

сох4-й)у + й>. = 0 (1.5)

Компоненты напряжений, удовлетворяющие условиям пластичности и 
несжимаемости можно представить следующим образом:

( 2 шх + <*>у) ■ °у = (*>х ♦ 2 "у)

ГИ = Ь + <х>*. 4-

" = V cwf + «»։«, 4- си * + ш (1.6)

Подставляя эти выражения компонентов напряжений в уравнения 
равновесия (1 1). приходим 1 дифференциальному уравнению

Л (‘у?) + т (т?) <֊ ™ = о 
d х х Q / д у х Q / (1.7)

и выажению

сг։ = F 4- 2Ez 

где Е - произвольная постоянная, a F —F(x,y) - неизвестная функция 
х и у . удовлеторяющая системе дифференциальных уравнений

dF д 2ш х + aj у д w г v
дх + дх Q + Ту Q

д а> х у д F д ш х + 2 <у у 
дх Q + д у + д у Q (1.8)

Скорости перемещений из (1.2) можно представить в следующем вило:

. .dw о . 2 , м * । v \ . и: .. д<ы «u = u0(x,y)-—z^-(e -1)^.---^.
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* **0(х,)՛) * ^(е ,'՜՜- I) ю։ (|,9)

Здесь и0 . г0 , ** 0 - произвольные функции хну. Подставляя 
выражения н , и, м из (1 9) в (1 4) . сопоставляя правые н левые части 
полученных уравнений и вводя обозначения

R = и к 0 - а х п 2 -l 1Q, “ "0“ 7^1։+ —’ 
я Я

а ш 
д х

Q, “ уо՜
2 — а> 
Р

17՜ о
приходим к двум системам дифференциальных уравнений

d2 Л _ 
֊2 = 0ду2

а 2я
Эх ЭуОд2

Интегрируя эти уравнения, получаем 

d и о и v е.
ш , = — . а» у = -у՜ • ® х ® Л W0 + Лх + Ну + С

л * ц 0 . д v0 л ^*0 . 12<ио = о ’аТ • 2“^ = = 7Г + х“о + °*

_ ПМ’ 0
2 о» у г ~ ~~~ + х у о - О х , А . В , С , D — const

(1.10)

Далее,исключая Г(х,у) из (1.8) . приходим к выражению

F= Н +
г У
Г -L . 0 _ Эу° ,1 Г f ± f ± t ди 0 . 6v 0 ч 1 1 а
* О ' дх Эу > 1 Z֊ О J I Q 1 ду + дх ) и х. Оd У 

о

л
1 / э *dv'0v 1 Г d r 1 du ° avo х» . .. , .. ..."оп'дГ + ’5Г)’2 J ^[Q(V “a7)Jrfx- <ul>

G * 7 ( + ruq + Dy)2 + | + я*’о - Dx ) 2 (1. 12)
0Л Я ny

v f 0 I ; ° *У° 1 f ^v° 1 * I 1 f '1U^ ’
дх Эх dy ՝ dy 1 r 4 1 dy * dx '

m к дифференциал)-ному уравнению

14



(a2 a2 i 
ax2"ay2 “

ди о (Эно \ _ - d ‘ 1 / dxz p ~ dv Q 
dy дх I Эх dy Q I dx dy, (1.13)

С учетом (1.10) уравнение (1.7) перепишется * виде

+ Ту [|(^+*'о-Й1)1+*£ = 0 <։•’<>
Далее из (1.5) и (1.10) будем иметь

+ ~~ + Ам'о+Лх+Ву+С==О (1.15)ох оу

Система дифференциальных уравнений (1.13)-(1.15) при заданных 
граничных условиях, в принципе, определяет функции мо . но , »'о • 
Компоненты выражения определяются через эти функции следующим 
образом:

Ох = егх + dv о 
Оу

У
I f Г а Г 1 / Эи 0 d v 0 \ 1 1 .. 1 / 0 ди 0 dv 0 \"2J 1« VV ' x-o^՜ ё<2-аГ + V'

О

X
1 f d Г 1 ( duQ Ovq \ 1

" 2 J a? I fi (~aF + 77 ) J dx
- о

1 ( du Q ЭгрХ
ХхУ ~ 2Q v dy dx J

x*։ =2^(^й+/'и° + о>’)
TJ” = +^0֊Ox)

Скорости перемещения (1.9) при учете (1.10) можно предстанет^ ■ 
следующей форме:

и = и о ехр ( цг ) + у ( схр (pz ) - 1 ) - ( exp ( nz ) - цг - 1 )

15



D ВУ= уосхр(дх) - ֊х(схр(/ц)-1 )--(схр(/ц)-/ц- 1 ) (1.17)
В

w = w о exp ( pi) + ֊ ( exp ( pz ) - 1 ) ( A x 4֊ В у + С )

Таким образом, компоненты напряжений и скоростей перемещений 
выражаются через функции «о , v'O , н'О. которые определяются из си­
стемы дифференциальных уравнений (1.13)-<1.15) при соответствующих 
граничных условнях.

Используя (1.15), можно из уравнений (1.13)-(1.14) и из отношений 
(1.16)-(1.17) при условии р * 0 исключить функцию *о .

2- Второе представление решений. Если ввести функцию напряжений

_J_ (^!+яи0+Оу) _g_ Ех (2.1)

Та + ®։)- Тх~ Еу

из (1.12) будем иметь՜

Далее, исключая из (2.1) функцию И'о , приходим к диф­
ференциальному уравнению

Уравнение (1.15) и компоненты скоростей (1.17) остаются без изме­
нения, а (1.13) перепишется в виде

( а2 _ а2 \ х ( эмо avo \
4 дх ду 2 ф д.У дх '

֊ 2 А к )=° °-3>дх ду w \ дх ох /

Компоненты напряжения запишутся в форме

7 со х дх ду '

аг-И^2Е^ [i (^- ) 1 z-o
lcw\dx dy/Jjr“°

16



У
_ 1 Г Г X ( ^0_ Это') 1 1 2±£О + ^О }

2 .•՛ *■ дх *■ ш V ^у $х / .1 ֊! х - о су • Эх ' ду ■
о
X

1 С й Г * / ди о , 5у о \ 1 .- г) к(7Г + ^г)] ։2-4)
1 а/ а/

’"‘Зш' г։։֊Эу-£-։ . ։Г«--^-£>’

Для определения функций / , ио , уо , м’о, входящих в (1.17) и 
(2.4), следует проинтегрировать систему дифференциальных уравнений 
(1.15) ,(2.1 )-(2.3) при соответствующих граничных условиях.

3. Случай ц = 0 . В полученных фоомулзх напряжений (1.16), 
переходя к пределу при д -* 0 5 будем иметь

У

а

о

о..<.2.1(^2 1(^2 _ о,)։
4 ՝■ ах А 4 ' оу /

Скорости перемещений из (1.17) при /<-»0 запишутся в виде

и - ио ( х . у ) + Сух- ~ I 2

V = и о ( х , у) - Охг - ух2

н* = к» о (х > у) + ( А х 4- В у + С ) х (3.2)

Система дифференциальных уравнений (1.13)֊<1.15) при ц -* 0 примет 
следующую форму:

АР ъ:1 #
к г- * 4 * а ь 7

17



( д 2 - д ? ) 1 ( ди о дно \ д 2 I / ди о _ дно \ _ _ 
'• дл 2 ду 2 7 *У д* ' дхду аЛ дх ду7“и

ди о дн о 
дх ' ду + л х + Яу + С = О (3.3)

Если ввести функцию перемещения у* (.г, у) в виде 

1Лх2- 1с-։

՝'“ = - 1?- ՝2в^г- Iе* 

(3.4)

третье уравнение (3.3) превратится в тождество, а первое и второе 
перепишутся следующим образом:

( д 2 д 2 \ 1 ( Э V д у \
Чх2 ду2 7 Яо к дх2 ~ ду2 7

+ 2 ( 2 т—------ Л х + В у) = О
дх ду X дх ду ''

.<«-» <з.в 

причем 

О 0 = 

о» о = Ь £֊^֊лл֊1с։г
• 2 .2

< дх՜^’ “ л л - 2 с ) { + « у - 2 с )

+ *сР + 1(^-П^21 *

Для компонентов напряжений будем иметь 

а" = О։ + ^Г £^֊2Лх֊В>֊^ с)

Ь^+лх+2йу+1с)

О։ = я + 2Гг+[?1֊(2|^- + /г).)1_0

18



У

1“«Чхг ау’'4

(й-2л«-в?-1с)

о

.!(аУ агр \

։ (а»0 , \'хх * го-0(-аГ +о>)

1 4 Эн’о \хУг ~ 20,1 ау՜ Ох) <3-6>

Подставляя (3.4) в (3 2} для компонентов скоростей перемещений 
будем иметь

«-^“|л(х2 + я2)+0у2~|сх •

» = “ Эх 2 + - Ь՜^՜ ֊Су (3.7)

И* = И» О (х . у ) + Лхг+/?ух+Сх

Для определения функции н'о и у>, входящих в выражения компо­
ненте։ напряжений (3.6) и скоростей перемещений (3.7) необходимо ин­
тегрировать систему уравнений (3.5) при заданных граничных условиях.

3. В случае »ведения функции напряжения / (х,у) по (2.1) при 
Я = о

20 (-5Г +о>4 = /у - Ех

20 { =-^֊Е у

компоненты напряжений из (3.6) будут
о

О X = <7 : + ֊ ( - 2ЛХ-Ду-֊С)
<и О ՝ дх д у л 2 /

^(Й + Лх+2Я^ + 1С)

а:«Я+2£, + [-£- ( 2 -^֊ + Ву)] Лс0
*■ ш о дх ду 7 / Л -г « О
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— 2 А х —Со 0 ох ду

X
1 Г Л г _?_ ( дгр
2 Л Лу ш о ' 0 - ~ 

о
(3.8)

2 со О

֊^-Ех
*У

Скорости перемещений (3.7) остаются без изменения а система
уравнений, определяющая функции у> запишется в виде

д2 д2 
дх 2 ду2

22

л >2
4- 2 -—- I 2 —---- А х + В у) — - Оох ду дх ду и>о

д Г со о / д/ \ ] д Г со о I д/ _ \ 1

(3.9)

-20 = 0

4. Пусть призматический стержень под действием внешних сил на 
торцевых сечениях находится в равновесии в предельном напряженном 
состоянии (задача Р.Хилла).

Полагая 

д” у _ д2 у
дх 2 ду 2

Л х - В у

интегрированием находим

Л;'3-֊12֊Дх3 + |л.г։у֊|я ‘У 2֊|(х2 + у2) (3.10)

Далее принимая Н = Е = С из (3.8) для компонентов напряжении по­
лучаем

О։ = х ^1-(*)’-(|)։

аг = (Ах + В у + С)

20



Гхг = ^ • гУ»в « ау - т zy » О (3.11)

Первое уравнение (3.9) удовлетворяется тождественно, а второе 
перепишется п следующей виде:

à Г (Лл*1у+С)Л ]
ах 1 /?-//-// J

9 Г (Лх +Д.у + С )/,] 2 «. О
ô 1 77=7^—ri J - -тг -0 <312)

v ։ — / л — 7 у

где fx и fy означают частные производные / (х.у).
Подставляя (3.10> в (3.7) для скоростей перемещений получаем

u = j(y2֊x2֊2?)֊ | ху+£>ух-|сл-Лу

v =+ Dxi֊jCy+hx (3.13)

w = н-о(х.у) т Л х z + fi у х + С z

Внешние нагрузки приложенные на торцевых сечениях, статически 
эквивалентны продольной силе

У =к /3 J JV I - fx2~ fy2 dx dy

крутящему моменту

м- = //( хт у: - .v*xs) d х dy = ֊2 J J/(x . y) d x d y

и изгибающему моменту с компонентами

Мх = кЯ ffyV 1 -fx^'-fy2 dxdy

M y = ֊ к 73 f f X V 1 - fx2 -fy1 dxd y

Уравнение (3.12) и формулы (3.11 ),(3.13) получены Р.Хиллом [11 в 
1948 г.

4. Боковое сжатие квадратного бруса. Рассмотрим брус из идеально 
жесткого материала с квадратным поперечным сечением, сжимающийся 
между четырьмя плитами с одинаковом шероховатостью и скоростью 
сближения. Такую гипотетическую задачу практически можно
реализовать, пропуская, для сближения плит.необходимые для зазора в 
узлах ± h . ±h . z . Учитывая симметрию задачи, рассматриваем об­
ласть

г х г 1 хе /I = т у z ՝у = h~ т ՝ r XS *

"|ж»Лви|у-Ав”1'« wlz«O=»',y-O = 0 (4П

21



. где И и т . соответственно, скорость сближения и степень 
шероховатости плит, примем V >0. 0^ т $ 72 / 2 .

Полуобратным способом принимаем

т хх = а X , Т 7, = а у (4.2)

у 
и=и0=-Ьх, у=у^-֊Ьу, Ь - -г/1

Полагай также Л = В = Л = 0 , первому уравнению (3.3) удовлет­
воряем тождественно, а из второго и третьего уравнений, соответственно, 
находим Е =— а, С = 2 Ь .

Сопоставляя выражения тл. и тУ1 из (3.1) при О = 0и (4.2), 
получаем

Остальные компоненты напряжения согласно (3.1) и (4.2)-(4.3) будут

и_։^с'у=// + 2Ех , тХ7 = 0 (4.4)

ст,^/У + 2Ех + УЗ V 1-а2(х2 + у2)

Из условий равновесия части бруса 0 < £ < х 
л л
} ( о . и х (1 у + 2 /и Л г =0
О о

определяя И и подставляя в (4.4), получаем 

/3
° х я о у = ֊ - ----- - К - 2а г , т ху - 0

4 т

ст х = - К - 2 а х + УЗ у/ I - а 2 ( х 2 + у 2 ) 
4 т

где 

т т . о։
К — 4 ] | I - х 2 - у 2 И х <1 у = 2 1(1— х 2 ) агезт т и й х 

ос о V I - х

+ т ( 1 - т " ) агэдп - + /п 2 V I — 2
V I — т

Сила давления на каждую плиту будет

А Л _
/> = - 4 | \ о х </ х <1 у = Ь I ( ——К + 4 т т ) 

0 0 ,п •

Для определения функций и*о приходим к системе дифференциальных 
уравнений
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После интегрирования из (3.2) при А - В - 0 получаем

»՛ - /. 4- 2 Л х ֊ 2 7~3֊ V ! - а 2 ( х 2 4- у7) (4.5) 

где L - произвольная постоянная Из условий сохранения количества 
масс

Л Л
ff w </х </у + 2 И Л (/- х) = 0 

о о

определяя L и подставляя а (4.5), окончательно находим

Т = ^?7з-2(Ь|)-2^'/ 1-ог(х2 + уг) «.6>
Полученное решение имеет традиционный недостаток, характерный 

для решений типа решения Прандтля Оно неточно в середине и на кон­
цах.

2. Переходя к цнлннлрическнм координатам, из приведенного 
решения можно получить решение задачи о вдавливании идеально жестко 
пластического материал.։ из шероховатой цилиндрической втулки [! ]. 
Обозначав чнугренний рл.ч.и -пулы Л , а скорость уменьшения этого 
радиуса V и переходя • цил-. ллркчсскнм координатам из (4.2), (4.4). 
(4.5) будем иметь

c7.- = f/ü=w՜ • т г g = аг

а г = Н - 2 а л + /~3 V 1 - а 2 г 2 (4.7>

и - - V ~ . w = L f 2bz - 2/3֊- V~ а2 г 2
п т

Из условий равновесна части цилиндрической массы

Л
f а г г d г + m Ä х = 0
О 

определяя // . для напряжений окончательно будем иметь

о г = о у--------~~ [ I - ( i - т 1 ) ] - 2 а z <4.8)
/3 tn *

а : =------- —5 [ I ֊ ( 1 — m 2 ) 2 ] ֊ 2 fl г + /з 7 1- ö2‘r2
■/3՜ m

Определяя L из условия сохранения количества масс
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А
/ *г(/г + И Л (/- х) = 0 <4.9)
о 

окончательно получаем

Формулы напряжений и скоростей перемещений (4.7)-(4.9) получены 
Р.Хиллом [1 ]
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ՀԱՅԱՍՏԱՆԻ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ

ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИК НАУК АРМЕНИИ

Մեխանիկա 44. N? 4. 1991 Механика

ПЛОСКАЯ ЗАДАЧА ТЕОРИИ УПРУГОСТИ ДЛЯ ПОЛУПЛОСКОСТИ. 
ОСЛАБЛЕННОЙ СИСТЕМОЙ ТРЕЩИН

СТЕПАНЯН С.П., АФЯНБ.А.

Ասեփանյան Ա.Պ.,Ափւաս Я.Ա..ճաքերի համակարգով թողացած 
կիսահարթութլսւճ համար աոաճգականութլան տեսութլան հարթ խնդիրը 

Դիտարկվում է վերջավոր և հրեք կիսաաճվերջ ճաքերով թուլացած 
1|իոահարթո։թ|ահ համար լարվածա-դե^որմացիոն վիճակի 
խնդիրը:Վերջավ որ և երկու կիսաանվերջ ճաքերը, որոնք սիմետրիկ են
երրորդի ճ կ ա ա մա մ ր.զ տ G վ «и ս են կ իսա հ ա րթ ո է թյ ա G եզրին զոլգահեո մեկ
ուղղի վրա: 1Խ ղղահա յար. կիսաանվերչ ճաքի գագաթը գտնվում է
հորիզոն ակում ճաքերի u վ որ nipjuiG գծից որոշ հե ո ա վ ո ր ո ւ թ । ա ն վրա։

Рассмотрена аппачп ՝ ttjinou и ио-деформированном состоянии полуплоскости, 
ослабленной конечной и т. нолубеск-hivhiumm трещинами.Конечна» и две 
горкзомгалып>< попубескопечи . ретины югчрыс расположены симметрично от- 
1։оси:е.1ы։с гргтм• »։. нахоли г: ш. -и։՛ лапаллсльной границе, полуплоскости.
Вертина лергмквлькой по.т.'С ՛. .: ։ •ой гр՛*. шы находится ни некотором рассгоииин
от липки расположения го^изочгаллны։ юешпг

Sicpaniau S I*. Apian Я A .՛ plane problem of elasticity for a weakened by crack 
system half-plane

Рассматривается задача напряжеяно-деформированом состоянии по­
луплоскости. ослабленной г- печкой и тремя пол убссконемными 
трещинами. Отметим что конечная и две горизонтальные пплубссконеч- 
НЫС Трещины, которые располежоны симметрично относительно третье»! 
находятся на одной линии параллельной границе полуплоскости. 
Вершина вертикальной подубесконсчной трешины находится на 
расстоянии Н от границы полуплоскости. а остальные трешины удалены 
на расстоянии /» { Л < Н ),

Полуплоскость находи։ р пил действием самоуравноврщенных 
нагрузок, приложенных на берегах трещин,те есть

оуу< х . О ) = ро(х ) . гху(х,0) = </0(х )

( 1х I < а . 1х • >Ь » а <Л )

0 , у) = а о (у) , Тху(0,у) » 0 (1)

( у > е )

и(.х,— Л) = V ( х , — к ’1 = 0 , ( — <ь < д < » )

Задача решается методом разделения основной области на подобласти 

25



прямыми содержащими трещины. Используя симметрию, решение 
строится для одной полуполосы н одной чстверть-плоскости.

Полагая, что на промежутках а < х < b и 0 < у < с известны 
напряжения

v ( X , 0) = р ( л ) . г ху ( х , 0 ) a q ( X ), (о < X < Ь)

° х х ( 0 . у) = а ( у) , ( 0 < у < b ) (2)

с использованием известных соотношений, полученных в работе 11 ], 
производные перемещений можно представить в виде

. b Ь
Е 9.и Ц_.О ) с (1- У) ,(<) + 2 ГЩЛ_ 2

дх J ' Jt J х - t х J х +t
a a

b b
. + J К I (f.x ) p (f) dt +[R2(t,x)q(t)d։

a a
c

- f/f7 (f.x ) a(i) d f + / j\x )

0
b b

a a
b b

+ J К I ( I ,x)p(t) dt + J К 2 ( t . X ) P (I ) dt + / ,’( X )
n a

b b

■>.<«> » И^7 ֊ И'ЙГ
a a

+ j R J( I 1 - )v(t) dt

a о
c

֊ ) a(t) dt + )
0

b b
1
л J X — t

b b
-JkjO.x )/<('><//֊ )q(t) dt +/2-(x)

o a

26



д и(0*,у ) _ 2 Г а(/ ) _ 2 Г а (Г) Ж
ду я Л у - Г л у + /

О О
ь ь

-/*б(г.У)Р 0)<П + I R 5(1 .у ) о (/) </ I 
а а

+ /«։(<• у ) • (») </' + /։*(У) <3)
О

где Е - модуль упругости. V - коэффициент Пуассона, л функции 
/?(*). /Г(*). («“1.2) И /з*(У) имеют вид

/Г(х) = ( 1֊,)р0(х) + 
о ь

О 6 0
“ а

+ I ( /, х) РО(/)<// + } R 2( ։ . Л ) г/о ( /) 
ь о

+ ^2(/,х)</о(1)<П - | R 7 (։, X) 0О(։) <// 

Л с

о ь
а »а

‘ ...о-
О 6 0

® а
+ I (։. х) ро (I) <// + ^АГз (г. х) оо( /) <// 

ь о

+ У к 2 ( I . X ) <? о ( I ) 

Ь

о ь
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X ) р о (г) Л

а
- С Л 4 (։. X ) Ч О (<) Л 

о

։ ) ч о ( I) Л
(■

~ / л 6 ( I у ) Ро< 1)Л - 

и

/ Л 6 ( <. У) Р О ( 1) Л

6
+ | а?5(/,у) <7о( Г) Л

(I
♦ / к 5 ( ։. У) Я о ( О Л 

ъ

(4)

Отмстим, что знаки (+> иди (•) в функциях //относятся соответ­
ственна к квадрант} и полуполосе. которые получены в результате 
разбиения данной области Виды функций
* . ( I х ) и Я /(/,,։ ) (/=1,4 ) (/= 1.7), входящих в (3), приведены в 
работе 11 ].

Удовлетворив условиям контакта

щх.О‘)=и(х.О )

»•(х.0’) = и(х,0՜ ) ( а < х < Ь )

и условию симметрии 
и ( 0 , у » = О

<5)

(6)( 0 < у < с )

нз (3/ получим систему сингулярных интегральных уравнений относи­
тельно неизвестных функции Р (х ) , (х ) и о (у)

£ Г Я(О <// +
п 3 X ~ I 

а

Ь
И (1а) р(1) Л +

ь
р/12(/,х) <7(0 Л 

а



с
֊ Г/?б(/ Л) а(/) <Ц = К|(х) , Х&(а,Ь)

О
ь- ь ь

а а а
Ь е

+ /мв(/д) «(<) Л - /яуУ.х) <7(0 Л = £։(х) 

а О

х & (а,*)

О О а
Ь с

+ 5 (/ ,х ) </ (/ ) Л/ +■ 3 О Л ) <7 (Г ) Л = Г з (х )
а О

х €■ (0, с) (7)

где функции »/(/, х ) (/,/=1,2) и Г/(х) ( 7 = 1,2,3 ) приведены 
в работе [1 ].

Интегральные условия равновесия, которым должны удовлетворять 
решения системы (7), имеют вид

Ь а “>
/р (/) б/Г = - р о (х) <1х - /р 0 (х) (!х

а 0 6

Ь с а
/»(/)<//+ /о (у) <1 у = - /?0(х) 
а О О

- (1У
с

Путем замены переменных 
Ь — а а + Ь Ь — и

х =■ -у- ։ + — , I =

И

У » | (*+ I) , • = 5 (У+ 1 )

4* ֊ /<70(х) (1х 
Ь

(8)

а\р + —у— при ( а < х , Г <6 )

при ( 0 < ! , у < С ) 

систему (7) сведем к виду
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V 12 ( Л . X ) Ф 2 (у) <1 у + . г) фз(у) 4 у = ?| (*)

1
1 Г ф2(у) 4 у 
л .1 ‘2 - у

-I

1
1 Г ф2(.у)
л и _ а + Ь
- + 2 —а

1
+ } -V 21 ( у . 2 ) Ф 1 (у) в у + М 22 (у . X ) Ф 2 ( у) </ у
-1 -1

I
+ | 23 ( У , г ) Ф 3 ( У) </ У = <р 2 ( г )

-1

1 I
1 Г ф з ( У) 4 у _ | Г Ф з ( у) 4 у
л г - у л Л х + у + 2

- 1 ֊1

1 I
+ Г Л' 31 ( У . X ) Ф I ( у) 4 у + I Н 32 (у. £ ) Ф 2 ( У ) 4 У

- ։ — *

I
+ У Н 33 (у. 2) ф з (у) 4 у = у> з ( 2 ) (9)

-։
В (91 введены следующие обозначения:

. . . //> — <2 а + Ь \ ( Ь — а а + Ь \Ф I (У) = Р \ “2~У + ~2~ ) . ф2(У) = <7 ( ~2~>' + —у՜ )

Ф з (у) = а [ | ( у + I ) ]

а остальные функции определяются аналогичным образом. 
Решение системы (9> в классе

Ф/(у) . ф.(у) = 7^™֊ . / = 
\1- у2 ,

ф з ( у ) . ф з (У) = ( )1 ф з (у)
(10)

... Ф (у) 1.1= 1.2 3) рсг\ 1ярныс функции, существует и единст­
венно (/..3 1.

Исоч. ьзу •зйсСтныс квадратурные формулы (4 | с учетом (8) и (10),

ЗГ 



система сингулярных интегральных уравнений (9) приводится к системе 
линейных алгебраических уравнений

п ГЕН ч - У1 + л *
1-1

]՛• _
♦ + Р /V 13 ( У / , X 4 ) Ф 3 ( >4 )

/“I

* ?! ( х к) А »1,2,...,л — I

2 п I К՜?-՜/,----------- ',/«'+ч՜ + яЛ'22(>'-'г‘>] **(*'>

1-1 гк + у' + 2[Г^}

п
+ Л и (?/>**) Ф ։(>/)] +2 ^2п++~\ л/2з(>:/’24)фз(У1)

/»1

= I» 2 ( 2 > ) * а 1,2,...,п-1

Е Чтт'т’ +2 + *зз(п,г-*)]фэ(у-/)

/=1
п

+ ~ [л 31 ( У / . 2՜ к ) Ф ։ + л К 32 ( >’ (. 2՜ к ) Ф 2 ]

/«։

= Гз(2՜*) А=1,2....,л֊1

п
Ф| (у. ) = с։

/-1
‘1 _

V4 л՛ . ч 2 ( 1 + V ।) -_ / - ...
2^ -ф2(>։0 * ТТТ1!—Фз(>՛/) = с2 (1П
/-1

где с։ и с 2 определяются по формулам 
и

с։ = ”՜ / М х > (1х “ I ро ( х > йх 
о ь

а ® .
с2 = “ /Мх) ах “ /^о(х) ау <12>

о Л с



Воспользовавшись решениями системы (10), коэффициенты интенсив­
ности напряжений определим но следующим формулам:

*- I \ 1 ( - 1 )
к I ( а) = —’ к։(о) = ^п
г ( ф И,1 )к । ( б) = —у—•£

Кх(с) =/-2 Фз(!) (13)

Таблица 1
Л /и = 1 , с/а =1.5

'Ь /а
К /р О՜"՜-֊--..

1. ! 1. 5 *> 3

Л' ։ ( а ) / р о 3. 752 0. 538 0. 201 0. 054
А' 2 (' а ) / р о - 0. 015 - 0. 026 - 0. 019 - 0. 032
к 1 ( ъ ) / р 0 4. 998 1. 341 0. 808 0. 451
*2(5)/ро 0. 013 0. 011 0. 006 0. 012
к 1 ( с) / Р0 - 0. 038 - 0. 036 - 0. 031 - 0. 023

В табл. I приведены численные значения коэффициентов интенсив­
ности напряжений при различных значениях геометрических параметров, 
когда нормальная нагрузка действует на единицу длины полубсскоиечных 
горизонтальных трещин.

с /а = 1
Таблица 2

ЛГ/ро , ՝>-,> 'аЬ /а
1. 1 1. 5 2 5

К 1 ( а ) /р0
0. 5

6. 180 1. 56 0. 861 0. 349
А՜ 2 ( а ) /р о - 0. 152 - 0. 139 -0. 122 - 0. 075
К 1 ( Ь ) /р о ՛ 15. 02 1. 031 0. 194 0. 046
А* 2 ( Р ) /р о 0. 729 0. 269 0. 133 0. 009
К 1 ( и ) /ри

1
6. 232 1. 616 0. 865 0. 361

А" 2 ( а ) /р и - 0. 094 - 0. 091 - 0. 086 - 0. 055
А 1 ( Ь ) /р о 13. 93 0. 967 0. 197 0. 027
А՜ 2 ( Ь ) /р о 0. 364 0. 176 0. 106 0. 021
А' । ( а ) /р о

5
6. 384 1. 67 0. 881 0. 369

А 2 ( а ) /р о - 0. 079 - 0. 057 - 0. 042 - 0. 048
А' । ( Ь ) /р о 13. 75 0. 904 0. 188 0. 012
А' 2(5) /р у 0. 271 0. 111 0. 058 0. 010
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В случае, когда нормальная нагрузка задана на берегах трещины ко­
нечной длины, значения коэффициентом интенсивности напряжений 
приведены в табл.2.

Как видно из таблиц 1.2, при фиксированном значении ( н — Л ) уве­
личение расстояния между горизонтальными трещинами приводит к 
уменьшению значений коэффициентов интенсивности нормальных 
напряжений, а по мере удаления границы полуплоскости от трещин их 
значения возрастают.
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ՀԱՅԱՍՏԱՆԻ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ

ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ

ՄեխանիԿա 44, №4,199։ Механика

ЛИНАМИВЕСКИЕ ЗАДАЧИ МАГНИТОУПРУГОСТИ ДЛЯ СЛОЯ И 
ПОЛУСЛОЯ С ТУННЕЛЬНЫМИ ПОЛОСТЯМИ И ТРЕЩИНАМИ 

ПРОДОЛЬНОГО СДВИГА

ОСТРИК В.И., ФИЛЬШТИНСКИЙ Л.А.

Oi.-տրիկ Վ.Ի., Ֆիւշտինսկի 1.Ա, Եագճիս ш ш ո աձղ ш կան гн թյ ան դինամի­
կա, խնդիրներ երկայնական սահքի ճաքերով U թուննլայիճ խոռոչներով 
- ե ր гп ի և կիսաշերսւի համար 
Հետազոտվում Լ ուժեղ մագնիսական դաշտի ազդեցությունը սահքի 
ա|իյ.նէյի և աոաձգական իդեալական հաղորդիչ շերտում կամ 
կիւա եթտում թուճնւային խոոոչճերի ո։ ճաքերի փոխազդեցության վրա: 
Դիտարկվող եզրային խնդրում ստացված սինգու|լար ինտեղ րո-դիֆե րենցիալ 
հավասարումը հետազոտվում է թվային:

Изучаете« влияние сильного магнитного пола нл лза к молей«; тине ноли сдвига с 
гунне ՝1,пымт. полостями н трещинами » упругом илеплыю-иронилм|цсм слое и полу- 
слог Полученное сиигулирное и нтс гро-д и фферен и на л ьн or уравнение 
рассматриваемой краевой задачи реализовано численно.

Ояим V.t.. l-ihhnnxky I..A Dynamic Problem» of Magnetic Llaslicily for a Laver 
and u Scmilaycr With a Tunnel Cavities and n Cracks

На характер волновых полей в электропроводных телах значительное 
влияние оказывают внешние магнитные поля. Возникающие при этом 
силы Лоренца необходимо учитывать в уравнениях движения упругой 
среды. ч го приводит к появлению дополнительного тензора .максвеллов­
ских напряжений [1,2 ].

В рамках этого подхода ниже изучается влияние сильного магнитного 
1о.1я н;: взаимодействие волн сдвига с туннельными концентраторами 

напряжений в упругом идеально проводящем (дна пара) магнитном 
слое и иплуслос (подобная задача для прямолинейной трещины в не­
ограниченной среде рассмотрена в (3 ]).Используется метод решения ди­
намических задач теории упругости для тел с криволинейными 
разрезами предложенный в работах ]4,5].

I.Будем рассматривать идеально проводящий упругий слой 
(0< л < а , - »< у< « , ֊ «> <2'<<» ) или полуслон ( 0 < х ճ а , 
(I < у <« . - «> <2 <» ) .находящиеся в статическом магнитном поле с 
напряженностью Н ° = ( 0 . Н о . О ) й ослабленные цилиндрическими 
вдоль осн z трещинами и полостями.

В результате механического возбуждения, вызывающего движение 
частиц vnpyron среды в теле возникает электромагнитное поле 
И -Н " 4- h Е = е .где h . с -малые флуктуации магнитного и 
электрического полей соответственно. Считая электромагнитное поле 
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квазистатнческим (D =0 . — = 0 , Г) -электрическое смещение ,1- 

время), получаем из уравнений Максвелла и линеаризованных уравнений 
движения (1 |:

if = rtxfljxfi0) . <i,i>
■r ' СЯ z

+ (Я + //) £гл7 divV + ц rot h x H ° = p ——x
dt 2

—>
где L - вектор упругого смешения, z . ,н • параметры Ламе,//.- магнитная 
проницаемость р- плотность среды, V ?-дифференциальный оператор 
Лапласа.

Пусть из бесконечности ручается магнитоупругая сдвиговая волна 
смешения wc, [3 |, а поверхности концентраторов либо свободны от сил, 
либо подвержены воздействии՛ гармонической во времени и нс зависящей 
от координаты .՛ сдвиговой нагрузки. В этом случае в теле возникает 
стационарный волновой процесс, соответствующий состоянию антипло- 
ской деформации:!; » (0,0 н-),ж=Ие( И-Цх.у) хехр( - /а*/)) (а> - 
круговая частота). Исключая из (1.1) время, приходим к 
дифференциальному уравнению относительно амплитуды смещения 
^(х.у)

2 '2 "*V’»< + z’ ^ + Уг’и^0 ) (,.2.,

Суммарные напряжения о a v . складываются из механических 
Ч: ՝ г v: н максвелловских /х. /у. и выражаются через смещение
в* ( х , у j по формулам

°i: = T.r: 1х: ' аУ- = ‘уг + У - (ИЗ)
т

/< <W /4 <1IV л и у" Он՝г ,. = —— I т _ = —.— . । _ = 0 , / v, « J-“------х • дх У* ду х * у • Эу

Предположим, что основания слоя (полуслоя) свободны от сил 
ди/
-т~ = 0 (х =0 , д -а) (1.4)

а торцевая граница полуслоя закреплена

W = 0 ( у = 0) (1.5)

или свободна

^ = 0 (>=0) U.6)

Считаем что вдоль отрицательного направления оси оу 
распространяется магнитоупругзя волна сдвига

и՛ о = Re ( Wq (у) схр( - i ш I) ) , 1К0 - т схр ( —) (1.7)
v I + у 2
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а на поверхности трещин S/ (/ = I '♦ /л । или полостей 
5 ( - т , ч 1 . w т - т + т 2 ) возможно действие гармонитеской во
крсмснн механической нагрузки.

Пусть Ly-лииия пересечения поверхности 5/֊ с плоскостью хОу. 
п ֊ । cosy . siny )-единичная (внутренняя для полости) нормаль к 
i ) будем предполагать, что кривизна дуги Lj~ функция класса В [6]. 
Краевое условие на контуре трещины (полост t) запишется в виде:

1 11 L) ° 7г </-тг* ) <!.«>

Разрешающее уравнение <1.2) при переходе к новым координатам

г I = х . у I = -г—У----- -
vT + x2

г-ресоразустся в уравнение Гельмгольца

Дифференциалы d s । ds дуги L. n системах координат 
л । 0 у : и « 0 j связаны Соотношен нем (I + у 2 sin 7 у ) ‘ =

• * + X " »dA ?
• Решение краевой задачи (I 2) (1.4)-(1 8) представим в виде су 

перпоэнцин падающий отраженной и рассеянной воли:

И — W q •+ Л И/ । + . И' । = ։ exp ( i Y1 >'i ) (2.1)

И . (Л , у) » - г f ^ ։ ) -

- р ( А > G d s J 4 1 p (,v} 0 ,l 
L * 1 Z у

m- nt
r * L u I . L n I = ß , L = U L.J , I = U L ,

• /=։ /«=mr+i

6' ( x . г/ I . }•։ ) = £ ( 4 , X , Г) j - yj ) + Л g ( £ . .V . - 1? I ֊ >| )

S]=O 4֊ r T}} • ’ll =
f/

vr i *-х2 . ^ = <4 / »/ Gf , z = x + i у

Здесь i к у)-амплитуда отраженной от торцевой границы полуслоя 
ьсушы. и . ( г . у) -амплитуда рассеянной концентраторами полны; Г- сум­
марный контур трещин и полостей 5 -его дуговая координата; р (.т) - 
неизьс1 тнах плотность;<7 - функция Грина краевой задачи (1.9),(1.4), 
• .5 или । С»> для полуполосы OS xi < о » 0 ъ у« <о> : g~ фун­
кция Грина краевой задачи (1.91,(1 4) для полосы 
О < .г ■ £ и , - оо < у։ <« ; .4 = 1 в случае свободного. Л = ֊1

»«•։>.рсг1 тонного торцевого края полуслоя А = 0 в случае слом.
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Интегральное представление (2.1) удовлетворяет дифференциальному 
уравнению (1 2). граничным условиям (1.4), (1.5) или (1.6), условиям 
излучения |7 1, а также обеспечивает непрерывность механических 
напряжений и существование скачка перемещения на контуре L .

Функция Грина для полосы разыскивалась в форме ряда Фурье по 
координате х с последующим преобразованием Фурье по координате 
У] и имеет вид:

£($ »x.r/i-у! ) = схр ( «уг I I )

о
“ ~а 2 д֊д ехр( - л j I Ч |-Л 1 ) оаи о t £ ) соз( а к х ) (2.2)

( У2 < л £ = - iV - al (у2>ак)

В случае если у- = у, ряд в формуле (2 2) сходится условно, з при 
£ - 71 ՛ Становится расходящимся Для устранения этого яв­
ления выделим его главную часть Получим

. Л . 7 1֊ >1 ) - ?0 + £|

*<>=(*- 277Га *У2’7.- У| ‘ )) I yjB0

1 х— in 2 л 4 sin < $ । " 1 ’ ) sin Та (1 + 7 । ) 1 ” То 1 4 । ~ у । 1

= ТТуГп схр ( 1 Y2 ’ 7 1՜ >'« 1 ) 

«
.- T S (псхр( * 1 71“ >ч I ) 

Ы

- ~ схр( - a k I 7/1֊ у, I ) ) cos( а £ £ ) cos( а £ х ) (2.3)

XI = X 4- I У1

Отсюда видно, что функция g(£ , х ту । — У| ) , а значит и функция' 
Грина G,удовлетворяет уравнению (1.2),когда £ ,а при 
г । — I z - t ՛ -** 0 имеет логарифмическую особенность Общий член ряда 
для g| затухает ка*՛ к " ՝ при г । = 0 и экспоненциально при т?| ^у։ Ряд 
(2.2) для второй составляющей (*(£ . х ֊ т/ । - у։ ) функции Грина С. схо­
дятся экспоненциально Выполненное преобразование функции Грина да­
ет возможность применить к ней операцию дифференцирования и 
обеспечивает существование ее вторых производных при £ 5<- z

Вычисляя чоомзльиуг. произлодную ОТ фуы.ЦНЙ W (2.1). регуляризуя 

37



расходящиеся интегралы интегрированием по частям и подставляя затем 
предельное значение нормальной производной при z-*$o = $o +в 
- иасвис условие (1.8), приходим к сингулярному ннтсгро-диф- 
Фсрснииальному уравнению по контуру Г относительно функции 
Р ( *)

г |Р '( 5 ) ( Im
L

С ( У’ 0 ) _ X 2 sin 2 у дв 
£ 0 ~ £ о 1 2 V 1 + Z 2 0 п о

п 2 г? * (7
алоа;;/5< - ало 41</?1),+ *(*’о,'’(։о)

+/'’<1>ЙЛ1=уг-^;<и'о +ди'.) <2.4>

с ( V' I) > = О» V’ О + ^ГрГуТ о • Р = / <^ Р . С
<«)

I » И А
61 = с՛ ~ ут *п •£1 ~ £ о । 1 • £ о । - £ о + / н 

2л V1+х2

*' Ч о I =-| ( 1 + *г»1пгУо ) "г (5о С-/) . 4(«'о)=О (5о&Д)

Здесь ау-начало трещины, пр - (соз^о * ’»•п^о ) -единичная нор­

маль г. контуру Г е точке £ о.ядра 1т I --^—^--0-2—- 1 ։ . СИнгу-
(£ I - £ о ։ ) о

ляриыс. Уравнение (2.4) нсобхдимо рассматривать совместно с 
дополнительными условиями

(/=177^7) (2.5)
£.

отражающими отсутствие скачков перемещения в вершинах разрезов. 
Уравнения (2.4),(2.5) однозначно определяют решение с неограниченной 
производно»? на концах разрезов. На контурах ‘полостей р(л) & Н (61.

Ряды для вторых производных функции 6 । в уравнении (2.4) при 
7 . - ՝ : сходятся условно. После выделения главной части остаток ряда 
сходится не медленнее, чем к 3.

3 Далее удобно ввести параметризацию контура разреза: 
£ = £ (^ ) ( “ 1 < < Г).В соответствии с этим

Р '( <)
____ Q(_^) 
s •(/?)< 1 - Р

Q(P) G Н (֊ 1 , 1 J

Для определения суммарных напряжений егт։ сту. в окрестности 
вершины дефекта воспользуемся интегральным представлением 
(2.1) .Асимптотический анализ входящих в формулы для напряжений ин֊ 
тегралов дает
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Фиг. I График зависимости величины а от угла ориентации <р

прямолинейной трещины.

о х . - / а у . = - V 1 + X 2 схр ( х~ ) Кс [ О (± I ) схр ( - Iа>() 1

I
X < Т 2(5’(^ I ) ( X - С )) * + 0(1), х-*с (3.1)

С = $(± 1) . V' с = I > =с

С учетом (3.1) определяем динамический коэффициент интенсивно 
сти напряжений

К,(։ « Нт 'Ляг (ах: сохус + оу: 51п^с) 
г-0

(3.2)
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Фиг 2 I рафик зависимости величины а՜ от нормализованного волнового числа 
?2 а для прямолинейной поперечной и параболической трещины в полуслое со сво­

бодным торцом.

= ± ֊֊ \ л ( I + Z 2 ) ( s '( ± 1 )) ‘ 1 IQ ( ± I) I COS ( и> t - arg Q ( ± I) )

где г -расстояние от рассматриваемой точки на продолжении трещины 
до вершины с

4 Численная реализация уравнений <2.4),(2.5) проводилась методом 
механических квадратур |8 | для случая одного контура Г (трещина или 
полость). 5 par некие (2.4) удовлетворялось в узлах (it = costf ։
° - = ~ . 1=1,л-1 (для трсшины),б^ = -L(.t ~1.) t / ж , л (ДЛЯ ПОЛО- 

л п
ст и) и сводилось к системе линейных алгебраических уравнений отно­
сительно неизвестных значений Q(/fy) . fi} « cosWу
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Фиг.З.График зависимости величины <5 от нормализованного волнового числа уэ а , 
для круговой и эллиптической ПОЛОСТИ Б слое

6 I - —2^п~--- — , / = ։ ։ Л (для трещины),

О / - Я-^" ?1---- , /“ 1 .я (для полости). Для замыкания системы в слу-
л

час трещины использовалось линейное алгебраическое уравнение, выте­
кающее из условия (2.5). При этом параметрическое представление 
контура полости бралось в виде $ = , 0 < 0 < 2 л.

К интегралам в (2.4), (2.5) применялись квадратурные формулы Га­
усса-Чебышева (для трещины) и прямоугольников (для полости), имею­
щие наивысшую алгебраическую степень точности как для регулярных, 
так н для сингулярных интегралов при указанном выборе узлов.

Квадратурная формула для интеграла по контуру трещины, содержа­
щего функцию р( 5 ),получена с использованием интерполяционного мно­
гочлена функции О(^) по узлам 8^ и имеет вид:

2 п п
------ ֊, У ° / ) 2 М ( 1 < т ) • * о ) * V т )

Г п / - I т - I
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Фи1.4. График зависимости величины <5 от нормализованного волнового чиста у2 а , 
для круговой полости в полуслов со свободным Горцом.

isin£?mV 1 sin(A0„,)cO5(*0y) . Дт=СО50т , 6п « 1 *
д-1 2Я

(4.1)

Значения пнеинтегрэльной плотности для контура полости в узлах 
0, определялись при помощи интерполяционного многочлена функций 
p(s(0)) ло узлам вj (п - нечетное):

1 п I )' *> cosec^-(2i- 2J + 1) (4.2)
ri L п

։

Расчеты безразмерных вели чии а՜' ,д проведены для случая 
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дифракции падающей сдвиговой волны (г*0) на свободной от сид 
трешине нлн полости (7 = 0). Коэффициент интенсивности напряжений 
выражается через следующим образом:

К । ! , = а ՜ I Т у I соз ( а) 1 - аг$ О ( ± I ) ) ,

= _
' уГ\ + X*где «Ту модуль амплитуды механического напряжения

гу. в падающей волне, пр? чем верхний знак отвечает вершине разреза 
< ( I ),нижним- £(֊]). Величина б равна отношению модуля амплитуды 
напряжения о . . = - о . . а; л у» о ? . со$^ на контуре полости к вели- 

‘чине 1Ту1.
На фиг.1 показано изменение величины а ~ от угла ориентации 

прямолинейной трещины длины 0,2л . Параметрическое представление 
контура Г следующее: ֊ = 0. 5 + 0. I р соз?», ^ = 14 I + 0.1 £, 

- \ < 1. Кривые I соответствуют распространению упругой волны в
слое (.4 = 0) с нормализованным волновым числом у2 а — 1.5 , кривые 
2 и 3 построены для свободной (4 = 1) и закрепленной ( А - - 1 ) 
торцевой границы полуслоя при •/ ,а= 1.5 и 3 соответственно. Сплош­
ные кривые отвечают «ифракцяи в присутствии магнтного поля 
( X - ^ ) • пунктирные ֊ без чего (у = 0) . Характер влияния магнит­
ного поля из коэффициент интенсивности напряжений К,,, зависит 
как от к г ла ориентации трещины, так и от вида граничного условия на 
торце у = 0 Если для поперечном трещины ( <р =0) внесение внеш­
него магнитного поля приводят к возрастанию величины а ~ , то с уве­
личением угла <р магнитное поле создает обратный эффект. Так, при 

л
<р > в случае полустоя со свободным торцом величина а несколько

л 
уменьшается, при <р > п случае полуслоя с закрепленным торцом 

уменьшение величины а ~ становится значительным.
Значения параметра /2 а для полуслоя (фиг.1) были взяты в районе 

локальных максимумов зависимости а ~ от у2 а при <р = 0, / = 0 .Эти 
- „ л 3 л

максимумы наблюдаются вблизи значении у2 а = у , -у .... 

(4=1) , 0 , л , ... (4 = 1). При увеличении у2 а для слоя 
(4 = 0) а՜ увеличивается незначительно.

Фиг.2 иллюстрирует зависимость коэффициента интенсивности 
напряжений от волнового числа б случае свободного от сил торцевого 
края полуслоя с трещиной. Уравнения контура Г имеют вид:

֊«0.5 + 0. I , ~ = 1 + Р I Р * . -15^5! . Кривые 1 соответствуют 

прямолинейной поперечной трещине (Д| = 0), кривые 2 
параболической трешине (/>1 = 0.1). Для сплошных кривых х = 1 , 
для пунктирных - % = 0. Увеличивая значения а ~ в широком диапазоне 
частот, приложенное магнитное поле сдвигает точки экстремумов в 
сторону больших значений у2а.
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На фиг. 3, 4 показано изменение величины & от нормализованного 
волнового числа у2 а в случае полости в слое (фиг. 3) и полуслов со 
свободным торцом (фиг.4). Уравнения контура Г имеют вид: 

֊ = 0.5 4-0.2 сояв , ֊ = А - Р2 $։п£ , 0< 2л ; для кру­

говой полости (Р2 = 0.2) . для эллиптической ֊(рг « 0.1). Кривые 
I - (х - ։ I . 2-(/ = 0) соответствуют круговой полости, кривые 3- 
(/ = I ) ,4 -(х = 0) - эллиптически . Сплошные линии отвечают 
напряжению а х . в точке в = 0 . пунктирныс-максимально.му напряжению 
на контуре полости . Напряжения а ։ . достигают максимума, как

правило, внутри интервала - - < 0 < - Лак, например, в случае 

круговой полости в слое максимальные напряжения наблюдаются при 
л л л Л 11лО , если = л и при 0 ~ - ֊ .если у2и - —-—; в полу-

л л л л 3 лслое - при.» = — , если у2 а = у к ПРН 0 ~ ֊ если у2 а = -у- .

Магнитное поле, воздействующее на проводящий слон с 
распространяющейся в нем сдвиговой волной, значительно увеличивает 
напряжения на контуре полости и несколько препятствует смешению 
максимума а х. от значения 0 = 0. В случае полуслоя влияние магнитного 
поля на напряженное состояние носит более сложный характер: увели­
чивая напряжение а5 . на контуре полости при одних частотах 
нагружения уменьшает его при других частотах. Например, для значе­
нии А = I , Р2 = 0.2 . 0 = 0 (фиг.4 .сплошные кривые) при 
Г? и = 3.37 приложенное магнитное поле (х = 1 ) увеличивает зна­

ет
чсние уу—у в 7.3 раза , а при у2а - 4 7 уменьшает его в 13 раз. Таким 

образом, за счет внешнего магнитного поля можно управлять (в неко­
торых пределах) напряженностью тела.

Следует отметить, что принятая модель идеально проводящей среды 
приводит к погрешностям при значениях у2а . близких к нулю. Для 
устранения возникающей в этой области некорректности решения необ­
ходимо рассматривать существенно более сложную модель, учитывающую 
конечную проводимость среды.
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ՀԱՅԱՍՏԱՆԻ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ

Մեխանիկա 44, №4, 1991 Механика

СТАЦИОНАРНЫЕ ВОЛНЫ СДВИГА-ВРАЩЕНИЯ В НЕЛИНЕЙНОМ 
КОНТИНУУМЕ КОССЕРА

ЕРОФЕЕВ В.И.

Երո>եև վ.ի. Սահք ֊պտույտ ի սաացիոէար ալիքները Կասսերայի ոչ 
գծային հոծ միջավայրում
Ուսումնասիրվում են սահքի-պսւ ույտի ոչ գծային ալիքները միկրոկաոուց- 
ված քով միջավայրում: Դիտարկված են այիքների հարթ և շրջանային 
բևեռացման դեպքերը: Կառուցված են հաստատված ալիքների արագու­
թյունների կախումդ դրանց լայնույթն երից-.

Изучаете« новый тип стационарных волн - нелинейные полны сдвига-вращения 
в среде с микроструктурой. Рассмотрены случаи плоской к циркулярной поляризации 
волк. Построены зависимости скорости стационарных волн от их амплитуд.

ЕгоГеуеу V.!. 5։апопагу 5Ьспг-Ко։а»огу У/атсх ։п а Созаегя։ НовПпсог СопПпиит

Нсклассичсскаы модель сплошной среды, п которой структурные эле­
менты обладают свойствами твердого тела, была предложена Е. и Ф.Кос- 
сера я 1909 г. (1].В настоящее время эта модель используется при 
описании высококачественных процессов в поликристаллических ма­
териалах н композитах [2,3]. Кроме "классических’' типов упругих волн 
- продольных и сдвиговых, модель континуума Коссера позволяет описать 
новые типы волн - продольного вращения и поперечного вращения [2]. 
Продольные волны и волны продольного вращения связаны за счет 
квадратичной нелинейности. Особенности нелинейных взаимодействии 
этих типов волн изучались в работах [4-7].

Сдвиговые волны и волны поперечного вращения связаны в линейном 
приближении [2], образуя волны сдвига-вращения.В работе [8] изуча­
лась самомодуляциы квазигармонической волны сдвига-врашения.

В настоящей работе проанализированы стационарные волны сдвига- 
вращения.

/. Уравнения динамики. Распространение плоских волн сдвига- 
вращения в нелнненом континууме Коссера описывается уравнениями

ժՓ
<1.1)

а2Ф _ ( с2- с?) ժ2Փ _ 2«
О 2с, ^2 /с։ (1.2)

Уравнения (1.1), (1,2) записаны в системе координат (т , £) , движу-

46



щейся со скоростью сдвиговых волн (сг= V

Через U обозначен вектор сдвиговых деформаций U —
’ о '
“ 2 
и 3

вектор

о’
перемещений; Ф = Фз 

Фз
-вектор поворота; с/ = -скорость про-

■у/Ту+г)дольной волны; с։ = V -- 1 а
— -характерные скорости волныс 2 =

Р

вращения; Я , р — константы Ламе; а , у , е-упругие константы 
мнкроврзшення; р -плотность; .{-константа .характеризующая 
инерционные свойства макрообъема.

Заметим, что и (1.1), (1.2) учтена только геометрическая нелиней­
ность. Учет физической нелинейности не привнесет, в данном случае,но­
вых эффектов, а лишь существенно усложнит анализ. Это связано с тем.
что появятся дополнительные упругие модули и пополнительные модули 
микрополярной среды, информация о численных значениях которых в ли­
тературе отсутствует [9 ].

Известно {10], что в различных средах в результате “конкуренции" 
эффектов нелинейности и дисперсии могут образовываться стационарные 
волны, то есть волны, распространяющиеся с постоянной скоростью без 
изменения формы.

Покажем, что в изучаемой микрополярной среде могут 
распространяться нелинейные стационарные волны сдвига-вращения. Для 
этого будем искать решение (1.1), (1.2) в виде
U=U (г/ ) , Ф = Ф ( г) ) , т] — £ — V i , V = const - скорость стационарной 
волны. Уравнение (1.1) дает связь между сдвиговой деформацией н 
вращением

Ф = \U I 2 U - -l֊4i U + Фо 
4с22 с22

(1.3)

где Фо -постоянная интегрирования, которая без нарушения общности 
может быть положена равной нулю (пренебрегаем вращением 
макрообъема как жесткого целого).

Скорость стационарной волны ( V ) является произвольным 
параметром задачи. Если она удовлетворяет условию

Р»^ (1.4)
Сг 

то уравнение (1.2) можно привести к виду:

а2 Ф
——7 + а Ф = 0 (1.5) 

где

4 а 
а = ------------------- :------ г- .

J(2c,F+c?-c})

Соотношения (1.3), (1.5) получены для плоских волн произвольной
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поляризации Рассмотрим случаи, когда волны сдвига-вращения являют­
ся плоско-поляризованными и циркулярно-полязированными.

2. Плоско-полиризоваиные водны. Для плоско-полязировзнных волн
֊* ° 7֊
V = и 2 . =

0\ 
О

О /
Если -

|Фз 
> О

и соотношении (1 3). (1.5) становятся скалярными.

и скорость стационарной волны (V) удовлетворяет

неравенству (" быстрая“ волна ):

V > (2.1)

то волна вращения является гармонической. Функция Ф 3 ( tj ) находится 
в этом случае из уравнения осциллятора (а>0)

—V + вФз » 0 (2.2)

Профиль нелинейной волны деформации расчитывается по ал­
гебраическому уравнению

и 3 - и « Л сое ( V + 0О) (2.3)
с/ cf Л
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Здесь л амплитуда, ;> л - характерная длина нолны »ращения, 
0$ -начальная фаза.

цнонарнои волны зузанэ с длиной волны (А ) со­
отношением

д А2 . <•?- с?
С г 7 Я ' с т (2.4)

Легко зидсть.что для любого материала, у которого у > 0 , неравен­

ство (2.1) выполняется при произвольной, отличной от нуля длине волны 
(Л ) .

Рассмотрим зернистый композит - алюминиевая дробь з эпоксидной 
матрице.Для акого материала в работе '111 были измерены значения 
характерных скоростей: с/=2. 28’ Ю3 м/сек, ст = 9. 29 * 102 м/сек. 

с* 1 = 2.48 ‘ 10՜ м/сек, су = 0.583 х 102 м/сек; плотность 
р = 2. 19 3 10 ’ кг/л/ 3 ; диаметр зерна </ = 1.4 “ 10 ~ 3 м н константа, 
характеризующая инерционные свойства макрообъема 
/ = 0.429 » 10՜ 3 кг/м.

Профиль стационарной полны деформации, распространяющейся л 
зернистом композите, можно расчитывать по формуле (2.3), если 
V > 2.846 * 103 м/сек ( см.(1.4), (2.1)).

На фиг.1 показано распределение деформации и (»/) вдоль 
координаты ч при А « 10 ‘ 2 (кривая Н. Л = 0.5 • Ю՜1 (кривая 
2); А = 10 1 (кривая ЗЭ.Рдсчеты производились при длине водим 
Л = 1 5 <1.
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Нелинснмс волны характеризуются,как правило, тем, что их 
параметры - скорость» длина волны и другие зависят от их амплитуды 
1101.

На фиг.2 представлена зависимость скорости стационарной полны де­
формации (V ) от се амплитуды (£/о) при А = 10 *; 0.5 * 10՜ *;

10՜ 1 ; (кривые 1-3).
Из фиг.2 следует, что волны едкнга-вращения большей амплитуды 

распространяются с меньшими скоростями. Указанное свойство сущест­
венно о.тлнчает этот тип стационарных волн от изучавшихся ранее 
продольных волн в среде с микроструктурой [12]»

Если стационарная волна является "медленной", то есть

£1<<у< * ? ֊
с ։ 2 с х 

то функция Фз (?/) — апериодическая

Ф з = А ։ exp ( V- a т] ) + А 2 exp ( - V- a q ) (2.6)

Соотношение (2.6) - это решение уравнения осциллятора (2.2) при 
а < 0 , причем, физическим смысл имеет лишь спадающая функция.

Профиль волны деформации расчитывается по уравнению

3 4 Ус։ __ 4с? л Jcxp ( - VCJ ? ) ; rj i> 0
- u - л I exp ( V _d֊ 7 ) ; q S 0 (2.7)

Для зернистого композита скорость -медленной- стационарной волны 
определяется неравенством

3.7 м /сек < < V < 2.85.10 3 м /сек (2.8)
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Распределение деформации 6/(7) вдоль координаты 7 показано на 
фиг.З. Расчеты производились при Л=10՜2 (кривая 1); 
Л = 0.5 * 10 ’ 1 (кривая 2); А = 10 1 (кривая 3); V = 10 2 м /сек.

На фиг.4 приведена зависимость скорости стационарной волны ( V ) 
от ее амплитуды и 0 при А - 10 7; 0.5 * 10 ~ 2 ; 10 “ ։ (кривые 1-3>.

Из фиг.4 следует, что для 'медленных" стационарных волн сдвига- 
вращения выполняются тс же закономерности, что и для "быстрых" - вол­
ны большей амплитуды распространяются с меньшими скоростями.

3. Циркулярно-поляризованные волны. Для волн, имеющих циркуляр­
ную поляризацию решение уравнения (1.5) будем искать в виде

Ф = Д(7)Г (3.1)

где 

соз ( 7 )
“ з։п ( 7 ) - поляризационный вектор, у? - фаза вращения.

Фаза волны выражается в этом случае через амплитуду соотношением

4 у
(3.2)

где <1 -постоянная интегрирования, а амплитуда определяется из 
уравнения осциллятора, содержащего нелинейность б отрицательной сте­
пени
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֊֊ + о Л - (/ 2И ‘ 3 = О (3.3)

В работе (13) была исследована фазовая плоскость (А , -уу-) уравнения 

(3.3). При а > 0 (''быстрые՜ волны) на осн абсцисс имеются два состояния 
равновесия,оба они устойчивые - типа “центр".Следовательно, имеются 
замкнутые фазовые траектории. В системе могут наблюдаться 
периодические движения.При а < О ("медленные“ волны) замкнутые фа- 
зовыс траектории отсутствуют.

Уравнение (3.3) имеет и аналитические решения. Легко видеть, что 
(3.3) сводится к уравнению первого порядка (первый интеграл), которое 
интегрируется методом разделения переменных

(3.4)

где с- сшс одна постоянная интегрирования.
Для некоторых случаев удастся записать решение в явном виде.
При а > 0 ("быстрые՝ волны ) у уравнения (3.3) имеется следующее 

периодическое решение: 

А = +------------s«n2^r/ (3.5)

которое справедливо при с ' > 4 a d 2 ,1 — 2 а А * + с I < V е'3~- Aad2 .
Если а < 0 ("медленные՞ волны), то решение уравнения (3.3) имеет 

вид

| 2 / — а { а А 4 •¥ с Л2 d՛2 ) — 2 а А 2 + с | = схр ( 2 V՜— а Т] ) (3.6)

Вводя тс или иные условия на параметры, можно привести (3-6) к 
более простому виду. Однако, как и для "медленных" волн с плоской 
поляризацией, физический смысл имеют лишь спадающие функции. Та­
кое решение можно получить, если в (3.6) -2аА2+с<0 .

Это решение запишется в виде

л=± ՝О5֊2^ехр<֊2^-7) <3-7>

Профиль циркулярно-поляризованной (спиральной) волны де­
формации расчитывается по уравнению

■2֊* 4 V с t -* 4 с 2 ( cos </> ( 7 )IУ I 2 U-------- j- U = -Г л L sinVf/) (3.8)
С/ \ /

л котором фаза вращения у? определяется соотношением (3.2).Амплитуда 
А для "быстрой" волны описывается выражением (3.5), для “медленной" 
волны - выражением (3.8)

В заключение заметим, что описанные в публикуемой статье стаци­
онарные волны сдвига-врашсния являются новым, не наблюдавшимся 
ранее,типом нелинейных стационарных волн. Эти волны ждут еще своего 
экспериментального обнаружения.
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ

Մեխանիկա 44, N? 4, 1991 Механика

НЕСТАЦИОНАРНОЕ ТУРБУЛЕНТНОЕ ПЛОСКОПАРАЛЛЕЛЬНОЕ 
НАПОРНОЕ ДВИЖЕНИЕ

САРУХАНЯН А.А.

Սարուխան)ան Ա.Ա. Ոչ ստացիոնար tnnippniibGta շարժումը հարթ 
ղլանական խողովակում
Ե(նն(ով tnnippnitbC տ լարումների վերաբերյալ Ոուսինեսկիի հիպոթեզից 

ստացված է ոչ ստացիոնար շարժման հավասարումը հարթ ղլանական 
խողովակում:

Исходя из гипотезы Буссинески о турбулентной нжпрнженояостн. получено 
уравнение нестационарного турбулентного движения в плоской цилиндрической 
трубе.

Saruchanjan A.A. Noastationary turbulent plane flow
В стационарном турбулентном потоке, по простейшей гипотезе Бус­

синеска,турбулентное напряжение т между двумя плоскими па­
раллельными стенками определяется зависимостью 

где с-кинематический коэффициент турбулентной вязкости,зависящий 
от координат; и -усредненная по времени скорость; у — расстояние от 
неподвижной плоской стенки.

Зависимость е = пу даст достаточно точное соответствие 
теоретических и экспериментальных данных в плоскопараллельном по­
токе. Л инейная зависимость кинематического коэффициента 
турбулентной вязкости от координаты у приводит к логарифмическому 
закону распределения усредненных скоростей по живому сечению потока.

Для нестационарного турбулентного потока отсутствуют сведения о 
нестационарном турбулентном напряжении. Поэтому для составления ма­
тематической модели нестационарного турбулентного потока, в порядке 
первого приближения, воспользуемся зависимостями, полученными для 
стационарных турбулентных потоков. В частности, будем предполагать, 
что кинематический коэффициент турбулентной вязкости имеет линей­
ную зависимость от координат, то есть

с = п у (2)

Рассмотрим нестационарное турбулентное движение между двумя 
параллельными неподвижными плоскими стенками, расположенными на 
расстоянии 2 Л . Начало координат поместим в середине между стенками 
(фиг. 1). Для несжимаемой жидкости, при пренебрежении массовых сил, 
система уравнений движения будет

дй _ др дг
Р дГ + Эу
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Фиг.1

дР 
ду՝

др 
дх (3)

Из последних 
переменных у' и

двух 
г.Это

уравнений следует, что давление не зависит от 
возможно только в том случае, если перепад дав-

ления по течению будет функцией только от времени, то есть

(4)

Таким образом, задача исследования плоскопараллельного напорного
турбулентного движения несжимаемой жидкости сводится к решению
дифференциального уравнения в виде 

гп\а. ( ди дЛи \ э/ =НО-ьп(1? + у^֊у)

[1,4,51:

<5>

Для решения уравнении (5) задаются начальные н граничные условия:

н ( у , Г) = 0 при 

и(у.Г) = Ф(у) при

(6)

(7)

1 
Р

О

У = 0 , ։ > 0 ,

( 0 < у < 2 А )

где Ф (у) — некоторая заданная функция, определяемая начальным
распределением скоростей по живому сечению потока. 

Решение уравнения (5) ищем в виде суммы [2,4 1:

«О’.<) = ^С*(0 /„(Л*V 
к - 1

(8)

где /о (Л* ) функция Бесселя первого рода нулевого порядка; 

А ^-собственные числа задачи; С * (/) некоторая функция,зависящая от 
времени

Собственные числа определяем из условия, что в центре канала имеем

д и (у, I) |
максимум, то есть ----- | = 0 , тогда нз (8) получим, что
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= о (9)

Уравнение (5) с учетом (8) примет вид:

= /(')-£ ) <։о>
к - 1

Сложность задачи заключается в том, что функция / (/) нс разлагается 
в ряды Фурье-Бесселя по собственным функциям задачи, т.к. собственные 
числа являются корнями уравнения (9) и коэффициенты разложения не 
определяются в окончательном виде.Поэтому функцию / (г) представ­
ляем в виде ряда

«о 1
/(<) = £ ак1 2(,14У (И)

к • 1

где / 2 ( А )-бесселева функция первого рода, второго порядка; 

а — коэффициенты разложения.
Для определения неизвестных коэффициентов а к обе части равенства 

(11) умножим на / 2 ( А т V и проинтегрируем от 0 до Л , пол­
учим

А
)<О

О

в Л
= 2 °к / 7 2< * к*՜^ ) 1 2 ( А )<*>’ <12)

4 -= 1 О

При произвольном Л /п и Л к значения интеграла будут:

А ___
4 2 ( А т V } 2 ( А к V ) <1у= О при к ^т, (13)

О

Л
( А 4 V ) 4 У = к./ £ (к к) при к-т (14)

О

Подставляя значение (13) и (14) в уравнение (12) для определения 
коэффициентов а ь получим формулу
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А ;--
/(ОрвОЛ * )4у 

а к  -------- 2------ 5—---------------  < 15)
А/

Формулу (15) можно переписать в виде

П6)

Последний интеграл легко интегрируете* и представляется в виде сум­
мы. Уравнение (10) с учетом (11) примет вид

Ё ^^<4^ ) -X -.но/։(ъ>/7 ) <>7>
а - ։ к - ։

~ Тл-Г°(**у/~И )
Для интегрирования уравнения (17) используем асимптотическое 

разложение функций Бесселя {4 ].

/л(х)«= / А cosfx - (18)

Имея в виду (18), для определения коэффициентов С * (О получим 
неоднородное дифференциальное уравнение

п Яс*<'> °”
Решение соответствующего однородного уравнения будет

Ct0) = C1exp(-֊֊^() (20»

Общее решение неоднородного уравнения (19) имеет вид (2)

ct(t)‘ . [f(O-f(0)] ] exp^-^l«) <2!>
** 0 ՝ A A 

где

Таким образом, общее решение задачи с учетом (21) и '8) будет



7 О Л ՝

х«р(֊т¥') ) (22)

Для определения неизвестных коэффициентов с воспользуемся на­
чальным условием (7) 

00 "
<»(>•) = £ с։лф։У{ ) 

к ֊ I

Из выражения (23) следует, что коэффициенты С являются коэф­
фициентами разложения функции Ф(у) по собственным функциям. Обе 
части равенства (23) умножим на / о ( т ) ^У и проинтегрируем 

от 0 до Л . Имея в виду, что

)'oG*^)<0 = О, при к & т 
,п/>» к = т

(24)

получим

Л

с*-;^чй/ф‘”'ЛЛ1'^ )*
Исходя из общего решения задачи (22), легко можно получить 

решение любых практических задач. По краевым условиям азадчи 
определятся коэффициенты С * .а и закон распределения скоростей по 
живому сечению потока, что дает возможность вычислить коэффициент 
количества движения и потерь напора.
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