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О ВЛИЯНИИ МАГНИТНОГО ГЮЛЯ ПА КОЭФФИЦИЕНТ 
ИНТЕНСИВНОСТИ НАПРЯЖЕНИЙ ДЛЯ ДВИЖУЩЕЙСЯ

ТРЕЩИНЫ
БАГДОЕВ Л Г МОВСИСЯН Л Л

Изучаются две аптиплоские чадами полубе.жопсчшш трещины цшжушейся с 
постоянной скоростью по направлению ес залегания и идеально-проволящей упру­
гий среде Начальное постоянное магнитное поле имеет по отношению к. трещине 
произвольное направление. Для изотропной среды подобные задачи в отсутствии 
магнитного поля рассматривались [1. 2 и др.]. Роль .магнитного поля приводит к 
явлениям типа анизотропии (3)

1. В плоскости ху трещина до момента 1=0 занимает отрица­
тельную полуось (л<0) и, начиная с я<ню момента, движется с посто­
янной скоростью с по направлению оси л\ На берегах трещины за­
дано постоянное напряжение

^ձ֊օ=77/(€է-.ր)//(Օ (1.1)
где //(г)—единичная функция.

Так как для антнплоской задачи нормальная к плоскости движе­
ния компонента начального магнитного поля не вызывает индукцион­
ных полей, будем считать, что магнитное поле имеет вид (/7։, Н^О), 
который приводит к индуцированному ПОЛЮ

Н,~Н„ Н^НГ Н։-^Н,~+Н,д^ (1.2)
дх ду

где и—псреметние по оси г.
Для силы Лоренца получится ненулевая компонента по оси г, 

равная

I»՛ (1.3)

тогда уравнение движения примет вид

0/^» + Гп \ _ 1 Н{ Л» + 2Н Нг + н, № 1 (, 4)
\ дх1 ду՝ / д1* 4~ дх1 дудх ду* I

Учитывая выражение тензора Максвелла, для напряжения ху?
имеем:
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туг=и — + —- (/7։ ——|֊г72— ։ (1.5)
ду 4~ \ дх ду /

Такйм образом, условия на оси х будут

О^+^1Н^+Н^\=ТН х^, (1.6)

оу 4’ \ дх ду / 

те==0, х'у>с1 

Вводя переменное 1=х—с{ и производя преобразования Лапла­
са и Фурье

ОС то
м('^у,8) — у ^тоехр( — х(/-)-Х?))^/ (1.7)

- ֊ о

полученное из (1.4) уравнение относительно а/допускает решение 

™=с։ехр(аху)4-г2ехр(—аху), КеаггО (1.8)

а=^-[—ап'к-[ /а2(1 1

, Щ Н՝Нга^Ь*+-±, а22—Ь2 + , а], =
1 4ртс 1 4рк 12 4рп

л~>
6*= — , а*=а\а2— а]2 

Р
Вйвдя функции т+ и аналитические соответственно в правой 

и левой полуплоскости X, и удовлетворяя условиям (1.6), нолучим

_ т т
(а|я+а^> = - ֊4-֊^ (1-9)

Хрх3 рх3

гг)=и;_
Представив л^-.ааг+'>а} в виде

а=а+а_ = /[а24-Х(а—а։с)][а,—Х(а—а2с)] (1-Ю)

и решая уравнение Винера-Хопфа, получим

Г
^=Т 1

Т 1а-ь(^) 1 
а+(о)Г

- =-- =--
рЙ5։а_(Х)а+(о)

(1.11)

В плоскости X, проводя разрез от —°о до—а2/ (а—а2с), после об­
ратных преобразований получим

—л։/(а—а2г)
Л,։(1,о,0 Т Г8((-,Е) ;+(х) Г

д1 2га д к <ч(о)
— X1
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Для при у=0 будем иметь

агс1£ У (1.13)

(1.12)

откуда для коэффициента интенсивности имеем

Из приведенной формулы видно, что магнитное поле увеличивает 
коэффициент интенсивности и наибольшее влияние оказывает, когда 
оно направлено по линии трещины, а в случае, когда оно перпенди­
кулярно к трещине, его влияние сводится на нет. Следует отметить, 
что для металлов учет магнитного поля существенен для полей поряд­
ка 105 эрстед.

2. Теперь рассмотрим случай, когда на границе трещины задана 
сосредоточенная сила С}. Тогда вместо (1.6) будем иметь условия:

чк|у-о«ф(х)Я(О» л--€֊с1 

®|у-о. х>Щ 

которые после преобразовании дадут

(2.1)

Факторизация здесь приводит к

'•*-1

<2
р№( 1 — /с) р№

(2.2)

(*2.3)

что в свою очередь, дает выражение для

д'у г
д(

Коэффициент интенсивности теперь будет

=
~}г ։ I с а

(2.4)

(2.5)

Роль магнитного поля па коэффициент интенсивности такая же, что 
и в предыдущем примере.

В частности, при отсутствии магнитного поля получаем известные 
результаты.

(а’а 4- а*к)®=

№ IV

№

(1.14)

-

1+м
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INFLUENCE OF .MAGNETIC FIELD ON STRESS INTENSIV1TY 
COEFFICIENT FOR MOVING CRACK

A. G BAGDOEV, L. A. MOVS1SJAN

ՇԱՐԺՎՈ'1 л’Ob ԻՆՏԵՆՍԻՎՈՒԹՅԱՆ ԳՈՐԾԱԿՑԻ ՎՐԱ ՄԱԳՆԻՍԱԿԱՆ 
ԴԱՇՏԻ ԱԶԴԵՑՈՒԹՅԱՆ ՄԱՍԻՆ

Ա. Գ. քԱԳԴՈԵՎ. I. Ա. ՄՈՎՍՒՍՅԱՆ

II, մ փ ո փ ո I մ

!1ւոոլմնասիրված են Հաստատուն արէսդոլթյամր շարժվող կիսաանվերշ, 
ճաքի երկու ‘/սկահ արթ իւնդի քներ ( Հ ավասարաշաէի րաշխվսէծ յարոէմներ և 
ճաքի ափերում կ ենտ րոն ա y ված ում երի։ -.աս տա տան մ ագնիս ական դաշտը 
ճաքի նկատմամբ ունի կամայական ուղղություն։ Սույր է տրված, որ մագ­
նիսական դաշտը րերում Լ անիզոտրոպային հատուկ երևույթների > Նա մե­
ծացնում 4 ինտենսիվութ յան գործակիցը և ամենամեծ ազդեցությունն ունի 
ճաքի Ուղզոլթ յամ ր ազդելու դեպքում :
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УДК 539.3

ОБ УСЛОВИЯХ СУЩЕСТВОВАНИЯ ВОЛН ЛЯВА с 
НЕОДНОРОДНЫМ СЛОЕ.М

БЕЛУБЕКЯИ М. В

11с։мгл<ш;п1л шлпчи рм прост ранения сдпиговой полны м однородном полупро- 
сгрангтпг контактирующим < неоднородный слоем (обобщение мдзчн Лннл). Уста

। вня существования поверхностной пеаны для проламольм......... ։со/1 б
родпостн и предположении малости толщины слом Рассмотрены частные случая 
неоднородности.

Впервые вопросы существования поверхностной сдвиговой волны 
для неоднородного упругого полупространств;« исследовались в [I]. 
Обзор дальнейших исследований приводится в [2]. Здесь рассматри­
вается задача Лива н случае, когда полупространство однородное, а 
слой нал полупространством является неоднородным но толщине. В 
предположении малости толщины слоя, получены условия существо­
вания поверхностной волны для произвольной неоднородности.

/. Пусть н прямоугольной декартовой системе координант (х։, х%, 
л'з) полуплоскость занимает область х; ^>0. а слой над полуплоскостью 
—область — /т^.т^О. Предполагается, что компоненты упругого пере­
мещения в направлениях х и х. тождественно равны нулю, а компо­
нент в направлении х2 является функцией координат х։ х2 и времени I.

Уравнение движения в области х_>0 приводится к виду

/ о*ц д։и \ д*и
(1.1)

где и—перемещение в направлении х3, ц?=соп§1—модуль сдвига, 
У2=сопя1—плотность материала среды.

Для области —й<х;<0 уравнения движения берутся в виде

֊“■ +£а- - г-(ч)^ • П.2)
дх1 дх, дР

где г՛-упру։ос перемещение в направлении х3, е(х:) —функция плот­
ности материала слоя. оз։ и л53 касательные напряжения, которые 
согласно закону Гука определяются посредством деформации сле­
дующим образом

эи=։н(А’«) ~ • °»։ - н(-Ч)т՜ * (1.3)
ах, дх։
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В дальнейшем, не нарушая общности, для функции пеоднород- 
noc.ni принимаются представления

р(*з) = Р1П+т?и։)|. ?(х,)=р.։1Н £Дх։)|. т(0)=/(0)-0 (1.4)
Условия контакта на границе слоя и полупространства следую­

щие:

ди п /։ с,Нт֊ =14 — ”РИ *,=0 (1-5)дх* дх9
Кроме того, необходимо удовлетворить условию на свободной 

поверхности и условию затухания

<зз։=0 при л*,«-—Л, Ип1Н=0 (1.6)
ЛГ?֊« *

С использованием (1.3), уравнение (1.2) переписывается в виде

Уравнение (1.7) интегрируется в пределах от —/1 до 0 в предпо­
ложении, что функция V вследствие малости толщины, не изменя­
ется по коордпнанте х2. Тогда, с учетом (1.5) и условия на свободной 
поверхности (1.6), получим следующее граничное условие:

Р1(Л+с°)^7-гР.^֊ =Р։(Л-Н£)֊ пуи -4=0 (1.8)

где
о о

а= |/(-4И-4’ ^=У‘?(^։)^՜։ 

-л —л
Таким образом, задача приводится к нахождению решения урав­

нения (11). удовлетворяющего граничному условию (1.8) и условию 
затухания при х'2-»֊со.

2. Приведенная выше задача имеет решение вида

№=.-1ехр( — Л1' 1— ^л։)ехр/-(«Г—кху) (2.1)
где

(2.2)
—искомый безразмерный параметр, харашернзующий квадрат ско­
рости распространения поверхностной волны, который определяется 
из следующего дисперсионного уравнения:

£(г<)=ЗЛй(ат։-1)-уг Т^т=О (2.3)

Здесь приняты обозначения

да№А_±1* (2.4)
р, \ Й / 0,14 Й -}-£«
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Необходимо найти решённе уравнения (2.3). удовлетворяющее усло­
вию затухания при а'^оо, то есть удовлетворяющего следующему 
неравенству:

о«1 (2-5)
Аналогичная идея осреднения уравнения движения для тонкого 

однородного слоя (£ = у-=0) была использована в [3, 4]. В лом слу­
чае показано, что уравнение (2-3) получается из точного .1 нецеремон­
ного уравнения задачи Ляпа при пренебрежении к?к՝ по сравнению с 
единицей. Естественна предполагать, что и в случае неоднородного 
слоя уравнение (2.3) применимо для достаточно длинных (по сравне­
нию с толщиной слоя) воли.

Легко показать, что функция / (н) (2.3) в интервале (0,1] имеет 
следующие свойства;

£(0)<0, £(1)=ф£А(а-1), £'(т})>0 2.6)
Отсюда следует, что для существования решения уравнения (2.3), 
удовлетворяющего условию (2.5), необходимо и достаточно выполне­
ние условия

а>1 (2.7)

Для задачи однородного слоя (е = у = 0), согласно (2.4) и (2.7), 
получается известное условие существования поверхностной волны 
Ляна, независимо от толщины слоя.

3. В случае )м = |12. (>։=Р2 выполняются условия теоремы .Алек­
сеева А. А. [5], согласно которой для того, чтобы существовала по­
верхностная волна, необходимо и достаточно, чтобы существовало • 
—А<х’<7), такое, что

1?(х;)>=/(х-) (3.1)

В рассматриваемой здесь приближенной постановке аналогичное 
условие имеет вил

(3.2)
В работе [5] доказательство указанной теоремы приводится при усло­
вии, что функция модуля сдвига имеет непрерывную производную 
второго порядка при—/Кх2<:со. Однако указывается, что •■»•«о ограни 
чение по должно быть существенным. Отметим, что условие (3.2) по­
лучено при условии интегрируемости функций /(л։). ?(*,).

Из сравнения (3 1) и (3.2) следует, что условие (3.2) является в об­
щем случае лишь достаточным условием существования. Однако условие 
(3.2) может быть и необходимым для широкого класса функций с 
учетом малости толщины Л.

Например, в случае степенной неоднородности [15,7]

/(л1)₽®(д:,)=х«Л֊я 
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условия (3.1) и (3.2) эквиваленты и приводят к одному и тому же 
условию существования поверх костной волны

(֊։н>( 1)’<
В случае /( с,)=:л.Л՜ ’. у=0 условие существования (2.7) прини­

мает вид
^>1-±
Р«Н| 2

Отсюда при |х։ = |1։, у։=(>г поверхностная волна существует, если 
՛ >0. Такой же результат следует из теоремы Алексеева, если считать 
ограничение на гладкость функции модуля сдвига несущественным.

ON THE LOVE WAVES EXISTENCE CONDITION IN THE CASE 
OF NONHOMOGENEOUS LAYER

M. V. BELL) В EK I AN

1ՈՀ11.1ր1Լ||1ւ1Ւ ՇԵՐՏՈՎ 13ԱՎԵ ԱԼԻՐՆԵՐ1» ԳՈՑՈհ^ՅԱՆ ՊԱՅՄԱՆՆԵՐԻ ՄԱՍԻՆ

Մ. Վ. Րէ)ԼՈՒք4)ԿՅԱՆ

Ամփոփում

Հետազոտված Լ անհամասեռ շերտով կցված ‘ամ ասեռ կիսատ արած ու- 
թյունում սահքի աքիրների տարածման խնդիրը: Շերտի բարակության պայ- 
մանի դեպքում ստացված Լ մակերևութային ալիքի դոյությսւն պայման; Ղի֊
տարկված են անհամ աս եռութ յան մ ասնավոր դեպքեր:
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УЛ К 534 I

ОДНОКРАТНОЕ ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ ИЗГИБНЫХ ВОЛН С
движущимся закреплением

ТРУБИН Ч В

Рассмотрена задача об однократном взаимодействии нзгнбных ноли н балке с 
движущимся закреплением. Вскрыт эффект преобразования энергии ноли на дви­
жущемся закреплении посредником которого являются силы полкового давления 
Приводится зависимость силы давления волн от скорости движения На основе точ 
лого решения проанализированы качественно различные случаи волнообразования 
Найдены первые интегралы задачи—законы сохранения энергии, волнового импуль­
са и числа квантов волновой энергий.

Изучению динамического поведения упругих систем с движущи­
мися закреплениями посвящено большое количество работ [1—3]. в 
которых основное внимание уделяется постановкам краевых задач, 
определению собственных частот и форм колебаний. Наряду с этим, 
в работах [■( 6] развивались волновые подходы к исследованию ука­
занных систем, которые позволили вскрыть механизм преобразования 
энергии волн на движущихся закреплениях, показано, что динамиче­
ское поведение упругих систем с движущимися закреплениями опре­
деляется волновыми эффектами. В связи с этим представляет инте­
рес выявление полного набора волновых эффектов и изучение осо­
бенностей их проявления с учетом конкретых моделей упругих сис­
тем. В данной работе проводятся исследования волновых эффектов 
на примере простейшей задачи об однократном взаимодействии упру­
гих волн с движущимся закреплением.

Рассмотрим отражение изгибных воли от абсолютно жесткого 
закрепления, движущегося с постоянной скоростью х», на примере бал­
ки, описываемой моделью Бернуллн-Эйлера (фиг. I).

Фиг. 1.



Пусть слева на движущееся закрепление падает гармоническая 
волна (фиг. I), колебания балки (л'С^'О представим в виде супер­
позиции волн

'2
и{х.1)—У Ллехр( £(«>«/—Л„х))-|-ДоехрО’(«,г/-֊Лох)) (1)

л=1

где и(х.1) -поперечное отклонение балки, Ла, ш0. Ао, Лл, шл, ^„—соответ­
ственно амплитуды, частоты и волновые числа падающей и вторичных 
волн. Из (!) и уравнения, описывающего колебания балки

На ■ я’яг«дд=О
где >’=£■/.՛> Л, £7 изгибная жесткость. рЛ —погонная плотность, 
для частот и волновых чисел следует дисперсионное уравнение

«г— ач;=о (2)

После подстановки (1) в условия на движущемся закреплении

й|х-,./=Мх|ж-р/=0
получим кинематический инвариант

ш<—^.т».-=1»0 к0-и. £=1,2 (3)
который означает равенство частот всех волн з системе координат, 
связанной с движущимся закреплением, а также систему линейных 
алгебраических уравнений, определяющих амплитуды отраженных 
волн

2
2 Л=-А, 
/-։

у *„4, = -^ 
: — 1

Для выявления физически реализуемых решений потребуем выполне­
ния условия излучения Мандельштама (для вторичных воли)

1^0, £=1,2
и ограниченности решения на бесконечности

« Ь- • <Р<^
которые на я«ыке кинематики воли можно записать в виде

<//г. <г. М>0 (5)

Таким образом, задача кинематики (2). (3). (5) об определении час- 
ил и волновых чисел вторичных волн отделяется от задачи динамики 
(4), состоящей в нахождении амплитуд.
Графически проиллюстрируем решение задачи кинематики па плос­
кости <о. к. где действительные частоты и волновые числа вторичных 
волн лежат на пересечении дисперсионной кривой (2) и прямой, изо­
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Сражающей кинематический инвариант (3) и проходящей через точку 
ыо, Ко (фиг. 2).

В зависимости от скорости движения возможны качественно раз­
личные случаи волнообразования, которые представлены на (фиг. 3). 
где схематично изображены бегущие гармонические волны и колеба­
ния. экспоненциально спадающие по мере удаления от закрепления. 
Критические скорое!и, отложенные на оси V (фиг. 3), имеют значения

Фнг. 3.

^р։=^ро(Г 2 — 1), т'крг = г'гР0(—1 — >2 ), где 1иГр0=2аА'0 групповая ско­
рость падающей волны, «».., = 9^—фазовая скорость падающей волны. 
При малых скоростях движения (фиг. 3 зона П, фиг. 2(а))
так же. как и при х»=0, возникает одна отраженная волна
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и экспоненциально спадающее от закрепления колебание

Wj== ( | _  _  i l l  _(. i %а_ ] [  2г> I T ՜  \

2 \  '̂rpo vm  x'rpo I  Угро v7m )

*.•=*'*o ( V  I ֊  — -------\ (6)
‘•’rpO ^r|iu ‘У  грО '

С увеличением скорости движении г’̂ О О *  возникают две от­

раженные волны (фиг. 2 (6 ), фиг. 3 зона I I I ) ,  одна нз которых распро­
страняется в сторону, противоположную движению закрепления, а 
другая— в tv же сторону, что н закрепление, отставая от него

-  \  1 гро  / 7

А ֊ 4 ,  +  Л  .  |/ +  i i  _ , ) l ( i  +  ] / ^ L .. 2 L _ ,  _  2 » . )
՛  "V  г  * ;и  / IV  I' » , „ /

„1 = I a . / , _ 2 L _ 2 L + ^ 1 / ^ Ж Г Л
2  V  'Угро ‘■’гро Угр я  '  LVpo v rpo /

* 5= * о ( | /  | ֊  +  — ֊ >  -  — )  Г ? ( 7 )
\  гро ^гро  РО /

Л - — У Л -  ^  + 1 /  — ֊  +  —  - 1
\  ® гр о  / / V  'У гро  гро  ^ г р о

При переходе через г>— у* отраженные волны меняют направление 

распространения на противоположное (фиг. 3 зона IV). Параметры 

отраженных волн для v^<^v<J0r ,̂0 описываются (7). И наконец, слу­
чаи движения закрепления навстречу волне со скоростью, большей 
Кр:|> изображен на фиг. 3 зона 1, отраженные полны направлены 

в сторону движения закрепления, параметры которых определяются 

формулами (7) При г/>г»Гро отраженных волн не возникает, так как 

падающая волна не может «догнать» закрепление.
Пусть на движущееся закрепление падает цуг гармонической вол­

ны длиной /0. Учитывая, что время его взаимодействия с закреплением



найдем длины цугов отраженных воли

/։—■•(£'—t'rpj) — /0; 13—т(г՛ T'ipj)^/0 —
х՛֊^

Зная время взаимодействия и длины цугов вторичных волн, запишем 
законы сохранения энергии и импульса для докригических скоростей 
^иООт

1Г0-ЬА>'=-1Г/։. Р04֊/^Р։ (8)

где энергия цуга, плотность энергии.

Pi^pdi - импульс ц՛, га, р: - — t>Fu,и, —плотность импульса, F 

= у )֊ (г.-t jff. eiiE |fl.

Из (81 видно, что энергия отраженной волны по равна энергии падаю­
щей, поскольку за время взаимодействия т закрепление совершает 
работу /'>'т. При этом имеют место следующие инвариантные соотно­
шения

— - — =/1=const. — = --=/,=cor.st 
и>0 w։ /70 kx

Wn W’i , Р» Рх ,---  =—-=/։ = COnSt, —- = — =/4 —const 
шо ш,

Два последних выряжают закон сохранения числа квантов волновой 
энергии [7]

Для закритических скоростей (f<x'B1,2, т?^>г>Хр։) законы сохране­
ния и еоотве tci ву ющие им инвариантные соотношения. принимают вид:

1Г,+К'։, Р04֊Рт=Р։ + Л
W2 . ։ Рй Р, Р, .—- = —- 4----- -  =/5=const, — = — -f- — =/e-=const

u>0 w, ш, kQ k. k,
При взаимодействии волн с закреплением имеет место эффект волно­
вого давления. Для отыскания постоянной составляющей силы волно­
вого давления приравняем изменение энергии, усредненное па перио­
де Т = 2л/(ту—«от/), работе силы давления волн и получим для докри- 
тических скоростей 

для закритических
Д \ <’гро /

Па фиг. 4 приведен график силы давления в зависимости от скорости 
движения.
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Таким образом, использование волнового подхода позволило впер­
вые вскрыть эффект преобразования энергии волн в балке с движу­
щимся закреплением. Посредником этого преобразования выступают 
силы давления волн. На основе точного решения проанализированы

качественно различные случаи волнообразования. Приводится зависи­
мость силы волнового давления на закрепление от скорости движе­
ния. Найдены первые интегралы задачи в виде законов сохранения 
волновой энергии, волнового импульса и квантов волновой энергии. 
Полученные результаты наглядно интерпретируют особенности дина­
мического поведения и мо։>г быть использованы при проектировании 
систем, содержащих упругие элементы с движущимися закрепления­
ми.

ONE TIMES BENDING WAVES INTERRACTION WITH 
MOOVING CLAMPING

M. V. TRUBIN

ԾՌՄԱՆ ԱԼԻՔՆԵՐԻ ՄԻԱՊԱՏԻԿ ՓՈԽԱԶԴԵՑՈՒԹՅՈՒՆՍ ՇԱՐԺՎՈՂ
ԱՄՐԱՑՄԱՆ ՀԵՏ

Մ. Վ. ՏՐ/ՌԲՒՆ

II. մ փ ս փ I) I մ

Դիտարկված Լ հեծանում ծռման ալիքնhրի շարվող ամբարման հետ միա­
պատիկ ։իոխաղդեуttif}յան մասին խնդիրը։ Ւարահայտված Լ շարժվող ամ- 
րարման վրա ալիքների էներդիայի փոխակերպս ան երևույթը, որի միջնորդը 
ալիքային ճնշման ուժերն են։ Ստարված է այիրների ճնշման ուժի կախումը 
շարժման ։որադո։թյունիր: Ոշդրիտ ք и լծման ՛իման վրա վերլուծված են ալի- 
քա դոյա րմ ան որակապես տարբեր դեպքեր: Ս տարված են Լներդիա լի պահ­
պանման և ալիքային իմպուլսի օրենքները, ինչպես նան ալիքային կնեըդիա- 
}/' քվանտների թվերը։
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РАСПРОСТРАНЕНИЕ ВОЛН В ПОЛУПРОСТРАНСТВЕ С 
НЕРОВНОЙ границей

АМБАРЦУМЯН В. А.. 1ПЕКОЯН X. В

Рассмотрено распространение упругой волны и ее взаимодействие с неровной 
поверхностью. Получены формулы для колебаний неровной поверхности н двух слу­
чаях, когда на нес падает поперечная п продольная волна, Приведены аналитичес­
кие выражения для плоской поверхности, которые сравниваются со случаями не­
ровной поверхности.

В настоящее время достаточно полно рассмотрено отражение и 
преломление сейсмических волн в случае плоской границы [1— 4].

Однако длины сейсмических волн обычно сравнимы с характер­
ными размерами неровностей земной поверхности, поэтому модели с 
плоской земной поверхностью не всегда являются адекватными при­
ближениями. Здесь существенно учитывать «шероховатость» земной 
поверхности. Вопросы отражения и преломления от неровной поверх­
ности представляют, в частности, практический интерес для инже­
нерной сейсмологии.

В настоящее время работ, где учитывается неровность границ 
среды, не очень много [6—8].

Целью настоящей работы является как-то дополнить этот про­
бел, изучая распространение, отражение, преломление от свободно։։ 
неровной поверхности сейсмической волны, а также колебания неров­
ной поверхности под воздействием сейсмической волны в получить 
простые выражения для перемещений поверхности Земли, удобные 
для применения на практике.

I. Общие уравнения и постановка задачи
Рассматривается распространение сейсмической волны в полупро­

странстве с неплоскон поверхностью. Предполагается, что среда изо­
тропна и однородна, Предполагается также, что интенсивность сейсми­
ческой волны так мала, что можно ограничиться линейной теорией. 
Задача решается для двумерного случая.

Уравнение границы поверхности задается функцией х‘з=’| (л՛։) 
Твердое тело занимает полупространство д-3>ф.

Предполагается, что пол углом а в направлении АО, распрост­
раняется гармоническая плоская волна {фиг. I). Тогда, как известно 
[9]. будут две отраженные волны- одна под углом а, а другая под 
углов 3- Если падающая волна продольная (Р-волиа), то угол отра­
жения для отраженной Р-волкы будет <՛, а для отраженной попереч- 
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ной волны—0. Когда падающая волна поперечная (ЗУ или БН-волна). 
тогда отраженная поперечная волна составляет с осью Охз угол а, а 
отраженная продольная—угол 0. Ось Охз направлена в глубь среды.

Уравнения движения упругой среды в потенциалах сводятся к 
двум следующим уравнениям [9].

д.х] Эх’

#±,01 Г-^'1 
дх] Эх’ дГ-

(М)

(1-2)

где Ф—потенциал продольной волны, 4—потенциал поперечной волны, 
С]=”(/. ‘ 2и)р՜* —квадрат скорости продольной волны, С*—рр-1-квадрат 
скорости поперечной волны, Л и р —коэффициенты Ламе.

Перемещения выражаются через потенциалы следующим образом:

<Л =

ЭФ эр 
дхг дх3

(1.3)

ЭФ Э4
(1-4)

Эх, дху

Для дальнейших расчетов понадобятся также следующие выражения 
для компонент напряжений:

<>։Ф
3»-(к+2н)^

+,<^ф
1 дх\•>

—2р —■— 
Эх։Эх։

(15)

. Э’ф Э։Ф л дЧ (1.6)+'՝^? 4՛ 2^ , , ■ 
Эл^ЭХд

/о Э’ф дЧ \ (1.7)-П—I1 ( ֊ , \ Эх։Эх3 1 Эх’ /
На поверхности хз=ф(х։) напряжения исчезают

'зз“=|з“=0 при Х3-?(Х1) (1.8)

2. Решение задачи при малоискрив ценной границе 
Решить поставленную задачу для произвольной функции ц пред­
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ставляет значительную математическую трудность. Поэтому постав­
ленная задача будет решена для малоискринленной границы, будет 
использован метод возмущений, изложенный в работе [6]. Суть этого 
метола заключается а следующем: выбирают малый параметр, раз­
лагают в ряд при х3=0 соответствующие величины н уравнениях 
(1.8). Таким образом, одна задача сводится к решению ряди задач. 
Первой задачей считается нулевое решение, соответствующее случаю 
плоской свободной границы

«’«-*<’»=0 при *3=0
Во второй задаче учитываются вторые члены разложения в граничных 
условиях (1.8). Это соответствует первому приближению В третьей 
задаче, которая соответствует второму приближению, учитываются 
третьи члены разложения. Аналогичным образом составляются и 
другие задачи более высоких приближений.
В этой работе будем ограничиваться первым приближением.

Предполагается, что: I) глубина неровностей мала по сравнению 
с длиной падающей волны, 2) малы наклоны поверхности по отно­
шению к средней плоскости.

Введем местную координатную систему х (/—1,2,3) так, чтобы 
ось х3 была направлена вдоль внутренней нормали к поверхности, 
а оси л՜, х', были близки к направлениям- соответственно, осей х։ и х2. 
Тогда .можно написать

х;=«-*х* 

причем а,|(/=1,2.3) принимаются равными единице, а коэффициенты
/Л) считаются малыми первого порядка.
В новой координатной системе х'( напряжения преобразовываются 

следующим образом: <з^=«3,иаГяз„։п=0. Написав последнее выражение 
для э33 и с13 до членов первого порядка малости и разлагая пос­
леднее в ряд по степеням ч>, ограничиваясь членами первого порядка 
малости, получим следующие соотношения:

(2-1)

Таким образом, вторая задача сводится к решению системы 
ний (1.1) и (1.2) с неоднородными граничными условиями (2.1) 
Если в нулевом приближении, в плоскости х3=0, напряжения 
ют, то в первом приближении они не исчезают, но малы и 
порядок с.

Решение нулевой задачи известно 19]. поэтому приведем лишь 
окончательные выражения для смещения точек плоскости д'з^О, кото­
рые необходимы для дальнейших сравнений.
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Для падаюшей продольной волны

Ц=/ехр(/;)(1-т Р2<?3“։)[А+Р։(2иЛ)-։].4о. при х, = 0 (2.3)

Ц?=/ехр(к)р,(1 Ь2ЛЛ։(?1(^Р.1)"‘Ио1 при х,=0 (2.4)

где

<Н(*։ Щ 4-2Р^, р։=2Л*։֊ад,(2нЛ£3)֊‘

(?3—2^3-)-Лйр։(2иА/г։)“’, —ш/, кг. А’—

кг~кс1£*, к> 6с1£3 волновое число падающей волны, «֊-частота, 
/—время, ЛЛ—заданная амплитуда падающей волны.

Для падающей поперечной волны:

-*Мо։П— Р2РГ։-4Л’(р։О5)-’рАя1ехр(/;) при х,=0 (2.5)

(7։=/АД0։[1 Ь4Л։^иЛл(^,^3)-1|ехр(/«) при х,=0 (2.6)

Приступим к решению задачи первого приближения. Для даль­
нейших расчетов необходимо преобразовать граничные условия (2.1) 
и (2.2). Подставляя в правые части выражений (2.1) и (22) соотно­
шения (1.6) и (1.7). а потом решения нулевого приближения, форму­
лы (2.1) и (2.2) приму։ следующий вид:

в1ДО)=С(^)?ехр(/Лх1) (2.7)

=,1(0) = [т(*)?+Л։(*)^- ехр(«,) (2.8)
<4

Конкретные виды функций С(л*), Т (к) и М(к) различны в зави­
симости от типа падающей волны (продольной или поперечной). По- 
это.м} они будут приведены в дальнейшем изложении.

Решения системы уравнений (1.1) и (1.2) при граничных условиях 
(2.7| и (2.8) следует искать н следующем виде:

Ф=(2-)|/֊<хр(-/<■>/) | М1ехр(/>։)4-В1ехр(р,)]^ 

>=(2-)|/2ехр(—/«/) | Маехр(Ь3НЯ,ехр(1*4)|</6

(2.9)

(2.Ю)

где
>։=*х,4 £։л-л, >։=/гх1-А'։л-3, >3=/гх։ + ^х։. у4=Лхг—Л։Х3.

Пусть падающая волна продольная, тогда в выражениях (2.9) и 
(2.10) следует подставить /!г=0. Учитывая соотношения (1.5) — (1.7) 
и подставляя решения (2.9) и (2.10) в граничные условия (2.7) и 
(2.8) и делая обратное преобразование Фурье, получатся следующие 
алгебраические соотношения:
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֊Р,(Л։4-я։)4֊2р*М==о (2.11)

2^(£8-Л։)+*я£,«Нр-։ (2.12)

где
+ <«

О=(2-)֊>/2у (2.13)

— X»
4՜ **

Н~ (2»)֊>» [ [т?+.И Ъх, (2.14)
7 1՜ дхх ]

Решая систему алгебраических уравнений (2.11) и (2.12). для коэф­
фициентов В։ и В2 получатся следующие соотношения:

5։=(?,03-։Л,+//(։*р,)֊։-Ап6(2рАЛлр3)֊։ (215)

^=(М^)֊ч<?։(ЧРА-։)^1+И-
(2.16) 

-М2и**А) ]0+ (?Л(Рз19-’}
Для нахождения колебаний границы полупространства необхо­

димо подставить решения (2.9) и (2.10). с учетом значений коэффи­
циентов (2.15) и (2.16), к соотношения (1.3) и (1.4), тогда получится 
сумма нескольких ните։ радов.

Для расчета интегралов (2.13) и (2.14) нужно задать вид функ­
ции <р. Однако более удобно задать функцию искривленности границы 
в виде ряда Фурье. Предполагая, что ? удовлетворяет условиям для 
разложения в ряд, можно написать:

ОО
?Л1ехр(йп^х1) (2.17)

т—-30

где ?=2тгА, А —периоды неровностей в направлении осн координат 
Хх, Тогда, учитывая, что

Ч£) = (2-)-’ \ ехр(/^х1у/х, 
V — X-

где 6 (/Г)— дель та -функция Дирака, для интегралов (2.13) и (2.14) 
получатся следующие выражения:

б«=(2*)։'2С(*Г£ ?т3(^) (2.18)
л։——с»

/У=(2^)>/2 I Т(к) 2 4- ^И(Л) У т^тЬ(т^)
т~—<* г,ч-. —оо

(2.19)

Выводы формул для перемещении точек неплоской поверхности 
границы будут сделаны для случая т=1, в формулах (2.18) и (2.19).
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Расчеты будут сделаны для фиксированных значений волновых чисел, 
поэтому будет положено, что

(2.20) 
еде Ло:. <|-—постоянные величины.
Интегрировать интегралы удается, когда ё=к—к«, а это означает, 
что длина неровностей поверхности сравнима с длиной падающей 
волны. Именно этот случай часто встречается па практике. Тогда для 
Смещений поверхностных ючек получатся следующие выражения:

£/։=/ехр(~4и>/){Ы01ехр(1»1) ^‘ЮИи-СтЛ^^М՜՜1 +

4Т<Р։Р֊։|ехр(/>2) | (2иЛ)֊Ч<?։7'<Р1(11(?։)֊’ + <?։(։4-р^։-։)4։4-

• [ I— ЛлЗ։(2р№։р3)-1|С?։|ехр(/-'<)) при х3=ф, (2.21)

^ав^ехр(-/а>/){Л։Л<։։ехр(п։)—*,<?-’] раЛ0։-ЛЛ?1С(2рЛЛ3)՜1 -?

4 ?։Ги֊։]ехр(Ьа)Т(2и*л)“։|р1(14֊Р,Р7։)Л1 1-?7^<?з(^з<?э)-1 +

411—МЛ(МбзСз)_։1С<р։|ехр(Ь4)} при х3=? (2.22)
где

С(Л)-2/Л։(?1<?уЧй.42^3).40|, Т=-2/*։Р; «|4ЛЧ^ +

+ад։|Лор ;И = 8«ад։(?}М01, (?։=^(Х4-2р)4-*?-

Сравнить полученные выражения (2.21) и (2.22) с соотношениями 
(2.3) и (2.4) можно только в точках хз=0. Подставляя в выражения 
(2.21) и (2.22) л՜:,—0. получатся выражения, где только первые сла­
гаемые совпадут с выражениями (2.3) и (2.4). Таким образом, коле­
бания выбранных О‘'ск криволинейной границы сильно отличаются 
от колебании этих же точек при плоской границе.

Пусть падающая волна поперечная, тогда в выражениях (2.9) и 
(2.10) следует подставить Л(=0. Поступая аналогичным образом, 
как это было сделано при /12 = 0, можно получить систему алгебра­
ических уравнений относительно В. и В2. Решая эти уравнения, для 
коэффициентов В; и Ег получатся следующие выражения:

Я։-4р^3М<?^з)-^։42Л^^«?1<?з) М^М'МАЧ-’К^Г1

5։=<?։’?з։.4а4-2^((?։(?3)-։(74-(!^,)-։^

Аналогично. как по было сделано при падающей продольной 
волне, можно для смещения неровной поверхности получить следую­
щие выражения:

Ц=гехр( А’>/){[(2։/1„ | 1?։7՝1<?.Г^։схр(/\)-

—.4о։/г3ехр(г>3) I [4р^3*^71Л02-(1-4иЛ։45^3С[-1<?71)Со1—

—2^А3Тф։(?7։]<?։ Чехр(/-^)} при хд=?, (2.23)

£/3=։ехр(—М)(Миехр(Ь3) ]-[ 44’£3иА’л<?з хЛо։4(1 “
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4-*РГЧ<Мад-Н։Гп-։4 2МС?։(?гх)ехр(/\)} при х,«<? (2.24)

где

С(Л)—2/ЬЬ,|1[ 4 Ь3 4- р- ’(кг) IА м

Т(Л)-^(4^рГЧЛя)(։֊р,(?^)До.

Л1(*)=2|^л( 14֊ Р4(?г։)( 1 )ЛМ

Подставляя х3=0 и сравнивая с соотношениями (2.5) и (2.6), 
можно видеть, что как и в случае Л։ =0, искривленность границы 
существенно меняет колебания выбранных точек свободной поверх­
ности.

Нетрудно заметить, что полученные выражения (2.21) —(2.24) 
легко обобщить для различных значений т, однако из-за громоздкости 
формул здесь не приводятся.

С помощью формул (2.3)—(2.6), (2.21) —(2.24) можно вычислить 
горизонтальные и вертикальные перемещения неровной поверхности 
в точках х։=0 и оценить влияние неровностей свободной поверхности 
на колебания выбранных точек, сравнить их с колебаниями аналогич­
ных точек плоской свободной поверхности. Результаты численных оце­
нок приведены в таблице. Величины в таблице—безразмерные. Расче­
ты сделаны для грунта, для которого С^Ст'^гЗ, Случай кф։=0 со. 
ответствует плоской поверхности полупространства.

Таблица

Hü
|L |L’3|,*A 0!

2—15° a—30°| ։—45 >|з. 15е 1’- 30° i-45°

0 2.3 4.74 2» 16 10.43 4.43 1 »9
0.1 0.66 3.593 1.728 10.41 4.58 2.11
0.2 3.62 2.716 1.296 10.39 4-72 2.33
0.3 6.58 1.839 0.864 10.36 4.87 2 .54
0.4 9-54 0.S62 0.432 10.34 5.02 2 .76
0.5 12.5 0.085 0.01 10.31 5.16 2.97

Как видно из данных, приведенных в таблице, наличие неров­
ностей поверхности, даже при малых шаченнях «ц , приводит к сущест­
венному изменению перемещений поверхности.

Авторы благодарят А. Г. Багдоева за ценные консультации, а 
также участников семинара «Волновые процессы» Института меха­
ники АН Армении.

THE PROPAGATION OF WAVES IN SEMI-SPACE WITH THE 
ROUGHNESS BOUNDARY

V A. AMBARTSUMIAN, A. V. SHEKOYAN
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УДК 339.374

ОБ ОДНОЙ УТОЧНЕННОЙ ТЕОРИИ АНИЗОТРОПНЫХ ПЛАСТИН 
ПЕРЕМЕННОЙ ТОЛЩИНЫ

КИРАКОСЯН Р М

Из примере ортотропных пластин предлагаемся один здриапт уточненной теории 
анизотропных пластин переменной толщины, способной учитывать поперечные на­
пряжения при удовлетворении поверхностных условий Предлагаемая теория явля­
ется обобщением теории С А. Амбарцумяна на случай пластин переменной толщины,

Известно, что прочностные и упругие свойства современных ма­
териалов и поперечном направлении существенно уступают свойствам 
в направлении армирования. С другой стороны, оптимальное проек­
тирование приводи! к тонкостенным конструкциям переменной толщи­
ны. Эш обстоятельства выдвигают на первый план вопросы построе­
ния у-очненпых георий анизотропных пластин :՛. оболочек переменной 
толщины. Аналогичные вопросы при постоянной толщине обстоятель­
но рассмотрены в известных монографиях [1] и [2]. В монографии 
[3] приведены результаты обширных исследований по уточненной 
теории пластин и оболочек переменной жесткости, основанной на 
гипотезе прямой линии.

В настоящей статье на примере ортотропных пластин предлага­
ется одни вариант уточненной теории анизотропных пластин пере­
менной толщины, способной учитывать поперечные касательные на­
пряжения при удовлетворении поверхностных условий. Предлагаемая 
теория фактически является обобщением теории С. А. Амбарцумяна 
[2] па случай пластин переменной толщины.

/. Рассмотрим пластинку переменной толщины И, изготовленную 
I՛.?. ортотропного упругого .материала, главные направления которого 
параллельны осям прямоугольных декартовых координат х. у. и 
Пусть на пластинку действуют поверхностные нагрузки с интенсив­
ностями X", /.*, приведенными к единице площади срединной
плоскости г=0. Здесь и в дальнейшем знаками » и «4՜* будем 
отмечать величины, относящиеся к погерхностя.м г— — А/2 и г— ЬА 2 
Соответственно. Условия крепления краев пластинки произвольны. 
Считая, что материал обладает слабыми упругими и прочностными 
свойствами в поперечном направлении, попытаемся построить для рас­
сматриваемой пластинки переменной толщины уточненную теорию, 
учитывающую влияния напряжении т.,., и при удовлетворении со­
ответствующих условий на поверхностях г= 4 й/2.
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В основу предлагаемой теории ставятся следующие предположе­
ния:

а) нормальное к срединной плоскости пластинки перемещение 
не зависит от координаты <;

б) влияние нормального напряжения з, не учитывается;
в) касательные напряжения ". и т,. но толщине пластинки меня­

ются по законам квадратных трехчленов

'«=4 г’ь, + <1.1)
где •>/ и ՛!>/— искомые функции координат х. у.

Направляющие косинусы внешних нормален поверхностей плас­
тинки V- и •*+ определяются формулами |4|

11а каждой поверхности пластинки необходимо удовлетворить 
три условия. В силу предположения 6) одно из этих условий отпадает, 
а остальные принимают вид:

дЬз+------Н՜ — 2՜
Хдх жуду

-2Х՝

^+^2^-2^ <ЕЗ>

Дифференциальные уравнения равновесия сплошной среды при отсут­
ствии объемных сил имею! вид [2]

^£ + ^ + ^=0. + (1.4)
дх ду дг дх ду дг

дх ду дг
С учетом (1.1) и обобщенного закона Гука ортотропного материала 
можно написать:
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е.

а//л . дм , , .
— - + — =<М>1Наг дх
ди у ,

Г у — ^44 '1 гЛ.»4?:! Гг ^41?3
ог ду (1.5)

где Л//-упругие постоянные материала. и> -прогиб, и, и пере­
мещения пластинки вдоль осей х и у соответственно.

В рамках классической теории упругости законы распределения 
касательных иаиряжепин (1.1) соответствуют линейному изменению
напряжений зЛ, эу, хЛ.у, а следовательно, и деформаций ех, еу, еху по 
координате г. Соблюдая это соответствие и имея в виду (1.5), полу­
чим:

ди> ,//|=п—г— -1 2а<л>„ 
дх

ди д։и) , а-^.
дх дх2 дх

ды , иу=у-г—
ду

ди 
еУ.= -֊ 

ду
дги)— 4-֊а
а/

д21 (1.6)

ди 
ау

дт 
дх

д*ш

- « аи R ду > 
' А ”1՜ °12 А гдх ду

дхду

дх1

а>։
Г2՜ + адх 51

ду՝ дх

(1.7)
„ ду п ди

2у — ^2’ т՜ “ 7'п ~ г 

ду дх
п д2и< п а<р. п

'22 . ~ ^12 уТ "։га55 “ '-^ла\.\ау3 дх՝ дх
/п а2«» а^։ а^։ \
\ дхду ду дх /

ди ди 
ду ' дх

Здесь и, г —-соответствующие перемещения срединной плоскости плас­
тинки, Вц —коэффициенты, которые выражаются через упругие 
постоянные материала с помощью известных формул [2].

примут
основе (1.1) и (1.7) внутренние усилия и моменты пластинки 
вил:

а// д
дх \ ду

ЛЬ-

.. ,, . /ди ду\ .. И /.п ..$ = ВввА( —+ ). Л,= —(12-^ Л2«
\ау дх / 12 \

Д. = ֊(12>,+^)

/ „ д'ы .. д՝и> г> <*?! , » Л;( ։։^՜ п57+ ”я“^+ ,։"

(1.8)

12к ду*
д"и>
ал-2

^ла55 V՜1' 

дх
{>8



■п-(֊2—- 
12 \ дхду

</?, I ^|1

-г-о\> дх (1.9)

2. Выражения расчетных величин пластинки содержа । девять 
неизвестных функций— ?,, (/=1,2,3) и перемещения срединной
плоскости и, г՛, к՛. Для определения этих неизвестных необходимо сос­
тавить девять независимых уравнений со своими ■ рлничнымн условия­
ми. Пять из них получаются из уравнений равновесия дифференциаль­
ного элемента срединной плоское։и [2]

где

д!\ д$ дТу о8 у-----------Р —
дх ду ду дх

дХх
дх дудх ду

7^_.

дМ- дН
■ —

дх

(2 1)

Л5=Г 1-А*֊ Г2=Г |-К , /-
(2.2)

Остальные четыре уравнения получаются из поверхностных условии 
(1.3) Разрушающая система уравнений распадается па две самостоя­
тельные системы, одна из которых относится к плоско։՝! задаче, а дру­
гая -к задаче изгиба пластинки. Эти системы имеют вид:

а) Плоская задача.
Уравнения равновесяя-

» в,^ + 
дх-

\

/дхду (2-3)
/ди \^а 

° \ду дх )ду 2

/• R °4՝ Л /Л?”<у
д'* и

дхду (2.4)
. до
■и у +

2

Из поверхностных условий следует

»,»֊[х,+ (в,^+в
Л | \ дх

ди \дк 
'2дх)ду

дъ \д/1 
дх/дх

(2.5)

֊1 г, + (виу?+в
Л I \ ду

Ч Ввв
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б) задача изгиба.
Уравнения равновесия—

3(4?1֊А’?։)^' + 3(41,+АЧ։)^ ֊) +
дх ду \ дх ду / (2.6)

4- Л։ + —)=֊12^2 
ду /

А։ ^(/уп.тб)^ -В„а„0̂  -5Л^֊
дх3 ” "'дхду2 ^дх2 м 55 ду2

+злI(Ви5?: 8^~
R а R 7 д'^\д/1^’1а5Г. \ "ий<1Т՜ ) —дх ду /дх

<Ах՛
дхду

( 2.7

-й։.,^-ан^^1=12х։-12?1-Лч
дх ду /ду |

А՛ I а,։~ +(В,,+2Й.,) у-- ֊ Й։А^֊ Вма*±՝ ֊ 
оу3 дх2ду ду2 дх2

,п п \ I , //-> д2& п д2и—«м(Д։ + ^н)т-у- ЗА \ВЫ-— 4-Я1а —
охду \ ду1 дх2

дх
дъ՝ \о/1 
ду /ду + *вв \ дхду (2.8)

д^1
- “К ~ ֊ «44 

ду
д^1 \д/1
дх /дх

= 12Г1-12Ф1-А։1>а

Из поверхностных условий следует

Ъ ^|4Л,-4Т1-Л (ви — -^ 
I \ дхг

Rв՝^ R а~ ^Н«55 3 дх
д \>, \д/1 ..«.I— ) — 
ду /дх

Э21£| д*՝ д՝\\дк |
дхду ду дх/ду I (2.9)

Л»
Д’*^ьй-’Й՛

ду дх”

(2.^ _ а„^
\ дхду ду

В.лЛ՛֊
дх

а д±ЛдЛ
<։ дх /дх

~ В

Подставляя (2.9) н (2.6) ֊(2-8). получим

л-| Вп֊^+(В„+2Ввл) 
дх3

д3^ дИ
охду2 дх

В., д3^
'23 туоу3

■ЫВ,։+2ЙИ)^- 1^1 . л[(С.Л, с\.8„)^ + 
0хМу]ду| | дх2

(2.Ю)
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d'HXd'w ծ՛1 և ժ2// \d։w
՚*^ր?Ժ7

, (fth
+-43и d'h d։w 

дхду дхду11 .ն ՜> ժ.\՜2

(2.11), (2 12) и (2.14) составляю! разрешающую систему уравнений 
задачи изгиба пластинки.

Таким образом, уточненная теория ортотропно)' пластинки у рас­
смотренной постановке описывается уравнениями (2.3). (2.4), (2.11), 
(2.12) и (2.14). Система этих уравнений подобно случаю пластинок 
постоянной толщины [2] имеет 10-й порядок. В соответствии с этим, 
на каждой кромке пластинки следует ставить пять краевых условий— 
два для плоской задачи и три—для задачи изгиба. В качестве этих 
условий можно взять известные краевые условия уточненной теории 
пластинок постоянной юлщипы [2].

В заключении отметим, что если в выражениях зХ։ зу, хху мы оста­
вили бы члены с множителями г։ и г3, го, кроме нарушения положе­
ний классической теории упругости, невозможно было бы исключение 
из поверхностных условий ?й, с3, э2, Ф3 и общая разрешающая сис­
тема уравнения имела бы 14-й порядок. В случае же пластинок пос­
тоянной толщины учет этих членов не. связан с принципиальными ос­
ложнениями и не приводит к повышению порядка разрешающей сис­
темы.

ON THE ONE IMPROVED THEORY OF ANISOTROPIC PLATES 
WITH VARIABLE THICKNESS

R. M. KIRAKOSIAIX

ՓՈՓՈԽԱԿԱՆ 2ԱՍՏ11ԻԹՅԱՆ Ս.ՆԻ<»11Տ1'11Պ ՍԱԼԵՐԻ 11Ի ՃՇԴՐՏՎԱԾ 
ՏԵՍՈՒԹՅԱՆ 11ԱՍԻՆ

Ik 1Г. ււէՓԱԿՈՍՅԱն

Ա մ փ ո փ и I մ

Օրթ ոա րոսյ Աէպերի иր ին ա կ ի վրա առաջարկվում /; փոփոխական հաս- 
էՈՈէթյան անիզոտրոպ ոտքերի ճշզ/սովւա) ա hum (I յոէն, որբ հաչվի /, աոնոէմ 
քա շնական լարումները՛ ճշզրիւո բավարարելով մակերևութային պայմ ան- 
ներին; 4. пшу տ րկվւ։ ղ ա ես niff յսւն ը, փաստորեն, Հանդիսանում Ւ. Ս, Ս.. Համ­
բարձում յանի տեսության ընդհանրացում ր փոփոխ ական ' աս ա ութ յան սալերի 
•»uni ար: 
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____ ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ ПАУК ЛРМе6>1 И_____
lri.[4juiG|> 1рч 44, з, ]yy| Механика

УДК 539.3

НЕЛИНЕЙНЫЕ КОЛЕБАНИЯ ПРОВОДЯЩЕЙ ПЛАСТИНКИ В 
ПРОДОЛЬНОМ МАГНИТНОМ ПОЛЕ

БАГДАСАРЯН Г Г... ХАЧАТРЯН Г М

В район-. нехотя их м.чгпнтоупругой теории гибких ц.?;:стин. изучены нелинейны:՛ 
колебания плис: ники полосы п продольном пос**»::««»» магии гном поле. Получено 
алгебраическое уравнение, которое сьялыплст <-.՛■ плехену.о частоту и амплитуду ко­
лебаний

Численным иесладоипинем этого уравнины выян.ц-но влияние амплитуды ч 
мп::։чтпого поли ил игнонные ХарлхтсрИстпк։| магпаiоулругих колебании.

/ Пусть упругая изотропная пластика-полоса постоянной тол­
щины 2И отнесена к декартовой системе координат д-։, ,гг, х3 так, что 
срединная плоскость педеформироваиноп пластинки совпадает с коор­
динатой плоскостью л-| л\* Пластинка, занимающая область (0<л"։<«. 
—оо<уу2<;оо. — изготовлена из проводящего материала и
колеблется в вакууме при наличии внешне՛:о постоянного магнитно­
го поля с заданных: вектором напряженности //о(//1.|, 0. 0). Граничные 
условия на длинных сторонах пластинки (х։ = 0, л։=а) таковы, что 
она колеблется по форме цилиндрической поверхности с образующими 
параллельными координатной линии Ох. (все величины не зависят 
от координаты л*2) магнитная проницаемость материала пластинки 
считается равной единице-

Будем пользоваться основными предположениями нелинейной 
теории пластин, считая справедливой гипотезу магпитоупругостп тон­
ких тел [I]. Будем считать также, что влиянием 1ангенциальных со­
ставляющих сил инерции и токов смешения на характеристики маг­
нитоупругих колебаний пластинки можно пренебречь.

В силу принятых предположений система уравнении нелинейных 
магнитоупругих колебаний, полученная в работе [2]. принимает вид.

.* +±£ = 0 
дх\ с д(

д[ _ 4пс /, /71± скс \ _ А1
г>л*։ ' с \ Т с д1 )

дги дти з(|— V») /. ди>\/ Н^дю\
+ + ~^Г V + <,։ V + 7՜ д!

о^+2^ + ^Нм Г +
у-Ч дН с \ с д1 /
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2£й d [дю oit 1 / d<i.՝ \- |r —l=° <U)
где «(л\, /). k(.v։, /) - искомые перемещения точек срединной плос­
кости пластинки; О(х։, 1} -искомая тангенциальная компонента ин­
дуцированного в пластинке электрического поля. /(.vi։/) искомая 
нормальная компонента индуцированного в пластинке .магнитного 

поля Л(й։. О,/); /)=^/:7/'УЗ( 1 —иеская жесткость, —мо­
дуль упругости. V—коэффициент Пуассона, о—электропроводность, 
р—плотность материала пластинки; /.՛ / —неизвестные граничные зна­
чения тангенциальной компоненты /ii(x5, х.;, 1) па поверхностях х3= 
= ±А пластинки.

Величины й^, входящие в (1.1), определяются из решения урав­
нений Максвелла 1ля окружающей среды

roiA^=O. divA<H=0 (1.2)
при граничном условии

Л^=/ (1.3)

па поверхности пластинки и условии затухания электромагнитных 
возмущений на бесконечности. При решении краевой задачи 1'1.2) — 
(1.3) принимается, чти пластинка бесконечна. Тогда указанная крае­
вая задача легко решается. тля неизвестных ir՛ получаются выра­
жения

Л±=. (1.4)
’ k дх

В (1.4) к -волновое число, которое, в зависимости от граничных 
условий на контуре пластинки и от напряженности внешнего магнит­
ного поля, определяем асимптотическим методом решения соответст­
вующей линейной задачи, предложенный н работе [3]. Причем, как 
показано в [3]. ошибка, вносимая асимптотическим методом и пред­
положением бесконечности пластинки при онредслеиип hf и харак­
теристик магпптоупругвх колебании, пренебрежимо мала.

Учитывая (1.1) из (1.1), путем исключения функции *

àw_ =_ <?k df_ k 1Ч-йй .
àt 4*з dxx ' ° kh.

получим следующую систему дифференциальных уравнений, описыва­
ющую нелинейные колебания проводящей пластинки-полосы в про­
дольном магнитном поле:

д։и àw d-w (1— >М/г0/ , ды \д; __

D j 9 . àf _
dx^ dtl 2 г dx։
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ЪЁЬ д [бМ1 | ди I 
1 — у։ дл\ 1дх։ I дх։ 2

У 
’..(/Д', / (1.1)

где «(л՛,, 0, к'(лр И—искомые перемещения точек срединной плос­
кости пластинки; б(х։, О искомая тангенциальная компонента ин­
дуцированного в пластинке электрического поля. /(д',./) -искомая 
Цррмальйая компонента индуцированного в пластинке магнитного 

поля А(А։. О,/); £) =2/?А3/3( I 'г) -цилиндрическая жесткость, мо­
дуль упругости, е коэффициент Пуассона, о—электропроводность, 
р—плотность материала пластинки: ' —неизвестные граничные зна­
чения тангенциальной компоненты /ц(.с։, х3, I) на поверхностях х3 = 
= ±к пластинки.

Величины к՛֊, входящие в (11). определяются из решения урав­
нений Максвелла для окружающей среды

Го1/МН^(), (ПуА">=0 (1.2)
при граничном условии 

А<'>=/ (1-3)
на поверхности пластинки и условии затухания электромагнитных 
возмущений на бесконечности. При решении краевой задачи (1.2) — 
(1.3) принимается, что пластинка бесконечна. Тогда указанная крае­
вая задача легко решается, и для неизвестных А+ получаются выра­
жения

1 д1 
к ()х

(1.4)

В (1.4) к- волновое число, которое, в зависимости от граничных 
условий на контуре пластинки и <л напряженности внешнего магнит­
ного ноля, определяем асимптотическим методом решения соответст­
вующей линейной задачи, предложенный в работе [3]. Причем, как 
показано в [3], ошибка, вносимая асимпготическим методом и прел 
положением бесконечное«к пластинки при определении й* и харак­
теристик магнитоупругих колебаний, пренебрежимо мала.

Учитывая (1 II из 11.1) путем исключения функции ?

, /7Г„ сАо !: 1 'к,‘ (1.5)
с 61 4-а дх1 ’ ° Ай

получим следующую систему дифференциальных уравнений, описыва­
ющую нелинейные колебания проводящей пластинки-полосы в про­
дольном магнитном поле:

/-/о։^.\±С = о
Л*? г дххдх\ 4^/: V дхг)дхх

«. д/и —--- -‘ ''-И--------------------------
д.с] др 2- дхл
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2£7/ а (спи [ ди 1 /дю V 1 ГТ
1—’ дх1 |дх։ 1 <?х։ 2 ^х, ) ) а 11

4" д / - Л
ЭТТ Ь^д։ \ 1 01 йх, 1— ՝-’ (1.6)

В случае идеально проводящей пластинки о—ос уравнения (1.6) 
принимают вил

(Ри <лс (Рю дю д։и>
"Ч лг, Л«- "<)х1<*4~

Л ,</•«’ Ь'Лз (РюО - - 2у!1 - ֊ ------ _
си д։՝ |-у’си*

2Ы д |ЭГ0 / дю \г |1=0
!->■ дл, Ьх։ 1 ОХ. 2 \ дх1 ) 11

I до

,.^'6.1)2֊к к1 ЛЛ/ (1.*)

При решении конкретных задач к уравнениям (1.5) должны быть 
присоединены обычные условия закрепления краев пластинки и гра­
ничные условия для нормальной компоненты / индуцированною в 
пластинке магнитного поля на торцах пластинки. Если край пластин­
ки неподвижен в поперечном направлении, го можно принять, что 
компонента индуцированного электрическою поля на этом краю 
равна нулю [1].
Поэтому для рассматриваемой задачи, если принять, что края пластин­
ки л-)=0 и х; =и в поперечном направлении неподвижны, то гранич­
ными условиями задачи помимо известных условии закрепления кра­
ев пластинки, согласно (1.5). будут также условия

при х.«-0, х,«чт (1.9)
дх.

Заметим, что нелинейные члены, входящие в (1.6), по своему 
происхождению, бывают двух типов: члены, характеризующие электро­
динамическую нелинейность (третий член первого уравнения системы 
(1.6)) и члены, характеризующие геометрическою нелинейность (вто­
рой член первого уравнения н четвертый член третьего уравнения 
системы (1.6)) (катанное относится также к системе (17). описыва­
ющей нелинейные магнигоупругиг колебания идеально проводящей 
пластинки. Как видно из первого уравнения системы (1.7). если 
= [(! V7)Ло ^01/2“^՜! 1- то третий член этого уравнения, учи­
тывающий электродинамическую пели1«. н.юс։ь. пренебрежимо мал 
по ерпппсник) со вторым членом, учитывающим геометрическую не­
линейность рассматриваемой задачи. Это заключение вытекает также 
из системы (1.6). если помимо «С 1 учесть также, что для реальных
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проводящих материалов и конструкций I, где со—часто­
та колебаний.

Таким образом, если пластинка не* слишком топкая (л/г^Ю 3)> 
ч интенсивность внешнего магнитного поли не слишком велика (//,,;^ 
СЗ • 10* эрстед), го преобладающей является геометрическая нелиней­
ность.

2. На основе уравнении (1.6) исследуем нелинейные магнито- 
упругие колебания пластинки-полосы, длинные стороны которой шар­
нирно оперты и неподвижны. Тогда граничными условиями задачи, 
согласно (1.9). будут

. у 2 ՛* * ।
ЪУ=0, ПРИ Л'։=Г)‘ Л֊ (2-1)

«(х։,/)=0 при Л‘։=0, х^а (2,2)
М
— =0 при л*,=0. х^-а (2.3)

Принимая а<С1, из первого уравнения системы (1.6), где нс- 
шнейиые члены электромагнитного происхождения 
а<1 будут пренебрегаться, после удовлетворения 
виям (2.2), находим

дх1 2 \dA-j / 2а .1 \ дх։ / 
и

которое позволяет исключить функцию и из системы
Остальные неизвестные функции ^(х^) и /(х։,;). удовлетво­

ряющие граничным условиям (2.1) и (2.3), будем искать в виде

/=/(/)со§Лл-1 (2.5)
где£=-'л; ю(/) и/(/)—неизвестные функции, подлежащие определению.

Подставляя (2.5) в третье уравнение системы (1.6), получим 
уравнение

(2.6)
(И 4г.о <И

согласно условию 
граничным уело-

(2.4)

(1.6)

которое представляем первое уравнение для определения неизвест­
ных а»(/) и /(/).

Подставляя (2.5) во второе уравнение системы (1.6), и. применяя 
метод Галеркина, с учетом (2.4), получим второе уравнение относи­
тельно и /(О в следующем виде;

&՛ ) О-/1 "-г \■՝>5?|£Ч (2.7)

где «»о—частота собственных малых колебаний пластинки при отсут­
ствии магнитного ноля.

Наконец. из (2.6) и (2.7), путем исключения функции Д()> при­
ходим к следующему уравнению.
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4֊= d_
kjfc* di

l -l ֊
Vi

(2.A (it “
описывающему нелинейные колебания пласгинкн-полосы коне 
электропроводности в продольном, постоянном магнитном поле.

■У. Решение уравнения (2.8) представим и виде

u\t)=A^swt (3,1
где /1, и —постоянные, to -частота колебаний.

1 io icwiH.iMM (3.1) н уравнение 1'2.8). и. приравнивая к нулю коэф 
финиспты при cosot и sinm/ (члены с утроенной частотой отбрасн 
иаются), получим, системы уравнений

л>л։ -н^-иг т. Л'1РА=о
7Л’)Л-(«»։-С^Лй)«Д8=0 (Й

аде

S’р.!_о- _ ^'L /7 
4кв ’ 1 "° 4-р 01

. - 2??1 , 42■_ 42 ! д;
• 16А* 1 •

0։ -частота малых магнитоупругих колебании идеально проводящей 
пластинки в продольном магнитном поле, .4—амплитуда магпитоупру- 
тих колебаний.

Требуя, чгобы система (3.2) имела нетривиальное решение, полу­
чим следующее характеристическое уравнение:

т0£Р ֊3”»- г0( 1 -43 ։-2,257фЙ ф?(14 2?25.4-)=0 (3.3]

связывающее комплексную частоту нелинейных магнитоупругих коле­
бании с их амплитудой и напряженное։ью внешнего магнитного поли.

В (3.3) введены следующие безразмерные обозначения:

4^ V о 
°“й0 ’ ” О?

<0՜՜ k ' (* 4’“i.--, V|~2//

Здесь <Т|>- .параметр, характеризующий проводимое;։, материала влас- 
гичка. гь фазовая скорость распространения упругих волн в плас- 
гиике, р величина, пропорциональная отношению скорости распро­
странения электромагнитных воли в вакууме к фазовой скорости рас-4 
простринення упругих волн и к.|зсгиике..7л—величина, характер»
ющая напряженное ь заданного магнитно:о поля 
скорости распространения элекгромлгнитных воли 
размерная амплитуда магиитоупруких колебаний

При отсутствии магнитного поля (//6)=0) из 
известная формула [4]

и численно равная 
Лльвепа, .4—без-] 

пластинки.
(3.3) получается
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О)2
07=1+2.25.45 (3.4)

характеризующая амплитудно-частотные зависимости нелинейных 
колебании и показывающая монотонно возрастающий характер '.ка­
танной зависимости.

В случае же линейной задачи ( 1=0) нз (3.3) получается извест­
ное уравнение [I]

оойа-р;?<)2 - =0( 14 -ь?=ю (3.5)
определяющее зависимость частоты малых магнитол пругих колебаний 
от величины напряженности внешнего магнитного поля. Исследование 
уравнения (3.5) ноказывае! следующий характер этой зависимости 

I И- Для сравнительно толстых пластин чистота колебаний увеличи­
вается с увеличением величины напряженности //0։ магнитного поля. 
Для очень тонких пластин картина существенно меняется. В этом 
случае, начиная с некоторого значения //’■!, при дальнейшем увели­
чении величины напряженности магнитного поля, частота малых коле­
баний быстро убывает, достигая пулевого уровня, который сохраия- 

I пся и определенном интервале изменения АЛМ. Дальнейшее увеличе­
ние его значения приводит к резкому увеличению частоты колебаний 
пластинки. Для пластинки средней толщины зависимость частоты 
колебаний от //<» имеет экстремальный характер (существует точка 
минимума).

Ниже, на основе уравнения (3.3) проведено численное исследо­
вание с целью выявления влияния амплитуды колебания на указанную 
иыше зависимость частоты магчитоупругих колебаний от величины на­
пряженности магнитного ноля, а также установлено влияние магнитного 
поля на амплитудно-частотную зависимость нелинейных колебаний.

Для расчетов принято /:'=8 • Юи щн/см2. '=0.3. о=1,5 • К)17 Нсек. 
р-7,1 • г/см՜’ (цинк), </=20 см. И 0.025 см. Н,л—г • 103 э.
Размеры пластинки выбраны таким образом. чтобы для линейной 
задачи существовала область пулевых значений частоты магнитоуиру- 
(нх колебаний пластинки. Резу.;:.га гы расчетов представлены на фш. 
1, 2 и 3. Из фиг. 1 (где показана зависимость частоты магннтоупру- 
гих колебаний от величины напряженности магнитного поля при раз­
личных значениях амплитуды колебаний), видно, что с. увеличением 
амплитуды колебании ширина области нулевых значений частоты 
колебании уменьшается и при определенном значении /1* полностью 
исчезает. При зависимость частоты колебаний о г
//о* имеет экстремальный характер с точкой минимума. При 
дальнейшем увеличении амплитуды колебаний (Д>ЛАч) исследуе­
мая зависимость 1пН> от //«и становится моиотонно-иозрастающей. 
Аналогичный результат виден также из фиг. 2, где показана ампли­
тудно-частотная зависимость колебаний пластинки при различных 
значениях величины напряженности магнитного поля. Из фиг. 2 вид­
но, что если напряженность магнитного ноля меньше некоторого зна- 
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чспкя, го с увеличением Л частота увеличивается, я если напряжен-; 
пос гь достаточно велика, ?о существует область изменения Л (0^Л$$Л։), 
где —0 При Л>Л . зависимость вновь имеет возрастающий ха* 
рактер. На фи 3 показана зависимость коэффициента затухания 
мг гни. него происхождения от напряженности магнитного ноля при 

различных значениях амплитуды колебаний. Отсюда видно, что с увели­
чением коэффициент затухания достаточно быстро увеличивается и. 
достигнув определенного значения, далее практически не изменяется 
Влияние амплитуды колебаний уменьшает демпфирующее дснсгвнс 
магнитного поля.

В заключение отметим, что если толщина пластинки такова, что 
при .1 = 0 зависимость частоты колебаний от //щ имеет монотонно 
возрастающий характер, то учет нелинейности колебании приводит к 
существенному увеличению частоты колебаний и уменьшению зату­
хания.
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\-lBR.\TlONS ОР СОХО1]СТ1\’Е РЕАТЕЗ 1М 
ЕОХ'СНТиГЖХАЕ МАОКЕПС РГЛЕЕ)

С|. Е. 1>АС1)Л‘՝ЛК1А\. О. М. К!1ЛСНЛГ1?1АК

ՀԱՂՈՐԴԻՉ 1111.ԼԽ III» ԴՄԱ31’Ն ՏԱՏ11.ՆՈ1՚ւրՆ1։|^ 1։14|ԱՅՆ1ԱւԱՆ 
ՄԱԳՆԻՍԱԿԱՆ ԴԱՇՏՈՒՄ

Դ. հ. ԲԱՂԴԱՍԱՐՅԱՆ. Գ. Մ. ԽԱՉԱՏՐՅԱՆ

Ա մ փ ո փ II • մ

Աշխատանքում, եչնեչով ճկուն սա/երի մ ա դնիսա աո աձդակ անւո Ա չան տե՝ 
4էււթյունիէք, ուսումնասիրված է շերտ- սաչի ոչ դծաչին տատանումներդ եր­
կայնական հաստատուն մագնիսական դաշտում: Ստացված I. Հանրահաշվա­
կան Հ ավասւորոէմ, որդ կաս/ Լ ստեղծում սւատանմ ան կոմ ւդքե դս Հաճախու - 
ի յան 1ւ ամ ւդյիտու դի միչե: Աչդ ավւս и ա րմ տն Ավաչին :Լտաղոտմամր ի !այտ 
( դերված ամպլիտսւդի ե Н ագնիս ական դաշտի ադդեչչուԱ չուններր մ ադնիււա 
առաձգական տատանումների Հիմնական րնուԱ ադրիչնե րի վրաւ

ЛИТЕРА! УРА

I Албар^лял 
оболочек и

С. Л . Багдасарян Г Е-, Белуденян И Б Чагннтоупругость тонких 
пластин - М. Науки, 1977.

2. Багдасарян Г. £.. Дандян 3 Н Основные ураинонии н соотношсиея нелинейных 
магинтоупругнх колебаний тонких элекаропроаодящнх пластинок— Изи АН
АрмССР Механика. 1985. г. 38, №2. с. 17 29.

3. Акопян П 3. Багдасарян I Е Колебания прямоугольной проводящей пластинки 
в продольном магнитном поле Изв. АН АрмССР. Механика. 1987, т 40. V? 3. 
с 11-18.

I. Иоммир А С. Нелинейная динамика пластинок и оболочек—М Наука, 1972.
5 'пширцу.нян С А Некоторые особенности колебаний пластинок и магнитном по 

ле— Изв АН СССР Механика твердого тела. 1983. № 4.

Ерелаиский государсгпенный 
уняпереитет

Поступила в редакцию
28.1 1991

41
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УДК 539.3 ■

ОПРЕДЕЛЕНИЕ РАВНОВЕСНЫХ ФОРМ ТОКОНЕСУЩЕЙ НИТ] 
В МАГНИТНОМ НОЛЕ I

КАЗАРЯН К ■
Выае-И'ны натура.и.нос \равнения рлинапегногч՝ состояния нити. ОПОШЛИВ 

Функции кривизны и кручения нити Показано, что нить принимает форму разлив 
ныч ашгкишх линий Определены ус.юиия. при которых шиможны бифурханкн рми 
ш-еных состояний нити.

В работах [Е 2] исследована задача равновесия упругой нити с 
гоком по внешнем магнитном поле На основе методов теории биф;.!՛՛ 
капни определены нетривиальные равновесные состояния и услоыц. 
при которых имеют место бифуркации равновесных состояний В ны 
стоящей работе предложен иной подход к решению аналогичной зн 
дачи, связанной с определением натуральных уравнений простраис։- 
ве nioii кривой, еоотиетсiнующей равновесным состояниям щгпк Опре­
делены функции кривизны и кручения шин п показано, что нить под 
действием пондеромоторной силы взаимодействия тока с внешним 
магнитным полем может принять конечное число различных равно­
весных состояний в виде винтовых линий. Винтовые линии обвива­
ются вокруг цилиндра, образующие которого параллельны напряй 
тению вектора внешнего магнитного поля

В работе [3] исследованы линейные колебания токонесущей им 
тн в магии гном поле протекающего по пей тока. В [4] изучены пели 
псиные хаотические колебания токонесущей пяти, растянутой мехами՛՛ 
ческой силой и находящейся в продольном магнитном поле, парам 
дельном току.

§1 Рассмотрим упругую гибкую нить длины /..Ио нити протекая 
ci электрический ток силы ./п Нить находится во внешнем магнит-: 

пом поле с постоянным вектором индукции Нить закреплена ■ 
двух неподвижных гонках, расстояние между которыми есть Мо- ЭЯ 
рек:i.i самовоздейс1вия токонесущей нити [3], обусловленные »займи 
действием тока с собственным магнитным полем, не принимаются во 
внимание. Единственной силой, действующей на пить, является пои-1 
деромоторпая сила Ампера (сила па единицу длины)

io М

Мы будем исходить из следующих векторных уравнений статики’ 
нити [5]:
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^+?o=O; УХ~О; (т ■-Г)=1 (1.2)
ds

В (1.2՜) Q есть вектор vnpvni.x пн\ грениил натяжении (силы), s—ко-
! ■ 
ордината длины дуги вдоль нити. т= — есть единичный вектор ка-

-
СательноА к нити, г—радиус-вектор точек нити. Гак как вектор элек­
трического тока всегда направлен по касательной к нити, то

4֊ ֊о
Из второго уравнения системы (l.l.1 имеем

0=0«* (1-3)
Таким образом, нам следует решить векторное уравнение

+4(-‘;<В,)=0 (1.4)
ds

со следующими граничными условиями закрепления нити.

г(0)=0: г(/.)=Я (Ь5)

Умножая уравнение (1.4:) скалярпо на вектор ", получим

•>/(0<У) а:^о^Оо^=о 
ds ds 2 ds

откуда, в силу т’в). получим, что Q0==const. Умножая уравнение

(1.1) скалтрно на /Уо. получим

(Ъ.(Вп- )=0; Вп • —const (1 -6)

Далее, умножая уравнение (1.4) искторио на Н„, получим

fcjy + 4. до)до_5$=0 (\.7)
ds Qft

Из (17) и (1.4) получим следующее уравнение относительно вектора

В.'

I 5о)=О; = (1.8)

Решенном (1.8) является следующая функция:
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/% = .'։.։5il;/A /V.COS’.S

1՛ (l.9j /։r rV. есть произвольные н я юищьк вектор:։, перпендик 
лярньи । 1<։<>р\ Й,.. /А։ • -1|=Л{| Л:—О. Принимая во внимание (1.4) 
(1.9). получим следующее решение для вектора т:

//Ь’., I .4/yosin/s (.1 /^>)cos'.s

где р есть произвольный скаляр, есть произвольный вектор, пе| 
иендикулярпын к (#Х)=0

С учетом граничных условна (1.5) получим следующее иском։ 
решение для ради ус-вектора:

Отметим, что (/'• /^)—0, и, следовательно, функция r(s) выражается! 
посредством тройки взаимно-перпендикулярных векторов.

Для функции т(л) имеем

Из условия -.а—I получим следующее уравнение, определяют^ 
параметр/ (натяжение Qn)\

§2. И.ч основе формул Фреге для пространственной кривой 
функций кривизны /\(я) и кручения /(л) инти имеем
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dr / <Pr <>'r \
ds \ f/.$2 ds' )  (4 '

">Ж՜
\ds*)

Как видно па (21), функции кривизны в кручения не зависят от 
!՛, 10 есть они являются постоянными вдоль ДЛИНЫ НИ.’И

Исходя из постоянства 'лих функций, мы приходим к выводу, 
что пить и общем случае представляет собой и пространстве пинтовую 
линию, вид которой определяется посредством пара метра л.

Рассмотрим отдельно конкретные частные случаи. Обозначим 

через W угол между векторами Яо и Л10 
Запишем условие (I 12) в виде

Д՜՜^՜ -Мп1’н == /\= ~ \ (2.2)
$1п-т4 \ 2 /

При Н-*-0 (что соответствует случаю параллельности вектора магнит­
ного поля линии, соединяющей точки закрепления) прав, я часть 
уравнения (22) стремится к /’//՝? !• и. следовательно, /, — -т
(т=*\; 2; 3....) так', что

/ 79 \ /2
Нт (—՛ — биг*-՝ )—֊п7?“ 1 (2-3)Г- -т.н.0 \ 5|П^ / Щ

Из (2.3) тля функций /\. у имеем

2.)!^ "Г
Г- У .И- ’ ՛ /3

Для функции /■(.՛.) в этом частном случае имеем следующее ре­
шение

Л/(Р а . "лРг(^) = — Л 1 | 1—֊ (2.4)

4- ?1со$(/.х-г7«)+(-1)՞1 1 ]}

где I. /, Тс есть взаимно-перпендикулярные единичные векторы, 
г»

причем вектор А՛ направлен и юль магнитного ноля Д,
Таким образом, в продольном магнитном иоле нить принимает 

форм\ винтовой линии, обвитой вдоль цилиндра, образующие кото­
рого параллельны направлению магнитного поля. Причем имеется 
бесконечное дискретное множество бифуркационных соскмшпй нигп 
с натяжением (?«— Этот же результат получен! 11| на ос­
нове другого подхода. При .։/0=/- мы имеем тривиальное решение

г=Л10<։(/./?Д՜ 1 Л, при всех значениях параметра /.
В случае, когда магнитное поле перпендикулярно вектору
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410(£?с • Л1о)=О. функция кручения нити становится равной нулю, и, сле­
довательно. нить является плоской кривой, а именно, дугой ок­
ружности с радиусом

(2.5)
В (2.5) 1| определяется из уравнения

= (2 6)
7* /.’

Гак как 1ля дуги окружности с заданными длиной дуги К и длиной 
хорды Л1. радиус определяется однозначным образом, то из корней 
уравнения (2.6) имеет смысл только первый наименьший корень ц.)<л.

В остальных случаях, когда (вГ| • Мо)^=О; (7?ох4'10) нить также 
представляет собой винтовую линию, намотанную на цилиндре обра­

зующими, параллельными вектору /Уо
Кривизна и кручение нити определяются но формулам

и 247^11« •/« 2.И074со$6/\ = -----------  ------ • 7 ~----- ---------
I2 51п/? /Л

где ц удовлетворяет уравнению (2.2).
Уравнение (2.2) имеет единственный корень, если

41&Иг0
—=--- Гт«----а֊г >СО58Л> 0,046/Л—;И-со$Ч-> 1

где тц есть наименьший положительный корень уравнения !£/)— 
(тн ‘4,491).

В остальных случаях, когда
4ф1п’Н

СОЯ>^_, >/,֊^со$>н >СОЗ% )

уравнение (2.2) имеет 2/?—1 корней.
Га՜ (сим образом, в этих случаях мы имеем дело с многозначными 

равновесными состояниями пит։։, то есть при заданных значениях 
поидеромоториой силы Рп—^В^ длин /. и 41 нить может принять 
различные раншшесные состояния в виде BiiiiioBi.ni .111111111 с натяжения­
ми. для каждого состояния равными

,, _ш-
0 2Т|Я

С другой стороны, в равновесных состояниях нити может быть 
реализована такая ситуация, что при различных значениях попдеро- 
моторной силы /'й-, удовлетворяющих условию

= лп:иС0։1^1 (л=1; 2; 3... , 2/4—1) 
для разных реализуемых состояний равновесия и нити натяжение 
будет одинаковым и равным фв=ма0А.
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О: мет им, что вопрос устойчивости бифуркационных состояний 
должен (быть рассмотрен па основе анализа динамики нити, что гре- 
буё( отдельного изучения.

Рассмотрим конкретный пример. Пусть угол межд\ иск юрами

и Л/о составляет А—-/6. Тогда, при /. Л^—V .3 нить принимает 
единственное равновесное состояние с натяжением 2/։1;
'61=2,28. При АН/!-,—] 7 ниц, принимает три различных раьнов֊‘сных 
положения с натяжениями р(1= »и—2,58. т(2— 1.12; 713=4,91.

§3. Приведем теперь решение для нити в декартовой системе ко­
ординат.

Введем в рассмотрение декартовую систем) координат с ортами

!.у, 1;. связанными с векторами Л, Л Ь7։, /У,., следующим образом:
Л.= С-Д: /, = £ (3.1)

й<> |^ХЛ0| И

в это։ системе вектор VI расположен а плоскости (•<,֊).
Тогда в этой системе решение запишется в виде

х _ Л/0со$А 
2к ՝

1/ ч||Н'^
№՜ «—_ »со$|7,^ ’(? т:)-соз->;|} (3.2)

2$йгб

где 7 сеть полярный угол 0^<(<2л в плоскости (у, г).
Исключив из (3.2) угол <р. мы получим решение пространственной 
кривой (фиг. I) в виде функции и՝(х)=у(х)+1г(х)\
0£Х Л10сок<->;

ад(х) . /И0$<пН
2$1։гб

. / 2х 
е хР/уН тг------г,\/И0СО5Н ֊1 ) ֊ е.хр(/-б)
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Длина нити определяется из условия

dli} ‘ 
dx

dx=L

Следуе отметит-., что если бы мы первоначально рассматривали дан­
ную задачу в произвольной декартовой системе координат, ставя 
целью определи и. уравнения нити, как функцию <н координаты л՛, то 
мы бы имели дело с системой нелинейных дифференциальных уравне­
ний второго порядка.

В заключение укажем, что рассма।рнваемая задача к некотором 
смысле аналогична задаче движения заряженной частицы в магнит­
ном поле, уравнения которой имеют вид [6]

//••I е -*
֊4—О' ^о)-=О;
di гппс

dr 
dt

где е - заряд. масса частицы. V—скорость частицы.

DETERMlNATb OF THE Cl'RRENT-CARRIN(i THREAD 
EGULIBRIUM FORMS IN MAGNETIC FIELD

К. B. KAZARIAN
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УДК 532.517.2

ТЕЧЕНИЕ КУЭТТА И ТЕПЛООТДАЧА СТРУКТУРНОЙ 
НЕС! IММЕТР11411ОЙ Ж! 1ДКОСТИ

ПЕТРОСЯН Л. Г.

Дастся решение задачи Куэтта в случае несжимаемой структурной жидкости с 
шсимметричным тенором напряжений. Рассмотрено распределение температуры и 

случае вынужденного кониектнипого течения ниткой несжимаемой несимметричной 
жидкости. Показано, что выделение тепла больше, чем для классических ньютонов­
ских жидкостей, где внетреинл иращенис се у штывастгя.

Задачу о движении жидкости между двумя параллельными плос­
кими стенками, из которых одна покоятся, а другая движется и свое!՛! 
плоскости с постоянной скоростью (течение Куэтта) рассмотрена в 
работе [1]. В работе [2] рассмотрено распределение температуры 
для течения Куэтта. Вышеуказанные решения были основаны за 
классической теории континуума. Однако классическая точка зрения 
налагает сильные ограничения на пределы, в которые континуальное 
описание макроскопического поведения может успешно отражать тон­
кую структуру материала. Накопившиеся факты свидетельствуют о 
том, что классическая теория континуума Навъе-Стокса не может 
точно предсказать поведение некоторого класса жидкостей и особенно 
течений через тонкие капилляры и узкие зазоры, так как не содержит 
механизма для обьяснеиия наблюдаемых новых физических явлений. 
Такая потеря точности во можпа на случаях, когда характерный раз­
мер системы (расстояние между плоскими сделками) сравним с харак­
терной материальной (липой вещества, значение которой обусловлено 
средним размером молекул или зерен, содержащихся в среде [3].

Это обстоятельство (совместно с другими недостатками класси­
ческой теории континуума) привело исследователей к разработке тео­
рии несимметричных жидкостей,

Все более очевидно, что разработанные в последнее время поло 
жеипя теории структурных жидкостей могут успешно описывать пе- 
ньютоновские поведения реальных жидкостей. В этой теории введены 
два независимых кинематических векторных ноля, одно из которых 
представляет поступательные движения частиц жидкости, а другое— 
угловые вращательные движения частиц, характеризующие внутрен­
ние степени свободы, соответствующие им моментные напряжения. В

К настоящему врехшки опубликовано большое количество работ. посиящеТшы-. 
этой тематике, о чем достаточно полно изложено п [3] 

4 Известия АН Армении Механика. №3
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динамике структурных несимметричных жидкостей вращательные 
степени свободы учитываются путем введения в законы сохранения 
внутреннего ■сшитого момента количества движения [3- 12]. Ха­
рактерным отличием теории структурных сред с несимметричным тен­
зором напряжении является присутствие масштабных параметрон. 
Эти жидкости реагируют на мнкровращательные движения и спино­
вую инерцию, поэтому могу. воспринимать распределенные поверх­
ностные и масс >вые пары сил.

В работе | 13] в рамках модели [!4] рассматривался нагрей 
микрополяриог жидкости за счет вязкой диссипации энергии при ее 
гечении в плнсю м канале, когда одна из пластин движется относи­
тельно чр\ ой с постоянной скоростью, в случае нулевого перепада 
давления (простое точение Куэтта), Найдены выражения для полей 
скорости г микровращепия. а также для функции вязкой диссипации 
энергии.

В настоящей работе лается решение задачи Куэтта в случае не­
сжимаемой структурной жидкости с несимметричным тензором напря­
жений. Рассмотрено распределение температуры с учетом тепла, во.- 
пикающего вследствие трения.

I. Основные уравнения движения

Общая система уравнений вязкой несжимаемой жидкости с не­
симметричным тензором напряжений имеет вид [3, б]

у • г<=0

—-= - — • (ут/|2®—V <■»]{•/
<н р

/^- =2*г(у <•» -2«)+Со?(? ■ и')-р2(йг ՛ (г®)4,д՝ 
<н

+ • (?«')“ С П-1)

Здесь о массовая плотность, р давление,I—скалярная константа с 

размерностью момента инерции единицы массы, г՛ —вектор скорости 

гочкн. ю—вектор, характеризующий среднюю угловую скорость вра 
щеиия частиц, из которых состоит точка континуума, ՛՛—кинематичес­
кая ньютоновская вязкость, ч,— кинематическая вращательная вяз­
кость, с0, с„, Си —коэффициенты моментной вязкости, (Ц.— 
полная производная по времени, с —пространственный градиент. 

УуиУ и (?и>)'/— симметричные части соответствующих диад, (??>)" и 
♦

(рш)и—антисимметричные диады, / —вектор массовый силы, с—вектор 
массового момента.
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К активным массовым силам, вхоляшим в уравнения движения, 
необходимо присоединить архимедову подъемную силу, возникающую 
вследствие изменений объема, связанны՝ с нагреванием.

В работе [I] показана, что массовая сила, обусловленная архи­
медовой подъемной силой, одинакова по порядку своей величины с 
силами инерции н грения лишь в том случае, если cool ношения меж-

п\ числом Грасгофа Gr=—1-------— и числом Рейнольдса /?= ——
Л 7

равно
Сял /?*

Здесь ускорение сноб о;։ и՜* го падения. - коэффициен т кубического 
расширения, {2>Т')п=:Т„ 1 разность температур тела (стенки) и 
жидкости. / -характерная длина, V -характерная скорость.

Такое соотношение между числом Грасгофа в числом Рапнольдса 
может существовать только при очень малых скоростях течения и 
значительных разностях температур.

Анализ системы уравнений движения (1.1) показывает, что в 
случае модели структурной жидкости с несимметричным тензором напря­
жений, учитывающей внутренние степени свободы, массовая сила, 
обусловленная архимедовой подъемной силой, одинакова по порядку 
своей величины с силами инерции и трения, если Огл=/?։, то есть 
учет вращения частицы жидкости не приносит ничего нового в нем.

Таким образом, архимедову подъемную силу в уравнениях (1.1) 
.можно не учитывать при умеренно больших скоростях (при больших 
числах Рейнольдса) н при малых разностях температур [I]. Извест­
но, что такие течения называются вынужденными конвективными те­
чениями [1]. В случаях, когда архимедову подъемную силу в уравне­
ниях движения (1.1) можно отбросить, а вязкости считать ис завися­
щими от температуры, распределение скоростей становится независи­
мым от распределения температуры.

2. Течение Куэтта

Особенно простое точное решение системы уравнений (1.1; полу­
чается для течения Куэтта, то есть для установившегося ламинарного 
течения между двумя параллельными плоскими стенками, из которых 
одна покоится, а другая движется в своей собственной плоскости с 
постоянной скоростью U (фиг. Н Пуст՛, расстояние между стенками 
равно h, скорость и направлена по осн ՝ . составляющие скорости т и 
w всюду равны нулю, всюду равны пулю и составляющие угловой 
скорости uj.v, ՛<>,. Имеем

t<=w=0. и=и(у)
u»,=u>v=o, w*=<«(y) (2.1]

В этом случае уравнение неразрывности удовлетворяется тождест-
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пенно. а уравнения поступательного и вращательного движений (без 
учета архимедовой подъемной силы) сводятся к виду

др (*Р .л ^Р— •= —=» <), — соп>1
ду дг дх

и

dx с!у
а и 4'14-4'’, 
т = ֊ 2" (2.3)т/у 2»;, «у*

Здесь

т^р. Чг-Р»„ с;=рс^, С^ре„

Уравнения (2.2) и (2.3) являются линейными дифференциаль­
ными уравнениями относительно »(//) и ы(р).

Фиг. I.

Предполагаем, что жидкость прилипает к стенкам при //=0 и 
у=й. тогда граничные условия для поступательной скорости и угло­
вой скорости вращения частиц будут [3, 15]

//=0, им=0 при у-0
и*»и, е>=0 при у=Л (2.4)

Решение системы уравнений (2.2) н (2.3) с учетом граничных 
условий (2.1) имеет следующий вид:

1 УАсйАу—1 \ | , V’ (с!1Ау—1)(сйМ—1) I
т, </х\2 к зйАй / Р А зЬАЛ

(2.5)



1 dp/shky. \ 1 ~ [ chkh —1-—— ( —7 A -y )----- c chiy-------------- ։h£y—I (2.5)
2*j z/x\shA-A / 2 I shAA

Здесь

•i постоянная интегрирования С дается соотношение՝)

**сПМ-1/ 
2 * яЬАЛ '

II дальнейшем, для простаты решения, рассмотрим случай нулевого 
перепада давления (течение чистою сдвига). Гшда, для распределения 
носгупательной скорости и и скорости вращения частицы будем 
иметь

-С-Ь»-У|.^-^֊^֊»Ч| (2.8)
< I ' I shX I)

»’= -у -= — С* I ch' v‘- —-—— sb*y* — l (2.9)
U 2 I sh>

sh'
В предельном случае Л—О или /.-—<» 

поступательной скорости (2.8) переходит к

Нити ՛=?* л՛-о

выражение безразмерной 
классическому решению

(2.10)

и (2.9) даст <о=0.
л—действительное число, характеризующее взаимосвязь между гео­
метрией н свойствами жидкости, так как т„ са, с'а неотрицательны.

Дли различных значений Л (при >.֊ 0.5) на фиг. I изображено 
отличие скорости от классическою течения Куэтта.

Как нилнм. учет несимметричности тензора напряжений жидкости 
(микроструктуры) приводит к увеличению скорости н прилагающей ч 
твнжущсйся стенке иолоинпс и уменьшает и другой половине скорости 
по сравнению со скоростью течения классической ньютоновской жид­
кости. Причем, чем больше V. гем больше ли эффекты

3. Составление уравнения энергии

III уравнения «первою закона термодинамики» для систем с не­
симметричным тензором напряжений имеем [3]
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!' /■ = —/’Г • V |-?Ф {-V • (хуП<и (З.П

। ле

<?=-*? 7'

Здесь е—удельная внутренняя энергия, <7—вектор потока тепла через 
границу площади и единицу времени за сче.՛ теплопроводности. *— 
коэффициент теплопроводности, 7*—абсолютная температура. Ф ско­
рость диссипации механической энергии (на единицу массы жидкости), 
вызываемой вязкое։ ыо жидкости.

Для скорости диссипации (в случае плоскою течения) имеем [3]

В гом случае, когда скорость движения жидкости мала по срав­
нению со скоростью щука, то иозника опте в резулылге движения 
изменения давления настолько малы. ч;о вызываемыми ими измене­
ниями термодинамических величин можно пренебречь. Ирк определении 
производных о1 гермодннамичеекю: величин в этом слу ։ае давление 
пало считать постоянным Тогда будем иметь следующее гермодина­
мическое соотношение [16]

(/$ </7*
(3,3)

гас <֊ удельная энтропия, ср—удильная теплоемкость при постоянном 
давлении.

Используя уравнение сохранения энергии (3.1). соотношение (3.3։ 
перепишем в виде

—т’М-Ф (3.4)
(Ф рс,, ср

Здесь были использованы также термодинамическое соотношение Гиб­
бса и уравнение неразрывности н форме [17]

(/.к </<? ,/ «“ --- г р-----
(И 4/г (II (И

4. Определение распределения температуры

Так как для задачи Куэтта скорость диссипации согласно (3.2) 
равна

(Ои. \։ / ди \ ( д-м\։֊֊ ) +Н р^4-ш’-[(Св О|г)
ду / \ оу / \ду/
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(уравнение энергиито уравнение для распределения температуры 
(3.4) ) примет вид

(4.1)

Очень простое решение для распределения температуры получаете! 
при следующих граничных условиях, определяющих температуру на 
стенках

T=>1Q при у=0
Т— Т} при у—Л (4.2)

ю есть при постоянном значении температуры вдоль каждой стенки.
.Уравнение (4.1) при граничных условиях (4.2) дает для распре­

деления температуры решение, не зависящее от х. Поскольку е==0. 
а Т не зависит от х. вся левая часть уравнения (4 I). иредставляюща i 
перенос тепла посредством конвекции, стшмае՜։ [1. 18) Слеловвте п>- 
по. возникающее при течении ноле температуры обусловлено только 
теплопроводностью в поперечном иапранлении и теплом, образую­
щимся вследствие трения. Отбросив в 'равнении (4.1) члены, равны? 
нулю, получим

(^-r v)(— ) ֊4>}f (ш— •+Ш» (г4֊Н\.)( — ) (4.3)
rfy’ \rfy / \ rf.V ./ J

Вычисляя из (2.8) и (2.9) значения «г, производных —, ~ и под- 
rfy rfy

ставляя в уравнение (4.3). получим

+ XA-XU-^
Т։-Т, Л 2»(/, ֊Г0) Л\ h )' 2«(’֊7։) ։ \ л

_XchA_±/ch2,X_Xch2/\|։+(£h^!»։l
Л / 2 \ A h /I sh’X

+ I ։h2>.X _ X sh2i. \_± А _Х\Г7_№-!)■
sh>. \ h h /2 \ fi /| sir л

4;У* ch/.-l
1-№ shX

sh>. ™ shX 
л fî

Введя обозначение Т:—Т(1= (ДТ^, представим безразмерный пара 
.метр

'•(Л-Т'о)
в виде произведения [ 1|
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-....и'- РгЕс
'хСЛ""^'о) 7- ^р(^7՝)о

Следовательно, этот параметр может быть выражен через число 
Прандтля и через число Эккерта. Таким образом, в рассматриваемом 
случае, и ко юром конвекция тепла отсутствует, температурное поле 
зависит только от произведения Рт • Ес.

Окончательно для распределения температуры получим уравнение

Из (4.5) видно, что распределение температуры складывается из двух 
час ген. Первая часть соответствует решению классической ньютонов­
ской жидкости[1], на эту часть налагается распределение, зависящее 
от тепла, возникающего вследствие несимметричности жидкости, то 
есть учета внутреннего вращения.

В предельном случае /V—֊0 или 7.->оо выражение распределения 
температуры (4.4) сводится к классическому решению для течения 
Куэтта, полученное Г. Шлихт внго.м [1]

П։п 7'~Г* «= У. г՝и> 2.Л _ 2_\ 
л" г֊тГ И ' (2^Т-Т9) Л \ Л /
»1.1 п

Фиг. 2
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Распределение температуры при ।счеши։ Куэтта с учетом тепла, воз­
никающего вследствие трении, для различных значений безразмер­
ного параметра связи Л' (при /=»0,5. РгЕс=0; 4; 8) изображено на 
фиг. 2.

Фиг. 3.

Как видно из фиг. 2. выделение тепла здесь больше тепла для 
классических ньютоновских жидкостей.

На фиг. 3 показаны графики распределения безразмерной темпе­
ратуры при различных значениях параметра X (при №=0,5, Рг • Ес — 
-0; 4; 8).

Из графика видно, что чем ниже значение Л. тем более ярко вы­
ражены эффекты учета подс։руктуры жидкое։п на распределения 
температуры по сечению течения.

THE COUETTE FLOW AND HEAT TRANSFER OF THE 
STRUCTURAL NONSYMMETR1C FLUID

I. G. PETROSIAN

ԿԱՌՈՒՑՎԱԾՔԱՅԻՆ № ՍԻՄԵՏՐԻԿ ՀԵՂՈՒԿԻ ԿՈՒԵՏՏԻ ՀՈՍՔՍ ԵՎ 
ՋԵՐՄԱՏՎՈՒԹՅՈՒՆՍ

Z. Գ. ՊււՏքՈՍՅԱՆ

Ա մ փ ո փ ո ։ մ

Տրված Լ կաեաաի իյնղրի լւոծումր ոչ սիմետրիկ լարման թենղորււվ ան- 
սեղմելի կաոուցվածրւսյին հեղուկի դեպքում: Դիտարկված Լ ջերմաստիճանի 
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րաշխոլմր մ ածուցիկ անսեղմ ե/ի ոշ սիմետրիկ հեղուկի и տ ի щ и ղ ա կ ան կոնվեկ- 
Ոէիվ :>"»րի էքեպքոէմ՝. Յույց է; տրված, որ ?ե րմttt/lյան անշս/աւէւմր ավելին Լ, 
րան նյոսոււնյան ղասական հեղուկների Համար, ուր նևրրին ւէրոույտը հաշվի 
լի տոնվում t
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