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утйшюстн.

Вопросы о собственных неосесиммгричных колебаниях и устой­
чивости длинных оркнронных ннлнндркчекил оболочек, находящихся 
под предварительным действием крутящ.;՛ < м.е 1 !1!|‘>՝ г-
торцам оболочки) и нормально: <• давления. нсдосгаь.чии иснещеп .1 
и литературе. Для ортотропных оболоче» средней длины вопр«н ус­
тойчивости подробно научен в работе |1]

Исследование проведено на ••снов.-!՛ ши полубез.мьмен ։н«и՛ rc-ipui» 
достаточно хорошо, отражающей физическую суть явления [2] При 
решении учитывались главные граничные условия. Ввиду того, ‘Ito 
точное удовлетворение всем граничным . словиям я задачах колеба­
ния и устойчивости цилиндрических оболочек, по шерженныи •'•сп-.шч 
кручения, представляет определенные ’рудаоети. -.’Зычно, сшиается 
возможным удовлетворение главным гр..инчны.м условиям. Решения, 
полученные таким образом, для опрел лення низших частотных и 
критических характеристик длинных оболочек является достаточно 
хорошим приближением для решений соответствующих свободному 
опиранию краев (3. 4].

В работе получены формулы и кр-; -ые для определения пизши 
частот длинных оболочек от величины крутящего момента, нормаль­
ного давления, геометрии и параметров ортотропии оболочки, а так­
же кривые зависимости критических крутящих моментов от нормаль 
кого давления (как внешнего, так и внутреннего). В предельном слу­
чае достаточно длинных изотропных оболочек на основании получен­
ных зависимостей получаем фирмулх Тимошенко тля критического 
момента [5].

Используя основные допущения полубелмомситиой теории и пре­
небрегая влиянием продольной помпошчиы сил инерции [Ь], получа­
ем основное уравнение относительно радиального перемещения ау
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o' /d'iv \ , д'и՝\
д? V?4 df ) E2 d? - \ df d? /

о/^а» d1«1 \ p/?* & (&** ^\ = o (1)
։W?S д\д?) E* дА.дъ՝ d<?)

^-OL-, ^ZL__AL_ (2)
W A-a EJi E. 2iWEh

Л касателтое и окружное нормальное напряжения исходного 
состояния; Л/, 7 —крутящий момент и давление; /?,/. А—радиус, дли­
на, толщина оболочки; «—безразмерные координаты в осевом и 
окружном направлениях (; = .v‘/?>.

Определение собственных колебании предварительно напряжен­
ной оболочки сводится к определению ненулевых решений уравнения 
<11 при краевых условиях

ю(0, <?, /)=«՛(/, <?, 0=0. 1—1/R (3)

Решение для собственных колебаин՛: предварительно напряжен 
пых оболочек представим в виде ряда

V sin/.m; |sin n («—7«) ֊ cos «(« — 7OI (4)
т.п

... ...
где f,,t= — . В разложении (4) члены с косинусоидальным сомни- 

е
жителем осевого направления отсуч шукн в связи с граничными ус­
ловиями (3).

Выражение (I) представим в виде

w= et֊֊: V !^'(cos|«(o—7U—cos|/»(e—тО+М1)4- 
mn \ -

4- (sin |//(r— — sin|//(«-7;) ֊ (5)

Подставляя (oj в уравнение (I), получаем

У (Л™՝Г(«. — w)cos[n(T—ГД|- rlmn4 (//. ///)cos| «(<?-7?) Г
fll/J

В,п,.л\п, w/)sinp/(y —ЯгплЧ'В - /Н)з1п|л(<г—70—

(6)

‘Г(н, Н tn) — ])•֊}- ~?«1Ц -гfy.. n3(tl՝ D —
/.'2

□а//’(//’4֊1). н== ■ «7-1 '-т. й5 -

Отсюда получаем

Лтп|‘Г(/г, —w) — /л)1 = 0, Л„„։рГ(//, — т) 4֊ Ч’(л, /я)]=0

B^n\yV(n, т) — ^(п. — /л)]֊-0. /л) Ь 4՛(л, —т)]=0
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Следовательно, для любой пары от, п должно иметь место ра­
венство

Ч*(//, ш)=0. ’!'(//. —от) — О, (7)
Таким образом, для существования нетривиального решения урав­

нения (I) при краевых условиях (3) необходимо и достаточно, чтобы 
нашлись целые от, п, удовлетворяющие условиям (7).

Соотношения (7) представляют собой следующие уравнения:

, £«’(«’—!)’ £, ( — /г;4֊2,С(-д;4-/.т) «(«’-!)
“«’4-1 Г “фЧ1Г + «Н!

/о/г=(а2_1)

з ««’(«’— 1 )2 к\ (—«7 - /.,„)’ 2$®(—/г;— кт) п(п* - I)
'2՝"՜"՜ «’4-1 К «’(«?4֊П "’"И ~

/;«’(№֊ 1)

Отсюда получаем

е«а(«’—!)» , £, («7)44֊6(«7)г^4-/^ _ 25?(«7)«(л’-1) 
л’4-1 £2 //’(«’+1) п2 ֊ I

/?«’(«’- 1)
(8)

(ад,»I(«г»’ + (»7)4,1- 4 »■(«’-։)=0 (9)

Па основании формулы (Я,) нетрудно заметить, но наименьшая 
частота в зависимости от от реализуется при т — \.

Упростим выражение (8). используя равенство (9). тогда

о а е«’(«а—1)3 £։ 'г‘-ь2'։(«т)2-
й=“։ - — ֊1 - + 7Г,------- --------------------+ «—Г < 1С>

Введем обозначения

«7-г. $$%=х2, = ^֊֊ • ^ = 3։ (11)

тогда формула (10) и соотношение <9) примут вил

а £Л2(^_1Р £,/.} |-2>.^= - Зг’ ЗМ«’(«2 I) (1.„
*“2՛՜ //’4-1 1 я։(л’4֊1) //’4-1

> 2 Л՜ -
г։֊гЗрг4֊2^=О. р=-~^՝ ?=—уг^«л(«։—1Ие

Представим и Е2 в следующем виде («1։ ։2 независимые па­
раметры)

/:’3=а։/.:՜, Е.,=у.,Е
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Тогда
- /0 п
/ = —, /°=—-— 

г/ ЕН
(14)

7=—. $*=-
5. Е

Так как дискриминант 
ствительное решение

уравнения (13) 0>0. то имеем одно дей-

"х х-и*. «։.2 = (- <7±Т <7։4'Р3),/1 (15)

Е— - * У

■ — пл(пг — I).$*. 
я։

(՝• частности» на основании выражений (12), (В) для изотропной 
»•полочки ( ?։ а2 И при г О имеем 7=0 и известную формулу 

!)ч п|-'. □=?₽’£-*.
Введем изометрический параметр

(16)

и рассмотрим оболочки для различных р.
Выражение /г; на основании (14), (15) имеет вид

/2(12) 2(12)3/4—У+(4) [/2(12)3'*--
<4 7 \7։ / \5/

֊} 2(12>^(֊)’ +(|)'П*’'‘ <’7)

На фш 1 представлены кривые изменения значений /г; в зави­
симости от предварительного сдвигающего напряжения $ (при л=2), 
когда ; 0,5: I; 2 для различных значений («։=1Л=1) (0), (^ = 2, ?о=1) 
(1), (»,= !, 1,=2) (2).

На фи։. 2. 3, 4 приведены кривые изменения частоты ш в зави­
симости от х для случаев (и), (I), (2), когда /=0; 0,4; 0,4 (поло­
жительны« значения 7 соответствуют внутреннему давлению: отрица­
тельные- внешнему давлению). По оси ординат на этой фигуре 
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иг «=<2 й по оси аб­

сцисс—безразмерная величина х. Критические нагрузки получаются 
как точки пересечения с осью абсцисс кривых, выражающих зависи­
мость наименьшей частоты от нагрузки.

О 04 0.3 <2 20 sО 0<< Q& <2 . $
Фиг. 3. Фиг. 4.

Па основании формулы (!•>), аналогичным образом, нетрудно 
определить значения /г; при «=.3. 4. Подставляя эти значения 
п и //; для фиксированных значений т։, я2. $. / в формулу (12). по­
лучаем соответствующие значения <о. В частности, на фиг. 5 приве­
дены кривые изменения частоты в зависимости от .*> при //=3,4.5. ... 
для 3^0,5; 1; 2 (при /=0,4), для случаев (0), (1). (2). При этом 
соответствующие частотные кривые (для фиксированного //). в отли­
чие от низшей частоты, для приведенных значений 3 практически 
сливаются. Аналогичным образом нетрудно построить кривые и для 
иных значений исследуемых параметров.

Таким образом, показана степень влияния параметрон ортотропии 
на частотные характеристики предварительно закрученной оболочки 
как при действии внешнего, так и внутреннего давления. На основа­
нии приведенных кривых нетрудно заменив, что влияние параметров 
/л и /:2 на частотные характернапка в зависимости от значений нор­
мального давления и крутящих моментов различно: если при малых 
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значениях 7 большую роль оказывает величина радиального модули 
упругости Л’:!, то по мере возрастания роль продольного модуля уп­
ругости Е- возрастает и тем больше, чем больше параметр 0. Отмечено 
существенное влияние исследуемых факторов на низшие частоты и 
сравнительно слабое на высшие частот! .

На основании соотношений (12), • >3) нетрудно получить крити­

ческие зависимости я 5 и / (для различных значений л, и з։).
При ш= и из этих формул подучаем

Я1—1 И4-^։(ЛТ)։ _ /« ?/?/ г- 7 _ __  - 7 ---------- I ( ։- — —■____
• 3 1 Згл4(гг’-1) Е/г

7 - 5° -°
р։(«•()-«;-’ — 1)5* = 0, *--֊•

— *’ ш
В частности, при и $°=0 на основании (18.1, (19) 

(18)

(19)

имеем

/г. 0 и / = — {(и՜ — ! )-н;|гг/.4(л։ 1)|“’Ь откуда .тля достаточно длин­

ных оболочек, при а--'2, получаем известную формулу /*=$£.
Согласно формуле (19) получаем зависимостЕ» /г;(х). Поэтому, 

задавая $, для фиксированного ■՝: получас՝.! соответствующее значение 
л՛;. Подставляя это значение (при п=2) в формулу (18), получаем 
соответствующее критическое значение /, На фиг. 6, для вышерас­
смотренных случаен (0), (1), (2) приведены зависимости /*($*) для 
3 = 0,5; I: 2.

Фиг. 6.

При / = 0, ц = 2 уравнение (!К) принимает вид 

37,г=-2г:г (/ф>։+ 12’га2) =0

Положительный корень этою уравнения имеет вид

'41' Г'44 4)1
Если принять, что
8
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V2^l2

го формула (20) принимает вил

Подставляя это значение //•, в формулу (191. имеем

При рассмотрении достаточна длинных оболочек, когда

(:, Л.? "4:0,5

формула (23) упрощается и принимаем вид

(21)

(22)

(23)

(24)

(25)$° = а
I 'J. 2

(120;-՛՛•
ЗУ 2

При 44 - I из (25) получаем известную формулу Тимошенко 
для критического крутящего момента «остаточно длинных оболочек, 
где влияние граничных условик ш учитывалось [о]. Следовательно, 
отсюда получаем, что при выполнении неравенства (2-1), граничными 
условиями можно пренебречь. При этом х-штывалось, что псу пенные 
граничные условия практически мало существенны, так как наиболь­
шее расхождение между критическими сдвигающими усилиями длин 
ных оболочек для граничных хслоняй: и՛ —и—0 и ®»Т։-0 сос­
тавляет величина около 10% |7|, тогда как условия по г՛, $, -вул^ 
являются несущественными |8]. [9| В то же время, из работы |4| 
следует, что критическое сдвигающее усилие, полученное прк удов­
летворении главных граничных условий и՛ —О, лает достаточно хо­
рошую аппроксимацию результатов как для граничных условий сво­
бодного опирания, так и жесткого закреплении.

Рассмотренные вопросы представляют существенный ингерес при 
динамических расчетах предварительно <акрученных длинных орто 
тропных оболочек, подверженных действию нормального давления.

ABOUT VIBRATIONS AND STABILITY OF LONG ORTHOTROPIC 
CYLINDRICAL SHELLS I NDER ACTION OF TORSION AND

PRESSURE
S. \ Kl/Kl DJANOV

iii.npiriH. in. oUGiria ii.9/)uniibib?,ii.bi: ifbiMUiu. bphu.p opp-nsw 
'M.H.W.ilbV Pll.'I.U.bP-bbPI’ SUSIMI’IIWU b’l. ЧЦ.9П Mill 14*8 П1’ЪР.

и ъ. «in i-’hi 1'й1ш։ч,
U. tf ф II ||| n i if

֊1.чтн[։игч( шд / iifnpii u>\i h b»pii՝u>{ tub и։ put и։ pftli, <upit<f!)ii

(f ЬЛ/z^/ib/ Ъш[йЪш1[шЪ phttbLfift uitiqhsiniPjtuhtp opPitmprtUf 
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Itfiiilutij/ib РшцшЪриЬр/г uufhlfmpuif phntflturjpftpilipp rjftiu tuplfi/шА l։ ЪшЬ l/tu- 

j п I itn tJJj UI Ъ •» Uipgp ••

֊Lutuitfiii'inidp lfuiutuipi/шЛ / Iffiuuiuihii n>i fAiut in Lum f! jujIj •Jtifutb tjpiui 

(rri<)։/u/h duiduiii t If 4b шпЬ>/4/ tfifvuiifttp Lifpuij/ib iifrujJ 1MI1 ppI UlltUllf-

f/шЗ 4b i;<u^p 4u£iufuuilfuAinifl  fni)iLLpl< npnllfll/L iuutllip plllhlllAIllip՝ //w/m- 
l/tllt} и/инпич JttlHtbutfi, Lttpduif :itt2lfuib, hplfpM^Wl/intf! ptAl II /luitfntbp/l 

U f!P И W f! H Hf ft III f jt Ufiupuill Llliplipflll. рЪщки built If p/tmfl/f 1IJ If шЪ UfUtinttll dn> 

if hiiuibl p/t hitpiiuif dXitniJftij Ifui/uifuubnip juib IjnpLpp

I И 1 EP S ТУ t-A

I :7<l/UHCWrt A. 'E. A x.u<nn (. '1. ycibilWl НЧ.. 1Ш.ЧММ IpH’irCKOH ppraiponirort 
при 'I • <рМ1! Л1.Н1՝?1 jr.’Vli'III Про ИК»'՝ ft. пи lllll.lpll'lCCKIH обо
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и Я I Паноько.—М МашкмостроодМс. 1%8. 567 с.
1 7о/h tin. И. /... К гюпр«ху об yvToiVtHBvciii ь» ишдрическоА оби.ючкн при круч«: 
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ ПАУК АРМЕНИИ 
JLMI.USUA.b «M'SlIbmi’MibH» ll.«UJ.'l֊hirbll.:lb Sb'I.IPill/MT

lFb|uwli[il|ui 44. № 2, 1991 Механика

УДК 539.3

К УСТОЙЧИВОСТИ И КОЛЕБАНИЯМ ПРЯМОУГОЛЬНОЙ 
МНОГОСЛОЙНОЙ АН 1130'1 РОЙНОЙ ПЛАСТИНКИ

ДАВТЯН \ I

Рассматривается усгойчшин-.ть и ко гп*. ՝ ног ослоп и ш прямо՛ г՛.՛ р.п п.1.1 
гннкн. Причем п одном г.пчл слон и ц ihu.ii нфррпугы симметрично чтжкнтель о 
срединной плоскости плжшпкп. и ՛. .-р том .ним hmmcviih'Iiio. В очрнх 1',т.уч..ич 
получена критическая сжимающий нмружа п ни.тгдуетея *.iiiii ими՛.:!, Kpni»i" >՛• 
Нагрузки от расположения слоев илзсгнихн от.нтгслыги jpyi руга

Исследуются устойчивость и свободные колебания многослойной 
прямоугольной пластинки Материал слоев один и гот же, ортотроп­
ный, слон повернуты друг относительно трута на некоторый угол. При­
чём, в одном случае они повернуты симметрично относительно средни- 
ной плоскости пластинки, а в другом -антисимметрично. Оба и л 
случая изучаются в отдельности.

/. В случае симметричного расположения слоев уравнение устой­
чивости пластинки при одностороннем сжатии будет

<РМг _ о1 М. ,.f <J‘H p&w _ ( ) 
дх* ду9 дхду дх*

где для моментов н изменений кривизны имеем

A'fj = ֊: ^iey»j
;W2= 4 R/z3 ,

• 1=^^r./։ ^Лл7՛.* *
<)2w d2w _ dzw

z։~՜ /;г“'"лТ' /j- A a'*7A՜* <7y дхду

(1.1)

(1.2)

(1.3)

Приведенные цилиндрические жесткости определяются, как [I]

‘ п
֊֊2 1^’-^ DW.5 4-1

К//=0 (1.4)

где упругие коэффициенты каждого слоя выражаются через ։гачаль 
ные характеристики материала следующим образом [2: 3]

Я,?’—Л1։со$Ч* -Е 2(5։2-г 25fi<i)sin9?>cos3?j> • Zi22sin։'?ft

tfjjSin'-* 4- 2(Z?M 4- 2Z?ne) sin’s*cos’«*-t /<2соз։?А

= -i l#n 4 —2(£]3 2Я.,Й)| sIh14>cos։?*
11



№ /Лп 4 |/>*п ֊ ՛ 4- 2/Лл)| §1па'-л соз’?*

Л{.*‘- ֊ |/^2?1п:тЛ — Впсо$’?* - (Л)г 2Яле) СО52'£л] 51п2?А (1.5)

/?<Д* - ■-[/?г2со$г-7> Д։։5(1Г?* — (В1а • 2/Л,я)СО82?л|$Ц12«е

Рассмотрим пластинку, все стороны которой свободно оперты

»=0 Л/։=0 при Л-=0 х-=я (1.6)

/И„=0 при у=0 у=Ь (1.7)

Решение (1.1) ищем в виде следующих тригонометрических 
дои, удовлетворяющих граничным условиям (1.6) и (1.7)

®= У V йтч 81П>.„.Л- 81пряу 
ЯГ—1 П—5

оз ОС
• Н։= 2^ Ьтп 8|п/«х-51щ։„у

ги — 1 л—I
ГК '.■»>.

М,= V V ^^н^л-бШГлу 
ГП —1 Л —I

г» .-м
//=2^ V </1ЯЛСОЗАтХ С0$р„у, 

т = 1 ?!—1

ря-

(1.8)

(1.9)

В [4] подобная задача решена другим методом—методом малою 
параметра.

При (1.8) и (1.9) все граничные условия удовлетворяются точно, 
однако, если исходить из (1.2) и (1.8). то соотношения (1.2) будет 
верны везде кроме границы.

Подставляя (1.8), <1.9) в (1.1) —(1.3), при этом учитывая, что
аг 

8!п>-лЛ= V 
р—1

С08'тЛ'= V 0^5(0/рАГ (1-Ю)
р- ’ 

_2/я|1-(֊1)Н-»»]> . _2д|1-(-1ИЧда1 
к(/?։в—/Я) ’ п -(/?—«’)

в окончательном виде дли ат„ получим 

+ а52^Ь.;4- - Р/;1 =

= ■ 4- ия) I (1.11)
.•к—1 н=Т 
тт р п-р
Критическую нагрузку получим, приравнивая определитель <гон 

бесконечной системы нулю. Беря конечный определитель, относи।ель­
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ни Р получим алгебраическое уравнение. Значение, критической иагруя 
кн можно уточнить, повышая порядок определителя.

Рассмотрим четырсхслойвую нластинк\ из стеклотексголнта 
КАСТ-В, которая имеет следующие упругие постоянные:

Л,-21,5 ГПа; £2=12.3 ГПа

6=2,07 ГПа; >,=0.19: >2=0,11 (1.12)

Так как упругие свойства материала ляле։пики и се плоскосгч 
в различных направлениях разные, ю значение критической ниру.:-:" 
будет различным и зависимости г. г ракиоложеиня слоев.

Поэтому можно найти те положения слоев пластинки, при. кето 
пых критическая нагрузка будет наибольшей.

Таблица !

1) 15 30 45 60 75 9'5

2*918 2,938 2.975 2,980 2.934 2,868 2.8.35
2.918 2,937 2.976 2,981 2.935 2,866 2.835

15 3.0'27 з.о.зз 3.064 3,073 3.035 2.970 2,939
3.063 3.084 3.112 3,127 3,080 3.012 2,980

30 3.254 3,260 3.250 3,298 3.262 3.195 3.167
3.327 3.349 3.31« 3,391 3.311 3-276 3.245

■15 3.314 3,324 3.352 .3,361 3,325 3.259 3.228
3,364 3,385 3.423 3.429 3,382 3.313 3.282

60 2,995 3.036 3.259 3.072 3,035 2,943 2,936
3.012 3.058 3.289 3.101 3,055 2.987 2.954
2.556 2 574 2.610 2,617 2.581 2,503 2,475
2.560 2.581 2-691 2.624 2,584 2.509 2,177

ПО 2.337 2,354 2.391 2,399 2,351 2.286 2.254
2.337 2.357 2,392 2.401 2,354 2,286 2,254

В табл I приведены значения безразмерной критической н г; грузки 
-

к Зависимости <л углов поворота слоев. Вычисления прово­

дились ео втором приближении для пластинки — = 0,7. Р?.—жест- 
Ь

кость пластинки при. совпадении координатных систем, относительно 
которых рассчитываем жесткости.

В каждой клетке таблицы во вторых строках пометены Р 
если формально принять -О.

Из таблицы видно, что:
а) наибольшая критическая нагрузка получается при н—г2=4о . 

то есть фактический многбелой превращается в один слой;



б) ирготропное решение (пренебрежение приводил к уве­
личению критической нагрузки.

2. В случае антисимметричного расположении слоев пластинки, 
помимо моментов, о срединной плоскости появляются также тангенци­
альные усилия flj, то ecu» пластинка претерпевает изгиб и плоскую 
деформацию. Поэтому. здесь уравнение устойчивости (1.1) должно 
быть дополнено еше системой

дх ду ду дх

Усилия и моменты выражаются формулами:

/j —Cni։ С-12-2 ]*/\ /՛ J— С։.<:։

.11. : >. ՛_ ! \ ..՛ 1\ • , И .՛' А I)..-. д .।

•”k։n=i 1 ^։s-5

ди dv ди tiv• j=—: ?2=—; w=----- !-----
дх ду ду дх

Ktf=h*V l^-(fe֊l)a|ÖjA;, C։/-2//V 
A֊t *֊։

Подставляя (2.2)—(2.5) в (!1) и (2.1), получим

(2.2)

(2.3)

(2.1)

(2.5)

с '^кс„+С..)-^
дх- дхду ду1

д*ы .. d3w
։в ։ ~дх2ду tfy*

(I

С^ 
ь,дх*

и2 и 
дхду

илю 
дхду2

к'К111ТТ ох3
; (C1#-|-Cw) = 0

(2.6)

О„^ + 2(О1։-|-2Д,) 
г/г1

d'w . / дли _ ••
-■‘л'ои/ ։' \ ^A-։dy дх' )

_KJ3JÜL. +
\ ^A'dy’ , а\՝' дх2

Решение системы (2.6) ищем Fi виде

// = fsl[i/.r.։eos-l„y, üssscos/vjjSinpflV, w—>siri/.mslnyny 

удовлетворяющем граничным условиям

«=5=0 при л'=0; х=и

y=:.S‘=O при у=0; у-=д

(2 7)

(2.8)
После подстановки (2.7) в (2.6). получим систему алгебраичес­

ких уравнений относительно /;«; У Приравнивая определитель этой 
ентемы нулю, для сжимающего усилия получим следующее выраже­
ние:
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№ 1 т? с?
֊ /Л։-г2(^-2Ч«)-7- а> ;
с1 т-

2(<.» I <-'и)(зки- /<„)(з/<։„ • ки^ 
(с„ + си)(ся с„} - (с1։4 с։.)=

По формуле (2.9) критическая па։руз-ка определяется обычным
. &образом: устанавливается число /л для данногос =—, которое о-

Ь
обтает (2.9) минимальное значение (л—I).

Числовой пример ыя чеилрехслойноч пластинки здесь рассмот­
рен для материала (I 12); г = 0,7.

Таблици .?

Т>

1
О 15 30 45 60 75 90

0 2.918 2.923 2.958 2.966 2.918 2.859 2.835
2-918 2,938 2.976 2,981 2.935 2,866 2.835

15 2.703 2.929 2.926 2.939 2.968 2.910 2,859
3.063 3.084 3-122 3.127 3.080 3.012 2.980

30 3.161 3-181 3.041 3.064 3.129 3.002 3-043
3,327 3.349 3.318 3.39! 3.344 3.276 3-2-15

45 3,231 3.201 3.220 2,850 3.284 3.156 3.155
з.зм 3.385 3.423 3,429 3.382 3.313 3.282

60 2.862 2.853 3.|Ц 2.868 2.789 2,783 2.832
3012 3,058 3.289 3.301 3.055 2,987 2.954

75 2.501 2.504 2.525 2.489 2-417 2,380 2.439
2.560 2.581 2.619 2.624 2.584 2,509 2.477
2.337 2.345 2.370 2.386 2.340 2.281 2.254

•Ю 2.337 2.357 2.392 2.401 2.354 2.286 2.254

В табл. 2 приведены значения критической нагрузки Р=

н как в табл. 1, во вторых строках каждой клетки помещены Р без 
учета плоской задачи на изгиб (/<и=К,6=()).
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Как п в предыдущем пункте, ортотропное решение (пренебрежс 
ине Л'.ъ) дает завышенное значение критической нагрузки. Аналогич­
ный результат получен и в [5], но там пакет ортотропный углы по­
ворота слоен 0° пли 90е.

•7. Рассмотрим свободные колебания свободно опертой пластинки 
при симметричном расположении слоев. Уравнение колебании будет:

сРМ. „ д-Н д'М.. ь/1 д°-к------к _} 2 1 .— ------------ (3. | ) 
дх* ахду-- оу՝ я дС՝

где .моменты и изменения кривизны определяются из (1.2) и (1.3). 
Решение |3.1) ищем в вило

\7*=s|nu^ v v dCTn siii/,rasln (3.2)
IK-lfl 1

.II,—sinw/v v $hi /.„ship,,y 
m- i <-i 
tv Ob

,AJ3=S|nm/ v V sinSin Рлу (3.3)
nt — 1 t: I 

<x **-
/7 = sill IV/ V V (ll!in C,)SAffl COS i‘Qy

я։—1 л = 1

удовлетворяющих условиям (1.6) и (l“j.
Подставляя (3.2), (3.3) н (1.2). (1.3) и (i.l). для аЛ1Л аналогично 

1-ому пункту получим:

: /72,и’)цр =
Г>

= 2S г <л)-т-£Мр?-*-1Ф1 (3.4)
w- I л֊-1 йг,-р п--~ ч

гона в зависимости от углов поворота слоев, бычне- 

Значение гобг։венных частот получим, приравнивая определитель 
.топ бесконечной системы нулю. Оно 1акже будет зависеть от орпен- 
i;i։inii слосз пластинки.

В табл. 3 приведено изменение безразмерной частоты основного

ления проводились но втором приближения для четырехслойной 
плес.инки материала (1.12), г = 0.7.

Во вторых строках табл. 3 помещены значения (<»а) при DM = 
=^։։-и.

Из таблицы видно, что как и при задаче устойчивости:
а) наибольшая частота собственны.’- колебаний получается пр։: 

(?1=?։=45с);
б) ортотропное решение приводи I i увеличению час ки
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՛է ad.umu i

0 15 30 45 60 75 90

11.9U8 11.990 12.147 12.16S 11.978 11.693 11.564u 11.90S i:.993 12.152 '12.172 11.979 11.691 11.56-1

1 Հ J2.388 13.517 12.552 12.583 12.423 11.638 12-027
12.517 13.698 12.735 2.755 12.575 11.782 12.159

13.340 13.3H> 13.342 13-534 13,381 13.106 12-988մԱ 13.554 13,672 13.658 13’‘33 13,655 13.367 13.238

13.573 FL՛. 13.736 13.770 13.617 13,345 13.218•։o 13.73H 13.827 13.%0 13-983 13.807 13.523 13.389

«0 12.237 12.413 13. <25 12,561 12.253 12,046 11 .843
12.727 12.489 13.408 12.012 12.470 12.ISO 12.049

75 10.435 10.510 10.661 i0.686 10.357 10.232 10.104
10.441 !0.52< 10.685 10.706 10.549 10.210 10.110

9U 9.5J1 9,612 9.759 9.791 9.598 9.330 9.201
9.531 9.616 9.763 9.796 9.599 9.331 9.20J

ON BUCKLING AND VIBRATION OF RESTANÜULAR 
MULTILAYER ANISOTROPIC PLATES

A. T. DA YUAN'

111"Լ'1.ԱՆ«։ՅՈ1՚Ն ՐԱԱՄԱՇԵՐՏ ԱՆԻԱՈՏՐՈՊ II ԱԼԻ ԿԱՅՈԻՆՈԻԹՅԱՆ 
1»Վ ՏԱՏԱՆՈՒՄՆԵՐ!’ ՄԱՍԻՆ

Ա. fr. ԳԱՎ1>8ԱՆ

Ա մ փ ււ ւ|ւ ո ւ մ

Դիւոարկվոէմ են րււէէքմ ւււշերսւ ւ>ւ ղղան կ յ tt էն ււա/ի կէււքքէւն/ււքքյունե at mat 
տ ան ti ւս՚ներր: ււրւոմ, ււա[ի շերտերր շրշված են ոսպի միջին • ար::ւ ի։ յ ան
նկատմամր մի ղեպրւււմ սիմետրիկ, iijiitu ւյեպրում ՚ ակասիմե արիկւ Երկու 
դհսքրում Լ/ ստս։ցվե( Լ կրիտիկւսկան «ձ//»7/.պ րեոր ե ուԱՈէմնասիրվել I; կրի- 
է.՚ւիկս։կւսն ումի կախումր սսպի շերսէերի՝ միմեանց նկաւոմամր quin ավորու - 
թյէււնից։ էհպի iuquiiii տտսւանւււմներր դիսւարկվում են շերաերի սիմեարհկ 
ղսւս ավո րւ/i ff յան <}l< iij րո\մ ։ Սսւացված /, սւասււսնումների սեփւսկան fuit'ui- 
խ ա կ ան at ff t at ն կաքսւււմր ապի շերտէ, րի' մքււէյսւնր }ւկս,ւ/ւմ u.if ւ֊ ււր>.ւո jv.b .ււն- 
կյէ՚ւնիր- 1։երվւււծ են (քէքէւէյքւն օրինակներէ

2 IbiiecTHii AH ApMeHiiii, AV'X iniiKa
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JlMUSiah ‘M’Snbmi'MjbPl’ UJiimirhUSl’ Sb'l.biiimp
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУ К АРМЕНИИ 

lTL|uuiG|>lpu Н. №2, 1991 Механика

УДК 539.374 

ВВИНЧИВАНИЕ ЖЕСТКОЮ КОНУСА В ПЛАСТИЧЕСКИ
ОРТО ТРОЙНОЕ ПОЛУПРОСТРАНСТВО

\КОПЯII л I

Рассматривается жестк<н. lacnt'iecf-.uc течение пластически ортотропного мате­
риала. когда жесткий шеролбнлтыС: house -.»пи "шкаегся и полупространство Маг; 
риал полупространства ии.тчнпясген соотношениям Ми теса .Хилла, главнее осп а«։п- 
.отроини совпадаюI с осями сфери'.еСкой ejzi.es... hoopaiiiia:. ■ центром на перши՛'-? 
кон\са.

Рассматривается течение пластически ортотропною материала, ког­
да жесткий шероховатый конус, вращаясь aoicpyi своей оси, внедряет 
ся с постоянной скоростью н полупространство (фиг. I) Материал 
полупространства считается несжимаемым идеально жесткопласгичес- 
ким и подчиняется соотношениям плас лчески ортотропного тола Мп 
зеса-Хилла [1]. Принимается, что iданные оси анизотропии совпала 
ют с осями сферической системы координат центр которой помешен г 
вершине конуса. На контактной конической поверхности возникают 
касательные напряжения, значения я направления которых, главным 
образом, зависят от шероховатости ио», поверхности.

Фиг. I.

Аналогичная задача для изотропной.» материала рассмотрена в 
работе [2]. В работе [3] рассмотрено внедрение жесткого клина ՛.; 
анизотропное полупространство. Вдавливание жесткого штампа и 
анизотропную пластическую среду рассмотрено в [4] Исследование 
проникания тонкого твердого тела в тр лсверсально-изотроиную cpe.iv 
проведено в [5]. В работе [6] рассмотрено ввинчивание жесткого ци 
линдрического тела в пластически анизотропную трубу
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/ В случае осесимметричного течения (ифференинальные урав­
нения равновесия в сферической системе координат п обычных обоз 
качениях имеют вид:

֊֊' + 1^ + ±(2,+.„с։65)=о
дг г о<> г

— + М» (1.1)
ог г дЬ г

~ ֊&•-. ■ 2--'.л՝։йЯ=п
дг г д') г

Зависимости между компонентами тензора скоростей деформаций, 
скоростей перемещений и напряжений

з,= ֊ = о|//0(;г ;0^;о(5г-3,)]
дг

+ -֊^=П|>.)+//.(։.-*) I
г г дЬ

И V
*.= — I — С1£б=!2 )-}-/%(з.-зо)]

Г г

։1 дъ ’ ди . Л.
2\/б = — 1-------------- (1.2)

дг г а ) г

2т«=~֊'-=ЯЛ1։-,; 
дг г

1 дш ?£.՛ , _ .2-'<։= ——֊ — с1§9«Й£в-.йт 
г д') г

Условие текучести .Чизсса-Хн.тл<ч берем в вило

/-;(«о-зу֊)2 -б;(с։- ^,)ЧЯ0(з,֊3б)Ч/0^4֊Л^4-^и^=1 (1.3)

Исходя из (1.2) — (1.3), компоненты напряжений удобно предста­
вить в виде

5г = 2о ф

|/М (С-)«)։,] (1.4)

9 О 9-.=^7«.

где
<2=[(^/7)^-2//5^4(0՝-+ -г4ЛЬ;;;+4Л^1^

6=^. \ /.= ֊. л'= —, /и=»-1
А д А £0 Л’о Л%
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Д—^0^0 ~^п/'/0-г//о/՜о

Полагаем, что пластическая область, образующаяся нокруг жес­
ткою конуса с углом ‘>—7, ограничивается некоторой конической 
поверхностью с углом 9=?, положение которой подлежит определе­
нию в ходе решения задачи. Далее, принимается, что область плас­
тического течения ограничивается поверхностью г=/Д9), свободной 
от внешних нагрузок, форму которой также следует определить. В 
этой области свойства материала считаются пластически ортотроп­
ными, появляющиеся вследствие пластической деформации материала 
(деформационная анизотропия).

Для определенноеги принимаем, чы вращение конуса происходи! 
в сторону уменьшения азимутальной координаты <|. Допускается, что 
в пластической области радиальная скорость перемещения имеет по­
ложительное направление г.

На контактно։! поверхности межд;. конусом и средой задаем ус­
ловия;

г— Иоз1па (9=Д (1.5)

Здесь V» - заданная скорость внедрения конуса, /л, и 7,- поло­
жительные постоянные, значения которых считаются заданными и за­
висят пт характера и степени шероховатости конической поверхности 
соответственно в радиальном ։։ окружном напрлэленнях.

На граничной поверхности пластической зоны 9«-0 принимаем 
нормальную скорость перемещения непрерывной, а тангенциальную— 
разрывной. Тогда полагаем )7]

■и=(). -'х>, (&"$') (1.6)

Имеем также условие равенства объема внедренной части конуса 
объему вытесняемого материала.

2. В пластической области компоненты напряжений и скорое и: 
перемещений можно выразить через неизвестные функции /(9) и >(9) 

3г=б,_бууТТ?/д՜ /(77~/Т/г»ДТ/.72—4Л1>։

3.-50--(67 }-//)/Т'| :У[Х՜ 1(04Гр4-4М*а

■ с.=-М.Д1пД _ з|>
/?, '.И(О //)Г’-!4£У։ .441-1»

, ։

-о,=27.0՛/1 7»7а; /{(7 Н)Г 4£?'։-НЛК’ (2 I)

-^= 2ЛВ1Ч ^7лГ /(Сч-//)^^^'’^֊^2, -,ч -л
«===—/'з1п9—2/соя9. 'и=2/$1п0. о’=2Ь$1п9

где рг. 5. /?։ = /?(а), д_неизвестные постоянные.
Приведенные выражения (2.11 будут решениями системы уравне­

ний (1.1)—(1.3), если /. у, и - удовлетворяют системе обыкновенных 
дифференциальных уравнений
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/''43/'с1К5+7==г==/(«_/У)/-|.и/ >'«л-4М'? - О

շձ/Г՜ Т^л7у տհ>80 ' бЛГ#1֊-а/л- Տ1ո36 _ 0
/ГбТ77)/'։ 4Л ‘/ч ՜ /<бТ/7)ГԴ՜4ճ-г 4 ль*

'Ч-с^е-1֊(А/-а) ^=ճ2յ^-===>ր-^=օ (2.2)
Հ(67փ/7)ր'-7 4/.Հ’-ր-4.Ա;։

Согласно (1.5) (1.6) для этой системы уравнений находим 
граничные условия

/—֊% _____ ... ;■. ■■-■ = ..,5ц=г- (5«=а)
2 Հ(Օ՝ -| /У)Г • -ԱՀՏ-4ЛЬ։ V \-m\iN

/=0. •/—» (&=$)

-.(3) = -гп2 (2.3)

В формуле из (2.1). переходя к пределу 0 — թ и учитывая 
что при этом /—ос. имеем зависимость между т։« т(^) и ^=^-(3)

т^Уг №\-հ%Լ) (2.4)

3. Рассмотрим равновесие конической трубы, занимающей плас­
тическую область г<;^/?(6), (фиг. 2). Приравнивая нулю
сумму проекций всех сил. действующих на поверхностях мысленно 
выделенного тела в направлении оси •%■»(), а также приравнивая нулю 
сумму моментов всех сил относительно этой оси и учитывая, что 
поверхность г = А'(6) свободна от внешних сил. получим

/?, /7.
I տՀր, т).мп* — ™։օ0Տ«|տ1ՈՅրժր— —/пасо։₽| У

Х51пЗг</г— 11 зг(г, ՉխօտՕ-Հր«(&)տ1ո6|ր8տ1ո6մ5 = Օ (3.1)
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Rt Rt $

J VjSin’otrWr — I 72sina3r’rfr 4- | T,¥(9)r3sln’€»rf6-’O (3.2)

f r 4
Здесь £2- /?(ß).

Подставляя в (3.1) выражения компонент напряжении и произ­
водя интегрирование, получаем

WjSln‘2։ }--*amasin2ß Л1п։3(£>4-.Ain*) А[) — —--------------------------- ------------------------------  _ —
2(‘*’s!n*ß—sinh) ''’sln’ß—Sin’® 2

'=/?,.7?։ (3.3)

Z>—(OTA/) |
felge/ dt 

f(W/7)/a-r4A/« -.dh

Далее, интегрируя почленно второе уравнение (2.2) по 9. находим
з

3 I v>sin։9döx=(7։sln2Ä —^jSln’3

Подставляя в |3.2). получаем

(/, sinh
"։=7s-i^ (3.4)

Кроме функций /, -у, - остается определить также функцию /?(9) 
и параметр 3.

4. При определении формы свободной поверхности г=/?(б) игно­
рируем роль окружного компонента касательного напряжения в про­
цессе формирования этой поверхности по отношению к остальным 
компонентам ол и -п„ Из условия равновесия элемента вблизи сво­
бодной поверхности г-/?(9) в меритональной плоскости на площадке 
с нормалью п (фиг. 3) имеем |8|

«я=о,(/?. 6)cosJ'Z; 9)Sln,fh г-,.«.(9)s։n2fj, 

тЯбзб( /?/>) —Sr (/?, 9) I s I n9wcps&* 4՜ V’.(9 )cos29, (4.1)
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где %: - 0, -ч hn -угол между нормалью п и положительным на­
правлением z. Пусть параметрическое уравнение линии пересечения 
свободной поверхности с .меридиональной плоскостью задано в виде 
ь=р(0), г z(6).
Тогда

sin5.,- -г'2, cos5fl«p’ /р։֊уг’г (4.2)

Введя функцию

/?(б) = —— схр(/.(б)) (4.3)
св$3

где Л—i/^=/?։cos3 причем Л —заданная глубина, f1 — время внедре­
ния, и переходя к полярной системе координат p=/?sin6. z=/?cos9, из 
(4.2) получаем

tgG'fl=(1g9-z ),(l- z'lgG) (4.4)

Аналогично с |2| составим выражение

Т=зп I-,

и определим Z? из условия минимума Т по 6», Дифференцированием 
и использованием (4.1) находим

д7УМ„-2(;г ( oo)“/w (4.5)

Полагая з,- з<<0 и приравнивая нулю (4.5). находим -п =0. 
Тогда

% = б-Ь arctg| 2W(«A— 55) ] (4 6)

Для этих значений 9л нз (1.5) определяем

LL. ^_М2Ч4^>0

Следовательно, функция Т получает минимальное значение при 
таком опреде лении 9„. На поверхности г /?(гй имеем -л։=0, а нор­
мальное напряжение

МО-МЯ.О) ֊ 1|+ /(=,֊=,)’■• (4.7)
л*

Подставляя (1.6) в (4.1), определяем * , я затем, учитывая выра­
жение компонентов напряжений (2.1), из (4.3) находим

exp ( 2 X 
cosp I

Л
1՝________t/(G ֊ Af)f«44Z/y>- 4/W>a՜М_____________________ 1
/|641-t’֊V)-i-4(G Д~Й>) -О/'/Г֊^эМ՛' I

(4.8)
Соответственно, будем иметь
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1՛ _____________ У(ОЧ-//:՛/ • : '2 • 4Л-ЙМ__________________ ]
1|0а(Г֊-’/Лг)4 -Цб-г//)^3 Ш?(77?-а-г ЛЬ«)-бу'1 I ’ 4,.V |

5. Из условия сохранения кол и чес г в а масс
f ։«0s*

?dz —/^Jsin’acos»

Переходя к полярным координатам, получаем

I t։3'sln^( I -z'ctgfJ’)o'1’ s= — shi’acos« 
з>э

Исключая z' при по.мошн интегрирования по частям приходим к 
уравнению

I exp je >֊

L 1՜______________ •/(G4 3)fl+4Z 4 vT/: d'J I

Jf|G«(l_-A/IV)-֊4(G-//)?|r4 16^W’՜֊?/N I >

sinWG= — siti?3co$ä 
2

(5.1)

которое вместе с системой уравнения ((2.2), при ранпчных условиях 
(2.3՝ определяет функции Л ?, ■ и параметры 3 и .4.

Сила давления конуса на сроду равна
А’.

Р= — < | |зг(г, i)siip- Wji.osxpt/z
h

Условное напряжение, приходящееся на основание inie.ipeiino ՛ 
части конуса, то есть р назовем удельным давлением.
После вычисления интеграла получаем

WjSinSa-w։'’sln2? . >2sin։3(Z2~Л1п>) 4р = —------------- 2--------£4 -------- i----------------r/z/.ctgy (5.2)
2(*3sin?ß—sln։a) v’sin’fi— sirrx

Зависимость между силон давлеип ։ к дубиной внедрения имеет 
вид

/>±=^Sh?a 4a 
cos։3

(•5.3)
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Вращающий момеш будет

Л1* =
2

о

6. Вводя новые функции «>($) и л(0) при помощи зависимостей

система (2.2) сводится к системе дифференциальных уравнений ка­
нонического вида

$'=«3$с!й0 —
у'С-гН-ЦМ$а /«и тх \

<!)'«= -2«сК>5 - -------Иу / |_-злу_иЛ//. (6.2)
У (Т-НА-НШ*

-с(й&+ -7^=2== 
/«4А/+4;Ш3

А'М)
при граничных условиях

<»(«)-<?». <а)®л։։, -:(3)«—/и, (6.3)

Формулы компонентов напряжений (2.1) примут вид

■•-■■+7гаЙ1Т’',=?;га' >«'

6____________ 5
д=-д։+лш ֊ +&+Н))

г 23/5 — V 1 --.’/Л-ш’, /. , -9г=ш

Форма свободной поверхности определяется из (1.8)

/?(г>)=——■ ехр -2Х (6.5)
со$р I

э
(____________________ -н֊ь4М81ач________________=.=.

Г | | 4((7~/7)——-г 16Л1з։ |'։4 С?)/I — ֊֊ ֊

Из уравнения (5.1) имеем

^ехр*6Х (6.6)
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1*
У0-ьА/֊4АВ’<Л

+ 4<(? : //I
G’
- т16.Ил։

V

’> stnGJ6 = — sln’Scosp
л-

Удельное давление определяется согласно (5 2). причем

Р.хр -2 | 1(7 /7-4АВ’т/0

| 4(С7 /Л 16 Ил* -.»г
иг

V /

/М Н} т а . н ՛. ՝.: ’
3 | -afJ (6.7)

На поверхности г=/?((0 нормальные напряжения будет

Г ~ .. 11 I ,

। <•-
16Ил> -л 4֊ о

* Ф*

v ’ ГЛ

*
2/G+Z/+4.MS’

■I O4-^-4A!s*d6____________

—)- 4(G-H)-~ - !6Afs։ <!)■ 
т.1

Согласно полученному решению ид свободной поверхности вслед­
ствие приближенного удовлетворения граничным условиям на этом 
поверхности •'появляются внешние нагрузки. Влияние эти.՝, нагрузок 
па напряженное состояние пластической »бластн вдали от спободион 
поверхности полагаем несущественным.

Из 1ифф(>|-спинальных уравнений (6.1). определяя функции /(0) 
и ։ХГ>) ПР։| граничных условиях /(а) • Го 2. /(₽)<=»(! и подставляя в 
выражения скоростей перемещений (2.1). находим

։________ _
Vo $1п6 / I flrC7 •Ь^-4.Ws, л \ /(’д)

"=27й ’ ^)ехр(-2дК'|-^ V-..U՛ ■՝ » №*

где

/(0) 
w“V’7(7)sl"rj'

fG * /7- Шт’ «՛)(:)
h

> Лг-
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Чксленпос решение задачи <6.2), (63), (6.6), (3.1) получено с 
помощью следующего алгоритма. Задается значение с учетом 
(2.1) методом пристрелки [9]. решается гвухточсчная краевая гадач ։ 
(6.2), (6.3) для выбранного значения параметра р. Затем проверяется 
хсловпе (6.6)- Путем варьирования параметра (’> достигается удоиле 
творение условия (0.6) Потом с учетом (6.7) проверяете» условие

(3.1). Путем варьирования значения параметра а достигается удов­
летворение условия (3.4) В итоге удовлетворяются одновременно все 
условия задачи (6.2). (6.3), (6.6). (3.4). тем самым определяем фуик 
ции г, (о. з и параметры .4. (5. На основании проведенных численных 
расчетов на фиг. 1 построены । рафики силы давления по формуле (5.31 
1ля изотропного (пунктирная линия) и ..ля анизотропного (сплошная 
шипя) материалов при следующих значениях параметров задач?

6.->. >֊ 2.5: -I..՜։: —- =П,5: </,=0,6: х=ЗО". Из гра­

фика видно влияние анизотропии на силу давления. Для тех же зна­
чении параметров анизотропии на фиг. 5 построены графики ;(х) и 
/Дт) для изотропного и анизотропного (сплошная линия) материалов.

Фиг. 5.
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случае изотропного материала пареметры аннзозропг.п принимают
G /7 п / Л1 ,— --—=2. — - — = I. 1 IponvAciiü также численное нс
.V Л՛' .V Л'

о границах изменения параметра г. Ирл а параметр

получает значения 3?^—, что не Допустимо согласно постановки 

задачи, так как в этом случае ж.. Это зависит также, от пара­
метров анизотропии и значении параметров /?/. и <?։. Для всех рас­
смотренных в численных исследонаииях параме тров при 7<Г8(*такого 
явления нс наблюдались, ю сеть пол\ченное решение для таких углов

конуса вполне применимо.

SCREWING OF Л R GID CONE IN PLASTIC ORTHOTROPIC 
HALF-SPACE

A. G. I1AKOÖIAN

«llir.S ЧПЫ» W”ï|Sni*SU.4nW '’ll.UJISb'ini'Ifi. OI'PILSril*’! 
ill'll IJ.SlU‘IHHll‘B‘?,ll.b ll'M

u. ։h 2Ю|ПВ?.։։.ъ

II. if l|l II l|l II I tl

'f/tin tn pl/l/т if i^iiiiimfilftipliti и p fl n tt< pit Ilf Itptlflp !j tt-tni - u][ iuu iul{ui\ 

hfifi mir! шрД tf tit h p hu tt tf Ipniii l[n\ip h Лpupn m in in l/tf >n if 
tj fill in tit tn putt) til Pjuili tfJi?։ Прпп^ц l.ti tnt/p, ilfl/iutrn^ >i ni) It'll III j!, lipiiu

lllfllf qh'.futpif 111 t} ft Ill'll It p fl Ulft puijfi p k Iplll 111 lit uipiud tit fl I Util input Hill tp/lllfr lilllljl. 

p It nt IP fl Alipt

JI 111 I P \ Г V P Л

I. A'uj.i Р Математическая теория плйстич։։ост։1 .—М Госте.хнэдпт. 1956 407 •
3. ЗаОоян ,М. /1 Вдавливание жестко։ и конуса л идеальное жестлоилпсш'1секое л 

.■^■пространство Нелинейные модели и задачи мс.тицикн леформн: yeMoi : гнер- 
Догр тела —\\ Наука. 1984 с. 110 121

A. //otiHKOii Л Br.eqifHHC жесткою ллнчн н . iin.iorpoiniûc полупрост ранет։ ՛< 1k 
следования в области плзстнчноггн и обработки металлов заилением Тулi 
ТПП. 1980. с 23֊ 26.

‘ Дуйукч.гекко R. Н О ндаплнпан։։։։ жесткого штампа и литот ройную тистнче. 
кую среду-ПММ. I960, т. 24 № Г>. с. 962—969.

5 Гтгдоеа .4. /Рпищ.чн .1. .4 Псследоианнс ьронш.-ания гонкого гвердогт» тела и 
тр:։нсверсалы։п'Иютропную сречв —Нин. АН Арм. ССР Механика. 1987, 40. №-1. 
с. 3—6.
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Предложен параметр помрежлаем<> ՛ и, кктприп определяете» разрыхление՛ । 
Материала. Верок Гкоспш» (рактопка u՛՛՛ icaiier.i Ko.iaf.iKe аязап. его < фунацией 
надежности обрати как системы На осиоив л ՛.՛՛ параметра * формулирован общие 
критерий вязко-хрупкого разрушения Дано ерзкиекне результатами длительны \ 
испытании на разрушение образцов и< по шме гл. tuvi акрилита н условиях ио.тзуч֊»՜- 
П1. В рамках модели обсуждаю геи также статистические аспекты проблемы дли­
тельного разрушения-

Параметр повреждаемости О- >с71 (или сплошности у=1—ю) Качано­
ва—Работнова 11 - -| был введен в геирию ползучести дли описании xpyi • 
ких разрушений. При этом авторы не приписывали этому параметру 
явного физического содержания и рассматривали его как некоторую 
меру накопления различною рода дефектов. Другие ангоры связы­
вают параметр с разрыхлением (необратимым изменением плотности 
?) материала. Развивая это направление, будем считать из=ш(,б), где 
f=p(O-

С другой стороны, рассматривая процесс разрушения с позиций 
теории надежности, время до разрушения образца г.... как системы, 
определяется следующей формулой |3|:

rv

\R(t)dt • (1)
о

где /?(/) —функция надежности, представляющая собой вероягность 
тою, что к моменту времени / система ые потеряет свою работоспо­
собность. Учитывая н здесь физику явления, придем к зависимости 
1?=/?(р), где у=ь(7). Таким образом, величина /?(<«)— это вероятность 
того, что образец, как система, не разрушится при заданном уровне 
Р. Аналогично этому можно предположить, что i—это вероятность 
того, что образец разрушится при заданном уровне о, Поэтому R и 
՛!■ являются вероятностями обратных событии, что означает

Чр)=1-/?(р) (2)
Чтобы получить конкретное аналитическое выражение для пара­

метра ш. воспользуемся некоторыми свойствами функции /?(?). С этой 
целью примем предположения, согласующиеся с самим понятием ве- 
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роятп >сти как меры, определенной на некоторой системе подмножеств. 
Во-первых, предположим, что Д»(/>։|) = 1 (где начальная плотность 
материала Образца), то есть считается, что в начально-естественном 
состоянии материал надежей с вероятностью равно»։ „единице“. Во- 
вторых, примем, ню выполняется свойство аддитивности: еслис4, 
то /?(?)-А/(?։ V,Из этих двух предположений сразу 
ныгекае , что функция /?(>) является линейной и имеет вид:

/?(*)=-^ (3>
Ро

Из формулы (3) следует н другой естественный результат /?=0 
при т > есть при ։улевой [.юности образец разрушается с ве­
роятностью „единит։".

Рассматривая ползучесть цилиндрического стержня, растягивае­
мого заданной нагрузкой /■’, и вводя текущий коэффициент попереч­
ной деформации г. s.t (s.r=®lr>/ /у продольная, sv, е. — попе­
речная ։еф рмация стержня, /0 начальная, /֊ текущая длина 
стержня). закон сохранения массы можно записать в виде |4|. р р0 = 
= ехр{ -(1 -24*) (здесь и далее введено обозначение • =< j. С учетом 

этой формулы имеем
/?(/)=е.хр[—(1-204 (4)

Внося (4) в (2). получим
w=l — ехр|— (1— 24* | (5

Из (5) следует, что ш=0 пр»։ . — 0. Формально из (5) следует 
также и другой результат: *՛• •! при £ -rv. Хотя этот результат н со­
гласуется с предположением Хоффа, однако достижение этого пре­
делл практически невозможно, так как образен разрушится значи­
тельно быстрее, не достигая нулевой плотности для поперечного се­
чения. и при ограниченной величине поперечной деформации.

Для функции надежности (I) интенсивность отказов /(г) вычис­
ляется по формуле

«->—<«>

При v const из (6) следует >(/)=( то есть интенсивность 
отказов пропорциональна скорости ползучести. Это положение согла­
суется с прн:и гы.м в работах |5. 6] предположением as(a~const). 
В то же время, являясь более обшей, формула (6) точнее описывает 
кинетику процесса разрушения.

Рассмотрим ։акон ползучести, описывающий нее участки кривых 
ползучести. Согласно [2. 6] имеем

1ва==Йзда(!-w) ■■(!֊ u>) (?)

где В- щ. п, k постоянные (для упрощения расчетов далее считаем 
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п натуральным числом). з0-РГ0, Л — начальная площадь попереч­
ного сечения образна.

Интегрируя уравнение (7) при условии {= . ։=О. будем иметь 
приближенно:

■(г)-2Я...(зд!-(яи>,|,|||- (2/п. —1
л' («)

Внося |8) н (-1). получим 'iijpaxc .!е ; ■/ ф. lu.iniii i алежносп:

0.
где

1—2. л!а=--------------------, Г =—-------------------------------—
2/пНО-7^ /^7|2лг.-Н!-2»)*Г

Мате мн и։ чес кое ожил.«ине сроки сл жбы или время до ра груше- 
имя образца, как системы, определяете по формуле [3] и равно |0|

/,= I /?(/)л==
Û

__  ____ п !___________ 
։-2-)(л mît1՜ 110)

Соотношение (10) следует рассматривать как критерий длитель­
ной прочности, спязып.ноший напряже« и՛, с математическим ожида­
нием срока службы материала. Можно показать, что этот критерий 
описывает всю кривую длительной ирожости, охватывая, как предель­
ные. области вязкого и хрупкого разрушений Чтобы иметь возмож­
ность сравнивать с известными дритерчями, примем далее я=0. Тог­
да при v=l/2 из (10) следует критерий вязкого разрушения Хоффа

тВ^ (И)

Другой предельный слу шй—чисто хрупкое разрушение [ I] — по­
лучим из (10) при №»0

(12)

Па практике критерий Хоффа хорошо работает п области отно­
сительно больших напряжений На фиг I а координатах 1пэ0—1л/р 
ЭТОТ критерий отмечен прямой линией ». Критерий хрупкого разруше­
ния (12) изображен на этой Фиг-.ре г..»».мои 2. параллельной I

Общий критерий (10) представлен ьа фиг. I кривой ЛВС. распо- 
поженнон между прямыми I и 2. При больших напряжениях эта кри­
вая асимптотически приближается к кри срию Хоффа, при малых на­
пряжениях асимптотой служит критерий (12). Пунктирно»! линией ук.» 
зянв область возможного прогнозирования работоспособности магопнв-
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ла. Точками на фигуре отмечены результаты опытов продолжительно­
стью от нескольких минут до пяти лет обэазцов из полиметнлмстакри- 
лата в условиях ползучести. При построении теоретической кривой дли­
тельной прочности были использованы следующие значения коэффици­
ентов |7]: т-17,2. //=3,6 • 10 ” |МПа| *’ |мнн|-’, *=160» п=0, на 
участке АВС кривой длительной прочности принято «—0,35.

В заключение обратим внимание (а следующее обстоятельство. 
Нетрудно показан., чти дисперсия времени до разрушения определяет 
ся следующей приближенной формулой.

£>/,, = 2 | / /?(/ )с// -/;-=207- Г; (13)
и

где

}•= | е-1)ехр(—э|(л-т- 1)!х|։֊'в4')с1х
О

Из (13) вытекают дна важных следствия, касающихся статиста 
ческих вопросов разрешения В опыта; наблюдается незначительный 
разброс значений времени до разрушеитг (а также других характе­
ристик) в области вязких разрушений. Однако лот разброс становит­
ся значительным с переходом в облас.» хрупких разрушений. Физи­
ческая картина здесь вполне ясна. В случае вязких разрушений оп­
ределяющими являются процессы вязкою течения, которые локали­
зуются в определенных плоскостях скольжения я придают процесс՝.' 
разрушения детерминированный характер. Этот вывод подтверждается 
теоретически. Действительно, при >=»1/2 из (13) следует О1р—0.

В области хрупких разрушений статистика процесса определяется 
дефектной структурой, которая наводятся г. материал в процессе дли­
тельного нагружения. Наблюдаемый при этом значительный разброс 
величины времени до разрушения явля՛ кя следствием случайного ха­
рактера распределения этих дефектов. Соответствующая величина дис­
персии времени то разрушения следует ьз (13) при у = 0, к=^0. Прч 
♦том дисперсия определяется коэффициентом к, который был введен 
н уравнение теории ползучести вместе с параметром повреждаемое! ! 
и поэтому является также характеристикой меры «охрупчивания» мй 
гернала,

3-1



ABOUT PHYSICAL—PROBALICTIC APPROACH TO THE PROBLEM 
OF VISCOUS-BRITTLE DESTRUCTION

R. A. ARL'TVNIAN. A. I֊. RODIONOV

1րԱՆՈԻ8ԻԿ -ՓԽՐՈւ՚Ն ՔԱՌԱՏՄԱՆ ԽՆԴՐԻ ՖԻԱԻ։ւԱ-2ԱՎԱՆԱԿ11 ՆԱՅԻՆ 
irnsbaim. սասին

։ւ. ա. ճւ։ոււ՚։>«ււнмււ.Ն, ււ i. ւ>ււԴ1»Ն11Վ
Ա մ փ ii փ и I մ

Ա՚ոաջարկված է, վնասվածւււթ  յան պարամ ետր, ւ.րր որոշվում /; նյութի 
վւիւրունարււէմով: Վերջինս ■ ա // ii.ii ա կան it. յիո մ ե կն ար անո ւ թ յ ուն ր ffttt-Jf Է 
տալիս Նրան կապել նմուշի հ ու и ալի ութ յան ֆունկցիայի Г ետ՝ որպես Համա­
կարգ: Այգ պարամ հարի •իման քր՚էԱ ձևակերպված 1։ մ ած т գ ի կ . փ խ ր ան րայ- 
րւսյման րնգ՝ անուր > այnt անիշ: I/ ոգե/ի շրջանակներում րննարկված են Նաե 
երկարատև քայքայման խնգիրր' վիճակագրական տեսանկյունից:
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МОДЕЛЬ ДЕФОРМАТПВНОС1И И ПРОЧНОСТИ 
ВОЛОКНИСТОГО КОМПОЗИТА С УЧЕТОМ

ПЕГ1РЯ.ЧОЛ11НЕЙ1 ЮС 111 ВОЛОКО11

СИМОНЯН А М

Строится миде.н. дс-форм ирощпши и |>:орур>е:!яя волокнистого композита. При 
иимэстся. «по ii.iiio.ihiitv.ii. ирсдсганляет собой систем) первоначально искрннлсн- 
ных волокон йосп|Н111нмаи)ших ней» внешнюю нырузку, при ■лом связующее пре- 
пяшнуст выпрямлению волокон, еп.ц йстихч нонлечешно их н работу. Принимая, что 
.••|ЛН'1ссг1«1 волокон неограниченно велико, строятся дегсрминпрованные соотчошснп.՛ 
тля описания ^фор.чатнпиых и прочностных свойстн композита на основе упругих 
и прочностных свойств нолбкоп к 41 ;.>м их разброса но стохастнчсекя заданной крп* 
иолинсйносгн. а также на осн՛ вс упругих свочст,-. связующего н сто прочности н; 
сдвиг.

Как известно, прочность олноиапр-апленно-армлроэанного компо­
зита вдоль волокон, зачастую, существенно ниже прочности наполни­
теля, и, следовательно, вопрос о повышении реализации прочности на­
полнителя в композите актуален. Согласно простейшему расчету, о- 
копанному на -законе смесей? у композита лишь 1—2,5% [!] от внеш­
ней растягивающей нагрузки воспринимается связующим, го есть вид 
связующего и технологи отверждения или термообработки композита 
практически не влияют на долю и; груз!:։՛., воспринимаемой волокнами 
Однако, как показываю! эксперименты, технология изготовления ком­
позит:։ существенно влияет на его унруни» и прочностные свойства, 
причем влияние это имее։ место г<- только за счет изменения порис­
тости связующего и, следовательно, изменения фактического коэффи­
циента армирования по объему.
В настоящей работе природа Сопропн лення композита растяже­
нию вдоль волокон представляется следующим рбарзом. Принимается, 
что наполнитель представляет собой систем’, первоначально искривлен­
ных волокон [2], воспринимающих всю 1.иешню1о нагрузку՜, при этом 
связующее препятствует выпрямлению волокон, содействуя вовлечению 
их в работу. После разрушения какого-либо волокна оно выключается 
из работы по некоторой длине, определяемой свойствами компонентов 
композита и их сцеплением. Принимая, что количество волокон к ком­
позите неограниченно велико, строятся детерминированные соотноше­
ния для описания деформатнвных и прочностных свойств композита 
на основе упругих и прочностных сиойсв։ волокон с учетом их разбро 
еа и стохастически заданной криволинейности, а также на основе 
упругих свойств связующего и его прочное։и па сдвиг.
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/. Рассмотрим растягиваемый элемент (фиг. I), состоящий из сим­
метрично искривленных по луге волокон наполнителя (I I) с заполне­
нием (2) из связующего. На фиг 2 половина этого элемента показа­
на до (Л(.,ВД) и после (.1 С By.lt) деформации.

Для продольной деформации элемента г имеет место следующее
выражение:

Фиг 1. Фиг. 2.

ААХ + ВВХ R 51п 1_ 
2

Для деформации волокна • и деформзцин связующего ։< очевидны 
следующие выражения:

<В,-АВ А?,?, ,

Лв

сЬ я.ип**— 
4

Используя приближения для малых углом

X* • №з!пхг> х ; $|п’х -> х’— — 
б 3

в применении к — и —. получки следующее соотношение:

.— !?(.-.,) (|.з)
Используя условно равновесия для волокна с диаметром
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(1.1)
и принимая. что волокна и сояг.ющее сформируются упруго, получим

4Р, г(1—и;)
։'=-Тлу: , = —ёг

где Е< и и,— ч iy.ni упругости '-го волокна и 
коэффициент Пуассона связуи шсго, соответственно.
Уравнение (3) перепишется так:

(1.5)

связующего и

/I—р; 43 \ 12
1 < ?Г*' (’.б)

Г-т метим, что ■?. ланозн 1чн • >др< лед •֊•тгя • ни м разницы длин 
волокна / и элемента / к мин» > ՝ исита. независимо от /?<

л, 1.-1 Н.ъ֊чк,^

1 1
о*■

что позволяет формулу (6) переписать так

2АД1-Р?) 
чЯЛЕ<

(1.7)

Ясно, что формула (1.71 сохраняется и для случаи элементов с не­
сколькими волокнами.

2. Рассмотрим систему из параллельно соединенных элементов с 
некоторой длиной I при условии, что все эти элементы имеют одну 
и ту же кривизну (/?/=#), при этом, как показано выше, могут быть

Л, ,моделированы элементы с произвольным — с помощью подбора <?/ и

длины полуволны / . Естественно принять, что для деформационного 
поседения такой системы не важно, # каком соседстве друг с другом 
находятся волокна тем или иным искривленном л они могут рас­
сматриваться расположенными хаотически (фиг. 3).
Из условия равновесия такой системы имеем

(2.1) 
Л

где Еп и о — площадь поперечного сечения и среднее напряжение 
системы элементов, Л' — ■ олпче го? элементов. Положим, что можем 
пренебречь разбросом упругих си ств н сечений волокон (Е, - Е(„ 
< ;»). При подстановке в уравнение (2 1) соотношения (1.7) и при 
и< пользой чини очевидного \7՝,=г;Лл. где -֊коэффициент армирова­
ния по обьему. получим

(’-!•?) 
2Р1

Е. . 1
Е( ) (2.2)
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В предположении, что число элементов .V неограниченно велико, из 
соотношения (2.2) получим

I* / 2RL'<X \ dx 

е т:о .' \ г<,^в( ։ — ?;) /14-л՜ 
и

(2.3)

где р- плотность распределения , Очевидно ?(у)֊0 при у<0.

Соотношение (2.3) сохраняется тля любой системы элементов п > 
длине образца и. следовательно, описывает деформационные свойства 
однонаправленно-ар.мированншо композита вдоль волокна до начала 
разрушения волокон. Правая часть соотношения (2.3) представляет 
собой эффективное значение модуля упругости композита, зависящее 

к.от распределения —, л1ре.1сляющсю криволинейность волокон, а так­

же и от модуля упругоегп связующего, сопротивляющегося выпрямле­
нию волокон.

Фиг. 3 Фиг. 4.

3. Как известно, после разрыва волокна в композите при удалении 
от точки разрыва волокно это оказывается нагруженным благодари 
сопротивлению сдвигу связующею Ниже, аналогично [3|. приведет 
простейший расчет напряжений и волокне и в связующем в области 
разрыва. На фиг. 1 схематически показано волокно, разорванное в 
точке Д|, причем до разрыва точки А и Л| находились на одной вео- 
гикалн Перемещение точки Л вправо тормозится каса тельными на­
пряжениями, передающимися через связующее Принимая, что псразор- 
ванные волокна деформируются одинаково независимо от расстояния 
н.\ о։ разорванного волокна, получим соотношение

(ЗЛ)

где А —толщина прослойки связующего, в «>С|1 — перемещения то­
чек разорванного волокна и неразорванных волокон, соответственно.
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Дифференцируя уравнение (3.1) по г и ь< пользуя очевидные соотно-
шения

*/&уер  Зуср *^6, з,, _”
г/г £ > dz Е„' ' 6С

получим

(3.2)
Ек О£(1г

1 [спользуя условие равновесия элемента волокна

-=г — (3.3)
(1г

</вусга также очевидное условие----- 1
(1՝

0, получим следующее уравнение:

б’-
и?

V, _ | ! (3.4)

Р-?шая уравнения (3.4) и (3-3) при краевых условиях =*0,

5вЬ-О“=О, , получим
*>I

формулы (3.5) п (.3.6) имеют место в случае упругого поведения свя­
зующего. В случае же проявления пластических свойств значения на­
пряжений г будут меньшими, го есть если адгезионная прочность и 
прочность связующего 11:1 сдвиг преяышае՜ значение (3.6), то опасность 
распространения про юлытой трещины ч 1 остепенного выключения все 
го волокна из работы нс имеет места. Заменим напряженное состо­
яние волокна стунепчато-изменяющимся (на фиг. 4 показано штрихо­
выми линиями) путем смешения напряжений вдоль волокна так, что­
бы площадь эпюры напряжений был; бы гой же, что обеспечило бы 
адекватность вклада волокна в восприятии композитом внешней ни 
грузки. При этом длина условно йена»ружейной части волокна £. 
которую будем считать длиной неэффективной части волокна, опре- 
телится по формуле



■/. Рассмотрим теперь процесс разрушений композит.: Образец из 
композита представим составленным из звеньев с длиной 2Л, каждое 
из которых представляет собой систему параллельно соединенных ис­
кривленных волокон, находящихся в матрице связующего: при этом 
будем полагать, что разрыв волокна приводит к выключению его из 
работы в пределах звена, не влияя на его напряженное состояние кие 
пределов звена.
При этом для любого из звеньев соотношение (2.2) заменится следую­
щим:

гаМ1-р;)7:в\-’ 
'='Т?Г 2#/ Г՜,) (4 I)

где суммирование проводится по п элементам I. .ля которых вы­
полняется условие

/4=^15.1Л
гее |М~ прочность волокон, или, что то же,

Г V ’ еп ) **1М(1֊р?)

Устремляя число .V волокон к бесконечности, получим

3=Е 7 г, / \ ** .. ы

‘5(1—р’) ' \ »?£•(! - «? /1-4֊X ' ' ՝ /4

(4.2)

(4.3)

2/?ЭД г ( ъНЕгХ \ ах |в„[
2ГТ7’ Е'՜ У՜

Эти соотношения описывают деформационное поведение композита 
для любого слоя, а еле ювательно, и для всего образца в целом, если 
прочность волокна детерминирована, то есть можно пренебречь 
разбросом его экспериментальных значений или, что то же. проч­
ность волокна не зависит от его длины. Разрушение композита будет 
иметь место при достижении деформации епреа., при которой соблю- 

дается условие =0, что соответствует условию

1՛ 0/ <2ЯЕ<х \с1х Г 2РЕ, //?п5„ргл
‘ ՝ (1 -Р’)^ /] _ Л- ' [ ^(1֊г;) [г.]

е е ДР*-}- -I

Значение прочности композита определяется по формуле

- , 2^ /^5"Рел. 1 \ 1
,!р“ яЩ-И?) • ^Щ1֊р;')"( [Зп| 1 Л

(4.4)

(4.5)
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где =>։рс։. удовлетворяет условию (44).
Положим. чго прочность вочокна имеет разброс. Пусть Я/(|’|) плот­
ность распределения прочности волокна, имеющего некоторую дли­
ну /. Аналогично (3|, можно сказать, что плотность распределения 
прочности волокна • длиной 2/ определится по формуле

Г " ։| е։(х)4х ։ (4.6)

Условие (4 2) »спорь может расематрипл։ься лишь и вероятностном 
аспекте Можин сг .1за:ь. что плотное։։. распределения правой части

(4-2) определится по формуле

(4.7)

Основное соотношение 11.1) запишется так

2НЕ. 0
(4.8)

Формула 14.8) описывает деформационные свойства при растяжении 
вдоль волокон однонаправленно-армированного композита вплоть до 
разрушения в зависимости от упругих свойств наполнителя и связую­
щего. разброса в прочности волокна, определяемой плотностью рас­
пределения агз£(131). °т криволинейности волокон, определяемой плот­

ностью распределения и от длины £ неэффективной части во­

локна. Прочность композита .может быть определена по формуле (4.8), 
где вместо е подставляется значение его. соответствующее выпол­
нению условия а' =(|. При утом, естественно, адгезионная прочность 

(/։
соединения волокна со связующим л-лжиз превосходить знлченис (3.6).

5 Полученные результаты позволяю» сделать некоторые рекомен 
Дании но изготовлению комшг.чта Использование связующего с пыс »• 
кнм модулем упругости из сжатие приводит к более равномерному 
штлсченню волокон в работу при растяжении и, как это вытекйет :и 
формулы (2.2). к повышению моту ля упругост и прочное! и компози­
та. С другой стороны, у нысокомо г. льною снизу ющего обычно нелик ч 
модуль сдинга, что приводит к увеличению касательного иапряжснн:1 
(3.6) в окрестности разорванного подокна, чти угрожает распростри 
пению трещины параллельной армпроь ннло. Таким образом, использо­
вание более жесткою связующего нмее՜ смысл при обеспечении лост.ь 
точно высокой адгезионной прочности :• прочное։и связующего на 
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сдвиг. Как вытекает из формулы (3.6). уменьшение касательных напри 
жений хте„ может быть достигнуто также увеличением модуля упру­
гости наполните ль /- или приближением коэффициента армирования 

у к 0.5. При этом, однако, согласно формуле (3.7). ■.величнвается 
длина неэффективной части что. как это ни. но из формулы (4.6). 
приводит г смешении՛ (|‘|). з следовательно. и ; fv.согласно 
(4.7>. влево. Чем меньше разброс лани <х о прочност։։ волокон, тем 
меньше влияние /. на деформационные и прочностные свойства ком- 
по ига.

Если модули ynpyioctn у связующего относительно иепеликн, го, 
вследствие относительно высоких значений / важно иметь наполни 
тель по возможности однородный по длине, например, и пиле молокоi 
большого диаметра, при этом опасность возникновения трещины вдоль 
волокна незначительна.

II «... / Л \Плотность распределения нелрямолнлсйпосгн Ч ֊ ) может регули­

роваться шириной натягиваемой ленты: на него влияет также и усилие 
натяга при намотке или укладке. Прессование, естественно, ни функ­

цию |1С влияет. Практическое определение р(-у) соответственно 

тому или иному технологическому режиму, вообще говоря, затрудни­
тельно. но может быть осуществлено с помощью местного выжигания 
композита и определения свободных поперечных перемещений волокон 
на выжженной длине. Определение £д|:|) может быть осуществлено 
на основе гистограммы прочности, построенной на образцах волокон 
или групп ВОЛОКОН с длиной /.

STRAIN AND STRENGTH MODEL OF FIBROCS COMPOSITS 
TAKING ACCOUNT CURVATURE OF FILAMENTS

A. M SIMONIAN

Ւ1Վ1»ԿԱ31’Ն ’ll)ՄՊՈP.I’Sb ԴեՅ>ՈՐ1ր1Լ81ՈԼՆ 1։Վ UITPՈՒԶՑԱՆ HflThl.lI 
1Ւ1։Լ1,ԿՆհՐ1՛ ՈՉ Ո1’ՂՂԱ*«|ԱՅՆ11 I՛P-ՅԱՆ 2ԱՇՎԱՈ-Ո1’1րՈ՚Լ

ււ «ր. ւո՚ւր։։ՆՅԱՆ

II. մ փ ււ ւ|ւ ո ւ մ

lhntintgt(tud Լ թելիկային կոմպողիաի ւլեֆորմ ա ցմ nth ե րայրայման 
մոդելրւ /.’նւ//ււե//ւրււ/ Լ. որ լլյանյութր ժա/աժ թելի կների համա*
կւսրէ} Լ, որն րնգոէնում Լ ամրողյ -.սրտալին րեոր, րնգ որում կաոլակլյուլն 
ար/քե/ակում Լ թելիկների ուղղմանր >։մ անրլակելով Նրանր ներդրավմանր

••••••անրի մ/>«ւ թնղունելուք, ւ՚ր //ելիկների բահակն անոաՀյքանաւիակ <iAi) 
(, կոմսրւէլիւոի էլեֆորմատիվ և սւմրալիհ աակոէթյունների նկարագրման

43



лтЛи/р 1А1 пр^нц шпЪ^шРр/ЛЪЬр' р1> {!»1рЬ Ь рр шпш^чш!{шЪ I/

ши՛ри/ 1/1Ч1 >՛ шш 1/т р {>11՝и Ъ Ь/г р ^/и/шЪ /р/ш, ‘.ч/^^р 1411'1/1, {/ч^ 11111п{ич>1Нп111(прЬ'։1

тр^шй 1(1։рипр'>ч։1 ЪрнА1д д р^шЛ т р уи\1 р, ЬшЬ !(111/4 т 1(д»//р niii.il/i-

ц<и1{/чЪ 11 иш',<1р ։ч1!ртР 11Ч՝1/ '!шт 1(/нр//пЧ/Ч/Ьрр;

. I И Т Е Р \ Т У ։՛ А

1 . >.мг<)ра А. Л!.. Буливс ՛/< Я Прочность армированных пластиков.—.4: Химия. 
1982. 213 с.

2 Гу.и, I. И О конника 1н։'.ч՛ ։еи|։нн м>чно..и. ;п ՛ ч м.исриллоп с мелкомасштабны г.;՛ 
искрив.։։ нпкмн и структура. Док.՛։. \11 СС1 Р 1983. 268. №2. с 307—313.

3 /’’олсч Б. Механика упрочни-ння комшпнцвп п Волокнистые композиционные м 
тсриалы -М Мир, 1967 с. 51 97

СКТБ КМ ЛИ Армении
Поступила в рсдакнн>о

6.1 X 1989

44



ՀԱՅԱՍՏԱՆԻ ԴԻՏՈհԹՅՈԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ
ИЗВЕСТИЯ .АКАДЕМИИ НАУК A PME illl 11_____

Ս՚Լխաէիկա 44, № ‘2, 19‘Jl Мехажкк*

УДК 532.517.3

РАЗВИТИЕ ЛАМИНАРНОГО НЕУСТАНОВ1 [ВШЕГОСЯ ТЕЧЕНИЯ 
ВЯЗКОЙ жидкоеГИ НА ВХОДНОМ УЧАСТКЕ КРУГЛОЙ 

ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ТРУБЫ
САРУХАНЯП А. М

Сформулирована задача начальниго учаддь i ։ гиапнонарного ламинарного дни- 
женин н круг.иш пнлиндричеекин грхис !Io.iyir»ih формулы распределении скоро 
пи как ou длине и пи поперечному сечению шстационарного потока к начальном 
участке, так н и» поперечном;, сечению ՛ ciuûh.uliiiI'uüuhhom нсстаннонарном жнокс

Исследование неусшновившегося л нм и парного течения вязкой 
жидкости на входном участке круглой цилиндрической ։рубы имеет 
практическое и теоретическое значения. Соответствующая стационар­
ная задача рассмотрена во многих работах. Нестационарное течение 
рассматривалось лишь в некоторых работах. Используя линейную ач 
проксимацию и приближение, предложенное С .М. Тартом »работе [I]. 
рассмотрено пульсирующее течение на входном участке, иравомерност; 
которого подтверждается экспериментально [2]. Рассматривая влия­
ние периодического возмущения на пограничный слой плоской пласти­
ны. в работе 13] лается аппроксимирующее решение для входного 
участка цилиндрической трубы.

Воспользовавшись гипотезой автомодельности профилей скорост.։ 
в пограничном слое и уравнения импульсов в [ 1] дается решение за­
дачи при произвольном распределении скоростей на входе трубы. Ана­
логичная задача решена также в работе [5] методом численного ин­
тегрирования уравнения 11авье-Сн»кса. Используя линейную аппрок­
симацию, предложенную С. М. Таргом, ч приближение для малых вре­
мен в работе [6], решена задача о развитии течения на входном участ­
ке круглой трубы при разгонном движении жидкости.

В настоящей работе сделана попытка получить решение задачи ՛֊՛■ 
общем виде. Система аппроксимирующих дифференциальных уровне 
ний, описывающая нестационарную задачу осесимметричною движе­
ния несжимаемой жидкости в круглой цилиндрической трубе, имеет 
вид

,, dv,- l др fd'V; , ! Ժ1».\ 
àt " дг ~ о дг ( дг' ՚ г дг /

^ = 0
дг
Ժհլ- , 1 д . . է.
т~ — (ր՞Հ.)=0 dz г дг

(D

(2)

(3)

45



R ДТ
—— I I гиг(1г111 
к'ЧГЧэ и

(4)

где ось О'г направлена вдоль оси трубы и начало отсчета совмещено 
с центром начала грубы.

—составляющие вектора скорости в направлении координат:.:

г, /1, 1'г=г'г.(^, г. О (о)
р—давление, зависящее 01 г и I, которое следует из уравнения (2). 
ю есть

Г=Р(֊- /) (6»
V плотность жидкости. V кинематический коэффициент вязкости; 
( п —осреднепиая но времени средняя скорость живого сечения; /?— 
радиус трубы; г —время.

Уравнения (I), (2). (3) па начальном \чистке имеют следуют։: • 
граничные и начальные условия:

»''г=0. при Г = /?
р.=='Дг), при 2=0. 0<г<А\ /=()

----- .(), 'Щ = 0, г. — -V При 2—’ОО 
и?

(7)

(9)

Здесь -и'—г (г./) является решением уравнения нестационарно: ՛) 
осесимметричного одномерного течения вязкой жидкости

ди' I др /дгт' ] дъ'\ й֊-֊Е+’(^+7г) <10)

при краевых условиях (7) и (8)
Общее решение уравнения (I) при краевых условиях (7), (8,1. (9) 

ищем в виде суммы

гдг,г,/)=Г(с,г,/)4 ?(г./) (II)
где 6(2, г,/)—общее решение однородного уравнения

ди . . ди /&и 1 ди \д( 0 дг (<?/■* * г дг / <1 ‘ *

<?(*,/)—частное решение неоднородного уравнения (1)
Общее решение уравнения (12) ншем в виде

Пго.О=^1СИг./)/0(/.л^) (13)

Здесь ./ср,? —֊ бесселевы функции пергою рода нулевого порядка;

С*(г, () —неизвестные коэффициенты
46



Подставим значение С\г-г./) »ч (13) в уравнение (12) и прирав­
нивая соответствующие коэффициенты для определения неизвестных 
коэффициентов С\(г,/), получаем дифференциальное у равнение

+ () < 14)

Решение этого уравнения представим в виде

С։(г,О=С*(г)ехр( <|5>

I > р 
где /?.<= —— , тогда для определения Сц(£) получим уравнение 

у

=0 (16)сП
то есть Сд(<)— С*=Соп8!. Следовательно«

^(г./) = С*ехр(—г) (17)

Имея ввмлх соотношение (17). общее решение задачи примет вид

р..(г./,/)=Х։ С։У0 (м^-)ехр(-?) | ,(֊’•') (18)

Чтобы определи։»* неизвестную функпню^(г.И. >множим обе час­
ти уравнения (3) на г<1г и проинтегрируем ио г в пределах ог 0 до 
/?. Тогда, принимая во внимание условия прилипания жидкости к стен­
ке трубы, получим

R
(г^-аг=<3 (19)

02о
Подставляя из (18) «наченне г», в уравнение (19). получим сот- 

ношение 
л н

ь- ։л^т^с^(;‘йехр(-жл/Х‘ р֊-т(-’-')^=о о о
или

^¥(г./)=+2Х,-^- С.Л(>..1ехр(- ֊^г) (20)

Интегрируя последнее уравнение, получим

?(г.О-֊֊2Х։Я*/,(>.*)ехр(- 1 С0(г,Г) (21)

Здесь С0(г./) —постоянная интегрирования. Имея ввиду шачсниг
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?(г, 1} из (21), окончательно для v;(ztr, t) получим формулу

֊.,С»ехр(- j^Qr.O (22)

Значение С0(г,О определяется из условия (10). Подставляя и (22) 
z -ос. для С(,(г. ') получим

Сви.П-?'(М) (23)
t»'(r, Л ։ :|яе:с.я решением уравнения (10/ при краевых условиях (7) и 
(8), которое ищется в виде суммы

v(r, t)~L\(r,n±U։(r. t) (24)
i ;ie L\{r, t) решение задачи, учитывающее действие перепада давления 
ври нуле-.ых начальны.՝; и раничных условиях; I \\г./) -то же влия­
ние стенок грубы и начальное распределение скоростей.

Для нестационарною осесимметричного течения —«—0» откуда 
дг

следует, что давление в каждый момеш времени во всех живых сече­
ниях имеет одну а ту же величину. Эго возможно, если

(26)

(27)
(28)

(29)

(гО;
(31)

(32)

-^=/(0 (25)

II. определения функции Ь\ следует, что она является решение՝։ 
неоднородного уравнения

\4Г> г дг ) 
при нулевых начальных и граничных условиях 

б/։(г»/)=О, при г—R. />0 
б/։(г,г)—0. при Т=и, 

а £7։—решением однородного уравнения 

ди, /ди2 1 <Ш,\ 
Зт \Эг* г дг / 

при условиях 

Б ։(Г, Т)=Д), нри Г=/?, />0
Ь\{г, I) при Г=0, ()<г</?

Общее решение уравнения (29) ищем в виде:

£։ ^ехр(֊<72 ֊ г )

где (/м -корни функции Бесселя нулевого порядка: постоянный ко­
эффициент, значение которого определяется по формуле
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А'

<зз)

Решение исолно} -•» но. и -и и-<кн (261 ищем и ниде ря. Фурье- 
Бессели по собствен։՛' ՛. <|>$ .: ՛ ՛ • • я

(34)

при этом / является на; »метро՝՛
Для определении лг.ч«-»П1я ко »ффниисктоп .4»(П функцию /(/) 

разложим в ряд Фу, ье Бесселя

/(О
х.г/,п<^-)
Г»

(35)

Тогда уравнение (26) с >ч»тс-. (34) и (35) приме: ип ;

Уравнение (36) сишп ле՛ при условии

(36)

.4л(О--чл( ֊-?;֊/ 2Г(П
<7»Л(‘7*)

откуда

где

А(/)= —------  I /(/)ехр/<7; — / \Л =
\ *Я’- ;

о

•2|/7и)-Л(0)| (37)

/(О- |/(/)ехр(«֊'>
Таким образом, общее решение о (г,7). после подстановки значений
и Ц. имеет вид

Подставляй »иичеинс ИОСГОЯНН!.; . .«нии из (38) I) (22).
окончательно для ՛. г ..»л■ ■•• •••. ; ир.^ешп-

(39)

I Известия АН Лрмгнш՛ .Чсханцк V- „>
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Значение собе । венною числа задачи определяется 
условия при /?=г. х'г(г, г,/)==0. тогда

-АД' *)----------- —'•к

из граничного

или

Л('А)=о
Следовательно, собственные числа задачи '/.к есть 

Бесселя первого рода второго порядк։. Пч краевого 
уравнения (39) имеем

(40) 
корни функции 
условия (8) и

(41)

где

•^(г)=^(г) ֊ V .//^Л \[/л 
X R /I

.2Ц0). (42)

II < последнею равенства видно, что постоянные числа С к являют­
ся коэффициентами разложения функции ^(г) и ряд Фурье-Весселч.

Система нормализованных ортогональных функций, соответствую­
щих собственным функциям с весом г, имеет вид

Для определения значения коэффициентов С*> обе

(43)

(П) умножим и проинтегрируем

части равенства

по г, от 0 до

R получим

к
2/2 (44)

I

2./։(ч) 
Ч

Закон респредслеиия давления вдоль оси грубы можно определить 
из уравнения (I), подставляя в нем значение т\-(г. г. Г).

Начальные и граничные условия при этом будут: р=/>опри а=0, 
Г>0, /?=/> при г=г, />0.

Таким образом, получена расчетная формула распределения ско­
ростей при нестационарном ламинарном движении на входном участке 
круглой цилиндрической трубы для общего случая, когда начальные 
и граничные условия имеют общий рпд. Исходя из общего решения для 
заданного начального и «раничного условия, можно получить решения 
частных задач, вычислив при -лом соответствующие коэффициенты. 
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development of laminar non-steady flowing of 
UISCO US FLUID ON THE CIRCULAR CYLINDRICAL PIPE 

INLET PART
A A SA RI KHAM AS

IHlWSbM ՀԵՂՈՒԿԻ ՉՀԱՍՏԱՏՎԱԾ ԼԱՄԻՆԱՐ ՇԱՐԺՄԱՆ J»ai“MI.8llbiriJ 
iil.llP ԳԼԱՆԱՅԻՆ ԽՈ'Է11՚1.ԱԿ1՚ ll'ObSl’Il.iriLlini'ir

II.. Ա. UILPI1 ԻՐԱՆՅԱՆ

II. if փ it փ it i if

Ձևակերպված Լ կլոր զլանային խողովակի մուարի տեղամասում Հաս­
տատված լամինար շարժման զւսրւյացմ ան խնղիրրլ

Խնդրի լուծում ր վւնտրվում Լ երկու ւյււււէ սէյւի տես ր:ւվ: ‘հււմ արելիներից 
մեկր ՝> ան ղի ս ան ։n մ / համ ասես , ավասսւրման յու.ծումր անհամասեո եզրա­
յին պայմ անների ղեպրում, իսկ մյուսր' անհամ սւսեո հավասարման լրսծումր 

•՚ ամ սւսեո եզրային պա յմնների ղեպրւէէմ ւ
Ստացված են արարրս fJ յան ւիուիոիէման սրինտչափությսւններր ինչպես 

մուսւրի տեդամ ասի այնպես 1էլ շարժ մ ան կայունացված տեղամասերի համար:
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УДК 532.516

о несимметричной модели кругового движения 
ЖИДКОСТИ МЕЖДУ ДВУМЯ ВРАЩАЮЩИМСЯ ЦИЛИНДРАМИ

1 И. [РОСЯН Л I

Jh ii0.li.н>вана модель слрчхтч риой ;i,n.w«c..i < щщкм матричным тензором in- 
.։i'h;ki’iiiiû к решению задачи о движении .-кидкости между двумя вращающимися цч 
динарами Получены аналитические выражения для скорости, угловой скорости, '■<’։ 
с,«тельного нипря.кення трепня между i ««лыи’ными слоями, а ип.жс для суммарном; 
момента относительно осн вращения сил трения • какому-нибудь радиусу округ.- 
ногти Влияние учета микроструктуры проиллюстрировано на (графиках.

Задачу и щнженик жи ткостп между двумя вращающимися круго­
выми цилиндрами впервые решил Ньютон [I]. При решении этой за­
дачи Ньютон исходил из равновесия сил вязкости. а не их моментов, 
Па -л\ ошибку указал Ci оке [2]. который дал правильное решение 
задачи. Вышеуказанные решения были основаны на классической тео­
рии континуума. Однако классическая точка зрения налагает сильные 
ограничения на пределы, в которых котипуальное описание .макроско­
пического поведения может успешно отражать тонкую структуру .мате­
риала. Накопившиеся факты сви тетсльствуют о том. что классически ։ 
теория континуума Навье-Стокса не может точно предсказать поведе­
ние некоторого класса жидкостей и особенно течений через тонкие ка­
пилляры и узкие зазоры, так как не содержит механизма для объясне­
ния наблюдаемых новых физических явлений. Такая потеря точност.։ 
возможна в случаях, koi да характерный размер системы (разнос ть ра­
диусов коаксиальных цилиндров) сравним с характерной материальной 
хлинон вещества, значение которой обуслсвлснц средним размером м 
лекул или зерен, содержащихся и среде [3].

Это обстоятельство (совместно с другими недостатками класси­
ческой теории континуума) привело исследователей к разработке тео­
рии несимметрических жидкостей.

Все более очевидно, что разработанные в последнее время поло­
жения теории структурных жидкостей, могут успешно описывать не 
ньютоновские поведения реальных жидкостей*. В этой теории введены 
два независимых кинематических векторных поля, одно из которы 
представляет поступательные движения частиц жидкости, а другое 
угловые или вращательные движения частиц, характеризующие внут­
ренние степени свободы, соответствуют!!-; нм моментные напряжения 
[3- 12]. Характерным отличием теории структурных сред с несиммет­
ричным тензором напряжений является присутствие масштабных пара

К настоящему времени опубянкоияво бо.р.щее килнчестно работ, иоспяшенпых 
этой тематике. <i чс-м тоста точно полно ИЫ0ЖС1ГО и работе [3] 
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метров. Эти жидкости реагируют на микровращательиые движения и 
спиновую инерцию, поэтому voryi воспринимать распределенные по­
верхностные и массовые пары сил.

В работе [13] в рамках модели f 1] рассматривалось течение 
микрополярний жидкое! и .меж.т՝ тнум՛։ коаксиальными цилиндрами, 
из которых внутренпш. цилиндр неподвижен, а внешний вращается : 
постоянной угловой скоростью Найдены выражения для полей ско­
рости в микровращепия.

В тетоящей работе применена теория кошяпухма с веснмме; 
ричным тензором напряжении к решению шдачи плоского движения 
несжимаемом жидкости межд\ твучя вращающимися с разными угло­
выми скоростями коаксиальными цилиндрами.

Общая система уравнении движения вязкой песжпмземои жидкое 
ти с несимметричным тензором напряжений имеет вил [3, 6]

V*?=Q (1)
—♦

77 = ՜՜ — V/>X2'V • (VV)z/4->rVX(2w—vXt»>4֊7 (2)
at p

-♦

֊ 2<n) ^Cov(v • w)4-2CaV • (v»)։,-r2fo(v՝0)e-“f (3)
at

Здесь о массовая плотность. p—давление, / скалярная константа с 

размерностью момента инерции единицы массы, т՛ -вектор скорости 

точки, ։-> век го]՝, характеризующий среднюю угловую скорость вра­
щения частиц, из которых cocioni ючка контпнух ма, v—кинематическая 
ньютоновская вязкость. —кинематическая вращательная вязкость. 
с0, и с’/։ — коэффициенты моментной вязкости , d(...)/dt— полная про­

изводная по времени, у -прост ране гненпы!՜։ градиент. (?т>)'7 и - 

симметричные части сооикчсгвуюших диад, (рг՛)” и (v«>)” антисим 

мстричиые диады. / вектор массовой силы, с —вектор .массового мо­

мента.
Воспользуемся цилиндрическими координатами г. <?. z. Рассмот­

рим стационарное движение несжимаемой несимметричной жидкости 
между концентрическими цилиндрами (фш I) Тогда траектории всех 
частиц представляю! собой дуги концентрических окружностей.

Пусть внутренний цилиндр имеет радиус /?։ и вращается с угловой 
скоростью <2|, а внешний имеет радиус /?s и вращается с угловой ско­
ростью <’г. Тогда вектор скорости и вектор угловых скоростей б\ д i 
иметь форму

v = г՝[0, Vo(r), 0| (4)

ш = ։՝> [0. (), <»>(г) |
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Действием массовых сил
Уравнение неразрывности

и массовых моментов пренебрегаем.
(I) \ ковлегнорнется тождественно и

д»

даст

(5)

Таким образом, скорость каждой '-.К.1.1Ц1 вдоль сс траектории
оставаться неизменной. н.т скорость может »вмениться лишь при 
ходе от одной частицы к другой.

будет 
пере

Уравнения поступательного движения (2) н вращательного 
ження (3) дают

дви-

1 др 
& а՞ (6)

Здесь

^=о
дг

д /д՝с: \

дг ՝ дг г ՛

,0

(7)

„ д® \ др
— 2',г  —----- -

дг г д»
(8)

дг

■=с^ Заметим, что благодаря

(9)

гож-

.тесним (1) и |5). квалрз и<ные члены ниеринн из основных уравне­
нии, относящихся к искомым и с->. аыпьли, и задача о круговом двн-
женин вязкой несжимаемой 
Дифференцируя уравнение 
ним

несимметричной жидкости стала линейной-
(0) по 7 н учитывая уравнение (7). 110.1

то есть круговое движение

де
д£ (10)

вязкой асмой несимметричной жид

о

кост и является плоско-иараллсльиим 
II < уравнения (В) след \ ст. что

с/р
~ *֊• соны
€/»
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Равенство (II) означает, что перепал давления вдоль траектории 
постоянен. .Уравнения (8) и (9) для определения скорости г'г и 
со при учете равенства (10) и (11) буду* представляться в виде

(са Т 7՜ ) ֊^- -4т<гюг=0 (1 з)
(1г\ 4 г ) (1г

Уравнение (12) можем ире.(ставить а виде

± (14)
<1г г (1г ] '//-Н, г

Разрешая (II) относительно </(гит) г/г. получаем

’-=(Л Р7и)-1(2'и<уг4-Сг1пг)4-С։г (15)
(1г

Подстановка </(гг’т),'г/г в уравнение (13) дает

где

։/’<» 1 (1 и
—— -г  ---------- /г’ш==- Р(пг —
с/г2 г (1г

'2-'<г

(<+</)

/ 4>? у У*

\Ч Нг /
Р= —----------

(<ч»-К:)(Ч֊гМ

(16)

(17)

Общее решение уравнения (16) есть

ш=с,/о(*г) гС։К,(*г)+ -£֊ 1пг I- С, 

2ч 2ч
(18)

где /0(£г) и /<0(Аг)—модифицированные цилиндрические функции пу­

левого порядка первого и второго подов. С и С3—произвольные кон­
станты интегрирования. Подставляя (1Ь) в (15) и интегрируя, получим

V, = ‘2 ч(ч + ч г) ՝ А -11 С, /, (/? г) - С3 К ։ (к г) I -р

|-су-‘ (19)

где /,(£г) к /<։(Лг) модифицированные цилиндрические функции пер­

вого порядка первого и второго родов, (7.։ произвольная константа ин­
тегрирования.

Мы предполагаем, что жидкость прилипает к стенкам внутреннего 
и внешнего цилиндров прк г—/?] и г=7?3, тогда граничные условия для 

поступательной скорости и угловой скорости вращения частиц буду:

при г=/?։ 1’.=Р։/?Г р>=0 

при г=/?։ Т'.-=Й,/?։, (У=О (20)
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Для давления ji.i основании ран- и-ч.(II) и уравнения (6) бу­
дем иметь

Р=С? (21)

Мы видим, ню давление nj и изменен*: i угла г[ будет многозначной 
функцией. Для ус:ранении ?той многозначности надо положить

С—О (22)

Используя граничные условия (20) i. равенство (22) из (18) и 
(19). получим выражения для апреле лепир постоя иных С։. С:, С?, я 
С л и приходим к решению

■՝ ՛■ I'•(՛л§) т-11''1ч։.(։ §) *
(29)

(30)

Здесь была использована формула Ло.ммеля—Гпнкеля

)/<*(• )= —

Решение (23) переходит з классическое при т„.—О [ 15|

(•2г/?-;-£?,/г?)г
i(֊-\

г 
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и (24) дает <о—-0.
Обобщенную гипотез} 11ыотоиа-11а вье-Стокса для изотропных не­

сжимаемых жидкостей с несимметричным тензором напряжений име­
ет вид [3. 16]

•6 — 7?5՛/.—■•'■.О՛/ Г 'Д'Я</- '՛. ) 4 /‘"ги

откуда касательное напряжение силы вя кости для кругового .сниже­
ния представится в виде

-,.=(’֊,•+ V) (,-г,) -2 (31)
дг г

Здесь о,.—тензор Кронекера, <т// —тензор Левн-Чиаты.
Подставляя значения •'՛, из (23) и <•» из (24) с учетом (26)—(28), 

получим

с I 1
:.։=֊2т; Г!-2^ V» (?2 _/։(*г) -С,-/\։(«г) 

г- кг кг (32)

Вычислим момент всех сил вязкости, распределенных но какой-либо 
окружноеги радиуса г относительно оси симметрии.
Обозначая этот момент через VI. будем иметь

М = [-г.Г^

О

Подставляя выражение т,; из (32), получим выражение момента сил 
вязкости н виде

г*/?2 I,и= - 1гг< [с;+А'*( са/։(лг*) I — I (33)

Выражение .момента сил вязкости в случае классической ньюто­
новской жидкости имеет вил 115]

Для обсуждения результатов удобнее формулу (33) представить в 
безразмерном виде

’'’=£: = |с: ' (34)
Структурная несимметричная жидкость, помимо обычных безраз­

мерных парамегров. встречающихся в теории ньютоновской жидкое:!։, 
юладает новыми скалярными констан та мп, связанными с учетом нрл- 
।нательного движения частиц. Несимметричная жидкость характеризу­
ется тремя физическими константами >. ՝о и (г„ ։ с.;) в отличие от 
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классической ньютоновской жидкости, которая характеризуется лишь 
«i.i:« и константой вязкости [3] Пара метр ՝.> имеет размерность низко- 
сти. Поскольку он появляется в результате учета вращательного дви­
жения частиц, то естественно его называть вязкостью вращательного 
движения или просто праща гельной вязкостью [17] v характери­
зует сопротивление вращательным движениям подобно тому, как 
сдвиговая ньютоновская вязкость характеризует сопротивление посту­

пательным движениям. Константа (<?«• г,.) имеет размерность [v]

в с ее помощью можно составить параметр /= { °՜ , который

имеет размерность длины. Параметр / может быть отождествлен с 
некоторой характеристикой вещества, зависящей от размера молекул 
(подструктуры).

Структурные несимметричные жидкости характеризуются двумя 
безразмерными нарамет раМи.

Параметр связи V, определенной формулой

характеризует связь уравнении (2) поступательного и (3) вращатель­
ного движений. При ¥,-»֊0^—0; тогда эти уравнения разделяются л 
уравнение поступательного движения (Г) сводится к обычному урав­
нению 11авье-Стокса.

Второй важный безразмерный параметр I представляет собой от­
ношение зазора между стенками внешнею и внутреннего цилиндров 

е--к характерной материальной длине /. то есть

/
или ;\7.

R,-R՝
Это число характеризует взаимосвязь между геометрией и свойствами 
жидкости.

Можно ожидать, что эффекты несимметричности жидкости будут 
значительными, когда либо 1 велико (что соответствует большому раз­
меру подструктуры вещества), либо зазор между цилиндрами е мало

Большое значение /. означает большой зазор между цилиндрами 
или малую характерцу ю материалы.՛՝, ю ьтппу ! В -ггом случае влияние 
микроструктуры жидкости незначительно. Здесь, но-индимому. пред­
ставляет интерес второй случай, когда затор между цилиндрами с ма­
ло и сравнимо с I.

Па фиг. 2 показаны графики зависимости безразмерного момента 
всех сил вязкости, распределенного но окружности г*=П,01, относи­
тельно осн симметрии, or Л:։ при различных значениях параметра (рас­
четы были выполнены для Rt!Rt - 1.02 и i2j/Q։«5) График показыва- 
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ст, что увеличению параметра А« соответствует возрастание бе .размер 

ното момента всех сил вязкости при всех значениях 7. кроме 
относящегося к классическому случаю »и. отоновской жидкости, так кч < 
увеличению соответствует увеличение Л*, 7?։, го есть увеличению за-

Фнг. 2.

зора между стенками внешнего и внутреннего цилиндров 1в расчетах 
изменение 7. происходит за счет изменения /).

Таким образом, нсклассические эффекты тем больше, чем меиьшл 
характерный размер системы.

.\BOUT NON-SYMMF.TRiCAL MODEL OF FLUID CIRCULAR 
MOVEMENT BETWEEN TWO ROTATING CYLINDERS

I.. G. PETROSIANհՐԿՈհ ՊՏՏՎՈՂ ԴԼ1ԼՆՆ1)ՐԻ 111^հՎ Հ1ւ4,111՚Կհ ՇՐՋԱՆԱՅԻՆ ՇԱՐԺՄԱՆ IIU 
UhiTbSPNi imiji.h ւրւսււ՚Ն

I,. Դ. ՊԽՏրՈՍՅԱՆ
IL if ւ|ւ и փ и ւ մ

հրկո\ պտտվող "ամաո անրբ ղ/անների միջե Հեղուկի ՛արի՛ շոյրմմ ան 
խնղրի Լուծման Համար ք>1ԼԱւա։քործված Լ /»շ սիմետրիկ Լարման /1 են ։/ո րո վ կտ- 
Ոու լքված բային Հեղուկի մեխանիկայի մողելր; II տ արված են անայիտիկ ար- 
ու աՀ ա յա ո։ քք յաններ արա ղու թյան, անկյունա յին արա ղու{/յան, ողակա յեՆ 
շերտերի միհհ շոշափող Լարումների Համար, ինշպես նաե սրեԼ ջտոավղով 
շրշանագծի շփման ումերի պատման աոտնրբի նկատմամբ ղումարային 
մոմենաի Համար.՝ Միկրոկաոուցվածրի >տշվաոման ոէղէքերոլիքյունր ԼՈէ.ոո>~ 
բանված Լ ղրաֆիկնհրով։

59



. I И т [' РЛ1 г \

I Нычгон И Математические начала тпгтуртльиой философии (перекол А II 
Kp.ih.jBa । 11՛. Морскон Академии. 1915. 436 е

2, 5г.6, <1. Ou the Thenrl■ ■- j| Internal lni ii'п oi Flird՝ in ’Viiirui. Tr.ms. 
Cain t Phil. Sue., 1845, vol s, p. 287 — 305.

J. Петросян Г. ||..;sQTopi.<- вопросы механики жидкости < несимметричным o ii '.o 
ром напряжений Epenair lli.i-n-i ЕГУ. I&54, 30b с.

4. (/rail Н. Stati-tical «Mechanics [Нетто Dynamics and fluid dynamics ol systems 
Willi an arbitrary number of Integrals.—Coiumun. pure appl. math., 19.52, v.-.l.
I.. 4. p. 455-494

5 l.i/w J. .7, Zip iw.’uh 1 IL, Купшинс-кий £. H Асимметрическая гидромеханика 
П.Ц.Ц, 1967». . 29, .чан 2. « 297—308.

0. HetpH /III,, Jr.cn. ,7utr;«>.4 4. /. О иеизотер’И'.еск’ЗЙ мо.тетп н«тм*1етрнчц|>1\ жид­
кое ten HAM СССР. МЖГ. 1967. №5. с. 132 136.

7 Пегрссчн .7 Г После (О'.аиие i и ti«i.i:*t!.iMii -н'Ското ноиедснин .многокомпонентное՛՛ 
a hi nuiy ума асимметрическим тензором напряжения 1 Основные уравнения - 
У" .таинскн, Ei У, 1976. №3. ՛՛ 56—63.

fi. Цетрос-vi .7 I I lr ■.le.ior.i.iiar i miKi.’iuuaMH iccxoro поведения многокомпонентно ՛ 
sriiiTim’. ՝. ма c tciimmi ipii'K. ,им TttUiupPM напряжения 2. Феноменологические 
урапкекня Перекрестные эффекты. Уч «анпгти, ЕГУ. 1077, №2, <■ 74 80

9 Петросян .7. Г Нсслс . miiHHi- гн..р<|.1Ипа.Ч11'« схоТо поведения многокомпоненпюги 
митг՛. тма г .1снммегр1Г'1Сскпм тензором напряжения. 1 Пристеночный •• прмоч՝- 
ной эффекты в нуазеилевгким течении суспензии. Уч записки ЕГУ, 1978. №2, 
с. 46—54.

10 . /Пгрос.чн ,1 Г К ч֊.. три՛ пин՛ моде-ти млгичпюй гидродинамики iictHMMerpTmUbi.՛; 
жпдаостей. ПМ 1976, i 12. №11, с. 103—10?

II lit՛/.1 Г. О мо.твлн j.iei i ioiилроаиг".тки -.՛ несимметричным тенжтроч 
напряжений ЖТФ, 1979. г. 4.1 вып. 3. «■ 481—487

12 .՛?. Г К построению псизотермнче'.'кой модели электрогндродинамикп •՛
|||՝сн«метрпЧ1|1>1՛.։ тензором тнрнжений. ֊ If.'V 1980. т. 16, №4 с 108 III.

,3 ЛгУтап 7՜.. <՝. ikm.ik А. 8.. Hit.' I.. R. Flow of micropolar funds -between two con 
centric cylinders.- Phys. Elulds, 1967. v. 10. 12, p. 2545 2550.

14. Erbigi'rt A. C i li .'ory nf mlcr pil.ir fluids.—J. Math. Meeh. 1966, ՛•. 16, 1,
p. 1-18.

15 ('..узкий II А Динамика •■՛ <ы֊.- “есжим шмой жидкоети - М.: Г14ТТЛ 195'։ 
519 с.

16 Иегросян .7 Г К noupoey течещу.։ етрКхгурных жидкостей в окрестности крн 
гкческой точки,—Уч. ткиекк. ЕГУ. 1980. Л'»1. с. 24—30

1< .7е Грот < Mo.iyp П I lep։ mioneciiar 1срмо.тинамнко -М Мир. 1964 4'6 с

Ереванский Гшунивсрсип г
Постмпил.т в рсдакци;п

<4 f.X.1990




	kazm
	3
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8

	11
	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16

	19
	17
	18
	19
	20
	21
	22
	23
	24
	25
	26
	27
	28

	31
	29
	30
	31
	32
	33

	36
	34
	35
	36
	37
	38
	40
	41
	42
	43

	45
	44
	45
	46
	47
	48
	49
	50

	52
	51
	52
	53
	54
	55
	56
	57
	58
	59

	61
	61

	1991.pdf
	1991


