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В. Г. .Мелкогян

Квази тождества и условные стерхюждестза 
дистрибутивных реипто;

(Представлено академиком НАН Армении Р. Р. Варламовым 16 X 1092)

Формально условным сверхтождеством 
называется формула 2 й ступени вида

(квазисвсрхтэж ;еств՜ м)

V ՚Պ ... . -Ղ V . ...........*.  (Պ Պ Л ■» • *։ & ... Ճ

• Для краткости условные сверхтождествз иногда записываются без квангорноЛ 
Приставки.

։ ՜ •/ * ~ւ -1 5

Гд? ~։, з։, .... т/г1, — иек>'0Эз1« тзрмы ог арсдмстиых перемен­
ных .с...,. ,хя и от функциональных переменных Л,и (’), 

। У ।) 4я ։угал фзэлула*  называется условным Г^сверхтиждестэим, 
если ||Л,|....» | ЛтЦ - Г.

■ Рангом условного с верх то ж дес? «а назовем мощи;. -‘ть множестве 
»•-1 ?„,}• В усладном све й охге.тве рокдест®-) равенства. до 

Знака импликации, назовем посылка ан, а равенс во после знска нь- 
плнкзции — заключением.

Пусть и = < В\ 11 > — некого тля 7'млгеб. а з смысле Будем 
говорить, что в и выполняется условное 7-с зерх тождество 

| уЛ։, ... , Р'т ух։,.......,С„ (п, = а, & ... & Г, = — г,. | 3,н),

если всякий раз, когда каждая функциональная переменная нэ 
Л,.......Р т заменяется любой операцией соответствующей арности из -,
потучаем квазитождество, истинное в и.

Л1ы будем рассматривать условные сверхтождества, имеющие ме 
сто в многообразии 7? дистрибутивных решеток.

Через обозначим множество тех условных сверхтождеств, нс 
тинных в О. ранг которых < 2. Цель настоящей работы—найти базис 
ДЛЯ 11Ц1.

1. Связь между условными сверхтождествами и квазитождества 
ми. 1.1. Квазитождество называется тривиальным, если в его посыл 
ках и заключении имеется лишь один символ операции.

.1
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Любое тривиальное квазитождество, имеющее место в классе D 
дистрибутивных решеток, выполняется и в классе SL всех полуреше­
ток.

Чокэзательство вытекает из того факта, что любая полурешетка 
вкладывается в некоторую дистрибутивную решетку ((3), с. 148).

1.2. Если а является квазитождеством (термом), то назовем рет- 
' рактом а и обозначим через ret (а) тривиальное квазитождество 
(терм), которое получается от а, заменой знака • знаком -)•*

Квззнтожлестно а, имеющее место в L). назовем /^-регулярным, 
если в D имеет место также и rei (։).

Через rql обозначим множество всех D-регулярных квазитож­
деств. \;.

1.3. Если а квазнтождество, то трансформацией а называется ус­
ловное сверхтождество А/(а), которое получается от ։, заменой 
( 4֊) —- F; н ( где At, А,— бинарные функциональные перемен­
ные. Если х = |а k £ А'} — некоторое семейство квазитождеств, то 
обозначим /7(у) = {//(։*)  | It £ К}.

Легко заметить, что Н(rqi) *=  fiqi.
1.4. Утверждение. Если семейство квазитождеств x=[»J k ? К) 

является базисом для rqi, то Н(х) будет базисом для hql.
2. Квазимногообразие PDQ дистрибутивных квазирешеток. 

2.1. jriycTb Д(4֊) некоторая полурешетка. Будем говорить, что в 
Д (4֊) элементы а, Ь^А находятся в отношении а — <если 
либо а— (Ь, либо b — (а,

Допустим, что //(4-. •) некоторая бнполурешетка. Скажем, что 
в {/( + , •) выполняется условие конечного кручения, если для лю­
бых а, Ь £ С имеет место а — <-)-> — Ь а — <•>— Ь.

Будем говорить, что в биполурешетке 6/(4֊, •) выполняется ус­
ловие кручения, если в любой подал1ебре С/(4-> •) выполняется ус­
ловие конечного кручения.

2.2. Алгебра 6/(4՜  •) называется дистрибутивной квазирешеткой 
(ь), если она удовлетворяет следующим тождествам:

*

х + х « х (Id)

ху = ух.

(xy)z = x-(yz),

х (у -ь л) ~х-у i.x-z,

X 4- у = у 4֊ X

(х + У)-г z ж х + (У т г) 

л4֊у •z = (x + y)-(x + z)

(coni)

(ass)

(dis)

Через L’ обозначим следующую 3֊элементную алгебру:

а а а со
b a b ао '
Ж ОО ОО ОО
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Нетрудно проверить, что /-։ является дистрибутивной квазире- 
шеткой, в которой не выполняется условие конечного кручения.

2.3. Напомним определение суммы Плонки (’).
Пусть (£Л|(£/) является семейством алгебр типа х, индексиро­

ванных по элементам верхней полурешетки /. Пусть для каждой 
пары /, /£/, где /</ в 1, дан гомоморфизм А(/: и, — и,, так что 
Иц — это идентичное отображение £/< в себя, а

/ < /' к => А/*  = А;»А//. (2 3.1)

Тогда совокупность ( I, (17, |(£ /), (А,,) /, /£/; /</)> называется 
направленной системой алгебр. Суммой Илонки этой системы назы­
вается алгебра £/ типа х, носителем которой является и Со, а ее 

операции определяются следующим образом:

! ............................................... .И,.».՜ (2 3 2,

где для любого /£1» л, А = 5ир(/։.......(„), есть л-мест-
иый символ операции из /“ — реализация Ц на /7, а /*  —реализа­
ция /, на Бь .
I В (6) показано, что любая дистрибутивная квазир<снетка явтяется ♦ * 
суммой Плонки направленной системы дистрибутивных решеток.
| 2 4. Теорема. Пусть и — некоторая дистрибутивная квази-
решетка, которая является суммой Плонки направленной системы 
дистрибутивных решеток { I, ((/, | *£/).  (А(/ /, /(;/:/*  ») ՝• . Тогд т 
оля И следующие четыре условия эквивалентны:
К (I) в и выполнено условие кручения-,
а (2) и не имеет подалгебру, изоморфную Ь'\
I (3) все Аг (I, /£/, ( < у) инъективны՝,
| (4) в и имеет место следующее квазитождество-.

ух, у, г (уу-х = л&х-г = ?&. х -*•  у = у & у 4- х - г — х = у), (р!)
Класс дистрибутивных квазирешеток, удовлетворяющих условиям 

теоремы, является квезнмногообразжем. определяемым квазито жде- 
ствамн (16), (сот), (аев), (Ша), (р1). Это квазимногообразие обозна­
чим через РИЦ. Очевидно, что дс РИЦа ИЦ.

3. Базис для Ьд1. 3.1. Лемме. Пусть имеем следующее квази- 
тождество из гдГ,

Допустим, что дистрибутивная квизирешетка Б является 
суммой Плонки направленной системы (. . |/(;/) дистрибутивных 
решеток. Тогда, если для каких-то элементов ах. ..., аП£ имеем 
I к (а։, ..., а„) = в (я1։ .... ап).......° (л^........ аП) = 7 (я։. • •. й»),
то 6(а,.......а1։) и е (а,........ ая) принадлежат одной и той же ре­
шетке и» ).
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3 2. Теореме. Множество квазитождеств (Id), (com), (iss), 
(dis), (pl) является базисом для rqi или PDQ является множе­
ством всех моделей rqi.

Доказательство основывается на результатах теоремы 2.4 и леммы 
3.1.

Исходя из утверждения 1.4 и теоремы 3.2 заключаем, что следую­
щее множество условных сверхтождеств (квазисверхтождеств) явля­
ется базисом для hqi:

F (х, х) = х

у) = F(y, х)

F(F(x, у). *)  = F(x. F(y, z))

F (x, G(y, x))«G(F(x, y), F(x, z))

F(y, x) = x& F (x, i}-z&G(x, y) = y&G(y, z) = i — x - y.

ЕремнскнА государственный университет

Վ. Գ. ՄԵԼՔՈՆՅԱՆ
դերԼօւյնո ւթյուէ ЬЬг

Աշխ ա տ ահքր նվիրված է բտ շխ սՀկան կա վարն երի բա զմ աձևութ յունում 
տեղի ունեցող պայմանական գերն ույնութ յուննհր ի նկ ար ա գրությանր' քվա֊ 
գ ին ո ւյն ո ւթ յո ւՆՆ երի օ գն ութ յա մբ ։

Պայմանական գե րն ույնութ յուն ( քվ ա զի գերնույնութ յուն ) է կոչվում հե~ 
տևյալ տեսքի 2-րդ աս տիճանի բանա ձեր.

որտեղ ... ք ւ բազմանդամներ ԼՆ՝ կախված են X,, ... ։ X
առարկայական փոփոխ ականնե րից և ... ք F ֆ ոլ* 1 կցիոնալ փոփոխական 
ներից,

Աշխ ա տ անքու մ նախ դի տ ա րկվոլմ է Շ- ոե դոլյյար անվանվող քվազի֊ 
նո։ յնութ յուն ների րհ1 բա ղմ ո ւ թ յո ւն ր ։ Մի կողմից ցույց է տրվում նրանց կա-֊ 
պր պայմանական գերնույն ութ յունն ե րի հետ, մյուս կոՂ^ից Պյոնկայի գու­
մարի ս գնությա մ բ գտնվում է վե րջաՎոր բազիս րվ1-ի համար*  Արդ յուն բում 
բաշխական կավարների բ ա զմ ա ձևո ւթյան 2֊ռանդան ի պ ա յմ անական դ^ր- 
ն ո ւ յն ո ւթ յո ւձյն ե ր ի համար ս տ ա ցվում է հետևյալ վերջավոր բազիսխ

F(X. X) « X,

У) = ^(у. X),
F(X, /'(у, z))»F(F(x. у), z),

F(x, G(y, z)) = G(F(x, y), F(x, z)),

(У. x) ~ x & F(x, z) = z & G(x, y) • у & G(y, z) = t — x = y:
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УДК 517.51

Ф. А. Талалян

Об асимптотическом распределении последовательностей
(Представлено чл-корр. НАН Армении А. А. Талаляном 30/Х 1992)

Де Брейн и Пост (') доказали, что если функция / определена на 
[0,1] и предел

Нт
К ■ -

1 л’- տ /М
л л~1

(I)

существует для любой равномерно распределенной на [0. 1) последо­
вательности (хп), то / интегрируема по Риману на [0,1]. Этим было 
установлено, что существование предела (1) является характеристиче­
ским свойством интегрируемых по Риману функций /.

В настоящей заметке мы рассматриваем аналогичный вопрос для 
интегралов Римана—Стильтьеса. Приведенная ниже теорема обобща­
ет результат де Брейна и Поста, причем доказательство является но­
вым и для рассмотренного ими случая интеграла Римана.

В дальнейшем мы будет пользоваться определениями и обозначе­
ниями монографии (2).

Имеет место следующая:
Теорема. Пусть ц — положительная регулярная нормиро­

ванная борелевская мера на |0, 1], С.х — множество точек непре­
рывности р, /— функция, с пределенная на [0. I], и И} множе­
ство точек разрыва / Если

(2)

то существует ^равномерю յ аспредслскнс я псследос.с тел г кос ть
(х,) такая, что писледователько^ть 

не имеет предела при Л'-*֊ от.
Доказательству предпошлем несколько простых лемм.
Лемма 1. Пусть р — положительная регулярная нормирован­

ная борелевская мера на [0. 1], (х^) и (уя) ^-равномерно рас- 
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преде ленные последовательности. (рп) и (д^- строго возр^стсющпе 
пос ледовательности натуральны к чисел. Тогда последовательность

........ Х?>' У’»-««»У?|| ,Х£։+1 ’ "• ’ *р, • У^, Ц • ••• ’ У^, • (3) 
также будет ^равномерно распределенной.

Доказательство. Общий член последовательности (3) обоз­
начим через Далее, для каждого натурального .V обозначим через 

число членов (лп) среди г !г^К. Аналогично вводится Л,. 
Тогда 11 = ^ + ^ и Ых. ДГ, — « при Ы - ж .

Для произвольной непрерывной на [О, I] функции / имеем

1Пт — V /(л.) =
Л՛- № »“■ ‘

1 у
Нт ------V
Л-“ Л/у

(4)
и

Из (4) следует
Л I

Л՛” Н*

Нт /Л' 1
Пт I---------
Л'-- \ Л' ;У

<1.
(5)

1_ V /(V 1

Д А', ' *

Дем м а 2. Пусть р — возрастающая, непрерывная слева функ­
ция на [0, 1], Д0)֊0. #(!) = 1. Если (г,;) — равномерно распреде­
ленная последовательность на {0, 1), то п с. едовате.лность

хп = 1п1 {/( [0. 1):#(0 > гя|, п = 1, 2, ... (6)

име՝т асимптотическую функцию распределения р, т. е.

. А (|0. л); ДГ, (л„՝,)
Нт---- —----------------------

Л’.< •• М
= г ( а), -^[о, И. (’)

Доказательство. В силу свойств р для каждого [0. 1' и 
п =■ 1, 2, ... имеем

гп<Е(х)=>хл<х=^гл< р(х) (=>-знак импликации).

Отсюда получаем
А ([0. £(х)); X. (2„))<А(10, х); Л', (хя)) < А (}0, ^(л)]; V. (2Я)). (8>

В силу равномерной распределенности (лп) из (8) следует ( ).
Лемма 3. Пусть для каждого натурального п и I =- \ п

Тогда последовательность

(9)

равномерно распределена на 10, I).
Доказательство. Пусть 0 < а

1^\

Ь 1 и

Кл)

где х —знак характеристической функции.
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Считая, что достаточно большое число, скажем вояи-
мем натуральные числа I и т так, чтобы имело место

Тогда будем име;ь
с = т — I 4֊ 1, 

а также
т — I к (Ь — а) < т — I 4-2

Из (10) и (II) получим

1<\-*(Л-а)| < 1.

(10)

(И)

(12)

Пусть Л’ - 14-2----- 1- л 4֊ р, где 0 < р < п 4 1. н пусть гК есть
общий член последовательности (9). Тогда

Отсюда в силу (12) будем иметь

(13)

Прот водя выкладки и переходя к пределу, из (13) получим

что и требовалось.
Нам понадобится также следующая очевидная
.лемма 4. Пусть (аД некоторая числовая последователь՝ 

ность. Если предел

11т
Я-*

существует, то для каждого натурального т

Нт -- 
л -* * Л «1 = Ит — 

Л * - П

Доказательство теоремы. Положим я (х) = у ([0, х))' 
0 <х<1. Тогда к удовлетворяет всем условиям леммы 2. Далее, 
зафиксируем некоторое »>0 так, чтобы множество Е (х:»(/; х)^> 
> 11 П Сл имело положительную меру: и(£)>0. Здесь ■ (/: х) — ко­
лебание / в точке х.
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Очевидно, в точках х^Е £ непрерывна. Крвме того, мы знаем, 
что £(Е) измеримо по Лебегу и

>(£(£» = М£)> О, (14)
где X- мер» Лебега ((’), с. 163-164).

Перейдем к построению последовательности (хД.
Для каждого п, разделив |0, 1) на п равных частей, из кажд.й

части

вольная точка.

Если X

— I вовьмем точку х4,/ следующим образом. 
п /

О, то з-

— (]£(£) 
п.

Заметам, что число р интервалов для которых

О, удовлетворяет у< ловию

п

п

. то

п п

п

п

В силу леммы 3 последовательность

1 • ^2, 1 ’ :*•••• *л. 1 • л. ! •

равномерно распределена на [0, 1)
։ ПОЛОЖИМ

л, ч

/ — (п! I € [О, 1) • £ (0 I I • п ~ 1, 2, ...: I = 1, ... п. (16)

Тогда в силу леммы 2 последовательность

2|. I« 22, ։ • г1, ։ ’ ”• • гп. ։» гл, т» • •• ՛ гп. п ՛ (17)

имеет асимптотическую функцию распределения £. 
Теперь построим последовательности

' ^1, ։ • «2. ։ ’ ։ * ип. 2՛ *•• ՛ ип,п ՝ ••• (' 8)

и
у}, ।» г'։,։ • ^2.2’ •՛• ’ гл. 1’ ъя.2՝ ••• • ®л, л • ••• 1

следующим образом.

чтобы выполнялись условия

то полагаем ип 1 = , = л4> 1.

то и . н г՛ выбираем так, п, I л» *

и (20)
л

203



п = 1. 2, ... ; / = 1. ... | п
н

<г|>

Такой выбор возможен, так как в силу непрерывности £ в точ­
ках Е из хя1^£(Е) следует гя , £ Е н поэтому ш (/; хп ,)>“•

Общие члены пэследовате.?ьн ст.) (17), (18) и (19) обозначим со­
ответственно через г,, и V. Тсгда

Ит (ид — г ) = Нт (г՛ — гЛ) « 0. (22)

Опюда следует, что пос/едоэательности (ид) н (г>) вместе с 
(/ ) имеют асимптотическую функцию распределения к. Поэтому 
последовательности (ц#) и (т՛,) будут ^-равномерно распределенными 
((’), гл. 3, § I, упр. 15՝.

Дчлее, для А = 1 4֊ 2 -г • • • 4֊ т будем иметь

՝ — V зп» (Е ) -= ар {Е ) > 0.

Таким сбразог,

Нгп
Л-» **■

если пределы

1 у
֊^/(“? и
А

существуют, то они разичы Тогдт, и пользуя леммы I и 4, мо-кно 
построить последова 1е.՝;ьн.)сть (<*) вида

։, .•. , Ир, , Т'։, .., , , Чр։ -|֊| » ... , Цр^ , "0 ц, +1 » * • •• »

для к ,т< рой предел

не сущее вует. Теорема доказана.
Изв стнэ, что для существования ин егрэлз Римана—Стильтьеса

1 
^/(х)^(ж)

и

необходимо и дэе а точно, чтобы ц(£).)= 0, где —мера, порожден­
ная функцией р. Вейлу это о факта из доказанной теоремы получаем 

Следствие. Пусть £ возрастающая функция на |0, 1), 
£(0) — 0, £(1) = 1, и пусть (—функция на р, 1), не интегрируемая 
по Району относительно £. Тогда существует последавателъ- 
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ность (л,) с асимптотической функцией распределения g такая, 
что предел

llm -j
.у • N л- i

не существует.

Институт прикладных проблем физики
Национальной академии наук Армении

г. а. мщцзаъ

Zu»£nrr).ujljiu(4ni[>jndjlib}r|i uiu[idi)qmnm|il| ptu^uiiuib dmujiTi

U.U/UJ rjni.t]l[ufd пр L [J L

(? (•։)!; £(0) = 0: g(l) - 1)

/7/rJuzO — UpLtnhqpui[p tfnjncPjnib ^ncL/i, ши{ш L-upb^ft ( 4u/rtnt5^Z 
pum g~ft luupjufutninplfnpbh | T4! ^ш^пр^и/1^шЪп(.Р , np/i

иш^ЛшЪр tfftjnig/nth LHdjftt

Л ИТЕРАТУРА^-^НПИ^в^Ь

* A'. G. De Bruijn, K. A Post, Indag. Math., v. 30. p H9- 150 (1968;.
2 Л. Кейперс, Г, Нидеррейтвр, Равномерное распределение последовательн стен. 
Е’а к։, М., 19*5 ։ IF Rudir, Real and Complex Analysis, McGraw Hl։l, 1У66.
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МАТЕМАТИКА

УДК 517.51

К А. На вас а рдян

О ко ффициентах нуль-рядов и множествах единственности 
для двойных рядов Уолша

(Представлено чл.-корр. НАН Армелин А. А. Талаляном 25/1 1993)

Пусть ортонэрм :гр< ванная система. Ряд у а , ? (/) на-
я-* о

•г
зывается нульуядол по этей сие ем՝, е ли “0 почти

п =

всюду и V) а, ;>0.

Первый пример тригонометрического нуль-ряда был построен Д. Е. 
Ментовым (՛) в 1916 г.

В работах разных авторов (см. (2՜9)) был рассмотрен вопрос о том, 
с какой скоростью могут стремиться к нулю коэффициенты тригономе­
трических нуль-рядов. Наиболее значительный из этих результатов сле­
дуют Л (см. (’• ’• ’)).

Теорема А. Пусть сп монотонно стремится к 0 и 
ж -4-
V т* = 4-х. Тогда существуем ряд у але<я*, который почти 

и Л — со
ж

всюду стремится к нулю, у 'ая|^>0 и | а, | < с. |.
Л-* —ОС

Эта теорема дает положительный ответ на соответствующую проб­
лему, поставленную П. Л. Ульяновым (|0).

Подобные вопросы для систем Хаара и Уолша рассмотрены в ра­
ботах е՝՜13). Ф. Г. Арутюнян (|3) отмечает, что аналогичный ре­
зультат можно получить для системы Уолша.

В связи с вышеуказанными результатами Г. Г. Геворкян (и), 
для системы Уолша доказал следующую теорему,

•е
Теорема В. Пусть еж | 0 и у е2 = 4֊ оо. Тагда существует 

п «41
множество Еа|0, 1], = 0, такое, что՛.
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<К’
1) <уи^стлует. ряо г коэффициентами •аж|<е1>

•-о
№

который всюду вне Е схооится к нулю и V |аж |^>0; 
л—О

2) если и ряд \ЬЛ^Я(1) всю^у вне Еу за исключе-
■— •

наем, некоторого счетного множ ества, сходится к нулю, то />„=О 
для всех п.

В настоящей работе рассматривается тот же вопрос для двойных 
рядов Уолиа. Доказана следующая

Георема. Пусть двсйная последовательность |г„л! усовле 
творяет следующим условиям-. ея։л+|^։1ПЯ, •<ПтН<г^,,

*«0 < 4՜°°» У *2. <Г Ч » и V е’ = 4-ос՛. Тогда существует
пт— • яг • т9 п _о
множество £с[0, 1]\{0, 1|, уЕ = 0, такое, что:

!) существует ояд у а„я 1Гт (л) (у), такой, что частик-

ные суммы

•Ь>(л. >') = 2. ММ*) Н^(У) 
м—• л—О

всюду вне Е сходятся к нулю, а коэффициенты ря >а удовлетво­

ряют следующим условиям: | а1ЯЯ\ < еяя, У | а*, >0; 
т, л - •

2) если Ьт„ = о(атл) и существуют последовательности нату­
ральных чисел и {\}՜^ . стреияшиеся к бесконечности.
такие, что суммы 

1ГЯ(Х)

бсюду вне Е. быть может за исключением некоторого счетного 
множества отрезков, параллельных координатным осям, сходятся 
к нулю, то для всех тип Ьтя — 0.

Под сходамссдыо мы подразумеваем сходимость по прямоуголь­
никам, т. е. скажем, что «жп—»Л, если для любого *^>0 существуе։ 
М — 51(») такое, что если /п>/И, л>Л1, то |ажп —

При доказательстве теоремы мы пользуемся леммой 1, доказанной 
Г. Г, Геворкяном (14).
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Пусть а , Р С к « ?Հ։ Հ 2?- Тогда для любого от-

резка
X х 4-
!Г’ ~2 - где э - 20 — «, -.2’ любого

п >а существует полином

аоп) Մ- т(Г| 
л Л ' •

и

удовлетворяющий

1) |Հ”’|4 2

следующим условиям-.

, 2':

2)

т =

/п • I

X
когда

4) ко г Խ

5) когда

причем множества объединением интервалов

типа Хаара

Еу и Ւ\ являются

х
• I

I *
а

I

В заключение выражаю благодарность Г. Г. Геворкяну за внима
ние к настоящей работе.

Ереванский государственны»՛! университет

Կ. Ա. ՆԱՎԱՍԱՐԴՅԱՆ
Լրկնակի շարքերի միակության րւսգմւււթյՈւնների և ղրո-շար Г երի

գործակիցների վերւսթերյալ

Աշխատանքում ապացուցվում է հհսւևյալ թեորեմը. •

ե Ո ր ե մ » Դիցուք 1։>ял} կ[>կնսւկի Տւօ^որցակաՄւււ յ>յրււնր թաւ|սւթարում 
". * «V *

I; Տհտևյալ պայւքաննէ|փՕ. ւ < , еш41л < • У Վօ < + ’
т -О*

( -ի- о° ։ և у = 4- со : Դոյուքյուն ունի £с|0; 11Х|0; 1|
л=0 т. ո-^֊Դ
|<աղմ՚ոI рյուն. = 0, այնպիսին, пр
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1. *bnjncpjn* G HI Гф IF* (У) 2wp₽. որի

»*-l 
։*-i

S,«(x. У)» V a., Ur'„(x) IV. (y)
«1 — 0 
я—0

մսսնակի դումարները ք-ից դուրս զուզամիսւուJ bl] զրոյի, և ջւսրյփ ցոր* 
ձակիցԱերը րավարարում են նԼտեյալ u|u>j<fuiGGb|i|ili. ս„, |

2լ ՚ Д'"и I օ* 
/п, я~ 0

է» bpb я O('mi) b qnjnipjniG ni‘ibG pGuiljui* рЦЬрЬ S

РЛ’-О “Mbpjb Aqmnq ենթա՚ււսշսրդակւսնւս pjULfiGbpp, ivjGiqbu. որ

(>)

q ՝ ifuapGbpp ZT-ից դուրս mffbQntpbp, րացի qnigk կ ւորդինսաս :կսւ& iuniuG.jp- 
Gj փն qiiLquribn. ք։ս»շվե|ի [ազմությսւմր, ցծերից զուցւսւքիսւու if bG զրոյի/ 
խ՚յա piqnp Л-երի և Л-երի fiu-մար bmr. տ 0;

ЛИТЕРАТУРА — ԳՐԱԿ ԱՆՈհ^ՏՈհՆ
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\ Тбилиси. 1986. ♦ О. С. Ивашев-Мусатов, Изв. АН СССР. сер. мат., т 20. с 179- 
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ДОКЛАДЫ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ

Том 94 "" 1993 ՜' кГа

МАТЕМАТИКА

УДК 517.597

Ф. А. Шамоян, М. А. Закарян

Некоторые вопросы представления в весовых пространствах 
гармоничных в шаре функций

(Представлено академиком НАН Армении М. М. Джрбашяном 5/111 1993)

Г. Пусть А՞ —«-мерное евклидовое пространство, /?л = (х = 
= (х,....... хя)^А'*, | х | < 11 единичный шар в А". |х| =>'х։--|-...+д;1

обычная евклидовая норма, 5я'1 — единичная сфера. Обозначим че­

рез ^Зл(х) нормированную меру Лебега на В\ через А (Я՞) —про­

странство всех гармо! ических в В" функций, с обычной равномерной 
сходимостью внутри Вп. Пусть и>неотрицательная функция класса 
А1 (0, 1), 0<р<Н-ос, введем в рассмотрение

def (

Л (©)

- I |и(*)|'ш(1 — |x|)rf։.(x)< 4-00 .

Нетрудно видеть, что пространство հ' '(«) при относительно
нормы является банаховым, а при 0<Հթ<Լ относительно мет­

рики — р 
В I 'лч»)

превращается в A-пространство (см. (•)).

Пространства типа Лр(ю) в случае голоморфных в круге функций и 
ш (/)=/’, — 1 < а < ф-оо впервые были введены и изучены в рабо­
тах М. М. Джрбашяна (’-3).

В этой заметке мы получим параметрическое представление клас
сов Ар (®) ири найдем общий вид линейных непрерыв­
ных функционалов на этих пространствах посредством гармонических 
функций. Аналог этих результатов, в случаях анизотропных про­
странств голоморфных в полицилиндре функций, был получен первым 
автором в работах ( ь).

Отметим также работы (в՜*), где исслед< ваны пространства iар 
ионических функций типа A^fw) при 1<р<^4֊сю, «(/) = /*,
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Для подробною ознакомления с данным 
титься к монографии (9).

вопросом следует обра-

2 . Символом 5 обозначим класс правильно-изменяющихся функ­
ций на [О, 1], т. е. множество измеримых неотрицательных на (0, 1) 
функций, для которых существуют положительные числа т Л1 
дш, причем т„, ^6(0, 1). такие, что

<՛։ (Кг)

г^(0, I), >•£ [<?.,; 1]. Функции к ага 5, 
(0; +<*:), подробно изучены в

Если то погожи 1 та ж.՝

валенные га псл^оси

а,. —---------, л-------------
1 “Л, - 1 > ■

Здесь пэедпоюжим, что 0<’1 <!. Ш ил
С целью изложения основных результатов заметки приведем так 

же некоторые известные факты из теории гармонических в шаре функ 
цнй (см. С'Л-

Сферические гармоники называются сужением на 3” однород- 
1 .ых гармонических многочленов степени к. Хорошо известно, что — 
пространство сферических гармоник степени к и конечномерное про­
странство; ее размерность определяется из равенства

е* = (2* + .1-2)

Ортонормальный базис в прхтрансве Н> обозгач Через .
Зональной гармошкой степени к на'ывается функция

Из свойств сфериче.’Ких ։а моник следует, * то д я лю'х.й

справед иво разложение

а(х) = У "(х'У х = Гх\ гНО. ’՝• х'£5 ՛• 

где

(3)

(4)
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При этом ряд сходится в пространстве Ь(В ).
Хорошо нввестно разложение ядра Пуассона

р(х У'^1
/(Х' У) |х-/|'



в виде ряда от юнальных гармоник

У') = 2 (х ). 
Л - •

(5)

Здесь о»я_1 площадь сферы $л-։.
Пусть -1<С*<С_ЬХ'> тогда определим инте։родиф4еренциаль 

ный оператор Римана —Лиувиля порядка а на пространстве А(5Л). 
Предположим, что д£А(5") и и имеет разложение (3), тогда

<1с( +••
(6)

Для х, у £ В1, р = |у , у = ру' вводим в рассмотрение также 
функцию

Р (х, у) = 2(1+!)£)’+* Р(Рх. у'), Р0(х, у) = Р(рх, у'). (7)

Используя свойства зональных гармоник, нетрудно установить 
гармоничность функции Рл (х, у) по обеим переменным х, у Вп. 
При я = 2 ядра Р^х, у') впервые были введены для круга М. М, 
Джрбадляном (см. (“)).

3՜. Паиаметрическое представление классов А* (•).

Учитывая разложение функции а£А(/Г) в виде ряда (3) и 
разложение ядра Ра(х, у'), нетрудно установить следующее утверж­
дение. I 18

Теорема 1. Пусть
а

1 < Р < 4- ас •

Тогда следующие утверждения равносильны: 

1)
2) и допускает интегральное представление

|У|։Г /)£(>’)*•«(*). (7а)

-*• Йе! А
где Вл), ^я(у)г*|у1 пРи этом

Интересно, что имеет место аналог этой теоремы и в случае 
0</?<С 1. а при р= 1 верно и другое представление. Для формули­
ровки этою результата сначала введем обозначения.
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Пусть х = (х։....... и

х։ — г Соз <р։:

— г $1п ^со։ V,;

х.-։ = гз|п<г соз?й_։;

= г зт «1... з!п ?й_2 51П ?й_2;

О г 1» 0 *• 1-С/^л — 2, — к < ?
* • п ।

полярная система координат в R . Введем в рассмотрение следую­
щие л-мерные диадические прямоугольные параллелепипеды:

<// ~ ... "(// 4- 1) . </,-1 «(/,-1 + I) ]
2* ’ м *՝■՝՝ <)* * 2* "՝ а— I 2» ( '

1<։<л֊2, /( =0, ...,2*-1, /л_։=-2*,... 2‘-1.

Очевидно, что параллелепипеды Д.\при различных векторах 
(£, /,......../я_։) не пересекаются.

Т е о ре м а 2. Пусть 0<р < I, с > -* т п- . тогда класс (э) 
Р

совпадает с классом функций, и, допускающих представление

К(х) = ^(1- |у|’)’ Р (х. 

в՛՝

и)е ? — произволъная борелевская мера на Вп. удовлетворяющая

условию

X 10С А«,и. 1՝ ‘а -I । <+"

Доказательство теорем I и 2 основано на следующих в..1։..֊>и 
тельных утверждениях.

Предложение 1. Пусть и гармочичная Ья функция, тогда 

справедливо представление

«(л)--|>՛ГГА.О. х^ В՞. (91

в‘ 
где

д‘зп1у) 1У\2 п^^п(у).
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Предложение 2. Пусть 0</><4֊ое, 0 < р < 1. 
def

«? (*) ~ « (р*) х € я*.
Тогда

Jim Ji и,, — и | hp (*) » О. 
F-1-0

(Ю)

Предложение 3. Пусть и£С(Вп), и(х)>0, причем для 
любого шара

Л'р(х0) = |л-хв|<р, х0^В\ о<р<1֊|хо|

имеет место оценка

{/(*„)<—[ «(y)d5,(y), (II)

р" J 
К (X,)

где с положительное число, зависящее только от и. Тогда имеет 
место соотношение

+. 2*-1 2*—1 2*—!
2 2 ••• 2 2 ( шах и(х))ш(| а,.,   ,Г’)Х

1,-0 ,-֊2* Г, Гл-1
л — 1

л-1 (12)

В

4°. Представление линейных непрерывных функционалов в про՝ 
странствах

О P + ос.

Здесь мы о-пишем (//( ))* посредс всм гаргснических в Вп функ՝ 
ций при всех р^(0, ֊+ ос). С этой целью сначала введем некоторые 
обозначения. Пусть «£5, 0< р < + се — 1 < я < 4֊ ос. Обозначим 
через функцию

0<r< 1. (13)

Теорема 3. Пусть Ф— лиг сйьый ксг/е/ ывный функционал ни

И*)» 1 <Р< 4-ос. д(л) = Ф(р։(х, у)).

где Р, — функция, определяемая по равенству (7), 
Тогда՝.

1. я) Функция г՝ принадлежит классу (*>, ), д = —-—• <•>,, 
р — 1

определяется по равенству (13);
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б) функционал Ф представим в виде

Ф(“)=ЛП-0 I (РУ'(У') 

-I
(И)

Здесь <1»^ (у)-нормированная мера Лебега на кроме того 
справедливы оценки ’

Г‘(а‘ <1ф1 <*.(«, (15)

при некоторых положительных постоянных с Да, /,), / = у 2 
висящих только от лир,

2) И обратно, для любой функции формула (14) по­

рождает линейный непрерывный функционал на Ар(ш), для кото­
рого справедливы оценки (15).

Теперь рассмотрим случай Пусть как и прежде
обозначим через Лр класс функций Л (/?”), для которых

(|ЛН1-О).

».» 4- п

Р

В Лр вводится норма

АР(ш) — аир 
х֊Ип

^(х)|(1 - |л|) 
(ш(1֊И)1"

Относительно этой нормы Лр превращается в банаховое пространство.
Теорема 4. Пусть 0 < р < 1, *•> £ 5, Ф — непрерывный линейный 

функционал на Лр(ш). Полож:им

Т)(х) = Ф(Р0(х, у)), х^В . (16)

Тогда՛.

1. а)
б) Ф представляется в виде

ф(ц)— Иг» I и(оу')и(ру')^п ։ (у). (17)
р I —О

5я-1

При этом существуют константы сДр, л}, ^{р, *) такие, что 

с,[р. о)|«’ -<кф|(|8>
Л<О

2) Обратно, для любой функции 0<^ < 1 • ">6//()
формуле (17) порождается линейный непрерывный ..у \ национал 

на Лр(ф), для которого справедливы оценки (1Я).
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Доказательства теорем 3,4 основаны на предложении 1, теоремах 
1 и 2, на следующем вспомогательном утверждении, имеющем само­
стоятельный интерес.

Предложение 4. Пусть а > -П- >
Р

Тогда оператор-.

ТДи) = \и\У)РЛх* /)“>(УМал(у) (19)

действует из пространства I.* в пространство Лр (<« ), где и»в 

определяется по (13).

Институт математики
Национальной академии наук Армении * _ ." ~ * "'*** 1
Ереванский государственный университет

i. U. ՇԱՄՈՅԱՆ, Մ. Ա. ՋԱՔԱՐՅԱՆ
Ներկայացման nrn? հարցեր ցնցում հարմոնիկ ֆունկցիաների 

կշռային տարածություններում

Հոդվածում ուսումնաո Ւր^ ՈԼ մ են քՀո-ի միատքոր էէ դնգում հարմոնիկ 
ֆունկցիաների հԲ (Ց\ ա), 0 7? ’ կչոային տ ա րած ու թրսննորը ։ Ա)*/ք
վրա դրված ոթոՀ րնդհ անուր պայմանների դեպքում ստացված Լ այր} տա֊ 
{•ուծությունների ինտեդրայ Լ ե րկ ա յ ա ո ու մն ե րր /։(/.) համալուծ տարածու­
թյունների լրիվ րնութա դիրր հարմոնիկ ֆունկցիաների տերմիններով։
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ЧАТЕНАТИКА

УДК 517.9

Г, В. Вирабян

О спектральных свойствах операторных пучков, 
порожденных известным примером Бицадзе 

(Представлено чл.-корр. НАН Армении А. Б. Нерсесяном 6 IV 1993)

1. Пусть 2 означает конечную часть плоскости переменных л и у, 
ограниченную единичной окружностью х’+у’ — 1 « 0. с центром 
в начале координат. В области 2 рассмотрим следуюшх՛ ՝ спектраль­
ную задачу Дирихле на собственные значения

А*? + 2),в + г’С- 0,
дх* дхду ду1 (1)

(2>™ и=°.
где н — спектральный параметр, а А, В и С — кн дратные матрицы, 
заданные по формулам

(3)

»>(х, у)֊(и^Х՝ — искомая действительная вектор-функция.
\^(х, у)/

Лемма 1. При всех положительных значениях параметра 
система (1) является сильно связанной, а для остальных 

значений у—слабо связанней эллиптической системой в смысле 
Бицадзе (*).

Пользуясь формулами

Л = Л = -’(А+/Л). (4)
дг 2 \с*х Оу/ 2 (/У

систему (I) можно представить в комплексной форме

^+2х^Х + р^- = о.
дг1 дгдг дг

(5)
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I — р
где я- = и -|֊ к՛ — искомая функция, а X —--------- При X — 0 и X = <*,

1 4֊ р
т. е. при и — - 1. система (5) превращается соответственно в из­
вестное уравнение Бацадзе (') или ее сопряжение.

В дальнейшем нам удобно записать систему уравнений (1) в виде 

= (Бр)
I Он'У =

где — —-------р։ —--------оператор колебания струны. 0-2-------- •
дх' ду' дхду

Одновременно будем рассматривать тесно связанную ,с системой (Б,։) 
систему дифференциальных уравнений первого порядка

дю дЪ--- = р---- .
дх ду

до дю--— ас -  [1---- »
дх ду

(С-Я\

которая прн р - I, т. е. для уравнения Бицадзе, превращается в си­
стему Коши -Римана из теории аналитических функций.

Определение 1. Пара функций, удовлетворяющих системе 
(Б?) или (С—называется ^-сопряженной.

Лемма 2 Общее решение системы (Б.) в 2 имеет вид

и.л(х, у) = х<р, (х, у; р) -г — ?, (х, у; р) 4֊ *։(х, у; р), 
и

(6)
ъ„(х, у) = х»։(х, у: р) - — С, (х, у; р) 4֊ >։(х, у; р),

Н
где (х. у; р), <ра(х, у; р) и (х, у; р), ь,(х. у; р) — произвольные 
р-сипрян енные решения системы (С - /?'и.

2. Краевую задачу (1). (2) запишем в операторной форме. При­
меняя с беих сторон уравнений системы (Би) оператор Д обрат- 

„ д' д'ный к оператору Лапласа Д =---------1------— при нулевых краевых
дх՝ ду՝

уело։ Йех (2), получим систему операторных уравнений

(/— М։)и— р’ Аи = рТ^-о. ,7)
(/ — ^,) V — р’М^ = - рЫаи, 

или же записанный в матричной форме квадратичный операторный 
пучок

(-к,) = (I — Ъ’,)и՝ 4- р։М։»4՜ н’Ы,» — 0, (Яа)
пространствдействующий в ортогс нальнсй сумме гильбертовых 

И = ^(2) ф Здесь

,)■ (8)
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Ы։ =г б ՛ М, - Д —линейные ограниченные самосопряжен­

ные операторы типа С. Л. Соболева (’•4), действующие в соболевскпм- 

гильбертовом пространстве А= (□)-функций, обобщенные произ­
водные которых суммируемы с квадратом в 2 и исчезающих на гра­
нице в смысле теорем вложении С. Л. Соболева, /—единичный в 
Л оператор.

Определение 2. Собственные значения и собственные функ­
ции квадратичного пучка будем соответственно называть соб­
ственными значениями и собственными функциями краевой задачи 
(I), (2).

В пространстве А введем оператор С, дейс'вующий согласи » 
формуле

х~ У
/2 (9)

Легко проверить, что оператор С сохраняет граничное условие (2) и 
О* = 7.

Лемма 3. Между операторами типа С. Л. Соболева Ь1, и \\ 
имеет место следующее соотношение

Х։ + 2ОМ։О = /. (10)

Пользуясь соотношением (10), квадратичный пучок А.л можно
представить в виде

(ад) — (/ — М։) и 4- р (/ — 2СН։О)ад + н։Й, ® = О, (Вл)

/01 0 \где 6 = ( |- Отсюда видно, что спектральные свойства квздра-
\0 б/

тичного пучка и, следовательно, краевой задачи (1), (2) вполне 
определяются свойствами лишь одного оператора С. Л. Соболева

ду*
3. Для дальнейшего необходимо установить также некоторые вспо­

могательные факты. Общее решение (6) системы (Бл) можно запи­
сать в векторной форме

м^х, у) = А?.(х, у)*?Д<. У) + 9Ц(-’С» У)» (б')

где

«V (*,
/п,Лх, у)\ 
I I 0
\г»и(А- у)/

<РИ(А» У)
Н) \ 
и) /

. _ /М*- У» (х' (|։ (х, у; н) /
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8 матрица-функция .АДх, у) имеет вид

(П)

Наряду с матрицей .Аи(х, у) рассмотрим матрицу

(12)

Лемма 4. Матрица Вк(х, у) поео^р сзует произвольную у-со- 
пряженную пару решений системы (С— /?)и в ^-сопряженную пару 
решений той же системы. - X *

Лемма 5. Функции вида

/ V3 \и (х, V) = (.г’ 4֊ — ) Ф1 (х, у!4-’Г։(х, V),

^(х. У) - (** + — ) Ф, (х, у) 4 Т։(х, у), 
\ р' /

(13)

где Ф, (х, у), Ф,(х. у) и Ф, (х, у), Т։(х. у) — произвольные ^-со­
пряженные решения системы (С —/?),> , являются решениями си­
стемы (£'Д , \ - I

Следствие. Из леммы 5 следует, что при р=1 система 
функций

«г ( *» У) ~= (*’ + №) ф< (■*. У) + Ч*1 ,Х- У • (

«р. (х, у) = (X* 4- уа) Ф։(х, у) ч- Ч\(х, у).

где Ф1։ Фа и Ф։. Ч’։ — пэоиавольные решения системы Коши —Ри­
мана, является решением системы Бицадзе (Б։)

Пусть означает конечную часть плоскости х, у, ограниченную 
у2

эллипсом 02/ х1-Ь — = 1. Обозначим чергз множество всех ре- 
и’

шений системы (Б,) вида (’.3), а через 5* — множество тех функций
из 5., которые обращаются в нуль нв границе

/ (х у)\Лемма 6. Если вектор-пункция ( ’ ) £ 5*’, пю она
Ц(*, у)/

имеет ви)
и;1(х, у) - (х։4֊ — Лф, (х, у; р),

(15)

х’ 4֊ (х, у; р),
Н /

V,,

где Ф։, Ф։ ^-сопряженная пара решений системы (С— R).,,
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Лемма 7. Общее решение системы (Б) в 
вить в виде О можно прескта-

(л, у) = ( X» | ф,(-л у; н) + Ф,(х. у; н) +

+ Ф,(0. 0) х (. ф, (0, 0)—, 
И

МА У) = ( 7
\ Н։

(>6)

Ч-Ф։(0. 0)х-Ф։(0. 0)Л, 
I1

гое Ф,, Ф, и Ч ։, Ч, произвольные у-сопряженные пары решений 
системы (С— .

Следующее утверждение дополняет лемму 6 при р֊1,
Лемма 8. Любое решение системы (Б.,), удовлетворяющее 

граничному условию (2), при р= ±1 имеет вид (15), т. е. входит 
в множество .

4. Перейдем к формулировке основного результата дани՛ А ра­
боты.

еорема. Значения параметра р = +1 оля квадратичного 
пучка или оля краевой задачи (1), (2) являются бесконечно- 
кратными собственными значениями, вся совокупность соответ­
ствующих собственных функций которых имеет вио

»(х, у) /»։ (А У) \ /(а’ 4֊ у2 - 1) ?, (л, ун 
\®։(х, у)/ \(х։4 У’֊ у)/’ (17)

где ф։(х, у), >։(х, у) — произвольная отличная от тождественного 
нуля ^-сопряженная пира решений системы (С—К). соответ­
ственно при р= +1, а иля всех остальных значений параметра 

операторный пучок или краевая задача (1), (2) имеет 
лишь нулевое решение.

Утверждение первой части теоремы содержится в лемме 8. Пусть 
ц>0, тогда в комплексной записи система (5) является слабо связан 
ной, однако соответствующая сопряженная система уже является силь­
но связанной и поэтому согласно вышесказанному краевая задача (1), 
(2) и в этом случае имеет лишь нулевое решение.

Таким образом, операторный пучок , или, что то же самое, кра­
евая задача (1), (2) при р=±1 имеет собственные значения бесконеч- 
ного ранга, заданные формулой (17)., а все остальные значения пара­
метра н(;/?։ являются регулярными точками спектра операторного пуч 
кз /-р., т. е. соответствующая краевая задача (I), ։ 2) имеет лишь 
нулевое решение.

Ереванский государственный университет
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Դ. Վ. ՎԻՐԱՈ8ԱՆ
1՝իցաձԼի Բայտնի օրինակից ծնւ|ած օպերատորային փնջերի սպեկտրալ 

11Ш ւո կ ս 11 > | Ո կն ն ե ր ի մ ա ս ի ն

Աշխատանքում երկրորդ կարգի մ ա մԼ ա կ սձն ած անց յսէլնե րո վ դիֆեր են֊ 
ցիալ Հավասարումների հա մակարդի համար հետազոտվում է ^7*/’/’/ս / ^/» 
սպեկտրալ №*դիրր, ^րբ տիրույթր միաՎոր շրջանն էէ որի կենտրոնը գտնվում 
է կո որդինատն երի ս կ զբն ա կ ե տ ու մ ։ Դիտարկվող խնդիրը բերվում է քաոակրւ֊ 
սային օպերատորային փնջի սպեկտրի ո ւ ս ո է մն ա սիր ո ւ թ յ ան ր է որի գործա֊ 
կիցները սոբոլևյէմս հիլբերտյան Ա ( և. ) տարածության մեջ գործող այս. 
պես կոչված սորոլևի տիպի օպերատորներ են։

Ապա ցուցվս^ծ է, որ այդ փնջի դիսկրետ սսլեկտոր կենտրոնացված I 
}. = ± 1 կետերում, որոնք հանդիսանում են անվերջ պատիկութ^ան սեփա֊ 
կան արժեքներ, իսկ դիտարկվող հավասարումը ա/դ դեպքում վեր Լ ածվում 
!իցաձեի հայտնի հավասարմանը կսէմ նրա համ ալուծին։ I'ա ցահա յտ տես֊ 
քով կաոուցված է Л = ճ: / սեփակս^ն արժելներին համապատասխանող սե֊ 
փական ֆունկցի ան ե րի լրիվ հավաքը։

ЛИТЕРАТУРА—ԳՐԱԿԱՆՈՒԹՅՈՒՆ
1 А. В. Бицадзе, Краевые задачи для эллипт.: ких урзвнени . втор . • п< р л-;а. 

Наука, М., 1966. 2 Н. Е. Товмасян, Изв .АН АрмССР., Математика, т. 3. № 6(1968;. 
3 Р. А. Александрян, Тр. ММО» т. 9. 1960. Л в. Вкраб::н, ДАН СССР, т 1Տ 
№ 1 (1963). Հ Л’^^5М|И
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^ ДОКЛАДЫ национальной академии НАУК АРМЕНИИ

Том 94 1993

ВЫЧИСЛИТЕЛЬНАЯ МАТЕМАТИКА

УДК 519 64

А. Б. Гарибян

1 ьктрые ал1ори мы численного решения интегрального уравнения 
второго рода с ядром теплииева типа

(Представлено чл.-корр. НАН Армении А. Б Нерсесяном 24/111 1993)

Для численного решения интегрального уравнения Фреде .льма 
второго рода

I

о
оу(()л +/(Ж), 0<х< I

с ядром теплнцева типа

О'£₽,и)?,('> 
| = 1

(2)

рассмотрим уравнение (1) на отрезке переменной длины т (О С * < О

’)«= Л-(А ОУ(Л +/(•*).
• 1 
о

О ч х < х. (3)

Если для дачного т £ [0, 1] уравнение (3) однозначно разрешимо, 
то существует его резольвентное ядро 7? (х, /, х) (О^х, 7 < т), удов­
летворяющее известным соотношениям:

R (х, Г,

к(х, Л г) « Л*(х, /) + /?(х, 5, №.

(4)

(б)

и

о

Заметим, что (см. (’•*)) по кольку ядро К определено во всем квад­
рате |0 1]Х[0. 1]. формулы (4) и (5) позволяют рассматригать ре- 
зольпентное ядро R при любом а .о всем прямоугольнике |0. 1| X 
X 10 II, а решение уравнения (3) у(х, а)—при л-[0, 1|. При этом 
R наследует (по х. 1՛) гладкость ядра К(х, О, а у (при гладкости А)- 
гладкость /. При такой трактовке ясно, что
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R(x. t, О)-Л(х. Г), У (л, Ol =/(.v), 0<x, t <

Всюду в дальнейшем будем исходить из равномерного деления отрезка 
|0, 1 ] на N частей с шагом Л = 1//V ( N > 2).

Схема решения уравнения (I) для ядер общего вида предпола­
гает последовательное решение уравнений (3) для значений 
= О, л. 2А.......ЛА, чго приводит, в конечном счете, к решению урав­
нения (1I — у ( <) - у (х, ЛГА). При этом используются соотношения ре­
зольвентного тдра и решения уравнения (2), определенные во всем 
квадрате J0, 1} X [0, 1] (см (’))*•

(п 11)Л
R (х, t, п -г I) - R(x, t, п) 4֊ I R(x, s. s) R (s, t, s) ds, (6)

nh
или

И+ПЛ
/?(х, t, n-f- 1) - R(x, t, n) R(x, s. n) R(s, t, n4-1)rfs; (7)

I/ тЛ

или

(l + '.'.fl

У (a, n 4֊ I) - у ( г, л) 4֊ ( R(x, s, i- у (.?. si ir.
<//։Л

y(x, /?4-1) = у (a.
(e+l)A

П) 4֊ J A{a։, 5, n)y (S, П 4 К 

nb

0)

(9)

Для ядер теплицева типа из формулы (4) или (5) можно получить
рекуррентное соотношение

и -и*
R(x, л-h 1)

г.Л

т
4֊ а - л - 1, s) X

X Q((s-H—л— 1, $) 4- R ($4-х—л — 1, 0, $) /?(0, $4-Г л —1, $)

где

■')= р(А s)Pt(s, xjds + p^xY, 
о

*« •
Qt (X, т) = J Q/ (s, t) A (x, x)ds 4- qt (x), 

u

ds, (10)

(12)

• Зсюлу далее значения - = лй, а также сетку дискретизации по х. I будем 
указывать без множителя А.

i — 11 ... t m.
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Для функций Р,(х, х) И рДх, х), ]
т, исходя из формул (11) 

н (|2) можно получить рекуррентные соотношения

п 4- |) = Р((Х> л) 4- /?(*, 5 5)Р ($,

аЛ

(Л41)Л
Ы*- п + ^сцх՝ п)+( <?,(։, ։)к(5, л ։)Л 

л/1

(131

иГЖ ՝»*•'* (л»֊։<л
^(А «+1) = ₽Дг, «) + | .' (л л 4-1)*։

<1 •

(л+Пл

<МХ> п + 1) = СДд, я) 4- ( РД*. л 4

пл

(14)

Заметим, что

Н(х, Г, 0)- К(х, Г), у К 0) =х/(х)(

р1(х, 0) -лД՛). С?, (•*, °) = <7( (А), I 1,..., т.
(1о)

И

!)/?(*, х, /2) и,

В отличие от алгоритмов для ядер Общего вида, описанных в (!) 
и представленных в (3), сложности О(Л'3) (Л'՜*00), требующих память 
объема О(№), в данном случае на основе формул (8), (10). (13). 
(15) удается построить алгоритмы сложности О (.V2) с памятью объе­
ма О (/V). Общие принципы построения таких алгоритмов изложены в 
(2Ь

Если применить к интегральным соотношениям (8), 10) и ՛ 13)
квадратурную формулу, нетрудно видеть, что достаточно ограничиться 
рассмотрением следующих значений резольвентного ядра:

Р(х. 0, т). /?(0, л՜, т), /?(х, т, т). 0<.г, х<1. (16)

Если обозначить

ф(л, х) г. /? (0. л, '•),

Ф1 (х, -.) = Р(т. х. т),

Ч‘ (л, х) = /?(л, 0, х),

Ф1 (л, т)^ Р(х, х, т), 
(>")

то в упомянутых алгоритмах будут фигурировать значения (2т - Ч 
векторов.

В качестве примера построим один такой алгоритм, полученный на 
основе вышеуказанных формул, в которых к интегралам применена 
квадратурная формула по правилу средней точки

4-О((6-о)։). (18)
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Алгоритм
Рекуррентные соотношения алгоритма

РДх, п + \)֊Р,(х, Л) + **1(х, '։ + у)'°<('> + у՛ л + у);

<?,(•*, « + ))= <1,(х, л) + * Ф1

I = т\ л = О, •— > 1,, Л/ ——» Л\ 
2 2

Очевидно, что значения Ф(Х, л 4- 1) н Ч'(х, л 4- I) (т. е. Значе* 
иня R (0, х, п + 1) и /?(х, 0, л 4-1) нельзя вычислить, используя 
формулу (10). В данном алгоритме для вычисления указанных значе­
ний употребляется рекуррентная формула для ядер общего вида (6), 
в которой фигурируют только представленные в (16) значения /?. При­
меняя формулу (18) к данному соотношению, для функций Ф и ф по* 
лучим (с точностью О (Л՝), А — 0)

Ф(х, л + 1)»=Ф(х, л)4-ЛФ (Л + Т- п 4֊—\ф1
2 /

л 4֊

Ф(х, л + 1) - Ф(х. л) 4 А Л’1 л,

х = 0, — * 1, , А’ — — » А^, 
2 2
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ф(л ф 1, п -ь 1), а значения ■ Ф1

(Т. е. значения , кото-

рые нельзя вычислить по формуле (6) (число векторов в алгоритме 
возрастает), будем определять по формуле, аналогичной (10), где

4 1)А. Если к этойинтегрирование по т ведется от

формуле применить квадратурную формулу трапеций, получим:

• п 4- п I-

II с

О,

п

п "4----- ♦ П
2

+±)ф(°

Предлагаемый алгоритм является двухшгговым.
куррентных формулах фигурируют трн значения
значений функций Ф, Ч

так как в ре- 
при вычислении 

для т =. п 4 1

используются значения эти։ фун ш й для

сюда следует, что
а) сеть дискретизации по т должна быть ьдьое гуп:е:

б) значения всех функций должны бычь заданы для ч =■ 0 и

2

л ! л
1 I ։

г 1| л ’

2

*

2 2

<2.. ։ -■ 1. т

֊ п

, 3
. а для т = 1,— . .V- вычислены рекуррентными соотно-
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шенвяыи алгоритма. Численным решением ураинения (I) с ядром типа 

(2) будут значения функции у (л, /V), ..., /V, получек.

иые ■ результате описанного процесса.
Формулами (15) определяются начальные значения всех функций 

для т = 0:

Ф(л, 0) = Ф1(х, 0)=А'(0, х); Ф(л, 0) = 4'1 (л, 0) = К (л, 0);

С(х’ °) = А<х)։ 0<(х. °)^<7/(х)- 1 = 1,... ,т;
ь г •

у(х, 0)=/(х) х = 0, 4֊՛ >.......«V- -V.
. 2 2

а для х =-у- начальные значения функций Ф, 4*, Ф1, 4*1 опреде­

ляются по формуле (7), Р1, <3,, 1 = 1,... , т—по формулам (14), |у — 
по формуле (9) с помощью применения к ним квадратурной фор­
мулы (18).

ф(х, ֊-) = Ф(х, О)+»Лг(о, *)■

т(х, у)«ч,(х. 0) <■«о)л(х. —)։

Р, (х, —у = Р, (х, 0) + а-к (х. (֊֊) ;

<?.(*.-֊)-О, ^0)+«-*(֊^)«((֊-)։

у(х. у) = у(х. 0) + «.*(х, £)/(֊֊);

« — -1(1- -К(֊-. — '))> 
4 / \ 2 \ 4 4 //

л = 0, ֊. 1.........А/— — , /=-- 1,.. ,т.
2 2

Заметим, что сети дискретизации по т и по л совпадают. Точность 
алгоритма 16Л'’ (3 4- 2/л) 4֊ О (Л ), требуемая память — порядка 
4Л/(5 4 2*). Алгоритм был реализован в численном эксперименте на
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компьютере IBM PC AT. такп вая частота 12 мГц 
сматрмвались следующие ядра теплицева типа:

В частности рас-

Чи ленные результаты приведены и таблиц-.

Здесь Од, — среднеквадрагичиая иш.бка при дискретизации в /Уточ­
ках, /у — время работы программы в секундах.

Наблюдения показывают, что построение экономичных алгоритмов 
для ядер теплицева типа достижимо при использовании разных ква­
дратурных формул. При этом получаются разнообразные алгоритмы 
разных порядков точности: одношаговые и многошаговые, с равномер 
иы.мн и неравномерными сетями дискретизации по х. с совпадающими 
и несовпадающими сетями дискретизации по л՜ и по т.

В заключение заметим, что алгоритмы указанного типа абсолютно 
устойчивы при условии обратимости операторов (3) при всех 0ч'< 1 
(с.м. (2)).

Ереванский государственный университет

Լ. Р. ՂԱՐԻհՅԱՆՏյոպփցյա£ տիպի կորիդով երկրորդ սեոի իճտեդոս| հավասարման թվափն լուծման սւրւսդ ալգորիթմներ
Երկրորդ սեոի թնտեդրալ հավասարման թվային լուծմա՛ն դիտարկվող 

սխեման ենթադրում է (3) տիպի հավասարումների հաջորդաբար յուծում 
.......... . ի/հ արժեքների համար, Ելնելով (3) հավասարման ռեզո,֊ 

վենտայթն ֆունկցիայի ե լուծման համար հայտնի (6 )-(9) ա ոնշությունն ե- 
ցից, կարելի է մյակել (1) հավասարման թվային Օ(.\3) բարդու֊
թւան ալղորիթմներ, որոնց իրականացման համար պահանջվում ( Օ(\2) մե­
քենայական հիշողություն. Եթե (1) հավասարման կորիզր տյոպ^ցյան տի­
պի է, ապա (10)—(15) առնչություններից եքնելով, հնարավոր ( կառուցել 
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նոլյնասրիպ ալգորիթմներ, որոնց րարգռթյանր 0(№) (, իսկ անհրամեյտ 
մեքենայական հիշոդաթյոմնր' 0(14)։ Որպես օրինակ կառուցված է 0(№) 
ճչտո ւ թ քա մ р է ր կ ք ա յլ ա լգորի թմ ւ

Л ИТЕРА ТУРА—ԳՐԱԿԱՆՈՒԹՅ Ո Ի Ն

1 .4. Б. Нерсесян, ДАН АрмССР, т. 89, 4, с. 171 — 176 (1989) 2 А. Б. Нерсе­
сян, Изв АН Армении. Математика, т. 27, X» 2 (1992) з л. В. Гаспарян. А. Б, Нер­
сесян, Численное решение интегральных уравнений с автоматическим выбором шага 
Ереван. 15 с., Деп. в АрмНИИНТИ 29. 12. 89, № 68—Ар89, 1989.
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Том 94 1993

ПРИКЛАДНАЯ МАТЕМАТИКА

УДК 519.682.1

С. Е. Маркосян, О. А. Амбарцумян

Об ХР полноте некоторых задач, 
относящихся к канальной трассировке

(Представлено чл.-корр. НАН Армении Ю. Г Шукуряном 1/11 1993)

Важное место в области автоматизированного проектирования 
больших интегральных схем и плат ЭВМ занимает задача канальной 
трассировки. Кратко о постановке задачи. Сначала дадим несколько оп­
ределений.

Каналом назовем пару векторов Т » (/,. <2, , t„) и B=(bv bt. ...
• •, bj, элементы которых неотрицательные целые числа. Пусть дана 
прямоугольная сеть (grid), вершинам верхней и нижней строки которой 
присвоены значения элементов векторов Т и В соответственно. Эти 
вершины назовем контактами, а строки контактными линиями. Ос­
тальные горизонтальные линии сети назовем магистралями Множест­
во контактов с одинаковыми номерами назовем цепью. Во время трас­
сировки контакты цепей будем соединять деревьями Штейнера. Зада­
ча канальной трассировки состоит в трассировке максимального коли 
чества цепей с использованием минимального количества магистралей. 
Часто ставятся ограничения на вид трассировки и берется другой оп­
тимизационный функционал. Эти ограничения в основном <֊ «ьь. 
рассматриваемой технологией изготовления интегральных схем. Мы бу 
дем рассматривать задачу канальной трассировки со следующими ог 
раничениями. Цепи можно соединять только через ребра сети п двух 
слоях. В одном слое разрешены только вертикальные соединения, в 
другом — только горизонтальные. Не разрешаются пересечения соеди­
нений различных цепей.

Как и многие другие задачи в этой области, задача канальной 
трассировки в указанной выше постановке NP полна, т. е. сушествова 
ние полиномиального алгоритма, находящего точное (оптимальное) 
решение, маловероятно. Поэтому многими авторами предложены различ 
ные эвристические методы и алгоритмы. С некоторыми из них можно 
познакомиться в статье (’). Алгоритм Маркосяна - I ■ >-р 111 а 1 
еще одна эвристика, решающая задачу трассировки, с- г иго. i 
Фактически приведение задачи канальной трасхипов и к ; .
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других задач, которые и являются объектом изучения в этой работе 
Первая из них заключается в нахождении взаимно однозначного соот 
ветствия с определенными свойствами между вершинами и смежными 
ему ребрами в некотором ориентированном графе G=(V,E). Вторая— 
это размещение интервалов при наличии вертикальных ограничений, 
которые получаются в результате решения первой задачи. Длина мак 
симальной ориентированной цепи графа вертикальных ограничений яи 
ляется нижней оценкой числа необходимых для трассировки магистра­
лей (существуют, конечно, более точные оценки этого числа). Для то­
го, чтобы это число было по возможности мало, первую задачу можно 
сформулировать следующим образом. Найти такое взаимно однознач 
ное соответствие между вершинами орграфа G=(V, Е) и смежными им 
дугами, чтобы в порожденном подграфе, полученном из выбранных дуг. 
длина максимальной ориентированной цепи была бы минимальной.

Другая задача, связанная с размещением интервалов и рассматри 
ваемая в этой работе, встречается в алгоритмах проектирования 
БИСов. . : "УМ

2. В этой работе будет доказана NP полнота следующих задач.
а) Пусть дано множество интервалов, каждому интервалу постав­

лен в соответствие |«։, ?։| числовой отрезок. Можно ли разместить 
эти интервалы так. чтобы номер магистрали каждого интервала при 
надлежал соответствующему ему численному промежутку?

б) Пусть дано множество интервалов с вертикальными ограниче­
ниями, т. е. частичный порядок на множестве интервалов. Можно ли 
разместить эти интервалы на К магистралях так, чтобы пересекающие­
ся интервалы оказались на различных магистралях и «меньшие» (по 
данному частичному порядку) интервалы оказались на «нижних» маги 
стралях?

в) Пусть даны орграф G=(V,E) и число К. Существует ли такое 
взаимно однозначное соответствие между вершинами орграфа и инци­
дентными им дугами, чтобы в порожденном подграфе, полученном из 
выбранных дуг, длина максимальной ориентированной цепи не превос­
ходила число К?

г) Пусть даны орграф G=(V,E) и число К. Существует ли остов- 
нос дерево, удовлетворяющее условию задачи в?

3. Сначала опишем задачу раскраски графа пересечений дуг.
Пусть даны окрум н^гть, множ-ство дуг А = |ЛЬ А,.......Ал} и

неотрицательное число К. Можно ли граф пересечений этих дуг покра­
сить не более К цветами? NP полнота этой задачи показана в статье 
('). Ниже для доказательства NP полноты представлено полиномиаль­
ное сведение задачи раскраски графа пересечений дуг к рассматривае­
мым задачам. Принадлежность этих задач к классу NP очевидна.

Теорема 1. Задача a) NP полна.
Доказательство. Пусть на окружности С дано множество 

дуг А = (А։, At.......A„). Возьмем произвольную, не совпадающую
с концами дуг, точку на окружности, отрежем ее в этой точке и рассмо­
трим ее топологически эквивалентный отрезок [а, 6]. Вместо дуг бу
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дем иметь интервалы, часть из них при этом разобьется на два интср 
вала. Без потери общности можно предположить, что в два интервала 
превратились первые т дуг. Обозначим их через /,,, /,, . /„ 
Остальные интервалы обозначим /_,...... /,, Интервалам поставим
в соответствие следующие числовые отрезки д.я интервалов /„ 
отрезок [«, 5]. (5 - I......./л), а для I, - |0, А], / - « -Ц........ п. Рас­
смотрим задачу а) для полученного множества интервалов. Если те­
перь эта задача имеет решение, то для получения раскраски графа пе­
ресечений множества дуг нужно вершины этого графа по: расить в цве- 
та соответствующих интервалов (если одной дуге соогвсгси ет ва ин­
тервала, то они оба получили один и тот же цвет). Наоборот, с ли су­
ществует раскраска графа дуг, то соответствующая ему задача а) тах- 
же имеет решение (его можно получить путем перестановки цветов).

Теорема 2. Задала б) №р полна.
Доказательство. Пусть на окружности С дано множество 

дуг А = {Л։, Д,.......Как и в предыдущем доказательстве в з.-
мем производную не совпадающую с концами дуг точку на окружно­
сти, отрежем окружность в этой точке и рассмотрим ее топологически 
эквивалентный отрезок [а, &]. Получим множество инг овалов (обо­
значения—как в доказательстве предыдущей теоремы). Если т</\, 
то добавим одновершинные интервалы Лнъ։(а. а|» 
/•■11.1, • •» />.»= |/’, Ь]. Определим следующий частичный поряд к на 
множестве интервалов —/п>/։։ >••■> Лп, ։> Л,+>,1 >/, г. /։։>Л?> 

/т.։ /ж-и • >Л.з. Для полученного множества интер­
валов рассмотрим следующую задачу—существует ли его разме­
щение на К магистралях, сохраняющее данный частичный порядок Ес­
ли приведенная задача имеет решение, то легко получить решение для 
задачи раскраски графа дуг. С другой стороны, если в графе дуг есть 
К—цветная раскраска, то путем перестановки нветон можно получить 
раскраску соответствующего графа интервалов.

4. \'Р полнота задач, связанных с существованием подграфа и ос
товного дерева

Для доказательства №Р полноты задач в) и г): предс авим пол ։ 
номиальное сведение задачи 3-выполнимость к решению лих за..ач 
Сформулируем задачу 3-выполнимость.

Пусть £/= «։, .... «4 множество переменных, принимающих
значения 0 и 1, и множество дизъюнкций с։, . ...,ст, где

с/ - и'уи и.2у II «’У. и1,^и՝ /-ЬЗ, / - С- 

Существует ли набор значений переменных г/։, . .. лля р 

имеет место равенство
П (1)

Теорема 3. Задача г) при К = 1 А’Р полна
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Доказательство. Прнняд тежность к классу ЫР очевидна. 
Покажем \'Р полноту.

Пусть и= |и։, и„ ..., н„| множество переменных, и с,, с, ..., ст — 
множество дизъюнкций, где

су = и’у и0 Из}'. и{)^и> ։ = 1..,3, и^^и, р=1.„3, /=1....... т.

Построим следующий граф. Обсзначнм ч* рез (7, = ( У,, следую­
щие подграфы;

Н = <г/’ р/« а',՝ ьг / = 1....т' и Ю. * = !»..>«;
V'), (Ь;, ъ{*. (V', л/*1). (г>1, Ц), (*{, *{)},

/ = I, ... т (а**։ = о})}, 1=1.......п.

Каждой дизъюнкции <՝у поставим в соовстствие дугу (л/։ у). 
В искомый । раф О возьмем все подграфы О, и дуги (л?. у ). Если 
переменная и входит в с , то добавим дуги (х/։ т{), если же и{ вхо­

дит вес отрицанием, то добав։ м дугу (г/, с?). К полученному 

графу добавим т.։кже вершины гиг, дугу (г, г). Из всех вершин 
р/ и т>>, локзльная степень которых 3, построим дугу (г, ир и 

(р>, г) соответственно. Добавим также дуги (г, и (с,, г), I — 
= 1...... л. Рассмотрим задачу г) для по ученного графа (см. рисунок).

Покажем, что если существует набор переменных л'1,..., и՝а, для 
которого имеет место равенство (I), то описанный граф имеет остовное 
дерево, длина максимальной орцепи которого равна единице.
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Если и;-0, то возьмем дуги (г/, <։'+■). {*;, Л/). , т;
(»?■ Г) («/. «?). а если «< = 1-(а/, («-, ,.......„р

(г» г\) дуги. Возьмем также все дуги, иннидентные вершинам 

*• г» • У/ (г — ։»•••» т)- Покажем чго полученный подграф 
будет связным. Обозначим через О0 компоненту связности выб­
ранного подграфа, содержащую вершииу г. Любая вершина т' при­
надлежит О0 или инцидентна одной из вершин х, или уу . Для 
того, чтобы убедиться в связности подграфа, нужно толью по­
казать принадлежность вершин ху и у компоненте Оо. Принадлеж­
ность всех остальных вершин графа компоненте Ое очевидна. Гаг- 
смотрим произвольную дизъюнкцию с. = «;>/и Л и «У- Она ста- / 1! л! о)
новится единицей за счет одной из переменных. Обозначим ее через 
и{,. Возможны два случая — или ц . = 0 и входит в с отрицанием, 
или ՝«/. = 1 и входит в с/ без отрицания. В первом случае в под­

графе присутствуют дуги (у{., о®.) н(т»Д, уу), а вл втором—(гф., V՛.) 
и (х , V',). Таким образом, полученный подграф связен՝ длина мак­
симальной орцели равна единице. Из него легко можно получить 
искомое остовное дерево.

Покажем обратное. Пусть в графе есть дерево искомого типа. 
Покажем, что существуют такие значения переменных и°п, для
которых имеет место равенство (1). Ясно, что каждая из вершин т»'1 в 
остовном дереве является или началом, или концом. В первом случае 
возьмем и'о = 1, а во второе։—Иу=0. Для произвольной дизъюнкции 
су существует такой индекс **, что в дереве присутствуют пара дуг 

ир и (-и/., у,) или («•., о/.) и (х/։ ур. иначе нарушилась бы 
связность остовного дерева. Ясно, что переменная а‘« присут тв\ет в 
дизъюнкции су и именно за счет нее с} становится единицей.

Из теоремы 3 легко получить следующее следствие. 
Следствие. Задача г) при произвольном К Л'Р полна. 
Теорема 4. Задача в) ЫР полна.
Доказательство этой теоремы почти полностью повторяет дока­

зательство предыдущей теоремы, [олько в по. ।роении । ра , а н\жно 
добавить вершины и и и, дуги (®. *), (֊, ®) и ® и взять их 
в подграфе при построении искомого соответствия.

Таким образом, при реализации метода канальной трассировки 
Маркосяна—Гаспаряна оправдано применение эвристических алгорит­

мов.

Ереванским государственным университет
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и. Ե. ՄԱՐԿՈՍ9ԱՆ, Л. 2. 2ԱՄԲԱՐ»ՈԻՄ8ԱՆԿանալափն ո iqbqA ifui Gp վերաբերող մի քանի խնդիրների բարդության վերաբերյալ
Կանալային ուղեգծումր ԷՀՄ ավտոմատ նա խագծմ ան կարևոր փուլե­

րիդ է։ Այս աշխ ա աա Նքում ներկայացված են մի շարք խնդիրներ, որոնք 
Հ ա՛ս գ ի պ ո ւ մ են (') աշխատանքում նկարագրված կանալային ուղեգծման ալ- 
Հորիթմումւ Այգ խնդիրներն են'

այ Տրված օր գրաֆ ի յուրաքանչյուր գագաթին վոխմիարմ եք հ ամ ապա- 
տ ա սի. ան եգն ել նոս/ն կիդ կոՂ^Ր/13 մեկր այնպես, որպեսզի այգ կողերով 
ծնվս՞ծ ենթա ւրաֆոլմ մաքսիմալ երկա րութ յան ՕՓշգվթայի երկարությունը լի֊
}ի մինիմաչ։ I /

բ) Դիցուք տրված են (1 օր րաֆր և ք\ թի վր ։ Գտնել ա) խնդրի պայմա­

նին րա վարարող Շ ւ ր աՀՒ Կյ ախքա(ին ծառ։
գ) Տրված ուղղահայաց ։9ահ մ ան ա փ ա կ ո ւմն ե ր ո վ ինտերվալային գրաֆր 

ներկել մինիմալ բույներով այնպես, որ կից գագաթներր ստանան տարբեր 
գուլներ և օրիենտացված կ ո ղի սկիդրը ստանա ավելի փոքր համարի գույն, 
քան վերջր։

գ ) Տրված ինտերվալային գ ր ա ֆ ր ներկել այնպես, որ յուրաքանչյուր 
գագաթ ստանա գույն իրեն համապատասխանող նախօրոք տրված թվային 
միջակայքխց:

Ապ ա ց ու ցՀա ծ է խնրիրնե րի X P Ա1 /»վո ։ թյուն ր է

Л ИТЕРАТ У РА — ԳՐԱԿԱՆՈՒԹՅՈՒՆ
1 !3a s tin, I ayoui Реи^п ..n' venfica։.on a Her *. p 1U 16Г. I9V>. 

С E. Ма-»косян, Г. С. гасгипян Кибернетик АН У ՝. ,Р. № 3 >9)1. 4 S. L -
Pou^h. Рл. D. Tnesis, Laborato у for Computer Science. Ml Г (no e ber, 198“’). 
< Al. Гэри. Д. Джонсон, Вычислительные машины и труднорешаемые задачи, Мир, 
М„ 1S82. '



2ԱՅԱՍՏԱՆԻ ԴԻՏՈԻԹՑՈԻՆՆԵՐԻ Ա&ԴԱՅԻՆ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ $ԵԿՈԻ88ՆԵ1* 
ДОКЛАДЫ НАЦИОНАЛЬНОЙ АКАДЕМИИ НАУК АРМЕНИИ

- - • • I г .. --Ц-..ТМ_____ _ г- - --֊ ______

Том 94 1993 ՜ кь

МЕХАНИКА

УДК 539.3

М. В. ЕелуСекян, Л. Р. Мкртчян

К вопросу учета поперечных сдвигов и инерции вращении 
в задаче свободных колебаний пластины

(Представлено академиком НАН Армении С. А. Амбарцумяном 30/1V 1993)

В работе (1) приведено точное решение задачи о свободных коле­
баниях толстой свободно опертой прямоугольной изотропной пластины. 
Выполнены расчеты на ЭЦВМ для ряда собственных значений и рас* 
пределения напряжений, которые в табличной форме сравниваются с 
результатами уточненной теории пластин типа Тимошенко и с резуль­
татами классической теории.

В настоящей работе точное решение данной задачи представляется 
в виде двойных тригонометрических рядов Фурье с помощью двух не­
известных функций, что значительно облегчает дальнейшие выкладки. 
Приводится аналитическое сравнение уточненного уравнения С. А. 
Амбарцумяна с уравнением, полученным из точного решения путем 
предельного перехода, а также с уравнением теорий типа Тимошенко 
при различных вариантах функции, определяющей характер изменения 
напряжений поперечного сдвига по толщине пластинки.

1. Задача о свободных колебаниях толстой изотропной прямо­
угольной пластины решается с помощью двойных тригонометрических 
рядов Фурье. Пусть на боковых гранях пластины заданы граничные 
условия типа Навье, которые, например, для краев л = 0, а имеют вид

ы, = 0, иу = 0, = 0. (1>

Для приближенных теорий в случае тонких пластин эти условия 
приводят к свободному опиранию по контурным линиям срединной 
плоскости (г — 0)

и) = о, ~ о՛
дх

где ю н V перемещения среаииной плоскочи.
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Искомые перемещения пре тставляются в виде:

т* т*х , лгу-----соэ--------з1п
ч — I Ь

т—1 л— 1

, \ п*„,(О —
г

си 5 лгу
(2)

иг *
-х , пг.у ----  51П  -
а Ь

где а и Ь 
входящие 
в виге

размеры пла тины. Неизвестные функции 
в выражения (2) гл 1 фиксированных т и п, будем искать

£ (г) = Л/ е 1 ;
(3)

Для простоты записи здесь и далее индексы тип пропустим. 
Подставляя выражения перемещений (2) с учетом (3) в уравнения 
движения в перемещениях

(а + ^։у и -г н Лу го! и - р
д3и

из условия существования нетривиального решения системы, Для 
получаем

?։>,= ±мк~ъ, Р։ 4= ±м Г'П=Т, (I)

где
л/5 1/т’ । л’ \ Ри>а

\ а3 Ь3 ) а+2;«)5Г р/И*
Тогда для функций £(г) и /(г) имеем

Я (г) = - ֊71 сь ?,г + А։ сЬ ?,г — -5։֊ ։Ь ?,г + Л, ։Ь 0,г;

''՛ (5)
ЛРД ЛР4

/ (г) - ВэзЬМ---------- ’-аИ ₽։г 4֊ ------ -----
Г։ Р«

В решениях (5) В{, В2, Л3, A^ являются произвольными постоянными. 
При свободных колебаниях полагаем, что лицевые плоскости пласти 
ны свободны от напряжений

= 1хг = хуг = 0, при г = ± А 2. (6)

Возьмем отдельно симметричную и антисимметричную относитель­
но перемещения и« части решений. Удовлетворяя поверхностным усло­
виям (6), получим соответственно следующие уравнения для определе­
ния частоты колебаний:

=
а
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(7)

Займемся уравнением (7) и рассмотрим предельные случаи.
а) Пусть толщина пластины очень мала по сравнению с другими 

размерами: ИМ - 0 и пусть Т)։<П2<1 Разлагая гиперболические тан 
пенсы в ряд и сохраняя лишь три члена ряда, после некоторых преоб­
разований получим

и> (9)

Восстановим уравнение, которому соответствует чаете та ш2, выря­
женная через (9):.

о’юИУ'м « —рЛ

которое оказывается уравнением классической теории колебания тон­
ких пластин.

Далее, сохраняя в разложении гиперболических тангенсов еще не­
сколько членов малости высшего порядка, а затем восстанавливая 
уравнение, которому соответствует данное решение, окончательно по­
лучаем

Г)Ь‘т£> -4- рЛ д-™ Р*3(1 + ’)
12(1-’)

д'
дР

(I -Ь ’)(! -2’)р’Л3

1 (1֊^ ~д^ (10)

Из уравнения (10) видно, что при пренебрежении последним чле­
ном получается уравнение движения классической теории пластин с 
учетом инерции вращения. В целом же это уравнение должно соответ 
ствовать какой-либо уточненной теории.

Однако в восстановленном уравнении (10) знак последнего члена 
приводит к качественному различию с известными ранее уравнения 
ми каких-либо уточненных теорий. Отсюда следует, что восстановлен 
ные уравнения с сохранением следующих слагаемых в разложении ха 
рактеристического уравнения не всегда приводят к ранее известным 
уточненным теориям.
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б) Рассмотрим коротковолновое приближение Л.М — со, В этом ел у 
чае из (7) получим уравнение, характеризующее волны Рэлея:

(2 ֊ т;,)’ = 4 | где » = тп1^I — >)э I 1 — ,

2. Рассмотрим уточненную теорию пластин С. А. Амбарцумяна, 
(’••'). которая учитывает поперечные сдвиги следующим образом

= /(*)?(*, у, /), ь.ж=/(г)|(х, у, /),

где функция ((г) определяет характер изменения напряжений попереч 
ного сдвига по толщине пластинки.

Уравнение колебаний по этой уточненной теории пластин имеет 
вид (3։ 4): . ЛиВ

И Д’ ՝л՝ 2;Л 3՜ | " О

4(1 + '*) 0*0» _
Ж -^7՜" ’

где
Л

Так как в целом сравнение уравнения (11) с уравнением, получен* 
ным из точного решения (10)» невозможно (уравнение (11)—гипербо­
лического типа, а уравнение (10)—нет), то возьмем различные вари­
анты функции /(г) и посмотрим, в каких случаях коэффициенты при 
третьих членах (члены, учитывающие инерцию вращения) в этих урав­
нениях совпадают.

а) /(г)=1 —г’/Л* (Л//0 = 2Л‘/5). (12)

Получим, что для того, чтобы члены, учитывающие инерцию вращения 
в приближенном уравнении (11) и в уравнении (10), совпадали, необ­
ходимо, чтобы коэффициент Пуассона был бы равен 1, 2, т. е. у=К2; 
чего не может быть в сплошной изотропной среде вообще. Отсюда мо­
жем заключить, что при функции [(г), выраженной формулой (12), 
эти члены не совпадают, . • • *Уд

6) /(г)=1-|г;/Л (Л1//о = 5'12/12). (13)

В этом случае для коэффициента Пулссо։ а полуаем > = 1,25, че(,о 
также в реальности не существует (0 < * <0,5).

в) /(г) = 1 — а, —- - а3 — » а։ + в, — 1. (14)
А А2

В этом случае для соотношения Л40//0 имеем

М _ 40 - 15а, - За, Л, 32 -7а, 
/0 ” 20 (6 — 3а1 — 2аа) ” 20(4-в։)
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Сравнивая у[<«внення (10) и (11), п< лучим:

л 135 —4Ь а »
31 — 10*

а

Попробуем аналитически сравнить уравнение (II) уточненной теории 
С. А. Амбарцумяна, с уравнением уточненной теории типа Тимошенко.

II. Т. Селезов, исходя из метода степенных рядов, нашел в (■*) 
выражение для коэффициента сдвига, которое соответствует аппрокси- 
мании Тимошенко

1

Р։=2(2-+) 05Т7’՜) \ (1֊։)

Формула (15) получена из сравнения для и гибкой волны характери­
стики, соответствующей уравнению теорий типа Тимэшсико

|֊2?Л֊- 
дР

2 ] 2/Р 22
₽•(! ֊ *) ։ ./

4(1 ՝
Зр’Е д(' ' ’ (1б(

и характеристики, соответствующей уточненному уравнению, п ՝лу» си­
нему из трехмерных уравнений динамической теории упругости, нах их 
двухмодовая аппроксимация (5).

Возьмем различные рассмотренные варианты функции ;(з) (12). 
(13), (14) и сравним приближенное уравнение (И) уточненной теории 
С. А. Амбарцумяна с аппроксимацией Тимошенко (16) с учетом выра­
жения коэффициента сдвига (15), полученного И. Т. Селезовым.

а) Требуя, чтобы в уравнениях (11) и (16) коэффициенты при 
всех соответствующих членах были равны, для коэффициента слеши 
получим р2 = 5/6. Но, с другой стороны, для р2 имеем также выражение 
(15). Это означает, что при данной функции {(г) для того, чтобы уточ­
ненные уравнения (11) и (16) совпадали, необходимо, чтобы коэффи­
циент Пуассона был равен у=0. 425.

б) В этом случае для коэффициента сдвига получается р2 = 4/5. II 
так же, как и в предыдущем случае, уравнения (II) и (16) с >вп; I л' 
лишь при определенном значении коэффициента Пуассона у = 0,25.

ь) В этом случае для коэффициента сдвиг и ։еем

---------- • 
г 3(32-7а,)

Для того, чгоэы уравнения (И) и (15) епШ)Я, необходимо, чтобы

16 4- 40 (у — /о»5 + ) , 
в‘ Г 1 4֊ 10 (* - /0?5 4֊ *ТГ

где знаменатель в выражении Э| не равняется гулю при всех । вольных 
значениях V. Отсюда следует, что при соответствующем выборе коэф­
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фициентов а։ и а3 всегда можно найти такие функции /(г), при кото 
рых приближенные уравнения совпадают при всех реальных значениях 
коэффициента Пуассона.
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Свойства и возможности ирнмеие1ия .г хк.уры 
полупрозсдник —зазор ՈՕ.1,:1Դ..լյ д; К

(Продета злело 15/1V 1993;

С целью изготовления полупроводниковых лазеров с 
резонатором разработана технология, позволяющая с помолью скола 
создавать структуру из двух полупроводниковых Кристал" к горче 
отдалены друг от друга на расстояние меньше или порядка микрона 
(՛). При этом лицевые поверхности расположенных друг против друга 
кристаллов представляют собой кристаллографические плоскости. Нс 
значительным изменением этой технологии нам удалось полностью 
изолировать друг от друга полупроводниковые кристаллы, создав т.м 
самым плоский конденсатор с полупроводниковыми обклад: :ми. В ит 
стоящей работе обсуждается ряд особенностей указанной структур-.’.
которые позволяют предложить использование техники скола тля соз­
дания новых полупроводниковых приборов.

Существенное преимущество рассматриваемого конден сатора и • 
сравнению с другими аналогичными (например, МДП-структуры» за­
ключается в возможности использования в качестве изолирующей сре­
ды самых разнообразных материалов в различных фазовых с~> тлел.: 
ях. Можно предложить разместить в зазоре между плосколараллел’ 
ними полупроводниковыми обкладками газ, находящийся в твердом 
или жидком состоянии, диэлектрик, электролит, сегнетоэлектрик, к 
кло и другие материалы, которые существенным образом м г у г ?. .л- 
ять на емкостные характеристики структуры.

Другая важная особенность предлагаемого конденс сос < и 
в том. что благодаря малому зазору значение его емкости определяет­
ся также физическими параметрами полупроводниковых обкладок 
Обозначим через е, и £, соответственно, диэлектрическую пронииас 
мость и характерную длину полупроводникового кристалла (дебасв 
ской длины экранирования либо толщины обедненного слоя) и через 

и диэлектрическую проницаемость ? атериала. заполняющего 
зазор, и его толщину. При условии емкость конденсатора
существенно зависит от параметров полупроводника. Это условие . 
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ко реализуется для широкого класса полупроводниковых материалов 
и различных заполняющих зазор сред, в том числе в случае воздуш­
ного промежутка.

Наконец, отметим еще одно свойство исследуемой структуры — 
возможность создания сильных электрических полей в зазоре между 
полупроводниковыми обкладками. В условиях, когда падение напря­
жения между полупроводниковыми обкладками составляет несколько 
десятков вольт, легко обеспечить напряженность электрического поля 
в зазоре порядка сотен кВ/ом и выше. Указанное обстоятельство по­
зволяет исследовать различные нелинейные свойства заполняющего 
зазора среды, размерные эффекты, а также различные эффекты силь 
ного поля.

Вначале рассмотрим возможности использования структуры полу­
проводник—зазор—полупроводник (ПЗП-структуры) в качестве кон 
денсатора, емкость которого меняется в зависимости от приложенного 
напряжения (новый тип варнконда). Заметим, что технологические 
особенности позволяют создавать структуру с полностью идентичными 
полупроводниковыми обкладками. Процедура вычисления емкости 
ПЗП структуры достаточно стандартна, и здесь мы на этом не будем 
останавливаться. Рассмотрим ряд частных случаев, которые позволя 
ют судить об изменении емкости структуры С в условиях изменения 
приложенного напряжения ср. Пусть оно еще настолько мало, что при­
водит лишь к небольшому изменению концентрации носителей заря 
дов в приповерхностном слое полупроводниковых обкладок. Тогда для 
дифференциальной емкости ПЗП-структуры нетрудно получить следую­
щее выражение:

оге гг1 п, л0

Здесь 5—поперечная сколу площадь полупроводниковых обкладок, п0 
и рс—равновесные концентрации электронов и дырок в исследуемом 
невырожденном полупроводнике, п1 и —концентрация носителей и 
длина экранирования в собственном полупроводнике. Т—температура, 
Л—постоянная Больцмана, е—заряд электрона. Формула (1) имеет
место, когда

1

|2)

Формула (1) достаточно универсальна и иосит общий характер, 
поскольку она применима для любого типа невырожденного полупро 
водника в случае слабых приложенных напряжений. Однако с ростом 
напряжения, когда уже в одной из полупроводниковых обкладок воз­
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можно образование обедненного слоя, необходимо конкретизировать си­
туацию. Для определенности предположим, что обкладки конденсато­
ра созданы из полупроводника п-типа, т. е. реализуется условие >.« 1. 
Пусть при умеренных приложенных напряжениях в приповерхностном 
<лое одной из полупроводниковых обкладок происходит обеднение 
электронами, в другой—их накопление. Падение приложенного напря­
жения в основном имеет место на обедненном слое, так что для диф­
ференциальной емкости можно получить выражение

(3)

Это реализуется в условиях

> • ехр ет>
кТ

С дальнейшим увеличением приложенного напряжения на одной 
из обкладок возможно формирование инверсного слоя. Тог ка напря­
жение в основном падает на область зазора, и для дифференциальной 
емкости получим выражение

(5)

В условиях применимости (1), (3) и (5) протекающие в структу­
рах МДП и ПЗП физические процессы заметным образом не отлича­
ются. В обоих случаях емкостью структуры с помощью приложенного 
напряжения можно управлять. Однако, если зазор между полупровод­
никами заполнить материалом с очень большим значением диэлектри 
ческой проницаемости, то определяемые формулами (1) и (5) верхние 
предельные значения емкости 113П-структуры могут значительно пре­
высить аналогичные значения МДП-структуры. В качестве такого ма 
териала могут быть предложены растворимые в воде сегнетоэлектри 
ки (например, сегнетова соль), которыми легко можно заполнить за­
зор. Что же касается нижнего предельного значения емкости, то в обе­
их структурах оно одинаково и определяется максимальным значение л 
ширины обедненного слоя. В большей величине емкости ПлП структу­
ры можно убедиться с помощью следующего численного примера. 
Обычно в роли диэлектрика в МДП-структуре выступает 8Ю2 с ди­
электрической проницаемостью £А=4 и толщиной т/ = .>0 нм. В ПЗП 
структуре зазор заполним, например, материалом с -д — 10 . Даже при 
значительно большей толщине зазора (</=1 мкм) в случае кристалла 
кремния с по>17см֊3 верхние предельные значения управляемой диф 
ференинальной емкости предлагаемой структуры на порядок превысят 
аналогичные значения МДП-структуры. Указанная возможность варь­
ирования величиной емкости в более широких пределах имеет приник 
пиальное значение для создания на основе ПЗП-структтры ;•֊>, летр, 
ческих генераторов и усилителей электромагнитных колебании.
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Емкостью ПЗП структуры можно управлять также с помощью 
светового излучения. Если световая волна поглощается в приповерхно­
стной области полупроводниковых обкладок, то это приводит к изме­
нению концентрации носителей. Тогда за счет изменения дебаевской 
длины экранирования изменится также емкость структуры. Указанное 
явление наиболее четко проявится в собственных полупроводниках, в 
условиях применимости (1). Понятно, что ПЗП структуру можно ис­
пользовать также в качестве оптического детектора. Учитывая конст­
рукционные особенности исследуемой структуры, созданный на ее ос­
нове детектор излучения может быть особенно эффективен в волокон­
но-оптических системах связи. Так как оптимальная длина волны для 
кварцевых оптических волокон составляет 1,55 мкм, то для того, что­
бы обеспечить квазиволноводный режим распространения излучения 
по зазору, его толщина должна быть величиной этого же порядка 
(с!=2 мкм). С другой стороны, полупроводники, поглощающие излу­
чение на такой длине волны, как правило, обладают относительно 
большим значением диэлектрической проницаемости и малым значе­
нием дебаевской длины экранирования (например, в Ое £п=1б. =
= 0,68 мкм). Из (1) следует, что при Х=1 структура может эффектив­
но функционировать как оптический детектор лишь при условии

Это означает, что в случае, когда в роти полупроводниковых 
обкладок выступает кристалл германия, диэлектрическая проницае­
мость заполняющего зазор оптически прозрачного в этом диапазоне ма­
териала должна быть не меньше 50. Используемые сегодня в МДП- 
электронике диэлектрические материалы имеют гораздо меньшие , 
использование же других материалов связано с решением больших 
технологических проблем.

До сих пор существованием заряда на поверхностных состояниях 
полупроводников или в заполняющем зазор диэлектрике пренебрега­
ли. В ряде случаев учет этого обстоятельства приводит к изменениям, 
которые существенно не отражаются на описанных выше аспектах про 
текающих процессов. Тогда остается также в силе аналогия между 
ПЗП- и .МДП-структурами. Однако возможна ситуация, когда из-за 
наличия заряда на поверхностных состояниях полупроводников иссле­
дуемая нами структура приобретает принципиально новые свойства.

Рассмотрим случай, когда ПЗП-структура образована из полупро­
водника п-типа. Пусть e^—плотность отрицательного заряда на по­
верхностных состояниях полупроводниковых обкладок, зависимостью 
которой от приложенного напряжения можно пренебречь. В таких усло­
виях в приповерхностных областях полупроводниковых обкладок воз­
можно образование обедненных слоев (энергетические зоны искривля­
ются вверх). Приложенное напряжение уменьшает толщину обеднен­
ного слоя в одной из полупроводниковых обкладок и увеличивает в 
другой. При этом специфичность ситуации заключается в том, что, 
как показывают расчеты, сумма толщин обедненных слоев обеих по­
лупроводниковых обкладок не меняется, пока один из этих слоев не 
исчезнет. Иными словами, в области приложенного напряжения ф<фо.
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емкость ПЗП-структуры остается постоянной величиной и определяет 
ся формулой

(6)

величина <р0 определяется по формуле

еп5
(7)

Таким образом, в отличие от МДП-структуры при малых и уме­
ренных значениях приложенного напряжения емкость ПЗП-структуры 
может оставаться постоянной величиной.

В области же <р>ф0 емкость структуры существенно зависит от 
приложенного напряжения. С возретанием $ вначале она убывает, а 
затем, в связи с формированием՜ инверсного слоя, емкость возрастает, 
доходя до предельного значения, определяемого формулой (5).

Из (6) и (7) следует, что определив емкость исследуемой структу 
ры, а также ту область, где она постоянна, можно определить значе 
ние плотности заряда на поверхностных состояниях полупроводников. 
Пусть в качестве полупроводниковых обкладок выступает кристалл 
кремчия с параметрам.։ л0= 1,45-10‘3 сы~я, £, = 24 мкм, еп=12, кроме 
того г/ ֊ 1 мчм и в., = 1. Негрудно убедиться, что и области д/ 
г»'.0“ «.м 2 определяемое формулой (6) значение емкости ПЗП-струк- 
тсры существенно зависит от .V.

Указанное обстоятельство позволяет обнаружить наличие не толь 
ко газа, атомы которого адсорбируются поверхностью полупроводника, 
но и различные ионы в этсктротите при подборе соответствующей мем­
браны, размещаемые в зазоре. В зависимости от активности мембра­
ны и величины заряда ионов могут быть созданы различные ион -селек­
тивные, ион-чувствительные ПЗП-структуры, био- и иммуиосенсоры на 
их основе (’). Разумеется, в этих применениях необходимо предотвра­
тить развитие необратимых процессов из-за коррозии (в том числе, фо­
токоррозии), необратимой хемосорбции и т. д., но с этими явлениями 
научились бороться, в том числе технологическими методами (- 3). 
Техника скола может быть предложена и для изучения п-՝ 
цельно-прозрачных полупроводниковых и диэлектрических 1НП-'..ьл 
турах, идеальных и неидеальных гетеропереходах, в сложных катали 
тическпх системах и сенсорах. Возможна реализация на НЗПстрхкп 
рах различных тензо-, магнито-, радиационных и других сенсоров 
всего комплекса чувствительных к изменению емкости, концентрации 
носителей заряда и температуры дискретных приборов и интегральных 
схем.
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Հետազոտվում են ճեղքման միջոցով ստեղծված կիսահաղորդչային ջրր֊ 

զազիրներով հարթ կոնդենսատորի ունակային բն ութ ա գր ի շն և ր ր, որի հիմնա֊ 
կան առավելու թ(ունր որպես մեկուսիչ միջավայր զանազան ֆազային վի • 
Ռակներում գտնվող տարբեր նյութերի զ ստեղծված բատրակ շերտերի օգտա֊ 
գործման հնարավո րութբոծեն (: Ցույց է տրված, որ կաոուցվածքի ունակոլ֊ 
թ^ունր էապես կ ախ վ ա\ծ է կիր ա ովոդ լա րումի ց, նրա վրա րնկնող օպտիկա֊ 
կան ճաոագալթման ինտենսիվությունից և մ ա կե ր ևո լթ ա յին վիճա կն երում 
կուտակված քիցքի խաոլթ յունիցւ Քննարկված են կիսահաղորդիչ — ճեղք — կի­
սահաղորդիչ կա ոուցվածքի հիման վրա կառավարվող ունակությամբ կոն֊ 
դենսա տորների , օպտիկական ճառագայթման դե դեկտ ո րն երի, զազային րն֊ 
կալիչների և ա լչ սարքերի ստեղծման հն ար ա վորություններր։
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УДК 581 1:581.45

В. В. Казарян

О неравномерном обогащении запасными ассимилятами 
зимующих побегов и корней древесных 

в зависимости от условий произрастания
(Представлено чл.-корр. НАН Армении Л. Л. Осипян 29/V1 1993)

В течение длительной эволюции надземные и подземные органы 
древесных подвергались дифференцированному температурному воз­
действию и в результате приобрели различную по степени холодостой­
кость—надземные органы сравнительно высокую, корневая система 
слабую. Исследованиями показано, что у пекана корневые волоски нс 
выдерживают —2°С, тогда как надземные части даже при более низ­
кой температуре не повреждаются (՛). Н. Г. Жучков (2), изучая губи 
тельное действие кратковременного воздействия низких температур зи 
мы в условиях Мичуринска, обнаружил массовое вымерзание кор­
ней плодовых.

Поскольку одним из главных внутренних факторов, определяющих 
степень морозостойкости растений, являются энергетические продукты 
зимующих органов, мы полагали, что корни и побеги в этом аспекте 
должны отличаться в зависимости от климатических условий произра­
стания. При сравнительно мягкой зиме распределение запасных энер­
гетических продуктов между корнями и побегами должно происходить 
иначе, чем в местах с холодной зимой.

Это предположение нами было экспериментально проверено на че­
тырех видах десятилетних древесных, произрастающих в условиях 
Ереванского (1350 м над ур. м.) и Севанского (1950 м над ур mJ оо- 
танических Седов: граб кавказский (Carpinus caucasicaA кизил (C<mi s 
mas), дуб черешчатый (Quercus robiir) ■ лещина обыкновенная (Со- 
ryllus avellana).

После осеннего листопада у опытных деревьев бы ш взяты годова 
лье побеги средних ярусов и корни идентичной толщины ч одинако 
вой удаленности от корневой шейки дерева, зафиксированы, выишены 
в термостате и подвергнуты анализу по определению в них содержа 
ния углеводов по методу Хаггедорп-Йенсена и общею азота по 
Кьельдалю (3).
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Полученные данные показывают (табл. 1), что содержание угле­
водов й азота в побегах заметно отличается в зависимости от условий 
местообитания. Содержание указанных соединении намного больше в 
побегах деревьев из Севанского ботанического сада.

Таблща I
Уг свод 4 и азотистые гоеаин ния в "'э нт • ухое вгществэ) в побега*

растени после листопа а

О^ъск* 
՛сслед взния

Ерсв н к й от жнчес й 
са

( СВ1Н к П бот пич СК11Й 
сад

углеводы < зот углевода азот

Граб кан адский 
Кизил

Луб че еячатый 
Летта обык ов чная

б 0+0. I 
—

7.1+0.18

3,5+0 I
5.5+0,1

1 .4 +И.08

I 65+0,07
I .6 + 0.1
1 я + 015

16 +0.08
12 >) 0.07
10 710,(6
10 0+0. 5

2 .3 +о он 
2.7 ±0.09 
2 6 ±0 05 
2,75+0 06

Количественные показатели указанных соединений в корнях опыт 
яых растений оказались диаметрально противоположными (табл 21. 
Б корнях деревьев из Ереванского ботанического сада обнаружь ю на­
много больше как углеводов, так и азотистых соединений, чем в кор­
нях растений, произрастающих в Севанском ботаническом саду.

Таблица 2
Углевод 4 и азотистые соед-нения (в г/0 на сухое ве-честпо) в корн х

ра тгний осле л >ст пала

(>б-ъект 
исс теловзнн з

Ер р некий ботанический 
сад

улев д 1 ат

( ев н кий ботанический 
са
֊ Г

у лево ы । азот

Гр б кавказский 
Кизил
Луб чеясгпч тый
Лещи/а обык овенная

8-5+0 05
10-0-0 •

10,2+0 08
9,5±о.'!7

2 2+0 0г<
2,1+0 04
2 +од;<1 
2 5 : 0.0

7.5 + 0 об 

7.2+0,05
6.7+0 00 
6,8+0.04

1 я + ). 4 
1,7+0 03
1 9Д0.03
2.0+0 04

Такие противоположные данные, по всей вероятности, следует объ­
яснить существенными различиями зимних условий Ереванского и Се­
ванского ботанических садов. Суть проявленных ими адаптивных ре­
акций заключается в том, чтобы в условиях Севана обогащением энер­
гетическими продуктами побегов, которые гораздо больше подвержены 
воздействию низких температур, чем корни, обеспечить их высокую хо 
лодосюйкость. Кроме того, если многолетние ветви за долгие годы в 
таких условиях стати более холодостойкими, то годовалые побеги ешс 
не приобрели этого свойства. Повышенное содержание в них углево­
дов и белков может обеспечить их выносливость в суровых зимних ус 
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ловиях, характерных для высокогорного Севанского ботанического са­
да.

Зима в Ереванском ботаническом саду несколько мягче и короче! 
чем в Севане, и произрастающие в этих условиях древесные не прояв­
ляют столь повышенной холодостойкости В связи с этим адаптивны- 
реакции осуществляются таким образом, чтобы обеспечить с одним 
стороны, соответствующую для условий Еревана холодостойкость го­
довалых побегов, с другой — активный рост корней зимой.

Корни, в отличие от побегов, показывают более или менее актив­
ную жизнедеятельность в период зимы. Давно установлен ч • ■>
корней многих плодовых осуществляется в течение круглого года' (<) 
У других древесных также установлена непрерывность роста корн ■ в 
течение года, но с различной активностью в разных сезонах Г՛ 7).

Исходя из этих данных, мы допускаем, что повышенное содержа­
ние углеводов и азотистых соединений в корнях деревьев из Ереван­
ского ботанического сада следует также рассматривать как адаптив­
ное проявление, направленное на обеспечение зимнего рост.) корней и 
формирование большой массы всасывающих разветвлений, «ксспечива- 
ющих весенний бурный рост надземных органов.

Таким образом, одна из существенных адаптивных реакций, на­
правленная на повышение зимостойкости побегов и корней др?чс ных, 
проявляется в неравномерном распределении энергетических продуктов 
в тканях указанных органов. Оно осуществляется таким образом, что­
бы обеспечить, с одной стороны, повышенную холодостойкость надзем­
ных органов в условиях высокогорья, с другой—зимний рост корней и 
весенний рост надземных органов в условиях умеренного, по сравне­
нию с Севаном, климата в зоне Ереванского ботанического сада.

Как известно, бурный рост древесных в условиях высокогорий и 
низменностей не совпадает во времени. В ус ювиях высокогорий усилен­
ный рост приурочивается к летним теплым месяцам, а в иизмежкх ус­
ловиях—к весне. Активному росту надземных органов пои этом всег­
да предшествует такой же рост корневой системы (8), в результате че­
го надземные растущие части обеспечиваются водой, минеральными 
элементами и корневыми метаболитами. В низменных условиях корни 
проявляют повышенную готовность снабжать надземные органы ука­
занными продуктами весной благодаря их активному предвесеннем) 
росту и повышенному функционированию. В условиях же высоко; орья 
корни подобную деятельность проявляют в разгар лета, когда они обо­
гащаются ассимилятами, поступающими из листьев. Таким образом, 
дифференцированное обогащение ассимилятами зимующих побегов и 
корней древесных, произрастающих в различных по суровости ктимаги* 
ческих условиях, становится внутренним фактором разновременной ак 
тивации роста надземных органов и корней.

Ботанический институт
Национальной академии наук Армении
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վ. վ. ղ։աարյ|լնԾառերի ձմեոող рնձյուղնե րփ և արմատ ների պահեստային սւսիմի {ատ ներով ո* հավասար հարստացումի կախված անմաճ ւղԱւ |մա ննեւփղ
1'ույսերի ցրտաղիմացկանութ  յան աստիճանը որոշող ներքին գործոն֊ 

ներիգ մեկը համարվում է ձմեոող օրգաններում կուտակված էներգետիկ 
նյութերի քանակը։ Ծառերի արմատները և ընձյուղները այղ տեսանկյունով 
տ ա րբ երվում են կախված էկո լո գի ա կան պայմաններից։ Հ' որձերը ցույց են 
տսւլիս, որ ցուրտ կլիմայական պայմաններում {Սևա:ի բուսաբանական այ֊ 
ոի) ընձյուղներր ձմռան րնթա գքու մ պարունակում են ավելի շատ ասիմի֊
լա տներ, քան արմատները: Ավելի մե դմ կլիմայական պա յմաններում (երե֊
մանի բուսաբանական այգի) հայտնաբերված է հա կատակ պատկերը; Այս֊ 
պիսով, Սևանի խիստ կլիմայական պայմաններում ընձյուղն երի էներգետիկ 
նյութերով հ ա րստա ցում ր ա պահովում է նրանը բարձր ցր տ ա ղի մ ա ց կ ան ո լ֊ 
թյունր արմատների համեմատությամբ, որոնք գտնվում են ցածր ջերմության 
տեսակետից ավելի ա պ ա Հ ո վվա ծ մ իջա վտ յր ո ւմ ։

Л И Г Е Р А Т У Р А — Գ Ր Ա Կ Ա Ն (I Ի Ռ 3 (I հ Ն
։ Л (7. 1Г о! < о/\ М. С \Х и (1։ .1. Лдг. Рея. V. 4 (13 4) 2 //, Г. //<>’**< а.

Особенности н причины повреждения плодовых растении в зиму 1939/40 г. Садовод- 
во Л? 10. 1940. 3 л. Н. Б^.1՛ ский* Н. И. Про^уряков Практическое руков<

во по биохн ин растен й 1951 * // 4. На <!”. . Пап. >с . • гос.. 23
1926.5>7. И. Виноград՛ Тр. Даг, с.-х., нн-та. выл. I. (1939). 6 С. С. Самцевкч ДАН 
СССР. 1949. № 1. 7 С. .4 Самцевич Гр. Ин та леса АН СССР, т. 2. (1951). В. О. 
Казарян, П. .4. Хуршудян. Физиология растений, т. 13. № 4 (1966).

252



<ц.8П1>мпмлы'|. вд-мам, иъил.ыл.и.зь <>.ь'«П1-заъъг 

доклады национальной академии НАУК АРМЕНИИ
Том 94 1993

ФИЗИОЛОГИЯ

УДК 612 827

Э. А. Коркотян, А К. Меликян, А. С Амагуни

Фоновая импульсная активность фастигиальных нейронов 
мозжечка крысы, испытывающих влияния 

аминергических структур ствола мозга
(Представлено академиком ПАП Армении В. В. Фанарджнном 29/УП 1992)

Фоновая импульсная активность (ФИА) нейронов центральных 
ядер (ЦЯ) мозжечка, существенно определяющая формирование сиг­
налов на выходе мозжечка, находится под воздействием >азличных 
экстра- и собственно мозжечковых источников афферентации (•), и 
в том числе некоторых аминергических структур ствола мозга—го­
лубого пятна и ядер шва моста (2 3). Исследование ФИА различ­
ными методами статистического анализа даст адекватную информа­
цию о состоянии клеточной активности, ее особенностях Между тем. 
в литературе отсутствуют данные, характеризующие ФИА нейронов 
ЦЯ мозжечка каких-либо животных.

В настоящем сообщении приводятся результаты исследования ФИА 
нейронов фастигнального ядра мозжечка крысы, структурно функ­
циональные особенности мозга которой стали предметом широкого 
ряда современных ненробиологических исследований. В работе при­
ведено сопоставление характеристик исходной ФИА нейронов, реаги­
рующих на активацию аминергических входов в ЦЯ (катехоламинер- 
гических и серотонинергических) и нереагирующих нейронов

ФИА нейрональных элементов фастигнального ядра (№ РазНеп, 
МР) регистрировали у 16 белых крыс под уретановой анестезией, сти­
муляцию голубого пя7на (Ьо*и5 Соеги1еиз, 1.0) и ядра шва мосте 
(.4. РопИз, РР) (1-8 с имулсв. 200-600 Гц. 250-500 мкА) 
производили по стереотаксическим координатам биполярными 
заточенными вольфрамовыми электродами. Отведение в XI осу­
ществлялось внеклеточно стеклянными микропипетками сопротив 
лением 2—6 МОм, заполненными 2М раствором цитрата калия по 
координатам атласа мозга крысы (<). Точность введения определяла 
методом электрокоагуляции с последующим гистологическим контро 
лем. Анализ ФИА, регистрируемой всегда перед стимуляцией аминер­
гических структур, производили на ЭВМ с использованием пакета 
прикладных программ. Подробности методики исследования описаны 
ранее (*)•
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среди 90 нейрональных элементов NE, тестируемых стимуляцией 
ЕС, в 41 клетке (45,5%) обнаружилась способность к постстимуль­
ному изменению ИА. Несколько меньше реагирующих нейронов об­
наружилось в соответствующих условиях при стимуляции РР—32 из 
82 испытуемых нейронов (39%). Анализ ФИА нейронов учитывал 
значения следующих статистических показателей: средних частот раз­
рядов (Р). коэффициентов вариации (СУ) межимпульсных интерва­
лов (МИ), а также коэффициентов асимметрии (Аз) и эксцесса (Ех), 
мод (Мо), вероятностей мод (Р) гистрограмм МИ (ГМИ). Для срав 
нения ФИА сформировавшихся трех групп нейронов построены ги­
стограммы распределения полученных величин (рис. 1 и 2). Е тести­
руемых нейронов распределяются в ряду от 6 до 130/с с явным до­
минированием в пределах 10—20 и 30—50/с и регрессией в количестве 
нейронов, разряжающихся с частотой 50—80 и 100—110/с (незаштри- 
хованные столбики на рис. 1, А, Б). Несколько иная конфигурация 
гистограмм просматривается в распределении величин Е в ФИА 1_С- 
реактивиых < рис. 1, /1) и РР-реактивных (рис. 1, Б) нейронов. Отме­
чаются те же доминирующие значения Е (рис. 1, А, Б, заштрихован­
ные столбики), но почти отсутствуют частоты свыше 50/с в гисто­
грамме А (Е=40,8+8.8/с). В гистограмме Б весь ряд частот нейро­
нальных разрядов находится в диапазоне 10—90,с с некоторым пре­
обладанием от 10 до 20/с (Е = 49,6± 10,2/с). При этом у нейронов, 
не реагировавших на стимуляцию ЕС иди РР, Е составляют 49.2+ 
8,2 и 43.0+8.6/с, соответственно, т. с. наблюдается более низкий уро­
вень ФИА в ЕС-реактивных нейронах и относительно более высо­
кий—в РР-реактивных. Гистограммы распределений СУ МИ (рис. 1, 
В, Г) имеют в общем сходную конфигурацию. Отмечается лишь не­
сколько больший процент СУ МИ (36,9+7,6%) в ЕС-реактивных 
нейронах (рис. 1, В) в сравнении с таковыми в нейронах, способных 
реагировать на активацию входов из РР (30,9+6,3%) (рис. 1, Г), и 
тем более в нереагирующих нейронах (23,5+6.4 и 27,3 + 7,3%. соот­
ветственно, для В и Г, заштрихованные столбики). Значения СУ МИ 
менее 10 и более 80% были крайне малочисленны.

На рис. 2 показано распределение коэффициентов Аз (А, Б) и 
Ех (В. Г) ГМИ ФИА рассматриваемых разновидностей нейронов. 
Если значения Аз всех нереагирующих клеток распределяются в пре­
делах —5 +15 с основным пиком ГМИ при 0 (в среднем 1.4 + 0 )
и 1,7 + 0,9), то у ЕС-реактивных клеток средние значения Аз сме­
щаются к 1.8+1.0, а для ГМИ ФИА РР-реактивных—к 1,1 ±0.4 
(рис. 2, А, Б, заштрихованные столбики). В последнем случае наб­
людается сравнительно менее выраженная асимметрия ГМИ. Коэф­
фициенты Ех ГМИ (рис. 2, В, Г) также обнаруживают определен­
ные отличия от таковых, установленных для ФИА в популяции не­
реагирующих нейронов. Их средние величины составляют 3,8+1,6 и 
3.0+1.4 для ЕС- и РР-реактивных нейронов, соответственно, в сравне­
нии с 3,2+1,3 (рис. 2, А) и 4,3± 1,8 (рис. 2, Б) Ёх ГМИ нереагиру-
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юших нейронов. Аномально высокие Ех при этом не учитывались. Та 
ким образом, показатели Аз и Ех в КР-реактнвных нейронах МГ от- 
лнчаются меньшими величинами от таковых в ФИ А ЬС-пеяктипимг 
и тем более, иереагирующих клеток. В целом, распределения МИ 
гауссовского (нормального) типа с коэффициентами Аь и Ех равными 
нулю значительно чаще встречаются среди клеток, реагирующих на 
раздражение РР (43.8%), чем ЕС (26,8%), как и во всей совокуп- 
ностн зарегистрированных нейронов НЕ (27,6%).

Pic I Гистограмм л рас р деления средни ча тот (-> • и коэф и.иен 
тов вар алии (С ) । ежи пульсиых и։те[вллов в фонтво։ импульсной 
акт; вностп {ФИ А) нейронов фастнгнально: о яд| а мсзж чка ирг сы, 
подне; же iH -ix влияние голубо о пя՝н1 (L ) ( I />), и ядра шва vocia 
(HP) (ri. Г1 (заштрихованное столбики). Незаинрнхованн е сто бини 
со тветс'»уюг иаченпям тех же показателей Ф iA в всех исследован­
ных ней онах По осн a Ci и с —F, нмп/с (на А. Г>) и CV. " (а , .

по осн о. д нат-количество н й о.it в

s 1 о г а 6 bmw
Г.

а ли АЪЪ ТЛМ ОНИ 3 г ы изо жм

Рис. 2. Коэффчц енты асимметрии Ая (на -4. £?) и эксцесса Ес :на >. / ) 
в гистограммах меж шпульсных интервалов фоновой импульсной акт яв­
ности нейрочов фастлгиального гдра мозжечка крысы, подверженных 
в 1нянию голубого пятна (1 С), и ядра шва мо^та (>Р). Проч е сбозяаче- 

ния соответствуют таковым на рас. I

В заключенно может быть отмечен ряд особенностей ФИА фасти 
гиальных нейронов мозжечка крысы, испытывающих влияния аминер 
гических—катехоламинергических (из LC) и серотонинергических (из 
RP) структур ствола мозга. Сравнение основных показателей ФИ/ 
нейронов, реагирующих на входы из LC и RP, а также ФИА соот 
ветствуюших групп нереагирующих нейронов установило различия в 
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уровне частоты разрядов: Е оказалась более низкой у ЬС-реактив- 
ных нейронов в сравнении с нереагирующнмн на данный вход и 1?Р- 
реактивными. При этом СУ МИ, Аз и Ех ГМИ ФИА ЬС-реактивных 
клеток имели сравнительно более высокие значения, что особенно 
явно обнаружилось при сравнении с соответствующими показателями 
ФИА нереаглрующих нейронов. Итак. ФИА нейронов подвержен­
ных различной аминергнческой иннервации из ствола мозга, очевидно, 
отражает специфику фоновых влияний данного аминергического входа, 
определенным образом меняющего структуру клеточной ИА.

Институт физиологии им. Л. А. Орбели 
Национальной академии наук Армении

է. Ա. ԿՈՐԿՈՏՅԱՆ, Ա. Կ. ՄԵԼԻՔՅԱՆ, Ա. Ս. 11ՄԱՏՈԻՆԻ
Ուղեղարնի ամինէրգիկ գոյացությունների ացգեցությանթ ենթարկվող 

սւոնԼւոի ուղեղիկի ֆա ստիցի ա | կորիցի նեյրոնների ֆոնային իմպուլսային 
ությոակտիվ

Ուդեղաբնի ա մ ին կո զի կ գոյացություն ւերև' 1ՕՇԱՏ Ը06Ո։։₽։1< ե 0. էՅՕհ? թՕՈէէՏ դրդմանը պատասխանող առնետի ուղեղիկի ֆաստի ղիալ կորիզի նեյ֊ 
րոնների ֆոնային իմպուլսային ակտիվության (Ֆւ՚Ա) որոշ ստատիստիկ ցու- 
ցանիչների վե րլուծու թյո ւն ր բացահայտել է նրանց ՖԻԱ մի շարբ յուրահատ­
կություններ, համեմ ատած կորիզում ողջ գրանցված և պատասխանի նկատ­
մամբ անտարբեր նե/րոնների հետ, որոնք ի Տայտ են ե կ ե լ աոավեյ արտա­
հայտված ոչ ոեզոէյյար իմպույսային հաջորդականությամբ: ք1 րոշակի տար­
բերություններ են հայտնաբերվել, նաև, նշված մուտքերի ակտիվացմանը 
պատասխանող նեյրոնների ՖՒԱ հիմնական բնութադրների միջև:
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