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МАТЕМАТИКА

М. С. Гиновян

О распределении квадратичных функционалов 01 стационарного
гауссовского процесса

(Представлено академиком АН Армянской ССР Р. В. Амбарцумяном 28/1У 1989|

В настоящей заметке приводятся результаты исследования асимп­
тотическою поведения квадратичных функционалов теплицева типа ог 
гауссовского стационарного процесса с непрерывным временем В и. I 
указываются условия, при которых нормированный квадратичный 
функционал имеет асимптотически нормальное распределение. В п. 2 
рассматривается задача непараметричесюго оценивания линейного 
функционала от спектральной плотности, в частности, указаны оценки 
сверху для минимаксного среднеквадратичного риска предлагаемых 
оценок. В и. 3 приводится один новый результат из теории теплицевых 
операторов. Аналогичные задачи для процессов с дискретным време­
нем рассматривались в работах (։ 1), и приводимые ниже результа­
ты являются дальнейшим развитием некоторых исследований этих ра­
бот.

1. Пусть Х(1)> —оо<7<по, —стационарный гауссовский процесс 
со средним пуль (ЕЛ’(/)=0) и спектральной плотностью (с. п,)/(л), 
>.(.(—сю, оо). Рассмотрим квадратичный функционал теплицева типа 
от процесса Л\/). т. е. функционал

г г
£г =2֊ I ё(а-о)Х(и)Х\о)диди. (1)

о и •
©V

где £(/)-= преобразование Фурье некоторой сум-

мируемой функции ,(1(~°°)* Функцию £(>) будем наэывать 
порождающей для функционала (I).

Справедлива следующая
Теорема 1. Пусть с. и. а порождающая функ­

ция причем *=1.2. 7+7^7- ,01да НОряи'

рованный квадратичные функционал Т'“ (Ст-Е&г» имеет асимп- 
тотическое (при Т—оо) нормальное распределены Л(0. з ), г «

а» 

օ’=շ-У 

— 30
I ?
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2. Теперь рассмотрим следующую задачу непараметрического 
оценивания (ср, (’’)): пусть с. п. /(X) неизвестна, но известно, что 
она принадлежит заданному множеству спектральных пл >тностей V 
и требуется по наблюдению Л(/), оценить значение из­
вестного линейного функционала А в точке /.

Ниже мы рассматриваем линейные функционалы А(/), непре­
рывные в АР = АР(—сю, оо), Хорошо известно (см. (5)), что
всякий такой функционал допускает представление

Л.'

цл= (2)

где функция ^(/)е/-<?. </-------֊, и ||А|| = ||£||1/, || • ||<,-норма в прос-
Р֊1

транстве 1^.
В качестве оценки функционала (2) естественно рассматривать 

квадратичный функционал Аг» определенный формулой (1) (см. (”)), 
который, как нетрудно убедиться, допускает представление

где ‘"г//

ос
Л- ( (3)

— ОЬг 
т в 

— периодограмма процесса Х(/). 
о

Обозначим через А/?(С), 8=а-|֊г, г-целое, 0<я<1, С>0, мно­
жество функций ?(л)£Ар, имеющих в Ар г производных, причем про­
изводная <р(''(Х) удовлетворяет в Ар условию Гельдера с показателем 
а и константой С, т. е.

ЙТ(О( . +*)֊?<'>( . )||р^С|Л|’;
^р(с, ?)—множество спектральных плотностей, принадлежащих прос­
транству А/^(С); М// —класс всех симметричных и неубывающих 
функций потерь и՝ таких, что ти(0)=0 и при некоторых постоянных 
С\>0 и С։>0 ад(цХС1ехр{Са|н|}.

Справедлива следующая
Теорема 2. Пусть £=£Р(С։, ?։), (С։>0, 3։>0), а порождаю­

щая функция ё(Л^НЧС2), (С2>0, ₽,>0), причем — -ф — - 1, 
Р Я

> —. Тогда если || /£|։3։т>0, то для всех ы(-

₽,+ ₽.>

Пт £/{»(< 7(Тг-Ц/)))}-£®(0, (4)

где ; — нормальная случайная величина со средним нуль и диспер­
сией »’ = 2-||/г|||. а Е<{ • }—математичесное ожидание по мере по- 
рожденной с. п. /(X).

Обозначим через Ъ?Т минимаксный среднеквадратичный риск 
оценки Ат, т. е.
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А’«5НР Ий Sun £■/(/.г—
Ц4Ц-։ Гг /£ '

Следующая теорема дает оценка сверху для величины Д’ (ср 
(’))•

Теорема 3. Пусть 2--=2Р(С, р), (С>0, р>0), а линейный 
функционал А непрерывен в пространстве Ьр, 1<д<ос. Тогда

, если р^2\ р> — 
Р

если р^2\ Э-< — 
Р

если 1<р^2; —
2

если 1<р^2; — 

где Сы А=1,4, —некоторые постоянные.
Замечания. 1. Аналог теоремы I для процессов с дискрет­

ным временем доказан в работе (’).
2. Теорема 2 является обобщением теоремы работы (’), в кото­

рой доказано соотношение (4) при условиях р = 7=2. г-=0.
3. Сходимость в (4) равномерна по / и £ в классе Ф(/н. С։, С,)

— всех / и £. таких, что Р։) £€^’(С։). —+ — =1. 8։ + ?։> 
Р Я

>֊ ; ||Л11։>'п>0.
3. Доказательства теорем 1—3 существенно опираются на сле­

дующий результат из теории теплицевых операторов, который, впро­
чем, представляет и самостоятельный интерес (ср. (')).

Обозначим через Нг пространство целых функций степени не 
выше Г, и пусть Рт ортопроектор в /.а на подпространство Нт- Для 
функции <р(>)ё^։ определим усеченный оператор Теплица Лг(?) ра­
венством Дг(ф) = Рг?Рг. где ?—оператор умножения на функцию 
«(а), и пусть 1г|Л]—след оператора .4. __

Теорема 4. Пусть функции /л(а)ь^։ПЛ-1,/1. 
Тогда справедливы следующие утверждения:

п

а) если •/= 1. п1°

1 "
Ипт — к П Лт(/л)
Г-“ Г *_]

П

б) если же е^>0, то

Пт Т-’^'Чг
Г

л
II 
Л-1
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Отметим, что аналогичный результат для тсплнцевых матриц до 
называется в работе (2).

Академии паук Армянской ССР
Институт математики

И II. ԴՒՆՈՎՏԱՆ
11 in tu q ի и G in I- <puntU|Ul& պրոցեսից 1'ււււււււկւււսւս փն ֆ ո ւ ն կ g ի ո ն ւս լ ն ե г բաշխման մասին
Դիցուք Л'(/), —ղրոլական միյինուք և ք(>), Ц-(—ОС, О©)

սպեկտրալ իւ ւո ու իէ լ ա dp ստացիոնար gtuni ո րոն պ^Ոէյհս Է. իսկ g(/), 

/ է(—ОС, СХЭ I ինչ֊որ հանրադում արև լի ֆունկցիա Էէ
Հոդվածում դիտարկվում է Л(/ ) պրոցեսով ե £(/.) ֆ անկցիւս լով ծնված 

/ չ րաոակուսալին ֆունկցիոնալը, որր որոշվում է հետև լալ բան աձև ով.

T T

Lr— у g(u v)X(u)X(v)dudv,
о о

որտեղ g(/)֊b £(>) ֆանկցիալի 'եուրլևի ձև ափ ո /и m jd լունն Էէ Ոերված են

պա լմ աններ. որոնց դե պհոլմ --- E(Lf)) նորմավորված
ֆունկցիոնալն ունի ասիմպտոտիկ քերբ

րաոակոէ սալին

ֆ ու նկցի ոնա լ ի դնահատմ ան
րաո ակու սալին շեդու ւ/ների

վու մ է նաև սպեկտրալ խտութլոէնից ղծսւ/ին 
իէնդիրըւ ՍտացւՀած են դն ահաւոականներ միջին
4шЛա րէ

ЛИТЕРАТУР A-T> P U «I U. Ъ П Ь Р> 3 П b Ъ
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МАТЕМАТИКА

Г. М. Айрапетян

Задача сопряжения в классах//в особых случаях

(Представлено академиком АН Армянской ССР М М Джрбашяном 6/У 1989)

Пусть Т—единичная окружность, О'—единичный круг, а £)՜— 
множество |г|>1. Обозначим через /У(£1) класс функций/ определен­
ных на множестве £2 и удовлетворяющих условию Гельдера, а че­
рез Нп( Г; /։, — класс функций, имеющих разрыв первого рода
в точках (‘лСТ (6 1,2, ... «) и принадлежащих классу Гельдера в 
каждом интервале р*.6 = 1,2,... п (<я+։=/։).

Задача сопряжения в классической постановке

Ф*(/)-Л(ОФ‘(')-/(О. ДТ, (1)

где Ф’(г) и Ф’(г) —искомые аналитические функции на О’ и О՜ со­
ответственно, 0(1) и /(/) функции, заданные на Т, при различных 
предположениях на £)(/) и /(/) изучены многими авторами. Полу­
ченные результаты и их приложения подробно изложены в работах 
(1-1) и др.

Предполагая, что £>(/)^0, О(Г)(://0( 7՜;.../л). положим а*4- 
-Н’3*=(2“О-1(1пР(/*—0) — 1п0(?л+О), где 1пО(() определенная ветвь 
логарифма на [/*, /*.։]. Если Д>1 произвольное число, то обозначим 
через Т(р) подмножество множества (Т։, /«, ... /п), состоящее из точек 

таких, что (1—{։^})/’=1 ({։*}—дробная часть числа зй), а через Т'(р) 
и Т"(р) подмножества таких точек из (7։, ... /л). для которых вы­
полняются неравенства (1—{’*})Д<1. (1—{а*})/С>1 соответственно.

Далее, обозначим через М(О) класс непрерывных функций 
/(02^0» обращающихся в нуль только в точках и допускаю-

р -
щих представление р(/)=р(ОП |1п|7> —/| |“7՜, р(7)^0, ?(0е^(^)-

При исследовании задачи сопряжения (1) в классе /' важно 
иметь факторизацию функции />(/) вида О(/)вХ'(*)(Л'(/)) ։. где 
Х(г)Л(Г), (А'(г))֊16^(7’). <7=^-1)-՛ (см. (’*))-

Когда Г(/?)У=0, факторизации функции 0(1) в указанном смыс­
ле не существует. Этот случай назовем особым. В работе предлага­
ется следующая постановка задачи сопряжения, когда можно про­
вести полное исследование этой задачи, не имея такой факторизации.

Задача А- Найти голоморфную в О՝\_)О՜ функцию Ф(г). об­
ращающуюся в нуль на бесконечности, по граничному условию
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Нт [ |Ф*(га((/))֊О(0Ф’(/'-10֊/(0Рр(01^|-=0’ 
г—1 - О I

г
(2)

где р(/)ёЛ1(О), /(Ое/-'’(7). Ф*(2) И ф (-) сужения функции Ф(г) на 
/5* и О՜ соответственно, а 2(7) — некоторый гомеоморфизм, отобра­
жающий Т на себя. Отметим, что в особом случае задаче Л может 
обладать решениями, для которых Ф‘(’)//Р(р)(//Р(р) —класс Харди с 
весом р).

Везде предполагается, что ։'(0(:^<Х0.
1. Паре функций Ф’(г) и Ф'(с), определенных ня и О՜, со­

поставим функцию Ф(г) по равенству Ф(г)=Ф4(г) (г£Р*) и Ф(г) = 
-Ф'(г) (г££>՜)- Обратно, если Ф(г) определена на /9՛^/)՜, то через 
Ф’(г) и Ф"(г) обозначим сужения функции Ф(г) на Г)" и О' соответ­
ственно.

По теореме о конформном склеивании (см. например (7)) су­
ществует такое решение >(г) задачи >*(а(7))—'֊(7)~0, (^Т, что >4(г) ♦
и /.“(г) (/’(г) = г-» 'Ч00)^) конформно отображают области
и Г>՜ на некоторые области Д* и Д_ с общей границей и удовлетворя­
ют условию Липшица в О4и? и О~рТ соответственно. Положим

П*(г)- П ('•(.-) ->’(’('»))** (гео*), ГГ(г)= П (Г(г)-П'»))*‘ (г^Д֊).

где >.։, >„ ... >п—целые числа и выбираются так, чтобы имело место 
— 1<?й + ’л^0, если 7*£Г(р)иГ'(р) и 0<2*+>А<1, если 7*еТ"(Р)-

I 1՝ ?(Рб)) а. 1 1' ?(՛>
Далее, положим 5*(г)«еа’։,у , (гё£>)+, 5-(2) = ег<։4 ~1 ,

(ге/Э-), где 3(0—функция, обратная к а(7), а ?(7) —решение уравне­
ния

а'(՜) 
а(")֊’(7)

?(т)б/-=1п£)(0.

Введем в рассмотрение функцию .$р(2) = 5(2)Пр(г), г££)+иЛ՜.
Теорема 1. Если Ф(г) удовлетворяет условию (2) и имеет 

конечный порядок на бесконечности, то ее можно представить в 
виде

(3)
5՜(г) Г ъ(’)фЧ*)=^ | — ^+$;(г)Р(г), 

г

где (^(г) определенный полином, а *(/)— решение уравнения К^- 
=<?(7)+/(7)(5;(2(/)))֊։.

Доказательство Пусть /г(/)1՝А/(7) и /г(/)—/(/) по метрике 
£₽(Т). Так как 5;(2(7))-Д(7)5/Х/) - 0 и (3՝;(/))֊։е£«'(Т), для некото­
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рого <7 ^>7 (7*՜ р(р — \) ։), то условие (2) можно записать в виде

11т
г-1-0

Ф*(гз(/)) _Ф2(/-։О /,(/)
^>(0) 5,(0 5;(а(/))

Обозначив Ч-;(0֊-ФЧМ/)(5;(7(/)) ф(г 7)(5;(/))֊‘֊/г(Г)(5;(5(/))֊։, 
^;(г)=ФЧгг)(5;(г))֊։ (г(-О+), ^֊(г)=Ф֊(г->г)(5р(г))-> ДО֊). будем 
иметь /7г+(’(0)-/7;(/)-Ч;(/)4-Л(/)(5;(о(/)))֊\ ц-Т. Так как функции 
^(г) и /7(7) представимы в виде интеграла типа Коши с плотнос­
тью из класса £«(Г), то (см. (’•♦))

^<՝1 J т—г 2тгг I *— г
т т

где <5л(7)-главная часть функции Г;(г) на бесконечности, а ?,(*)- 
решение уравнения Ку - '^(0+Р/(0+4(0($р(«(0))-։.’ Переходя к 
пределу, когда г —1—0, завершаем доказательство теоремы.

Лемма 1. Если то функция Ф(с) из (3) удовлет­
воряет условию (2).

Доказательство. Не нарушая общность, можно считать, 
что множество 7\р) состоит из одной точки /։. Достаточно рассмот­
реть случай, когда /(/)=0 вне некоторой окрестности V точки /։, 
которая не содержит других точек из множества (/։, (....... /„). Из
(3) имеем |Ф֊< (гз(/))-П(/)ф-(г֊։0֊/(/)|<С։(|5/1 (га(())-О(/)5;(г֊’/)|+ 
4-|5^(гз(/))|(1 — г) ), где *>0, (^—постоянная. Так как при

|5;(гз(/))-Р(П5;(г֊’/)|<С։|5;(гз(Н)1

(О։>0, Са~СОЛ51), (4)

ТО (’|Ф*(гт(/))-О(г)Ф-(/-։г)-/(/)|М')1^|«С։ Г 1 'Лион- 
.1 Л
Г г

Г ]_ г2
Учитывая, что Нт I -----------р(01^Н=р(^։) =0,

'-«-о.) 6֊г/|‘

завершаем доказательство леммы.
2. Положим

О —
зф) _ 1 ։ 

а(")—Гз(() т—Г/ а(֊)֊з(/)
*ДО =

Учитывая, что з'(0€^(р (1 )< будем иметь
|^(х,/)4-А(т,О|<С-Л(х,/), (5)

где рДх, () -ядро Пуассона, С—некоторая постоянная. 
Далее положим

(КгЛ(0=
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З^Г2^))-П(1)8֊(Г-Ч) Г /(*) <1-
~ 2^1 $;(«(-))

т '

Применяя оценки (4) и (5). можно доказать:
Лемма 2. Существует число С, не зависящее от г. такое, 

что

\\Кг/\\Р^С\\/||г, |||(^ЛОрР(О111<С||/||/; (Р(ОеЛ/(£>).

Теорема 2. /7ус/пл /(/)£/.'’(Г) Для того, чтобы голоморф­
ная я ГН О функция Ф(г), имеющая конечный порядок на бес­
конечности. удовлетворяла условию (2), необходимо и достаточ­
но, чтооы она имела вид (3).

Доказательство. Учитывая теорему 1, достаточно доказать, 
что любая функция вида (3) удовлетворяет условию (2). Пусть Л(/)Е 
(-/У(Т) и ||/„(։) ֊/(/)||р — 0 при п — ос. Положим Ф+(г) =

т

где ?Я(О —решение

уравнения К? = <5(0+Л(Н(5/( (а(Г)))-’. Обозначив 1ТЯ(/) = ։?„(/)-©л(0.
будем иметь

Ф-(га(П)-£>(ОФ-(г֊։/)-/(О-(А;(/л֊/))(О-К^(Л֊/))(/) +

5р+(г,(/))-П(05֊(г-։/) I
2*( .1

Т

֊7^7Л+^—I (М-.0+

+*0. <))Ф,(1)Л-5;(г։(<))Ч-,(0+Л(г. 0+Л(0-/(0.
где

4'40- [ *(■• 0'1՝4֊)</-.
2~л 3 

г
Для завершения доказательства теоремы остается учесть, что 

'1'л(0(/Д7'). и применить леммы I и 2.
3. Для любого р(р<1) положим *(р) - — (>-։.4'а-1 ... д '«). Введем 

в рассмотрение функции

ФА(г) -֊ — ( Ф (г)-— 1 (/т+г*
2-1 . '—г 2^1 .)

т 1

(ге/Д՜), где ф^г)—решение уравнения = к- 0, 1,2,,... Теперь 
из теоремы 2 непосредственно следует

Теорема 3. Пусть Цр)^®. Тогда общее решение
задачи сопряжения Д можно представить в виде:

а) если то

±>**1 С 2 Дг*О
7

(б)
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Տ՜(2) ք ք(/) ’(/>» I

*՜<։)“ м յ Շ*Փ>(֊'Լ
где Со, С\, ... С^.^-прои мольные комплексные числа при /(р)> 1 
и Ղ-Շյ - ... =С։(Р) |=0 при х(р) О, К՛-? ’/(О(5;(1(Г))) ։;

б) если - 1, то задача имеет решение тогда и только 
тогда, когда

I ?(()(*Л-С, /г=0. I,... —(/(/?) г 1),

г

при этом решение определяется по формуле (6), если положить

Аналогичные результаты можно получить и в случае, когда /)' 
произвольная область, ограниченная контуром типа Ляпунова.

Ереванский политехнический 
институт им. К. Маркса

1. 1Г. ՃԱՅՐԱՊԵՏՅԱՆ
2ամա|ւււծման |սնւ]|«ւ՚|ւ Լ? դասերում եդակի դեւդГ երում

ք^ՒՏոէ 4? միավոր շրյտնադիծն Հ՜ք [) 1 - ր միավոր *քք,ո^/Ըէ ՒՍ^
,շ| I րա րլմու թ լուն ր / Աշխատանքում *ե տ ա ղոտվ ու մ Լ համալուծմ ան խնդիրր 
հետև լայ դրվածքով, գտնել [) ,[) րաղմութրոն վր սյ նա ւՒտՒԿ Փ(2)
ֆունկցիան այնպես, որ ալն րավարարի հետև լալ եղրալին պա լմանին

Пт |Փ+(րՀ/))-Թ(/)Փ-(ր֊։/)-Հ(/)^(/)|ժ/|-Օէ
Г—.1—о յ

Т

որտեղ /(/)էճՀ,(7')| Օ(է)*ն կտոր աո կտոր անրնդհատ ֆունկցիա է, р(/)*Ь 
կշոալին ֆունկցիա է, ոլղդու իք լունր պահպանող հոմեոմորֆիդմ է I *ի
վրա. իոկ Փ4(2)*£ր և Փ(~) ֆունկղիալի նեղացումներն ևն համա*

ա տ ա и ի» ան ա ր ար րա»լմու թլու ննևրի վ րաէ•V Ռ և Ս

ЛИТЕРАТУР Л—Դ ՐԱԿԱՆՈԻ^ՅՈԻՆ
1 //. II. Мусхелешвили, Сингулярные интегральные уравнения, М., 1962. 2 Ф Д, 

/ ахов. Краевые задачи, М. 1963. 3 Б. В. Хоеделидзе, Тр, Тбилисского мат. нн-та 
АН ГССР, т. 23 (1956). 4 И. Б. Симоненко, Изи АН СССР. Сер. мат., т. 28. № 2 
(1964) 5 Г. А. Хускивадзе, Тр. Тбилисского мат. ин-та АН ГССР, т. 31 (1966). 
• //. И. Данилюк, Нерегулярные граничные задачи на плоскости, М., 1975. 7 Г. С. 
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Ф. А. Шамоян, А. В. Гаспарян

Полита систем простых пробей с фиксированными полюсами в 
пространствах голоморфных функций, гладких впло1ь до границы

(Представлено академиком АН Армянской ССР М. М. Джрбашяном I8/V1989)

1 . Пусть единичный круг на комплексной плоскости, /7(£))— 
множество всех голоморфных в £) функций, Нг(О) — (0<т?<-|-оо)— 
известные пространства Харди. С произвольной последовательностью 

Л=1,2, .... свяжем систему рациональных функций:

($»—Qlz**-1
(1—а*г)л*

(I)э

где 5*^= 1— кратность появления числа а* в совокупности Хо­
рошо известно, что (см. (։-2)) ^ля полноты системы в прос­
транствах Нр необходимо и достаточно, чтобы

V (1֊1а*|)~4-оо (2)
*-1

В том же случае, когда нет полноты, подробное описание замыканий 
этой системы приведено в работах М. М. Джрбашяна (3) и Г. Ц. Ту­
маркина (4).

Отмстим, однако, что вопрос о полноте указанной системы в более 
узких пространствах голоморфных функций, по нашим сведениям, 
раньше не рассматривался. Цель этой заметки—указать, что в отличие 
от пространств Нр такое простое описание в общем случае невозмож­
но.

Для полноты в этом случае важно не только поведение модулей 
но и их расположение по аргументам.

В конце заметки мы рассмотрим полноту системы Мюнца в весовых 
А2(0, -|֊оо) пространствах.

Для изложения основных результатов заметки приведем:
Определение 1. Пусть Е—замкнутое множество на Г= 

= dD. Скажем. что Е—множество Карлесона, если т(/?)-() и 
"° |
У • 1g —<?«, где {И}—последовательность длин дополнитель- 
*֊-1 И
ных интервалов множества Е, т линейная мера Лебега на Г.

Углом Штольца будем называть угол с вершиной на Г, раство­
ром меньше ", биссектриса которого проходит через центр круга.
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Пересечение угла Штольца с £> обозначим через $.(а), где '.-верши­
на угла, а ап—его раствор.

Определение 2. Пусть Е<_ И. Скажем, что I: удовлетво­
ряет условию К(а), если /:СЛ где Т—множество Карлесона 

на Г.
Геперь введем в рассмотрение следующие пространства голо­

морфных в /) функций.
11усть ш функция тина модуля непрерывности, л—неотрицательное 

целое ч-сле. Положим: Л"> ՛՛ : |/(л<ч)-/<"’<:։)| = о(ш(Г.։ ֊ '.!)),

при |.։ ,2| -О, .р ՝г£О, ||/|| (П1 —1|/||, -|-вир 
ш

4= Л'ЛОУ 11/11 ЛР - л

где тг(г) —мера Лебега на плоскости.
И, наконец, через обозначим пространство голоморфных в 

/? функций, п-ая производная которых принадлежит классу С(О). В 
С^> вводится естественная норма.

Всюду в дальнейшем будем предполагать, что ш удовлетворяет 
известному условию А. Зигмунда

4
л«0(ш(о)), (с^о).

и

В следующих трех теоремах будем предполагать, что X совпа­
дает с одним из следующих пространств: А£(1 р<4֊оо),

Теорема 1. Пусть {аД* —произвольная последовательность, 
удовлетворяющая А'(а) условию (0<^я<1). Тогда следующие усло­
вия равносильны:

1) система {/'*(г)}Г полна в пространстве

2) 2 (1֊1’*|) = ֊}-оо- 
Л ֊1

(3)

В следующей теореме устанавливается, что для справедливости 
утверждений теоремы 1 условие А(*) существенно.

Теорема 2. Существует последовательность {я*}’ из О, 
для которой выполняется (3), но в то же время система 

неполна в пространстве X.
Следующий результат показывает, что в случае пространства А 

возможны и другие явления.
Теорема 3. Пусть, как и прежде, X совпадает с одним из 

вышеуказанных пространств, при этом Тогда существуют
две системы рациональных функций типа (11 и
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такие, что каждая из них неполна в пространстве X и а то 
время их объединение является полным в нем.

Отметим также, что условие полноты существенно зависит о: 
порядка гладкости функций, принадлежащих пространству X.

Теорема 4. Пусть 1 ^р<р, п > 1.
1 . Тогда существует последовательность такая, чпь

система {гЛ(г)}։' полна в пространстве но не полна в прос- 
транстве А<.

2՝. Пусть Тогда существует последовательность
такая, что система {г*(г)}Г полна в пространствах А>‘п, Од 

но не полна в пространствах .4£, С^1.
В теореме 5 указывается зазор между пространствами М"> и /<’ 

при котором полнота имеет место в одном из них, но ее ног в дру­
гом.

Теорема 5. Пусть ш։ и функции типа модуля непрерыв­
ности. такие, что

Тогда существует последовательность {а*}։', 6 = 1,2.....
для которой система полна в пространстве но не
полна в пространстве /-£0.

Нетрудно установить аналоги теорем 1—5 для случая прос­
транств, голоморфных в полуплоскости функций.

В связи с теоремой! Мюнца в весовых /8(0, -*-оо) пространствах 
мы приведем один из этих результатов. С этой целью введем снача­
ла обозначения: ГГ— верхняя полуплоскость.

Через Л£(1Т) и /У^(ГТ) (п 0) обозначим пространства голо­
морфных в верхней полуплоскости функций /, для которых ||/||д/>(Пт)в 

п
Л / р \ \/р

= У ( I 1/(А,(х + ^У)|р^^У ) < + «о И соответственно ||/||н/>։։ь, =
Л-0\и / Л՝

1Н

р/<*’(х-Ну)1р^х^ <+°°. Как и прежде, с каждой после- 

— «X
довательностью {/*} из нижней полуплоскости свяжем систему ра­
циональных дробей

г*(г)=~*——— и систему {е~аь‘хгь ’}*, где $д>1 — кратность по- 
(

явления /* среди множества ().։, Определения, связанные с
множеством К(з), очевидным образом переносятся на случай полу­
плоскости.

Ниже будем предполагать, что X совпадает с одним из прос­
транств /У£(П*), Л£(П*). 
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Теорема 6. Пусть рД’ — последовательность из нижней 
полуплоскости. Тогда

1) Гели рД удовлетворяет условию К(л), то следующие ус­
ловия равносильны:

а) система (г*(г)}1՛ полна в пространстве Л;

б) (4)

2) Существует последовательность рД’ из нижней полу­
плоскости, не удовлетворяющая К(а) условию, для которой вы­
полняется (4). В то нее время система {гл(г)}; не полна в X.

Используя теорему Винера-Пэли (см. («)), из теоремы 6 легко 
вывести теорему ппы теоремы Мюнца в пространства функций [ 
измеримых на (0, -у-сю), для которых

*1

и/1м<₽>={ ( Р(О|/(О|’Л 
б

л
где V алС (н/>0).

/7-0
(5)

1 е о рем а /. Пусть рД'—последовательность и.< нижней 
полуплоскости. Тогда

1) Если рД удовлетворяет А'(з) условию, то следующие ут­
верждения равносильны:

а) Система {е~!,^х՝ь Д- полна в 1*(Р\,
б) Последовательность р Д՝ удовлетворяет условию (4).
2) Существует последовательность рД՝ из нижней полу­

плоскости, для которой ряд (4) расходится, но в то же время 
не полна в А’(Р).

Т еорема 8. I) Существуют последовательности р.Д՝ и 
{иД' из нижней полуплоскости, для которых системы
{е-х*хлЛ*_|}’ и по отдельности не полны в Н(Р], но
их объединение в А2(Р) полно, 

т
2) Пусть (?р) — V (сл>0, Сп^О, т^п-\-\), Р(1)-много- 

*..п
член (5). Тогда существует последовательность (КД՝ из нижней 
полуплоскости, для которой система функций {е~‘ лол՜
на в пространстве А։(Р)> но не полна в Т1(0).

В заключенно отметим, что основная идея доказательства теорем 
сводится к подходящему описанию линейных непрерывных функцио­
налов в указанных пространствах, посредством классов голоморфных 
в круге или полуплоскости функций, раст)щих при приближении к их 
границе (см. (5С)). После этого используются свойства нулей этих 
классов функций (см. С՜՜9)).

Институт математики
Академии паук Армянской ССР 
Ереванский государственный 
университет
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Ֆ. IL. ՈԱՄՈՏԱՆ. IL. Վ. ԴԱՍՊԱՐ8ԱՆՖիքսած |*եեոներու| Ա|Ա1Ր(| կոտորակների սիստեմների । ւփ ւ| ո ւ թ jniGp հոլոմու՚ֆ, |ifn]linui| մինչև bqrp ողորկ ֆունկցիաների տարածություններում
փողված ում ու ոումնասիրվում են 

յոմորֆ, րնղհուսք մինչև ^ЧРР ողորկ 
ռ ացի ո ն աչ ֆուն կցի ա ն և րի / րի // ու fJ յ ա ն 
Հայտնի թեորեմի անայողր կշոային

շրջանում ( կիս ահարթ ութ չուն ում ) հո* 
ֆունկցիաների տ արած ութ յ աններում 

հարցերր։ Ստացված / նաև Մ յանցի ձ2(0. 4~) սւսւրա^ ոլյ^I
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ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР

Том 89 1989 ՜ №4

УДК 517 537

МАТЕМАТИКА

А. А. ДаниелянО множестве расходимости полиномов, равномерно ограниченных на компакте
(Представлено чл.-корр. АП Армянской ССР II. У. Аракеляном 25/У 1989)Известно, что любая последовательность непрерывных функций расходится на множестве типа О Обратное, всякое такое множе­ство совпадает со множеством расходимости некоторой последователь­ности непрерывных функций, которая, кроме того, равномерно ограни­чена и сходится к нулю на своем множестве точек сходимости (теоре­ма Хана и берлинского, (*). с. 261—2621Пусть Е—компактное множество со связным дополнением на комплексной плоскости, дЕ -граница Е и II дЕ. В настоящей заметке доказываетсяТеорема. Для того, чтобы существовала равномерно ограниченная 

на дЕ последовательность полиномов, расходящаяся на Н и сходя­
щаяся к нулю на дЕ\ II, необходимо и достаточно, чтобы II было мно­
жеством типа О;„.Необходимость условия теоремы была отмечена выше.Достаточность. Так как //—множество типа С/то существует равномерно ограниченная последовательность непрерывных на дЕ функций {/«(г)}, расходящаяся на Н и сходящаяся к нулю на дЕ\Н. Можем считать, что |/л(')|<1, л-1,2.......... Проведем пока рассужде­ния для фиксированного п.П>сть ол>0 такое, что при г^дЕ՝ г'^дЕ, |г-г'|<^ справедливо

1/.и)-Л(г')|<-.
пОбознач и.мПусть А —класс функций, аналитических во внутренних точках 

Е и непрерывных на Е. Так как Л—алгебра Дирихле на дЕ, то для любой точки 1£дЕ существует функция //,(г)еА такая, что Л/(/)=1 и |А,(г)|<1, ге£\{0 (см. например (’), с. 37, следствие 2). Пусть нату­ральное /V, такое, что когда х^Е лежит вне Ел-окрестности точки /, то для функции ՝) справедливо неравенство (2)Очевидно, что можем найти конечное покрытие для дЕ, состоя-161
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и.ее из замкнутых кругов Д’я>, Ду*՝, ..Д1Л) с центрами, соответствен- Лно, в точках Лл), Ц*>, . ... ^ множества дЕ и с радиусами меньше, 1 • к п 1чем 8П. таких, что|£։<л)(г)- 1|< —. ՝еЧ.’Г!л՝< "I = К 2............кп.т ПОбозначим т = 1, 2, .... kn и пока фиксиру.
г тем т.При z[z^ty(^db имеем

Р"ЧО-Л(ОК|М<‘"1)1 IH -ЛО)|<- 
т ПЕсли Zr-E и г лежит вче е,.-окрестности множества AW дЕ, то очевидно, что z лежит вне зл-окрестиости точки /(՞’ и согласно (2) имеем

т ПНа множестве дЕ справедливо неравенствоо (5)Действительно, когда г^дЕ лежит вне :я-окрестности множества д(«)Пд£, то (5) следует из (4). Если г^дЕ лежит в гл-окрестиости множества л^Г'дЕ, то существует дД-Ду,՛՝ дЕ такое, что |г—г'|<3л Тогда из определения 4Д£’(2) и из неравенства (1) получается 
— <1Л(2)|+ —;
п ит. е. неравенство (5) установлено.Для функций 6/^>(г), т = 1, 2, ..Еп\ /1=1,2,..., введем нуме­рацию. ^(г) = £/<՛)( г), 1/։(г) = Ц’Цг).......... ГЛ>(г) -=и^(г), 1'Л|+.(г)== Ц«(г), 1'Л.+2(г) = Ц*>(г), ...Как следует из (5), последовательность { Е'Дг)} равномерно ог­раничена на дЕ и сходится к нулю на дЕ\ЕЕУбедимся, что { 16,(2)} расходится на /7. Возьмем любую точку 

г0^Е/. Среди кругов △*£’, «<=֊ 1, 2. ..., Лл, существует некоторый круг Д'՞», который содержит точку ?0 (п = 1, 2,. ..). Рассмотрим последо- вательность {£Лп„(г0)}. Так как {/л(г0)} расходится, то согласно (3) расходится также Таким образом { имеет расходя­щуюся подпоследовательность {С/^>(’0)} и, следовательно, сама рас­ходится.Равномерно приближая по теореме С. II- Мергеляна функцию Р'Дг) на Е полиномом Р„(г)с точностью 1/л, получим последователь­ность {А’л(г)}, которая имеет сформулированные в теореме свойства. Теорема доказана. 162



Замечание. . 1егко надеть, что последовательность {/Л(г)} сходится к нулю также на .множестве Е\дЕ. Действительно, пусть Гак как гл—»0, то для всех достаточно больших п в точке 
г справедлива опенка (4), откуда следует наше утверждение.

Кироваканский государственный 
педагогический институт

И В. 'ИНЛ'ЦЭиЛ
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1 Ф. Хаусдорф, Теория множеств, М,—Л., ОНТИ, 1937. 2 Дж. Вермер, в кн.: 
Некоторые вопросы теории приближений, М., ИЛ. с. 9—73, 1963.



ՀԱՅԿԱԿԱՆ ԽՍՀ ԳԻՏՈԻԹՅՈԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ &ԵԿՈԻ38ՆնՐ
ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ С С |>
—■кдзЕЯГДРгжи ~ր՜—ягтисзг !■— д-хг— тп,- .-г - — - ֊ - =хж: _ -д. - т —т—-_ լ
Том 89 1989 .\ւ4

УДК 517.5

МАТЕМАТИКА

А. Л. Григорян

Асимптотическая оценка остатка при приближении функций 
тригонометрическими полиномами наилучшего 

квадратического приближения

(Представлено чл-корр. АН Армянской ССР А. А. Тллаляном 8/У1 19891

2՜/Пусть т, ?>2г«, х1=.—/=(), 1 1, и пусть /(х)
Ч

2՜—периодическая функция, определенная на множестве {х/}’՜^. Из­
вестно, что среди всех тригонометрических полиномов Тт(х) поряд­
ка не выше гп наименьшее значение сумме ■■ 

/ о

доставляет полином

7т<Х'/)=—2 /(*») • ^(Х/-*), 
V 1=0

где —ядро Дирихле. Этот полином называют полиномом наи­
лучшего квадратического приближения для функции /(х) на системе 
точек {х,}’-0։.

Аппроксимацией функций полиномами наилучшего квадратичес­
кого приближения занимались С. Н. Бернштейн (։), М. Д. Калашни­
ков (*), Г. П. Губанов (3) и др.

Совокупность всех функций, определенных на действительной 
оси с периодом 2- и удовлетворяющих условию Липшица степени 1 
с константой единица, назовем классом Н.

Обозначим Q(x, //) = sup |/(х)—Т* (х,/)|.<է/7
Нетрудно проверить, что величина С* (х, Н) имеет по х период 

2"/<? и поэтому в дальнейшем можно считать, что 0 х^.2г./'д.
Пусть

Н(х) =
при

при

где || • || —расстояние до ближайшего целого. 
Верны следующие теоремы.
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Георема 1. ДАЯ всех ,ntq^ q>2fn справедливы оценкц

СЛ\Х- //)^|/21n^(w) ±d(m)\h 4-o/_L\
\от/

C^x, A/)^|hr(,n)+d(w)|/

где -(m)= mln(2/n-+ 1, <?-2/л-|) + 1,

r/( m) -
О, при

2
2sln'f— +fl(A'))ln ——, при 2/n-L|՝>^_

/ -(m) 2
В частности, при q=2m + \, x = r,jq

C^x< ^) = d(m)l(qsln-mlq)^ O(—\ 
\m/

а при q = 4^ + 2, x 0,

/2lnt(m)
q • s\n~m'q

Теорема 2. Пусть m,q^, q>2m, —■ -: 1 -afc|0, I], 
q 2՜

при m^oo,

Yin = C4x, H)l(-~ 2 . m֊1 • In/nY
\Sln-a/2 /

Тогда: а) если а—иррациональное или я֊0, то
I Im Ym = 4hz*:
m -*od

б) если i = slp, где s, /7fcN, (s,^) = l, то при

инеем

а при

где

2
P}~ _ “П

li rn Ym > — .
m -• <

ЙЫ'Ут ±^Dr(s,p) = Ar(s,p),

имеем

Um Ym > Л($« P)>

Um Ym 4֊. 
m-o» «’

r=llm p(a).
q -»od

Кроме того, для любого 165

/^(v)<0



/Ն(տ./’) . ^//b
Ar(s> /И.

к. 2/л„+1 s .
существуют m-, qni N такие, что-------------- -— и Pm > m *֊h.

Qn р

Отметим, что остаточный член е„г в теореме ПОННМ8-

ется в том смысле, что существует константа К, нс зависящая от т, 
„|| Кц, л՜, для которой |е,„| <.— .

т

Ереванский политехнический 
институт нм. К. Маркса

Ա. I,. ԳՐԻԴՈՐՅԱՆ
ՖուГ>l|q|iin ||1 լաւ|ացույն Гшпш1|п iiiuij|iii ifninuirl|ման մնա ցորց ի 

ա ս ի մ Ա]տ и ա ի կ (քնահատ ումլւ

Նշանակենք ք[ 2 յԼ֊ պարբերական f ֆունկցիաների ղասր9 որոնք բավարար 
բում են ^իֆշիցի պայմանին Օ, = 1 աստիճանով և 1 Հաստատունով։

Ւ իա են ք

C^x. H} = ^\f(x)-T»m{x, Հ)|-

որտեղ TQm(X' f) f(X) հ>"լն1է!յԻ։uj/' լավագույն քաոակուսային մոտարկման
Լ Ո ան կ (ւււն ա չա փ ա կ ան բ ա if մ անէքամն Լւ

Աշխ ասւ ւսնրամ ուս ու մն ա и իբվում ( С^.(Л', //) մեձուխլսւն կարղը և
ասիմպտոտիկան ■ երբ ГП, Q—*ОС.

Л И ТЕРАТУР Л—* Р11«1иЪПЬРЗПЬЪ

1 С. Н. Бернштейн. ДАН СССР, т. 4. № 1 (1934). 3 М. Д. Калашников. ДАН 
СССР, т. 105, № 4 (1955). * Г. П. Губанов, Изв. высш. уч. заведений. Математика, 
\« 12, 1970,
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Гом 89 1989 №4

УДК 515.1

МАТЕМАТИКА
Э. Л. Мирзаханян

О бесконечномерных аналогах теорем Борсука о нечетности 
степени нечетного отображения и о неподвижной точке

(Представлено чл.-корр. АП Армянской ССР Н У. Аракеляном 8/У1 1989)

В статье приводятся бесконечномерные аналоги (теоремы 1,7) 
классических теорем Борсука о нечетности топологической степени не­
четного непрерывною отображения (') ио неподвижной точке (2)

Упомянутые теоремы (первая известна под названием теоремы 
Борсука о антиподальном отображении конечномерных сфер) переста­
ют быть справедливыми в бесконечномерном случае, когда рассматри­
вают класс всех непрерывных отображений.

Вместе с тем оказывается, что справедливы бесконечномерные 
аналоги этих теорем в вещественном гильбертовом пространстве Н, 
если, однако, рассматривать лишь отображения, принадлежащие од­
ному допустимому классу Ко непрерывных отображений.

Определение и ряд основных свойств класса Ко содержатся в (3).
Приведем (эквивалентное) определение класса Ко.
Пусть О'—открытое подмножество пространства Н и /:(7—*Н — 

непрерывное отображение.
Будем говорить, что отображение / в точке х^О принадлежит 

классу Ко, если выполнены следующие условия:
1. / в точке х0 локально удовлетворяет условию Липшица, т. е. 

существуют такие числа г^>0 и с^>0, что при х, у£й, И-*—*о1<Сг< 
||у-л-0Ц<г выполнено соотношение

Ц/(х)-Г(у)]|^с1|х-уВ-
2. Для любого числа е^>0 существуют окрестность и _6 точки 

х0 в Л/, конечномерное подпространство и действительное чис­
ло ) такие, что если л*. у£и и вектор х — у ортогонален подпростран­
ству I, то выполнено соотношение

II/(-V) -/(у) ->(-*- у) II £11х - у II •

Будем говорить, что отображение принадлежит классу
Кп на С, если / в каждой точке л-01-О‘ принадлежит классу Ао.

Фигурирующее в приведенном определении действительное шслс 
X можно выбрать так, чтобы оно определялось только точкой ли и ы 
пригодно для любого числа е>0. . , _

Получающаяся таким образом деме) виюльнля фхнкция Л 
֊'/(л), заданная на О, непрерывна и единственна; она называется тер­
минальной производной отображения /•



Пусть теперь Л1—произвольное подмножество пространства И и 
А: .И—// —непрерывное отображение. Будем говорить, что отображе­
ние / принадлежит классу /<0, если существуют открытое в // под­
множество бр.М и непрерывное отображение р՝.С—Н такие, что 

и £(х)=/(д) для каждой точки дд-ЛТ
В (*) построена топологическая степень отображений — Н, 

принадлежащих некоторому подклассу класса /<п.
В дальнейшем отображения, принадлежащие классу Ао, мы бу­

дем называть /^-отображениями.
Теорема 1. Пусть О—открытое подмножество гильбертова 

пространства А/, содержащее нулевую точку 0 и симметричное 
относительно 0. Пусть, далее, ф: И—И—нечетное К0-опюбраже- 
ние, удовлетворяющее условию:

с) прообраз Л’=/-1(С) точки 0 компактен и на нем терми­
нальная производная //(л՜) отображения / отлична от нуля.

Тогда определена степень бе«(/՛, 6, 0) отображения { в точке 
0 и она нечетна.

Приведем ряд приложений теоремы 1.
Теорема 2. Пусть (3 — открытое подмножество простран­

ства И, симметричное относительно нулевой точки 0 и такое, 
что ОЕб. Пусть, далее, Т՝.(л-*Н нечетное К^-отображение, обла­
дающее тем свойством, что прообраз Х=/~\(У) непуст, компактен 
и терминальная производная /у(х) отображения / на всем X от­
лична от нуля. у

Тогда степень с1е£(/, О, 0) отображена я / в точке 0 четна.
Теорема 3. Пусть О—открытое подмножество простран­

ства Н, симметричное относительно нулевой точки. 0, такое, что 
ОЕб. Пусть, далее, (: 6—Н — К^-опюбражение, являющееся нечет­
ным (/(—х)=

Тогда, если прообраз Л'=/-1(0) компактен и терминальная 
производная >/(д) отображения / на X отлична от нуля, то для 
любого подпространства А7<’) дефекта 1 пространства Н имеет 
место соотношение

Теорема 4. Не существует нечетного (антиподального) Ка- 
отображения / :5- $<•՛> единичной сферы 5 пространства П в сфе­
ру $<2> дефекта (коразмерности ) 2 того .же пространства Н.

Предложение 1. Пусть /: —нечетное ^-отображение
единичной сферы 5 пространства Н в его подпространство //(|) де­
фекта 1.

Тогда существует точка д*(;5 такая, что /(д*) — 0.
Предложение 2. При любом ^-отображении сфе­

ры 5 подпространства //<’> дефекта I существует по крайней мере 
одна точка такая, что /(х0)=/(-х0).

Следствие 1. Не существует /<0-вложсния единичной сферы 
5 пространства /7 в его подпространство /7н> дефекта 1.
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Замена ие. Отметим. что теорема 4 „ .. .......
ставляют собой эквивалентные формы обычной формулируй, коиеч- 
мерной теоремы Борсука о антиподальном отображении к.... тчномер-
ных сфер. 1

Тео р нм а 5. Пусть О ֊открытое подмножество простран­
ства //, симметричное относительно точки 0 и такое, что 0<-Л/ 
Пусть, далее, Г - в- •П—Кп-отображение, удовлетворяющее следую­
щим условиям:

1) /(0) =0;

2) для любой точки хС(О\{0}) /(х)^0, причем векторы /(х) 

и /(—х) направлены, неодинаково, т. е /<~х)
Н(ХУ\ 11/(֊х)Ц

3) терминальная производная )/(х) отображения /.в точке 0 
отлична от нуля.

Тогда степень с1е£(/\ <7, 0) определена и нечетна.
Теорема 6. Пусть 8^—единичная сфера конечной кора .мер­

ности пространства Н, т. е. единичная сфера подпростран­
ства коразмерности г—1 относительно И, и пусть —
—есть Кй-отображение, сохраняющее антиподы (т. е. ?(—х)= 
= —/’(х) для каждой х^5(г)).

Тогда / не может быть Ка-гомотопным постоянному отоб­
ражению.

Следствие 2. Сфера 8(,} Ко нестягнваема по себе в точку. 
Достаточно применить теорему 6 к отображению [=1д8{г).

Замечание. Другое доказательство следствия 2 было полу­
чено автором раньше при помощи бесконечномерных гомотопических 
групп.

Теорема 7. Пусть В—единичный замкнутый тар в Н и /: 
: В~-*Н—К0-отображение такое, что /(—х) = —/(х) для всякой 
точки х единичной сферы 8 в Н.

Тогда / имеет хотя бы одну неподвижную точку.

Ереванский государственный 
университет

է. Ա. Մ1՚ՐՋԱԽԱՆ5ԱՆ
Ոորսուկի կենա արտապատկերման աստինանի կենտության մասիս և անշարժ կետի մասին թեորեմների ասւ|ևրշ չափանի անագների մասին
Բորռոկի կենտ արտապատկերման աստիճանի կենսսսթլան մասին և 

անշարժ կետի մասին դասական թհորեմներր դադարում են ճիշտ [իներսց 
անվերջ չափանի ֆունկցիոնալ տարածուններում բոլոր անրնդՏաս, ար-

^ււսպատկերու մՆհրի ղև պըա մ։
Հոդվածում բերված են ալդ թեորեմների անվերջ չափանի անալոգների
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1 Л. Ниренберг. Лекции по нелинейному функциональному анализу, Мир, М., 
1977. ։ J Dtipiiiiji, Д uranin, I'lxeJ pant theory, Warszawa, PWN, 1982. J If. Г. 
Бо.1тенск2Й, Изв. All ApwCCP. Матем пика, t. 9. №2 (1974). 4 В. Г. Бог1тянгкий, 
3. .1. \iup3ciханнн, Из». АН АрмССР. Матсча и а т. 9, >&5 (1974).
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Ы'|՛ ակադեմիայի տկկոիյյնիի
НАУК АРМЯНСКОЙ ССР

Том 89 1989

УДК 519.64

МАТЕМАТИКА
Член-корреспондент АН Армянской ССР А Б Нсрсссян

Новые ал гори । мы численного решения интегральных 
уравнений второю рода

(Представлено Ю/УН 19X9)

В ряде теоретических и прикладных исследований, йак класси­
ческих, так и новейших, возникает задача решения интеграл иного 
уравнения Фредгольма второго рода

(/-К)у = у(л)- ( А'(х, Оу(/)^=/(х), (1)
I)

где у, /—вектор-функции размерности т>4, А —матрица-
функция (т т), а оператор К вполне непрерывен в соответствую­
щем пространстве комплекснозначных функций.

Традиционные численные методы решении уравнения (1) осно­
ваны на его непосредственном приближенном сведении к линейной 
алгебраической системе. Основными путями такого сведения являются 
проекционный метод и метод квадратур (кубатур), причем этот под­
ход хорошо разработан, вплоть до пакетов соответствующих про­
грамм (см. (։)).

С другой стороны, в 1954—56 гг. С. Л. Соболев, Н. П. Сергеев 
и М. Г. Крейн (’“*) заложили основы нового подхода к решению 
уравнения (1) при п-I, когда И отрезок (а» Ь), изучив оператор 
У—К на отрезке переменной длины (и,՜), (т^й). По сути дела речь 
идет о вольтерровской факторизации Фредгольмова оператора и о 
соответствующем „континуальном* аналоге метода 1 аусса. Система­
тическое исследование этой схемы и ее реализацию в важнейших 
ситуациях провели А. Мак-Набб и А. Шумицкн (>в). Впоследствии 
этот же путь избрали II- Б. Енгибарян и др. (см. ('•’))• Более общий 
подход, включающий многомерный (п^2) случай и невольгеррок- 
скую факторизацию, был намечен в (').

В предлагаемой заметке приводятся результаты альтерна । пвно! ■> 
подхода, позволяющего реализовать здесь основные идеи методов типа 
Рунге-Кутты и Адамса, относящихся, как известно, к решению ооык- 
новенных дифференциальных уравнений. В случае ядер специальной 
структуры (см. (|0)) на этой основе можно реализовать наиболее эю- 
номичные алгоритмы.

I. Основные соотношения. Рассмотрим подроопо одном» piii.ni ня 
риант уравнения (системы) (I)
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в

у(х, т)= Л(.с, /)у(/, 4 /(*)• (2)
6

где т>0—пока что свободный параметр-
Всюду в дальнейшем будем считать, что ядро /< и свободный член 

/обладают необходимой гладкостью. ' '
Потребовав, чтобы уравнение (2) было однозначно разрешимо при 

данном т, легко придем к следующему соотношению для его резоль­
вентного ядра (см. (։՜4)):

֊ /?(Х, /, т) = А>(д-, т, /, т). (3)
д-

Заметим теперь, что если ядро /< задано в квадрате (0,1 )Х(0,1), 
то для любого т£ (0,1), исходя из известных уравнений для резольвен­
ты, можно считать и R определенным в том же квадрате. При таком 
подходе очевидно, что R(xt 0)—К(х, (). (х> Ос(0, 1)Х(0, 1), 
у(х. 0) =/(х), -4(0, 1).

Из этих и аналогичных соображений, рассмотрев значения 
= пИ, (п- 1)Л, придем к соотношениям (ради удобства в третьем ар­
гументе R множитель Л иногда опущен):

(л+1)Л
/?(д, / л4֊1 )=/?(*, /, л)4- | R(x, s, s)R(s, t, s)ds- (4)

nh

(л-Н)Л />
R(x, t, n+\) = R(x, t, /1)4- I R(x, s, n)R(.s,t, n + l)ds; (5)

nh

(n + l)h /1
R(x, t, л 4 l)=/?(x, t, л)4- ( R(x, s, n 41)/?(s, t, n)ds. (6)

nh

Отметим, что в (4) требуется существование обратного операто­
ра (т. е. ядра R) при всех 4(nh, (л 4 1 )/г), в то время как в (5) и 
(6)—только при двух значениях ~=nh. (л 4 1)//.

Начнем с задачи рекуррентного вычисления R(x, /,т) с указанием 
сетки по д', Z и т и порядка точности применяемых квадратурных фор­
мул.

2. (/дношаговые методы. Обозначим ’ и условимся ин­
дексы (х, /) и - указывать без множителя Л. Через Е обозначим 
единицу из С'՞.

Алгорит м 1, х,/=0, I....... /V; л=0, 1, ..., <V-1:

R(x, t, nA \)-R(x, t, n)+-

1 hR(x, n + \, 2R(n + l, t, п)АО(1А), (7)
где а,, определяется как решение квадратного уравнения

/га’—4 /?(л֊|֊ 1, «4-1, л) = 0. (7 )

Алгоритм 2. х, t =0, 1 , ../V; л - 0, 1, .. Л/— 1;
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А?(х, /, п [ 1) = д»(х, /, п) ,
4֊Л/?(л, л, п){Е֊/^(п, п, я)) 1/?(Л։ с я) н>(Лг) 

Алгоритм 3. л-, /-0, 1....... « = и, 1,.............. у_։.

/?(А /. «+1)-А>(х, /, „)<- ±1 „)/?<„, д)+/?(х дч Ьи) +

+ у /?(х, л, „)«(„. л+1, «)}(/?-֊,.} 2^(я Ц,„)+

+ у /?(« + !. п. «)/?(„, /. л)| Ч-О(Л’), «„=Д(л+-|,я , |,«Ц).

Алгоритм 4. л-, I 0. I.... Л'; п ֊ 0, 1....... Л՛- 1;

А(х, /, и 4 I) ֊ /?(х, /, и) | — {Д(л՜, п, п)К(п, /, л +1) 4-

Н /?(х.л4-1,л)^(»-Ц,/,л+1)}+О(Л։), (Ю)

где величины /?(«, I, п 4 1) и /?(,, Н./.л-Ц) предварительно опрсде- 
ляются из системы, получаемой подстановкой в соотношение (10) 
х=п, «4-1.

Алгоритм 5. х, /- 1/2, 3-2, 5/2, .. .,¥-1/2; я = 0, 1........V-!;

/?(х, I, «4֊1) = /?(х, /, «) -

4 Л/?(х, «4 1/2, л)(£֊Л^(«+1/2, «4-1/2, л))-։/?(«41/2, /, л)дО(А3)(11) 

Алгоритм 6. х, /=0, 1/2, 1, 3/2, ..., ¥-1/2, ¥; л-=0, 1.¥-1.

¥(х, /, «4֊!) = /?(с, /, «)4- — {К(х, п, п)Ц(п, Ц л41)4-4/?(х, п +֊
6

4-1/2, л)/'?(«4 1/2. /. П ։• 1)1 /?(Х, «4-1, «)/?(«-։-!./. « М)}-|֊О(/Р). (12)

3. Многошаговые методы. Остановимся па использовании (4) 
Алгоритм 7. Предварительно, скажем, по алгоритму 6, опреде­

ляется ¥(х, t, 1), х, /= 0. 1,2, ..., ¥. Далее, при л = 1, 2, ..,, ¥—1

/?(х, /, «4-1) = Д>(л-։ п— 1) -|- — {/?(х, л —1, л - 1 )¥(« — !, /. л - 1)4֊
3

44/?(х, л, л)¥(«, «)4-/?(х, и 4-1, «4֊1)/?(л4-1, /, л |֊1 )}4-О(Л5). (13)
Алгоритм 8. х, <=0, 1, ../V. Значения ¥(х, /, /г), Д= 1,2,3 

предварительно вычисляются с точностью О(А‘). Далее, при л = 3, 
4....... /V-1

/?(х,/, «4-1) = /?(л, I, п—3)4-֊{7/?(х.л֊3, л-3)/?(л-3. /. «-3)4֊

4֊32/?(х, «—2, ,/-2)А’(л-2, /, л-2)4֊12Я(*« «-!• «֊1)-?(«-1. (14> 

/, л-1)4-32/?(х, л, «)/?(«, /, л)4֊7/?(х, л 4֊ 1. «4 1)¥(«4֊1.

/,я4֊1)}4-О(Л1).
Здесь приведены, в основном, неявные методы, в коюрых но до 

предварительно (как в алгоритме 4) найти решение сиг темы не боль 
того порядка, либо (как в алгоритме I) найти сь в качипп ко11||_1’



ограниченного при А 0. В последнем случае (особенно при 2) 
решение уравнения для разумно проводить методом последователь­
ных приближений или разложением по степеням Л до требуемого по­
рядка точности. В случае действительных ядер необходимо учитывать 
только действительные части решения уравнений типа (7').

Сочетание формул типа (4) — (С) приводит к новым алгоритмам. 
Предлагаемый подход в большей степени учитывает специфику глад­
ких ядер, чем (см. выше) классический, однако в некоторых случаях 
преимуществом последнего является наличие возможности применения 
метода выбора ведущего элемента.

Алгоритмы 1 8 позволяют приближенно находить при т= I об­
ратный оператор (/-К) Другой путь решения уравнения (2) при 
т=1 основан на аналогичных формулам (I) — (6) соотношениях, на­
пример

и 11 >л
у'л, пф 1) = у|л\ п-Ь) /?(л՜, $,$)у(х» $)£/$, А>2>0.

(л—Л)Л
(15)

Это обстоятельство позволяет при реализации алгоритмов изучаемого 
типа в том же вычислительном процессе находить приближенно и 
у(х, 1).

Подчеркнем также, что для обоснования указанного в алюритмах 
1—8 порядка точности достаточно потребовать, чтобы Л. , где 
р=1; 2; 4; 6 соответственно в алгоритмах 1,2; 3,4,5; 6,7; 8.

4. Многомерный случай. Алгоритмы указанного типа могут быть 
построены и для решения многомерного уравнения (1). Рассмотрим, 
например, случаи I) Г)՝֊ (0, т)х(0, 1). Можно показать, что резоль­
вентное ядро /?(х; I,-) (л, /££>։, 0^՜^ 1) удовлетворяет условию 
/?( а՜, /; 0) =/\(х, /) и интегродифференциальному уравнению

I
/?(х; /; т)₽ /?(.<; т, $։; *)/?(?, /; т)т/х։, х, ։£[)„ (16)

и
откуда нетрудно выписать соотношение типа (4). Соотношения типа 
(5) — (6) также могут быть легко получены. Для получения алгорит­
мов того или иного порядка остается применить соответствующие ку- 
батурные формулы.

5. Автоматический выбор тага и порядка. Важным достоинство.м 
предложенного подхода является возможность выбора в процессе сче­
та удобного шага или алгоритма приемлемого порядка. Поясним это.

В алгоритмах 1—6 допускается выбор сколь угодно густой сети пп 
х, (, без изменения шага по т. Контролируя на каждом л-том этапе 
величину соответствующей производной функции /?(х, 5, л)/?(.?, /. я Ь 
-+-1) пи х при лА«с$^(л г 1)//, можно менять величину шага Л или 
порядок алгоритма исходя из желательной величины ошибки. Срав­
нивая данную ситуацию с классическим случаем задачи Коши для 
обыкновенного дифференциального уравнения у' ((х, у), приходим к 
выводу, что, с одной стороны, здесь эта идея осуществима сложнее 
вследствие контроля производных не в отдельных точках, а на от- 
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резках (на достаточно густом множестве точек), но. с другой ст,,„о 
„ы, ситуация значительно проще из-за квадратичного вида нелвпей- 
пости.

6. Экономичные алгоритмы. Приведенные алгоритмы полностью 
векторизованы и, при наличии О(№) процессоров, допускают эффек­
тивное распараллеливание. На однопроцессорных системах они ъ п > 
могут быть преобразованы в алгоритмы минимальной сложности если 
счет в них вести для индексов х, 1^п. а решение }(л, 1) находить не 
по (15), а посредством прямого и обратного ходов метода Гаусса

Разумеется, приведенные здесь алгоритмы для уравнения (2) 
имеют сложность (){ \ ') при /\’֊>ОО, однако широкий класс ядер, выде­
ленный в (10). допускает преобразование алгоритмов I 8 в алгоритмы 
сложности О(А։), к тому же эффективно распараллеливаемые при на­
личии О( Д') процессоров.

Численные результаты. .Хорошо известны прикладные характе­
ристики классических подходов к решению уравнения (2) (см. (*)). II; 
упомяну । Ь1.\ во введении работ, рекомендующих метод факторизации, 
лишь в работе (5) содержатся серьезные численные результаты, под. 
верждающие эффективность этого подхода.

Алгоритмы 1—8 были всесторонне апробированы численным экс 
перпментом. Приведем некоторые результаты.

Изучалось скалярное уравнение (2) с ядрами А'/ и решениями 
Л(/=1. 2)

/<։ = 0, 5е-х1, 0, 1е.хр5(д՜ у։ = ехр(—5л2) (17)

Результаты сведены в таблице.

А А։(й) А>(Л) Л4(Л») Л(Л4) л.(л")

V*
0| Ч й։ О| О, &1 оа

4 4.9-10-’ 1.3 3,7 10֊։ 1.43 1.1 • 10 3 2.5-10 1 3.6-10֊л 1,7-10֊։

8 2,5.10 ’ 5.7-10 « 1,9-10 ։ 1.76 2,8-10֊" 2 610-' 1,510 ’ 4-Ю-’

16 1,2-10֊’ 1.8-10-» 9,6-10-։ 4.5-10֊։ 6.8-10֊։ 1,3-10֊' 1,5-10-’ 1.4-10֊3

32 6,1 10-։ 1,5-Ю » 4,8-10֊3 2,5-10-’ 1,710-’ 1.5 10 ’ 1.2-10֊’ 810-’

64 3.10֊։ 810 ։ 2,4-10 ֊’ 1.2-10֊ 1 4,1-10 * ЗЮ֊3 1,3 10֊’ 4,5-10֊"

1,3.10֊։ 32-Ю֊1

7,8-10֊’ 1.7-10-։

1,5.10֊’ 1,9 ДО֊5

1- 10֊’ 1.2-10֊։

8.7-10-’

Здесь Ар(р=\, 2. 4. 6, 7)-алгоритм р с указанием порядка его точ­
ности, 6/ абсолютная среднеквадратичная ошибка в слхча< ядра 
К,(1 1,2), /У(-4, 8. 16, 32, 64) -число отрезков равномерного разои

еипя интервала (О, I)

Сравнительный анализ с этими и другими рс нлаими ш 
вает, что алгоритмы 1—8 нс уступают соотвстов\ ютим 
ким (см. (')). Алгоритм 4 несколько точнее алгоритма того жт 
ка точности из (5), где рассматривалось и ядро А՜,. г ֊. хороню юг. 



сующийся с соответствующим алгоритмом из (5), несколько менее то­
чен, чем Лб- Повышение точности ио методу Рунге в общих узловых 
точках при разных Л проходит достаточно эффективно.

В заключение пользуюсь случаем выразить признательность со­
трудникам кафедры ЭВМ и программирования ЕрГУ А. Б. Гарибян и 
А В Гаспаряну, выполпившим расчеты на ЭВМ ЕС 1033.

Институт математики
Академии наук Армянской ССР

2սւյ1|ւսկան lulL ԴԱ I»«| I»ui l||i <| uitiqiiid 2. P. Ն111111 hll ВI1Ն
brl|PHPi| ul»n|i |i iiinL «II՝III I lnui| IIH1UI rn I ifiil, ւփ pi|ui ||ili լուծման 

fin г iu|(|nr]i pif liLr

խ ատ անրու մ ուսումնասիրված կորիզների դե и/րա մ կտոու ցել րձր ճշտու֊

Աշխատանքում դուրս են քերվում և քննարկվում են (2) հավասարման 
մոտավոր լուծման նոր եղանակներ։ Այս մոտեղումր թ ույ/ Լ տալիս հաշվ­
ման րնք!ա ցրում ավտոմատ ձևով փոփոխն/ րայ/ր, ինչպես նաև ք1’') աշ- 

ր ա
fl I ա ն խ ն ա յոդ ա կ ա ն ա / գ որի թ մ 1» Լ ր:

Նման տիպի եղանակներ կարելի / մշակ եք h րնղհ անուր րաղմաչափ (1) 
հավասարման դեպքում (տես § 4)։

Հիմնա կան ալ ղորի/1 ծն երր ենթ արկվ ել են հ աշվ ողական /այն փ որձարկ- 
ման տարրեր հավասարումների համար։
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Экспериментальные исследовании колебаний тонких медных пластин в 
продольном магни1ном поле

(Представлено академиком АП Армянской ССР С. А. Амбарцумяном 30/1 1989)

В настоящее время с развитием теоретических исследований маг­
нитоупругости тонких оболочек и пластин наблюдается значительное 
отставание по экспериментальным работам, что, на наш взгляд, обус­
ловлено как сложностью экспериментальной установки, так и трудоем 
костью проведения самих исследований.

Целью настоящей работы является экспериментальное изучение 
особенностей колебания тонких медных пластин в продольном магнит­
ном поле в случае жесткого защемления одной из кромок (').

В исследовании использовался электромагнит ФЛ—07 производст­
ва СКВ ИРЭ АН СССР, что позволило в зазоре 30 мм получить одно­
родное магнитное поле в пространстве колебания пластины и варьиро­
вать магнитную индукцию в диапазоне от 0 до 1,6 Тл. Для проведении 
исследований была разработана и изготовлена специальная ячейка из 
диамагнитного материала, конструкция которой показана на рис. I.

Рнс. 1 Измерительная ячейка: /—зажим 
для образца; 2—образец; <3—флажок; I— 
кронштейн; 5—светодиод; б—фотодиод;
7—регулировочный винт; 8—рамка; 9—
захват; Ю—трос электромагнита, II элек 

тромагннт

Ячейка представляет полый параллелепипед с от шлифов 
нями для плотного прилегания к полюсам элемром.инита. {

На одной грани ячейки находится зажимное устройство для_ 



закрепления исследуемой пластины 2. На противоположной грани 
расположены кронштейн ■/ с датчиком системы регистрации 5,6 и 
устройство возбуждения механических колебаний, состоящее из рамки 
8. захвата 9, троса 10 и электромагнита //. Кронштейн имеет возмож­
ность перемещаться в плоскости колебания пластины при помощи ре­
гулировочного винта 7.

Рис. 2. Блок-схема системы регистрации: I—зажим; 2—об­
разец; 3—флажок; ■/—источник питания; 5—светодиод ЛЛ— 
107; 6—фотодиод ФД—25; 7—система синхронного запуска;

Л—осциллограф; Р—блок стыковки с ЭВМ; 10—ЭВМ

Блок-схема системы регистрации изображена на рис. 2. Датчик 
состоит из источника ЛЯ-107 (5) и ИК-приемника ФД—25 (6). При­
менение датчика в ИК области позволяет проводить измерения без за­
темнения установки. В зазоре между источником и приемником распо­
ложен непрозрачный флажок, жестко зафиксированный на свободном 
конце исследуемой пластины. При колебании пластины световой поток 
перекрывается пропорционально отклонению. Для визуального конт­
роля затухающих колебаний пластины сигнал фотоприемника подается 
на вход запоминающего осциллографа (.8—13, пуск развертки которо­
го осуществляется в момент начала колебаний пластины. В состав экс­
периментальной установки был включен диалоговый вычислительный 
комплекс ДВК—2М с сконструированным электронным блоком стыков­
ки с экспериментом. Это позволило в процессе эксперимента вводить в 
ЭВМ сигнал с фотоприемника с частотой регистрации данных до 5 
кГц. Информация накапливалась на гибких магнитных дисках Ампли­
тудно-частотный анализ кривой колебания пластины проводился после 
завершения эксперимента с помощью программы обработки. Перед на­
чалом измерения датчик устанавливаю։ таким образом, чтобы фла­
жок перекрывал 50% светового потока, а пластина механически от­
клонялась от положения равновесия рамкой 8 и захватом 9 (рис. 1).В 
момент начала эксперимента захват освобождает пластину с помощью 
электромагнита и пружинного устройства. В качестве образцов исполь­
зовались топкие медные пластины постоянной длины /=20,5 мм. В 
процессе эксперимента варьировалась толщина А (от 12 до 80 мм) и 
ширина а (от 5 до 40 мкм) пластины. Характеристики образцов при­
ведены в таблице.

В качестве примера на рис. 3, а приведены временные зависимос­
ти амплитуды колебаний свободного конца тонкой медной пластины в 
магнитном поле и без него. Как видно на рисунке, имеет место значи­
тельное изменение характера кривой колебаний при наличии магнит­
ного поля. В слабых полях для пластин шириной 40 мм (рис. 3,6)
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А 
Г.

№ образца 1 2 3 1 2 3 4

А 10-*м 12 42 80 80 30 30 30
« - 10 Зм 30 30 30 5 8 И 13
'о» Гн 32 38 но 53 44 42 46

в • о

8-0.138 Тл

8*1.6 Тл

юо мо՜ Т^сек)

б

п
м та т^сзк)

•!

Рис. 3. Временная зависимость амплитуды колебаний 
пластины: и—при различных значениях индукции магнитно­

го поля (В); б—при о = 40 мм

кривая зависимости амплитуды от времени имеет два участка՜ первый 
участок с большим логарифмическим декрементом ։атухапия и малой 
частотой собственных колебаний; второй участок с малым декремен­
том затухания и большой частотой собственных колебании. Количест­
венные данные и зависимости декремента затухания от индукции маг­
нитного поля для пластин с различными геометрическими параметра­
ми представлены на рис. 4, а, 6.

Рис. 4. Зпвиенмость логарифмического декремента затухания от вели­
чины индукции магнитного поля: «—для образцов разной толщины ( '
при / 20,5 • 10-’ м. 2- И 32 ■ 10 ♦ и З—к 80 • 10֊ 
цов с различной шириной («) при / 20,5 -10 3 м и

а ֊5 • 10-л м; 2-«=8 • 10֊’ м; 3 д-11 ■ 10 ’ м: ֊>

• м; б -для образ- 
И -30 . 10֊* м; /- 
-а 13 • 10-’ м

Как видно из рис. 4. а. логарифмический декремент затухания 
(ЛДЗ) при отсутствии магнитного поля уменьшается < \ выни нтм 
толщины пластины, и эти отличия существенно возрастают с \ih.ih4. 
пнем индукции магнитного поля. Из рис. ֊1,6 видно, чю лаиния. 
в отсутствие магнитного поля для пластин различной ширины практ> 
чески совпадают, что естественно, поскольку мои г оыть отлпщя, о 
условленные только краевыми эффектами. Однако при 1 *■ 111 "■ 



дукцни магнитного поля ЛДЗ существенно увеличивается с увеличе­
нием ширины пластины. Во всех экспериментах колебания пластинок 
относительно положения равновесия имели место до определенной ве- 
личины индукции магнитного поля. Дальнейшее увеличение магнитно 
го ноля качественно изменяло характер движения пластин, т. е. на­
блюдался процесс медленного возвращения пластинки к положению 
равновесия (рис 3,6). Экспериментальные результаты по изменению 
колебании тонких пластин при воздействии продольного магнитного 
поля подчиняются общим закономерностям, полученным теоретически­
ми расчетами в работе (2). Однако характер поведения пластин при 
больших значениях индукции магнитною поля требует дальнейшего де­
тального изучения временной зависимости возвращения свободного 
конца пластины к равновесному положению.

Авторы приносят благодарность академику АП Армянской ССР 
С. А. Амбарцумяну за постановку задачи и консультации.
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Вариационное уравнение магниюупругости проводящих 
тонких оболочек

(Представлено академиком АН Армянской ССР С. А. Амбарцумяном 18/1У 1989)

В работах (' ъ) на основе вариационного уравнения 'механики 
сплошных сред (г-8) получены динамические уравнения, уравнения 
состояния, соотношения на поверхности разрыва и граничные условия, 
описывающие электромагнитное поле и сплошную среду.

В работах (9 |2) на основе гипотез магнитоупругости тонких тел 
или асимптотического метода интегрирования всех групп уравнений 
трехмерной магнитоупругости построена математическая теория маг­
нитоупругости тонких оболочек и пластин. В работах (10 П. 141 изуче­
на энергетика явления и доказаны некоторые энергетические теоремы 
двумерной теории магнитоупругости тонких оболочек.

В данной работе впервые формулируется вариационное уравнение 
двумерной теории магннтоупругости тонких оболочек. Оно позволяет 
довольно простым путем получить основные соотношения и граничные 
условия теории магннтоупругости тонки՝՜ оболочек, а также является 
исходным для построения вариационных методов решения задач тео­
рии магннтоупругости тонких оболочек.

1. Рассмотрим однородную и изотропную упругую среду, характе­
ризуемую конечной электропроводностью Механическое состояние 
упругой среды, как и всегда, определяется тензором упругих де­
формаций где я ——вектор смешения точек
среды. Пуст։, среда обладает плотностью свободных электрических 
зарядов и по ней текут электрические токи, плотность которых 
у, кроме того, следует учитывать электромагнитное поле, определяе­
мое векторным А и скалярным ф потенциалами, которые связаны с 
напряженностью электрического поля Е и магнитной индукцией В 
соотношениями (”):

В - го) Л. (11)

Для получения уравнений движения, описывающих .иными ил мн 
поведение магнитоупругой среды, воспользуемся вариационным щ ин 
Чипом (уравнением) Гамильтона

Г1 • I 1
8$ 8 Ldv.it 0.

/'| г.

(1.2)

181



где для плотности функции Лагранжа выбирается следующее выраже­
ние (։):

/.« • *’-р • £7(е/у)+ ^-(£։-• >4—0, • (1.3)
2 8՜

Варьирование действия 5 по и при постоянных А и <р дает ди­
намические уравнения теории упругости

рл< = +1 г./лУ7 • /, У, к- 1, 2, 3, (1.4)
С

где а, — компоненты вектора ускорения среды, компоненты тен­
зора упругих напряжений, /?/— компоненты объемной пондеромотор- 
ной силы, е//А—компоненты антисимметричного тензора . 1еви—Чивнта.

Варьирование действия 5 по /1 и у при постоянных и с учетом 
(1.1) дает уравнения электродинамики

1 4т: ■е0*7у//л = -^ + ±-У, (1.5)
С д( С

К этим уравнениям следует добавить уравнения

1 г? R
(1|у£=0, го(Е=- ——, (1.6)

с д(

которые выполняются тождественно, если вектора В и Е выражены 
через потенциалы А и ? по формулам (1.1).

Из вариационного уравнения (1.2), (1.3), примененного к движе­
нию среды, одновременно формулируются соотношения на поверхности 
разрыва определяющих параметров среды и поля.

2. Рассмотрим изотропную оболочку постоянной толщины 2Н как 
трехмерное, упругое, электропроводящее тело и отнесем ее к триорто- 
гональиой инерциальной (неподвижной) системе координат (|7).

Будем считать, что оболочка контактирует с внешней средой, элект­
родинамические свойства которой отождествляются со свойствами ваку­
ума (з-■ О, рс=О, ц=е=1)

Пусть оболочка находится во внешнем стационарном магнитном 
поле с заданным вектором напряженности в области трехмерной обо­
лочки Во~ (£0։, В02, Во։) с векторным потенциалом Л(| и в области ок­
ружающего пространства В[;’= (Н^. В^, с векторным потен­
циалом иу ՛*

Я0=гоМ0, <НуЛ0—0; £<*>=гоЫ^. 61уЛ<*»=0 (2.1)

Для изучения магнитоупругих процессов в электропроводной, упру­
гой оболочке будем исходить из вариационного уравнения (1.2) для ли­
нейной теории трехмерной магнитоупругости, которое будет выражаться 
следующим образом:
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1։ /1
- ] л</։/‘/'+<’՜ ’((•/• ,‘Лау<ч-с-՝ | Сго1о ■ ։«)до1/1лл-

'■ ՛ ■ ՛• К ,, V,
' < /тп *1

- у | р, • М1/л+-« | | £’„<л/л - 2. ։ ( [л’^кл-о. (22)
'• *» б '• 1 /, V»3

Здесь 1/3- трехмерная область вне внешней поверхности трех­
мерной оболочки 210 некоторой сферической поверхности V ралиуса 
/?, г те /?-»ею; £, Л соответственно векторы индуцированных (воз­
мущенных) электрических и магнитных полей в области трехмерной 
оболочки; £(,), Л(/)—аналогичные величины в окружающей оболочке 
области: у —возмущенный ток проводимости в оболочке. А. -век­
торные, а «(и — скалярные потенциалы возбужденного электромаг­
нитного поля.

Для существования объемных интегралов по V’ следует прини­
мать во внимание условие на бесконечности (”), при котором убывание 
векторов электромагнитного поля с расстоянием должно происходить 
в общем случае быстрее, чем ।

3. Наша цель заключается в том, чтобы приближенно свести ва­
риационное уравнение (2.2) трехмерной линейной теории магнитоуп­
ругости (с независимыми переменными а։, а2, а3 и времени /) к соот­
ветствующему уравнению двумерной теории магнитоупругости тонких 
оболочек (с независимыми переменными аь а2 и времени/1).

Решение поставленной проблемы базируется на асимптотическом 
методе, развитом в работах (|0~н). Удерживая в равенстве (2.7) все 
члены до порядка 0|/“,^,)> после некоторых преобразований прихо­
дим к уравнению:

՛ д1 / \ ' \ сИ /

Та6Ч 4-$6ц> И- ;И/>Х։-г М&а+2Но'М ։ Д/ММ' +

Г

+ — 1՜ |’(7гдо ^А°)А՝А3<ь1<ьа<п+

/| V

I
Д, Д2

— — (//|«а —/2ОН։)ЛМ—
Д, Л дг3

6“|

 1 <?(Д ,//<<’) Доз^( Я։/,^)

(3.1)
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Уравнение (3.1) представляет собой вариационное уравнение дву­
мерной теории магнитоупругости тонких оболочек.

Здесь/՜։ и /2—компоненты поверхностного тока проводимости по 
срединной поверхности оболочки (пли иначе усредненные токи по тол­
щине оболочки), которые определяются формулами
֊ Л г /г- . -■ Г,.
/, = 2Л • о •/Е։։+— —--------И-А), Л = 2Лэ

\ с д( с М / с д[
^дтя)\ 
д1 д/)'

(3.2)

тангенциальные компоненты индуцированного электричес­
кого поля, а тангенциальные компоненты векторного потенциала 
индуцированного магнитного поля в точках срединной поверхности 
оболочки. Здесь специально не приводится, но строго доказывается, 
что в рамках асимптотической погрешности Ор.՜'1՜/’) компоненты Ац, 
Л-1,2,3 ведут себя как постоянные по толщине оболочки.

При выводе вариационного уравнения (3.1) предполагалось, что 
компоненты заданного магнитного поля нс зависят от поперечной ко­
ординаты (и3) оболочки. Изучая вопро( о возможности такого предпо­
ложения, доказано, что в тонких оболочках в рамках асимптотической 
погрешности О(а_/+р) вполне реально с\шествование такого магнитно­
го поля, при этом уравнения (2.1) принимают вид:

_ 1 ^։о
01 ~ л “Г՜А2 &>2

_ ____ ]_ О _ I /^(^2-^1о) д( ^1-'\о)\

03 Л։ ^։ ’ °3՜ АХА2 \ 7 (3.3)

где Л*о, к= 1,2,3, не зависят
4. Варьирование действия

от а3.
(3.1) по и, и то при постоянных А",

1= 1,2, с учетом (3.3) 
оболочек с учетом сил

дА2Тх 
дг,

, дА.5
О22 

дА.Н

дает динамические 
электромагнитного 
д.4. „ дА.„ 1

д22

дА2Я дА.Т
д? ^2

дА ,/7

дзч

2^1 
/?2 д?2

д?։

2—* дЛн 
R՝ да։

02.

д/1,
д*2

уравнения теории 
происхождения 

д.4г.и, 
ду, дг.

тонких

дАхМ 
дг2

- —7, ■ «м-2?л 
С

=0. 
дР

дл։

—’=0, 
дР

(42)

) /з ՛ ^оз

2

Ь + Ь__1_ 1—1֊ дА՝н , 
/?։ Д2 ДгЛ։1дх| Д։ д>. Оа2 д?2 д?։

д 1 дА2Н дАхМ2 дА2 дА.— — —  1------ г—— )   Н----------
да, А2 дчх д1г дтх с*я։

1 **■ 1 —
Н-------Л ■ ^02 —7։ • ^о։4-2рЛ— ₽0-

С с дР

Варьирование действия (4.1) по А°, при постоянных /// и &

(4.3)
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с учетом (1.1) дает уравнения электромагнитного поля а суммаоном 
виде, т. е. как для внутренней области оболочки (которая „ | лм, ,, 
асимптотической точности О()֊Мр) проявляется как математический 
разрез (10 ‘)), так и во внешней от него среде:

rot Л(<.) '>( 0 • aa(4>)j |֊ ——> dlvE(O=0, (4.4)

где У = (/։,Л, 0), 8(«)—дельта-функция Дирака, Н(а։, а2^Й)-функпия 
Хевисайда.

С учетом (1.1) к уравнениям (4.4) следует присоединить уравне­
ния типа (1.6) с индексом (е).

Уравнение (4.4) с помощью функции Грина легко приводится к 
следующей системе интегральных уравнений:

(Л«1. О֊2Ао • -д-3у' 2’ ° Д2//А У \
\ с dt с dt ) ’

4-(7г(’։, а2. О- 2AS • ^М7ьДгЛ) _L2/bjo2.
\ с dt с dt

2a/i 
с2

։j,t)e, d<2. (4.5)

где Кр<)— расстояние между двумя точками (։։, ?։) и (։,, а,) на по­
верхности оболочки; (е։,е։) и (е։, е2) базисные векторы для средин­
ной поверхности оболочки в указанных точках.

Уравнения (4.1) — (4.3), (4,5) представляют разрешающую систе­
му двумерной теории магнитоупругости тонких оболочек, которая с 
асимптотической точностью О(л_/Чр) (т. е. в рамках точности класси­
ческой теории тонких оболочек, когда относительно единицы пренебре- 
гаются величины порядка ЛА*.) совпадает с аналогичной системой, 
приводимой в работах ( 10 |2), где были сохранены члены до порядка 
О(/ 2'1'֊^ ) (т. с. с некоторыми уточненными членами по сравнению 
классической теорией оболочек).

При варьировании действия (3.1) наряду с разрешающей системой 
уравнений двумерной теории магпнтоупругости (4.1) — (4.3). (4.о), при 
помощи соответствующих контурных интегралов получаю и я цинич­
ные условия на контуре Г, ограничивающем срединную поверх! ог I ь <»•»<» 
лочки О. Эти условия, во-первых, представляют канопичечкт. ।рани ։ 
ные условия теории тонких оболочек ("’) и, во-вторых, полк чают». । 
контурные интегралы вдоль Г определяющими повер.хно» । и, ми ь 
ми

I

где И и I—нормальное и касательное направления для 
(4.6) будут вытекать следующие граничные иловня на 

(4.6)

контура Г. Из 
Г для поверх­

ностного тока:
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/а 0, /, О, пли /։/г =/։/г = 0. (4.7)

Лснинакапскпй филиал
Ереванского полнтсхничсског о института нм. Маркса
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О стимулировании ВЧ-колебанин и их влиянии на энер։ию 

аномальных электронов в пеннинговском разряде переменной длины

(Представлено чл.-корр. АП Армянской ССР Д. М. Ссдракяном 17/УП 19X9)

Данная работа посвящена дальнейшему изучению разряда с ос­

циллирующими электронами в связи с возможностью использования 
его в современных направлениях науки и техники в качестве источни­
ка заряженных частиц (՛ • 2). Эффективная работа источника зависит 

от того, насколько удастся снизить энергетические затраты для полу­
чения пучка ионов или электронов с заданными параметрами. Дости­
жение поставленной цели тесно связано с нахождением оптимального 
режима работы газоразрядной ячейки. В связи с этим ряд предыдущих 
работ авторов (3՜7) был посвящен поискам некоторого оптимального 
режима диапазона физических и геометрических параметров газораз­
рядного источника, обеспечивающих выполнение этой задачи В рабо­
тах (8 э) показано, что в определенной области значений геометричес­
ких параметров разряд становится нестабильным. Об этом свиде­
тельствовал ряд экспериментальных фактов, в том числе и появление 
аномальных электронов за отверстием в центре катода.

В работах (9 |0) авторы выход аномальных электронов за отвер 
стисм в центре катода объясняют появлением ВЧ-колебаннй, обуслов 
ленных развивающейся при определенных параметрах разряда неус­
тойчивостью диокотронного тина. Установлено, что эффективность вы 
хода потоков электронов в значительной степени зависит от геометри­
ческих параметров разрядного промежутка.

Главное внимание в настоящей рабою уделено выяснению влия­
ния длины разрядного промежутка на режим горения разряда при 
Данных условиях и возможность стимулирования в нем ВЧ-колеоанич
с целью инициирования эффективного выхода потока электронов л от 
всрстие в центре катода вдоль магнитною поля без применения 
либо электроннооптических систем. Опираясь на предыдушш 
Лопания (4 6), авторы выбрали те ячейки Пеннипга, в которых 

какнх- 
исслс 
наибо­

лее четко проявилось различие режимов горения разряда.
Экспериментальные данные настоящей работы свидетельств) юг 

важной роли относительной длины разрядного промежутки | ат. 
ной отношению длины разрядного промежутка / к диаметр) анода ж 
в развитии неустойчивостей диокотронного типа и подни-рждают • 
ханизм появления аномально быстрых электронов за отверг, т и
Да, предложенный авторами в работе ($).

Принципиальная схема разрядного промеж) тка н|||։1 Пепнннга но-
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казана на рис. 1,и. Она представлена цилиндрическим анодом /, дву­
мя катодами по обеим сторонам цилиндрического анода, одни из кото­
рых (•?) неподвижный с осевым отверстием, а другой (2) подвижный.

Рис. I. Принципиальная схема разрядного про­
межутка. Зависимости частоты ВЧ-колебаннй 
переменной компоненты разрядного тока от от­
носительной длины разрядного промежутка для 

ячеек диаметров </։ и </, (а, б, в), </,<</?, Са 3 
кВ, р = 4 10֊* торр, В (Гс): а) /-1210, 2—1430, 
3—1540, -/ — 1650; 6) /-1Ю0, 2—1210, 3—1230^ 
■/—1540, .5-1760; в) В 1210 Гс, 1Л (кВ): /—3, 
2 -2. 3—1,5; г) (7а—1,5 кВ, р(торр): /,2--5 10-\

3,3-4.10֊*» В (Гс): /Л-1100, 2,(-13'20

К неподвижному катоду примыкает коллектор 4, внутри которого рас­
полагаются центральный электрод 7, сетки 5 и 6. изолированные от 
корпуса коллектора и друг от друга. Сетки предназначены для подав­
ления электронов при измерении ионною тока пучка и ионов при из­
мерении электронного тока. Центральный электрод 7 служит для из­
мерения осевого компонента тока пучка заряженных частиц. Энергию 
электронов определяли методом задерживающего потенциала, пода 
ваемого с некоторым смещением на сетки 5 и 6. Для получения ин­
формации о существовании ВЧ-колебапий в прианодном слое и свя­
занном с ним появлении аномальных электронов снимаемое с сопро 
тивления напряжение в цепи разрядного тока подавалось на вход ана­
лизаторов спектра СКЧ—5, СКЧ 8, СКЧ—59. Просматривались 
спектрограммы колебаний в диапазоне 01 I до 100 МГц. Колебания ։ 
разряде изучались в зависимости от относительной длины разрядного 
промежутка которую плавно меняли в горящем разряде с по­
мощью специального устройства. Для выяснения природы колебаний 
при фиксированной длине разрядного промежутка меняли физичес­
кие параметры разряда.

Данные экспериментов приведены на рис. 1—4. Из эксперимен­
тальных зависимостей >=/(/.,Т11 ) (рис. \а,б,в) видно, что при 
которой наступает неустойчивое состояние, различна. Из тех же зави­
симостей следует, что при /> = Соп$1 частота колебаний уменьшается с 
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ростом /от»< Для всех значений анодного напряжения // „
। > п МЗГНИТНО11индукции В измеренного интервала. при которой поз.....кают и.

устойчивости, зависит также и от давления (рис. 1,а). Она уменьшает 

ся с ростом давления, уменьшается и величина частоты колебаний 
Экспериментальные зависимости частоты ВЧ-колебаний разня 1 

„ого тока от индукции магнитного ноля В при различных анодных на- 
пряжениях и давлении /;=4,10 ‘ торр приведены на рис. 2. Видно, 
что эти зависимости соответствуют диэкотронным колебаниям, часто­
та которых является функцией напряженности радиального э'лсктрп-

веского поля Е г и индукции магнитного поля []• ՝,~ —
В '

« ,0

7 5 77 75 if ~ з ii Г$ 75 ‘TPJ
T/f'ftOfc м-шп

Рис. 2. Зависимость частоты ВЧ колебаний переменной компоненты раз­
рядного тока от индукции магнитного поля при р -4.Ю-* торр для двух 
разрядных промежутков: а) / г/, I отн. ед., б) /</3 2 отн ед.. £Л»(кВ): 

1-3, 2-2, <7-1,5

На рис. 3 представлены значения энергий электронов, вышедших 
из отверстия в центре неподвижного катода, в зависимости от относи­
тельной длины разрядного промежутка. Из них следует, что при дан­
ных условиях поток приосевых электронов нс является моноэнергич 
ним. Интервал измеренных энергий электронов лежит в пределах 204- 
-֊-280 эВ. Были обнаружены электроны с -версией до 400 эВ (на гра 
фике не приведены). При магнитных нолях, больших критического, 
выход электронов с аномально большой энергией, как видно из рис 
3,о, зарегистрирован для коротких разрядных промежутков. Однак<» 
при полях, меньших Вм,, при прочих гех же условиях таких электро-
нов нс наблюдалось. С ростом относительной длины разрядного про 
межутка энергия электронов уменьшается. Наиболее интенсивны». В I 

колебания также регистрировались для тех же разрядных нром<.ж\ • 
ков (рис. 3,6). Выход аномальных электронов одновременно с ВЧ-ко- 
лебаниями говорит о наличии общей причины их рождения и 11011 
верждает предложенный авторами механизм их возникновения (

Таким образом, интервал длин /<,.«, при которых ра»ряд 
, зависит не только от физических, но 

1,0, б). Именно этим можно
дится в неустойчивом состоянии
и от геометрических параметров (рис 
объяснить факт отсутствия ВЧ-колебаний при и՝х жу к ‘ 
ческих параметров в ячейке меньшего диаметра, но и пост
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пои разрядного промежутка (9), большей критической относительной 
длины 4. и[, т. е. той длины, при которой разряд переходит в нс- 
устоим и вое состояние.

Возможность установления условий, при которых инициируются 
ВЧ колебания, была получена благодаря плавному изменению Длины 
разрядного промежутка исследуемой ячейки. Из рис. 1 а, б видно, что 
с ростом индукции магнитного поля при £7։1 = Соп81 и />=Сопз1 пре­
дельное значение /„икр смещается в сторону коротких/ОГ|1, с рос- 
том же анодного напряжения при В=Сопз1 и />=Сопз1—в сторону 
больших (рис. 1,я).

Экспериментальные зависимости V— /(£) и /О|11=Соп51 показы 
вают, что критическое значение магнитного поля /?к||, при котором 
возникают неустойчивости диокотронного типа, зависит от величины 
объемного промежутка (рис. 2, а, б).

Рис. 4. Зависимость осевого компонента 
разрядного тока от относительной длины 
разрядного промежутка при р = 4.10 -* 
торр: I — I 'а =2,4 ьВ, В — 1500 Гс для 
2—/'а~3 кВ, //=1300 Гс для г/։

Рн< 3 Зависимость энергии электронов, 
ны11!сд1лих из осевого отверстия и центре 
катода и амплитуды ВЧ-колебаний, от от­
носи.'.пион длины разрядного промежут­
ка при р 5 10* торр, В~1500 Гс,/’«(кв) 

/-1,2; 2-2.4

На рис. 4 показаны экспериментальные зависимости осевого ком­
понента тока из отверстия в центре катода от /0Гц исследуемых яче­
ек. Видно, что в зависимости от длины разрядного промежутка при 
данных физических параметрах разрядные ячейки различных диамет­
ров работают в различных режимах: ячейка меньшего диаметра стано­
вится преимущественно источником ионов, начиная с /<1||Т, равных 1,2 
отн. ед., а большего диаметра—начиная с 1,7 отн. ед. Из отверстия в 
центре катода извлекается электронный юк, максимальное значение 
которого для разных ячеек (от 240 до 340 мкА) достигается при 4,™ 
равной 0,9. В этих условиях создается оптимальный режим работы га­
зоразрядной ячейки в качестве источника электронов. Дальнейшее 
увеличение /. приводит к спаду электронного тока. При этом мак- 
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снмум электронного тока Лп>„ С ростом индукции Магнитного по™ 
сметается в сторону коротких разрядных промежутков, уменьшат, 
по величине. С ростом же анодного напряжения его значение увели՞ 
чивается. Максимальное значение ионной составляющей тока из от 

верстия приходится на различные значения рост анодного иапрч 
жения при данных условиях приводит к росту максимального шипе­
ния ионного тока У„:,ЛХ. из отверстия в центре катода

Ход экспериментальных зависимостей свидетельствует о том что 

с ростом радикально меняются структура и распределение прост­
ранственного заряда, а следовательно, и род потока заряженных час­
тиц (рис. 4). Появление ВЧ-колебаинй с изменением говорит о 

переходе от стационарного к динамическому режиму горения разряда, 
когда достигается критическое значение плотности электронов в при- 
анодном слое /'м,, которое зависит от Нч, согласно (|0): 

где /Ар—значение индукции магнитного поля, при которой возникает 
неустойчивость; т — масса электрона; с—скорость света.

В нашем эксперименте лкр в среднем равнялось (3-8) 10псм ’. 
а по данным (10) I011 см՜3.

Из приведенных зависимостей следует, что для возникновения не­
устойчивостей кроме физических параметров важную роль играет и от­
носительная длина разрядного промежутка. Ход экспериментальных 
зависимостей ' = /(/<>.,,) показывает, чго для широкого интервала фи 
знческих параметров неустойчивое состояние возможно лишь для ко­
ротких разрядных промежутков. При больших относительных длинах 
разрядного промежутка в условиях эксперимента нс было найдено кт 
кого-либо сочетания физических параметров, которое бы привело к 
неустойчивому режиму горения разряда. Это хорошо объясняется тео 
рией диокотронных колебаний. Из сказанного следует, что для генери­
рования ВЧ-колебаний, создающих возможность получения потоков 
электронов из газоразрядного промежутка, в нем необходимо создать 
электрическое поле, средняя радиальная составляющая которого 
играющая основную роль в ионизационных процессах, сможет обеспе­
чить интенсивную ионизацию разрядного промежутка. Это, в свою оче­
редь, приведет к достижению критической плотности пространственно­
го заряда в азимутально вращающемся прианодном слое, а следова­
тельно, и к возникновению неустойчивости. Именно изменение олкнл 
тельной длины разрядного промежутка в горящем разрядг и создает 
такое перераспределение компонентов £7 и электрическою пол 1 
(”), при котором возможно выполнение вышеуказанных иловин 
объяснение всех наблюдаемых закономерностей.

Таким образом, изменение относительной длины разрядной) про­
межутка приводит к коренной перестройке режимов горения ра. I: л . 
определяемых перераспределением электрических полей по р< - 
по оси ячейки Пеннинга. Установлена облапь отпоит и > ՝ '.||П
(0,54-6) разрядных промежутков, в которой ра шиваит я .
вости. Выявилось, что контроль за ВЧ.колебаниями разрядного промс- 



жутка может служить дополнительным удобным средством диагности­
ки разряда без какого-либо искажения пространственного заряда. 
Найдено оптимальное значение относи тельной длины разрядного про- 
межутка, при которой ячейки различных радиусов могут служить ис­
точником электронов. Подтверждается непосредственная связь между 
интенсивностью ВЧ-колсбаннй и выходом аномальных электронов. 
Максимальная величина электронных токов достигает 340 мкА.

Ереванский
государственный университет
Ереванский
пела։ отческий институт

II. Պ. 14Լ14>1'8-11ԼՆ. Լ. II. («ԱԴ1ԼԼՅԱՆ, Դ. IL. եՂ1’1Լյ|ԱՐՅԱՆ. I-. I>. Տ1»Ր-ԴեՎՈՐԴ5ԱՆ
•I’liփոխi|ni| 1>ւ՚||ււււ՚ու ji յամբ ս|1>ննին<|ի պարպման մե>> բարձր նա(՚ւա|սա ||ւն տատանումների ցւպոմաս և նրանց 1|ւպմից անոմալ 1,լ I* l| in ր ո ն ն I* րի էներցիա ||ւ վրա ունեցած ազդեցության մասին

Փ որձնականորեն tjntjtj ( տրված, որ ւգ ար։գ ու մա յին միջա կ այրի երկա­
րության անրնդհատ փոփոխումով կարելի է գրգոե/ բարձր Հաճախ ային տա­
տանումներ, որոնր ուղեկցվում են կտտողի կենտրոնից ղուրո եկող անոմալ 
մեծ էներգիայով օմտվտծ էլեկտրոններով։

Դա թույլ է աա/իս ստոր կտտողներով րջիջր օգտագործել որւգես էլեկտ­
րոնների աղբյուր։
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