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МАТЕМАТИКА

К. С. Казарян

Точная оценка меры множества пасходимпс'и д ՛ гя ов Ф рье в 
классе равномерно ограниченных полных ортонормировацных систем

(Представлено чл.-корр АН Армянской ССР А А Талаляном 18/11 19881

Исследования, касающиеся расходимости рядов Фурье на мно­
жествах положительной меры почти всюду, берут начало со знамени­
той работы А. Н. Колмогорова (’). в которой был построен расходя­
щийся почти всюду ряд Фурье по тригонометрической системе. Исто­
рия развития этой проблематики хорошо известна. Непосвященного 
читателя отсылаем к статье П Л. Ульянова (2). Разные математики 
в различное время ставили задачи о распространении теоремы Колмо­
горова на ортонормированные системы (ОНС). ограниченные в сово­
купности. Отметим одну малоизвестную статью П. Л. Ульянова Р), 
где ставилась подобная задача в следующей формулировке: если за­
дана полная ОНС (ПОНС), ограниченная в совокупности, то сушест 
вует ли ряд Фурье—Лебега по этой системе, который расходится па 
множестве положительной меры?

В 1975 г. С. В. Бочкарев (*) доказал, что если ОНС {’Рп}я_։ оп­
ределенных на отрезке |0, 1] функций равномерно ограничена, т. е.

I (/։=!, 2, О)

то существует такая функция /( /io.ii» что ее ряд 9 урье по системе

/(/)֊ V «,(/>»•(<).
В п*|

I
I М/)= (2)

I
расходится на нек пором множестве Е |0, 11. В работе (՝>
был дан отрицательный ответ на задачу о существовании почти всю­
ду расходящегося ряда Фурье для ПОНС {?я}я_։. ограниченного в 
совокупности (см. (’)). Было доказано, что для любого множества 
ОС[0, 1), |0|>0, |О|<1, существует ПОНС ограниченная в
совокупности, такая, что все ряды Фурье по системе почти
всюду сходятся на множестве 6.

Определение 1. Множество Ос|0. 1], |О|>0 называется мно­
жеством сходимости для ОНС {/л}Г_| определенных на отрезке |0, 1]

I э



функций, если все ряды <1 урье по системе почти всюду схо­
дятся на множестве О.

Теоремы 1 и 2 устанавливают точную оценку мер множеств схо­
димости и расходимости для рядов Фурье по ПОНС, ограниченным в 
совокупности через их верхнюю грань. Отметим, что резонансная тео­
рема Сакса в близких вопросах применялась в работах (9 б).

Теорема 1. Для любого А1>1 и любого множества Ос՜ 
С|0, 1|. |д| = 1 —.М՜1 существует удовлетворяющая условию (1) 
ПОНС {'рл)п_։. для которой О является множеством сходимости, 

Используя доказательство теоремы Бочкарева и теорему Сакса 
(см. (’), а также (•), с. 36), нетрудно доказать следующую теорему.

Теорема 2. Пусть ОНС, удовлетворяющая условию 
(1). Тогда существует такая функция что ряд

/(')- 2М/МП,
л=1

гое коэффициенты an(f) определены равенствами (2), расходится 
на некотором множестве 1], |Е|?>Л1-։.

Институт математики Академии наук Армянской ССР

Ч. И 4ltaur3Ub

2iui[iuinuruj*<.ui|i uiufiduitiiDi|Hul| [г|н] urpnGnrifuii|nri|uiA
Ihu if ui l|tu rq L r|i quiunnf !bnir|L|i wirlLrji iniuruid|imnip |U1G 

puiqJmpjuiG *un|i|i ^^qrjiin qGui6uiiniul|ujGp

Sbqjf nihlAj , LtnLjuj[ pLnpLdbLpp.

h n p b J/. BuiGl]U)giuA M^>1 pt||i£li Gc|(), 1 |, |G|=1—Л/ ’
ifnipjiuG КшТшр qnjnipjniG iuG|i iph’l ор|>пОп|кГш||пр։|шЛ 

rujq- 

w|lll-

mbif, Цф.Ц(//« 1, 2, ui|hiHG, np (7-G RiuGq|iuiuGniir I. qniqiu- 
։f |iinin pjiuG pmq il’ni p jn։ R:

P'b n p L J 2. 'l։|igm p |<ч}л । oppnGnp։fuii|npi|uiA u|niuibif J,, ||'ря||

(//=1,2....): Hjq qbiqpniiT qnjmpjniG n։ G|i uijGu||iu|i $o։GI|-
gfiiD, np 

1
/(/)—v an(f)~ f/(/)□„(/)(//,

' /j«| .J
0

;шррр iniuptudT |imn Lif I. E_ [ 0, 1| puiqifni pjtuG *11^ b |f|
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МАТЕМАТИКА
А. А. Алексанян

Оценки, связанные с представлением булевых функций 
посредством линеаризированных дизъюнктивных нормальных форм

(Представлено чл.-корр. ЛИ Армянской ССР А Б Нерсесяном 25/11 19В8)

Линеаризированные дизъюнктивные нормальные формы (л д.н.ф.) 
введены в качестве естественного обобщения обычных дизъюнктивных 
нормальных форм (д.н.ф.) (см. (’•’)) в связи с задачей решения сис­
тем булевых уравнений и представляют собой дизъюнктивные формы, 
составленные из произведений линейных функции.

Л.д.н.ф. обладают основными теоретико-множественными и струк­
турными свойствами обычных д.н.ф. и в то же время имеют сущест­
венные отличия от последних. Например, понятия связности и про­
тяженности д.н.ф. (՛) не имеют аналогов для л.д.н.ф., многие сложно 
реализуемые в классе д.н.ф. функции весьма просто реализуются по­
средством л.д.н.ф. Естественное алгебраическое описание л.д.н.ф. поз­
воляет строить удобные алгоритмы и даже получать аналитические 
решения задач, для решения которых средства алгебры д.н.ф. оказы­
ваются недостаточно богатыми.

Настоящая работа посвящена изучению метрических (количест­
венных) характеристик, связанных со сложностью реализации буле­
вых функций в классе л.д.н.ф.

1. Основные понятия. Пусть Еп — множество вершин /г-мерного 
единичного куба, т. е,

£"“{։ = (а։, ..ал)|։,£{0, I), /=!,.... п} и 
£j = {a^(a։, . . ., ։л)|а££՞, а։ - 3}, 3({0, I).

Ц Множество булевых функций, отображающих £п в (О, I}. зави­
сящих от не более чем п переменных, обозначим через Р(п). Каждая 
функция из Р(п) однозначно представима полиномом Жегалкпна 
(многочленом по mod 2 над полем Галуа G/՝(2)) (*)-

у Класс линейных функций а0-} a։Xj (- ... + «ла:л обозначается че­
рез Цп).

Ц Определение. Функция f£P(n) называется линеаризируемой. 
ГП

■ если /= fl gi, где g£L(n), , т.
■
II Класс линеаризируемых функций, зависящих от не более чем п 

переменных, обозначим через П£(Д).
| Определение. Выражение /1V • • • V/»'» гле Л0։/-(«)» < = 
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= 1...., т, называется линеаризированной дизъюнктивной нормаль­
ной формой (л. д. н. ф.), а число т —длиной л. д. н. ф.

Определение. Л. д. н. ф,, имеющая наименьшую длину 
средн всех л. д. н. ф., реализующих ту же булеву функцию, назы­
вается кратчайшей.

Определение. Функция АГ^ГЩ/։) называется максимальной 
для если и из #'£П£(л) следует

Определение. Сокращенной л. д. н. ф. функции /^Р(п) на­
зывается л. д. н. ф., составленная из всех максимальных для / 
функций. 1

Примеры. Пусть /=л։+...+х„. Кратчайшая л. н. ф. имеет 
длину 2՞՜՛, а длина кратчайшей л. д. и. ф. равна I.

Пусть /^хххг ->■ х3х*т ... 4-.У2л֊1-х.>п Длина кратчайшей д. и. ф. 

равна — (3я—1), а длина кратчайшей л. д. н. ф. равна 2я—1.

Пссть /=x։Vx2V • • • \/хп, тогда длины крат.айших л. д. и. ф. 
н д. н. ф. совпадают и равны п.

Задача минимизации булевых функций в классе л. д. и. ф. сос­
тоит в построении кратчайшей или близкой к ней по длине л. д. н. 
Ф-

В дальнейшем Еп и Цп) рассматриваются в качестве линейных 
пространств над полем GF(2).

2. Класс П/.(л). Введем множества А', /(։) - 1} и Л1(/)֊
g • f 0}. Очевидно, что А1(/) является линейным под­

пространством в L(n). I
Предложение. Пусть f£V\l.(n), тогда кратчайшее (в смыс­

ле количества сомножителей} представление f в виде произведе­
ния линейных форм имеет вид /-П(#!-1), R произвольный ба- 

зис в M(f). 1
Размерность (di.п/) функции ДП/-(д) определяется как число 

п— dim.Vf(/), а степень (deg/)—это степень соответствующего мно­
гочлена Жегалкина. Для /^0 имеем deg/= dimAf(/).

Количество m-мерных линейных подпространств «-мерного ли­

нейного пространства над 05(2) обозначим через
п
т

-коэффициент

Гаусса (*).
Обозначим через |И| мощность множества А. Основные свой­

ства линеаризируемых функций описывает следующая
Теорема 1. Пусть f^.\L(n), тогда I
а) если то dim Л1(/) = л ~ 1; j
б) если / ЛО, то = МЦ f)\ Е"+} —смежный класс по под­

пространству МЦ})(~]Е" ’. Если <fegf-=mt то |А'/|=2Я՜"1 и |Л/1(/)1=5 
=2-|^|;

В) ц /JclesA 'И. /г€П£(.7)}|=2ж
п
т

п
г) |П£(Л)|=1+ V 2" . 

ш -О
П
гп

и
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27(։-0(7))<|П£(л)|^2г(1+0(г)>

3. Метрические характеристики. Оценки, излагаемые и этом 
пункте, получены с помощью методов развитых в работах («•»). 
Принято говорить, что некоторое свойство выполнено для почти 
всех если доля функций, дли которых указанное свойство
выполняется, стремится к 1 при п- по.

Пусть /(',/?/,/) количество функций таких, что g^f
и dim g=m.

Теорема 2. Для почти всех f±P(n) верно

!П

<)П—т
— И

Ш

ПП
т

В случае д. н. ф. соответствующая оценка получается заменой
П на С'" (*). 
т

Пусть |х]—целая часть числа х.
Теорема 3 Для почти всех функций имеет место

(.Нт^^По֊г։л4֊1о^а1ог//| т 1 для всех £&Щп).
Для д. и. ф. максимальная размерность допустимого интервала 

у почти всех функций равна | — 1 (см. |1,2|).
Теорема 4. Для почти всех /гсР(л) длина 1(/) сокращенной 

л. д. н. ф. удовлетворяет неравенствам
Пп{1~՝п^1^/) < Л^П + ’л),

где ая= —— , 3„ = —и 3<а, £(<3+։.
1О£։Л 1о?։л

Соответствующая оценка длины сокращенной д и. ф. для поч­
ти всех функций имеет вид (м)

л(։-&я)1оС11ор«л . 2Я</(<|+1а)1о®»,о*‘я • 2я,

где limon = llm 7« = 0.
Л֊*ОО

Пусть /(л) ~ max 1(f).
/е₽<")

Теорема 5.

< /(л)<2 т(1т0Сг)).

Максимальная длина сокращенной д. и. ф. удовлетворяет неравенст­
вам (’)

Теорема 6. Почти все макси пильные для ( функции 
£П/.(л) для почти всех функций рф (а) имеют размерность, удов­
летворяющую неравенствам

log,« 4 sgdim log2n+3.
Здесь следует особо отметить важное отличие л, д. и. ф. от д



н. ф. В случае д, н. ф. у почти всех функций почти все члены сок* 
ращенной д. н. ф. имеют размерность, близкую к log։log։n см. (•), в 
то время как максимальная размерность равна [log//]4 1- Из теоре* 
мы 6 следует, что почти все члены сокращенной л. д. н. ф. имеют 
размерность порядка максимально возможной — O(logj//),

В изложенных ниже результатах получены оценки для важней­
шей .характеристики класса л д. н. ]•. — длины кратчайшей л. л. и. 
Ф-

Обозначим через F(n) множество симметрических функций из 
Р(п), т. е. функций, инвариантных относительно ли бой перестановки 
переменных.

Пусть .$(/) — длина кратчайп ей л. д. и. ф. функции ДР(л). 
Обозначим через SF\n) =- max S( /).

Теорема 7 (7).

1
«Ч֊2 (I)

л
^SF(n)<const • // /Յլ\"

I I •
\2 /

Теорема 8. Для почти всех f£P(n) имеет место

(1— Еп) • 2՞՜1 с. . 2՞ • log2n , 1։ Л------------------ <cS(/)<const • ---------- Н—, где lime,--0.
2п • logj/z и

Отметим, что в классе симметрических функций достигается макси* 
мум длины кратчайшей д. н. ф. Теоремы 7 и 8 показывают, что 
симметрические функции реализуются в классе л. д. н. ф. сущест­
венно проще, чем почти асе функции из Р(п) Порядок длины крат­
чайшей д. н. ф. для почти всех функций равен 2n-1/(log/i logjlog/zl 
(см. (4’/). Отсюда и из теоремы 8 следует, что почти все функции 
из Р{п) реализуются в классе л. д. н. ф. по крайней мере в 
fl/(log;n • logjlog/z) раз проще, чем в классе д. н. ф.

Автор выражает глубокую благодарность чл.-корр. АН СССР 
Ю. И. Журавлеву за стимулирующие обсуждения.

Ереванский государственный университет

Ա. 1L ԱԼԵՔՍԱՆՅԱՆ
Դծայ նա յյւ| ած ւ||>(| |ւււ1ւ1|տիւ| նորմալ ձևերու| բուստե ֆունկց|ւաներ|ւ 

ներկա յացման հետ կաււբ|ած ցնահատականներ

Հետազոտված են բուլյան ֆունկցիան երի զծ ա յնացվ ած ղի զյունկտիվ նոր- 
մալ ձևերի (ղ. ղ. ն. ձ.) մեէորիկական րն ո է թ ա զր ի չն ե ր ր' կրճատված դ. զ. ե- 
ձ.—ի երկարաթյՈէնր և անզամների չափը* կարճացա յն էլ. ց. ն. ձ.-ի երկարու­
թյուն ր և այլն է Ցույց / տրված, որ Համարյա րոլոր ֆունկցիաներր կարեչի !է 

*
իրականացնել ւյ. ց. )/. ձ-֊ի դասում առնվազն ՚ անդամ ա-

1օջ^« • 1օ^Տ1օտ։/ր
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*ԼեւՒ կարճ բանաձևի օդնրոթյամբ, քան սովորական դիզյ„Լնկս,իվ ն > 
ձևերի դասում, Սիմետրիկ ֆունկցիաների դասի կարճադոլյն դ, դ, Լ. 4 — 
կայացման համար ստացված է, բարդության յոդարիթմի ասիմպտոտհև աո. 
մեքր' n(|0g,3- I). V
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Магнитоимпульсное нагружение проводящей тонкой 
цилиндрической оболочки

(Представлено академиком АН Армянской ССР С. А. Амбарцумяном 18/111 1988) 
•

Развитие техники получения сильных импульсных магнитных по­
лей и создание магнитоаккумулятивных генераторов позволило при­
менять большие давления, воздействующие на поверхность проводни­
ков, что широко используется: при пластической обработке металлов, 
обжатии труб, насадке их с высокой прочностью и плотностью соеди­
нения, формовке плоских листовых деталей, обработке изделий малой 
толщины из хорошо проводящих металлов и др. Теоретические ис­
следования в этой области и выработка определенных рекомендаций 
ныне стали возможными благодаря уже созданной математической 
теории магнитоупругости проводящих тонких тел (1 2).

В данной работе изучается магнитоимпульсное нагружение про­
водящей тонкой цилиндрической оболочки. Полученные результаты 
можно рекомендовать для техники «магнитной штамповки» (3 ’).

1. Рассматривается осесимметричное движение шарнирно Опер­
той круговой цилиндрической оболочки толщиной '2Л, радиусом срз- 
дннной поверхности /?, длиной 21, находящейся в заданном импульс­
ном магнитном поле напряженности В01 (рисунок). Магнитное поле

напряженности Вщ получается при разряде емкостного накопителя на 
систему магннтосвязанных контуров (с электрической точки зрения 
индуктор 1 с цилиндрической оболочкой 2, включенный в разрядную 
цепь магнитоимпульсной установки, можно представить в виде магни­
тосвязанных контуров). Разряд емкое того накопителя происходит в 
10



тот момент (/-"0), когда тело массой М, движущееся 
т’о, ударяется о левый конец упругой оболочки. со скоростью

Отметим, что при линейной постановке задачи должна быть за- 
ранее известной напряженность внешнего магнитного поля, в данном 
случае она выражается формулой (’• •')

^О1(Л. О —՛ 81пш/, (I ।

при этом В^О, когда -1^х I, и равно нулю вне этого отрезка; 
круговая частота разряда; о—декремент затухания. В силу тонко 
стенности оболочки считается, что /10| не зависит от поперечной к ср» 
длиной поверхности оболочки направления.

Выражение (1.1) означает, что электромагнитный процесс в элек 
трнческой цепи представляет собой колебательный разряд,-при этом

1 , 0.5г в , , ,
0=~Г-’ =

где /.„—собственная индуктивность ма։литоимпульсной установки в 
режиме короткого замыкания, /-„—о—индуктивность системы индук­
тор-оболочка, С—емкость конденсатора, причем (5)

/V—число витков индуктора, р0—магнитная постоянная, /—длина ин­
дуктора, Иц—внутренний радиус индуктора, "„—активное сопротивле­
ние разрядного контура.

Величина Во в выражении (1.1) определяется формулой ՝)

£0=-4кл4/|/ у-,

где и—разность потенциалов между обкатками конденсатора.
При исследовании магнитоупругих осесимметричных движений 

цилиндрической оболочки рассматриваем основную разрешающую сис­
тему двумерных уравнений магнитоупругостн тонких оболочек (2 ’)

2Е/1 дги(х, I) , да(х, /) о . №(х, О п
1-У» дх* дх ] дВ►

2£/Р <7*и>(х, /) 2£А ю(х, I) 2ЕК ՝• ди(х, I)
3(1-у’) дх* Г 1->» /?2 1—** дх

д*то(х, I) 
дё

2зЛ+ £7-Яи'Р(*.0+

4՜ э’А1 и д^(Х1 И
Г Т #01 (12)

л<р(х, /)4֊2- •
01 д1

------- I К(х, х0) 
с Л - /

/) «.-֊ =։Ла _! и-------------
де о»

01

II



/)-£,,(л, Г)-г 0&(Х. Г)

с д(

где и -֊осевое перемещение, а?—прогиб срединной поверхности обо- 
лочки, -—электропроводимость, £ и *—упругие константы материа­
ла оболочки. £ ,—азимутальное составляющее напряженности инду­
цированного в оболочке электрического поля.

К разрешающим уравнениям следует присоединить следующие 
граничные и начальные условия (считается, что ударяющая масса бес­
конечно большая):
при

О и 
— = V

д1 0. О, ГМ 
---- О. 
дх*

(1.3)
КГ - О,

о-՝л
Лс2

ди дш и =--- И) - — 0. 1.

х=/, 

при 

/ = 0,

Таким образом, задача движения электропроводящей цилиндри­
ческой оболочки в заданном осевом импульсном магнитном поле (1.1) 
приводится к совместному исследованию уравнений (1.2), граничных 
(1.3) и начальных (1.4) условий.

2. Ядро интегрального уравнения (12) представляет собой (2 5) 
функцию Грина для уравнений Максвелла, имеющую место во всем 
трехмерном пространстве (вакууме), в данном случае (7) частное ре­
шение следующего уравнения:

1 дБ™ и*Еу 1 
дг' г г дг г2 ’ дх* ~ г /?)о(л--ло), (2.1)

где £<г>—напряженность электрического ноля в окружающем оболочку 
пространстве (вакууме), с(л)—дельта-функция Дирака.

Применяя к уравнению (2.1) преобразование Фурье по перемен­
ной х и далее преобразования Ханкеля по переменной г, в оконча­
тельном итоге для Е<р будем иметь

е - ••1.71(^).У1(^М«. (2.2)

Где .7г(х) —функция Бесселя,
Подставляя в (2.2) г--R, приходим к выражению функции Грина 

на срединной поверхности оболочки, которое и представляет ядро ин­
тегрального уравнения (1.2)

К(х, х0) = (2.3)

12



После введения новой безразмерной координаты ։ = £ -
. I • • В

ядро (2.3) примет следующий вид:

^/2’ = М (2.4)

ан
К(л* %) = |* е-1—ч1ся’(Г,)Л| Ь Я . 

О *
При помощи формулы 6.612 (5) ((«) с. 723) ядро К (а, а») можно 

представить так:

К (а <)-Х Г_(«-«оУ+2^ у/ 2* 
/(։-ап)’-Ь4А։ \/(а-«0)։4 4^։

где К(т) и Е(т)— полные эллиптические интегралы первого и вто­
рого рода (8).

Используя разложения эллиптических интегралов в ряды (8), лег­
ко обнаружить, что первое слагаемое в правой части формулы (2.5) 
при а=ао содержит логарифмическую сингулярность In—!—, ВЫ- 

la— ’ol 
деляя которую (2.5 ) можно представить в следующем виде: 

%) = — hi 
~k 4 М«. %) . (2.6)

где Л'(а, ?0) представляет регулярную часть ядра Л'(3. ’о՝-
3. Можно предложить следующие методы решения начально-гра­

ничной задачи (1.2) — (1.4) с учетом (2.4) и (2.6).
Первая формулировка базируется на преобразовании интегродиф 

ференциального уравнения (1.2) в ните! ральное. Для этого введем 
временную сетку, заменив искомые функции сеточной, а производные 
искомых функций их разностными аналогами; таким же образом бу­
дем поступать и с дифференциальными уравнениями системы (1.2). 
Итак, для решения рассматриваемой задачи на каждом шаге времени 
необходимо совместно решать интегральное уравнение Фредгольма 
второго рода и два обыкновенных дифференциальных уравнения (по­
лучаемая система на каждом шагу времени решается на ЭВМ при по­
мощи известных численнных методов).

Теперь сформулируем второй метод решения начально-граничной 
задачи (1.2) — (1.4).

Ищем решение системы уравнений (1.2) в виде
л՝ щг:

I—Мф08—(1—«)• 
т -I

тс՛ V wm(£) - sin---- (1—а).
2

2

(3.1)

13



Т>п,(^Тт(7), 
т • I

удовлетворяющем условиям свободного опирания на концах (1.3). Ве­
личина • считается на концах линии интегрирования а = ±1 конечной, 
так как величина .' по физическому содержанию задачи (' 2 )долж- 
на быть непрерывной из области оболочки через граничный контур 
оболочки во внешнюю область. В (3.1) Тт («) представляют собой 
многочлены Чебышева (8).

Теперь подставим (3.1) в уравнение (1.2); при рассмотрении пер­
вых двух уравнении системы (1.2) примем обычный процесс ортого­
нализации. а при рассмотрении интегродифференциального уравнения 
(12) примем метод ортогональных многечленов (9 *°).

Метод ортогональных многочленов базируется на замечательном 
свойстве классических многочленов: они являются собственными функ­
циями многих интегральных операторов. В частности (91°), имеет 
место соотношение

1

՝ ”|»֊-1
о

!1о='п2’ ։< (3.2)п 
п

означающее, что многочлены Чебышева Тп (а)—собственные функ­
ции интегрального оператора с логарифмическим ядром, а —его 
собственные числа.

В результате подстановки (3.1) в систему уравнений (1.2) прихо­
дим к линейной системе обыкновенных дифференциальных уравнений 
относительно неизвестных коэффициентов //т(Л, ®т(0, <МХ)» которая 
с учетом начальных условий (1.4) решается на ЭВМ с помощью ме­
тода Рунге—Кутта.

Итак, определяя решение начально-граничной задачи (1.2) — (1.4), 
тем самым определяем основные разрешающие функции задачи и(х. /)։ 
то(х. /), з(х, /), —^^0 Зная величины этих основных функций, 
их можно подставить в известные формулы работ (?։) и определить 
остальные расчетные величины исследуемой задачи. В частности, лег- 

дю(х, /)
ко определяется величина —- -----в различных точках числового отрез-

о/
ка *£( — /, /), которая будет представлять скорость точек срединной 
поверхности оболочки при магнитоимпульсном нагружении.

ЛенннаканскиА филиал
Ереванского политехнического института 
им. К. Маркса
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Ս. Լ 11ԱՐԴՍ5ԱՆ2աղւ։րդիշ թարակ պանական թաղանթի մաղնիսսփմպոպսւպին 
թե ոճավորումը

Ուսումնասիրվում 4 հոցակապորեն ամրացված բարակ պանական թա­
ղանթի աոանցքասիմ ետրիկ շարժումը, Լրր այն ցանվում / իմպուչսային ա- 
ոանցքա (ին մադնիսական դաշտում :

Բերվում է բարակ թաղանթի մադնիսատոաձդականոէթ յան երկլափ տե­
սության որոշիչ հավասարումների համակարդր։ //»սումնա սիրվում է ին֊ 
տեգրա֊դիֆերենցիաչ հավասարման կորիղի բնույթը և ձևակերպվում են 
դրված խնդրի լուծման մի քանի մեթոդներ։
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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

С. М. Мхитарян, С. 3. Петросян

О решении одной смешанной краевой задачи для 
неоднородного полупространства с прямой линией 

раздела граничных условий

(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР Б. Л. Абрамяном 9/III 1988)

Основные результаты по исследованию контактных и смешанных 
задач теории упругости для канонических областей с прямыми линия­
ми раздела граничных условии подытожены в (*՜5).

В данной статье, развивая положения (б), приводится замкнутое 
решение одной смешанной задачи для упругого неоднородного по сте­
пенному закону полупространства с прямой линией раздела гранич­
ных условий.

1. Пусть упругое полупространство z<0, отнесенное к правой 
прямоугольной системе координат Oxyz, обладает изменяющимся по 
глубине по степенному закону Л’=--/д]г|* ) модулем упругос­
ти и постоянным коэффициентом Пуассона. Для него рассмотрим 
следующую смешанную краевую задачу:

«։(х, у, z)|z_0=/(x, у), иу(х, у, z)|r_o = .c։x. у) ((х, у)(ш);

"хДх, у, z)|-uj=Ty,(x. у, г)._0 0 ((х. vk-11/w): (1.1)
оДх, у, г)|, о Ч(Х. у)£'.); и .i'y.iig—0 (л* у’ ! -2—ocl;

п { ' — >֊<<Х. у<Ъ©}; II ={ .- 11; л^О. — 'Х,

гд - -I , и . //. 1.О ЧПО сь-j счете ։։։•!. .о Ах, у) / (л, у)-наперед 
за ш ! где ф чкеш; :олупл jck .С!И <ч.

Ji основ: t м р v/лтатов и < (•'•’) решен е (I ) снсдем к рс- 
|՛ vh । । след , । tf.t систем:J интегралы! -л х уравнен й па ш: 

♦ f
(X . у -7,)| 1-З.ДХ- .)=А* - (х — , у т,)

си

°» ( I (х 0(у-։>)/?"3~’(Х-:, у rJrf;^Tj=/(X, у), (1.2)
с/ V о»

J J — 3 ՜ у—7i)p(s՝. j j Х?-’-’(х ֊(, у - -VjHM-

+h«(y-’i)։/?“։(x—S, у—օ()խ(Լ r,)d'd7t=g(x. у),

>?(•<. у) = (х։+у։)'/2; о։^|к(1— .)7|-։о,Г( 1+в)|( 1-0/1;֊(Н



».-2|«(1-4<1-"».(Ц ’)Г(1+.М;; ։. (| и)/2

Здесь р(х, у) и 9(л, у)—неизвестные картельные напряжения и пб 
лести » вдоль осей Ох и Оу соответственно, а ,, )>.,Рд+_ комбина­

ции упругих постоянных полупространства, которые приведены в

Применяя к обеим частям 
по переменной у, сведем ее к 
уравнений

системы (12) преобразование Фурье 
системе одинарных интегральных

О»

• ' I
о

4тд(|/-п|)]^(и)^и_|_

сг

</ 
о

&23£пХ (/֊ н)[/—«|-’/2/С/2(|/ —
о

(1.3)
-V /• 

и\)Р*(и)<*и+

о
Х[й3‘-\;|/֊//|К1(./2(|/-п1)|7ипИм = р|-2։.^(/):

1'1*- /, р|^«: /,.{*)--Л(/ |ф = Л(/). >М*) £х(//|'|)- ?,((). 

рМ~р,(‘/1 |)--=р#(О, <7.(х)-<74//|/|)- 7,(0; *=■(*—1)/2;

»;=/г(14-у)2֊'/2Г֊1(14-е)&1; 02* /^2 ’'Т֊։( 1 +0»։:

я; |/п(| -0т|-։(1 Н)»м2-'։[(1֊0Л:+(1 ')<!;

*
(р,(х); 9ЛХ); /,(х); г»(х)}= | {/7(л, у); д(х, у); /(х. у); £(х, у)}с ‘(/у.

— <ж
В (1.3) Л\(х) —известная функция Макдональда.

2. Решение системы уравнений (1.3) представим в виде беско­
нечных рядов (0</</х>)

Р*(0 = е֊'/’V Хя£;(20, </.(/)=<?-'/’V Гя//(20, (2.1)
л* о *1-0

с неизвестными коэффициентами А'л, )'л. Одновременно положим

/.(/) е-'/* V Л£’(2/). Я.(Л=е֊//։ V А^Д2О. (22)
л—0 я-О

В (2.1)—(2.2) £’(/) — многочлены Чебышева—Лагерра, причем в (2.2) 
коэффициенты /л и ёп считаются известными.

Далее заметим» что на основании свойств четности функций 
/(*. у) и ё\х, у) по у вместо системы (1.2) можно рассматривать эту 
же самую систему, в которой функции /?(;» у<), <?(Е» >')• А (л • к ՝
заменены соответственно функциями Р±(՝, т/)» /±(^»
<±(*>уК где 4



т4) г,) • /<(с, т)), у(Е, т})֊Ь^_(£. ’?)։

Дх, у)=/Дх, у)4֊/_(х, у), £(л-, у) = ^Дл, у)+£_(х, у);

/+(х, —у)= ^/±(х, у); />±(£, —7))= ±р±(5, ^); д±(1, -*.)= +<7±'«. ^),
причем без ограничения общности одну из соответствующих друг 
другу двух функций из /+(х, у). £±(х, у) можно положить равной 
нулю. Для определенности возьмем

/(А у) = /«.(■*, у), #_(х, у)֊ О.
Тогда

Р'(Х ։ (] /(X) - Р>(х )> Л „ с А „, ) п 1 „ ( Л ~0, 1 «... ).

Учитывая эти равенства, можно положить У„ //„. где /„—вещест­
венные коэффициенты, подлежащие влесте с коэффициентами Хп к 
определению, и можно считать <ф>0.

Теперь (2.1) и (2.2) подставляем в систему (1.3) и учтем указан­
ное обстоятельство. В результате после использования известного 
спектрального соотношения для многочленов Чебышева—Лагерра 
(г֊3) и некоторых преобразовании и вычислений интегралов систему 
уравнений (1.3) сведем к следующей системе линейных конечно-раз­
ностных уравнений:

2*0®45„+1—т}п+1)Ч֊(*։—3)(5„+1-г’1л+։)֊2(?л+а4-’1л+2)=аР>
(23)

^^+1)-2(;п֊^)ф(>։֊3)1Е„+,֊тя+1)^Л<1։) (л «О, 1. 2, ...);

с„ = (7„_։ —Г/„, т(я- )/„_։—1/„; <7л-1 = Г(/2 - 1 — >)Г֊1(л)А’Л_1.

1\_։ = Г(л-1-х)Г֊3(л)/п_։; >0- (!->)/(! ,•»); ’,«()-»)/(!)••*);

й, - л;/д;։ ап ֊ ->-2*(/;-/;+,^хг^/2! (1 + >)։а,х
(24)

ХЛ;Г(֊х)]-։; а<2> = а<1'ЧЛ<’); «(•»- а„Н-ЛЯя(7л+։-

— ?„^/п+2фрп-11/„+1 — Р„ 1/„֊| г; - р„_։(7„+| — р„£/о+2 4֊ *։ал1/„ 1 я+2;

ап« 1 + ՜' _ (3+>)(1-Ь) _ (3֊Н)(1-И)»
2л • 1 ֊> 2(л-П(3-») 2(п |-1)(2л֊г 1-»)(3֊>)’

3 1 + у_______ 1-у__________ 1-'»
2лфЗ-у 2(п+2) 2(«+2)(2л+3-у) ’

Отметим, что в системе уравнений (2.3) в соответствии с пове­
дением коэффициентов при п—<х> выделены их главные и регуляр­
ные части, которые расположены в левых и правых частях, соответ­
ственно, этих уравнений.

Далее положив

Рп — Ъп т)/։, Цп—I — 4՜(л = 0, 1,2,...); с» = (2*о0,֊г—3)/2, (2.5)
систему уравнений (2.3) представим в виде

<7„+1—с,дп^-- — а^/2—2>0»^„+|; (2.6)
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рп+у-С֊1ря^Ь^12с,-2^/с. (л = 0, 1,2, ...), (2 7)

Считая правые части уравнений (2.6) и (2.7) известными, запишем 
их решения (’):

<!•- 1^,-2-^' с:-*֊Ч<։«>+4»05л.+,|; (2 Я)
л=о

л—1
Р^Р^֊п Н2с)-'V с֊"+*+>|^)-4м0Мл+։| (/г = 0, 1,2, ...). (2.9)

Л-0

Теперь при помощи (2.4) и (2.5) в уравнениях (2.8) и (2.9) при п 
= 1,2,... возвратимся к прежним коэффициентам ип и 14. В резуль­
тате после некоторых преобразований относительно этих коэффици­
ентов получим следующую систему линейных уравнений:

П 4
+ V ОДИ, -С<'>:

А-1 Л-1

(2.10)
п п

1 (п- 1, 2, ...),
Л--1

Ядра и правые части О0 (Л/ = 1,2) системы (2.10) выражаются 

через параметры *0, х։, <՝,, «я, •>, формулами весьма простых
структур, причем в выражения СЧ° линейно входят коэффициенты 

^о- Очевидно, что при помощи определенных формул решение 
системы (2.10), т. е. коэффициенты и„: Уп (// - 1.2,...), можно вы­
разить через коэффициенты (70; Ио, для определения которых нуж­
ны дополнительные условия.

Для определения этих условий на основании известных асимп­
тотических (формул для многочленов Чебышева—. 1агерра (’) нахо­
дим, что для равномерной сходимости рядоз (2.1) на любом отрезке 
|г0, Л1] (з0>0, М>0) оси Т достаточно, чтобы Хп, ¥П-О(п ') 
ОО, п - -оо). Отскиа вытекает, что необходимо, чтобы ՛ п, I л—О 
(п-*оо), или т,,,-0 (л—схз), или же рп, (]п—0 (п «о) Следова­
тельно. в силу (2 8) искомые дополнительные условия при с.= 1 
имеют вид

<7о 2-։£|^ >1 0;
Г“ (1

(2.П)

д>+2-։ £ [^2»-4'0Ммл1=и.
Л֊О

Если 1, что, как показывают анализ и необходимые вычисления, 
имеет место в довольно широком диапазоне изменения параметра 
в [0. 1) включая окрестность точки >» = 0, то из (2.8) будем иметь

~'| т Ь0В,^+1 ]=0;
А-0

(2.12)

Ро-2^^1+^*?/2=О-
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Второе условие (2.12) получено при помощи следующих рассужле- 
ннй. Очевидно, что левые части (2.6) и (2.7) переходят одна в дру­
гую формальной заменой с, на с՜1. Поэтому ввиду равноправности 
коэффициентов и </п_| в отношении их поведения при л-»оо коэф­
фициенты рп относительно с 1 должны иметь при п- оо такой же 
порядок, какой имеют коэффициенты । относительно с„ Это тре­
бование и приводит ко второму условию (2.12). При с,<4 условия 
(2.12) в определенном смысле поменяются местами и нетрудно их 
выписать из (2.8).

Если теперь условия (2.11) или (2.12) или же подобные нм ус­
ловия при с,<1 записать в коэффициентах (/„, \7п (л=0, 1, 2,...) я 
принять во внимание сказанное выше отн< сительно системы (2.10), 
то придем к системе из двух линейных уравнении относительно £/0; 
1'0, которая вместе с (2.10) замыкает систему определяющих уравне­
ний обсуждаемой смешанной задачи.

Далее отметим, что введя новые неизвестные коэффициенты
\^2к=Ук (Л=1, 2, ... «),

систему (2.10) можем записать в виде 
2л

(2.13)

где /у., и Ь, элементарным образом выражаются через 1ЛпЦ и 
Матрица системы (2.13) \\!/.г\\ имеет квчзитреугольную форму, кото­
рая при помощи элементарных преобразовании привощтся к треу­
гольному виду. Такая матрица имеет обратную матрицу с Элемента­
ми, выражающимися через элементы //., в явной форме, что позво­
ляет записать решение системы (2.13) и тем самым системы (2.10) в 
замкнутом виде.

R частном случае *=0, т. е. в случае обычного упругого полу­
пространства, вследствие того, что ал=3„=0, регулярные части в сис­
теме (2.3) исчезают и эта система в коэффициентах и Уп допуска­
ет следующее простое замкнутое решение;

л —1 л—1
4/я=-1>«а0 - V (,и_։+ад+։)_2(|о V а,-

1-։»? V (а*+1—а*_|) (а_х=0; л—1,2, ...); 
й-0

Ц>-֊^ав. Ц)=»?а0;

0?=а«/16(1֊а); »°=о(2-о)/16(1 -о). ал=> (Гп֊Гя)^2£0/=( 1 +«)’

В заключение отметим, что на основании результатов из (’) можно 
найти смещения в области П/«и.

Институт механики Академии наук Армянской ССР 
Ереванский политехнический институт им. К Маркса
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Ս, Մ. ՄհհՕԱՐ^ԱՆ, Ս. R, ՊԵ8ՐՈՍծԱՆ 
1ևղիղ զծով բաժանվող սահմանային պայմաններով անհամասեո կիսաւոարածության համար մի խաոը եզրային խնղրի լո։ծման մասին

Լ'ստ խորության աստիճանային Օրենքով փոփոխվող աոաձգականու թ յան 
մոդուլ ունեցող կի ս ատ արած ութ յան համար դիտարկվում Լ խաոր եզրային 
խնդիր, երբ վերջինիս եզրային մակերևույթի մի տիրույթում' կիսահաըթոլ- 
թյան տեսքով տրված են հորիզոնական ոլղղութ յամբ տեղափոխոլթ յունների 
բաղադրիչները, իսկ մնացած մասի վրա շոշափող լարումների րաղադրիչ- 
ները հավասար են զրոյի, ընդ որում լարումների նորմալ բաղադրի լը ամե­
նուրեք այղ մակերևույթի վրա հավասար Լ զրոյի։ ¥երիշև— Լազերի րաղման- 
դամների մեթոդի օղնությամր խնդիրը նկարագրող ինտեգրալ հավասարում­
ների համակարգը բերվում Լ գծային վերջավոր տ ա րրե ր п ւթ յունն ե րի հավա­
սարումների համակարգի, որը թույլատրում է փակ լուծում։
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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

А. Ф. Минасян. В. С. Тоноян

Об одной задаче для неоднородной полуплоскости с вертикальным 
конечным разрезом

(Представлено чл-корр. АН Армянской ССР Б. Л. Абрамяном 4/1У 1988)

Смешанные задачи для составной плоскости и полуплоскости с 
трещиной и первая основная задача составной полуплоскости рассмот­
рены в работах ('“ ՛).

В настоящей работе рассмотрена плоская задача для упругой не­
однородной полуплоскости, разрезанной вдоль линии раздела материи 
лов, начиная от горизонтальной границы.

Полуплоскость состоит из двух однородных и изотропных квад­
рантов с различными упругими свойствами, линия раздела материалов 
которых перпендикулярна к границе полуплоскости. Разрез имеет ко­
нечную длину. На границе полуплоскости и по краям разреза заданы 
векторы напряжения. Поставленная задача сводится к определению 
бигармонической функции фдх, у) в области правого квадранта и 
Ф։(х, у) в области левого квадранта. Ищем функции Ф,(х, у) (/=1,2) 
в виде суммы двух интегралов Фурье 

Ф|(*, у) ^-(3) + (— 1)/+'ах5,(з)]ехр| (— 1 )/аХ]С03(*у)(/а-+-

<х
յ |С/(ЗНРуО/(3)|ехр[—^խօտ(խր)ԺՅ 

о
при /=1, 0<х<ео, 0<у<^пс, а при 1=2, —ос<^х<^0, 0<3'<С°°» Здесь 
А(з), В.(з), С,(3), 0/(3) (։ — 1, 2) неизвестные функции, подлежащие 
определению из граничных условий и условий полного контакта двух 
материалов вне разреза. Граничные условия и условия полного кон­
такта двух материалов вне разре.а рассматриваемой задачи имеют 
вид:

3<0(х, 0)=/։(х), ^(х,0)=/։(х), 0<х<оо;

ар(х, 0)=/։(х), г«(х, 0)=/<(х). -оо<х<0; (2)

Оп)(0, у)=ОР»(0, у) = ?(у). у) = х<2)(0, у)=0, 0<у<а;

Ц(0. у) = -0,(0, у), 1Հ(0, у) ֊ 1/։(0, у), а<у<оо; (3)
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о«;>(0, у)-в?>(0, у), тО>(0.у) = хР)(0, у). а<у<оо.

Используя обычные формулы для напряжения и перемещения, выра­
женные через бигармоническую функцию Ф,(х. у) (»), удовлетворяя 
условиям (2) и (3) и используя формулы обращения преобразования 
Фурье, получаем:

АС

</7 —
о о

(4)

О

ОО 
2 Г а3>

----------— (1т.\
(«’ + ?*)’ (5)

?ЗД) =

и
| /,(х)>1п(?х)б/х+ —

~Р и ^Р

<т
' гМ2(а)б/а

1 Га.Д>(я)У+^;
(б)

рад)»
о и

- 4 ( Л(*)$1п(3х)</х- I Л(х)$1п('М)с1х- 
кр Л "Р и— •» —ОС

-1 ('.’Л,։.)
о («•+?՛)■

О

13£։(а)
а։4-33։

«? 3

О

а
и

О

о

г(7)б/Т](а«+р.)1(а«+1»)« П« ‘ I ' 1 7) Т](а» + р«)»(а« + т»)’

о и о и

о о

а2Яа(а) - 2гАх(а)

(7)

СК

у*/Л( 7)4/7
(а«+7։)։

4>* < 73Р,(7)4/7 , 
« ] (’։+7։)։

О

“ и V* “Г! / 
О

(8)
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4֊ — С + — I — 1 /4(х)е—(9)
Я 3 (։’+?)’ к .) «Л

О и О
I

и системы парных интегральных уравнений:
<х 

М*(а)/։+^(а)/։—£?(а)1со8(яу)йа=0, а<у<сю;
О

(10)
<ж
| М1(а)/։—в^(я)/։—£^(«))81п(ау)4/а = О. а<У<оо; 

О

рА*(а)С05(ау)</а=/(у), 0<у<а; 

О
(И)

ОС

^а|А'(а)-£’(а))зй1(ау)</а = 0, 0<у<а; 
• / о

где

£1 Е։ Ег Е։

аА։(а) = А*(а); 7В։(а) = ^(а); ав։(а) = Ва’(а); 
• л

ГЛ^5Ц5-+ Г^у-ЦО/лгпЛ);
- Л -^ +у .1о о

«£-,„) 8»՛ С т*О.(т)^ &■* 7 ^РДтМт
'' ' ՜ г.Е,) («•+!“)• -£,3 («•+!’)■

о о
ГГ *х
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для решения системы (10) и (11) введем новые неизвестные 
ф(/) и *У(О следующим образом:

а

Д;(а)/։ + /^(։)/2-2:;(а)= Ф(/) /0( а/у//;

О

(12)

л;(а)/, л;(а)/։-Е;(а)

Подстановке (12) даег возможность тождественно удовлетворить 
уравнениям (10). Для удовлетворения уравнениям (11) прео разуем 
правые части уравнений (12) следующим образом. Заменяя функции 
У0(яО и Л(։/) на соз(аг) и з!п(аг) с помощью интегрального .под­
ставления Пуассона, меняя порядок интегрирования и интегрируя по 
частям полученные выражения, учитывая при этом, что /7'(а) - 0; 
$'(<։) ~0; 5(0) = 0, затем решая систему уравнений (12) относительно 
зД‘(7) и а5*(’)՛ подставляя найденное значение аД*(з) и аВд») в 
уравнение (И), продолжая при этом функции Н'{г) и 5'(г) на ин­
тервале (— а, 0) соответственно нечетным и четным образом, получим 
следующую систему сингулярных интегральных уравнений:

а
г/. \ -Л 1 /^'(^) . И- ч

(У)-------- ------- </г-У,(у);
3 г-у

-О
(13)

где

/Иу)+
—а

(14)

Умножая второе уравнение системы (13) на г и складывая с первым 
уравнением, получим следующее сингулярное интегральное уравне­
ние:

. . . / /.Г /(г)с1г .... .
/,(у)+ — • ֊ — = ՝Г(У)՛

г /։ J г-у
֊а

(15)

где введены обозначения

•$'(у)-Н^(у)=7.(у); ^|(у)1-/1‘։(у)>ч(у). (16)
1акое уравнение рассматривалось в работах (’■•). Используя резуль­
таты работы (։), получаем:

х(у)= __________ !_________ Г(Н-а)'-(г-Д1~ Ч.(Г|^+
И р^(у4-а)|"л’(у-а)/я 3 г—у

—а
25



(у4-а)'“'"(у - а)т (17)

гп—------ /о; -
2 I (18)

гч.

Н=1-ед; 8 = 1пЛ/2п;
сч.

Ч*1(У) ’ 7^1(7) ^\(7У)^Т+ 1 7^։( и7г(7У)^Т + <“1(У)։

и О

ч\(уЬ■ 7^»(т) ^(7УМ7֊ 7А( З^зЬуМт Н°г(у):
о

^■(ТУ>=-

О

|(1֊7У)—
2

2 . 2 УЛ(1-7У) с~1У>

К ։(7У) У7։----- --
•7 £^2

• -г 7(1 -ТУ) (19)

ил

о

^(7У) =

2 р I' 
о

е~1У-------- 3- хе-п/4 4-

8
2

8

^(7У) _ ■гув-т>4----------*— (24-зу-41у)^-1у.

Подставляя значения функций Д*(а), £*(2) 113 (12) в (5) 11 (7)՛ учиты­
вая при этом (19) для определения О։(£) ?£\(₽); Ог(н) - ?7Л(г*). по­
лучаем систему интегральных уравнений Фредгольма второго рода, 
которая после некоторых преобразований примет вид:

О>(?)»<-,1(?)+
О ()

(20)
<х> ОС

О»(₽)=^(Ю+ ( 0։(7)/<э(7;3^7+I <Л(тИ«(7; Мт. 
0՜ о

где АД;;/)—функции, выраженные через М'Хт, у) 0' 1,2, 3.4), а 
ЙДн) выраженные через функции шДу) (/- 1,2) и Л>(-<) (/1=1,2, 
3,4).
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Для решения системы уравнений (20) сперва покажем, что

। |К1(ъ Р)|^т4’ 
и

|К,(ъ

(21)
СС Ои

Действительно, каждое ядро К,(ь ?) (1=1, 2, 3,4) имеет вид, анало­
гичный приведенному в в работе (։). Используя результаты оценок, 
приведенных в работе (։), доказывается, что неравенства (21) имеют 
место. Решая систему интегральных уравнений (20) методом после­
довательных приближений, получим выражения функций О։(з) и 
О։(?). Далее пи формулам (10), (14), (12), (8), (9), (4), (6) последо­
вательно можно определить все искомые функции, а следовательно, 
и напряжения и перемещения в любой точке составной полуплоскости.

Напряжения г<։’(х, 0) и «^(х, 0) вне разреза на линии х = 0 вы- 
ражаются через функции С?։(1) и О։(т) следующим образом:

□'0(0, у) - з7>(0, у) = со$31п ——
—я* у — а

2ЦI 1 ;у)+
о

а

Ц-'\(ту) 

н 2н

у —а
-----------1^д(ЮсО5о1п

1г
՛ /у1—а*

2— 7(1-7У)4-

у֊а

—и

/ Ц^у)
1‘ а

о
а
Г /г2 -а2
] '֊У
— а

1Г,(тг)51пг1п —։ ‘ ' г — а
у-а г+а у—а 

1Г|((г)со$61п —— —— (1г—

2 (1-7-3-[\՛) е-У
2

__  ('гН’(г) я /1“>1(У) 4 /, СХА(Х^(/Х_ 
/։(/։4֊/3),) г*-У3 2 "£2 Л(4+^)3 Л'2 ‘у2

о 0

_ 4 /д 7՜ х^(х)их 2_ /8 Г х/,(хх/л _
Ш+Ц) х2 + у2 « /։(/,+/з)о.‘ *Ч֊у։

27



_ ճ . Հ ն-1 । х/9(х)с1х 2
ы, + £։ յ •«*+/ * ^է^ւ( հ + և) } А2 է у* |

Институт механики
Академии наук Армянской ССР

Ա. Ъ. 1Ո»ՆԱՍ8ԱՆ. Վ. II. ՏՈՆՈՏԱՆ
Пн|||ш11шյաց վերչաւ|ււг 1ւԼւլէ ււվ աննամասեո 1|իսահւսւ՝|>ււ ւ|> ।ան նւսմաՐ 

մի իւնզւփ մասին
Ներկա աշխատանքում դիտարկված Լ, >որիղոնական եզրիր սկսած նյոլ֊

թերի բաժանման գծի երկայնքով ճեղքված, անհ ամ ասե ռ առաձգական կիստ, 
հարթոլթ յան համար հարթ ի^դիրր* *1 ի ս ահ ա րթ ութ յուն ր կազմված Լ տարբեր

ա ռաձգական հատկություններով երկու համասեռ և իզոտրոպ քառորդ հար֊ 
թութ յուններից, որոնց նյութերի բաժանման գիժը ուղղահայաց է կիսահար֊ 
թության եզրին։ ճեղքը ունի վերջավոր երկարություն։ Կ ի ս ահ արթ ո լթ յ ան եզ֊

րագծի և ճեղքի եզրի վրա տրված են լարումների վեկտորը։ Խնդիրը լուծված 
Լ Ֆուրյ եի մեթոդով։ ՒստեդրԱան անհայտ ֆունկցիաների որոշումը սկզբում

բերվել է զույգ ինտեգրալ հ ավասարումն երի հ ամ ակարգի լուծմանը, որն էլ իր 
հերթին բերվել է Ֆրեդհոլմ ի տիպի ինտեգրալ հավասարումների հ ամ ակար գի
լուծ մ անը։ 
բանաձևեր

Ապացուցված է սյյր} համակարգի լո. ծ ելիոլթյոլնր ։ Ստացված են 
կոնտակտ ա յին Նորմալ լարումների որոշման համար։
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Члсн-коррсспопдснт АН Армянской ССР В. А. Джрбашян

Сохранение полного момента при атомных и 
ядерных переходах с испусканием фотона

(Представлено 15/П 1988)

Трудности в понимании полных угловых моментов, испытываемые 
традиционной теорией, особенно наглядно проявляются при рассмот­
рении переходов между вращательными уровнями в четно-четных яд­
рах. Энергетические спектры большого числа таких ядер содержат 
уровни с /“=0-}-, 24-, 44՜,.. (’)■ Например, при возбуждении ядер 
72Н1՜180 нейтронами наблюдалась (2) схематическая картина, изобра­
женная на рисунке. Энергии возбужденных уровней ядра найдены из­
мерением энергий фотонов, испускаемых при девозбуждении ядра, а 
для определения квантовых чисел квадрата момента измерялись так­
же угловые корреляции фотонов. В качестве у-спектрометра и детек­
тора при определении направления фотона использовался кристалл

Ю7Лд'

65?

507
95 
С

Схема вращательных уровней ядра т-НС*0. Слева 
приведены квантовые числа квадрата момента и 

четность, справа—энергии в кэв

11з схемы следует, что эти уровни являются вращательными, т е. 
описываются формулой.

1Ь
*27

(1)

где 7-момент инерции ядра, одинаковый для всех уровней.

Эксперимент 
Е,,: £Т1=5: 2,30 
£7,:Ет,«1,54 
Е},: £1։^1,34

Теория 
7 : 3^2,33

II : 7~1.57
15: 11 а 1.36.

Поскольку энергии и углы, определяющие направления испускае­
мых фотонов, измерены, свободные фотоны имеют определенный им­
пульс к. Они описываются компонентами вектора-потенциала, которые 
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являются собственной функцией оператора импульса. Определенным 
моментом обладают циклические компоненты

где

Т7е'*Г/Ь (<7&°. ±1)’

(ех /еу1, е0 = е

(2)

(3)е

— компоненты веки ра поляризации.
Но определению (Л4) оператора спина фотона л՝ф, обусловлива­

ющего оператор поворота коипонен он поляризации, имеет место

х'\'</ = 11/2<1<7, -з>е4 , (з=0, ±1). (4)

Т. е. оператор $ф удовлетворяет теореме Вигнера-Эккарта для спи­
нов. с квантовым числом квадрата, равным единице. При этом в ка­
честве спиновых ф\ нкций выступают циклические компоненты поля­
ризации

Мы у ;е установили (5). что плоская волна удовлетворяет соот­
ношению

(з = 0, ±1), (6)

где орбитальные операторы

£' =—/И|гу,.} (6а)

и £>=֊.-(ЩЛу*| (7)

связаны с вращением компонентов радиус-вектора г и импульса Л, 
соответственно. Принимая во внимание также (4) и ввозя оператор 
полного момента свободного фотона

£*4-хф. (8)

получаем 7Ф’Д,-!»’-/(Лф 1)Дв, (9)

>.4,-МД,. (10)

Здесь квантовое число квадрата полного момента 1. Та­
ким образом вектор-потенциал, описывающий фотон, удовлетворяет 
уравнениям того же вида, что и волновая функция свободного элек­
трона (5՜7) или электрона в центрально-симметричном поле (8), но 
с другими квантовыми числами полного момента.

При повороте на угол—? вокруг оси г компоненты вектора-по­
тенциала в новой системе А получатся от исходных Д9 с помощью 
оператора поворота

Д^Я/Д^е'?7* ьД,=е'«”Д,. (И)

Мы пришли к заключению, что свободные вдали от ядра фотоны с из­
меренными, т. е. определенными, импульсами, не могут иметь кванто­
вого числа квадрата момента, отличного от единицы. Этот факт ни­
кем не оспаривается. Никем не оспаривается также утверждение, что 
при ядерных и атомных переходах должен иметь место закон сохра- 
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нения момента. В частности, квантовое число /. квадрата момента, уно­
симого, по выражению Ферми (9), фотоном, должно удовлетворят!, 
соотношению

1Л — I /\<Ь< 1I/. 02)

Поскольку, согласно сказанному выше, принимается, что для фотонов 
с измеренными импульсами /. = 1, а из упомянутого эксперимента с 
72^/՜' следует, что /,— // — 2, то соотношение (12), вытекающее 
из закона сохранения, не удовлетворяется. Установлено, что упомяну­
тые переходы являются электрическими квадрупольными Нельзя 
преодолеть возникающее затруднение в рамках традиционной теории 
Ссылка на то, что свободные фотоны могут находиться как в состоя­
ниях с определенным импульсом и поляризацией, так и состояниях с 
определенным моментом (отличным от единицы) и четностью, не вы­
держивает критики. Состояния этих двух типов взаимоисключающие 
Свободные частицы в состояниях с определенным моментом в тради­
ционном понимании никем еще не обнаружены. Наблюдение свобот- 
ных частиц с произвольным определенным импульсом исключает эти 
состояния также для фотонов.

Таким образом возникает дилемма. Либо мы должны принять, что 
не существует закона сохранения момента при излучениях, либо су­
ществует недопонимание в вопросе о том, что такое угловой момент.

Ранее мы обратили внимание на то, что такое недопонимание су­
ществует в традиционной теории при определении полного момента 
частицы в центрально-симметричном поле (8) и свободной частицы 
(5՜7). Была предложена возможность преодоления затруднений. Под 
физическими величинами в квантовой механике понимают собствен­
ные значения операторов, действующих на волновые функции. Сохра­
нение квадрата и проекции полного момента как собственных значений 
операторов, полученных из вращательной симметрии пространства, 
имеет место как для частиц в центрально-симметричном поле, так и 
для свободных частиц. Это позволяет ожидать, что при использовании 
указанных правильных операторов величины квадрата и проекции пол­
ного момента будут сохраняться также при атомных и ядерных пере­
ходах.

Волновая функция '1Г системы, состоящей из атома или ядра, взаи­
модействующего с излучением, дается решением волнового уравнения 
(1°)

/Ь — (13)
о!

где Но—гамильтониан атома или ядра, ,—гамильтониан поля из­
лучения в формализме вторичного квантования

МИДФ(ЛГ*,) = Х с; ,с*-,-1ь'Ф(Л'а,) Л^ЬФ(ЛМ.
* я'

Гамильтониан взаимодействия атома или ядра с полем излучения Н1<3 
имеет отличные от нуля матричные элементы, если числа фотонов в 
начальном и конечном состояниях отличаются на единицу.

В нашем случае, когда рассматривается лишь переход /֊-/ (не
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рассматриваются последовательные переходы), Вайскопфом и Вигне­
ром показано (|0 '2), что решением (13) является

‘Г - ^^Л.И,ф(0о)-| V .М/։
»1у<*

1»л|/4։|£/ЛЛ1|. О*х>|»е/;у.н/Ф( 1*л).

(14)
Здесь

, е֊(Г//»+^/Ьм . _______ 1_______ . е-<г,/24 ।
Ег-Е, -Ь-№/2 '*

При строгом рассмотрении атомных переходов в качестве оператора 
энергии взаимодействия следует пользоваться выражением, вытекаю­
щим из уравнения Дирака

Н„=-1е^А 4 74-4։)^-г>74| V (-|)<1_^4 ъд4|։
«-о.±1

(15)

где X—компонент оператора четырехмерного потенциала в формализ­
ме вторичного квантования

(16)

При /=0, 1 компоненты поляризации е\ совпадают с ея формулы
(2), е, = /.

Используя уравнение Дирака и условие Лоренца, вклад компонен­
ты ?. = 4 в волновой функции (14) можно выразить через остальные 
компоненты. Это приводит к замене Нп, на Нц и вероятности испус­
кания лишь поперечно поляризованных фотонов.

Рассмотрение излучения по своему характеру задача нереляти­
вистская. В этом приближении из уравнения Дирака получается, что 
биспнноры Те/и заменяются на спиноры фГ/Л1, а матричный элемент 
<£7//ЛЪ, П*,>-на матричный элемент, следующий из
уравнения Паули, т. е. на выражение, являющееся частным случаем 
предыдущего в нерелятивистском смысле. Однако если в нем величи­
ны, касающиеся электрона (волновую функцию, массу, заряд, магнит­
ный момент), заменить соответствующими величинами, согласно урав 
нению Паули, оно будет применимо для произвольной частицы с ко­
нечной массой. Согласно Ферми (9), этот матричный элемент может 
быть использован также при рассмотрении ядсриых переходов.

Покажем, что применение упомянутых выше правильных опера­
торов момента позволяет доказать сохранение полного момента при 
атомных и ядерных переходах.

Этот закон заключается в том, что волновая функция системы 
(14), кроме волнового уравнения (13), удовлетворяет также уравне­
ниям

>ст2’Г~Т1’л(//4 1)4', ЬМД՜, (17)

где оператор полного момента системы

(18)
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Здесь циклические единичные лекторы Е±1 >-
I, /՝ -единичные векторы, направленные вдоль осей координат.

Выражение (18) фактически представляет собой сумму соответст­
вующих выражений связанного электрона, для которого не дает 
вклада (''), (или ядра) и фотонов. Оператор £' не повторяется, по при­
чине того, что имеет дифференциальный характер и что электрон (яд­
ро) и фотон взаимодействуют в одних и тех же точках г. Справедли­
вость уравнений (17) для первого члена волновой функции системы 
(14) очевидна. Оператор (18) нс действует на коэффициенты , и Ь,. 
|№ равняется вероятности остаться в начальном состоянии системы 
в промежутке времени (0; / ]. Втораячасть волновой функции (14) опи­
сывает переход системы с начального состояния в конечные с испус­
канием фотона. Квадрат модуля коэффициента при 4 I 
равен вероятности перехода в данное конечное состояние в том же 
промежутке времени [0; ]. Используя (15) и (16) для части волновой 
функции, относящейся к переходу, получим

1 Л,<£///.!<,,

=1 ,гн/</лг,5ф7|/.Л(>К/т(»*?А|е,<1ЧЬ,,).
11к ’

(19)

Здесь функция/?(//) выражается через произведения 9-', 6-/, 3-/сим­
волов Вигнера и радиальных интегралов. Не приведя конкретного ви­
да этой функции, отметим лишь, что благодаря ее свойству выраже­
ние (19) представляется как сумма двух членов, соответствующих 
электрическому и ’магнитному переходам Выражение под знаком вто­
рой суммы является двойным рядом Клебша—Гордана. Таким же обр։- 
зо.м представляется выражение, полученное из уравнения Паули. Оно 
имеет более простои вид

՝’/<?*
- ֊2^,,у' ™ (-о'(у)У (5^ х,<>т>^

XI ?*). (20)
.И,.И ' '

где <Л||Р(К)||//>- привезенный матричный элемент 2£-польного элек­
трического (при 7=1) и магнитного (при 1=0) момента, а ^1'>и(,,*?>)~ 
соответствующая векторная шаровая функция с компонентом векто­
ра е^Ф(1»7). Из (20) следуют как известные вероятности для указан­
ных переходов (4), так н вероятность смешанного перехода.

Воздействуя оператором 7'ист на выражение (19). учитывая срав­
нен ия

= Ъдеч, - ЬтГ։т(1>»?»). (2;Н֊л,)Ф£///<м/= (21)
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и свойства коэффициентов векторного сложения, получаем то же 
выражение (19), умноженное на 1)Л1ь т. е. второе из уравнений (17) 
имеет место. Притом

Ь/И/==Н(Л1/+Л/), где ИЛ! = !ф« + </). (22)

Если вместо оператора Л"" воздействовать общим циклическим 

компонентом ֊Л1ИТ (о=0, ±1), получим выражения, частными случая­
ми которых (при с=0) являются (22). Согласно теории углового мо­
мента (и) эти выражения можно представить в векторном виде

где £ = /+$'”. (23)

Из упомянутых выражений получается также первое из уравне­
ний (17). Таким образом ясно, что закон сохранения полного момен­
та имеет место благодаря тому, что оператор (18) содержит как 
оператор Ь', действующий на углы радиус-вектора, так и опе- 
ратор £*, действующий на углы й*?* импульса фотона,

В векторных равенствах (23) £—момент, который теряет атом 
или ядро при испускании фогонз. Часть этого момента расходует­
ся на спин фотона, а другая часть 7 —<а создание анизотропии в 
распределении излучения. Последняя возникает благодаря взаимо­
действию фотона со связанным электроном или ядром, вследствие 
чего излучение может быть недипольным. Т. е. квантовое число £, 
удовлетворяющее равенству

(£*+$г)։>Дн = Е։£(£-|֊1)Ггм(, где

= £<//*. *Ф#Л1> Г^(Млк,Ф(1*,), 
тд

(24)

может быть боль не единицы. Из свойств коэффициентов векторного 
сложения и векторных шаровых функций, входящих в (19) и (20), 
следует, что £ удовлетворяет соотношению (12) и не может быть 
меньше единицы. Т. е. объяснение результата опыта с 7։^/|М, приве­
денного вначале, состоит в том, что момент начального уровня ядра 
// расходуется на момент конечного состояния Л, спин фотона и 
на то. что вероятность излучения оказывается зависящей от направ­
ления испускания фотона (и). Собственной функцией проекции и 
квадрата этой части момента является И/ш(йА^Л). Для нее имеет мес­
то второе из уравнений (21) и

£*Т/от(1»й^) = Ьг/(/+1)Г,т(Ьт). (25)

При отсутствии оператора £А в уравнениях (17) в суммах (19) и 
(20) остался бы лишь член с / = /п=0. Это противоречит как извест­
ной теории излучения, так и многочисленным экспериментам. В част­
ности, в эксперименте с :։7//180 переходы с наблюденными испуска­
ниями фотонов были бы запрещены, потому что из свойств коэффи-
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циентов векторного сложения следует соотношение ,
Кроме того, из-за Гм(пл1>й)=|//4г излучение всегда должно было 
быть изотропным, что противоречит, в частности, известному эксир 
рименту Ву (*•).

Бюраканская астрофизическая обсерватория 
Ереванский физический институт

Հայկական !111Հ ԴԱ |>4(>ակից անդամ Վ. Հ. ՋՐՐԱՇՅԱՆ
Լրիվ մոմենտի U|uifiu|iuGntJp ֆօտոնի արձակմամք ատոմային 

և միջուկային անցումների մամանակ
$ույց է տրված, որ ւարստ ֆոտոնո ունի լրիվ մոմենտ, որի րաոակասու 

քվանտային թիվր հավասար է /֊/" Աաոմների և միջուկների ճառագայթման 
մամանակ լրիվ մոմենտի պտհպանոլթ յունր (I 7 ) ա պ ա ց ո ։ ցվ ո լմ / միալն 
համակարգի օպերատորի ճիշտ րն արության դեպքում (18)1 Վերջինիս համար 
որպես հիմք Լ ծառայել հեղինակի նաիւորդ աշխատանքներում գտնված, տա­
րածության իգոտրոպոլթ յունից րխորլ մասնիկի (րիվ մոմենտի օպերատորր։ 
1:աղմաթիվ փորձերի արդյունքների ր ա ց ա տրո ւ թ յան ր կա յանում Լ նրանում, 
որ ֆոտոնի արձակման մտմանակ ատռմի կամ միջուկի կորցրած մոմենտի 
մի մասր ծախսվում Լ ֆոտոնի սպինի վրա, իսկ մնացածք' ճառագայթման 
րաշիւման մեջ անիգոտրոսլիա ստեղծելու վրաւ

ЛИТЕРАТУР А—9 Р11։«и.ЪПЬР-ЗПЬЪ

1 О Бор, Б. Моттельсон, Структура атомного ядра. т. 2. Мир. М., 1977. ’ J.
Mlhellch, G. Sharff-Ctoldhaber. М. McKeown. Ph vs Rev., v. 91 (19.54). J И. Роуз, 
Поля мультиполей. ИЛ. М, 1957. 4 А. И. Ахиезер, В Б. Берестецкий. Квантовая 
электродинамика, Наука, М„ 1969. 5 В А. Джрбашян, ДАН СССР, т 254, № 5 (1980) 
• В. А. Джрбашян, Изв АН АрмССР. Физика, т 16. № 1 (1981). 1 В А. Джрбашян. 
ДАН АрмССР т. 80. № 3 (1985). 8 В 4. Длрбашян, ДАН АрмССР. т 82. № 2 
(1986). ’ Э. Ферми, Ядерная физика, ИЛ. М, 1951. 1С В. Гайтлер, Квантован тео­
рия излучения. ИЛ, М , 1966. 11 И. Welsskopf, Е. Wigner, Zelt f. Phvs, v. 63 
(1930) ,։ В. А. Джрбашян, Канд, дне М.. 1357. ’» .4. Эдмондс, в сб.: Деформация 
атомных ядер, ИЛ. 1958. » С. S. Wu, Е Ambler, R. W. Hayward е. a., Phys. 
Rev., v. 105 (1957).

35



ՀԱՅԿԱԿԱՆ 1111Հ ԴԻՏ11Ի1>3||ԻՆՆԵ1'Ի ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ԶԵԿՈԻՅՏՆԵՐ
ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР
ТГГ— —~ — ж_ „րր-ՂՏՀ - ЖД“ "Г- ■ ■’'■ ■ - мпиж^яиш^леж- ._ ՜ -.  -у - _լ.\ճ\\11 1988 1

УДК 621396.22.029 7

ФИЗИКА

А. В Оганесян

Плошость вероятности тока фотоприемника при приеме 
излучения, прошедшего турбулентную атмосферу

(Представлено чл.корр АН Армянской ССР Р А. Казаряном 21/111 1988)

При исследовании высокоэффективных оптических информацион­
ных систем возникает необходимость определения статистики флук­
туаций тока фотопрнемника при наличии флуктуаций принимаемого 
излучения, а также дробовых и аддитивных тепловых шумов, сопро­
вождающих преобразование оптического излучения в электрический 
сигнал. В получены выражения плотности вероятности рй^) тока 
г для фотопрнемника, работающего в режиме ограничения тепловыми 
шумами. В этом случае предполагается,՜ что коэффициент внутреннего 
усиления фотопрнемника О достаточно мал, и поэтому дисперсия ֊/ 
тепловых шумов / значительно превосходит дисперсию з." дробовых 
шумов. При приеме относительно слабых оптических сигналов, когда 
возникает необходимость применения фотоприе.мников с достаточно 
большим 0, условие з՜’ нарушается и полученные ранее выра­
жения л0(/‘) неприменимы. В работе получены выражения рп(>) при­
менимые при любых соотношениях между и с*,  тем самым сни­
мается ограничение на режим работы фотопрнемника.

В атмосферных турбулентных каналах без наличия рассеивате­
лей время когерентности \ прошедшего через канал амплитудно- 
стабилизированного излучени I <Ю~3с (’). При этом для высокоин­
формативных оптических систем с шириной полосы пропускания А/7 

практически всегда реализуется условие ~с^> (’■’). Тогда, прнпи-
А/7

мая, что при приеме амплигудно-сгаоилизированного излучения плот­
ность вероятности флуктуаций тока фотопрнемника описывается нор­
мальным распределением (’•*),  для временных интервалов ±К^'С 
плотность вероятности тока I можно представить в виде

ехр (1—г1е֊1ш )» 
2(’-о -7Ш)

з’>)

где среднее значение тока, обусловленного информативным излу­
чением, /1։,—среднее значение аддитивного шумового тока, обуслов­
ленного фоновым излучением и темновым током фот опрнемника, а£р= 
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=Иш Ь0*) —дисперсия аддитивных шумов, оаг=^Г^։ Т—температу­

ра, /? э випалентное сопротивление нагр эки фотоприемника, й 
постоянная Больцмана, а=2гАГ0, с заряд электрона. Величина г в 
(I) соответствует значению нормированных к среднему флуктуаций 
мощности информативного излучения на входе фотопрпемника. Кор­
ректность (I) ограничивается ошибкой аппроксимации*  е(<) (2)

* Соответствующая формула в (2) содержит опечатки.

где

I —ег!(с,, 4-Нш г* схс\
2^2ф(^+7ш)-}-а2) Р 2а 2°т ' 4

с _ с _ 1_ 1
’ 2(а(4-|֊/ш)+а2г) ’ 2 а?֊ ' а ’

О
еН(с։, >^с1)= (2/с։/-) ( ехр(—с։х։).7х.

(2)

.Численный анализ (2) показывает наличие максимума ета։(/0) у е(г) 
(%—точка максимума). При этом с постом (/«-) Гш) ев,|Х(г'о) быстро 
убывает. Так, при з?=0.8мкА։, 0=103, Д/7=10!’Гц, (1е Чш), равном 1 
и Юм кА, еПм(г0) равны соответственно — 1,5 10 8 и 2.9- Ю՜58, что 
составляет 6.4 • 10՜*  и 2 • 10~* 3°о от значения д>(т0), задаваемого (I) 
при отсутствии флуктуаций принимаемого излучения (2=1). Наряду 
с этим наблюдается увеличение етз(<) с ростом О Гак, при увели­
чении О до 10*  ошибка в р(10) для /с-+-/ш=1 мкА составляет 14"0,вто 
время как при 0 = 103 составляла 6,4 • 10՜*%.  Таким образом, соблю­
дая определенную осторожность в выборе соотношения между пара­
метрами, входящими в (2), можно добиться требуемого уровня 
ет։։(4), ограничивающего сверху величину ошибки в р(().

Для временных интервалов, больших %, величина г в (I) явля­
ется случайной и плотность ее для турбулентных атмосферных кана­
лов хорошо аппроксимируется логнормальным распределением (‘ ). 
Тогда для достаточно больших временных интервалов стацио­
нарную плотность вероятности р0И) тока I можно представить в виде

. ехр а-
(3)

о ш(
где о2—задаваемая турбулентным каналом дисперсия 1п2. Перейдя в 
(3) к интегрированию ио 1пс и применив метод наискорейшего спус­
ка (1։), для ра(1) можно получить следующее выражение: 

Ро(О =
ехр --(’/2?-

3гг0^/?)։ ! ։ |б-0 I о^3;( т—/-~о

(4)
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где 7=/ — Г<-г0—?ш, ?=а^г+ а г0 определяется из уравнения

7г0?с/₽4- ^22՝1(.'2^ ֊ аг0?г/23 - (1пг0+ в;/2)/о2= 0. (5)

На рис. 1 изображены кривые р0(/). По оси ординат отложены 
значения До(О, по осн абсцисс—значения I п микроамперах. Для

Рис I Кривые плотности вероятности 
флуктуаций тока на выходе фотоприем- 
ннка при доминировании тепловых шумов

всех кривых ЛА=106Гц, 0=103, 1С~ 1мкА, о2г=0, 8мкА։. Из кривых 

1, 2, 3 (о2 соответственно равно 0,25, 0,5, 1,5 н гш=0,1мкА) видно 
влияние уровня турбулентности атмосферного канала на статистику 
флуктуаций тока фотоприемника. Кривая 4 соответствует случаю 
/ш = 1мкА, 22с- 0,25. Для всех кривых с^=з(теч֊։ш)=;0,032мкА։<о2г= 
= 0,8мкА2. Несмотря на это, сравнение кривой 4 с / показывает, что 
даже в случае ограничения режима работы фотоприемника тепло­
выми шумами, когда С1 относительно велико, влияние дробовых шу­
мов может быть значительным. Гак, помимо смешения кривой 4 
вправо по сравнению с /, что характерно для режима ограничения 
тепловыми шумами (см. (2)), происходит увеличение дисперсии 
флуктуаций г; кривая 4 шире кривой /. Более того, даже при пре­
небрежимо малом ։ш ^0,1 мкА по сравнению с 1С также наблюдается 
некоторое различие. Для сравнения на кривую 1 наложены дискрет­
ные значения р0{1). взятые из (’) для случая 3^=0. Из рисунка вид­

но, что при совпадении параметров 4, а2г. °2 все же существуют 
различия между плотностями вероятностей в обоих случаях, особен­
но при больших отклонениях I о. г,. Различия являются следствием 
больших отклонений мощности принимаемого оптического сигнала от 
ег,> сре днего уровня, когда вклад др бовых шумов сигнального тока 
может быть значителен из-за большой величины г, задающей вели 
чину шсперсии дробовых шумов сигнального тока —с2,: 2-г*-  па вре­
менных интервалах Па рис. 2 показаны кривые А<(*)  для слу­
чая, когда Кривым /, 2, 3 соответ -зуют значения О, равные-
103, 10*,  10*.  Для всех кривых Л 100мкА, /ш=ЮмкА, =^=0,8мкА։, 
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э^ = 1.5. Из кривых видно, как меняется статистика I, когда для сох­

ранения заданного уровня /г=100мкА уменьшение уровня оптичес­
кого сигнала на входе фотопрнемника компенсируется увеличением

Рис. 2. Кривые плотности вероятности 
флуктуаций тока на выходе фотопрнемнн- 
ка при доминировании дробовых шумов

коэффициента усиления фотопрнемника. С ростом О дисперсия флук*  
туаций / резко возрастает. При этом существенное изменение пре­
терпевает статистика I в области малых значений г. в то время как 
в области положительных I при больших отклонениях I от 4 статис­
тика флуктуаций I определяется в основном уровнем турбулентности 
атмосферы. Наряду с этим, из кривых видно, что их максимумы за­
даются в основном величиной 1Ш. Указанные особенности будут иг­
рать решающую роль в формировании эффективности приема отно­
сительно слабых оптических сигналов оптимальными и каазиопти- 
мальнымп приемными системами.

Резюмируя, можно заключить, что помимо того, что полученные 
выражения снимают необходимость выбора режима работы фотопрн­
емника, они более точно описывают статистику флуктуаций тока на 
выходе фотопрнемника, чем ранее известные (’), полученные для фо- 
тонрне.мннков. работающих в режиме ограничения тепловыми шумами.

Институт физических исследований
Академии наук Армянской ССР

Ա. Վ. 2Ո<ԱԱՆՆԻՍՅԱՆ
Ֆոսւորնւ]ոմփչ|ւ հոսանքի տատանումների բաշխումը 

աո ։ րբու|ենւո մբսպււրտււվ անցած հաոացայթման 
ընդունման դեպքում

Դիտարկվում /, մթնոլորտային կանալի աղմուկների ադղե ցութ յուն ր ֆո֊ 
ա որն ղուն ի չի Լյային հոսանքի տատանումների Հավանականության բաշխ­
ման վրաւ Հաշվի են տոնվում ինչպես կոտորակային, այնպես Լյ քերմային 



աղմ ոլկներր։ Ստացված արտահ այտութ յունն երր հանում են ֆոտ ո ընդունի չի 
ռեժիմի ընտրման անհրաժեշտությունը է բացի այդ նրանը ավելի ճշգրտորեն 
են նկարագրում Լյային ագղանշան ի տատանումների վիճակագրությունը, քան 
մինչ այդ հայտնի արտ ահ ա յտութ յուններր , ոըոնը նկարագրում են ագդանշանի 
տատանումների վիճակագրությունը ջերմային աղմուկներով սահմ անափակ֊ 
ման ռեժիմում աշիւատոդ ֆո տ ո ըն դունի չի \ամարւ
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Влияние фосфолипазы А; на перекисное окисление липидов 

(Представлено 31/111 1988)

В последнее время широко дискутируется вопрос о взаимосвязи 
процессов перекисного окисления липидов (ПОЛ) биомембран и их 
ферментативного гидролиза при состояниях, характеризующихся уси­
лением перекисного окисления, в частности при стрессе. В недавних 
наших сообщениях на эту тему были представлены данные об усиле­
нии ПОЛ (') и активировании фосфолипазы Аг (ФЛ Аг) (2) при им- 
мобилнзацнонном стрессе. В некоторых работах (3) усиление ПОЛ 
прямо связывают с активированием ФЛ А2 как поставщика основных 
субстратов переокисления—ненасыщенных жирных кислот. Однако в 
последнее время появилось несколько сообщений (4 5) об ингибирова­
нии ФЛ А2 липидной пероксидации. Для внесения ясности в этот воп­
рос мы задались целью изучить непосредственное влияние ФЛ А2 на 
ПОЛ в модельной системе.

Эксперименты проводили на субклеточных фракциях печени ин­
тактных крыс—микросомальной и митохондриальной, которые полу­
чали методом дифференциального центрифугирования в 0,15 М КС) 
(6 7). Полученную суспензию митохондрий (0,7—0,9 мг белка) инку­
бировали 30 мин при 37°С в среде, содержащей 5 мМ сукцината Ха, 
120 мМ КН2РО4, 5мМ трис-НС), рН = 7,6, 1 мМ СаС12 и 0.1 —10 мкг/мл 
ФЛ Аг, полученной из яда 1X1. 1\а]аНа|а Микросомы инкубировал ։ 
аналогичным образом, но в среде содержался лишь трис-НС), рН = 
= 7,6, СаСЬ, 0,1 —10 мкг/мл ФЛ Аг, (белок 1 — 1,2 мг). После инку­
бации определяли уровень ПОЛ по накоплению малоновою диальде­
гида (МДА), измеряемый ТБК-тестом в НАДФН2-завнсимой системе 
(8). Кроме того, изучали также фракционный состав и количество 
свободных жирных кислот (СЖК) методом газожидкостной хромато­
графии (9). Белок определяли по Лоури. Полученные результаты об­
рабатывали статистически, применяя непараметрнческий критерий Унл- 
коксона—Манна—Уитни ('°).

Как и следовало ожидать, количество СЖК под влиянием ФЛ \2 
резко увеличивалось (табл. I, 2) в обеих исследованных фракциях, в 
основном, за счет ненасыщенных жирных кислот (НЖК). Если содер­
жание основного компонента ненасыщенной фракции—пальмитиновой 
кислоты практически не изменялось, то уровень НЖК, особенно ара­
хидоновой кислоты, возрос в 22,5 раза в митохондриях и в 16,2 раза 
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в микросомах. Все это свидетельствует о чистоте и активности исполь­
зуемого образца ФЛ А։.

Активность ФЛ Аг обнаруживается больше в митохондриях, не­
жели в микросомах (”)• Возможно, это следует из большей ненасы­
щенности митохондриальных фосфолипидов по сравнению с микросо­
мальными. Этот феномен хорошо иллюстрируется нашими данными, по 
которым ФЛ Аг высвобождает из фосфолипидов митохондрий намного 
больше НЖК (табл. 1), чем из фосфолипидов микросом. Это отража­
ется также на росте индекса ненасыщенности ( + 167,4% в митохонд­
риях и +20% в микросомах).

Одновременное изучение ПОЛ при действии ФЛ А2 выявило рез­
кое ингибирующее действие этого фермента на липоперсокисление. 
Инкубация ФЛ А2 с микросомами приводила к подавлению ПОЛ в за­
висимости от концентрации фермента, в то время как в митохондриях 
наблюдалось полное подавление при всех использованных концентра­
циях ФЛ А2 (рисунок).

՛«։

5 6

Подавление накопления МДА 
в митохондриях и микросомах пече 
ни крыс при действии различных 
концентраций ФЛ А2: /—10 мкг/мл 
ФЛ Аг ; 2—5 мкг/мл ФЛ А/, 3—

1 мкг/мл ФЛ А>;
/' — 10 мкг/мл ФЛ А։; 2‘—1 мкг/мл 

ФЛ А2; 3'—0,1 мкг/мл ФЛ А?;

Роль ФЛ А2 при подавлении ПОЛ некоторыми исследователями 
(*) трактуется как одно из звеньев антиоксидантного ферментативно­
го процесса, осуществляемого в клетке системой глутатион-глутатиоч- 
трансфераза-глутатионпероксидаза. Так как эти ферменты находятся 
в цитоплазме и проникнуть в гидрофобную зону мембран, где идет 
цепной процесс переокисления, они не могут, то по мнению этих авто­
ров происходит активирование ФЛ Аг, отщепляющей уже окисленные 
жирнокислотные остатки, которые, диффундируя в цитоплазму, под­
вергаются восстановлению этой системой и уже не могут служить ис­
точниками радикалобразования для дальнейшего продолжения ПОЛ. 
Эта точка зрения довольно обоснованна, однако, по нашему мнению, 
остается пока недоказанной первичность индукции ПОЛ и вызванно­
го этим активирования липолиза. Возможно, что последовательность 
событий тут как раз обратная, и продукты липолиза (СЖК. лизофос-
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Таблица 2

Таблица /
Влияние ФЛ А} на качественный н (.оличественный состав 

___________________СЖК (в нм/мг белка и %) в митохондриях

Фермент 14:0 15:0 16:0 16:1 18-.0 >8: 1 18:2 2'1:4 Сумма Индекс нена­
сыщенности

С ФЛ
Аэ

2.3
0.8%

1.0
0.3%

40.2
14.4%

0.6
0.2%

18.75
6.7%

75.0
26.8%

6.8
2.4%

135.6
48.4%

279.6
100%

225.4

Без ФЛ
Аа

1,15
1.6%

о.з
0.4%

33.85
18.4%

0.4
0.5%

3.6
5» 1 %

14.5
40.8%

10.0 
14-3%

6-0
8<6%

69.8
100%

*4,3

Влияние ФЛ Аа на качественный и количественный состав СЖК 
1 (в нм/мг белка н %) в микросомах

Фер­
мент

14:0 15:0 16:0 16: 1 18:0 18:1 18:2 20 = 4 22:6 Сумма
Индекс 
ненасы­
щенности

С ФЛ 2.9 2.8 20.4 4.6 7.2 27.7 18.8 105.6 15.1 205.2 283.9
Аа 1.4% 1-3% 9.9% 2.2% 3,5% 13-5% 9.2% 51.5% 7.3% 100%

Без ФЛ 3.4 1.2 14.0 6.2 3.4 14-9 6.1 16.2 15.7 236.4
Аэ 4.1% 1.5% 17.2% 7.6% 4.2% 18.4% 7.5% 19.9% 19.3% 100%

фолипиды) могут сами подавлять ПОЛ. Последнее предположение мо­
жет оказаться весьма полезным при обсуждении вопроса о разных ви­
дах ингибирования ПОЛ в микросомах и митохондриях. Можно ду­
мать, что причиной этому может быть, как уже отмечалось выше, 
большая ненасыщенность фосфолипидов митохондриальных мембран 
по сравнению с микросомальными, хотя даже низкие концентрации 
ФЛ Аг высвобождают значительное количество НЖК, подавляющих 
ПОЛ. В то же время относительно меньшая ненасыщенность микросо­
мальных фосфолипидов приводит к тому, что при падении концентра­
ции ФЛ Аг так же резко уменьшается уровень свободных НЖК и со­
ответственно усиливается ПОЛ.
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մեծ քանակությամբ չհագեցած ճարպաթթ ուներ։ Բ ացաՀայտված ( ֆոսֆոլի֊ 
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վրա։ Միկրո ս ո մն երում այդ պրոցեսը կախված ք ի տարբերություն միտո֊ 

քոն դ րի ո ւմն ե րի դ, ֆերմենտի քանակի ց*
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Влияние экстракта паращитовидных желез на синтез ДНК 
а лимфоцитах из различных иммунокомпетентных органов человека

(Представлено члкорр. АН Армянской ССР С. А Мирзояном 1/IV 1988)

Рядом исследователей было показано, что паращитовидные желе­
зы (ПЩЖ) могут осуществлять гормональный контроль пролифера­
тивной активности тимоцитов (' г), клеток костного мозга крыс (3). 
селезеночных лимфоцитов (4) и др. Гормоны ПЩЖ осуществляют 
свое действие обязательно в присутствии инициирующего количества 
ионов Са (5), однако механизм их воздействия до настоящего време­
ни неясен. Известно, что в ряде случаев в процессах активации задей­
ствована система циклических нуклеотидов (б).

Нами была сделана попытка выявить роль митогенных рецепто­
ров в активации лимфоидных клеток человека гормонами ПЩЖ.

Эксперименты проводили на лимфоидных клетках человека. Их 
получали не позже, чем через 2—3 ч после смерти в патанатомнческом 
отделении НИИ скорой помощи им. Склифоссофского. Стерильно за­
бирали аортальные или легочные лимфоузлы, селезенку, тимус. Весь 
материал обрабатывали тут же и готовили стерильные лимфоцитарные 
суспензии, которые отмывали два раза средой 199, центрифугировали 
при 1200 об/мин 10 мин, затем наслаивали на градиент фиколла 1,077 
г/мл и центрифугировали при комнатной температуре от 25 до 30 мин. 
В контрольных экспериментах в полученной фракции с плотностью 
меньше 1,077 г/мл в основном обнаруживались лимфоциты (более 95%) 
и в небольших количествах моноциты. Полученные лимфоциты разво­
дили до концентрации клеток— Х1^' в 1 мл и культивировали по ме­
тодике, описанной ранее (7).

Во время получения суспензии лимфоузлов приходилось неодно­
кратно отмывать клетки от смолистых веществ и угольной пыли, в 
большом количестве присутствующих в этой ткани. Отмывали клетки 
столько раз, чтобы первоначальный серый цвет суспензии сменился на 
бледно-розовый. В некоторых случаях остатки эритроцитов лизирова­
ли при помощи раствора хлористого аммония с бикарбонатом калия и 
^цЭДТА. В качестве модулирующего агента использовали экстракт 
ПЩЖ, получаемый из паращитовидных желез половозрелых быков и 
коров.

О синтезе ДНК судили по скорости включения меченого тимидина 
(«Ргайа» ЧССР) в ДНК, определяемого методом (7).

Как видно из рис. 1,«, введение полученного грубого экстракта
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П1ИЖ в культуральную среду, содержащую лимфоциты из селезенки, 
в дозе 0,01 мг/мл вызывало небольшое (и 1,4 раза) увеличение вклю­
чения меченого тимидина в ДНК, увеличение дозы до 0,0-1 м1/мл при­
водило к снижению синтеза ДНК в 1,2 раза, а Ю-кратное увеличены-?

Рис I Включснгс меченого тимидина в ДНК в спленоцитах 
человека л—под действием различных доз грубого экстрак­
та ПШЖ; б— при добавлении 0,08 мг/мл конканавалина А;

в—при добавлении 0.3 мМ/мт ксф&нна

первоначальной дозы вызывало снижение синтеза ДНК приблизитель­
но в 2 раза. \ ՝ ■<> > .Л.

В тимоцитах (рис. 2,а) доза препарата 0,01 мг/мл практически к՛ 
влияла на синтез ДНК, 4-кратное увеличение дозы снижало синтез в 
1,5 раза, а 10-кратное увеличивало включение меченого тимидина в 
1,4 раза. *

Рнс. 2 Включение меченого тимндина в ДНК в тимо­
цитах человека Обозначения те же, что на рнс. 1

В лимфоцитах, выделенных из лимфоузлов, 0,01 мг/мл препарата 
не влиял на включение меченого тимидина в ДНК, а дозы препарата 
0,04 и 0,1 мг/мл вызывали увеличение включения меченого тимидина 
в ДНК в 1,6 и 1,5 раза соответственно (рис. 3, а).

Эти данные свидетельствуют о том, что препарат обладает имму- 
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номодуляторнои активностью и способен изменять пролиферативную 
активность лимфоцитов из различных иммунокомпетентных органов 
человека.

Рис. 3. Включение меченого тимпанна в ДНК в лимфоцитах, 
выделенных из лимфоузлов человека Обозначение те же, 

что на рис. 1

Для выявления возможности конкурирования исследуемых гоо- 
монов за митогенные рецепторы был использован конканавалнн А 
(Sigma, США).

Добавление в культуральную среду, содержащую спленоииты че­
ловека, конканавалина А в дозе 0,08 mi/мл или 0.004 мг на лунку не 
приводило к изменению синтеза ДНК при дозе экстракта 0,01 мг/мл. 
Увеличение дозы препарата в 4 ргза приводило к увеличению синтеза 
ДНК в 1,3 раза, а 10-кратное увеличение дозы—к 2-кратному увели­
чению включения меченого тимидина в ДНК (рис. I, 6). В тимусе 
(рис. 2,6) добавление конканавалина А уменьшает включение мечено­
го тимидина в ДНК при дозах препарата в 0,01 и 0,04 мг/мл в 2 и 
1,6 раза соответственно, а в дозе 0,1 мг/мл не влияет на синтез ДНК. 
В лимфоцитах, выделенных из лимфоузлов (рис. 3, б), в присутствии 
конканавалина А препарат в дозе 0,01 мг/мл уменьшает синтез ДНК 
в 1,4 раза и увеличивает его в дозах 0,04 и 0,1 мг/мл в 1,4 и 1,7 раза 
соответственно.

Эти результаты позволяют предположить, что не существует кон­
куренции за митогенные рецепторы между грубым экстрактом П1ЦЖ н 
конканавалином А в лимфоцитах из всех трех органов.

Известно, что кофеин потенцирует действие гормонов, работаю­
щих через цАМФ (8). Было показано, что паратиреоидный гормон сти­
мулирует пролиферацию тимоцитов, причем кофеин потенцирует его 
действие (9). Для проверки возможности действия исследуемых гормо­
нов через циклазную систему был использован кофеин (Sigma, США) 
в концентрации 0,3 мМ/мл.

Добавление кофеина в культуральную жидкость, содержащую 
спленоциты, практически не вызывало изменений в синтезе ДНК при 
всех дозах экстракта ПШЖ (рис. 1,«э).

В тимоцитах введение кофеина приводило к уменьшению включе­
ния меченого тимидина в ДНК во всех дозах: в дозе 0,01 мг/мл в 2 
раза, в дозах 0,04 и 0,1 мг/мл—приблизительно в 1,7 раза (рис. 2. в).
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Добавление кофеина в культуральную среду, содержащую лим­
фоциты из лимфоузлов, увеличивало синтез ДНК во всех трех дозах 
препарата: в 2 раза при дозе 0,01 мг/мл, в 2,4 раза при дозе 0,04 мг/мл 
ив 1.2 раза при дозе 0,1 мг/мл.

Исходя из этих данных можно предположить, что препарат дейст­
вует через циклазную систему в спленоцитах человека, в тимоцитах 
же и лимфоцитах, выделенных из лимфоузлов, возможно, существуют 
независимые пути действия.

Необходимо также учитывать, что в полученном грубом экстрак­
те 1НЦЖ. возможно, содержится несколько активных гормональных 
факторов. I ,
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Վ. Ն. Sbl'SII’l Ь. U. 11ԱՏԱԴ?ԱՆ, IK Ա. Ս1ԱԱԿ8ԱՆ, Ա. Վ. 9.1ՎՖՅԱՆ. II. Ն. ՕՐԵԽՈՎ
Հարվահւսնաձև գեւլձհրի ւ1՝ցվս:ծԼ|ւ ա<յ111»gиւ[>յиւնp ԴՆԹ-|ւ ս11GpԼq11 
վրա մարղու ս.արբեր [• մունււ1|ոմս] Լւոենտ ՕՐզաննԼւվւ ց ստացված

||' ^ֆոց|ւտներում

հետազոտվել է հարվա Հանածն դեղձերի Հորմոնն երի մարդու լիմֆ ո ց ի տ - 
Ներում ԴՆԹ-ի սինթեզի ակտիվո ւթ յո ւնր ւիոփոիւելոլ ունակությունը յո \’|էքՕ/ 

..ա յան ա բերված (, որ ուսումնասիրված Հո րմոններր ոջ միալն ազդում են 
( .3 փո[ աՆակության տարբեր օղակների վրա, այլև մի բանի անդամ ակտի­
վացնում ԴՆԹ-ի սինթեզը նորմայում և ում եզացնում մ ի տոդենն երի ազդեցու­
թյունը։ •
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