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УДК 517.55
МАТЕМАТИКА

О. М. Эминян

Граничные особенности функций в полиднскс

(Представлено академиком АН Армянской ССР С. II Мергсляном 19/Х11 198՜)

В настоящей статье продолжается начатое в работе- (') изучение 
предельных множеств и граничных особенностей отображении поли­
диска в сферу Римана и приложений к граничным свойствам меро- 
морфных функций нескольких комплексных переменных. В целях 
простоты изложение ведется для случая двух комплексных переменных.

1. Обозначим через £> декартово произведение двух единичных 
кругов £7 -£7։><Ог, ОА:|г*|<Ч, к -1,2, в комплексных плоскостях 
֊*. Л=1,2, и пусть Г-Г։ХГа, где ГАфА|--1, к - 1, 2. Обозначим че­
рез Аа(:а, ?а) хорду круга Г)к, оканчивающуюся в точке ’,*£ГА и об­
разующую с радиусом круга £7А в этой точке угол раствора <?», где 
—-/2<<рА<5/2. Пусть А(чА, ©д, ©*) обозначает подобласть круга £)*, 

ограниченную хордами ЛА(',А, ©*) и ЛА(',А, ?*), где ;А£ГА и --/2<?д< 
<Т*<Л/2> окружностью |гА — ;А|</>, 0<гА<1, Л-1,2. Если нам без­
различны размеры <рЛ, <?'к угла Штольца Д(',А, ©’), то будем обоз­
начать его короче, Л(^А). Декартовой хордой и декартовым углом 
Шгольца назовем соответственно множество Л('., »р ©а) =»//,('»,. ?,) 
ХЛ(’Г Т2). где С^(',РСа), '«еГ, СдСГ1։ ',։ёГ2. и множество Д(',) - Д('ч, <р,. 
<р?ХД(-։, ?2, ?г). где — */2<?*<?*<>/2՝ л--=1.2-

Для произвольного отображения /:£7֊>։-’ бидиска О на расши­
ренную комплексную плоскость (сферу Римана) 52 и произвольного 
надмножества 5с£7, для которого '» = ('Р’а)(Т является предельной 
точкой, предельным множеством (?(/,',$) функции /(гр г2) в точке 

по подмножеству 5 назовем совокупность таких значений
что ту = 11(п/(гР г") по некоторой последовательности точек {(г?, 

г»)}я-1« (г։< г1К$՝ «=1,2, Итг"=;А, /г = 1,2. В качестве множества П-* х>
5 можно брать декартову хорду //(', «>Р ?։), декартов угол Штольца 
А(',) или весь бидиск О.

Точку ч = (ка, »2)։Т отнесем к множеству С(/), если С(/, д('.))= 
= С(/,^, £7) для любого декартова угла Штольца А(',).

Нс сильно видоизменяя схему доказательства теоремы 1 из (՛), мы 
доказываем следующий результат.

Теорема 1. Для произвольного отображения спра­
ведливо представление Г=С(/)и£', в котором 1՝.—множество пер­
вой категории и типа Г, относительно Г.
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2. Рассмотрим теперь в I) функцию /(г,, г։), ыероморфную по 
каждой переменной в отдельности и непрерывной по совокупности 
переменных, и следуя терминологии работы (а), назовем такую 
функцию /(?,, г։) мероморфной функцией в бидиске О. Точку ^С(/) 
отнесем к множеству /(/), если С(/, ч, £))*-• 2, н отнесем ее к мно­
жеству Л!(/), если С(/, />)тЯ. “

Теорема 2. Точка >Г принадлежит множеству М(/) для 
мероморфной функции г։) в бидиске О в том и только в том 
случае, когда для любой декартовой хорды //(',, ф։) справедливо

Т е о рем а 3. Для произвол/ ной мероморфной функции г։) 
в бидиске Р справедливо представление !(/}[] Е, в кото­
ром Е—множество первой категории и типа Еа относительно Г.

В случае мероморфной функции одной комплексной переменной 
эти результаты получены в работе (՛) и являются уточненной формой 
известной теоремы К. Мейера (4).

3. Доказательство теоремы 2 опирается на свойства Р после 
довательностей мероморфиой функции /(г։, г8), в свою очередь, ос- 
нованных*'на результатах работы (а), в которой впервые изучались 
нормальные семейства мероморфных функции в Р и нормальные ме­
роморфные функции в £).

Следуя (։), для произвольной мероморфной функции /(г։, гг). 
определенной в рассмотрим функцию <7/(г։, г։):

^)1(1֊к1|։)+1Л(г։. г։)|(1-|г։|»)
1+|/(г։. ?։)|2

Непрерывная функция т3)>0 в I) играет основную роль в ис­
следованиях свойства нормальности мероморфной функции /(г։, 22), 
проведенных в (’). Обозначим через 5(0*), Л = 1,2, семейство функ­
ций, конформно отображающих круг /3* на себя. Мероморфная 
функция /(г։, г2) названа в (։) нормальной функцией в бидиске О= 
-О։ХО։, если семейство функций {/(т(г։), Ф(г2)| <р(г։)£5(О։), |(г2)^ 
£5(0,)} нормально в Р в смысле Монтеля. В работе (։) (теорема 2.2) 
доказано, что мероморфная функция /(г,, г2) будет нормальной 
функцией в бидиске О тогда и только тогда, когда Пт аир<7/(г։, г2)< 

<-|֊оо; в частности, любая ограниченная голоморфная функция /(гр 
£։) в бндиске О является нормальной функцией.

4. Обозначим через о(г, ь?) расстояние между точками г, ге^Р в 
метрике Каратеодори. Для любого числа е>0 и произвольной точки 

множество О(г; ։) з)</} назовем поликругом в мет­
рике Каратеодори с центром в точке г и радиуса в>0.

Последовательность точек {г՞1}™-!» т^М, Нт |г"||=» 1, назо- 

нем Р-последовательностью для мероморфной функции /(г։, г») в би­
диске О, если для любого числа е^>0 и любой ее бесконечной под­
последовательности • }՝ ։ в объединении поликругов с|О(г"’։ в) 

функция /(г։, г2) принимает бесконечно часто каждое значение 
за возможным исключением самое большее двух значений ®։, и>։£2. 
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В случае мероморфных функций одной комплексной перемен­
ной понятие Р-последовательностн введено в работе (։) и использо­
валось многими авторами при изучении свойства нормальности ме­
роморфных функций; для голоморфных функций нескольких комп­
лексных переменных, определенных в шаре, это понятие использо­
валось в работе (•).

5. Опираясь на теорему 2.2 и предложения 1—4 из работы (։). 
мы доказываем следующие результаты.

Теорема 4. Если мероморфная в бидиске В. В1хВ2 функ­
ция /(г1։ гг) обладает Р-последовательностью, то Ит $ир?/(г։, 

1*11 —— I 
г։)4-оо. Более тою, каждая последовательность {г՞1}; ։ точек 
бидиска О, г'п=(г™,г7), т£М, 11т|г”|=!, Л=1,2, для которой

Нт <?/(£?, <г")=4•<». является Р-послсдовательностью меромчрфной 

функции /(гГ г։).
Теорема 5. Если мероморфная функция /(г։, г։) в бидиске 

В обладает свойством, что существуют две последовательности 
точек и {®т}^։, для которых 11то(г’", ®’п)=0 и 11т/(с'Т|) =

/Л—Л2-«х> 
— а, Нт/(®т) = Ь, а^Ь, то каждая из последовательностей {г՞՛}* 
и является Р-последовательностью функции }(г2, г։).

6. Сформулированная в пункте 2 теорема 2 является непосредст
венным следствием теорем 4 и 5 из предыдущего пункта и геометрии 
декартовых углов Штольца. Более того, эти свойства Р-последова- 
тельностей позволяют уточнить теорему 3 из пункта 2.

Точку отнесем к множеству Р(/) для мероморфной функ­
ции /(сг г։), определенной в бидиске В, если каждая декартова 
хорда в этой точке содержит /^-последовательность функции /(г։, г։). 
Точку '£Г отнесем к множеству /*(/), если ни одна из декартовых 
хорд в этой точке не содержит Л’-последовательностен функции /(г։, 
г2) и С(/, ч, А(г։, д։))=0 для любой декартовой хорды А(1, ?։, ?։) в 
точке С. По определению, Р(/)Г\/*(Ф) = 0-

Если 'СР(/). то каждый декартовый угол ДО содержит неко­
торую /^-последовательность функции /(г։, Согласно гео­
метрии декартовых углов Штольца и свойств метрики Каратеодори, 
для каждого декартова угла Штольца Д(^) можно указать такое число 
е>0, что и^(֊'";в)с:ДС). Поэтому С(/, Я, и значит ',€/(/).

т

Если ',£/*(/), то любой декартов угол Штольца Д(') содержит 
бесконечно много декартовых хорд <р։, <?»), 11 значит Я С(/, ,, 
АС, ?։))СС(/,:, Л(:))с2. т. е. С(/,:,ДС))=П и

Те о ре м а 6. Для произвольной мероморфной функции 
г2) в бидиске В справедливо представление Г= Р(/У_)Е,
в котором Е—множество первой категории на Г.

Доказательство теоремы 6 проходит по схеме доказательства 
аналогичного утверждения в случае мероморфных функций одной 
переменной, полученного в работе (՛)■ Применим утверждение но 
ремы I из пункта 1 к функциям f(zu z։) и ^/(г։. •?»)■ 1огда I у ՝ 
где ЭД=С(/)ПС(?/) и Е— множество первой категории и типа Л, на 
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Г. В каждой точке имеем четыре возможности: I) С(/, D)rQ 
И С(</л О)Э4 ео; II) С(/, Я) = й и С(7Л D)4-foo; Ш) С(/, D)- 
= Q и C(qf, ОД+«э; IV) С(/. £))«/ Q и С(</л О)Э+оо.

Возможность IV на самом деле реализоваться не может, так 
как условие C(qf.D)34-<"о влечет за собой, согласно теореме 4 
пункта 5, существование в каждом декартовом угле Штольца Д(',) 
некоторой Р-последовательпостн функции /(z։, з։), что, как мы виде­
ли выше, приводит к свойству С(/,Af.))֊ Q, противоречащему ус­
ловию С( Л

Если реализуется возможность II, то согласно теореме 4 пункта 
5. каждый декартов угол Штольца содержит некоторую /■’-пос­
ледовательность функции /(г։, z։), откуда, в силу геометрии декар­
товых углов Штольца и свойств метрики Каратеодорн, следует, что 
каждая декартова хорда в точке ՛. содержит Р-последовательность 
функции /(г։, z,), т. е. '.tP(/).

Если реализуется возможность I или возможность III, то, сог­
ласно теореме 4 пункта 5, каждый декартов угол Штольца не содер­
жит Р последовательностей функции f(zv z,), а согласно теореме 5 
пункта 5, геометрии декартовых углов Штольца и свойств метрики 
Каратеодорн заключаем, что С(/,А('„ з։, ф.))^ С(/,Д('.)) для лю­
бой декартовой хорды Л('., <?1։ <р։) в точке т. е. точка С принадле­
жит либо множеству Л1(/), либо множеству /*(/).

Ереванский политехнический институт им К Маркса

2. Մ. ԷՄՒՆՅԱՆ
Р խրձանում ֆանկ ցիան երի սահմանային աուսնձնահատկութ |ուններդ

Աշխատանքում ստացվ ած են եէԱւսւփն թեորեմներ երկու 
ֆունկցիաների համար։ II ա ւէն ա վոր ա ր ա ր նկարազ րվ։։է մ է
I |Zj = 1, /=1, 2, րազմոէթլան վերլուծումը ըստ [ -Д ենթաբազմություն­

ների' որոնք նկարաղրվոէմ են / J /J - /Jj X* Զ, Dt 2 |ճք]<Հ I ֆոէնկցիալի
հմանաչին րազմ ո։ թ րոննե րի րն nt թ ա զր մ ան միջոցով։ Մերէէմորֆ ֆունկ­

ցիաների ան ।րամ եշտ և րավարա
կեւոր _ I րտզմութչունր սչատկանեչու համար։ Ալնուհետև' նշվում են
սլա լմաններ մերոմորֆ ֆունկցիաների համար հա չ ո րզ ական ու թ չո ւն ր /'-հա֊
1пГЧ ակԱքնու թ չուն հ ան զ ի и ան ա չո ւ '»ամար։

ЛИТЕРАТУРА — ԴՐԱԿ ԱՆՈԻ^ՏՈԻՆ

Вести. Моск ун-та. Сер мат., мех, № 1.
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4, с 799—802 (1987). ’ Л. Г. Джвар- 
25Э։ с 7—32 (1985). 1 * * * V В. И. / depu­
te I, с. 15-17 (1977). 4 К. ԼՀ Mtler, 

Ն В. //. Гаврилов, ДАН СССР, т. 151,

1 О Af. Эминян, ДАН СССР, т 294. №
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МАТЕМАТИК\

А. А. Вагаршакян

О сингулярном спеюре возмущенного оператора умножения

(Представлено академиком АН Армянской ССР М. М. Джрбашяцом 6/1 1988)

Пусть Л—оператор, действующий в пространстве ճ։(-1, I) по 
формуле

I
ЛДх) = х/(л)4^(х) | ք(է)^(է)մէ.

•У ֊I
(I)

Из результатов статьи Л. Д. Фаддеева (’) следует, что при услови-

ях <р(х)е£)>։, и ?(±1)=0 непрерывный сингулярный спектр у

оператора Л отсутствует, 

точек. Случай, когда Օհհ*
а дискретный состоит из конечного числа

—, рассмотрен в статье Б. С. Павлова

и С. В. Петраса (2). Они показали, что в этом 
может иметь непрерывный сингулярный спектр 
ческие оценки этой части спектра.

3,тесь рассматривается случай, когда <?(х) 
транству Бесова В'.,

случае оператор Л 
и получены метри-

принадлежит прос-

Для формулировки основной теоремы приведем некоторые оп
ределения.

Функция /(х), определенна! на отрезке (—1. 1), принадлежит 
пространству £*( —1, 1); это означает, что сходятся интегралы

!/(•*) /( у)1* 
|л֊у|’+’«

Ճ.Հ(1^<Լօօ, 0<а<1.

Пусть Е—множество, лежащее на действительной оси, и 0<з< 
<Д. Тогда а-емкостью множества Е называется число 

Е

где означает, что неотрицательная, единичная мера с носи­
телем, лежащим в Е.

Теорема. Пусть у(х)С-£?5( 1,1), — причем в случае,
4
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когда — <^«<^1. предполагается, что 1)^-0, а в случае, когда

1
3

-14-4 I

Ит — I • (/)<#= Пт — I ч(1)д1 = 0.
4-*-+О 6 6-* 4-0 8

-I Г-4

Тогда непрерывный сингулярный спектр оператора (1) имеет ну- 
1 3левую ]—а-емкость при —О<3 и нулевую ------21 + ь-емкость при
2 2

— <а —, где еЪ>0—любое число.
4 2

Ниже приводится набросок доказательства этой теоремы.
Введем обозначения /Л> = £։(5ирр?), АМ==Лг( —1, 1 )Э/.г($ирр ?). 

Подпространства Н9 и Н'■ приводят оператор Л, причем на подпрос­
транстве оператор Д совпадает с оператором умножения на не­
зависимую переменную.

Рассмотрим оператор Л|нт. Спектр этого оператора прост и <р(л) 
является для него порождающим элементом. Для спектральной 
функции Е/ оператора Д|//? справедлива формула

I

I
Введем обозначение /п(г)=14 I 1 - 

.)
-I

Заметим, что т(г) —регулярная в верхней полуплоскости функция и 
там имеет положительную мнимую часть.

Для любого отрезка Лсд—ос, оо) имеем

(£(Л)?, ®)= —Пт — I 1т------------- дх.
•- о " 3 т(хл-й) 

л

С другой стороны, в сил} теоремы Сохоцкого имеем

1
Нт т(х)= 1 + [-Ь1±21_сГх-|.-։|(р(м)|։1
--«-но J х—и

-1

если и—точка Лебега для функции |Дл')|8.
Следовательно, сингулярный спектр оператора Л сосредоточен в 

множестве Е. где функция т(г) или не имеет граничного значения при 
приближении г к точке множества Е, оставаясь в некотором угле 
Штольца, или существует некасательное, граничное значение и оно 
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равно нулю. Таким образом, исследование множества, где сосредото 
чей сингулярный спектр оператора А, приводится к изучению грани! 
них свойств функции т(г).

Институт математики Академии наук
Армянской ССР

Ա. Ա. ՎԱՂԱՐՇԱնՅԱՆ
Դրզոված բազմապատկման օպերատորի ւփնգոպյար սպեկտրի մասին

Տվյալ հոդվածում բերվում է թեորեմ անկախ փոփոխականով բազմա­
պատկման օպերատորի միաչափ դրդոման սպեկտրի անրնզՀատ օինդուլյար 
մասի վերաբեր լար Դիտարկվում Լ հետևյալ օպերատորը'

1

Af(x)~xj(x) ք ?(л)

Լշ( — 1, 1) տարածության մեջ։ ^նթայրւիււմ է, որ <ք(-*)է^’(— I* 1 )» որտեղ

--- <ՀհհՀԼ [’ ^վ1ա[ հոդվածում ապացուցվում Հ։ /I օպերատորի սպեկտրի 
4

1'/ւն/յուրար մասը կենտրոնացված է մի րա ղմ ու թ լան վրա, որն ունի դրո 
и ւն ակ ու թ լո ւն . կախված ՜ք պարամետրից։

ЛИТЕРАТУРА ԴՐԱԿԱՆՈԻԹՅ И b Ն
’ Л. Д. Фаддеев, Гр. Мат ин-та им В Л. С'еклова, т XXIII (1961) - Ճ.С. Пав­

лов. С. В. Петрас. Функциональный анализ и его приложения, г 4, нын. 2. с 54— 
61 (1970)
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МАТЕМАТИКА

А. М. Арамян

Плотность гладких и гладких финитных 

функции в прос1ранствах С (42) и (42)

(Пре давлено чл. ьирр. АН Армянский ССР Г. Б. Нсрснсяном 28/1 1988)

Вопросам плотности гладких или гладких финитных функций в 
различных функциональных пространствах посвящены работы многих 

второ \ В частности, для пространства С. /1. Соболева ^(й) плот- 
11 егь гладких или гладких финитных в функций при различных 

,;едпсложениях о характере области Й доказана С. Л. Соболевым 
(’), I . Гальярдо (։) и В. П. Ильиным (3). Для анизотропных прос­

транств Н г(42) подобные вопросы изучены в работах (*՜7).
В настоящей заметке приведены аналогичные результаты для 

՛■ л< е лбщих функциональных пространств С'^(2) и Н’’^(42).

Будем пользоваться следующими обозначениями: Еп — п-мерное 
евкли дово пространство; 2 ~ Еп произвольное открытое множество с 
границей Г; .V’ — множество мулыииидексов; Ж — правильный много­
гранник с вершинами из .V*.

Говорят, что функция если в 2 существуют и непре-
г д'1рызны частные производные !)'*[ -------------------/ для всех и ко­

см"1 ... дх՝пI *»

нечяа норма

Функция Д-С®(0), если и для любых х£Г(2),

Нт 1)՝Л у) — 0. 
у-*л у£2

11 сть 1^/хос. Будем говорить, что функция / принадлежит прос- 

транству (-2), если в 2 существуют обобщенные по Соболеву про­
изводные />’/ при всех и конечна норма

'/-(֊)•
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11оложпм
p(*. l\Q))--in/|x—y|, Й {ДЙ, p(.r, | ([>))>*;, yf-r(J)

“|a = {P(W;: ₽<?}, La-{Pe^; P^i}.

Для пространств С^(й) справедлива следующая
Теорема 1. Пусть произвольное открытое множество, 

№ —правильный многогранник, ДС$(2).
1 огда для того, чтобы существовала последовательность 

?л€Со(О) такая, что

(I)

необходимо и достаточно, чтобы ДС^(Й) и в случае неограничен­
ного открытого множества й Ит/>/(у) О, ГД.Vя 51.

V —ос 
Уб-’

Возможность приближения функций ДСДЙ) гладкими финитными 
функциями тесно связана С возможностью продолжения функции Л 
££$(2) нулем вне с сохранением класса.

Теорема 2. Пусть & —произвольное ограниченное открытое 
множество, удовлетворяющее условию Г(й) Г(2).

Для того, чтобы для данной функции /'£€. дй) суще те "в .> ? .՛

последовательность {т } из СДй) такая, что lim
S

необходимо и достаточно, чтобы ФеС$\/: ), где Ф продолжение 
нулем на все пространство функции /.

Теорема 3 Пусть 11 -произвольное ограниченное ткрытое 
множество и ДС^(Й). Для выполнения условия (1) необходимо и 
достаточно, чтобы для всех Vя Ф։(х)(-С(£‘л). где

Ф,(х)= Х'е՝
' 0. х(.И.

Для пространств №$(Й) справедливы

Теорема 4. Пусть Ди^(Й), где й открытие множество, 

\^р<^рс. Если для любого компакта К и мулыпилндекса х£9с՛

ll^/lk им —„иг
при 8-0. то Ф0Р^(£-п), где gi°~{?0R; fl - а֊1. 1 (I.0.. ..0)}

ФШ֊-И(Х)’ С֊’)
' I О, Л-(Й

Лемма. Пусть Д ^(Ш). где Й- проз вольное от­
крытое множество в Если существует послед сательноеть

функций <рДС, (Й) (.$ 1,2,...) такая, что lim / ? «л 3?(2) 
р
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т ) Ф(л)€ и ^(Лв), где Ф определяется формулой 2).

Теорема 5. Пусть Л^(Е„) м для любого я£

\дЛ ОУ(х)=0 при хьЯ Тогда существует последовательность
<р,еС“(Й) (5=1.2,...) такая, что

11т ք—
IV $(Ձ)

Теорема 6. Пусть £}_Еп —произвольное открытое множест-

во, 1 Հ/»<оо, Л -правильный многогранник и /€^(Й). Тогда су­
ществует такая последовательность <?,(х)(С (Զ) (5=1,2, ...), что

Нт ք—о, 1^(2)

причем при з(31 Нт (О’/(л)— ։(х))р(х),։|՜'* =0,

а при К;Э1 О\,(х)р(х) Ի1-/

Կ^> ւր^(՚յ) 
р

где ъ(х)—расст ячие от точки х до границы Г(£2), /,«=тах |р|, Iе —ք) լ я
1 реванекий политехнический институт 
нм. К. Маркса

Ա. Մ. ԱՐԱՄՅԱՆ

տարած ութ յուննԼրի ֆո էն կ у ի ան Լ րի համար ստացվաէ են անհրաժեշտ ե рш~

Л ИТЕРАТУРА— ԴՐԱԿԱՆՈԻ^ՏՈԻՆ
С .7 Соболев. Некоторые применения функционального анализа в математике- 

скок фи икс. Новосибирск, 1962. 1 Б Р1сегЬе մ։ та!., V. 7, № 1 (1958).
• 8 II Ильин 1р МИЛН СССР, г 66 (1962). 1 С. М. НикольскиЛ, Изв АН СССР. 
( • м и ллтн»1. । 27. Л? 5 (1963). 5 I. Г. Казарян, Мат заметки, т. 2. № 1 (1967).
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ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР
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УДК 517554

МАТЕМАТИКА

М. В, Каларян

О теореме <острие клина» для мсроморфных функций

(Представлено академиком ЛИ Армянской ССР С. И Мергеляном 11/11 19кн>

Классическая теорема об «острие клина» II. II. Боголюбова (см., 
например, (’ ?)| имеет множество различных обобщений как по на 
правлению усложнения областей, так и в свят с различными усло­
виями совпадения функций на острие клина. В настоящей работе мы 
рассмотрим некоторые возможные варианты распространения теоремы 
Боголюбова на мероморфные функции.

Пусть />+ и /9՜ —области в Сл и функции /+ голоморфны со­
ответственно в Если О*Г\&՜—тоже область и функции ( 
совпадают в вещественной окрестности некоторой точки 1) .
то они являются голоморфным продолжением одна другой, т. е. су­
ществует функция /, голоморфная в £) !֊]£) и такая, что /|/1±=/+. 
Теорему об .острие клина* Боголюбова можно рассматривать как 
граничную теорему о продолжении такого типа, когда |£> пус­
то, но д/)+(~]дО~ содержит область в R' и предельные значения /* 
в этой области совпадают. Простейший содержательный случай в 
этом направлении получается при Л/«1. Если лежат соответ­
ственно в верхней и нижней полуплоскости и интервал АС R есть 
общая открытая часть их границ, то, как хорошо известно, функции 
/±, голоморфные в И±, непрерывные на Л)*иД соотвегстгенно и 
совпадающие на Д, образуют единую голоморфную функцию в >б- 
ласти I)

Основные трудности, возникающие при переходе от голоморф­
ных функций к мероморфным, связаны с понятием совпадения .мсро­
морфных функций /+ и /- на общей части границы И { 'О՜ (слож­
ным даже в случае /У=1).

Рассмотрим несколько естественных определений этого понятия 
в классической ситуации теоремы Боголюбова: О—область в С та­
кая, что /И = £>ПИЛ' связной • у;>0, /1,2, Л}
(здесь л = х4-/у, х, у(^л).

1. Простейший случай — это когда функции /±, мероморфные 
соответственно в Л/г, продолжаются па острие Л/ как отображение 
в сферу Римана С и эти продолжения совпадают на Л1 (тем самым 
на Л1 не допускаются точки неопределенности). 1огда для каждой 
точки найдется окрестность и՝՜ 1Э такая, что либо /г. либо 
1//± голоморфны н О* непрерывны в (/^0'1)1. ^ 11 совпадают
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на .'Un Г'. По теореме Боголюбова, /+■ или 1//* голоморфно продол­
жаются в некоторую окрестность I֊' точки ֊° в С՝՛ и, значит, в обоих 
случаях/' продолжается ю функции, мероморфпой в D1 (J lziJI) . 
Из теоремы единственности следует, что /* допускают мероморфное 
продолжение в область I) JQ J/J , где Q некоторая окрестность 
Л1 в C v. • **f’*4|

2. Хороню известно, что функции /±, мероморфные соответ­
ственно в D+, представляются в виде отношений h^/g^, где функ­
ции I: и g голоморфны в Г) , a h и g~ в D~. Предположим, что 
каждая из этих функций непрерывно продолжается па острие и 
там имеет место равенство Л (д) • g (л) = й_(л) • g+(.v). Это условие, 
>чевидно, выполняется, когда /+ и / мероморфны в окрестности Л1 

и там совпадают. Оказывается, при этом естественном условии соп­
ла те;ч:я мер՛ морфного продолжения в окрестности острия в общем 
случае кет Контрпример получается уже при /V=l.

Пусть Г)4 {г(С: ■ у>0}, Л1-1? и /(?)= V ——, где числа 
aZi г-ЦР

•ha такие, чт ряд сходится равномерно внутри области С\{0, i, z/4, 
/9,...}. Поло кнм Л4(?) z • f(z) B(z), g4(z)-z ■ B(z), где B(z) = 

* *_ i ь з
II ------ произведение Бляшке, голоморфное и равномерно
a-i z i k- х

ограниченное в D . Функции Л'(с) и £ч(л), очевидно, голоморфны в 
f) . a J (z)-f\n< Л (г) g (г) мероморфна в D՝. Пусть, далее, 
h (՝) /(-). Я (֊) 1 и Л (г)-Л (г) =у|о- в D՜. Легко видеть, что 
функции Л± и непрерывно продолжаются на £>*иЛ1 и на Л-1 
справедливо равенство h4 • g h~ • g'. Однако мсроморфное про­
должение через точку г = 0 невозможно, потому что она является 
предельной точкой для полюсов функции /+.

Отметим, что в частном случае, когда g" (или h±) голоморфно 
продолжаются в окрестность острия (например, когда g±— многочле­
ны). мсроморфное продолжение f на М следует из теоремы Бого­
любова. В самом деле, тогда существует окрестность UZjM, такая, 
что функции g՛ голоморфны в U, a /Р • g- и Л՜ • g+ голоморфны 
соответственно в U, непрерывно продолжаются на (А)*Г|U) IJМ 
и (по нашему условию) совпадают на М. Пусть <р —голоморфное 
продолжение й = в окрестность острия из теоремы Боголюбова, 
тогда функция f=<fl(g^ • g-) мероморфна в U и /|/>_ = т.
е. /-искомое продолжение.

3. Контрпример в случае 2 оказался возможным из-за того, что 
принятое там условие совпадений не контролирует поведение полю­
сов (и точек неопределенности в общем случае) в окрестности М. 
Поэтому можно заранее предположить, что полярные множества 
функций f* .хорошо согласуются* на /И, т. е. существует (/V—1)- 
мерное аналитическое множество Л в некоторой окрестности U. эЛ1 
такое, что полярные множества Pf<J]UcA. Вне Л1ПЛ потребуем 
обычное совпадение голоморфных функций: /* непрерывно продол­
жаются на (D |J5f)f\(U А) и совпадают на Л1\Д. При таком ус­
ловии совпадения тоже имеет место аналог теоремы Боголюбова, ко- 
20G . ЧЙ® 



торый также сводится к голоморфному случаю. Действительно в 
окрестности произвольной точки ЛМ множество А либо пусто, либо 
задается одной голоморфной функцией, скажем Д( V {<р 0} (I 
окрестность с°). Гак как ) мероморфны и А есть локально конеч­
ное объединение своих неприводимых компонент (см., например. ( )), 
то существует число $ такое, что функции /± . голоморфны соот­
ветственно в О ֊ I I , непрерывны в (О*иЛ4)(~||/ и совпадают па 
/МП И. По теореме Боголюбова они голоморфно продолжаются в 
окрестность г° и, значит, мероморфно продолжаются в эту ок­
рестность. 1 лобалыюе продолжение в окрестность Л1 следует из 
теоремы единственности.

4. Пусть для простоты £)-шар /3(0, г) и функции / , голо­
морфные соответственно в А>+, удовлетворяют условиям теоремы 
Боголюбова. Комплексная прямая А вида г а {-//», где щ-Л1, 1>£[)

пересекает I) по кругу, а /А I |А— полукруги с общим (ир՛дком 
границы А=.ИПА. 11а этой плоскости функции / , совпадающие на 
Д, образуют единую голоморфную функцию в I) /.. Это свойство 
дает возможность принять следующие определения совпадении г + н. 
Л1. Можно требовать, чтобы дли каждой комплексной прямой / у,՝ 
занного вита сужения функции / на /. мероморфно пр( юлжалнсь 
на А' О и чтобы для любых А и А' указанного вида эти пр՛ л՛ тже 
ння совпадали на АПА' (как отображения в С). Но это очень сил 
ное условие, и для справедливости теоремы можно брать не все /. 
а лишь некоторое их подсемейство. Пусть У есть семейство комп­
лексных прямых в Сл вида А:г >£С, где <;^Л/ произпиль­
ное и {Ь\ Ь*....... Ь ՝ - фиксированный набор линейно-нг«ависи-
мых векторов. Предположим, что для каждой прямой А( / функции 
/^/,±(•,4 мероморфно продолжаются на £>ПА и для любых различных 
А, А'(;£ эти продолжения совпадают в точке А А'ь.М, т. е. образуют 
единую функцию на М (со значением в С(Л«с}). Сделаем С-лине! 
ное преобразование I пространства С՝՛ с вещественными коэффици­
ентами. сохраняющее R5 и переводящее векторы Ь< в базисные век­
торы (0,.... 0, 1,0........ 0)-е> (1 на /-ом месте), /= I, 2. .. V. Тег та
функции I 1 определяют единую функцию / па множестве А- 
= (А)։х£,Х ... ХА*)и и(£։Х ••• Х£д 1 • 7Л)Г.С\ где = 
= /(А))ПС2/ и Е) — отрезок вида на оси хь у-1,2, .... .V. Но 
построению / сепаратно мероморфна на X, а тогда по теореме а тс՛- 
ра (см. (4), теорема 2) она продолжается до функции /, мероморф­
ной в области Я2?Л. Так как 7|Л-,(Р±) = /±|Л.п/|р1>. т0 из те0Ремы 
единственности следует, что функция /, равная / в Й н ] соответ­
ственно в £)±, мероморфна в области £) 11 ппЛ1|е‘тся иско­
мым продолжением /±.

По существу мы доказали следующее
Предложение. Пусть функция / мероморфна в областях 

М- и О՜, а на определена как отображение в 
Предположим, что сужение / на каждую комплексную прямую 

является мероморфной функцией в одномерной области !) А. 
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Тогда существует окрестность В 3Л1 в Сл такая, что г продол­
жается до функции, мероморфной в .

Отметим, что условие совпадения продолжении /*|п։п1 ||а 
/.| |/. для 1.1 необходима. Это видно из следующего простого 

примерз. Функция /(г) ехр( ——- ) голоморфна в 0+^11՜ (п С*) и ее 

< ужение на любую комплексную прямую А : г-=аЛ֊/Ь, «(.-К1, го­
ломорфно при а О, так как нее особенности /лежат на прямой

- 0. 11.1 прямой / :с >Ь, Ь{Л)+, сужение / равно ехрЛ ———\
\ Л։ 1 6, / 

т. е. постоянно (в частности, голоморфно продолжается на 
ио э|и константы для различных /. различны и функция /|о»иь-. оче- 
в.1 то, не продолжается мероморфно в окрестность Л1.

В заключение приведем формулировку теоремы «острие клина» 
кт я мероморфных функций, аналогичную классической теореме В. В. 
Боюлюбова и вытекающую из предыдущих рассуждений.

Теорема. Пусть область Т) в С՝ такая, что М = 
связно, I)* у/>0, у = I, 2, ...V}, функции мероморфны
соответственно а областях и совпадают на Л/ в смысле пун­
ктов 1. 3 или 4. Тогда существует окрестность и мера­
но рфна я в [) В ,1) функция / такая, что /1,1±=/±.

Вычислительиын центр Госплана
Армянской ССР

1Г. Վ. ՂԱԶԱՐՅԱՆ
III.гп։Iոгф ֆրւէն 1|<JէւinliԼг|i համար <uLll||l ԱՈ1Ր 6ш|г|1Э pLnrLd|l մասին

Հոդվածում դիտարկվում են ն. Ն. Բոգոլյուբովի հ!>/ անա-
էՒ*”ՒԿ շ ա ր ո ւն ա կ ո է թ ւ ան մա է/ին •» անրա՛ւ այտ թեորեմի որու րն դ» ան րա դում - 
ներ մերոմորֆ ֆունկցիաների դասՈւմւ

֊իմն ական դմվարությունր, որ ծագում Լ հ ոլո մ ո րֆ ֆունկցիաներից մե- 
րո յ որֆն երին ան ցն ելու մամանակ, կապված է երկու մերոմորֆ ֆունկցիա­
ների եդրային արժեքների (' Հ ա մ րն կն ե լ ո ւ դադտփարի »ետս սեպի սուր ծա/րի 
վրա ւ

Դա այնքան Լ[ պարդ շՀ անգամ հ! ~ 7 դեպքում, Հարթության վրա, երբ 
մերոմորֆ ֆունկցիաների րեեո/ււյին կետերի բադմութ <ունր դիսկրետ էէ Շատ 
կոմպլեքս փոփոխականների դեպքում մերոմոյւֆ ֆունկցիան երր , քացի բևե­
ռային բադմությոէնից , որր դիսկրետ չէ, կարոդ են ունենալ նաև անո բոշու­
թյան կետեր, որոնց կամայական շրջակայքում ֆունկցիան կարոդ Լ րնդունել 
ցանկացած արմեքւ Բեորեմ ի ի ր ավ ա ցի ո ւ թ յո ւն ր կախված է հ ա մ րնկն ե լիու­
թյան ս ա հման ո ւ յՒտ՛ որի Հնարավոր տարքերակներր դի տարկվոէ մ են հոդ­
վածում»

ЛИТЕРАТУРА — ԴՐԱԿԱՆ Ո 1**3 II ՒՆ
//. //. Боголюбов, Б В. Медведеп М. К. Поливанов, Вопросы теории диспер­

сионных соотношений. Фнзматпп, М . 1958. 7 В. С. Владимиров. Изв. АН СССР. Сер 
мат. т 26 с 825—838 (1962) ՛ Е. М. Чирке, Комплексные аналитические множест­
ва. Наука. М. 1985 « М. В. Казарян, Мат. сб., т 125(167), А? 3(11), с 384—397 
(1984). ;
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( ходимость по мере и метрический изоморфизм

(Представлено чл-корр АН Армянской ССР II У Аракеляном 11/11 198»)

Сначала напомним некоторые определения
Отображение одного пространства с мерой на другое называется 

изоморфным, если оно взаимно-однозначно и как оно. так и обратное 
ему отображение переводит всякое измеримое множество в измеримое 
множество топ же меры В том случае, когда оба пространства сов­
падают, изоморфизм называется автоморфизмом. Два пространства, 
допускающие изоморфные отображения друг на друга, называются 
изоморфными. Две функции / и /', определенные, соответственно, на 
пространствах VI и ЛГ, называются изоморфными, если существуют 
такие множества АОИ и Л''С_ЛГ меры нуль и такое изоморфное от­
ображение Т пространства Л!\.\' на пространство ЛГ ЛГ, что /(х)= 

для всякого В этом случае говорят также, что
функции /■ и /' принадлежат к одному метрическому типу (’).

Для пространств (Л, р), изоморфных отрезку [0, 11 с мерой Ле­
бега, в работе (։) доказано, что для любой последовательности Л 
действительных измеримых функций на А", сходящейся по мере к 
функции /, существует такая последовательность 5п автоморфизмов 
пространства X, что 11т/я(5п(х))=/(х) для р— п. в. х.

Таким образом, функции, являющиеся членами сходящейся по ме­
ре последовательности, можно заменить метрически изоморфными им 
функциями так, чтобы полученная последовательность сходилась поч­
ти всюду. При этом построенная в (’) последовательность автоморфиз­
мов сходится к тождественному автоморфизму в следующем 
смысле: для любого С>0 существует такое натуральное л0, что для 
всяк огол^>л0 р{х(-А : 5„(х)^л}<^е.

Приведенное автором доказательство этого результата основано 
на понятии метрического типа измеримых функций и использует клас­
сификационную теорему В А. Рохлина (')•

В настоящей заметке доказывается указанный результат без по­
мощи классификационной теоремы, используется лишь классическая 
теорема И. Н Лузина. При этом рассматривается несколько более об­
щая ситуация.

Теорема. Пусть X - ко мпактное метрическое пространство 
с метрикой р.\-, р — регулярная борелевская неатомическая мера на 
X, р(Л’)<^ео. Предположим, что измеримые подмножества Л с 
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равными п-мерами изоморфны. Пусть, далее, (К, рг)— сепарабель­
ное метрическое пространство и чп—последовательность измери­
мых функций на X со значениями в }', сходящаяся по мере на X 
к функции <?. Тогда существует последовательность автоморфиз­
мов 5Л пространства (Д’, р) такая, что

11т<р„($,(х))=<?(л-) для р — п. в. х. 
Г.-»ео

При этом последовательность автоморфизмов 5л сходится к 
тождественному авто морфиз му в следующем смысле: для любого 

суще» твует такое натуральное п^, что для всякого п>п0

!*{.<(? А': 5՝„(х) М}<е.
Доказательство. Очевидно, можно считать р(А)=1. Пред­

положим сначала, чго функция о непрерывна. Выберем числа алД>0 
так, чтобы

11т 1п 0 и Птр(£л)-=0, (1)

где Л'/1 = {х€Л’:р»(։я(х). «(*))>*„}.
Здесь, без ограничения общности, мы можем считать, что 

!'(/'п)>0 для всех п.
Для любого натурального /г пусть {-**»,...» есть 1/Л-сеть 

в .V. R сил\ второго равенства в (1) можно построить натуральные 
числа . <^т/г<^ ... так, чтобы

V <7*р(/Д,Д<оо. (2)
л- ։

Далее, выберем натуральные числа ■ так» чтобы

1Д/Д) р(£тЛ) при п>рк. (3)

В дальнейшем через В(х\ г) мы обозначим открытый шар в 
пространстве X с центром в точке х радиуса г.

Перейдем к построению автоморфизмов 5Л. При п<рх будем 
считать, что Sn совпадает с тождественным автоморфизмом. Пусть 
Рл<п<,Рь+\. Положим

Ап.1 = Еп В(хк л;1/£);

'Гак как мера р неатомическая, то существуют борелевские 
множества ОД։՜ В(л*.։; 1/Л)

и сз хк,]\ — 1 (Д В( хк։1՛, — |, /=2, . •(]ь 
\ «/ /-։ \ я /

такие, что р(0,.1) = т1п(|Д £(х*.у; 1/Л)), р(АДД)

и 11(0*/)=пмп(р(^х*.у; ֊-՝) \ С - 7*
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Тогда и силу (3) имеем

11(-^л./) |‘(О\7) при (4)
ч»

Чалое, полагая С/* = И 
) ։

в силу (2) будем иметь

Согласно допущениям относительно меры и и в силу (4), для 
каждого У= 1,..7* существует изоморфное отображение з„, мно­
жества на некоторое подмножество множества С11)\Ап1.
Теперь, учитывая то, что согласно построению множества Л„.|, .

между собой и множества бА։, ..., О'А между собой попарно 
не пересекаются, положим

°л,у(-«)» если х^Лп./\6к.), ; = 1.........7»
О„(Л)= а7Ил՜’՛ если б*.,),/«И.......

Чк
л, если л'йи |(Дл./\О\>)иол,у(Дя./ 0А,)| 

/-։

Заметим, что для любого натурального 4
/'Л 4 । чь
и иМ4/)-С* (7)

Положим 5„ = о-։. Очевидно есть автоморфизм пространства 
с мерой (Л, р). При этом имеет место неравенство

рх(5я(х), Л')<2/А для всех х^Х и рА<п<р*+։.

Отсюда, в силу непрерывности <э, имеем

Ит ?($,(*)) =?(х). (Н)
П -•ОО

Далее, в силу (7) имеем
ОО Ои ОО ОО ММ р^ I |

Г) и ’п(£л)= П и М^)= л и и /—1 /»1 л-*р/4-։ /=։ । л—

• РЬ । I Ч к -X со

= И и II н зл(Дя >)с Л и 0*.

Отсюда и из (5) следует

(9)

Если П и то начиная с некоторого номера 5л(х)С/-1 л-/
^Х\Еп. Таким образом, почти осе точки л обладают тем свойством, 
что начиная с некоторого (зависящего от х) номера Л’(а') имеет мес­
то неравенство

Р> (<МШ)). ^(5л(х)))<ая, л>Л(л). (Ю)
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Тогда в силу (8) и (10) из неравенства

рг(?п(5я(л)), ф(а))йчР>(«„($л(л*)). ^(5л(л)))+рг(?(5л(л)), <р(х))

получим 11ПЮрл(5л(Л')) *= ф(л-) ДЛЯ Ц —П. В. Д'. 
Л-* V

Пусть теперь есть произвольная измеримая функция на X со 
значениями в сепарабельном метрическом пространстве К. Применяя 
теорему Лизина ((*), с. 89), можно построить последовательность 
попарно непересекающихся компактных множеств Л* таких, что 
функция е, рассмотренная только на Л*, является непрерывной функ­
цией на Л* для каждого Л=1, 2, ... и имеет место

v !1(Л*)-1.
D I

В силу доказанного частного случая, для каждого к существу­
ет последовательность автоморфизмов 5*.л, //=1.2,... множества Л* 
такая, что Нт <?„(£».„(л՛)) = ?(л), для ц п. в. д-^Л*. 

л-*»
Теперь очевидно, что полагая при любом п

Sr.(.x) = S,..n(.\) при A'tyU, Аг֊= 1» 2, ...,

мы получим последовательность автоморфизмов, удовлетворяющую 
всем утверждениям теоремы. \ - Н

Институт прикладных проблем физики
Академии наук Армянской ССР

U. НЦЩЗЦ.Ъ

*>niquni|unnip|nift puin jun])|i k ifLinr|il]iulpuk |։ qnif пгф|» qif

Uu{ujynigt[niJ / L m Ljlui [i:

P* Ь n p b if. ЬЪ/I ujrjph^j^ JLinpfiljwlpu^J тшpujiinL^pn t

p-L nbymцшр pnpL [{uAj }™ф А-f» */pf пр р(А*)<^ОО b

'Ш^шишр 11-£шф flLilhgnq Lb [J Ui p Ш fpfn L [d / * I 5/k li pp Д t[ntT прф ЛЪ/
ьъррш9[, Ш1г1* ПГ ‘ С иЬ^ШршрЬ^ J h uipfjpuipub и1ШрШ^П1.р[ГИ-Ъ 

С b : Л— Г, л— 1, 2, ...} ^шфЬфп/ Ъ11з1՛ tuTjbpfi ՛ ш9пр^ш^шЬnt /<J [nib 

t» прр >!рш рит iiuififr rjm t^uuf[tutnt J f ф nt ljg [tui[

qninL/djnt^L ntAifi ( Д , p) ui ш ршд ni fd pub <ut[uimf прф ft цЛЪ!» pfi iu^uffiufi Sn 

‘bwpnprjutfyet/bnc/Jjnth, np

1 ) ?/шЫридш^ =2>0 /<^*//» • lulftup 1^при^1пл*11 

PH՛ nr bi'p n^>nQ, ши/ш ։i{x£,Y : 5п(х)=£д }<е
2) lim ?4(S«(x))=9(x) ^U/fJ шрри pb pl

ш^и^/fult no plujl/u/l
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ПРИКЛАДНАЯ МАТЕМАТИКА

A. А. Алексанян

Нельсоновские системы булевых уравнений и функции с малым 
числом н>лей

(Представлено чл.-корр. АП Армянской СсР Р Р Варшамовым 12/Х1 1987)

Одной из широко распространенных на практике моделей алго­
ритмов распознавания является модель алгоритмов с представитель­
ными наборами. Важной и трудоемкой частью алгоритмов данной мо 
дели является реализация с помощыб дизъюнктивной нормальной 
формы (д. и. ф) функции, заданной таблицей нулей и эквивалентной 
произведению левых частей Нельсоновской системы булевых уравне­
нии:

4։V^2V-<=1.2....... Հ где Л?=|А ։ ' 1 (1)
I х-4-1, 3 = 0

(Здесь и далее 4֊ обозначает сложение по mod 2 )
Эта задача исследована в работах (' 2), из которых следует воз­

можность практическою уменьшения количества уравнении в систе­
ме (I) без существенного увеличения числа членов в уравнениях.

В настоящей работе рассмотрен новый способ реализации функ­
ций с малым числом нулей, позволяющий уменьшать количество урав­
нений Нельсоновской системы не менее, чем в 10 раз.

Все не определяемые понятия теории д. н. ф. изложены в (։1). 
Через Ея обозначается множество вершин //-мерного единичного ку­
ба {։»(ара.......... %)|։,е{0, 1}, t- 1. 2....... п}. Множество булевых
функций, зависящих от // переменных, обозначается через Р(п). 
Множество единиц функции f - это JV/ {4:^n|/(a) ֊ I !• Множество 
нулей — это En\Nf.

Определение. Функция КР(п) называется линеаризируемой, 
если где линейная функция переменных л։, .... над

i
полем Галуа GF(2).

Класс линеаризируемых функций обозначается через ПА(/»).
Пусть линейная функция и g • /=0} — линейное под­

пространство л4֊1 -мерного пространства линейных над С7/(2) функ­
ций.

Определение. Пусть /г-ПА(л). Размерность dim ( определя­
ется как число л—dim АГ/.

Предложение. Пусть тогда кратчайшее в смысле
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количества сомножителей представление / имеет вид /=П(#-| 1), 

где В—базис УМ/, а |Л’г|=2а|Л,Л
Определение. Выражение /։\//։\/ • • • Х/Лп называется ли­

неаризированной дизъюнктивной нормальной Формой (л. д. н. ф.), 
если /,£П£(л). Число т называется длиной л. д. н. ф.

Следует особо отметить, что длина л՜ д. и. ф. инвариантна отно­
сительно действия аффинной группы преобразований вида у=/1лД/; 
вершин куба Еп.

Задача реализации булевой функции /, заданной .матрицей ну­
лей, ставится следующим образом. Задана бинарная матрица Мо раз­
мера кис попарно различными строками (каждая строка соответ­
ствует нулю функции /). Требуется построить л. д. и. ф. возможно 
меньшей длины, реализующую функцию /. Очевидно, что / эквива­
лентна произведению левых частей Нельсоновской системы (I), для 
которой (^,1, л.1, ..., {*,,) —1-ая строка матрицы Л10.

Пусть т^п+\.
Определение. Система векторов (а։, »։, .... находит­

ся В общем ПОЛОЖСНИИ, еСЛИ ИЗ УСЛОВИЙ »։»|ГМ։) ... НтЯт = 0 и 
... 4֊<л։=0 следует: >։^/г = ... /,и”0, где Ч£{0, 1}. Эквива­

лентным является следующее определение: векторы в^, аг...... на­
ходятся в общем положении, если размерность наименьшей в ПА(л) 
функции, содержащей я......... яж}, равна т-~ I.

Опишем метод л. д. н. ф.-реализации функции /, заданной мат­
рицей к нулей А/о.

Пусть г = гапкЛ10, тогда 1орг£ где ‘Ът —наименьшее
целое, не меньшее а. Для простоты предположим, что линейно-не­
зависимы первые столбцы в Л/о. Столбцу с номером I сопоставим 
переменную ад. Все столбцы с номерами, большими г, представля­
ются в виде линейных комбинации первых г столбцов. Поэтому 
строки матрицы Мо удовлетворяют системе линейных уравнений над 
0/(2): х, |=я,|Х1 ... я/гЛУ, I = 1, 2. ..., п -г, 2/^(0,!}. Ясно, что

л —г
£= П (*н*։+.. . г а, , 1)—функция из ПА(я). содержащая

/-։
л г

А10. Поэтому Л’Кт1С£п Д1п и £֊}֊1 V' (а)։Л'1֊д ... '41гхг-\-х^ () пок-
I- 1

рывает часть Л՛՛,. Для получения покрытия Ы, достаточно покрыть 
Л7,.4֊ Чо. Но .Мк — смежный класс размерности г, и он изоморфен Ег, 
следовательно, задача сводится к построению л. д. и. ф. функции, 
зависящей от переменных л։, х2, ..., хг, имеющей матрицу нулей, 
состоящую из первых г столбцов матрицы ЛТ0.

Обозначим через /.(л, г, А) наибольшую длину кратчайшей л. 
д н. ф., реализующей функцию от и переменных с к нулями, ранг 
матрицы нулей которой равен г. Из вышеизложенного следует, что

Цн, г, к)Сп -г • Л(г, г, /?) и I (/I, г, Л) п—г ф П2'-1 —
к
2

Последнее неравенство следует из того факта, что в Л'\. Л10 содер 
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житси 2' — к векторов, а всякие два вектора образуют функцию из 
П£(л).

Всюду далее через «(л) обозначается функция, сколь угодно 
медленно стремящаяся к-| оо при /г-»4֊ос.

Теорема 1. Если г<|о?։/г-?(л) или 2'-Ь = о(п), то

Цп, г, *К'л(14-о(1)).

Пусть Л^л4֊1 и матрица нулей Мо состоит из строк, находя­
щихся в общем положении. Тогда подходящим аффинным преобра­
зованием подматрица матрицы Л10, состоящая из Л-1-го линейно-не­
зависимого столбца, переводится в матрицу, состоящую из к различ­
ных строк, содержащих не более одной 1. Следовательно, л. д. н 
ф. функции / имеет длину не более, чем //֊{!< 1)4 т/, где (1 —длина 
л. д. и. ф. функции //, зависящей от к -1 переменной, равной I на 
всех векторах длины к— 1, содержащих не менее двух 1. Нетрудно 
видеть, что Л -х։л֊.,\/( <, х.иД/(-*г! • У(х։ 4- ...

I г) •**-! и </ = &—2. Следовательно, длина л. д. и. ф. функции < 
равна /1 — 1.

Теорема 2. Если /^Р(п) и имеет к\н\] нулей, находя­
щихся в общем положении, то < реализуется л д. н. ф. длины 
п— 1.

Рассмотрим теперь функции /£Р(л) с к нулями при А^1<>. Яс­
но, что длина /(/) л. д. н. ф. функции / не больше и—г- д, где 
г = гапкЛ10, (I—длина л. д. и. ф. функции Л£Р(г), множество нулей 
которой содержит все г-мерные векторы с не более, чем одной 1. 
Ввиду того, что лля получения /(/) необходимо рас­
смотреть следующие случаи:
а) /г=1, тогда к=х^х9\/ ... \/хг и /(/) = //;
6) /г-2,3, векторы находятся в общем положении и /(/)=« — !;
в) А = 4, при г=3—общее положение— /(/)=« —1, при г~2 нули 

составляют подпространство размерности 2, поэтому /(/) = л—2;
г) А=5. при г = 4-общее положение— — а при г=3 имеем

2Г—й = 3, для покрытия достаточно 2 смежных класса и /(/) = 
=п— 1;

л) к—6, при г = 5 —общее положение— /(/)»«—!, при г = 4 в Е* 
можно выбрать 3 смежных класса, покрывающих Л'Л и /(/) = 
= /։—!, при г = 3 имеем 2' — к =>2 и /(/) = п—2:

е) /г=7, при г = 6—общее положение— /(/)-п — 1, при г-5 в Е 
можно выбрать 5 смежных классов, покрывающих Л'й и 1(Е)=п, 
при г=4 в Е* 14/, покрывают 3 класса и /(/) = л —1, при г—3 
имеем 2Г—к-\ и /(/) = //—2.

Для А=8, 9, 10 был использован алгоритм построения л. д. и. ф. 
функции, заданной таблицей нулей. РЕ/1(0)-реализация этого алго­
ритма была применена ко всем функциям Л, получающимся при А = 
= 8, 9, 10 и не переводящимся друг в друга перестановкой перемен­
ных. При А=В таких функции имеется 37, при к = 9 —107, при А- 
— 10—582. Получены следующие результаты:
а) А-8, при г=4 — /(/)=П— 1, при г-5—/(/)=«+1, при г--6 — /(/) =
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— п 1, при г = 3 имеем 2'—А = 0 и /(/) = л—3, при г=7—общее 
положение —/(/) = « — !;

6) А = 9, при г = 4 имеем 2' — к =7 и для покрытия Л;л достаточно 4 
члена— Ц/) = п, при г = 5 — /(/) = л4֊1, при г = 6 —/(7՜)** п 1-2, 
при г = 7— /(/)=«+1, при г = 8 — общее положение—/(/) = 
=// — !;

в) А=Ю, при г = 4 имеем 2' А -6 и достаточно для покрытия А'Л 
всего 3 члена и Ц/)-п — 1, при г«=5—/(/)= «4-1, при г=б— 

1(1)=п֊\-2, при г=7 — /(7)=л-|֊2, при г=8— /(/)=« 4֊ 1, при 
г=9—общее положение — /(/)=« — 1.
Итак, всякая Нельсоновская система может быть сокращена в 

10 раз, при этом количество членов в одном уравнении не больше, 
чем п-г2.

Изложим теперь .частотное* решение поставленной задачи.
Теорема 3. Пусть т • А=о(2“'-), /«=0(2՞՜*) и к^п. Тогда 

почти все бинарные матрицы, состоящие из т • А строк и и 
столбцов, состоят из последовательных групп из А. нахооящихся 
в общем положении строк.

Следствие, а) если к^п-^(п). то почти все наборы из к 
векторов находится в общем положении;

б) если А = соп51, то утверждение теоремы 3 верно при т — 
= о(2я/2).

Отсюда получаем, что почти все функции /уР(п) с А<«—у(«) 
нулями реализуются л. д. и. ф. длины не более, чем л—1. Для лю­
би! постоянной А количество уравнении системы (I) может быть 
почт всегда уменьшено в А раз, если общее количество уравнении 
системы имеет порядок о(2п/?), причем количество членов в новых 
уравнениях не больше, чем л —1.

Сравним теперь полученные результаты с результатами работ 
(12| относительно д. и. ф.-реализации функций с малым числим 
нулей. Д

В (’) показано, что при А=^1ор,л- г(//) длина д. н. ф. функции 
/ асимптотически равна п. Следствие теоремы 3 улучшает эту оцен­
ку. Далее, в (г) отмечается, что л. н. ф.-реализация почти всегда 
неэффективна, в то время как л. д. н. ф.-реализация почти всегда 
дает длину л —1. Более того, почти всегда количество уравнений 
системы (1) уменьшается в любое постоянное число раз. В (’) по­
лучено, что при д. н. ф.-реализации получаются формулы длины 
п \-т(Ь), где «/(А) принимает следующие значения:

А = 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10;
/л(А)=4, 14. 31, 66, 133, 271, 537.

В случае л. д. и. ф. имеем: /л(А)=—1, -1, —1, 0, 1, 2, 2. Т. е. сис­
тема (1) практически уменьшается в 10 раз. И, наконец, оценка для

А£(«, г, А) в худшем случае равна п — А-[- 2*՜1------ , что лучше со-

и/ 1:-1
ответствующей опенки для длины д. и. ф.—и । 2* ։֊| 2 -|֊2 —3.

Ереванский Государственный университет
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Ա. Ա. Ա1.1ւ1։1111Նհ|ԼՆ
l*n 1 |jwl* 11111 * էա II III Г Ո I if (| L г |1 I >|ք III fl 1111 քւա if 111 l| in г* <| I ք I' և փոէր t in liinl|n11> | in if p <լրո(ւերւււ| ֆունկցիաներ

Աշխատանքում հետազոտված են Նելսոնի համակարզերի կրճատման և 
նրանց համապատասխանող բուլյան ֆունկցիաների հարակից ղասերի միա­
վորումով ներկայացման հարցերը։ Ցույց է տրված, որ կամայական Նելսոնի 
համակարգը կարելի / կրճատել 1(1 անղամ։ Ւ) ի ե Կամակարղր կազմված է 
քԱ • /<? 0(2' 1 ) Հավասարումներից և Ո1=0(2ղ A , է Ո. ա պ ա համար լա 
միշտ ալն կարելի /, կրճատել k անղամ։ հթե բու լ լան ֆունկցիայի ղրոներր
ղտնվո։ մ են ընդհանո։ ր վիճակու։! , ապա ալն ներկալացվում է Ц ] Հարա­
կից ղասերի միավորումով։ Համարյա բոլոր /( fl —Հ (Ц ) ցրք1 պարունակս ղ 
րո/լլան ֆունկցիաները ներկայացվում են Ц — 1 հարակից ղասերի միավո­

րումով, ալս տեղ <ք(//) -■= O(fl).

Л И I Е Р А Т У I» zk '> ’’ U ’» H Ն II 1‘ l> 3 II Ի Ն
’ /0. //. Журав^са, Л. Ю. Коган, ДЛИ СССР, г. 285, № 4, с 795—799 (1985). 

2 Ю. И Журавлев, Л. /О. Логан. ЖВМ п МФ. 1 26. № 8. с 1243-1249 (19861 
э Ю. И. Журавлев. Проблемы кибернетики, вь»;: 8 с. 5—44 (1962).4 Дискретная мате 
матика и математические вопросы кибернетики. Наука, М., г. I, 1974.
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В. В. Акопян

О периодической задаче контактного взаимодействия 
прямоугольников со стрингерами

(Представлен чл.-корр. АН АрияяскоП ССР Б. Л. Абрамяном 12/1 1988)

Результаты многочисленных исследований по задачам контактна* 
ю взаимодействия тонкостенных элементов в виде стрингеров с мас­
сивными теформнруемымн телами, обычно связанные с практически­
ми вопросами передачи нагрузок, отражены в (’ 2). При этом массив­
ные тела моделируются в форме различных канонических областей, в 
частности, прямоугольных областей. Контактные задачи для прямэ- 
угольных областей рассмотрены в (3). Задачи контактного взаимо- 
действия стрингеров с прямоугольниками обсуждались в (4՜6).

В данной статье рассматривается плоская периодическая задача 
лч полосы, составленной из периодических прямоугольников и стрин­

геров (рисунок). Т*•>
Рассматривая основной период, приходим к задаче для прямо­

угольника ( — /4 х^1, О у*&>) с упругими характеристиками £։, *։, 
усиленного чо краям л'=. / стрингерами длины Л и малой толщины 
11 с упругими характеристиками >։. Предполагается, что рассма­
триваемая система с помощью двух нерастяжимых лент через стрнн- 
г ры подвешена к шум неподвижным точкам, а на кромке у — Ь 
прямоугольника действует симметричная относительно оси Оу нор­
мальная нагрузка /?(л). ՛ . 2

И

Предполагается также, что, как обычно (7), стрингеры находятся 
в ■ пгюгном напряженном состоянии, притом на их свободных кром­
ках з дается условие н։ 0 (*). В такой постановке задачи на линии 
։."՛ дин ния стрингеров с прямоугольниками будут действовать танген- 

n.’.ii.iiue напряжения -(у) и з(у) соответственно. Требуется опреде­
лись зги контактные напряжения.

Л ля прямот голышка имеем следующие граничные условия: 
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0)-^(л, у)--зу(х, 0) 0, 
а։.(х, у)= - Р(а-), 

’.»( ±/. У) = о(у).

хчу(±1, у) — “(у), (—0<у<£).

Далее, следуя (■*), выбираем бигармоиическую функцию соответ­
ствующим образом и удовлетворяем граничным условиям (1|. Тоги 
для прямоугольника относительно коэффициентов Хп, (п = |,2. > 
получим следующую бесконечную систему линейных алгебраических 
уравнений:

л-1 л-1

.. (»)
•/>

11/<—ЗрЛ (р—1,2»...) (֊’)

где выражения коэффициентов Л<’»я, Д];’ и <{Я՛’ аналоги ты при­
веденных! в (").

Теперь на линии соединения стрингера и прямоугольника <аи >■
тем условия контакта:

(3)
нг —0 (О у^Ь),

где е’у”, е/2', иа вертикальные деформации и горизонтальное переме­
щение для стрингера и прямоугольника соответственно.

Учитывая условия (3), приходим к бесконечной системе:

(4)

где
с
р(5)51п?„,^5; Гт = ^?]'>с11н,;.^’;

6

ГП = 1, 2. .. .
р 0,1,2....

а ДР)—коэффициенты бигармоническон функции (’). подлежащие оп­

ределению.
Из условия равновесия стрингера имеем 

ь
^(5Мх-=Г. (5)

о
где Т—сила натяжения в нерастяжимых лентах.

Из условия же равновесии всей системы стрингеры—прямо)।ол-• 
ник можем записать



I

-I

(6)

Далее, положив
СК*

-(у)=/о V г*соз^у;
Л-1

(5՜)

3(у) V ֊— 51пЗ*у (0 у<й), 
* । 111’1*

из (5)—(7) получим

(8)

Теперь, как обычно, подставляем выражения в системы (2) и 
(4). в результате чего окончательно получим следующую бесконечную 
систему линейных уравнений:

п-»1 п—1

) т— Цт.п^ п У т» (9)
л *1 л— I 3

После определения Л\, и из бесконечной системы (9) искомые 
нс11звс<1ные контактные напряжения находим по формулам (7).

Для нес щдования бесконечной системы (9) на регулярность при 
помощи изложенной в (2 ’) методики показывается, что

И П1П1 »х

И П1 
т

= 0;

V 1^ „I I V |Л»т„I
1 л*1

-О,

а свободные члены системы (9) для больших т имеют, по крайней ме­
ре. порядок т Отсюда вытекает, что бесконечная система (9) ква- 
зивполне регулярна.

Институт механики
Академия наук Армянской ССР

ч. ч. тлрзиъ

П|||1|ш111| г|) Ь »| 1« Г111 Г) 11 г՝ Га I • Г11 1|п6и1ш1|111Ш |||Ь фп|иш^г|Ьдп1р |шС
11|ШГ|>Ь Гш1|шГ| |иВт]г|| 1Гши||(1

2.пт 4 ц//т шр 1р/ шА / у/^1^7/1^)/А/»/»

ЬЛр/| 1(лЪ иг ш I/ шш / ф Н /и Ш I/ 1/ // дп I р յшЪ *//»

,пГ1'1Ш *ш 1*и.7 4°7 ^гп*1 /рфид КЪ

11 ш пш& ц ш!( шЪ т ц ц шЪ 1ртЪ*

/иЪ7/7»» п1 чг}шЪ1мп1.ЪЪЬрр

У А / г ш 7 Д рЪ А р л у 11 ш 1/ри »ш՛

и ш^шрцр 11Р/11/нЪ Ш I/шЪ III 1]/] Н1 /I I ап! р ш гчиуш рЬ ли/ / ^Ьрш*
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Խնդրի լուծումը բերվում Լ դծտյին հանրահաշվական հավասարումների 
անվերջ համակարգի էՈւծմանրւ Vntjy Լ տրված այգ համակարգի քվագի յիո 
վին ո ե դուլ յա բու թ յան ր ։
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Т. К). Сапонджян

Растяжение бесконечной пластинки с 
эллиптическим включением

(Пре летав.։епо чл -кирр АН Армянской ССР В С Саркисяном 15/1 1988)

В статье приводится решение задачи о растяжении бесконечной 
пластинки с эллиптическим включением (с полуосями о и Ь) из дру­
гою материала, под действием постоянных напряжений, приложенных 
на бесконечности. Случаям анизотропных тел и плоским задачам для 
эллиптических включений посвящены работы (։՜5).

I Для случая, когда напряжения р направлены по большей оси 
эллипса (ось л*), формулы Колосова — Мусхелншвнлн (6) представ­
ляются:

в области эллипса (область (70)

«х4-’у=21‘Р0’(г)4֊?0*(гГ1.
(1.1)

’,֊м 2/-ге=2| ?<'(*) I-^7(^)1.

2р0(«+М=^о(г)֊^й^) - (1 -2)
для внешней области эллипса (область Հ7։)

»ж + 9,= р+2(?,’(г)+т|в(г)]>
(1.3)

3у֊ах+2/-ж>.=-р^-2|2?;(г) + Ч"1*(г)|>

2а։(м /?,)=(х։—1) -у ^U). (1.4)

здесь ?*(г) и Ч'(г) голоморфны в области в, и обращаются в нуль 
на бесконечности.

Для определения искомых аналитических функций применим ме­
тод конформного отображения. Отобразим известной функцией

внешность единичной окружности (о = 1) на внешность разреза дли­
ной 4/? с центром, совпадающим с началом координат плоскости г, 
при этом ось х проходит вдоль разреза. Окружностям p=const соот­
ветствуют конфокальные эллипсы на плоскости г, один из которых, 
для &»1, обращается в указанный разрез. Обозначим через р0= 
222



= У(аф6),(а Ь) радиус окружности на плоскости соответствую­
щей эллипсу с полуосями а и Ь. Голоморфные в указанном кольче 
(о = 1 и р֊ь0) функции разлагаются в ряд Лорана. II. И. Мусхелн • 
пили (®) подчинил коэффициенты этого ряда условию, при котором 
новый ряд оказывается голоморфным в области неразрезанного эл­
липса. Такими рядами будем пользоваться при разложении в ряд 
функций

%G)--=?;(*). ՝rft('j ^Ги-(г).

Учитывая симметрию задачи относительно осей х и у, 
иметь:

Ч' (') -= flH- у /;!"» ___ -___( ֊’____ !_ \

Голоморфные в об »асти G։ функции

Ф։С>) = <(*), Ч-,(,) = ч;(г) 

разлагаются в ряды

Г1(՝1 * л — ' I ( ’) . — - fc I '

< 1.6)
будем

(1.7)

(1.8)

(1.9)

Главный вектор усилий, приложенных к дуге (V). в области 
(i0 определяется по формуле

i J(zYH-/rn)f/s-<p:(c) + z<f,;(z) I Ч-’(г), (1.10)

аналогично» в области

/ Г (X+zTn)Js=^(r-i)+?:(2) + ^<V)f47(7j. (1 II)

Л»
2. Условия сопряжения упругих областей С70 п G։ получаются 

приравниванием выражений (1.10) и (1.11), а также перемещений 
(1.2) и (1.4). Переходя по (1.5) от z к ’„будем иметь:



Умножая обе части этих уравнений на (I ' 2) (I р04՜2) и за­
меняя входящие в них искомые функции соответствующими рядами, 
11 ice сравнивая коэффициенты при одинаковых степенях е ՛ *|в этих 

ра юн. получаем алгебраические уравнения относительно указанных 
коэффициентов (“). Для случая первой основной внешней задачи, 
согласно (”), функция с(^) определяется по формуле

т

(2.4)

где /(9)—заданная на , функция. 
Учитывая, что

»(’)- (2.5)

из (2.4) находим
2к

о
(2.6)

Для нашей задачи, согласно (2.1),

Я») -|nGrH 2 Сп+Ч4-

Учитывая (17) и (1.8), а также равенства

1 1 * е2*,։
" 1 ֊Ъге™ - ֊- 7? ' 

из (2.6) с учетом (2.7) для нашей задачи находим 

<*«,'> = -(?о-.&<7’)а։” + +2( 1 Ч’) Ь

(2.7)

(2.8)

(2.9)

где .А = (?Н.<) 2(2*֊1И°;_։+ ^П’-г 
I

Аналогично из (2.2) имеем

(Vo ։w>֊' Оч- ։ )₽□’-2|

(2-10)

(2.11)

Уравнения (2 9) и (2 11) являются теми уравнениями, которые те­
ряются в (՛) при решении задачи с помощью рядов. Поэтому полную 
систему уравнений, определяющих коэффициенты примененных ря­
дов, мы получим, присоединив (2.9) и (2.11) к уравнениям, способ 
получения которых указан выше.

(?*-1)а<») фа<й-ра04 = 2(р20-1), 

2(Й֊Р.-։).4Г>+2р.֊։а|'>-^'>=2(Р$-Р0-։>.

(«о+р;)аГ->։,>°'."-йл-։<«,-։)+2>й. <212’
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(«о-1)(р?,-֊^'М(,П) 4-4х։-֊1)?о-։«Г)+^11)“Ч*1-֊1)(Р5-Ро։), 

(Зр4о-РоЧ ^0,+р^‘0)4֊р0-1а<1,=-2а‘10,+«1(|Ч֊2( I—р02), 
(^Ри*4֊Зрра‘0Чр^р|֊Ь։р֊^1>=г(»0-1)Лр)_/.х1а;П--л(х։֊1+2р2)1^

(₽3-^о_*)а^-Ро~։*(1о,+3?5-4а^-ро֊’^’> = 2а}«>_яр)+2(р֊»_1)1 (2 13)

(«о0о+Зро-4)а^)+Р5’։*(10,-ЗЧ-<а<|»+Хр0֊М<’)=( х0-1 )0<<» +>.«;)_, (ж _!2р_ 

Покажем теперь, что а‘°>=0. Из первых двух уравнений (2.13) имеем 

(*о+ ։ )<ф-(Ч+ Па0)==>4| (х0-ь । )<<։и։ _(ц + 1 )Я|1) {/1_ 1 4 2ра։_2(! _?2)। 

а из первого и третьего уравнений (2.12) получаем

(х0+1)а(0)-()х,4 1)«<”-/(х։ -1)+2,р2-2(р’-1), (2.14)

у 1отсюда следует, что а<։>= —5------- а<"».
Ч +1 3

Подставляя полученное равенство в верное уравнение (2.13), имеем 

р”6‘°'+(>ттт +*։- ։)в8”—+?։«՛,"+24( ։ -й> .

далее из третьего и чертвертого уравнений (2.13) получаем 

|>(р։-зр0-’)+^+зр1.‘1а5') ну’о)«?’->•(», и).

учитывая последнее равенство, находим

д(0> 
3

(2.15)

-р2{(1֊>)[֊2<+а(1»-Ь2(1-Р^)|-Р4((2'Н-*о֊1)<։Г+Ч’ч+1)1).

С другой стороны, из второго и четвертого уравнений (2.12) имеем

(рЬр7Ч(2>֊4-*о֊։)«(10)+.%-։Ч*1+1)^)=Чр^֊Ро-։)(х1+п.
Учитывая последнее равенство, а также (2.14), после очевидных пре­
образований получаем

(1 -л)| -2л<°> -Ьа|։Ч2( 1—₽5)|-Ро1 (2'+хо~ 1 М°Ч֊М«1+1)1 = 0.

что совпадает с правой частью (2.15). Отсюда легко заключить, что 

а<“> ։ = ЭД’ 1-<‘-։=0 "Ри Л-2,3, <ЭД_։=0 ПРИ А = 3,4......

Таким образом,
а,0։ = ЧМ-1 )1 (Ч-и )(ро4 ֊ 1 НМх,֊ 1) 4-2Х?2 -2(р* -1)| 

(р‘-1)(2Х+х0-1)(Ч+1НЧ’Ч+1 )(*о+1>

а|‘> —— {(*0+1 )а‘п>—>(*1 ֊ 1) -2>4'о֊|-2(рЗ՜ 1 И.
> X) + 1
Д-РоЧ(рМИо,+<‘-2(рЬ1)1. (21б)

=РоЧ 2(р5- I )«гч+2«1“ -2(Ро-1) I.
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֊ Ро՜ ։1 ֊ М°'+а V’+2(Ро ’֊1)1.

= I л,|”+2).
где ^’-։՜ Ь'»-։՜ЭД-з՝ (А’- 1. 2. •••). при этом 6£°{ = 0, 
&(‘|-б։‘) = М’»= . ч։М3 5 * I □

Тогда с учетом (1.7) и (1.9) решение задачи получим в зам­
кнутом виде

«.(-,)= +1), ад- »՛,"> (; + Д,

ч 1
(2.17)

Замечание. Для величины А имеем два значения (2.10) и (2.16). 
Учитывая найденные выражения для коэффициентов а<°> и О1,0’, не- 
посре тственно видим, что указанные два значения одинаковы.

Отметим также, что при переходе от эллипса к кругу (а=*Ь) 
полученные результаты полностью совпадают с (”).

3 Аналогично первому случаю найдено замкнутое решение для 
второго случая, когда напряжения р направлены по малой оси эл­
липса (ось у). Для внешней области

=р 2(?Дг)+тЛг)1.
Зу—бх+2гтху=р 1-2[г?1’(г)-|-Ч1’(г)|,

2и։(н-Н’г>) =■ —(у։—1)г —— • г • Чг'(г),
4 2

а в области эллипса выражения совпадают с (1.1) и (1.2).
Аналитические функции ?/, Ч՜, (4 = 0, 1) определяются по фор­

мулам (2.17), где отличные от нуля коэффициенты имеют следующие 
значения:

а„)։= '(*н 1)КХх1-ц)(р1-1)+/.(х1-1)-2/.рН2(рН1)1
1 И -1 )(2>+*0-1 )(Ч+1 )+> (*։+1 )(*•+1)

а}1’֊ — 1(>о4-1)а(1о»֊>(х-1)Ч-2^-2(рН1)1.
'•*1+1

^=Р0-։1(Р^֊1Н°’+а‘։”+ЭД+1)1’

= Р0-։ 12( р« -1 )а?>+За? ’ ֊ 2 (pH I) 1.

= -2а(,°Ч֊аГ’+2(^+1 )|,

4/<1>=Р§|-2а<о»+а|Ч-Ро’&<°’Н-2(Ро։+1)1-

Ереванский политехнический 
институт нм К Маркса
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Տ Я ՈՒ ՍԱՊՈՆՋ8ԱՆ

է||սւ|սա1լսւ1ւ ներդրակով ա(»ւ|Լր? ււալի ձդումր

Աշխատանքում ստացված է առաձգական էլիպսական ներդրակով, ան­
վերջ /"/"'"ք""/ "1սւՒ "'նվերքաթյոէնոէմ կիրառված Հաստատուն լարումներով 
ձգման խնդրի փակ լոէծումր, որի մեթոդը հիմնված Լ կոմսք/երս փոփոխա­
կանի ֆունկցիաների տեսութ յան կիրառման վրա։

էսնգրի րնդհանուր /ուծումր ն երկ տ /տցվու մ / Կոլոսով-Մուսխեքիչվխիի 
' իմն ա կան րանաձևերուի

Վերածելով որոնելի ֆունկցիաները Լորանի շարքի և կիրառելով Կոշոլ 
ւոի/գի ինտեգրալը, խնդրի լուծումը ըեըվում / վերջավոր թվով գծտփն Հան­
րահաշվական հսւվտ ստրու մների համակարգի լուծմանէ
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Гистохимическое выявление фосфора в нервных клетках 
головного и спинного мозга кроликов

(Представлен՛ > академиком АН Армянской ССР В В Фанарлжяном 17/11 1988)

Как было показано в ('), на срезах из фиксированною материа­
ла возможно получить воспроизводимые результаты по выявлению 
клеточных ортофосфатов в нейронах головного и спинного мозга кош­
ки. Поскольку данные в этом направлении практически отсутствуют, 
то дальнейшие исследования могли бы дать новые сведения о гисто­
химии фосфорных соединений, занимающих одно из центральных 
мест в обменных энергетических процессах. В этом аспекте опреде­
ленный интерес представляет выявление особенностей реакционноспо- 
собности фосфора в клеточных структурах мозга у разных видов жи­
вотных. Для выяснения этого вопроса в настоящем сообщении пред­
принята попытка проводить исследования по гистохимии фосфора в 
клеточных структурах мозга кроликов. I

Объектом исследования служили головной и спинной мозг 15 по­
ловозрелых кроликов. Животных подвергали нембуталовому наркозу. 
После декапитации извлекали головной и спинной мозг. Из них го­
товили тонкие кусочки, которые фиксировали в 5%-ном нейтральном 
формалине или формол кальциевом фиксаторе 48 ч при 4°С. После 
фиксации из кусочков коры больших полушарий, среднего, продолго­
ватого, спинного мозга и мозжечка готовили замороженные срезы, 
толщиной 60 мкм. которые после тщательной промывки в дистиллиро­
ванной воде обрабатывали по свинцовому методу (А. М. Чилингаря- 
па (։,э).

Поскольку реакцноиноспособностг ортофосфатов в мозгу кролика 
является неизученным вопросом, то для всестороннего его исследо­
вания и выявления преципитационных пиков различных структур эк­
сперименты проводили с учетом закономерности концентрационного 
взаимоотношения по А. М. Чилингаряну (4), с инкубацией срезов в 
смесях с разными количествами буфера. Часть срезов до инкубации 
обрабатывали в 70°-ном ацетоне 1 ч, с последующей 30-минутной про­
мывкой в дистиллированной воде. Инкубационные смеси готовили из 
расчета к 100 мл 0,01 М раствора уксуснокислого свинца добавлял­
ся I М ацетатный буфер с pH 5,6 от 5 до 60 мле интервалом 5 мл. 
Срезы в этих смесях инкубировали от 3 до 10 дней, после чего выяв­
ляли сернистым натрием, промывали и заключали в глицерин-жела- 
тин. 
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Результаты исследовании показали, что при формалиновой фик­
сации на срезах, инкубированных в смеси с 5 мл буфера (pH 5,6). от­
сутствует реакция сосудов и лишь местами заметны единичные отрыв­
чатые капилляры С 10 15 мл буфера в смеси наблюдается смешан­
ная окраска ядер глиальных клеток и единичных капилляров С 20 
25 мл окрашиваются только ядра глиальных клеток, а с 35֊40 мл 
наряду с ядрами глиальных клеток реагируют и нервные клетки Ни 
срезах, инкубированных в смесях с 45—50 мл буфера, происходит и ։- 
бнрательная окраска нервных клеток, которые выявляются за счет 
мелкозернистого осадка, откладывающеюся в нерикарионах и отрост­
ках. При дальнейшем увеличении количества буфера нейроклеточная 
реакция ослабевает. Следовательно, наиболее оптимальным пиком 
для выявления нервных клеток мы считаем количество буфера в сме­
си 45—50 мл.

О наличии фосфора в клеточных структурах свидетельствует об­
разование преципитатов, которые в последнем этапе превращаются в 
черный осадок сульфида свинца. Осадок носит мелкозернистый ха­
рактер и откладывается в нерикарионах и дендритах различного пи- 
рядка. После формалиновой фиксации на срезах, инкубированных аг 
3 до 5 дней, в основном выявляются нервные клетки с короткими от­
ростками, ядра клеток не окрашиваются. 1) последних мелкозернистый 
осадок наблюдается на 6—10-ый день инкубации, вследствие чего ста­
новится трудным провести четкую границу между цитоплазмой и ят- 
ром. При формол кальциевой фиксации наблюдается ускорение реак­
ции, Нервные клетки выявляются со 2-го дня инкубации, а мелкозер­
нистый осадок в ядрах клеток образуется на 4—5-ыи день инкуба­
ции. При этом увеличивается количество выявляемых клеток и от­
ростки можно проследить на далеком о г тела расстоянии. В морфо­
логическом отношении более четкие результаты наблюдаются после 
обработки срезов в ацетоне.

Анализ препаратов показывает, что в коре больших полушарий 
головного мозга на светлоокрашенном фоне препарата выявляются 
клетки разных слоев. В основном встречаются пирамидные клетки ма­
лой и средней величины с короткими отростками, а также клетки мно­
гоугольной формы Окраска цитоплазмы носит мелкогранулярный ха­
рактер, ядра клеток не окрашиваются

На препаратах мозжечка обнаруживаются тела клеток Пуркинье 
без отростков пли с коротким основным дендритом В молекулярной 
слое превалирует гранулярная зернистость. В зернистом слое выяг» 
л я юте я небольших размеров клетки-зерна, тела которых бедны цито­
плазмой и заняты в основном ядром. В белом веществе окрашиваются 
клетки собственных ядер мозжечка, с четко выступающей цитоплаз- 
мои и довольно длинными отростками.

Па срезах продолговатого мозга довольно постоянно выявляют։ я 
нервные клетки разных ядериых групп. Особенно четко окрашиваются 
нейроны ядериых групп лицевого, подъязычного, блуждающею шч» 
нов. Следует отметить, что наиболее рано, уже на 3-ии день инкуб ։• 
цни, выявляются клетки ретикулярной формации (рис. I). N них мож­
но проследить первичные, вторичные, и третичные дендриты. Доводь-



Рис. I Рис. 2
Рис 1 Продолговатый моя кролика Показана реакция иернкарнонов и отростков 

крупных клеток ретикулярной формации. Ок. 8Х> об. 24Х
Рис 2 Спинной моя кролика Видны нервные клетки с отростками Ок 8Х. об 6Х 

но постоянно выявляются также и клетки оливы без отростков. Ядра 
их не окрашиваются.

Изучение срезов спинною мозга показывает, что наиболее рано 
выявляются мотонейроны в основном с гранулярной зернистостью, по 
встречаются также и тем неокрашенные клетки. На 4—5-ый день рел 
тирует большинство нейронов задних и боковых рогов, а уже па 7— 
Ю-ый день выявляется почти вся масса клеток серого вещества спин­
ного мозга (рис. 2). е <

Таким образом, полученные в настоящем сообщении данные и их 
анализ показывают, что при выявлении ортофосфатов в мозгу кроли­
ков наблюдается сходная и равномерная реакция нейронов различ­
ных отделов головного и спинного мозга. Эти данные в значительной 
степени отличаются от данных, полученных нами ранее у кошек (’) 
В противоположностч. кроликам, у кошек в тех же условиях ортофос­
фаты выявляются далеко не во всех отделах мозга. В основном осаж­
дение продукта реакции наблюдается в мотонейронах спинного мозга 
и нейронах большинства ядерных групп продолговатою мозга. Кро­
ме того, у кошек преципитационные пики разных типов нейронов зн ч- 
чнтелычо отличаются. .

В целом результаты, полученные нами при исследовании мозга 
кроликов, позволяют утверждать, что выявление клеточных ортофос­
фатов в нейронах мозга кроликов могут представлять определенный 
интерес как в гистохимическом, так и морфологическом отношении.

Институт фитологии им Л Л. Орбели
Академии наук Армянской ССР
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Փորձի արդյունքները ցույց են տա^ս, որ օրթոֆոսֆատների նստեցման 
սլիկերր ուղեղի տարրեր բաժինների նյարդային բջիջներում պրեթե Նույնն են։ 
Միաժամանակ ցայտուն ռեակցիա / նկաւա/ոլւք ինչպես աոանձին բջիջներում, 
այնպես Լ լ մեծ մաս րջջա խ մ բերում ւ Այս տվյալն երբ մեղ >իմր են տալիս 
եզրակացնելու, որ ճաւրսրի ուղեղի ն եյրոններոււէ բջջային օրթոֆոսֆատների 
հ ւս յւոնաը երում ր կարող Լ Լական Նյանւսկու թ յուն ունենալ ւք ո րֆո լո ղի ական և 
Հիստորիմ իական ուսումնասիրության ասպարեզում ։
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մէ. Լ՚մինյան— Տարածական կվադիմ երոմ որֆ արտապատկերման Սա •մտնային
Լ ղակիութ յո՝նր' րստ ոշափոդ կորերիԱ, Լ|. Ui^L ւո |յ u | ւսն— Ամրոցէ ֆու աների որոյ Համ ակարդերի լրիվության մա- 
սին վե րջավոր 'ատվածների վրա • >•••■...Վ. Ի. Ղաւ|ր|1|։ււ|. Վ. Ս. !{ա f in ր յան — Ոոմւդլեըս փոփոխ ականի կամայական ֆունկ­

ցիաների (ինդելյոֆի կետերի բազմությունը .......Մ. Կ. Կյուրերլյան— Վերջավոր ցայտերի ւվրա բազմանդամների վերածելիովթյան 
տեսության մասին ...........ft*. Վ. Խաչատրյան — Օպտիմալացման սկզբունքների ղինամ իկական կա յուԼութ յունր 
րա ղմ ահ ա յտանիշա յին րազմարայլ խաղերում .......Ղ. Հ Խաչատրյան — երկու սպա ոիշներով փոխանքատիչ կապուղու համար կողային կա- 

ոուցվա ծ րներր
II. Ն. 1քԼրղե||անէ Ա. Ա. 'Ւան|։ե|յան —/-*3 տիսյի բազմությունների վրա ղացամիտվող 

րազմանղտմների Հ ա յորղա կանու թյ ունների մասին . • . • •

«>. II. 11*ար1|ՈՍյան—քքրման խնղրի ասիմպտուոիկ լուծումները դիֆերենցիալ հսւվասա- 
րումների մի համակարգի >ամարՎ. Ի. *Ւ\111|րԷ» |Ու|. Վ. II. *1,ա քարյան—Հոլոմորֆ արտապատկերումների ընտանիքի նորմա­

լության հայտանիշերԿ. Վ. Դսւսպարյան—էրսպոնենցիալ սեմիմս>րտինղա/նելրի մուլսփպլիկատիվ վերլուծության 
մասինՆ. Ա. Շ|ւրոկու| — Pա ղմ ան ղա մն երի հավասարաչափ փակում ր խիստ էցսևղոոլքւոէցիկ 

տիրույթներում •.....•««•
—— ■ II !■ »■— ■Ղ. II. ».<ս1լրւ|' յան. Ռ. Ա, Ա|ե քսւսնրյրյան —Լ յիպսոիցտլ տիրույթներում ցծային դի­

ֆերենցիալ օպերատորների փնյի սեփսւկան վե կ տո ր - ր ա ղմ անդամն երի համակարղի (րի- 
վուքկան վերաբեր յալա. IT. Է մին յան—թի շրջանում ֆունկցիաների սահմանային առանձնահատկություն
ներր Ա.
սպեկտրի Ա.

Ա. Վաղարշակյան — Գրղոված րէռցմապատկման օպերատորի սինդուլյար 
մասին ........Մ. Արամյան—Ողորկ և ողորկ ֆինիտ ֆունկցիաների խտությունը տարածու­

թյսւններում C ՚ (և!) ե IT 1
P

If. Վ. 
մի մասինՆ Ա.

Ղսւզարւան— Մ երոմորֆ ֆունկցիաների համար ոսևսյի սուր ծայրի» թեորե-

Ռսէ|ս1||սւն — իտությանն րստ շափի և մ ետրիկսւկւսն իզոմորֆիզմԿԻՐԱՌԱԿԱՆ ՄԱՌԿՄԱՏԻԿԱԱ. Ա. II |Լ f ււանյան— թուլյան Հավասարու ՛քների Ներանի • ամա կարցեր ե փորր
րանԱ/կու թ լամ ր զրոներով ֆունկ ցիան երՄԵԽԱՆԻԿԱ

Ա. 
ղադրյալ

Լ. Պետրոս յան -• Կո»յււ։ւ|յակ— Թուլի աոաձցական Jurjnii/i մասին ,՛Լ «.ա1|Ոբյան—Ուղղանկյուն մարմնի ե վերադիրների փո խ ա դդեւյ ու թ յան մասին Մ. 1)ար«|ս յան. Ա. II, luiu -Է1||ւսն - Մի րտնի ֆիզիկական ցայտերի վարրր րա- 
մարմնի միարմս/ն մակերևույթի եզրի շրջակա լրում • • • •
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’Լ- Վ. «յոկոբ ւսւն—Ուղղանկյունների և վերադիրների կոնտակտային փոխսւդցե֊ 

ցՈվթյան պարբերական խնղրի մասին



Տ. Ont. ՍապււՕ^յաՕ — էլիպսական ներդրակով անվերջ սալի ծոումրԷԼԵԿՏՐԱՄԵԽԱՆԻԿԱՍ. Վ ՂաԿԻսար», Վ. Վ. \^^^^ՄադնիԱ,սԼլեկտրաինդո,կՕիոն էլեկտրական 
մ եքենաներ •••«..... 102ՖԻԶԻԿԱ
II. Մ. ւ՚յսաէյան. Դ. Յւււ. ՄԼփքք աՏով—ՀաՀաւ/ա/ւաՀձո ևոմակարգակափն ս,տոմր ,.. 

մոնորրոմատիկ ալիքի դաշտում , * , , շ/Ա. 2. ՄԼփքյան, Ս. Մ. Սահակյան— Քվա ղիհարմոնիկ մ ոտավորության շրջանակ­
ներում ՆԿհ ցանցի հալման ջերմ աստիճանի հաշվարկ .... 103Ա. Ա. Սահարյան — էլե կտրամադնիսա կան դաշտի ԼնԼրդիա ■ իմպուլսի տեն զորի վա­

կուումային միջինները զլանային համաշափրւթլամր սահմաններով տիրույթների Համար 112 Ս. P*. ^ևոՐէյյան, I*. Ցու. Կրյուշկու| — 1-տրձր կարդի քվանտային ֆլուկտուացիաները 
և սեղմված վիճակները օպտիկական ռեզոնատորում . . . . .1/8Ն. A. Ե(պխ՝արյ<սն, Մ. 2. Մուրաղյան-Տեղափոխ ման տեսության որոշ հակադարձ 
խնդիրներ ................................................ լշշԴԱԴԻՍ ՖԻԶԻԿԱ

2- Ս. Այւ|ա(|յան — է)նթ տմ ի լի մ ե տրանո ց ալիքների ոադիոլոկա ցիոն անդրադարձման 
մեթոդով ամպերում հեղուկ կաթիլների սաոույցին անցնելու' կարկտս/դո յացման սկդրնա 
վորման հա յտնարերոէմր ......... /66ԳԵՈՖԻԶԻԿԱԼ. Ս. ԻԼ<լոպ|այսւ. Ա. Ն. Կո<լլու|, Դ. IT. 2ու|հան1ւ|ւււյաէՀ Յւււ Պ. 11կու|որու|1յ|ւն - Հի լար ա ֊ 

ցիոն ('նույթի տեղային երկրսւմ ադնիսա կան փոփոխութ յոէններր դի լ ա տ ան ս ի ա յ ի 
շրջաններում ......Ա. 1ս. Իաղրաժ յան— Փոքր Կովկասի րլոկտ յին կառուցված րր և Հնարավոր մաքսիմալ

երկրաշարմերր » ...... .ՍԵՅՍՄՈԼՈԳԻԱՆ. Կ. Կարապետյան—Ոէմեղ երկրաշարժերի կտնխադուշակային *ատկանի ՝ըՖԻԶԻԿԱԿԱՆ ՔԻՄԻԱԴ. Հ. Իախչայյան. I*. Ա. 
ջերմ աստիեանտ յին օրսիդացոէմր 
ներում

Վարդանյան, Ա. Ի. Նա||*ան||յԱ1(ւ Ալդե ^իդների ցածր

Հոմոդեն շղթաների ղարդացման րս/ց առման պայման-

ՌԱԴԻՈԿԵՆՍԱԻԱՆՈԻ^ՅՈԻՆԾ. Մ. Աւ|ար]յաքւ, Կ. Շ. 11սկանյան, Ն. Վ. Սիմոնյան —!! ակտերի աների րշիքների վրա 
իոնիղացնող և լազերային հաոադայթոէմների ադդեցաթյան մի քանի ընդհանուր օրի- 
նա շափոէթյունների մասին .....••ՄՈԼԵԿՈԻԼՅԱԻ ԿհՆՍԱՈԱՆՈԻՒՅՈԻՆԱ Ա. Զ%աքար|ան, Կ. 2. Իականւյ. Ն. Ա. Սկււ|*ե|1ւսւ — 9էշ- 1ՒՆ1Ւ-ի ա ոանձնա Հս տու կ 
ոեցեպցիան րլշի պլադմատիկ թաղանթի վրսւ • • •ՈԻՈՔԻՄԻԱ

l|. II 1>ակո<&ց, Մ. Դ. Դևորղյաէ, >. Դ. Դս1|Ա֊ոյա6. 1Ւ Ա. R.ufiurput — Ւնտ1րֆԼ 
րոՆի (-Նքուկքյիան մարդու րնկերքփր) անյատված Լրկւ^թաՆի էՒՆ^-ով.

II. Լ. Շա^յան, Ս. Լ. Մկրւպյան. Շ. 2. Ղսւզարյ՚յն, Վ Դ. Մխի|.ս>րյաէ - ԱօՆէս.Ն!.րի 
ֆեր>11նտատֆվ էեափ-,խումք կաքսվա.1 ապրԼնաէֆնֆօ

Il II.. Ա|ւմոնյան, Դ. Հ<Ա<]|||>) — Ն/արւրս/ֆԱ ■:յո։ս^ա<1ք1ւ Լներպէտֆկ փոխ-Նակութ յան 
հնարավոր կարգավորեր Տ -100.14 Տ 11>01> ււպիտակո.ցներով Ռ. Ա. |1ա5ակ|Ա1ն. Խ II. Սայաղյաէ. Ա. U Չւսրյողւյսւքւ _Հարվահանաձն

մղված քների րրոմատոդրաֆիկ րամանումը
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Դ. Լ. Հարու|»յո։նյան, Ա. Ա. Պււղոսյան, Ա. Դ. էքիփբարյան— Խոշոր եղջերավոր 
անասունների ուղեղի ( ԱԳՖ - ո իր ոզա ) սյ ո (ի մ ե ր ա զա յի անջատումը։ Հիմնական ֆիզիկա* 
քիմիական Հա ակութ յուններր • • • . . . • • 17$հւ. II Սայազյսւն, Ա. Վ. 1К Ա- Սահակյան, Դ. Դ. Դհորզյան, Մ. Ի. ԴԼ-• |ս|՚||Ա։ն—֊սրվաՀանաձև դեղձերի մզվածքների ազդեցությունը ԴՆԹ-ի սինթեզի վրա 
լաբորատոր կենդանիների թիմուսի և փայծաղի չիմֆոցիտներում . . • 181Ա. Լ. Շա|«յան, Ս. Լ. Ս կրակյան, Վ. *К Միփ |ոսր յան— թ Հագեցած ճարպաթթուները 
և դե ր & ըսի դա ցման պրոցեսը աոնե տների լյարդում ■ • . . • 187(րՈՈՈԼՈԴԻԱՎ I'. Պողոսյան—հատվի կարմիր կորիզի խոշոր քքքային մասի վենտրալ շրջանի աֆե* 

րենտ մուտքերի աղը յուրնեըր ........ £.)
I». Բ. 1քԼփքսԼ|>|Աւն, Ջ. մ. ՍՀսրւոիրոսյւսն, Հ. Մ. Չի փնցա րյան — Ֆոսֆրւըի Հիստո*

քիմիական Հայտնաբերումը Հազարի զլխո։ զեղի և ողնուղեղի նյարդային բջիջներում . 228

Pllb.SU ԻՐԻ ՏԻՋԻՈԼՈԴԻԱՂ. 0. 11յլա |<սրզա1|Լ, Ա. Վ , <1*11։սկ։1<|—Պերորսիղազայի ակտիվության փոփոխու * 
թյունր լորու զողոէնային կոթունների աճակից արմատների ոե դենե ր ա ցի այի րնթացրոէմ 
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