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ВОЛНЫ ЛЯВА В МАГНИТОСТРИКЦИОННЫХ СРЕДАХ
БАГДАСАРЯН I Е. ДАНОЯН 3. Н, САНОМ! 1 Л. А.

I. Рассмотрим диэлектрический изсчропный упругий слой постоян­
ной толщины Л с модулем сдвига и, и плотностью (ь. лежащий на 
упругом изотропном диэлекгрическом магнитострпкшюнном полупрос­
транстве с параметрами ц. и о2. Направим он. х։ декартовой системы 
координат Х|Х2Х3 вдоль границы раздела, а ось л\—п глубь полупрос­
транства.
Предполагается, что область лу-С — Л является вакуумом, а граница 
слоя х2=—Л свободна от внешней нагрузки. Рассматриваемая маг­
нитоупругая система находится во внешнем постоянном магнитном по­

ле с вектором напряженности //О(о. О,/Уо).
Используя результаты работ [1—6] и предполагая, что слой и 

полупространство находятся в условиях антиплоскоп деформации, в 
квазистатичсском приближении получим следующие уравнения и по­
верхностные условия, описывающие поведение магнитоупругих возму­
щений в рассматриваемой слоистой среде.

Уравнения в области полупространства (ха>0):

а»м<’>
ра Д м?) 4- ?։5Д© - Р։ . 3։:,Д</> - Д? = 0 (1.1)

Уравнение в области слоя (—Л<лд<0):

(1-2)

Уравнение в области х2<0 (магнитная проницаемость материала 
слоя считается равной единице):

(1.3)

Условия на поверхности раздела (х2 = 0):

ди“' ди№ дэ
- = !֊,-±֊ : ? ֊—, 

1 (7Л2 (7Л‘а '՜ дх*
м<» _

(1.4)
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Условие на свободной' новерхноС-П! слоя (а\ — Л):

()х„ = 0. (1.5)

В (1.1) —(1.5) и 'а"? — перемещения частиц по направлению оси 

х1 в слое и в полупространстве, соответственно, ;К1 — —֊$ ■— г.'*. ех и 

е.2 — магнитострикций иные постоянные, р, - мщшгвзя проницаемо« т։> 
материала полупространства, у и ••?*՛'’ потенциалы магнитного поля 
в областях л-2>0 п л*2 < 0 соответственно. Д двумерный оператор 
Лапласа в плоскости ххх2, р0 4~ • 10՜7// /V—магнитная постояли..я.

Если материал слоя является идеальным проводником, то вместо 
(1.4) получаются следующие поверхностные условий' при

«Ъч<?) <?Ф №.<’) <?//<*) дъ
՛‘д,.-. - : <м; (1'"

Кроме условий (1.4). (1.5) или 11.(6. должны удОвлетвбряткся 
также условия ։атухяиия возмущений на бесконечности.

2. Рассмотрим задачу (11) -(1.5), описывающую распростране­
ние Модифицированной маТнитбупругой волны Ляна в случае диэлек­
трического слоя.

Непосредственной подстановкой можно убедиться, что следующие 
функции являются решениями уравнении (1.1) -(1.3):

//;<2) = Д1ехр( — ял-2)ехр(г(/гл-։ - <՛>/)), 'г('՜1 .4։ехр{7гл2)ехр(/(*х։ — <՛>/))

?=>А2Н-ехр(֊йл-։) 4֊ ?оехр(-£.г։))ехр(•(£%։֊ «П) (2.1)
УЧНл ( /

... .... ... | В։ехр(я.л2) 4- В.ехр( - \х„) при х»<т‘гн^>-ехр(/(^л-։ — шг)) X 1 ‘ х
( сгсо$ла.х2 4 с251па։х2 при

где Др .4։, В,, с։, с2 и -^о — производные постоянные,
10 •» 14 ։ /, \|/2■и = — , «у* = — , а = Л1--------)
Л Рх \ 5’ /

х = г'УГ7^г, гл = —’ у?”&(РоМч) 1 (2.2)
р»

В (2.2) -V - фазовая скорость рассматриваемой магнитоупругой 
волны, £—волновое число. <•* — частота колебаний, гс и -ул —соот­
ветственно скорости объемных чисто упругих сдвиговых воли в слое 
и в полупространстве, $ - скорость объемных магнитоуругих сдвиго­
вых волн в магнитострикционной среде.

Решение (2.1) соответствует магнитоупругой волне Лява, дату- 
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хакицей внутри полупространства, если «>0, го есть скорость этой 
волны должна удовлетворять условию

г <>,/14-Л (2-3)
Удовлетворяя поверхностным условиям (1.4) и (1.5), для опреде­

ления произвольных постоянных получаем однородную систему линей­
ных алгебраических уравнений. Из условия совместности этой системы.
1$ зависимости иг отношений между v и п лучим следующие ха­
рактеристические уравнения 
гой волны Лява:
при г՝>г\

для определения скорости магнитоунру

при v<^ve

Ig’jA b — 
!'Pj

у» b :
֊֊(l ’’*=)« = 0 
pH-1

tlUjA -г----— (1 P x’)s - — -— I =0
Pi’i IV 4*1 I

(2 4)

(2.5)

Рассматривая уравнения (2.-1) г (2.5». можно сделать следующие 
выводы: а) возможное ь возбуждения вили Ляпа с фазовой скоростью, 
меньшей скорости объемных I пииовых волн в слое ( ?<>), обуслов­
лена исключитель:ю учетом магнитострикционного эффекта, б) этим 
же эффектом обусловлена также возможность существования волны 
Лива со скоростью, большей скорости объемных сдвиговых волн п 
подложке ( »т.^). в) фаз:.вам скорбеть модифицированной магнито­
упругой волны Лява чавиенг от частить! колебаний и поэтому для этих 
волн, как и для чисто упругих волн Ляна, имеет место дисперсия.

При бтсутстьин слоя (Л-0) рассматриваемая задача, если она 
имеет нетрйвпальпое решение, описывает распространение сдвиговой 
поверхностной мапштоупругой волны в магнитострикционном полу 
пространстве со свободной границей, Эта задача в иной постановке 
решена в работах [7. 8]. где показано, что блаюдаря магнитострикции
в полупространстве существует сдвиговая поверх пост на я магннтоупру- 
гая волна. Этот результат пепосреливенпо следует также из (2.4) при 
А 0. причем в силу (2.2). ктя с предел с и я я фазовой скорости поверх­
ностной волны получается следующая формула: 

г* = v,./ 14-х’
(Рг М)’(1 4֊ •'•’)’

(2.6)

показывающая, что условие (2.3) суще֊гвонрная поверхностной волны 
выполняется. Из (2 6) видно, что' волна распространяе:ся без диспер­
сии.

Из (2.41 при /■՛ 0 легко получить формулу, определяющую глу­
бину проникания y-о 1 поверхностной волны в полупространство

..=(|^)(1,нч (27)
k-i?

Формела (2.7) показывае։. что гл՛, бина проникания пропорцио- 
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нальни длине полны д 2л/Л п умсньшасня с увеличением напряжен­
ности внешнего (поляризующего) мании кого ноля. Следовательно, 
ощутимая локализация волны у поверхности среды происходи! в слу­
чае коротких волн, и это явление усиливается г увеличением интен­
сив ноет и магнитного ноля.

Зависимость фазовой скорости поверхностней го-ны от величины 
магнитной индукции £0 = р0//с для различных магнитострикционных 
материалов, у которых е2 ■֊ 0,5 <?։, показана на фиг. I (построен­
ном на основе (2.6)). Кривая 1 па этой фигуре соответствует матери­
алу феррит Ф 107, у которого у2=0,66 • 10” 11 .՛ м։, р, = 30. =
= 1.18 Н/А։, кривая 2 — материалу ферроскуб 7А2 (р2-=0,63 • 10’41 /м2, 
рГ“20, ^=0,68 Н/Аг), кривая 3- материалу Никель НП2Т (ра=0,84

• 10пН /м2, в,=35. <?з=0,69 М А2). Приведенные кривые показывают 
что при магнитной индукции порядка 0,03 'Гл в полупространстве, 
можно возбудить поверхностную волну, скорость которой на пера 
док выше скорости чисто упругих объемных сдвиговых волн для со­
ответствующих материалов.

.7, Рассмотрим задачу (1.1), (1.2), 11.5) и (1.6). описывающую 
распространение магнятоупругоп волны Лява в случае идеально про­
водящего слоя. Эту задачу, путем исключения функции <|. можно свес­
ти к решению уравнения

(Ри'У
14(1 . х‘)Д«р -^—^2՜ (3.0

н области полупрос1ранства (.г.֊‘֊-0) и уравнения

в области слоя ( //<л\<'и) при с. ёдующих поверхностных усло­
виях:
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֊4֊ =0 при л*2 — Л (3.3)С/Л
дир днУ

^(1+*’)-^֊ =н-^ • «<’>=ярпри х,=о

Рассматривая (3.1)— (3.3). легко заметить, что задача о маг- 
нитоупругих волнах Лива в случае идеально проводящего слоя сведе­
на к чисто упругой классической задаче ноли Лява лишь с той разни­
цей. что модуль сдвига ц2 материала полупространства нужно заме­
нить величиной цг( 1-г >,г). Следовательно, используя известные резуль­
таты о чисто упругих волнах Лява [9], заключаем, что .магнитоупру­
гие волны Лява в рассматриваемом случае существуют при

г՝< < V < 1>пУ I -рх3 (3.4)
а их скорость распространения V определяется из решения следую­
щего характеристического уравнения:

|/г’’ нП+*՛)֊77֊
Обсудим предельный случай-когда Л-»-О, го есть рассмотрим слу­

чай, когда поверхность магнитострикционного полупространства пок­
рыта тонким идеально проводящим слоем (металлизированная поверх­
ность) такой малой голщнны, что вносимой слоем поправкой измене­
ния упругих снопе:в системы можно пренебречь. Тогда, как видно из 
(3 1) и (3.3). рассматриваемая задача сводится к решению уравнения 

(3.1) |раничным условием дх3 =0 при л\ = 0. А эта задача 
имеет только нулевое решение («£> = 0), означающее невозможность 
возбуждения сдвиговой поверхностной волны.

Таким образом: I) если поверхность магнитострикционного полу­
пространства свободна, то в йен можно возбудить сдвиговую поверх­
ностную волну (обусловленную магнитострикционным эффектом) с 
достаточно высокой скоростью распространения (за счет внешнею 
магнитного поля); 2) если же поверхность полу пространства металли­
зирована, то в ней. независимо от величины напряженности магнитно­
го поля, нс могу։ существовать сдвиговые поверхностные волны

Вернемся к случаю Лт=0 и произведем вычисления по уравнению 
(3.5) для слоя из дюралюминия и полуппостранства из феррита Ф-107 
при А- 0,1 м. Результаты подсчета приведены па фиг 2, который иллю­
стрирует зависимость глубины проникания у=и_։ волны Лява в полу- 
прос1ранс1чо о! напряженное।и магнитного поля при различных час­
тотах колебаний. 3 1есь у. глубина проникания в отсутствие магнит­
ного поля. Фиг. 2 показывает, что присутствие магнитного поля су­
щественно уменьшав! глубину проникания, и это влияние магнитного 
ноля усиливается с уменьшением частоты колебаний.

Па фиг. 3 показана зависимость фазовой скорости магнитоупру- 
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гои полны Ляни от безразмерной толщины слоя б(X длила вол­
ны) для первых трех форм колсбанян. Расчеты произведены на ос­
нове уравнения (3.5) в случае слоя из дюралюминия и нолулросгран-

ства । > никеля IHI2T лрп /?о=1О 5Тл. Отметим. >ио для выбранного 
сочетания материалов слоя и полупространства нс:֊՛ упругие (/70= 0) 
волны Л яра не могут paciipoc.i раниться (гг>?. я). 11։ фш. 3 видно, 
что с \ Mein ineiHieM длины волны ye ско.рскыь уменьшается, оставаясь 
болыне. Ч'.'.М скорости чясю X 1|>\. ИХ сдвиговых объемных волн в 
материалах слоя и полупространства

LOVE WAVES IN MAGNETOSTRICTION MEDIA
G. E. iJAGbAS.ARJA4 Z. N. l>A.\Oi AN. I.. A. SANOYAN
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКО И ССР 

Ս՜ԼխաՇիկա 42 № 5, 1989. Механика

УДК 539.3
ДИНАМИЧЕСКОЕ ХАОТИЧЕСКОЕ ПОВЕДЕНИЕ ГИБКОГО 

ТОКОНЕСУЩЕГО СТЕРЖНЯ В МАГНИТНОМ НОЛЕ

ГАЛОЯН В. Ц. КАЗАРЯН К. Б.

В последние годы во многих работах [I. 2J рассматривается воп­
рос возможности возникновения хаотического движения в детерм и 
мистических динамических системах. Mai нитоупругая система, описан­
ная в работе [2], одна из немногих, где это явление исследовано как 
теоретически, так и экспериментально.

В настоящей работе с этой точки зрения исследуется другая маг­
нитоупругая система, а именно, сжатый упругий гибкий стержень, по 
которому течет переменный юк и который находится во внешнем пос 
тоянном магнитном поле. С помощью методов качественной теории ди­
намических систем показано, чти в лом случае можно указать облас:ь 
изменения параметров, для которой детерминистическое нелинейное 
дифференциальное уравнение, описывающее систему, допускает реше­
ние в виде хаотического движения (странного аттрактора).

/. Основное уравнение

Раст moi рим динамическое нелинейное поведение сжатого упругого 
1ок*»несущс||. стержня кругового сечения во внешнем постоянном маг 
витком поле Считается, что концы стержня закреплены на шарнирах 
в неподвижных опорах так, что не могут испытывать продольною 
смешения. Предполагается также. что ток в стержне достаточно слаб, 
что позволяет пренебречь гжоулевым эффектом и самовозденствием 
[3]. У одного из концов стержня, в точке, сколь угодно близкой к нс 
подвижному шарниру, действует «мертвая» механическая сила.

Введем систему координа! с осыо • вдоль оси стержня и осью 
z по направлению, обратной иск юру магнитной индукции. Вектор 
./ протекающего по стержню электрическою тока в деформированном 
состоянии стержня представим следующим обралом:

/ /оСО5(»О 7

где '(л՜, у) единичный касательный вектор в точке (х, у) с проек­
циями dx’dl, dyldl (предполагается, что деформация стержня про­
исходит в плоскости .с, у), ч> — частота заданного переменного тока, 
а /0 — его амплитуда, Z— координата длины дуги осевой линии стержня. 
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На единичную длину стержня дщтс;вуст сила Ампера

к\ = У X В 

и демпфирующая сила вязкого трения

К. ■= - Л У/у
где /г Коэффициент демпфирования

В силу того, по концы стержня закреплены, на концах стержня 
возникает сила <). обусловленная его удлинением. В приближении 
закона Гука она имеет вид Р = — /:’5Д/.; I. (7:—модуль Юнга, Д/. 
удлинение, 5 -площадь поперечного сечитиг. /.֊ расстояние между 
концами стержня). В принятой системе координат

<? = ֊У ՜
о

где штрих означает дифференцирование по координате д՛.
Для описания этой системы имеем следующие уравнения [4, 5] 

Уравнение движения стержня без учета инерции вращения имеет вид

-у֊Ь/<г-1֊/<։ = ?5г (и)

—л
где Л сила внутренних напряжений, Л- элемент длины, р—сдель­
ная плотность вещества. Точка сверху означает дифференцирование 
по времени.

Имеем также уравнение сохранения момента в виде

где ^.Л/Л) ֊ момент сил внутренних напряжений. /
= "/?* '• -момент инерции круглого стержня с радиусом /?.

С помощью il.li л (1.2) можно получить уравнение в частых 
производных ...ля определения Неизвестной функции поперечного пе­
ремещения у - у(х, Г). Для этого запишем уравнение (1.1) в проек­
циях на оси л՜ и у, а уравнение (1.2) — в проекции на ось г.

Л_/0£со$>/)у' = р5л-( 1 Ч- У՛’)1/2 (1 3)

- /(17?соь(й>/)= : &у)(1 + Vе)1'՜ (1.4)
Л, у' /г = /:7(у(1 (1.5)

Допустим, что р-1 юльная сжимаемость мала но сравнению г 
деформациями пэнтба стержня, то есть рассмотрим поперечное дви­
жение стержня. Тогда, г т уравнения (I 3՛ получим после интегрирова­
ния

11



= /О^со5(ш/)у — С
где постоянная интегрирования С —компонента Лл. при у 0 и. следо­
вательно, равна Отсюда получаем следующее выражение:

Հր = /0Ясо$(<мО (р р- 0)
Исключим из уравнений (ւ.-1) и (1.5) величину гу, используя по* 

лученное для /՝Л- выражение. Продифференцируй (1.5) и подставляя 
Ւ" , из (1.4) окончательно получим

®у + *> + £/(1-у'‘Г,'-{у',0 <• у’։У3/'Г •՛ (Р+едО у =)-1'-֊

ՀՏ«օտ(-Ս)(1 у՛’)-1'2!! ֊! (уу')'| =0 (1.6)
Уравнение (16) -основное уравнение задачи. В безразмерной 

форме оно имеет вид

У + * у -I-«.(I + у'Т >/г {у"( 1 + у'«) -3/-г + а,у'\ է + у-«) -

- в,со«(а/)(1 + у'։Г''г| 1 4-(уу')'|—"<Չյ՚'(1 + у") ’'-.= 0 (1.7)

где
I

Չ =-т | {(։ + у'г) ՛՜' — 1 )^л՜» * = -■՝•« պ — " 2/Լ*

О г •

45 р _ £
՚?2 ՜ Պ ~ ?«£/?$ ’ ճսՀձ»

При получении (1.7) были введены безразмерные переменные 
д' — (д /.), у — (у у/.). ( • (ч»0/)« Զ = «'ս>0. где "'0 (-‘Ճ/. рД4)1^ 
— частота собственных колебаний в линейном приближении.

Уравнение (1.7) является уравнением в частных производных 
Для получения конечномерной системы, используем метод Галеркпна. 
применяемый также в раб.чзх [I. 2] при исследовании хаотического 
движения. Огра11нчивая11> .одиомодоным приближением, имеем

у(х,/)= -Д(/)з1п(«д)

Прок «ведя стандартные преобразования, получим, что в кубичес­
ком по амплитуде .4 приближении уравнение колебаний стержня име­
ет вид

д х г А _ 7 Д г $дз зСО5( о,) _ 1 (Լ8)

где

ձ՝ \ £’ /
՜2 1п 1Л а ,

'■-2Н/.’5|₽'4 // ՜1 2)’ ‘ г
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$2, Качественное песледавинне огнпвпого уравнения

В дальнейшем рассматривается уравнение (1.8), являющееся урав­
нением типа Дюффиига. В случае, когда Р>Р*՛ где Р* - тРЕ!!!.2 — 
эйлерова критическая сила, имеем, что «. р, у. 6>0.

Дли качественного исследовании лого уравнения применим ме­
тод. основанный в работе [6] и подроби-• разработанной для класси 
ческого уравнения Дюффиша в работе [1]. Он позволяв указать те 
области изменения параметров, где уравнение допускает хаотическое 
движение в качестве рёшишя. иссл'едонать структуру соответствующих 
множеств в фазовом пространстве и । д. Пои этом уравнение (1.6) 
мы будем рассма. ривлть как иеавугпюмш с возмущение гамильтоновой 
системы, которое сохраняет некоторые черт: нсвозмущенноп системы. 
Перепишем уравнение (1.8) в виде двух уравнении

лд = д3. л-, = «’ + 5 ( 3։сох(Ш) ( 1 ֊-л*{ - а։л?(2.1)

где г - малый параметр, а -3.^,= ».
Далее, используя Свойства (2.1) и применяя теорему о централь­

ном многообразия, рассматриваются малые возмущения и в конце до­
казывается существование гомоклинической структуры («подковы» 
Смейла [7]) и наличие в ней странного аттрактора.

11евозмущенная система

-<։ х2 -= ((хГ Л-,}. х, - ух։ - - £(х2 х։) (2.2)
имеет три неподвижные точки с координатами (0, 0). (-Нт7^)‘/2, 0) 
(— (*{ /о)/2, 0). первая из которых — неустойчивая точка типа седла, 
а две другие — центры. Точка (0,0) имеет гомоклиническую орбиту 
хо = (2*/|5)1/г5ес11(՝։’'г/) (1|. Легко проверить, что седло (0,0) простое, 
то есть, что величина

\6kCj дх9 дх2 дхх /
отрицательна в точке (0,0). В этом случае, согласно теореме Пуан­
каре [С|, в области | = |<;е0 существует периодическое решение, ко­
торое стремится к седловой точке при г - 0. Для определения пара­
метров этого движения используем теорему усреднения в форме, 
предложенной в |8].

Произведем замену переменных в (2.1). введя новые переменные 
21, гг

г։ = л։со8(О/) — $1п(й/), г2= - х։$1п(2/) — ֊֊соб(2/)
* -

Согласно теореме о среднем, заменяя первые части 'в полученных урав­
нениях на их усредненные ио периоду величины и перейдя к поляр­
ным координатам (г, Н), получаем следующие окончательные урав­
нения:
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г - — — — թշ2տհւ0 -г ^տքո4՜1 ՚
2«) [ б

н =-----— ч- ю’)г -I — ъг3 4՜ ՜~ - ֆէօտԱ '2ш.г Г8 4 8 I

Неподвижные точки г*. (-** этой системы уравнений соответст­
вуют периодическому решению уравнения (2.1) вида г*со$(П/ т- <-•*). 
При этом амплитуда г* является корнем алгебраич-скотч уравнения

.Л/ И у , / (3/4)^* 4- у 4- & ք [в#
1\(1 /8)г’ I / \ (3/8)г2- 1 I ՜

а фаза 0' определяется из выражения

3 (Ь8)г*3-1
4«<2 /16хЧ2г \։/2при соблюдении порогового условия г* —---- г (——— 18) .

? \ г2 /
При увеличении параметров а, р периодическое движение раз­

рушается. Но согласно теореме о центральном многообразии [9] при 
не слишком больших значениях параметров сохраняются характерные 
черты фазового портрета около гиперболических точек- В качестве 
невозмущенной в этом случае выберем систему

х։ = х։, д-2 = — ахл 4- (2.4)
неподвижные точки которой при 7 / 0, »*<87 являются гиперболи­
ческими — седло и фокусы.

Легко можно доказать, что фазовое пространство системы (2.1) 
содержит притягивающее множество (аттрактор). Для этого дос га 
точно использовать те же функции Ляпунова, что и в работе [8] в 
определить их производные на траекториях системы. Это притягиваю­
щее множество сохраняет характерные черты системы (2.4). При 
этом периодической (при малых е) орбите соответствуют тва 
многообразия: неустойчивое ^(-р) и устойчивое М7‘(*р). Для ана­
лиза возможных случаев расположения этих многообразий, которые 
сохраняются и при «=£ О, используем функцию Мельникова, введен­
ную в работе [б]. В нашем случае ее можно вычислить, используя 
выражение

Հ(Ս = ՜~տ | .է^ՅյմօտքԶ/) ( 1 — у хг^— է 4- О(г։) 

— ОР
где х=х0(/ /„) -=(2;/օ)'/յտՐԸհ(ՀՆ''(/ - /0)). Произведя соответст­
вующие вычисления, получим

(<ъ,\։/2г О’ у — АЛ /-о-,՜’՛'2 \£1 ) և₽(Զ^) ■ \ լ-Տ€0հ Ճ-!------ )Տ(ո(Զ/0)4-
о /I бб \ 2 /
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2 / 2 \*՛21+ Г;(?) I
Согласно |6|. если функция Мельникова имеет простые нули, 

многообразия ^(7.) и пересекаются трансверсально. Но. так- 
как функция Д։(/о) ~ периодическая, п этом случае имее гомокли­
ническую структуру в притягивающем множестве и, следовательно, 
странный аттрактор |8|

Используя (2.5), можно получить неравенство, при выполнении 
которого А(/о) имеет нули- Это условие имеет вид

с ‘ । ----— ։4^7 /2? • ' к 2 /
-о \ г ) pFTFW

(2.6)

Для тонких стержней (/?//. I) в пределах его прочности и.ме, 
ем о)>1. В этом случае имеем следующее выражение для критиче­
ских значений индукции магнитного поля В* и амплитуды тока 
превышение которых может привести к хаотическому движению 
стержня: 

,/0* В*
I apS£’<»>2

Зп8 Й
2р \'/-

где а Р/Р*. Вычислим область критических значений внешней силы 
для медного стержня кругового сечения с следующими значениями 
параметров: Л =0,5 м, р=0,01 м, <м — 50 Гц, г — 10՜2. В этом случае 
для 3,8 Н<Р< 15,4/7 сила Ампера Уо'В* принимает значения от 
14 Н/м до 72,8 Н/м; в частности, при 7=50Л, В = 1 Тл условие 
(2.6) выполняется.

Полученные результаты позволяют утверждать, что описанная 
магнитомехапическая система, движение которой подчиняется детер­
министическому дифференциальному уравнению, допускает как пери­
одическое, так и апериодическое хаотическое движение.

Авторы выражают благодарность учасчникам семинара «Волновые 
процессы» Института механики АН Лом. ССР за ценные советы при 
обсуждении работы.

DYNAMIC CHAOTIC BEHAVIOUR OF FLEXIBLE CURRENT - 
CARRING ROD IN A MAGNETIC FIELD

V. TS. OALOIAN. K. B. KAZARIAN
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ДИНАМИЧЕСКАЯ ЗАДАЧА ТЕОРИИ УПРУГОСТИ ДЛЯ 
ПЬЕЗОЭЛЕКТРИЧЕСКОЙ СРЕДЫ С ТУННЕЛЬНЫМИ

РАЗРЕЗАМИ

ПАРТОН В. 3.. ФИЛИППИНСКИП м. л.

Динамические задач п теории упругости для изотропной среды с 
туннельными разрезами рассматривали?։., например, в [1—3]. Ниже 
в условиях плоской деформации изучается динамическая задача о 
взаимодействии трещин в неограниченной пьезоэлектрической среде. 
Соответствующая краевая задача сводится к системе сингулярных ни 
гегродифференииальных уравнении относительно амплитуд скачков 
перемещений на разрезах. Проводится асимптотический анализ меха­
нического поля в окрестности вершин разрезов. Коэффициенты интен­
сивности получены в виде функционалов, определенных на решениях 
интегральных уравнений краевой задачи.

Предлагается схема приближенного численного решения системы 
интегральных уравнений для тех случаев, когда в теле имеется нес­
колько разрезов. Приводятся результаты расчетов.

/. Постановка задачи. Рассмотрим отнесенную к декартовой сис­
теме координат ох։х,л*։(ха — ось симметрии бесконечного порядка) 
неограниченную пьезоэлектрическую среду класса бтт, ослабленную 
туннельными вдоль оси ох3 разрезами ........к). Пусть из
бесконечности на разрезы надают плоские монохроматические волны, 
тип которых будет указан ниже, а на берегах Л/ возможно действие 
постоянной вдоль оси ох, нагрузки ХЛ(хг хе./) «-Ие[Р*ехр( — 
(к=^\,2). Будем предполагать, что Р* и кривизны контуров /./ — 
функции класса И [41. Задача заключается в определении параметров 
разрушения среды с трещинами.

Полная система уравнений имеет вид:
уравнения состояния пьезосреды [5]

эи ~ Л3А, си ■* с\'г1 ~ (Е1)
3։։ ~ (6‘н — ^’а=—Лл(г։ ‘ Ч) *Ь

уравнения движения (слммированне по у)

^/=’.2) п.2)ОГ

уравнения Максвелла [6].
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д,Н,
сН

.. .. о//։ . .. дНг
<М-> = - р֊. =

д1 а: 

(1.3)

(1.4)

<7/7, | дгН„ = О
В (1.1) —(1.3) Нг Е^ О3 соответственно механические

напряжения и деформации, магнитная и электрическая напряжен­
ности и электрическое смешение с'1,, Лп и 3.^ — соответственно, мо­
дули упругости, пьезоэлектрическая константа и диэлектрическая, 
„непроницаемоезь". магнитная пргницаемость сред։...

К системе (1.1) —(1.3) неьбходвмп нрпсиелинить соответствующие 
граничные условия.

Для решения поставленной задачи ши՝ к՝м векторный потенциал 
// -- то1Л (здесь и ниже берутся амплитудные значения соответству­
ющих величин. А •֊ (0,0. Д3)). В этом случае последнее уравнение 
(1.3) выполняется автоматически, а остальные уравнения (1.3) с уче­
том (1.1) дают

72Л, «= к»1)3, 1^А3 4 Лпб1\’</ — 8£3 = С (1.5)

Здесь I/ —амплигудное значение вектора перемещения, С кон­
станта, которая в дальнейшем в соответствии с условиями излучения 
полагается равной нулю.

Из (15) получаем уравнение для векторного потенциала

уМ,-!-АМ, = ■££*<։№, А = —, С = Му; (1.6)
Р# с \ П /

Величина с, имеющая смысл скорости распространения света в 
пьезосреде. существенно больше скорости распростри нения механи­
ческих в< <буж Ц'най. Например, тля пьезокс р.змики Р2Т-4 с 1,2Х 
Х10; м/с. Поэтому в дальнейшем, предполагая, что длина разреза 
много меньше электромагнитной волны. член с* опускаем. В 
этом случае из (1.5), (1.6) находим

/Л = ^<11уУ (1.7)
йзз

Подставляя в уравнения движения '1.2) выражения дли с ,, из 
(1.1) и учитывая (1.7) я соотношения Коши, приходим к уравнении) 
олюентельн։ зм1.тн гуды вектора перемещений

Vя У -ь з£гай он՛// 4- - 0 (18)
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Здесь ;//==!,2) — волновые числа, с, — скорости распростране­
ния соответствующих механических волн, величина х- характеризует 
пьезоэлектрический эффект.

Таким образом, задача об определении механических перемеще­
ний сводится к интегрированию хравнсиий Ламе для некоторой фик­
тивной изотропной среды с параметрами с,,, с*2 яри обычных кра­
евых условиях на берегах разрезов по напряжениям.

При возбуждении плоских волн в неограниченном пьезоэлектрике 
класса бпшт сдвиговая механическая волна не вызывает сопряженной 
электромагнитной волны. Однако, чистой волны расширения и чистой 
электромагнитной волны, вообще говоря не существует.

Дисперсионное уравнение, соответствующее монохроматической 
волне, движущейся под углом р к оси л:; uk - £Аехр| --i(wt + >хх 
Хл)| ж 1 -2). а։ — -43ехр[ — —ix • .ч) |, х«в(х։, ла), //=«(coi3,
sin?) имеет вил

8?)p-$)P-il)=() (1.9)
___________ _______________ *2 £1

28.. . ֊/(•;,+*)’+ «§ ±/(ъ֊*)’ + ''5’
сн о

Соответственно получаем связь между амплитудами 4/*, Л,: 
при /.а?։

С\ = С։Л3СО$3. £/։ = Cr43sin? (1.10)

’ -е?֊ w֊*iP
пои /• — 3։

= C,4jCos^ 4/, — СД$1п? (1.П)
Г k4։^»
МтНЖЧ)

Так как Л <7,. заключаем из (1.9) ?։ == т։-|-О(Л’), — йО(А։)
Поэтому в дальнейшем при рассмотрении механических волновых 
полей в пьезоэлектрике будем считать, что из бесконечности падает 
!> или SK волна. Родственная задача для неограниченной среды с 
криволинейными разрезами рассматривалась в 131 -

Ниже указывается процедура, позволяющая последовательно 
уменьшать связность области, что дает возможность исследовать взаи­
модействие нескольких разрезов в среде.

2. Сведение краевой задачи к интегральным уравнениям. Привле­
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кая представления решений [3] для изотропной среды, приходим к 
системе интегральных уравнений для пьезоэлектрической среды с раз­
резами

2 I Ю'.ХЛи:. ;0) । «ы; :0)|^ = лп(:0) (" = 1.2) 
т-1 £

е/>0 гЛ
6',..,с ֊ 1т,- — -Г /•п5։п('Ь<) — Ло)-+- 

- -о
(֊ 1Г»*г5 / г. -2 \4 ֊ т—2Л,;,) <■֊'•>)

՛ <2 "Зга 
16Л2Я»

(т //)

ф = Л. = Ф.Л
•ап .,1_ ֊'1 ' 3՞ 1 л՜ _.2 11 "*

Ли֊й։: =ехр!/(?0֊-7(1)|, Л։1 =Л։3 = ехр[г(^-а0)|

^2 = ^х = ехр[Ч?о Ьао)1

^ = ас'.-(-1)’-мс՛՛,, г=|:֊-ч|

;=г։4-^։. ;0 = :-։о г г֊^ 70=»агеС —:0). *? = 'Х’)
к 2 2

ь 1- = 1֊1 I.)-.. л'л = ^,>н-2 Л'й 
у-։ *-։ ;=։ К

9-^2
1И7Л1

ехр|(- 1)л/*?о֊^Ао|(ехр[( - 1У՝1 2/֊?0] — <
11 I 12 ц
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л'л* ж „21.2* * ехр К - I )Л£ЬО - /7,Лло1 
12 И

Здесь ДД-'т (м = 1,2) представляют скачки перемещений От на /.; 
•Ь, % - Угол между нормалью к левому берегу разреза и осью охг 
(1з — элемент дуги =А. и -амплитуды вектора механических сме­
щений при наличии Ри и волн соответственно, падающих в нап­
равлении оси .\'А.

К системе (2.1) необходимо присоединить дополнительные усло­
вия, выражающие отсутствие разрывов перемещений на концах раз­
резов

| <//?„ = О, т «1,2; / = 1.2........А- (2.2)

Ъ
3. Динамические коэффициенты шгеиси&ности напряжений. Сис­

тема интегральных уравнении (2.1) ь совокупности с условиями (2.2) 
имеет единственное решение в классе функции, неограниченных и?, 
концах I.,. Полагая ’, = '.('»)( 1<;?^1), представим искомые плот­
ности следующим образом:

</х х'О)У|—??՛ (3.1)

Йт('.)€//|֊1.1|. №1.2

Асимптотический анализ интегральных представлений для на­
пряжений [3] на про дол женки за вершины разрезов А, позволяет 
получить динамические коэффициенты интенсивности напряжений в 
виде

К, = Л/ х/|Л'|со5(с»/֊аг5Лг). Кп = лА/|Т|.:оз(^ - аг^ Т) (3.2)

л՛ •1т|л//.<(> I) е ''<։1’я,(+ 1)

/ 1՜ с
4^Л//х'( 4 1)

с '''(¥'Ч(ЧЛ)-е'мт1,9։( 1-1)

1) = ֊
О',

Здесь, при наличии падающей волны имеем Л = 5™г(х™*—ампли­
туда напряжений в этой волне); если волны нет, то \=Р(Р — ин­
тенсивность действующей на разрезе нагрузки). Верхний знак со­
ответствует началу трещины с—а. нижний — концу с = Ь, 21 — длина 
разреза.
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4. Две трещины в пьезоэлектрической среде. Для исследования 
взаимодействия двух разрезов в среде необходимо рассмотреть систему 
из восьми (вещественных) интегральных уравнений. Чтобы избежать 
этого, поступим следующим образом. Введем параметризацию разре­
зов \ £։, '< - I- 1 Л^_ 1. Соответственно систему
(2.1) с учетом (2.2) сводим к линейным алгебраическим у авнения.м 
относительно значений функций &*(*>) и Л*(Д) в узлах интерполяции 
согласно процедуре работы [7|.

=։ Л т — (՝|01՝<^Ь . |։,л.-.^2.) (4.1)
»—։

— I »=1

гп == 1,2........2я
лт = лг«(г2/). л-от =-. .у;(л3..), «„ЧА* %). • Мч* ч)

Тгь “ 7Л.(Д1 ’ М' “■»; = = С(Д։.. \)- и’^ = < Ол.

т՝> п՝л 2։' > ш՝. “щЛ Ь* ?(■
/ -»/(/п)т= 1,2........ И — 1; 7=1,2,...,«

_ а»о>) = Дд(Д) 1 о
& Ул1-г։՜ ’ т/Л у'1֊л։'

Здесь \ . Дд, — нули многочлена Чебышева &-го рода: а_., .......
ц>^, — значения соответствующих линейных комбинаций ядер и пра­
вых частей системы (2.1) в узлах интерполяции, п — число узлов 
разбиения |7|.

Определим стандартные решения перзой системы уравнений и 
(3.1) Лг^, и ч>^у так. чтобы выполнялись следующие соотноше­
ния:

п
(4.2)

| 0. /г = 1
’ п. '? =2 ш =1,2........ п

Талее. исключая с помощью (4.2) соответствующую часть неизвест­
ных в (4.1). приходим к системе уравнений относительно второй груп­
пы неизвестных Л|я(/я« 1,2.... .я:А 1,2). Фактически такой алго­
ритм сводится к последовательному решению двух несвязанных сис­
тем (каждая из четырех вещественных интегральных уравнений).



Как показывают числение исследования на ЭВМ, указанная проце­
дура уменьшения связности области является эффективной и может 
быть обобщена на случай, когда в области имеет я несколько раз­
резов.

В качестве примера исследуем взаимодействие двух прямолиней­
ных трещин В<‘> -ро. Ц;, = Р:. '^—рл + />•*• =Р։. — I <5, I ■
пьезокерам икс Р7.Т 4 |5|; а, и - соответственно, начало и копен 
разреза (/^ 1.2).

На фиг. I приведены результаты расчетов амплитуд относитель­
ных коэффициентов интенсивности напряжений \ | (кривые 2 — 4) и 
|7’) (кривая 1). определяемых формулами (3.2) в зависимости от па-

Фиг. 2.

раметра <7։=/?2/1 при г։/ = 0,5. р=1. ру—р1 = ^. Кривые 2 и 1 по­
строены для случаев, когда на берегах 7.։ и А. задана нормальная 
Р’ ==— Р~ -= А^ = Рсо5у. Р! = — Рр = Р. = Р$|п? и касательная Рх= 
= — Р$1п*. Р- — Рсоя* нагрузки соответственно (при отсутствии па- 
илощей волны): кривые 3 и 4 характеризуют действие Р волны, па­

дающей из бесконечности июль осей <, л л։ соответственно (кривая 
3 относится к А։, кривая 4 —к вершине а разреза Л/։ / =1,2).

Фиг. 2 иллюстрирует изменение । \ (кривые 2,3) и 1 '/ ((кривая 1) 
и зависимости от параметра «/,==/?, I — 2 при Р I. р} - 0, =
= 0,5. Кривые 2 и 1 комментируются гак же, как на 'риг. 1 и отно­
сятся к вершинам й։. Л։; кривая 5 соответствует вершинам <7,. Ьх при 
действии на берегах А։, А։ нормальной нагрузки.
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DYNAMIC PROBLEM OF ELASTICITY FOR PIEZOELECTRIC 
MEDIUM WITH TUNNEL CRACKS

V. 7. PARTOX, M. L. HI.SHTI.XSKl

►ՈԻՆԵԼԱՅԻՆ ԿՏՐՎԱԾՔՆԵՐՈՎ ՊԻԵՐ.Ո ԷԼԵԿՏՐԱԿԱՆ ՄԻՋԱՎԱՅՐԻ ՀԱՄԱՐ 
ԱՌԱ2ԴԱԿԱՆՈԻՒՅԱՆ ՏԵ11Ո1«ք**:5ԱՆ ԴԻՆԱՄԻԿԱԿԱՆ ԽՆԴԻՐ

Վ. a. «111.ՐՏՈՆ, Մ. Լ. 1ԻԼՇՏԻՆՍԿ1'

II. մ փ ո փ ո t մ

ձարի դեֆորմացիայի պայմաններում ուսումնասիրված Լ անսա հմանա­
փակ պիեդոկերամիկական մ ի չա վա J/i lit մ սարերի փ ո իւ Ш ղղե է) Ոէ թ յան ,ամար 
դինամիկական խնդիր; Համապատասխան եզրային իւնզիրր բերված է կ^՚րր- 
i[uii բների վրա տեզափոխութքէէլնների թոիչրների ամււ/{իաոէ ւյների նկատ­
մամբ ինտեղրաղիֆերեն 1{իսղ .' տ վ ա սա րո ւմն երի Համակարզիէ կերված I, կարր- 
վսւծ րն երի զազաթների շրջավայրում մեխանիկական դաշտի աււիմ պսէոտիկւււ- 
կան վերլոէծությունրւ 1'նէոենսիվության դործակիցներր ստացված են !իւււնկ~ 
ցիոնա/ների տ ե որով։

Աո աջարկվ ած Լ ինտեդրս/ք հավասարումների (tu ծման մ ոտավոր թվային 
եղանակ այն դեպ րե րի Համար, երբ մարմնում կան մի բանի կտրված բներ)
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ՀԱՅԿԱԿԱՆ ԽՍՀ ԳԻՏՈԻԹՅՈԻՆՆեՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ И А У К А Р МЯНСКОЙ ССР 
Մեխ>սնքկա 42 ,\ъ 5_ 1989 Механика

УДК 539.3

ПОСТРОЕНИЕ АСИМПТОТИЧЕСКОЙ ДВУМЕРНОЙ ТЕОРИИ 
МАГНИТОУПРУГОСТИ ПРОВОДЯЩИХ ТОНКИХ ОБОЛОЧЕК, 
НАХОДЯЩИХСЯ В НЕОДНОРОДНОМ И НЕСТАЦИОНАРНОМ 

МАГНИТНОМ ПОЛЕ

САРКИСЯН С. О.

К развитию асимптотических свойств величии, определяющих на­
чально-краевую задачу магнитоупругости [1], как в области тонкой 
оболочки, так в в среде, окружающей оболочку, и на основании этих 
результатов созданию асимптотически обоснованной в целом двумер­
ной теории магнитоупругости проводящих тонких оболочек посвяще­
ны исследования [2—5].

В данной работе изучаются аналогичные проблемы, когда задан­
ное магнитное поле неоднородно вдоль продольных координат средин­
ной поверхности оболочки и переменной по времени.

/. Рассмотрим изотропную оболочку постоянной толщины 2/г как 
трехмерное, упругое, проводящее тело и отнесем к гриортогональной 
неподвижной системе координат [6].

Пусть оболочка находится во внешнем неоднородном по координа­
там а.. / = 12, постоянном по «3 (поперечное к срединной поверх­

ности) и переменное по времени магнитном поле /?0=(£?01, , В03 )•

Будем считать, что оболочка находится в среде, электродинами­
ческие свойства которой отождествляются со свойствами вакуума: 
° = 0, = 0, р- = е= 1 (принимается абсолютная гауссовая система еди-
ний), где а..электропроводность, ;>е — объемная плотность электри­
ческого зарядка, е— диэлектрическая постоянная, р — коэффициент 
магнитной проницаемости Крэме того, принимается, что для мате­
риала оболочки выполняются условия р = е=1.

Будем исходить из основных уравнений линейной теории магнито- 
Упругостп для трехмерной среды [1]. Эти уравнения в выбранной 
трнортогональной системе координат составляют три группы уравнений 
11 имеют вид:

первая группа уравнений—дифференциальные уравнения теории 
Упругости изотропного тела, которые можно записать так:

—векторное уравнение движения оболочки с учетом массовых сил 
электромагнитного происхождения:

+ 4. с(//д//а73) ժ2՚<՛
՚ ձէ2

(1.1)г + В =0
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г=֊7хв0, +
С \ с д1 ) (1-2)

где V = (г/р -у2, — вектор перемещения точек оболочки, век­

тор упругих напряжений, Е — вектор напряженности возбужденного 
в оболочке электрического поля. /У/, г = 1,2 —коэффициенты Ламе.

К векторному уравнению (1.1) следует присоединить соотношения, 
выражающие зависимость «деформации-смещения» и обобщенного за­
кона Гука [6].

Вторая группа уравнений—уравнения электродинамики в области 
движущейся оболочки

пЛА=—/, (1), го1£ = — — —, (II)
с с д1

(1.3)
с11у£=4кр<., (111), (11уА = 0, (IV)

где А —вектор напряженности возбужденного в оболочке магнитного 
поля.

Третья группа уравнений—уравнения электродинамики во внеш­
ней области

го! = О,
с д1 (1.4)

(ЦуА(<г> = 0, (11у/:(<,) = О

где Е(е> и /1(е> — соответственно векторы индуцированных электриче­
ских и магнитных полей в области, окружающей оболочку.

К системе уравнений (1.1) —(1.4), определяющих поведение дви­
жущейся упругой оболочки в заданном магнитном поле, должны быть 
присоединены граничные условия на поверхности оболочки, начальные 
условия и условия на бесконечности [I, 2].

Для решения поставленной начально-краевой задачи здесь изла­
гается асимптотический метод интегрирования всех трех групп урав­
нении трехмерной магнитоупругости для тонких оболочек [2, 3].

2. Займемся построением в целом (в области оболочки и в окру­
жающем пространстве) основного итерационного процесса. Основным 
итерационным процессом определяется такое магнитоупругое состоя­
ние, которое проникнуто в глубь как оболочки, так и в окружающее 
оболочку пространство.

Введем новые независимые переменные и время, положив [2, 3, 6] 

֊. с«֊1/- <2-0
0 сп Г Р
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где — некоторый характерный радиус кривизны срединной Поверх­
ности,/л / — целые числа, /7/?>.О; X —большой постоянный пара­
метр, определяемый формулой 11 = #к՜1.

В дальнейшем считается, что при дифференцировании по $2 и 
у искомые величины не меняют своего порядка, то есть магнитоупру- 

р 
гое состояние имеет показатель изменяемости —.

I
Величина о> характеризует изменяемость магнитоупругого про­

цесса во времени.
Введем безразмерные величины по формулам [2, 3]

_ Г '' ~ "
Е ՝к ’ Е ' ■'/’ Е '13

(2.2)

Яо* д
>77-= 8“’

Л* с Е* -
', »------

с !ц>е - 
------- 7= = 0 ’

о Л 
/? III — ~ С0 ֊, 

7’
гле ~к, т(3 — компоненты несимметричного тензора напряжений [6]

Сделаем также следующие замены величин:

V, ==х։+,-^\ Гз =

* ~ ,*+Р~1 * —__ -.х-Нс *Д/֊ Дз = '■ • х.з՛ '3 - '՝ • "։•

= -Е±Р-‘ ։ = (2.3)

Яад-=ХХ| ■ Йо*, = Л։‘ • 11к, Еь = ).*‘- Ёк, Р = Х • о, £=1,2,3.

Числа х, Х|, х-2 и ы выбираются таким образом, чтобы в исходном 
приближении асимптотического метода получались непротиворечащие 
Уравнения взаимосвязанных электромагнитоупругих явлений и, чтобы 
инерционные члены входили в систему уравнений исходного прибли­
жения.

Таким образом, получаются

х = 0, •/..=.//—О.-1 ՝), /2 = — Ло - 2/ -р (2.4)
\2 / 2

п 1 %Р при этом, в случае 2р « - 1, с = 0; а в случае 2р՜^ I 01 ՛

с 2с - /.
Отмети'м, что (2-4) одновременно определяет интенсивность (2.о) 

ннешнего магнитного поля, при котором имеет место взаимодействие 
Между упругими перемещениями и электромагнитным полем.
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Следуя асимптотическому методу, Наша цель будет заключаться 
в том, чтобы приближенно свести трехмерные (с независимыми пере­
менными дь §2, £ и времени т) уравнения (1.1) и (1.4) к двумерным (с 
независимыми переменными || и £2 и времени т) уравнениям. Для 
этого, во-первых, необходимо избавиться в (1.1) —(1.5) от дифферен­
цирования во £, а во-вторых, в коэффициентах, получаемых таким 
образом уравнений, должен быть выделе!! характер их зависимости от 
5 и асимптотический порядок по большему параметру

Следует отметить, что переход от точных трехмерных уравнений 
магнитоупругости к приближенным двумерным уравнениям сужает 
область изменяемости и по координатам и по времени функций, оп­
ределяющих задачу. Главным критерием к построенной таким обра­
зом двумерной теории является требование малой интенсивности из­
менения функции по отношению к толщине оболочки, плавности их 
изменения по продольным координатам и низкочастотность изучаемо­
го динамического явления. Для электродинамических процессов ха­
рактерно явление скин-эффекта (сложное распределение электромаг­
нитного поля по толщине тела). Ограничиваясь изучением низкочас­
тотными динамическими процессами, этим самым исключается прояв­
ление скин-эффекта, так как в тонких проводниках скип-эффект про­
является при весьма больших частотах [7].

Ограничимся рассмотрением системы уравнений, получаемых па 
основе первого приближения (следующий этап от исходного прибли­
жения) основного итерационного процесса, для этого в выкладках 
необходимо удерживать члены до величин порядка О(7-’-,+2/'). На этом 
уровне получается двумерная теория .магнитоупругости тонких оболо­
чек.

Пропуская весьма сложные и громоздкие преобразования, для 
величин со звездочками с точностью О(?- ֊/ь'р) будем иметь:

•и. = 4- ' ^.։ = г>3 4- 1~1+с

е. = е, + Се., т1 = от,. 4֊ >֊՜' ‘г2р~с ՝

о ._г+2р_Сг2 „* _? । -1т2р-с> } /о ст
\ \ + л ֊•\> > А ’‘/у

1 2 3
Ч3=\з + ’^з + '֊ ^<зтА ’/3

1 0 3* => . . 1 . -Т+2р-с, )-2'+1/»-2с֊з_
՝ 'з 4՜ '• 4 кз + '՝ ’

1 2
Д.= + +

4- :л,. +• -г-'4->-р-'Д (2-6)

I С 1 I 2
^тЕ։ ~ 4п/?„, Дз+ X֊'*"֊';Д3, А3 = л, 4- /₽-': л, +■ А»

Формулами (2-5) и (2.6) определяются все величины, как механи­
ческие. так и электродинамические в области оболочки.

28



1111112
Выражения, определяющие -а,, -гл3, е(, щ.. г, т/3,..., из-за 

громоздкости не приводятся.
Введем теперь в рассмотрение уравнения электродинамики во 

внешней от оболочки области (вакууме), то есть уравнения (1-4). Во 
внешней области должен быть построен основной итерационный про­
цесс, определяющий такое электромагнитное состояние, которое ох­
ватывает всю внешнюю область. Рассматривая уравнения (1.4), лег­
ко убедиться, что эти уравнения имеют эллиптический тип. Тогда для 
основного итерационного процесса во внешней от оболочки области 
мы вправе считать [8], что электромагнит нос поле в трех направлени­
ях имеет одну и ту же изменяемость, которая равна изменяемости по 
направлениям а։ и а2 для внутренней задачи (в области оболочки). 
По времени для внешней задачи принимается такая же изменяемость, 
что и для внутренней задачи.

Итак, во внешней среде введем безразмерную систему координат 
и время, соответственно [2, 3]

= = (2.7)
*о

где/0 определяется из (2.1) с учетом (2.4).
Введем также безразмерные величины для компонент электромаг­

нитного поля во внешней от оболочки области, используя формулы 
(2-2)> и сделаем следующие замены искомых величин:

А<(’> = Xх. А^’, £''■’ = )/'£<։,), А =1,2,3 (2.8)

гле -х։ и х, определяются из формул (2.4).
Внося (2.7) и (2.8) в исходные уравнения (1.4), легко убедиться, 

что уравнения относительно А՛*'՛’ и в новых переменных (2.7) 
остаются без изменений.

В переменных (2.7) существенно упрощается область интегриро­
вания внешней области. Действительно, в первоначально выбранной 
размерной системе координат лицевые поверхности оболочки опре­
деляются уравнениями а,= + А; в системе координат (2.7) эти по­

верхности определяются следующим образом: п=-±— = ±е = 
г\

+ ՝1~1, где е —малый параметр задачи. Здесь при г-»О имеем 
ч1=±0. Это означает, что область тонкой оболочки для построения 
основного итерационного процесса внешней среды необходимо рас­
сматривать в качестве математического разреза.

Используя соответствующие данные из решения внутренней зада­
чи электродинамики, при помощи тензора Грина для уравнений (1.4), 
Решение внутренней и внешней задач электродинамики в целом мож­
но привести к решению определенных систем интегральных уравне­
ний.
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При построении тензора Грина для внешних уравнений электро­
динамики (14) полезно использовать следующие свойства уравнений 
электродинамики [9].

Допустим, что на разрезе терпят разрывы все компоненты элек­
тромагнитного поля (компоненты электрического ноля и компоненты 
магнитного поля), тогда тензор Грина этой общей задачи будет пред­
ставлять из себя сумму тензоров Грина следующих двух задач элек­
тродинамики во всем пространстве [9].

I задача

го։й(£>, = Г(г), (I), rut Д"’’= - 1 ֊—, (II) 
с dt

(2.9)

divA(z) = 0, (III), divf“՜’=-4֊i( г ), (IV)

II задача

, , (,’) 1 dh , f ։rot h - 0, rot Zr '=------------- 1- о (r)
c dt

(2-10)

div Лм =4-?(r), div Д(<,) =»0

На бесконечности должны выполняться условия убывания векто­

ров электромагнитного поля [8], 2(г) —дельта-функция Дирака.
Отметим, что с уравнениями теории тонких оболочек с учетом 

сил электромагнитного происхождения взаимосвязана задача (2.9), а 
задача (2.10) переходит на второй план, когда необходимо полное 
определение величин во внешней от оболочки области.

Задачу (2.9) можно привести к более наглядному виду, удобному 

для построения частного решения, в случае, когда div£‘l<’) =0, кото­
рое имеет место в нашем случае.

Из обеих частей (II) векторного уравнения (2.9) возьмем опера­
цию rot, с учетом (III) и (I) уравнений (2.9); получим

Л£М = 1Лз(г) (2.Ц)
с dt

где △—трехмерный векторный оператор Лапласа. Здесь специально 
не приводится, но имеется ввиду, что дельта-функция содержит мно­
житель, зависящий от времени.

Итак, построение частного решения (2.9) заменяется определени­
ем частного решения векторного уравнения (2.11).

В частном случае, в декартовых ортогональных координатах выше­
указанная система распадается на три независимых дифференциаль­
ных уравнения ^Е^ — Цг0), k= 1, 2, 3, где Д—скалярный оператор 
Лапласа, и совокупность функций Грина для этих отдельных уравне- 
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ний будет представлять тензор Грина для данной системы. Построе­
ние же функции Грина можно осуществить методом интегрального пре­
образования Фурье [10].

Существуют и другие частные классы задач, при которых век­
торное уравнение (2-11) распадается на более простые уравнения, 
частные решения которых можно определить, применяя другие интег­
ральные преобразования [10].

3. На основании՛ асимптотических разложений (2.5) с точностью 
О(Х֊2;+2р) легко получить уравнения двумерной теории оболочек с 
учетом сил электромагнитного происхождения:

—+ J—Мцт, — та + ——4s։2+s 
.4j C/7.J А2бЧ2 А։А2дя։ ‘ .4хЛ2<?яг

- 2РЙ —1 + 
dt*

^03

3 с3 dt

1 dT^ + 1 d_S^ + 1 (7, __ Л)+ 1^= (Sji h S։։)
A2da2 A, ày.j A2A2dy.2 А1А2оу.1 /?2

Л , Л
К

-2рЛ d2u2 
~дВ՜ В <Ь° оз г

С 3 с3
В0з- 03 dt

- .֊ -2рА
/?2 АгА2 дя2

à2w 2оА
~dt2 ~

/ Э'Ь д'-э \
X (#02 • Ф~ ^01 • ф)—у —Ç^02 -у

1^1 _ ±^п + J_^(G։ - О2) ֊ -1- ^(Я։2+Я21) -Л\֊Г,=0 
A։da։ А2 dy.t А1А2да1 А2А2даг

(3.1)

1 dG2 I dH2} 1 /г< \^Л։ 1 dA2 , г, . »г у_ лт --------- т —֊(<Л ֊ -----------—— —(^Î1+//12)-A2 }2-°

А։ оаг А1А2оу1

_B^du^_B^dw , B^du^^B^dw
20 с dt с dt ' ‘ '։о с dt ' с dt

К уравнениям (3.1) присоединяются соотношения упругости А. Л. 
Гольденвейзера [6] или другие варианты указанных соотношений [6].

Изучая краевые электромагнитоупругие явления, аналогично [2, 
3], легко получить механические приведенные граничные условия [6], 
которые с большой точностью [6] можно заменить классическими 
граничными условиями теории оболочек Лява [6]. Что касается на­
чальных условий, то они для механической части задачи формулиру­
ются посредством перемещений и соответствующих скоростей точек 
срединной поверхности оболочки, а для электродинамической части 
задачи принимаются пулевые начальные условия для компонент инду­
цированного электромагнитного поля двумерной теории.

При помощи тензора Грина уравнений (2.9) или (2.11) с учетом 
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(2.6), можно показать, что решение внутренней и внешней задач элек­
тродинамики в делом приводятся к решению системы интегродиффе­
ренциал ьных уравнений:

Л _ ^03. ^2. _ #02 _ Г 1՜ , ИЗ МП
‘"“с* Л с д1 с д1~]]Кп{1 +

о

,г с^зЛг'7? _1_503 . ^03 _ ГГ/л / МП 1
■^С2д/+С д/ ' С д1 ‘ I Н’1 '“ооЯШ֊ '

4՜ ^22 ($1 “и՝ “г я2о)| ]^й, “1» “2 С

ГД՛՛ /С,7 —значения тензора Грина задачи (2.9) или (2.11) при а3 — 0; 
в левой части соотношений (3.2) стоят значения £) на лицевых по­
верхностях оболочки; й — область срединной поверхности упругой 
оболочки, величины [/ц| определяются из следующих соотношений:

Р11 = Л+ - йГ - ±4-121 ? V
\ 4! СП, с /

16֊3 зг/г3 <??
3 с3 д£

(3 3)

с3 д1

Следует отметить, что если придерживаться условию — 1,то в 

формулах (3.1) —(3.3) можно пренебречь членами, содержащими мно-
<Э? ' д/'лО X /О О\жители —и — , а также величинами------- - в формулах (3.3)
д1 д1 А) дг1

Итак, система уравнений (3.1) и (3.2) с учетом (3.3) представ­
ляет систему разрешающих двумерных уравнений магнитоупругости 
тонких оболочек на уровне моментной теории оболочек. Зная решение 
этой системы, с помощью соответствующих формул (2.5) и (2-6) оп­
ределяются как механические, так и электродинамические величины в 
области оболочки. Величина й30 определяется из уравнения

1 дЕм , 1 дА2 Р 1 дЕу0 1 дА2 _ 1 <?й30
Д1 А1А2д^1 А2 дг2 А2А2 дт.2 с д\.

Электродинамические величины в окружающем оболочку пространстве 
определяются при помощи интегральных соотношений

^<г,(я1з яа< аз 0 ֊՜՜՜ ^,т(аз ~ аю> яа — “го- “»)[Л1 +

+ р<,г(«1—“ю. “г֊“го. я3)[Л2]Я։/12^.1Л2, а։, а, (? й (3.4)

г
и других подобных.
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Считая заданное поле неизменным но времени, из (3.1) —(3.3) по­
лучаются уравнения двумерной теории магнитоупругости тонких обо­
лочек, находящихся в постоянном магнитном поле ;[2, 3].

Рассматривая уравнение баланса энергии трехмерной магнито­
упругости [2, 4], при помощи асимптотических разложений (2.5), (2.6) 
определяется уравнение баланса энергии двумерной теории магнито­
упругости. Оно будет выражаться формулой, приведенной в работе 
[4], где следует считать величины £ — 1, 2, 3, как функции от 
времени.

CONSTRUCTION OF TWO-DIMENSIONAL ASYMPTOTIC THEORY 
OF MAGNETOELASTICITY FOR THIN CONDUCTING SHELL 

PLACING IN A NONUNIFORM AND NON-STATIONARY 
MAGNETIC FIELD

S. O. SARKISIAN

Անհամասեռ եվ ժամանակի» կախված մագնիսական դաշտում 
ԳՏՆՎՈՂ ՀԱՂՈՐԴԻՉ ՐԱՐԱԿ ԹԱՂԱՆԹԻ ՄԱԳՆԻՍ ԱԱ1ՒԱՋԳԱԿԱՆՈԻԹՅ ԱՆ 

ԱՍԻՄՊՏՈՏԻԿԱԿԱՆ ԵՐԿՉԱՓ ՏԵՍՈՒԹՅԱՆ ԿԱԹՈՒՏՈՒՄ!)

Ս. Լ. 11ԱՐԴՍՅԱՆ

Ա մ փ n Փ n I մ

Աշխատանքում ասիմպտոտիկական անալիզի է ենթարկված մագնիսա- 
աոաձդականության եռաչափ տեսության հավասարումների լրիվ համակար­
գը և ստացված արդյունքների հիման վրա կառուցված է հաղորդիչ բարակ 
թաղանթի մ ագնիս ա ա ռաձդականոլթ յան երկչափ տեսությունը այն դեպքում, 
ևԸԸ թաղանթը գտնվում է անհամասեռ և մ ամանակից կախված տված մագ- 
նիսական դաշտում։
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СТАЦИОНАРНО! ТЕЧЕНИЕ ЗВУКОВОГО ПОТОКА 
ГА:-;ОЖ11.Т ՛- ՛ ГНОИ ( МЕСИ ПРИ КВАЗЙИЗЙТЕЙМИЧЕСКОМ

ПОВЕДЕНИИ ГАЗОВОЙ ФАЗЫ

ОГАНЯН Г. г

В работах [I 3] получены асимпниичеекие законы затухания 
возмущении. в.ноёимШ гбЦкйМИ телами вращения в равномерный зву­
ковой поток вязкого теп.шпрокодяше-о газа. Подобные задачи тля 
течении газожидкостной смеси пе рассматривались,

Особенносн.ю газожидкостной смеси является интенсивный теп­
лообмен между газовыми пузырьками и «кружающей их жидкостью. 
Количество тепла, переходящего от пузырька в жидкость, прямо про­
порционально их разноси! температур, при этом жидкая фаза с точки 
зрения термодинамики играет роль термостата. В монографиях [4, 5.1 
на основе экспериментальных данных, например, [6]. отмечено, что 
главным диссипативным механизмом может явиться тепловая релак­
сация.

В настоящей работе на основе одпоскоростной модели газожид­
костной смеси, гемпературы фаз которой различны, выводятся двумер­
ные нелинейные упрощенные уравнения приводится их частичная 
классификация. Полученные уравнения типа коротких волн описыва­
ют стационарные течения смеси, в которых термодинамическое пове­
дение пузырьков близко к изотермическому. Показано, что влияние 
тепловой релаксации на вид уравнении эквивалентно наличию второй 
вязкости. Приводится математическая аналогия между течениями рас­
сматриваемой смеси и реального газа. В частности, когда структура 
потока смеси формируется иод воздействием лишь эффектов сжимае­
мости и вязкости, решена задача обтекания профиля (плоская задача). 
Найдено точное решение, представляющее возмущения, вносимые дву­
мерным диполем в равномерный поток смеси, скорость которого на бес­
конечности равна изотермической скорости звука.

/. Исходные уравнения. Предположим, что в моноднсперснон смеси 
жидкая и газовая фазы движутся с одинаковой скоростью, при этом 
несущая жидкость обла тает эффектами сжимаемости и вязкости, а 
газовая фаза представляет собой пузырьки калорячсскн совершенного 
газа. Ограничимся рассмотрением течений, где в смеси но происходит 
Существенного перссжатия газовой фазы Будем считать, что ввиду 
сильного влияния гемпературы на плотность газа теплообмен между 
пузырками и жидкостью определяется тишь тепловым сопротивлением 
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газЛ и потому температур) жидкой фазы примем пос гоя пни й. Пола­
гая. что дробление. гюлклспоние, слипание пузырьков отсутствуют и 
нс происходит их новых образований, уравнения стационарного дви­
жения газожндкос! нов смеси возьмем в виде [-1, 5]

/•(ря) + ^И> + -(р®)-0 (11)
дл- ду у

/ ди ди\ дР д ди 2 /ди , ди и \ / н __ -֊1 _ 1 — __  __  ֊֊ _  •?.._______ .1 I __ г __ I
дх ду/ дх дх ‘ дх 3 ■ \дх 6*У У /

д / ди ди / ди ди 1 Л \» ц ( — - - и I------- 1- — (1.2)
ду дх/ У \ ду дх

ди дР д _ д՝.՝ 2 / ди ди •У» »
и----- ь 2ч — - ■ ■ — - г — ) 4-

дх ду / б?у ду ду 3 \ дх ду У /
/ди , ди'՝ Чг /ди V \

р (т՜ + — 1 -4 —■ у (- --------- (1.л)
дх \<?у дх/ У иУ у )

р։^ = соп8Ь Р = Р1(1֊^4֊Г^ Л(1֊₽)+^ (16)

дР. , дРг 3-гЯ £ Зи-----(Т։- 7.1 (1 7)
дх ду R ’ 2/?г

1.1^֊ •
?։ =------- а

‘-1.333 х. R-, 
------------- , ^'.1 —

1֊$ 1 к.

Здесь л\ у — оси декартовой, либо цилиндрической системы ко­
ординат, и и •□ — составляющие вектора скорости частиц смеси вдоль 
этих осей, Р давление, р пютиость, - температура, 9 объем­
ное газосодержание, R — радиус пузырька, и - скорость зн)ка, р- 
динамический коэффициент вязкости, /?2 и - коэффициенты тепло­
проводности и межфазного теплообмена, у г. I . .,, с,?. и г,? ֊ 
— удельные теплоемкости соответственно при постоянном давлении 
и объеме. Индексы „Гн „2" отнесены к параметрам течения со­
ответственно жидкой и газов и! ф»з, ։ пюаметры, характеризующие 
течение всей смеси, индексов нс имею՜. 1л । плоек нпралельпых те­
чений—г— 0. для течений с осевой симметрией г — 1. Поправоч­
ные коэффициенты ?։. <?։. впервые введенные в [4,7^, учитывают ко­
нечность величины £։ и пеодиночность газового пузырив в безгранич­
ной жидкости.

Значения параметров смеси и фа-, в невозмущенноы состоянии
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отметим звездочкой, а характерную лин\ в направлении оси х обоз­
начим через I.

Предположим, что в рассматриваемой области течения значения 
всех параметров смеси и фаз мало »тклчняются от соответствующих 
значений н набегающем равномерном становившемся потоке, направ­
ление которого близко к осн г. Булем считать, что скорости частиц 
смеси и каждой точке просграш гва ма.к отличаются по величине от 
изотермической скорости щука и. П анал гни с теорией транс­
звуковых течений газа (I 3.8] ввезем гопыг независимые перемен­
ные

х 1х" У=Т>‘> U-8)
л

где Л безра.мерный малый параметр ()г?м ui видно, что поперечный 
размер возмущенной иблас-и нампоп пргоос м»днг продольный. При 
неравномерной роли координат а и у с вляюшке возмущенного иск- 
гора скорости вдоль них । лкжс буду г иметь различные порядки ИСЛИ 
чин

« -- <j ։ ( 1 — ։«'). 1< =։âo ։ т/ (1.9)

Здесь г шорой бетра «мерный малый параметр. Относительно 
возмущений скорости звука и остальных характерных параметров по­
тока примем, что они имеют такой же порядок малости, что и продоль­
ная составляющая вектора возмущенной скорости:

P=PÀ 1-riP'). ?-рд4֊£/), R - /?*(1-т </?')•

(1.Ю)
« = ^.(14-sa ), pr-=;>.։ (1 - &<). P = R., (1 д- ePJ. т=1.2

Что касается возмущения температуры в газовом пузырьке, то, 
ввиду рассмотрения квазяизотермическогс. процесса, полагаем, что 
оно имеет больший порядок малости

Г։ = Т.(1 4 е»тз) (1.11)

Согласно определению (1.6) потностн смеси, уравнение нераз­
рывности (1.1) можно преобразовать к виду

р։ ՝ дх ду R \ дх ду /

Исключив из уравнения
(1.5), получим

(1.7) галлеине посредством соотношений

,д7։ 3T,<)R\ /à Г, 3T,dR\
U I —---------  — I т V ( — ------- г — I ••

у дл R их / \ ây R ду /
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'^■Т< 3*’Х|1 (Т Г) (1ЛЗ)
/? \ <#.г <?у/ ■2^-,,/Г '

Для рассматриваемого близкого к изотермическому процесса рас­
пространения иозмуикчпн. разложим функцию Р, = Р, (р,. Г.) в ряд 
Гейлора вблизи положения локального срмолниампческого равно­
весия жидкой фазы и учтем, что Гёмпср;.гура ее практически нс ме­
няется. Тогда

<!1\~ а] = (—'.\ (114)
՝ /г,

Здесь «՛ изотермическая €!■;.Iи звука в жидкости.
Используя определение (1.6) явленья смеси, а также уравнения 

(1.5) состоянии газа и пузырька и оюрмулу (11-1). стационарный 
вариаН! уравнения пульс.шни пузырька (!.4) запишем в виде

(1 — й)Р2 / дТ* 375, дЦ \ д/. . г
' ‘ к дх Ц ох / глс ~ 1 их

/ I д'.} дР \
\У1 дх R д.х /

(1-15)

Комбинирование первого из 
(1.4) н уравнениями СО1гоянпя

смеси
(1.5). (1.6) дает

(1.2) суравнения импульсов

Искомое уравнение, <ин1сыв;՛книге стационарное течение газо­
жидкостной смеси, должно быть выведено . упрошенной в порядке 
системы у рои лен пн (1.121 (1.16), в коброй необходимо будет пос­
ледовательно исключать члены порядка единицы. В дальнейшем, при 
упрощении уравшпнй, штри.хп на 1 бС-фазмернымн возмущениями пара 
метров течения опускаются.

2. Вывод определяющего уравпепи.\. Применяя преобразования 
(1.8) (1.11) к уравнениям (1.1), (1.1) (1 15) и удержиаая главные 
члены порядка с ишины. находим

Гча2. Гч . х6= — и, р = Рг~ - R— • п (_.!)
< $ *** Л

Учитывая (2.1). аналогичным образом из проекции уравнения
Навье-Стокса на ось (1.3) выводим соотношение

— = — (2.2)
^5 
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означающее, что в рассматриваемом приближении в потоке газожид­
костной смеси вихри отсутствуют, то есть течение-потенциальное.

В том же приближении упрощения соотношении (1.5). (1.6). урав­
нений (1.12). (1.13) и их последующие комбинации с формулами (2.1) 
дают

где Ре֊ число Пекло, /։ — коэффициент температуропроводности га­
за. При выводе формул (2.1) • (2.3) постоянные интегрирования рав­
ны нулю вследствие распространения возмущении по покоящейся в 
системе координат (д։, у,) смеси. Здесь и далее примем, что поряд­
ки величин чисел Нуссельта и Пекле совпадают, так что их отношение 
есть величина порядка единицы.

В рассматриваемом приближении, разлагая а1 - л։(у։. 7\) в ряд 
Тейлора и оставляя главные члены, нетрудно получить

а1 = (М-1)р։, /л==-- — (о։а։) | (2.4)

Согласно определению изотермической скорости звука в смеси 
[9, 10). имеем

1 = (1-5* К _ 
а'-* «։• Р*

(2-5)

Теперь применим «преобразования (Г.8)—(1.11) к уравнениям 
(1.12), (155), (1.16) и при их упрощении оставим также члены пер­
вого порядка малости Комбинируя получаемые уравнения друг с 
другом и учитывая формулу (2.5), исключим из рассмотрения члены 
порядка единицы. Далее, подставляя формулы (2.1) —(2.4) в нтр։ 
вое уравнение, все члены которого имеют первый порядок малости, 
окончательно получим

22,-4 г
ди1
дх1

№ / д<\ V \ R7 д3и։
(2.6)

( 1 R* ае л R֊ Ре ? « г
=Кйё^- Ц1՜^՝ '’х = к

, О-Мм’ 2 о ^*4.«. - 1--------------5------  -( гп------- г,—г-։—~ , ке ֊ --------
е Р1.Ч РГЛг

2 . I . -г֊1 ,
д 2֊л՛ ’ Зт !>| <4
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(1 — ?!*)?• ,
Т- ------- 6R------- A

Система уравнений (2.6) и (2.2) полностью описывает кназиизо- 
термический режим распространения возмущений в звуковом потоке 
газожидкостной смеси. Влияние проходящей в газовой фале тепловой 
релаксации на процесс распространения аналогично воздействию вто­
рой (продольной) вязкости смеси. Такой вывод находится в полном 
соответствии с результатами [8, ill. Подчеркнем, что порядки вели­
чии тепловой релаксации и дисперсии одинаковы (если, конечно, 
Pe/Nu-—1).

Перейдем к частичной классификации возможных течений квази- 
изотермического трансзвукового потока газожидкостной смеси, свя­
занной с эффектами дн<ч1ерсян и тепловой релаксации.

I) Пусть и уравнении (2.6) все члены одного порядка, то есть 
—-Д2 — 1/Re ~//- Полагая для простоты

Д’ /?• 1 л R* а,.՝ /?; Ре ՝
M'~2 r'''~Re'‘f 1 Т^’ : /’Nu°'

приходим к уравнению

„ _ <*Ч
'дх. \Эу’ЬГу։/

2) Если считать эффекты низкости и сжимаемости малыми в срав­
нении с тепловой релаксацией (1 Ее— '/ц։, г — Д’ — R-:Г՛),
то уравнение (2.6) снова примет предыдущий вид.

Отмстим, что в квазиизотермнческих околозвуковых течениях в 
рассматриваемом приближении хотя в имеет место постоянство темпе­
ратуры в газовой фазе, вовсе пренебрегать теплообменом между пу- 
зырками и жидкостью нельзя.

3) Пренебрежение всеми эффектам:! диссипации, а следовательно 
и дисперсии, оправдано при /?Ч2~ 1/Ее~,'/^<7-Д', что 
приводи! (2.6) к уравнению Кармана-Фальковича [1,8].

Пусть теперь /?’ /’< I / Ее ~ е Д* ~Подчиним без­
размерные коэффициенты в (2.6) связям

Д’ I .= __ жх ——о —— —• о
г 2 Ее < / а

означающие, что формирование структуры потока смеси происходят 
под воздействием эффект я> нелинейности, вязкости и сжимаемое՜и. 
Уравнение (2.6) сведется к виду

(2.7)
\Эу։ у, У <4

сов па да юн тему с уравнением из [2], 1 ь՛ численно исследовалось илн- 
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Янне вязкости и теплопроводности на асимптотическую картину об­
текания тонких тел вращения звуковым потоком реального газа.

5) Если же, наконец, принять : — /?;/ /5 < А2 1 / Ис — / 1а.
и для простоты полагать

£ I ,՝ 11
2 “ Кег՛ / а„"а

то приходим к уравнению Рыжова [1| 

описывающему течение смеси, формирующегося, в основном, иод воз 
действием эффектов вязкости и сжимаемости. В случае осесимметрии 
ного течения ( г 1) оно нримеш ՛.՛ г. |1 8] гтя исследований задач 
обтекания тонких тел вращении уко! ымн потоками реального газа 
и химически активной многокомпонентной газовой смеси.

Я- Обтекание профиля. Б случае плоского гонения (г=0) сфор 
мулируем гл>: уравнений (2.8) и (2.2) внешнюю граничную задачу 
ибгекания [12, 13]

при | а’։ | для любых у։ «—О, и-* О (3.1)
при (3.2)

Решение поставленной за дачи будем искать и классе автомодель­
ных функций. Предварительно обратимся к системе уравнений (2.7) и 
(2.2). искомые решения к иорых представим в виде

«1=УТ”/(0. V У։РЯ(О. «=-՝'։УГА
Аналогично [2]. подставляя >ти решения в систему и устремляя 

У\ к бесконечное г и, остан. 1яя .г, конечным, найдем порядки убывания 
членов системы уравнений в гаци имосгн от у\

Исходя из приведенных оценок, уравнение (2.7) допускает ав- 
гбмодельн; решен՜;, при — 2’3, р = (Зл-г1)/3. Требования, 
при которых реализуется (2.8), приводят к системе неравенств х> 
>1/2, «>2 —2х, ь, При полученном значении х = 2/3 из 
этой системы следует Л'>2-3. Таким образом, автомодельные реше­
ния уравнения Рыжова (2,8) можно представить как 

«-У?7(:). «=У.1г’М”':՝^). $ = х1УГ^, «>֊

В плоском случае (/■ = (.)) функция <(;) будет удовлетворять 
обыкновенному дифференциальному уравнению 

1!(п ,
(I? 9 ’.) г7=

(3.3)
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после решения которого функция #(։) определится из равенства

3
^Н֊1

'^7 ■ ~!ЬА
ч (IV 9 ՝ а- ' з ) (3.4)

Можно показать, что асимптотическими разложениями грех ли- 
нсйпо-нсзависимых решений уравнения (3.3) являются:

/=*.ВГ։’/2[ц-^«(«֊ у)(« + |);'=Г3 + о(М ՛)] (3.5)

ЛМ<1 11-2. (л ; + : ^)|?| ;՝ + ДВ1 *) | (3.6)

֊ Г= Г+ «.(:֊; Г)16
(3.7)

где Ьг, йЛ произвольные константы.
Краевым условиям (3.1) и (3.2) полностью удовлетворяют реше­

ния (3.5) и (3.7). причем последнее непригодно при оо. Ччиеннс 
(3.6) удовлеиюряет краевым условиям (3.1), ио не (3.2). Таким об­
разом. аналогично [I. <3. 12). ;.֊дачз нахождения антомодельных ре­
шений уравнений (2.8). (2 2) сводится к задаче определения собствен­
ных значений уравнения (3.3). Требуется пап:и гакие значения пара­
метр.] п, при которых решение уравнения (3.3) определялось разло­
жением (3.5), если с-*- о© и при удовлетворяло условию

Зп. | 1 .(Зл-ьь/г 
2

£<=) ’О

После лее условие эквивалентно требованию обращения в нуль 
юстояннон £2 в разложении (3.6). Весь спек։р собственных Л1ачс'П’й 
приведен в [13]. а именно: п = (2 V +- 1) / 3, А'=0, 1,2,... Для 
сформулированной задачи приемлемым первым собственным значе­
нием является и. -1. Тогда уравнение (3.3) один раз интегрируется и 
после замен 

/, = - 4 Г*/27

приведется к канонической форме уравнения Куммера [14. 15]

сР и) — да = О 
6

Используя стандартные обозначения вырожденных гипергеометрн- 
ческих функций (функций Куммера), напишем общее решение [15]

{ = 1/3 ф ( у. 4 , Ч) + с, ф (֊ ■ ֊. ) (3.8)
\ 6 3 / \6 3 /

Связь ям> :у постоянным:! с- и с.> определим из условия сгре.млс 
ния к пулю .:г.1мпго1 ическо«о прел՝ 1 .(пления функции при 1]-м». 
11олучим 
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Учитывая колу чснную связь, ф лр.хп.’п (3.8) перепишем. в виде

Решение в форме (3.9) удобно тля выяснения асимптотического 
поведения функции / при ц-” ос.. 1с а-льзуя асимптотическое пред­
ставление функций Куммера, имеем

Чдя нахождения асимптотики функции / при г, ■ введем в 
рассмотрение функцию Трикомн |15|. Тогда

Используя асимптотическое пцсдСаалепие функций Грико.ми при
1] •֊►ОС. находим

Скомбинируем равенство (3.4) (. полученным ил (3-3) после од­
нократного [ппегрированкя сравнением тля функции/ и далее перей­
дем к ноной переменной ц. Функция к определится теперь из равен­
ства

\d-fi з-г, /

Применяя правила л11фферениир‘.'ВШ11ш к функциям Куммера н 
Трикоми. н идем точное выражение для функции

6 /
13



Аналогично выводам формул (3.16) и (3.11) отсюда нетрудно 
получить асимптотические предстаплепни функции ц [1-1. 15] при 
Т|֊*~О0

при •< • ОО

Соответствующие полученным форму ..,.м ра н жепия прол «льпой 
п поперечной составляющих вектора возмущенной скорости начинаю­
тся с членов

при £ — — сх.

П ри : —• ос

Построенное решение описывает возмущения, которые вносит на­
ходящийся в начало координат шумернын диполь в равномерный по­
ток. скорость которое.) на бесконечно«.’’..՛ равна в точности изотерми­
ческой скорости звука газожидкостной смеси. Действительно, для мо­
мента диполя имеем [16]

STATIONARY SONIC FLOW OF GAS-FLUID MIXTURE UNDER 
QUASITHF.RMIC BEHAVIOUR OF GAS PHASE

G. U. OHANIAN
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ԴԱ<>.ՍՀհ։ԼՈՒհ 1սՈ.11'ՆՈ 1,Րք1Ի 9.ԱՅՆԱՅՒՆ ՀՈՍՔԻ ՍՏԱՑԻՈՆԱՐ
շարժում։; դասային փուլի քվասււսո։*սրմ վարքի դւպքում

Գ. Դ. (ԱԱՆՅԱՆ

Ս. մ փ II փ ո I մ

Դուրս են բերված կարէ, ւպի րն /. րի երկշափ ոչ դծային Հավասա­
րումները։ Ստացված Հւսվասարամներր նկարադրամ են այնպիսի դադաՀե- 
դուկ խառնուրդի ստա ցիոնար շարժումը , որի պղպջակների [/Լ րմ ողին ա մ ի կա - 
կան վարբր մոտ է իզոթերմին։ Դիտարկվող մ ո տ ա վո րո ւ թ/ան ու մ րվ ա ղ ի ի ղ ո - 
թերմ տր ան սձտ յնա յին շարժման 'ւեւդբէէէմ ցույց է արված, որ չնայած պա­
պային փ ոպում ջհրմա ււտիճանր մնում է անփոփոխ, տյնռւ Հանդերձ ջերմա- 
փոխանակությունը պղպջակների ե նրանց շրջս/պասւոդ Հեղուկի միջե ար Հա. 
մարել չի կարեյի։ Ջերմային ո ելարսացի այի ազդեցությունը Հավասարում­
ների տեսրի վրա ‘հոմարժեր Լ երկր/էրդ (րնդյայնակտն ) մածուցիկության 
առկայությանը։

Մ տոնավոր ղեպըում, երբ դաղաՀեղոլկ խառնուրդի Հո սանրի կ։սռո\ց- 
վածրր բնորոշվում I, միայն- մ ած tu ցիկւս թ յան !t սեդմեյիոլթ յան էֆեկտների 
առկայությամբ, յուծված է Հարթ մարմինների շրջ ,ոսման խնդիրը։

Л И T Е P А Т У P А

1. Рыжов О. С. Асимптотическая картина обтекания тел вращения звуковым по­
током вязкого и :еплопроводящего газа,—HAiM. Ний, т 2.9. №6. с 1004—1011.

2. Рыжов О. С., Шефтер Г. Л1 О влипнвн вязкости и теплопроводноеги на структу­
ру сжимаемых течений,—ПИМ. 1961. т. 26', .\о6, с. 996 1007.

3. Диеспероа В. II., Рыжов О. С. Второе приближение в асимптотической теории 
обтекания тел вращения звуковым потоком реального гащ—ПМ.М, 1967, т. 3/. 
№5, с. 783--793.

4. Нигматулин Р. И Основы мех: ники гетерогс.н ых сред. Ai.: Наука, 1978. 336 ■■
5. Кутателадзе С С. Накорякоо В. Г. Теплообмен и волны u i ззожидкостных 

системах. Новосибирск: Наука, 1984. 301 с.
G. Кузнецов В. В.. Пакоряков И !■՝ Пгкрсае։ И. Г., Шрейбер И. Р. Эксперимен­

тальное нсследонанне распрасгр.чнеянм ичiMyrirKiirt в жидкос.н г пузырьками 
газа.—В кк.: Нелинейные волновые процессы в двухфазных средах. IЬжоснбирск՛ 
Ин-т теплофизики СО АП СССР. 1977, с 32—44.

7. Губайдулин ,4. .4.. Пввндаеп A h Нигяату.шн P. И. Исслелонзние нестацио­
нарных ударных волн и газожидкостных смесях пузырьковой структуры.—ПМТФ, 
1978, №2. с. 78—86.

8. Наполитано .7. Д>;„ Рыжов О. С. Об аналогии между неравновесными я вязкими 
инертными течениями при околозвуковых скоростях.—Ж- вычисл. матем я 
матем физ., 1971, т. 11. №5. 1229—1261.

9. Ван-Вейнгарден Л. Одномерные тсчеци;? жидкостей с пузырьками газа.—В кн : 
Реология суспензий. Ai: Мир, 1975, с 63—103,

10. Оганян Г. Г Распространение слАбьгх вес i в релаксирующей газожидкостной 
смеси.—Изв. АН Арм. ССР. Механика, 1979. т. 32, №2, с. 3—13.

11, Манделбмтам Л. И.. Леонтович Д/ А. К еорня поглощения щука в жидкостях.— 
Ж. эксперим. и теор. физ« 1937. т. 7, №3. с. 438—449.

12. Ладыженский А1. Д. О некоторых интегралах уравнений околозвуковых течений 
газа.—Инж. ж.. 1962, т. 2, А’? I. с. 6—10.

45



13 . Дпе.спсров I',. ff. О функции Грина лннеирн зос-ани« i и вязкого транс шуковогл 
уравнения.—Ж- шачнсл. матем. и мзтем фт. 1972, t 12. .V-5. г. 1205 ИГ,'1..՛.

14. Справочник пи специальным функциям Под рея. М Абрамович:! и II. ( . ii.hi 
М,: Наука, 1979. 839 с.

13 Бейтмен Г.. Эрденн .4 Высшие rpaiicHonxe г n.։v функции 1’ 2. М llavi:.։. 
1978. 295 с.

Iß. Прудникоо .1. //.. БрЫ'пма Ю. Л.. Afn/Xp'/?, О II. I Инг: рл.чь и рялн 
кисельные главы. М.: Наука, 1988 800 с.

Институт .механики АН .Армянской ССР
Поступила н редакцию

7 XII.1987



ՀԱՄԱԿԱՆ ||>1Ա Դ1'Տ1ահ;ՈՒՆՆԱք|» Ա1|ԱԴհ՜ւՈ4ա» Տ 1»Դ.1;1|ԱԴ1>Ր 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК ХРМЯНСКОП ССР 
ԺԼխաճիկա 47, № л I ՚4'.> и

УДК 539.3

КОНТАКТНАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ПОЛ У’ч СКОНЕЧ1 Ю11 ПЛАСТИНЫ, 
усиленной двумя КОНЕЧНЫМИ СТРИНГЕРАМИ 

(НАКЛАД KAMI!)

.АГАБЕКЯН И В.. ГРИГОРЯН Э. X.

В работе рассм.т ipш лется о. и։ i.t чтя лолубесьонечной платины, 
усиленной двумя коней и: лм;, с рингсрамп. один из которых выходит на 
границу пластины. Причем притер։.-: пернснлмкулярны к границе 
пластины и находятся на одной линии. Задача с помощью метла 
факторизации и метдь ортогональных и .;ю томленой Чебышева <»։•-■ :и: 
ся к решению ква швпо.ше регулярной с-шокуннот н бесконечных сис­
тем алгебраических уравнении.

Пусть полубеск .вечная пластина с мя конечными стрингерам:!, 
один из которых выходит на границу, (сформируется иод icücibhcm 
сил, приложенных на концах стрингеров Модули упругости стрингеров 
равны ճ| и /?•> (фиг. 1). Относительно принтеров принимается во вин-

мание мотель контакта по липни, то есть предполагается, что танген­
циальные контактные усилия сосредоточены вдоль средней линии кон­
тактного участка [I]. Тогда уравнения равновесия стрингеров, в силу 
вышесказанного, запишутся в виде

__Լ ք ,(/у ~ £-,/• J ‘(l)W Q
О <Լ у <Հ а (1)
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(1ък ' • С . ,-^=Т%р\Ь<У<С
У 

при условиях 
п е
р.(.5Х/5 = Р-(?, 1՜-.(.<)/. =/? (!)•

А >

Здесь -(у) интенсивность контактных тангенциальных сил. ,-.<п(у)-- 
перемещения точек стрингеров, Г -площадь пи։еречног> сечения 
стрингеров. Р, <?./? интенсивности сосред՝\ненных сил, действую­
щих на концах стрингеров.

('. другой стропы. .*.։» вертикальных ^формаций исыхбесконеч­
ной пластины имеем

а

п/у .1 I т* I у Г. У 'Л -Г у)1 ' 1 (2)

ъ
где // толщина пластины

2.,)>
т-п)(л*Ч֊2р) * 4р(/' 2։-.|/м 4-2-0 /.4-2р

Имея л -и. ;> (1) (2.) онлетворы I ՛ :՝,« контакта

■Г’(П(У) = <1(;’ (у) при (1<у<« и /><у<с

после некоторых преобраюваинч г:ол? о следующую спстсмх <՛•.!.и - 
лярных Н1гг€гро-дкфференцп.ч.н.ных урянненги՜! с неподвижной осо­
бенное । ыо:

I

- — к — I Л'л(у. '/,)>.г.) (0<у< 1 I
Г| ~

֊ I

(-1<У< 1)

< И
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Здесь

®(у) = •(<*>’).

1 В 4 Л(7о֊Н)(7<гН-71У)
7 о 4՜'’J'"о У Ïfl4 Ч՜՜ иУ (ïo Tj •' <։У)3

) — 3 _ У>
2ïo : Ч -г- y (2То4~Ч I У)3

В 1 Л(Ч—гг‘у-ъ)ч
А ■>■>( v. Ч) = —т----î—;------------------- i---------\ ■ №У Т» .. •' (ч + f, 'у4-ъ)л

_■ 4- b ь 4- С
10՜ '11 . ■ . 2

е —b с — b

d.'all rf,֊։(c Ь)Н
.4=rf.-'rf3, /î-rf/rf,. Е-р~՝ 2E.F

Сначала рассмо»рим уравнение (•»). продолжая
1 у <С 00

его в область

** . - •
= ' 1 ( \ ®('4 - у) ?‘(ч)<*ч 4- 1 - у) + 4՜ S (>'։ '^Ч)^Ч + £1 (у)

б ֊» 

где €‘(у) — функция Хевисайда. Л'’(у, ч) = Ч 1 — у)/<п(у. ч»,

g (у) = 5(у — l)rfr<’> rfy, ?֊(у) =6(1 — у)х(у).

После замены в (5) r,~e։J, у=е и применения преобразования 
Фурье получим

К(а)<р։ (а) 4- ֊'■ ?1՜ (а i) , f ~ (а) = - , ։ 2- 4- g.* (7) (6)
а а а

( — I < 1тл<—v), (0<*<1) 
где

р. Ch-я — Д(а 4- /)։ — В . .. а, = — / V, /<( а J ) = О 
Sh“a

։
/■(’) = ֊ — I Кп(а, ъ) (7)

тс/ J
-։

КП(а, •,) = f Ки(у, „)>- = ֊' <ly = V ( ֊ 1 Г д"'К'У- 

Г( га 4֊/л 4-1 )

■1 Известия АН Армянской ССР. Механика, № 5
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.V Г(Ь) и»»<0) (7>
I (и •- н |- 1) ? </у

а

Г(г) — гамма-функция, ?։ (?) и (а) являются трансформантами
Фурье функций <ох(и)—^ (е1'), (/.՛) = — 1$ Л? ) соответственно.

Решение функционального уравнения построим следующим обра­

зом для этого /<(.и) представим в виде

тле

далее факторизуем 7 (а). записав в виде

/<(«) = К (7) А" (3>. - 1<Дтя<->
где

К+(э) =Л7 • (х)| /. ■ (в)Г։- /<-(■/) = ЛГ(а) А -(,)

Л (а)=ехр|/? (а)1, А'(а) = ехр[ А* (а)) (8)

/?(.՛/) = — I /?(а)ехр(—( - I <'< —'0 
2п.]
(*»

^(г)=7?4-(7)-^-(а) = |1;6(а)
« и

^*(։)= | /?(ц)ехр(/а«)</«. /? (а)= ^/?(г/)ехр(/7«)г/« 

6 V

К (а) регулярна и нс имеет нулей при Зпи>—1, К ’(») регу­
лярна и не имеет нулей при < Причем при |х|--со

1 _ _։
К (а)-֊я -г, К (а)~а2 в своих областях регулярности.

Далее, поступая аналогично шму. чн> дгластся при решении функ-
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пиоп.тльвых vp.iBHCHjHi аналогичны., нпа [2]. его .можно записать в
пн де . .7 . {y.f'

Li (։) = ?Г(<ОК» т '' 1<5’(») I- X7՜ («) + — |*4(з<)>| ‘ +

4 ZolX' (0)1՜*  - (?)| J?-(r,)r. '<Q !(/») 1 ֊(*+(0)Г‘1 _

— £». <“ r:i <--’ (9)
где

Ф(а)=Ф(з) |-ф-(7), ?(«)=Г-(7)4 F (,.)

.М(,)=l*W'7Г(»-О-[К (0)1 »-о , - (_,.)=p-Q

»= /11=Res|7-W|
Я л -0

Ф(к) = -
• __ | ___

| Ф(а)ехр( — biridy., /•’(«) = — | /•’’('»)ехр(

Ф ’ (а) — I Ф(/г)е.хр(/ан)17/г, 
о

ОС

А*(а) — | F(tt)exp(n«)rftf 
и

о л 
Ф՜ (я)= | Ф(и)ехр(/ан)Л/,

IX-

1>

?'(«)= I F(«)exp(/a/z)dw

Заметим, что при я|—оа • ^Г(а) — а ’ н своих
областях регулярност1, поскольку функции ?i (Р), g'f (^) при v • —0 
имеют корневую особенность. Тогда очевидно, что Ф(з) — | -1՜1 при 
: • гю, а =- з 4 г., и следовательно. •։*(«)-֊ 1п|«| при «-* 0. I !з этого- 

непосредственно следует, что функции Ф ' (т) при я| — оо имеют no­
Ina _ _1

рядок-— в своих областях регулярности. Далее, так как Л'(°) ~ 3-2 —

.1 L
— /з - (з* =0( з)с ) при | о | — ос, то Р(и) — и.2 при и - 0. Это го

]_
ворит о том, что /•' (а)—7 - , а /■՝ (а)—а՜1 при | a'ос в своих 
областих регулярности.

Из вышесказанного следует, что функции Li (а) и Li (а) при­
нимают конечные значения в полосе — 1<\1та<^ —•' при !а| — оо.

Теперь, применив к (9) обратное iреобразованис Фурье, получим

1.\(г՛) = !.? (tj), А։(г՝)=0 при w>0, — 0 при г-<0. Но это ра­
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венство может иметь место лишь только тогда, когда /.,(•») я /.?(г՛) 
будут функциями, сосредоточенными в нуле. Следовательно |3|,

Ь. (г՛) == /. .՛ (и) - У и), Й4*'(1») = -- о(ф)
*-о с№

Применив к А^('у), А2!(гН преобразование Фурье, будем иметь

/.](,՛) = £2”(з)= у (— 1 )*«,.( — /а)*, — 1<.1гпт< -> 
а о

Отсюда, имея в виду, что !.\ (а)~0(1). /./<*) ~0(1) при а |оо в 
полосе получим £» (а) =--£/(я)=.ав. Тогда из (9) по­
лучим

֊ ... (‘о ՝■՛' (*) /•՛ (д)___ 1уР(Г1 I- /о
К".(?) ■"'* К"(я) К-(։) К+(0ЖЧ’Ь О՛’)

^(») = «Д+',Х՜ <*)Ф\а)+К*(>)? (*) 
а л (0)*

Если в (10) положить /•՛ (а}— 0. /о = О, получим выражение 
«Г(х) той задачи, в которой рассматривается полубесконечная пла­
стина с выходящим на границу стрингером (задача Рейснера) 11,4].

Далее, не останавливаясь на подробностях, отмстим, что после вы­
числения интегралов (8), функции А'+(я), К (а) будут даваться п ви­
де бесконечных произведений

где являются нулями функция /<(л). расположенными в по­

рядке 0 <Л։п ։#<.)п1яд, ։и РсаА>0 (А«2. 3,... ), а — число, со­
пряженное к а>։ Причем.

аА=(2Л— 3)/ Ь — 1п|/2Д(2*-3)] при к > оо
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Отметим, что при получении (10) имелось в виду представление 
[5]

Функции ?“(«•). Л (х), Ф (а) регулярны при Лша< — >, анали­
тическое продолжение функции А (я). как следует из ("), имеет 
простые полюса в точках я=/7/ (« = 1,2....), а функции <£1 (а) — в 
точках >, = — (>, 1 — 4-/7/. я = я* 4֊ /7/, а -= — ам 4- ։п (п = 0, 1,2.........
И = 2,3........ ), в котором нетрудно убедиться, обсуждая функцио­
нальное уравнение (б). Функция Ф (а) имеет полюса в тех точках, 
что и о՜ (я) кроме точек « = я։, * = ЯЛ, ’ = — *А.

Из вышесказанного следует, что функции -(ну), Л (а) и Ф~(х) 
имеют следующие представления:

-(«у) = ։ v ( V ( ) п֊ Х„ +
гл 1 \л—0 /

+ "Лгп-- Ут
\ л-0 /

ф-(’)=У |( V 1 ~ >п)° \ т- Хт ,
Х։|\Го (а — — - 0(*я»4-*'Ж) /

+ ( S \ fn_t у
\«-0 (а _ in. |_{՛) /

(12)

(13)

(14)

где

•и _ !֊(֊ 1ИД~Л("Н-1)Ч———<. I t / -7/U
-;04֊>) " -К (;7п)(а- im)

т zY,rj։=pes^j(a), ,7/ F,. = Res Ф?(а), 0<i< _L
Х"3Л» ---- "я։ 2

Й„..„т- Л„, = Res ?, (а), (-’>■,ГÄ։m «П֊= Г„.= ReS
»-««IM •------«m-H«

l n 1II -----=---------- i------- =---------
i( яп !■/»/<( % - м)

i.։<n ^i)n» - 1

Выше имелись в виду, что
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Реъ К։, (а, <) =---- —
«֊о« “ т\

д'п /<„ (у. г,)

<У‘
Кроме того, полагалось, что все зд комплексны. В случае .мнимого 
֊а <1 в выражениях (12), (13). (14) юстэзи гъ = 0.

Теперь, имея в виду (13), (14). из < !<■) легко получить бесконеч­
ную слегему линейных алгебраических уравнении следующего вг .и:

Л ( 7 ., I п>

, /I 1-

й’К ’ (%) Ра 1 -/ц) К ‘{77.)к■■

К'(\) /С (0)/С(хДяА

> к
'ЛК ( х,)

А- ( - ।
к т=>

1 ь------ 77---- *=--------- -
/ Л < “ аА-

(с.\к + /<;.!

.>»*■ С‘(- м ! ('Л> ’֊/.Ж’

Л"( — хЛ) л (0)/\"( — ЯЛ) аЛ

где

у 4- ?« +

/?Р = т < (,|)"(^'( '«2֊ О)֊1 Й„„,

“"(«» + ֊ >п - 'Х-’„,4-'ЛЧ-0

ас,____ ... -V (-Ч>”(К+Ь,„+<»+/)>"՛*»»

л-° (7к -? 7 „ 4- ։п + ' )(*«. ]-1'п 4-0

«<?> — т V (-'.т (-^4-м 
— — ~^=—=—-——-—=--------

*-0 <** - ’« + !-/)(֊^, + т-/)

Долее функцию у(у) ищем в виде |6,7|

(у) ,֊2=֊^ 7„(у)
11 у л. п

где ТлО՛) — с«)$(//агссияу) — многочлены Чебышева первого рода. 11ол- 
ставив эту функцию в ныряжепия — ?,.) и а (4), в итоге
получим

I I
V ,-1лС. ,(у) < Л I (‘-Й^ <Л.-1 [л-։,(у.г,)-Ж-^|_
.•I . ! I ,1 Г I /, - .֊’ ) I- 7/
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1 /< (\) «-1

К*№' V к д 
|- ---------- _ Мл /։,| —-----------------

*'(%) « ՛ К'(^)

(М^-1! /О)КЧ(\>* _ к‘^А0К+(\)
/Г (0)/('(«*)% Л"(*Л)

■ ■ .’-| —

г . V (/?’• А',„ • Г„Л4-М , '1 ..... __ * — Л(Я ^Л-я։ ' т>
Л ( 7 *) /п=1

Л'+(->»)Л V , Л о^/Г(-и
—- =~ — ‘-кп л — -------------- =------
А(֊7а) «=1 А"(-и

(17)

(Х։Ра֊1-Д)Кг(-а  ̂ ^о«+(-^Мо

рого рода,
где С ,_։(.г)= 8п1(?гагссо$л'),, $П;(агссо.$х) — многочлены Чебышева вто­

55



а выражение /,Ля получается из 1.кл. если в них вместо / ьт поло­
жить 1_-т 

4 *
Отметим, что выше была г.с*»՛из формула [8]

I I 1 1 1 Г г I •- —, . </5 = '-,,1-Т) I |<л<1)
“ .1 X - Л՛ » I - 5’ 

I

.УМНОЖИВ ՝ ՛ "?1!стиа (15) :■;։ I Г- у? С/» НУ). при М 
имея в пилу ортогональность ՛! .нкииГ /цу) < несом ) I у8. и ин­
тегрирован к пределах — 1՝<у<4. окончательно получим искомую 
совокупность беек »печных систем линейных уравнений следующего 
ни ди.

V ; ■ V
л я— I

Л-. » ,.дм*֊^ Я® г.) ■
Л (։ж) т ’

< £ д . а^' К ’О?
К '(*>) Г.» *’ А'(з^)

(/ ,Ра ’ -и /0) К * (։*)>“ *(з,)
~К'(0)Л"(заМ4 *’(%)

<2К'( - <. Лл /ёЙТ.Н
" '* К(֊и) Г,

А”( ֊ К А
-----------—-----  --  /-АпЯт = --------------- =------- Ь

К'(-«д) л.! К‘( ֊

(/։Рм ։ ֊ /(,\К Л к:1.^А0К ( — 3#)

К*(9)Л"( К (֊т\)

.18)

(19)

(20)

где

»֊-1(’| гМ*. н5"^’ I «=?«-** ֊։ г -։
р(.о ______Л_____ __  л՛-» ..' *•,- „И I У 1 •• П ~ * //”> =-----2______55^4-2 вУ’• I м “ 1
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1Я‘‘> -
Ал՛. -п (I—(ял)

!—— 1՛ |-А-?а(У-7|) Лу^у-
I 1г- 11 с/у^ - • ’

-1 и

— 1՛ р^У* *>> ^-'’«(1-гУ 1 -/Ц> ,(г)йу
‘г - 1дуд։,

-I о
I

?, ■-= 4 I У>’,՝ >-У5' и‘- ՝(.՝՛)֊■>՛ 

֊։

^Л.г « — ֊ —— ֊ - - 1 (у- Му- гдС ' " <Ь/ 1 -У՛' < л-;(у)^у -
т.п1 к — 1 .1 .) ду 

— 1 V
I ։

• -1 | | ֊• А',21у."■՝<(',) I у2 Г/;. ,(у)</у
а* • I. . "У

-I V
а выражение для получится из в^0, если в нем вместо *п по­
ложить п для Л*™ —если в /&п вместо 7„ положить -хя, а 

вместо /»,„ - Ьтп .
Заметим, что если в (16) в (I?) положить {Л«^ 0 — О, то полу­

ченная совокупность бесконечных систем будет соответствовать зада­
че. когда стрингер пэ участке (Ь. с) отсутствует |9|

В случае мнимого корня ?. .чадо положить в (18), (19) Г/ = О и 
не рассматривать (2Г) при Л։—/.

Ввиду тоги, что вмени место опенки

/< (’Л.)х Л "(а*)

ДД'ДХ <‘֊'г при*-оо 
е—1 гл—! А!

при 1г — эс

/)<!.՝ . -^к — 0 При 1г ֊■ -X:

ди )>.:՛< к и- н1 с ։$)<>•! 1 >гг.։ бт: г:՛։! .! ■< систем алгебраичес­
ких уравнений с.мдует их к шлолча.) регулярность.

Постоянные л0,/.<, и /у определяются и?, условий (I)' и из усло­
вия

1 — 6’ — .4 । Ц

Для полного предсталикня о зам нс изменения *(^у) при
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0<М'<М помимо формулы (9). необходимо Знать и асимптотическое 
поведение этой функции при у—1. Не вдаваясь в подробности, не­
посредственно приведем эту асимптотическую формулу 

1п՝( — XJny) /-1иу 4֊ O(lny). при у -* I

где

I՜ /сЬ-з-| /Ь։ — В \ 4 гI( ch~4 I—ր՝ *Г* ТТГОоГ.)Kn< 1 ■
’ . I

CONTACT PROBLEM FOR SEMI INFINITE PLATES STRENGTHENED 
W ITH TWO FINITE STRINGERS

P. V. AGABEKIAN. E. KM. GRIGORIAN

Ե1Կ111« «l.bl'.W.Iir ՎԱՐՍ.ԴԻՐՆՍՐՈՎ lll'.J-bWHUAr ’ւհՍԱԱՆՎՕՐՋ 
liu.1.1’ ՀՍ.1111.1' 1||1ՆՏՍ.ԱՏԱՅԻՆ luVH’l*
Պ. Վ. 11.'1,11.|։|յ1ԱԱՆ. I;. Խ. Դ1’1«Դ1»։ՅԱՆ

Ս. մ փ 11 փ ո I մ

Դիտարկված է երկու վերջավոր վերադիրներով ուժեղացված կիսաան֊ 
վերջ սէպի Համար կոնտակտային խնդիր։ Վերադիրների ւյ մեկը դուրս է ’[աչիս 
ասքի եղր ե դեքիսրմ արվում I, վերադիրի ծայրերամ կիրաոված tt լծերի ւոդդե- 
րոլթյան տակ։ Վերադիրները ուղղահայաց են սալի եդրին հ դտն վ ում են 
մի դծի վրա։ Վերադիրների աոաձդականոլթ յան մոդուլները ւոարրեյլ են։

'եսւկէոորիդէռցիա յի և քյերիշեի օրքք ոդոնա/ բսւդմ անդամների մեթոդների 
Օդնութ յամ ր խնդիրը րերված Լ > ան ր ա ,՜ ա ?վ։։ւ կ ւսն .ավասէսրումների ըվադի- 
էիովին էէեէքուլյս։ր անվերջ '.սւմակարդի։
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гизмичи/ь Ы12 <М‘8Й1‘р-ЗПКьШЧ’ и.чи>!1‘Ьи,1-и.31՛ зьдьчильг 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ ПАУК АРМЯНСКОЙ ССР 
1гь|иШб|։ 1[щ 42։ № 5, |9й9 Механика

УДК 539.3

НАПРЯЖЕННОЕ СОСТОЯНИЕ УПРлГОЙ ПОЛУПЛОСКОСТИ.
ОСЛАБЛЕННОЙ КОНЕЧНОЙ И ГЮЛУБЕСКОНЕЧНЫМИ

ТРЕЩИНАМИ

ЛФЯН Б. Л.. СТЕПАНЯН С. И

Рассматривается плоская задача теории упругости о напряжении- 
деформированном состоянии упругой прл\плоскости, ослабленной ко­
нечной и полубоекопенпы.ми трещинами (фиг. 1). Вся граница полу­
плоскости жестко защемлена, а на поверхностях трещин заданы пап- 
ряжения

1

0)=аХл), ->5.(л\ 1 О) = «7о(л:), (л>д)

3<Л( + 0. у) = =0(у)- 1 0, у)-0, (0<у</\ с<у<оо) (1)

и(х, --А) = и(л՛, - /0—0, ( —ОС<Л-<О©)

В условии (1)а(л‘) — п мметрг.чная» а Т7о(л) — антисимметричная функ­
ции относительно точки о.

Суть решения поставленной задачи заключается в разбиении ис­
ходной области, занятен ^формируемым твердым телом на каноничес­
кие области (квадрант и полоса) и склейке решений для этих об­
ластей (при соо1ветсгну’ощих граничных условиях) на границе контак­
та.

В [I] получены соотношения между компонентами вектора смеше­
ний и тензора напряжений гл я квадранта и полосы:

Л//Г(л-. д 0) = (1 — >)р,( \ ) 4 I
л* 4- I

7.(0^
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А ЛО
- | - | /?,(/. ֊ | Х)з1{/)(/.'

ООО

Еих(х, ֊0) =(1 Лр.М-- [ I -Ц - — +
п 3 1 х —/ х—1 |

п

| /<Х‘. *)/>։(0^ + ( Ка(Л л к/, (/к// 
и С

5т’г(л-, - - 0) - ( -, - ])</,(х) - - \

1' Ь-гЬИ*՜
- | /?з(Л | Р4(/, х)^(/)^ [/<,(/, д-)51(Гк//

0՝

7: ^<х. ֊ 0) -= (7 - I к/,(х) — А

0

I 
л- — /

- (Кз(Лл')Л(О^ | /С(/.

£'\(о. У) =

о

« еп =■-

- [«։(СУ)Л(0Л+ У!<?,( 1^1+ [' /?,((. >Ф,(гмг
О 0՛ о

Здесь

Л(А-)=[ /,(Х), 0<Д-<П
/'с(Л')՛ «<Сл'<СЮ

?.И-(?(л:)' °<*<‘։

(2)

й о

о

°1(У) = -(у). ^<У<г
’о(У). 0<у<д, <’<у<оо

где р(х), д(х) я о(у) - нормальные и касательное напряжения на Гра­
нине контакта, подлежащие определению. 7? и •*—модуль Юнга и 
коэффициент Пуассона, соответственно,

/?,<(/. х)
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— — zch — ski ( zhi — } — . Д sh2- — z3 
“x.J 2 \ ։ / Д 2

о
4>

Kj(/.A՛) = ' i I 2— 1 COS/XC0S// —
-JI (>+-i)2 д,

A>(C *) = 7֊ I 
и

/.’Aa _ , h _ 9 v — 1 v — 3--------------------2-exp( -2' Ä) + 
2(>H)

H 0,5 cos/xsln// К5(/, л ) = K,(x,r )

Ob-

Sl։JAASln>Z — 
Д,

Д. = sh2' h-------— ch2/ fi — 2------- '— >։Ä։
•h 1 C'-t-l)8

Указанная граничная задача (I) inc.i? удовлетворения условиям 
контакта

О - ) = /z։(.v,i; ). i;-. )> ü - ). (0<л<п).

«;.(0,у) о» (Л<у<И (3) 

сводится к решению системы трех сию ударных интегральных уравне­
ний для определения неизвестных функций <?(Q. з(/),

« rt а
у | tdt -}֊ 1 | 4֊

о и 6

f /?„(/. x)^(tw Г-Л(х). (0<x<u) 
«
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а а а
1 1՝ |Л1,։(Г..г)д(Г)Л ■ |Х.('. А)?(/)Л - (4)
•• . л՛ — (

■ о о о

\ Ц.л։.хЬ(()М Г.{х), (0<х<а)

Га а

| 5~; I #•(1 ’л՜,/7( ։ + 11 •л*,<л /1
Ь о и

А*,(с Л)֊
2 1
г. X ] Г

(4<Л<г/

Здесь ядро Мц(1. х) </. / = I, 2) я пряные чисти Лдх) (/«—=-1.2, 3) опре­
деляются следующими формулами

М։ДСх) /?а(Гх)ч К.(Г.х): Л1,:(сх)«=-|/?ДГ, л) Л\(Г.х)|

А1,.Д/.х)=/?Д/,х) К:(/.х); Л1։։(/.х)֊ --------  • /?։(/. л*)֊ Л’։(Г.л)
~ Хф/

/\(л-| - --1֊ I [[/?,(/,х) • +
- х — ։ }

а а
ж » .■*•

I (/?,(/, X)- Л.(<. л))^«Г)Л - |х)--„(ОЛ + |/?.(Г. А-)=с(О</( 
•-* * •/Я Ос

л,(х) = ֊± + Д ^/?,(лх)֊к։(^*)коО)‘й-

а о а
5 «

— К.(г, л-:^.7,(гк/г - ( /?.(1.х)=.ДПь;г - |л)з0(/)с/г

а О Г

- 2 Гао«)^ , 2 2 ■ 2 ро(р^ ,
“ г .1 V —/ х у ‘ Г - у-/ + ֊ .1 у г

0 0 е с

ж- - »
(- [/?.(/. -И/МОЛ- 1՜ /?,(/. л- 

а < О

/<(Л х)5о(0^
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После замены переменных х—-^-(с*֊1), / — (у •, 1) при

с — Ь , /> 4- с
9 * 9

_ с — Ь Ь |- с
<)

уравнения (4) преобразуются к виду

1 Г (1>Иу)<у - 1 | Ч/(у,с)Ф/|у)'Д՛ (">)
У

- !<--<]; /= I. 2.3

Здесь Ф,(у) (у • 1 П. Ф։(>’)=</(֊(V 1) у)՛у ։

а остальные функции г/-”), \и(у» с) </./=•֊ 1,2.3) оправляются
аналогичным обргзом. Фтметим, чт< функция Ф2(у) имеет осо­

бенность только и точке у=1, то есть Ф«(г)=|՛
г 1 — у

<р(у); ?(у) - регулярная функция ։.՛ — I, 2), а <. А՛) 7--- /_Д г).
У 1 —у’

Х/(у) ~ регулярные функции.
Дополнительное условие, которым должны удовлетворять решения 
уравнений (4) или (5), следует из рассмотрения равновесия кв- дран та 
и имеет следующий вид:

1

I Ф/(у)^у= С =» 1.3) (6)
- 1

Решение системы (5) при условии <(>) и указанных классах су­
ществует и единственно [2].

Используя квадратурные формулы Гаусса [3]

1 Г ■ / 1 V «(у) V -(1 * >г3
՝ V 1֊у (у 2*4- 1 •

1 / 7.^1 1 х(^)

3 /1 __/>■(/ ~1П (։ -Хк)
— 1

где
, / 21 — 1 \ . , гЛ , , ./. = С08(”--------- ). I = 1 ,... . п ; Л-.=СО§ — , !г= :......... и— 1;
{ \ 2п ) * п
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И
звестия 

А
Н 

А
рмянской 

ССР. 
М

еханика. 
№

5.

Л 1 с b =2

' a b
К : 1 2 3

К»<о> *п 0.0339 0.1058 -0,0355

Kj(ri) ; 
К-(й).-г

0.2623
- 0,2949

0,0740
0,1142

0,0369
- 0,0609

Kj(H 1,0137 0.9895 0,9754

К։(г) sr 0,2265 0.2349 0,2117

H b 5

a b
K c

e/в=2

1 2 3

K։(oH, 0,9397 0.Ц08 -0.0323

K,(a) s
K>(/7) s

0.2458
-0.2866

0,0552
-0.1184

0.0215
0.0629

K = : 1-0141 0.9920 0,9798

K,(O-* 0,2265 0.2349 0.2401



Таблица 1

с Л=2-5 < Ь. 3

1 2 3 1 2 3

0,660 04632 0.0198 0.3468 0.1788 0.1.027

0,2761 
֊0.2674

0.0788
0.1176

0.0397 
0.063.»

0.2845
0.2787

0.0824
0.1190

0.0416
0.0656

0.7861 0.7659 0.7529 0.6583 (1.6412 0.' 291

0.1328 0.1373 0.1419 0.0913 0.0939 0.0971

Таблица 2

с.Ь 2-5 с/Л=3

1 2 3 1 2 3

0.6658 0,1582 0,0166 0.3526 0.1836 0.0602

0.2594
- 0.2793

0,0594
04220

0.0238
֊0.0656

0.2681
0.2709

0.0628
0.12о8

0.0255
0.0674

0.7864 О.76Ы 0.7568 0.6586 0.6430 0.6327

0.1328 0,1368 0.1408 0.0912 0.0936 0.0963



решение системы (5) сводится к решению системы Зн линейных алгеб­
раических уравнении тля определения неизвестных ^(у,). /(/),
/=1.2; Л= 1, п.

После интерполирования ио \зла.м у։, /- 1.......... /,՛, для иско­
мых функций получим.

*(у) := V ?(у ) ------- --------------Ди х^1 1У֊У^Л(УЛ)

р (у) _֊ $*п((я Ь 1)агссг>5у)^-а1п(лагссо5у) 
$1п(агссо$у)

Iя »и 7'Л(ПГ՛՜^.
/ДО ֊ -V : 7 ‘ * = 1.2

«г. ։ -

( ЛДО = со$(лагссс$/) — .многочлены Чебышева).
Коэффициенты интенсивности напряжении определяю гея яри помощи 
найденной функции /,(<) и с(у) (/! — ], 2) я вычисляв .тс я по форму­
ла м

֊ ■ Л'։(0)=/2/,(֊!). ---К.О) »"2/,(1>, Ф • К։(а)=/2?(1)
ии 'и -Л

֊ • ад = /.=( - I).V£ к,(с)-■/,( 1) /2
-О “о

Их численные значения приведены в табл. 1 п 2.

5ТКЕ5$ 5ТАТЕ ОН .Л SE.Vd-PLA.NI-:, ЪТ.АКАКЕИ \\ГП! Е1М1ТЕ 
АХО $ЕМ1-1МНК’1ТЕ СИАСКБ
В. А. АРН1ЛМ, 5. Р, БТЕРЛМЛ-Х

‘1,ЬР^1Ы.ПР Н ’|Ь111и1.1Р1.ЬР^ л1Ц?1։РПЧ 1Н1Щ1.ВЧ.О Ч1'11и.:11.ГР111‘Р->Н.Ъ 
1.11.Р«|.||.п1к31'Ъ •и’ли.ЧЦ

Р. и,. Цфзиъ, II. '4. 1181։фц\.3иъ

II. ։( ф п ф п । П՛

')• /г 1/1III /1^1/1116 I, (/ 11/1114/41)111&111рЬрт1 ()/! 1(41//1/4/1) 4/44/^1(14 - 

1(4/1/ ((//44/ : и/рР /4/1/ (Ш [) ։/////> /// (//՝!/ /(1/!//Пр/!шу1/шЬ /Ц/&и/1(// Ш П/4^1(4/1{ 4/1/4 с-

Р(4/Ъ 4/11 4 II 1р (шЪ ■՝111(1р /иЬ д//у (II '1121/111^ /4'41(11/։ (1иЛ4 1//11 1,тр 1( 4/ у и/1/ ։։ ։ //

/ 11/И41//։и) , /։р и։п4/&1/141/ш1/ 4411ч1‘Ъ/։ 1(ри։ 1/1։у{/шЛ и։/։рш/Ру /чп/14/1н/пц/ { 1.р- 

1(41 1/411/ п1/ 4/1(11/1/ иг/1 р 4 С(Р1/!.(//։' р4//и/р/( и/рр Ш Р (4/1/ !/ (1/р4//и 1։11р/(и11) 1,1/ 

[4/рш /1Ы1 р/։ /111и11Л/4/11/111р/и/11 /(4рЛ »«///>;/Ъ !<р// р//и/(рЪ /4р<11.у1/11 рр:
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