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ПРОЕКТИРОВАНИЕ КРУИНО1 ЛВЛРИТИОЙ ФИРМЕННО
вантовой конструкции из композитов

ВОРОБЕИ В. В.. ВОИТКОВ И. И.

Среди многообразия кро<ки'1>!,\ ри!11е|||1Й сверхлегких KQilL.il;. к֊ 
КИЙ получили широкое 1П.*!1ОЛ Ь.'Н >ВЯ И Не ф֊ ՝М<֊1111<1 на I. НЖЫе крупногаба
ритны* Конструкции 1и ю'мноз.нншпшьтх материал

11.1 фиг. I представлена схема ферменно-вантовой балки, которая 
мож֊.. на ՛тп самые разпообра ;иыс применения, при ггом в большинстве 
известных прсктпых рс ֊пенни балка имеет большое удлинение

втащи
Фиг. 1

Анализ нагрузок, воспринимаемых гакимн конеiрукци.ями. покалы
вает. что определяющими являются патическне и динамические наг 
ручки, возникающие в процессе их развертывания или сборки г по 
.мощью автоматических фермоностроптелей. манипуляторов или one- 
раторонсборщпков.

Поэтому, фобованно достаточно высокой жесткости при мини
мальном весе в сочетании с максимальной демпфирующей способ- 
костью неизбежно приводит проектировщиков к выбору в качестве 
копс»рукиионных материалов композитов.

Расчет с. проектирование крупно։ абарптпых ферменно-вантовых 
конструкт։։։ с помощью традиционных методов строительной механи
ки непригодны к системам, сое оящпм и । большого шела элементов, 
так как количество ураннений метода сил или деформации становится 
настолько большим, чго современные ЭВМ не обеспечивают их ре
шения ввиду ограниченного объема памяти.

В связи с этим пределавляст интерес суперэлементарная идеали
зация крупногабаритных конструкций и построение их эффективных 
ко и т и н и у а л ь и ы х моделей.

Для крупногабаритной фер.менно-вантевой конструкции, пред
ставленной па фи; I, кънтиниуальная модель может быть построена 
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на основе решения задач растяжения изгиба и кручения пс-риодичсс 
ки повторяющихся элементарных пространственных ячеек. При этом 
учитываются эффективные характеристики композитных элементов 
конструкции этой ячейки в швнсимос: и от типа армирования и кара к 
терис:ик упругости ни пол кителя и связующего.

Рассмотрим ячейку |ч:.՛. 2, состоящую из несущих трубчатых 
композитных стержней ЛЯ', 7?Л . СС , АН, НС, ЯС. АН', В'С , Л'С 
и вант АН', НА пт... Пусть ванты имеют предварительное натя
жение И» и рассматриваются как стержни, работающие юлько на 
растя женке.

Стержневые элементы .жестко* закреплены в узлах Я. В, С. 
АС, В', С, что делает конструкцию статически неопределимой.

Будем находить с помощью метода реформаций перемещения уз
лов ячейки в 3-х случаях:

I. Растяжение вдоль оси фермы.
2. Кручен не.
3. Поперечный изгиб под действием сил. приложенных в узлах 

ячейки (фиг. 3.).
За неизвестные принимаются перемещения узлов Д, Н. С. кото

рые состоят из грех углов поворота .с. у, - и грех линейных пере
мещений I. /И, .՝/.

Используя подход, приложенный в работе [I]. удается свести 
решение данной задачи к системе 24-х линейных уравнении относи 
тсльно 24 неизвестных.

А-х=В (1)

Элементы ма рицы .4 определяют согласно (11.
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ûl=Na=Ns=Nc

Фиг. 3

Вектор неизвестных х состоит из следующих компонентов:

Л‘ = {Хд, Уд, £д, Ад, Д/д, Д'д, Л’,7, Vu, -Й, Ад, .И/», Ля» X: , Ус, Zc 

l.c, .Ис, Ас. /?д/<, /?яд/, , А’г й, /?<д }
где



Л'д. Л՜/?. Л'с углы поворотов узлов Л, В И С вокру! ОСИ Л'.
ул, у«. у<-углы поворота узлов Л, В И С вокруг оси у;
2,1. 2/ —углы поворотов узлов Л, Л. С вокруг оси
Лд, ЛЛ, I., смешения узлов Л, В и С вдоль оси х;
/Ид, /Ий, Л1, —смешения узлов Л. В и С вдоль осн у;
•Чъ А'я, .V,—смешения узлов Л. В и С вдоль оси г;
/?лс . .... В< а дополнительные усилия в соответствующих вантах.

Сектор В зависит от приложенных нагрузок.
Решение системы (1) для единичной нагрузки Р— 1 обозначим 

.V*, тогда для нагрузки Р (фиг. За)

х^Рх* (2)

Из решения задачи простого растяжения ячейки для г •. ржидю- 
к» супсрэлемспта получим:

Р=^~Ы (3»

Смещение Л* находится из решения Лл֊=С. Соответствующий 
вектор С будет иметь следующие компоненты:

С={0, 0. 1/3. 0. 0. 0. 0. 0. 0, 0, 1/3. 0, 0, 0, 0, 0. 0. 1/3. 0. 0. 0, 9, 0. 0}г

Аналогично определяется эффективная жесткость су 1ср*лсмента 
на кручение (фиг. 36):

0^* — 1<Р
(5)

где находится из решения задачи Лд*=С, при этом

С = {0, 1'3, 0, 0. о. 0,0, О, - /3'6, - 1/6, 0. 0, О, 0,0, О, /з 6. 

֊ 1/6, О, 0. 0, 0, 0, 0}г

Фнг. 4

В задаче изгиба пространственной 
ячейки отклонение от нейтральной оси 
(т. 0) пол действием приложенной на
грузки (фиг. Зв, фиг. 5) равно

Л== — (/,д -֊ Ад 4- )

Используя описанный выше подход, 
имеем
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Фиг. 5

Смещения 1.\. Ц находя та п решения системы

Ах — С
где

С={1/3. 0. 0. О, 0, 0, 0,0 1:3, О, О, О,0, •». П. 0. I '3.«>. О, 0. 0. О. 0. О’/

Для определения пзгибниг. 
жесткоеги в плоскости ор
тогональной АО (фиг. б). необхо
димо решить задачу изгиба с вс - 
тором С, равным

С={0, 1/3. О, 0, 0. О, 0, 0. 0. 1/3 

0.0, 0, 0. 0. О, 0. 1 3.0,0. 0. 0.0,0/

Фш. 6

Для проектировщиков пакбо.чпилш интерес представляет решение 
Обратной ՝ада։П1 по и имтсл ;ю к нчд-еи: (I). и- отг •••пр-дс.ь.ни՛, 
неизвестных параметров к 'жтрукцш։. вход.ицих в выражения для 
эд։ мен гов матрицы

|.1„ л1։.. л,..

Выражении тли ляпис : о формы сечений и мод՛лен упру
гости элементов ячейки

А}! = Ац( I, У, /г. /-; /’й^, . .

где I и а—первоначальная глина и угол наклона вантоз при натя
жении в тросах Нп\

/Д'/тг—жесткость пантов на растяжение;
Тг/Л/.^Л՝/,—жесткость продольных и поперечных балл« на растяжение;
А՜/.//. Г/Уй“'-*<естког.Го па ,’тгиб;

гил иные жесткости элементов
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Формулировка обратной задачи для ферменно-вантовой балки 
длиной £0 по отношению к задаче (1) имеет вид

Л* • Л=В (9)

где Л -вектор ограничений на перемещения узлов балки длиной 
приведенных к о (ной ячейке;

Я—приведенная нагрузка на балку длиной /,0.
Соотношение (9) представляет собой систему ограничений задачи 

оптимального проектирования, формулировка которой может быть 
представлена в виде:

«Найти минимум погонной массы ячейки ферменно-вантовой кои 
струкции

Н (Зет/тЗ/л/, ' 6ш/.),7

при ограничениях (9)»
где

• Z7/•/; лц = уА • • Iga; nik^Fkliz^>\k (10)

Сформулированную задачу (1(1) будем считать задачей первого 
уровня, то есть проектирования । точностью до жесткостпых харак
теристик.

Задачей второго уровня будет определение параметров армирова
ния композиционного материала конструкции ферменно-вантовой бал
ки. имеющей оптимальные жесткостные характеристики Сформулируем 
•ту задачу после предварительных щ.мечаний и выводов

Для тонкостенных трубчатых элементов ферменнно-ваптовой кон
струкции уравнения безмоментнай теории оболочек имеют вид

dl\ aS aS , 'дТп
дх /^9 дх ; /?<Ь

(И)

где Тр Т2, S—интегральные осевые окружные и сдвигающие усилия; 
.с. у, z—компоненты внешних сил; х—продольная координата; 
? центральный угол; R—радиус срединной поверхности трубча
тых оболочек из КМ.
Деформации элемента определяются через перемещения с помо

щью известных соотношений [2]

<7п dv w ди dv ....5,——; г.=------ }- —; ш=—----------  (12)
дх • Rd? R Rd? дх

Соотношения упругости анизотропной оболочки имеют вил 7'=Л^. 
где

Г-{ГХ, Га. Sb Л = {в//Ьз. Ч (13)
Зависимость Л{/ от углов армирования ?( приведенных характе

ристик монослоев /ДД /Д>, з<р, «[!>, относительных толщин /ц опреде
ляется известными соотношениями |2|.

Моделируя трубчатый элемент фермы консольной цилипдричес-
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кой обо почкой, подвергнутой действию осевого усилия 7'։0 с гранич
ными условиями

«(О) —т:(0)0; ЭД=0; Г1(/) = 7՝х0 (14)

и интегрируя уравнения (11) с учетом /\ 7'ю; 7\=\ 0, получим 
;/(/) .1П7'1О/, где -элемент обратной матрицы

Заменив оболочку эквиналеп ։ ным сиржнем. пол учим следующее 
значение его приведенной жес։ кости:

• ‘ /? Н — К-ZJ23/֊>3J
(15)

Решая по аналогичной схеме задачи кручения и и.<1 иба трубча
той армированной оболочки, полу him

(16)

i 5': Г*
3 detf^J

Аналоги ч но on роде. i я юте я значения
(17)

Et,Fа и

Таким образом, можс! быть установлена связь между оптималь
ными значениями жесткости ых и геометрических характеристик зада
чи проектирования первого уровня и параметрами армирования сло
ев ։ композита и их приведенными характеристиками упругости

Задача оптимального проек:провапия второго уровня может быть 
сформулирована в следующем виде:

Пай 1и минимум функции невязки»

г=|ад (/:v-;-):;:i26 1 |/ал (&/.՛)♦]’
+ \FtJb-(F:t>Jt,y р ֊1- I r^-(GW;..-)*l2 T | 

при ограничениях пша (15), (16). (17) и условиях

1 /= 1............. V, sin֊ cos?f = 1

где Л/—относительные толщины слоев; Л—число слоев пакета мате
риала трубчатой оболочки.

Сформулированные задачи (10.1 и (17) оптимально։о проектиро
вания могут быть решены различными современными методами ма 
тематического программирования, Использование современных пер
сональных ЭВМ способствует наиболее эффективному решению > их 
задач в режиме «диалога» с ЭВМ. В качестве базового метода опти
мизации для решения данных ki.i.-i՛, .может бы и. рекомендован метод 
случайного поиска с коррекцией в диалоговом режиме
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Использование предложенного подход;; при проектировании фер 
м» -нн "։ балки длин и 120 -л поперечным сеченном 1 м при действии 
< га .՛ печских нагрузок (раняженн'-, и гиб. кручение) с С1 ра!н։՝1с!։п 
«МП ։։.! 1!СПбме1Ш ПНЯ У !.'|СВ фермы ПОЗВОЛИЛО СНИЗИТ., массу ЕиПСТрХ н- 
цни на 32 % по оран пеан н> с проектом, осногзап-нм на \ ироне՛.-’ним 
классическом представлении ферменно-вантовой кон'трукшш ‘тати- 
чегкн определимой моделью с шарнирным соединением ।рубчатых 
•лсмептов.

ЕДКОЕ ТКГ^ ЧТДУ С0МРО51ТЕ СОЫЗТКЬ'СТЮХ 1)Е$1К('||М«
V. V. УОКОВЕУ, М. 1. УОУТКОУ

<|||1Г1|11ОЬ8'ьЬГ1’3 ‘||11.81՝11.:18֊1.1Ш iiU.il П1'3<1№Ш‘1’ 1мПо111'илги.1.1|.|. 
'2114^110^11.1,и.-И-Ъ Ъи.|иН.Ч.Ш11‘и'Ц

4՛ 4« ЧШЧН>||». Ъ. I». ЧН5§։«ПЧ 

и. а՜ ф п ф и । н՝

"<■ ; ■ ,֊7/|/мМ / Ьп։Д,игг/Л|»,|„1/ Г,/Г1Г^гиу/17 рЪтра^} 1иЛ1 Г/НИ(1/'Ь(-Г».'1{ .

прр ' /(|> ^''[ <"<՝ {>■".? 11 'б // ՝ч >Ч< 1р'/икЧрЪ Ьр{: )(- Ьр1, , Л чин /ДЬ /> я 4 ■ .՛; и.
I/</.•).• шЪ ч(П! ։ицчр^-<1 и/Ъ ' р < . /•' /> и.чУ Ь'ь I; •ичгл >}։ /шд ]>Ъ ■՛. у / • V

11иаЬ^»1»р <1 нр1’11'' шЬ "77՛ /, о /[ т чн/ прЛ։! ш и 1пи։рр1)р:иц

-41/1)1(11/՝а՛/ р]. шрт 1՝ г/Ь"/рги ՛. (,рр .-"21//' ЛЬ 11ши/и1/-

У«/г>у?Д -' ч:'Ьц{к г;ч! /рЪ /,՛« и-Ы) р [- ч< (.՛ г/ нчр пр) п)}! ц/ ։ЪЪ I) р /) 1141*1)1 тЪ-чфш֊

1[41-1")11-р,ч ՛ 11-/1111//ч:.1։ /мпЛ 7р ,4 • I. ՛,■■?/ Н))ршршЪ^тр ц I- ч/ ;ч-и1
Г/агЫ)) и.-г/ 1)1 и/рг; ЦШ- ин/ < ч- >. " ,. ; г ՛./ />Ъ >ч ч; ,՛ )) И/ Ш 1г<1-‘ [ ч/Ш р >:•/((, !-•> •

ркр/‘ II)р-11- !•՝'. {>р/1- ']■ ftw-.pl/tf •.‘•Л п гр;-՝чгг)11
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ОСНОВНЫЕ СООТНОШЕНИЯ НАПРЯЖЕННО- 
ДЕФОРМАЦИОННОГО СОСТОЯНИЯ вкм С МЕТАЛЛИЧЕСКОЕ! 

матрицей

НШАНЯН 10. с.

Возрастающие требования к i очное: и и достоверности оценки: и ՛■ 
ведения конструкции и.ч ВКМ ставят задачу более адекватно • oiiii- 
Сания чапряжеипо-деформациониого состояния матерйилз при рл • 
личных типах нагружения. Упруго-линейная модель монослоя компо- 
зицкошюго материала как одна из в'-зможио простых подходов, поз
воляет oïHocme.ii.HO просто предсказ։иь поведение злемёитои конс
трукции на основе начальных свойств к условиях повторяющихся 
нагрузок Однако при лом возникает необходимое։ь довольно жест
ких ограничении на рабочую область напряжений. поскольку в этом 
случае, как правило, приходится принимать предположение, чю слой 
разрушился, е ли внешняя нагрузка создаст в нем напряжения. вы
ходящие за рамки .чиненных областей [!]. Естественно, что в этом 
случае происходит не полное использование возможностей материала, 
если оно. как -по имеет место для ВКМ и особенно при металличес
кой матрице (ММ), проявляет существенную нелинейность [2. 3| 
При этом «неупругоггь* [4] материала проявляется также в том. что 
напряжения и деформации не являются однозначными функциями 
друг от друга в области малых напряжений, при которых еще не воз
никают заметных остаточных деформаций, что приводит к образова
нию замкнутой петли гистерезиса.

Неунругость ВКМ с ММ в отличие <л случая эпоксидной матри
цы определяется в первую । ".средь развитием микрон ластичное։ и в 
матрице, связанной с наличием микронеоднородности, сложного ноля 
остаточных технологических термо и механических 1.апряжсиии и др., 
что характеризует неоднородность процесса накопления пластических 
деформирующихся объемов в материале под нагрузкой [0]. При том 
дополнительным фактором тлч ВКМ является Наличие уируго-хрец 
ких волокон, стесняющих развитие сплошных пластических зон, вы
ходящих на поверхность материала.

Многочисленные экспериментальные иес.тедбванпя показа in пре
имущества и перспективность использования в металлокомиознтах 
высокомодульных и высокопрочных борных и углеродных волоков 
[1, 2]. Можно считать установленным факт упругого поведения no
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лобных волокон (в рамках io'Hocih принимаемых для проводимых 
ш-следаваний н целом) вплоть до разрушения 11г 6. 7].

I. Модель описания напряженно-деформационных зависимее!ей 
металлической матрицы с учетом эффекта микропластического 

поведения

Принимая исходное предположение о пептон но во скц-росы*. вх<»ж 
дения материала матрицы в микропластичеч кое состояние [5. 8] 

где с структурно-чувствительный параметр; ^•֊интенсивноеи де
формаций, нетрудно получи и. характернс։ ики описания поведения 
материала.

Активное (пионерное) нагружение

Учитывая известные соотношения, связывающие интенсивности 
напряжений и деформаций упругого тела, для приращений Л,- и 
микропластической матрицы имеем

(1.2)

где, учитывая (1.1), для О получим

(} « О’0(I — с,&) - коС0 (1 -3)

и, следовательно.
о,=з о= (1 - ֊ <?,£,• у;0=/70о0 (1.4)

Отметим, что представление (II) можно .ракговать как формальное 
выражение । ипотезы упрочнении нории пласч итости Ильюшин;: 
[9]. Дополняя юо соотношение и шестыми формулами, отражающи
ми гипотезу упругости объемной деформации и пропорциональности 
девиаторов, получим

«х= 4 V Еу), 7)= £/( 1—>«) = б - £0/2( I—

6)=^у-йх), (Ь5)

где
л;(1-|֊>й)/(2-֊^.(1->0))

~= (/т0 -2б( 1 - ->0)),(/:։ 4 26( 1 70) |=( I - 4 (1 +йо)70).( 1 - Ё, (I -£>)70)

(1.6)

Хй==Аз(1+*)/(! 7Г); -V-).)3 !֊^МЗгу
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О _______________ _________  9 -------------------------77-----
=.=֊ i h-=,): ■ • ■ i՛'՛- c.-o։-=^ Д .i

H последнем соотношенн- пргнебрг ьх-ио поперечным (вертикальным) 
обжатием (г.. =0).

В случае одноосном нагружения П; о имеем

֊. = (1 • •՝-, (I - < ֊֊^С(П'Д (1.7)

JiinCIICHDlIOCTI. лсформании ЛИНИН-: Н И ИИД։

(I I 1—1(1 ■) ,Д е,(1 <1 ■«)

и дли деформации п<«лучим

t.= Sjl-f/.d -0)4)(1--0) (1.9)
• *■

Для М.члич Лечений .,С (С • 4HU» ГЬИ՛ о(<*. .1՛) М--Ж11О lflllHC.au.

2)ед. f = (lt>3)’G3 (1.10)

Слиппошсння (17; (I 10| иг»ншлямт гик-пит;, лначеиия ii.-i'ui.n,. 
11<<гп МОДУЛЯ ^-о >• структурЯ0‘Чудс1 i '.‘i.i параметра ei на <ипо- 
вс- «ты.« в на ОД1ПИ1СИОС растяжение

с = 3/:(1 ->Ч-:7 =,.) 2(1-г«о)=г

— 4=я( 1 -0)с( 3 ü-ьс'1 (1.11)
О

lIciU/.'ll о. V. -;:В1П I'.M'H Til !l ill ДЛЯ ЙЗВМТЯЫХ матриц. МПЖНО по- 
nyiini. оНгночныг .-спичснпи введенных параметров (10, II]

Фш I. Диаграмм*՜! :
1 I



Аналогичные выражения также получаются для приращении на
пряженно-деформационного состояния. в которых будут фигурироваль 
уже величины I- индексами вместо । ) Так. например, при од
ноосном растяжении

//=,֊= Л>,г/£Л, Ля = 2М1֊Н>+М1֊֊ч))

В б'ЦСМ случ.'к МОЖНО записать ֊•ООГШ֊1Н'՝Иае I ука В ВИДг

(1.12)

< о

1. о

О, (1 Й.2

11.13)

2. Разгрузка с юс । и гнутого уровня напряженно! о-деформа- 
ЦИОННОГО СОСТОЯНИЯ =')

Аналогично предыдущему пункту получаем

’/)-зб^'-ч). Ор - О0( 1 -сД£/-б<)/2)««ОД^

(2.1)

А’^= 1 -ф'- -еД С;=(1 -Г1~2^73Оо)/с£

В случае одпооспо!о нагружения учитывая (17), получим

/ 1֊2=/ОЛ0)/с' (2-2)

В общем случае соотношение Гука моЖ1н՛ шпнгятъ в виде

кФ*֊֊*)1=|й,1И(»* -ОЬ Ь*֊°]Ч^1Ь‘֊М
(2.3) 

^Ор+£0/2(1->0) яо((1 ,0)/24-^(1^0)/2)

Аналогичные зависимости получим для матрицы [/?„[. Из соотноше
ний (2.1) несложно получить для интенсивности остаточных дефор
маций

(«а...=<-«; I з<у=< 1-/1-0^730, >, с, <2 ч

3. Повторное нагружение

В случае повторного нагружения, используя моле.и Мл шига [11. 
'31. имеем

Л, = 30„Л„ О„ = £3։О0. Ло„=1-Д?,, й0„=1-с1?,/4
»֊•
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соответственно в зависимо  стн I ;■•■э л:я полт-ч-нс: агру ж» ния не
обходимо коэффниие» .. г՝.՛ ч . г.не ri. ՛.• k. и lir.

Ни фиг 1—2 ирше.а’ны типичны^ диграммы лаиисимиией 
3i“ - и ( Juc ннтешиинисти (клеточных деформаций. I .кч- .ы про- 
велены для мьтрш i- типа AD! и борного волокна.

•1 Основные соотношения для мпнослоя

Но .уровне моиоеяон шодио; . нииойный митер^м иг.
локннстой структуры миДс.тируется в пи.?, дноролного aiiH.wrpf.iiiioro 
тела, .макрос копичес.-;.ie х.грахтерг.илки которого определяются через 

՛ IB-- ству i- !:>•-.•• чстч-.и с< сгаилчющих ле.мгктов■ ни основе
метод« логи։! струюурной механик։։ к миозитов или :горни армирова
ния. Предложено знаянтелыйХ? чне.п» ми -д«֊в получен։ ։,; у-р. ли. иных 
хярактгрнинк [И — 2Г։. • хва։ын.чюших широкий с«к;ор подходов от 
способов сопротивления - ан риалов до сюхатнЧ' Скнх моделей г иг- 
пользованием .« (пых решении -здач, поставленных на уровне теории 
упругости и кчнечн:. элементною анп/.иза.

01 дельную групи} Си.лавляют м «.или. ■։՝• ui'i.iaHUHir их..ракгори 
ЗОНИТЬ процчч НаК«‘Г1.Н НИ'л Пчврсжд՛ 1ИМ нп.1.1 •. IO p.l ’pyil!» |Н1Я. То 
есть кинет нк) процесса |2Н]

Простейшие модели. Hcib'.Ti֊«viмы« дли опенки наведения МчНО- 
СЛОЯ, могут licui՛ при «И>м Шояку.ю JldipyiKy Во нерных. шинолят 
д&Нболсо »кономио оценить нош * ин. м послан при г л«г.-։-;ны.ч в.чпря- 
Я<енпо-Дг<|н»рм/|ЦИ«ИЙ1ЫХ ՛:..։ Р) I ; !Ц-. \ ч . об«‘НЦП важно И 1ЛД.1ЧИХ 
г»П1ПМи:шц|||«П11чп» плана в՛« по : ։.-х, п * •• /-.цгь б.ний пис.н :к натсль 
нбго уточнении для более точных мгт.«; и < лгдуи «нменнь также, 
чю поскольку Колиной«։ случайна՛. I՝ ■•••чц имино (геометр։։ 
чоскне ппраметры г։рукгуры ком։ и . ՛ м о.л- армнруютцх ио
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локон. форма и характерные размеры сечений. искривленность воло
кон а холе технологических процессов, сложные физико-химические 
процессы и неполная связь на границе раздела н т. д.), «уточнение» 
моделей нс всегда приводит к более удовлетворительному соответ
ствии» с экспериментом. То есть можел иметь место «перекрытие» раз
броса экспериментальных данных результатов «уточнения [26].

Исследуемая модель поведения монослоя ВКМ с ММ, которую 
можно отнести к классу структурно-кинетических, занимает проме
жуточное положение между моделями оценки упруго прочностных 
характеристик и кинетических моделей разрушения и объединяет воз
можность описания нелинейного поведения материала в процессе наг
ружения и разгрузки с достаточно простыми формами записи этих 
зависимостей и оценки несущей способности мопослоя.

Примем общепринятые предположения для мопослоя ВКМ. отра 
жающш условия равновесия п совместимости деформаций [10. 16֊ 
20].

-п —-1и Е1т» ~22~~2й~— Э՝2т» 'п==3ИЬл=312й (4-1)

Примем, что деградация модулей композита определяется, в ос
новном. октасдричсскими у| швыми деформациями матрицы. Расс мот 
рим случаи пионерного (активного) нагружения, разгрузки и повтор 
него нагружения. Основываясь на предположениях (4.1), приведем 
зависимости для технических характеристик мопослоя композита.

5. Активное нагружение

Соотношения для продольных характеристик будут:

£/зп = ^,г/£։։ Зн = ^11€п

~ '-’и (5.1)

£?։ = ;£'Н-(1 -■)/?. (i—объемная доля волокна)

Для коэффициентов деградации касательного и секущего модулей 

имеем
Лп —1 (1 ^:п

(5.2)

Здесь величины к. ■:т и к!гг։ имеют вид

(5.3)

Здесь

^О/л = 1 1 С^цл!2 (5.4)

соответственно коэффициенты деградации касательного и секущего 
модулей сдвига матрицы

16



Gm --- G'>rllkQm (5.5)

В приведенных соотношениях и далее индекс (б) означает начальное 
значение величины. Отмстим, что в приведенных зависимостях вели 
чипа интенсивности деформаций матрицы >-1/г должна быть записана 
в параметрах напряженнее деформационного состояния композита Для 
плоской деформационной модели

s | (5м3(а։.,)’/4 (5.6)

в случае плоского напряженно։о состояния

2---------------------------- -------------------
‘--71 ЛЛ’; «֊ 3U։։J’4

Ей=—OflSji i -2։ \Om ■ “ 7?rJ)’ S12 = 30 Gn ($?)

"«=(> -4«--•<(! • Ч))/(НЧ+^1-Ч))

Например, для матрицы .4/Л при ; =0.5 и *0=О,2 имеем (Лп)кнп=0,94.
Аналогично (5.1) для поперечных характеристик имеем

(5.8)

для матрицы A2JI имеем (£2.>)1Л .,^0,66 при ;-0.5 (&32),а.։®0,63 при 
;=0.

Сиг 3
ЬЯМЗ) 5.к,г(^О)и\п-и=0)

2.k1։-(H5) Б.к^О.З)
3.кй-(Н-8) 7.к,г-(\=и) '

Фиг. 3
1

2 Иввестия АН Армянской ССР, Механика, №4
17



Для инутрислойпых сдвиговых характеристик получаем 

бв=Л„О». <^ = *„0»,. О»-(№4(1 -Ц^)֊'

:(5.9)

*й'=1-|-б?г(1-;)(1-*о„).Ч^р °?2 (Е <за4(1֊г)'С») ՛

На фиг, 3 представлена картина зависимости деградации продоль
ного. поперечного и сдвигового секущего модуля в зависимости от 
накопленной ма трицей интенсивности деформаций и • от ՛, мюн доли 
волокна.

<>. Разгрузка с достигнутого уровня ( = *. г") и повторное нагружение 

Аналогично пункту 5 имеем

7?п
(6.1)

<ьп = 3//~з'//=Б//~£/? о= *• 2)
где

а<«=.1-(1-0С8,(1-*У;>//-?,. ^-.։-(1-()£1(|֊^)./:» (6.2)

Величины £0^ - коэффициенты деградации касательных и секу

щих модулей матрицы при разгрузке определяются зависимостями 
(1.6) и (1.12), где надо положить для коэффициентов деградаций 
сдвиговых модулей матрицы при разгрузке.

1«*т=1-где;,-^)/4 (6.3)

Для коэффициентов деградаций поперечных и лвиговых модулей но 
локнпетого композита при разгрузке п.лучим

4-а2(1-=)( (6.4)
и

(*|?)- ' = 1 + £?2( !֊:)(!(6.5)

Остаточные Деформации при разгрузке определяются и-. соотнопиний

(6.6)

"очно так же можно получить напряженно-деформационны.՝ зависи
мости при повторном нагружении. Здесь, например, можно написать

__________  (6.7)
=։։=0^‘;>5„

где в определяющих еооч нопн-пнях для коэффициентов деградации 
необходимо положить для матрицы при повторном нагружении

^=1-с^т/2, ^‘=1-с։^4 (6.8)
'-'т <'т
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Таким образом, получаем замкнутую систему для определения напря
женно-деформационных зависимостей кцмпознта с учетом деградаций 
модулей в результате накопления пластических деформаций в матри
це.

7. Расчет напряженно-деформационного состояния перекрестно- 
армированных монопакетов

Для конкретных расчетов с помощью полученных соотношений 
может был. предложен следующий алгоритм писледов.чн льпых при
ближений:

1. Определение начальных значений.

1.1. /г=1

‘2. 17'1=1 7’|у-заданные усилия

3. £р„=() —начальная интенсивность деформаций нулевая
4 А- /: _Л'О г. _f.։> . _ л;t. оп— с.22—.-2?, wJ2—wJ2. '1S—/]?

5. [^1=1^10

6. [C|=JC|0—(мембранная жесткость)

". ?=®о

II Вычисление характеристик напряженно-деформационного сос
тояния.

2.1. л=л-|-1

2. fe|=[Cl֊’[T|

3. | 1=[^>. [| = ] ([?.]- матрица преобразований деформаций при по
вороте на угол а)

4- 1%1-PolhJ

О. С/гд

6. k(jriiy ^п.

<՛. Лц.;, G։J, >12

8. ?=?4-.%/2

9. [Bob (Я

111 Условия остановки

3.1 . Если ]чм(//-|-1)-зья(я)|/|2/.ч(«)| <s. или п>7/

где г—точность расчетов, л допускаемый предел циклов—счет за
вершен.
3.2 Иначе идти к 2.1

Отметим, что предположенная модель справедлива при

£*/л Zim Vе՜,՛
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BASIC STRESS-STRAIN RELATION CON Dll ION VKM WITH
METAL MATRIX COMPOSITES

Ju. S. NSHAX’lAN 

irbSU.4,:JII. iriLSPhSOIK >1111^1 llftl’31414, UObH-bpl’ lULP’linjILBI’^ 
•H)3.IIPini3hllL blHlb Zl’irblUiUL 1НН.2П 1’1*3IIbUbPI!

Ш. n. tCttWUL

U. if ||| n ||| II i d

ll.lfuUIUtllAlpfttlf p}Atll>pl/l[lll i ( li hlUUIJJIIl ՛'Ш UI/I jlfl I !• J It l/ l/lll!՝ tlfnifjlpfltlii 
hjntfiLpf. ‘îittifutp p)iip< tiAiptnpif iin) 1)՝ ifth'fjfAt ^.tn'ifi UiiAi • nifl piAAi I, у/Д иничр 
if hAi flAl 'l/'I'l'1

I Al ft mi]pi/lit if f , up П‘ I] •) IU jL U 1 fl j Htltp < ЛрН llflm) I, if fllipil ll/l III It lllfl l/lll ft j 4l)l 
' iiAit/rti ji/liLpfi inn lit]à if uAt h tpu/upu tjii uAi 'ihm, phi] tipniii bpuAii] tfttttf.ttftt 
и uAi luptui/ntfJjnthp ’ uiumiumnAt /,«

Iklpnfnf pLtAiiuff ii.ifiif nA) L l(plifA) ( l/plfh uil/fi ) pl.nhunf uptf nA) iuiifinp t/ш 
Itttt i/t] nut LA) t Ul ՝ if Ш pl] fl lupifJtlAtlllflur. U4l/tipftfl lHtl.pt
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ՀԱՅԿԱԿԱՆ Խ1Ա ԴԻՏՈԻԹՅՈԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԴԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР 

ւրեխաճիկա 42, № 4. 1989 Механика

УДК 539.3

ОПТИМАЛЬНОЕ ПРОЕКТИРОВАНИЕ КОМПОЗИТНЫХ 
ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ ОБОЛОЧЕК. НАГРУЖЕННЫХ 

РАВНОМЕРНЫМ ВНЕШНИМ ДАВЛЕНИЕМ. С УЧЕТОМ 
СДВИГОВЫХ МЕЖСЛОЙНЫХ НАПРЯЖЕНИИ

ПОЧТМАН Ю. М.. ШУЛЬГА С. А.

Известно [1]. что в достаточно толстостенных оболочках .межслой 
ные сдвиговые напряжения .могут превысить предел прочност еще в 
дркрнтнческой стадии ее работы. Поэтому, создавая оптимальные 
проекты оболочек, целесообразно включать в число ограничений зада
чи ограничения па сдвиговые напряжения.

Классическая теория Кирхгофа-Лява. а также уточненная геомет
рически линейная теория типа Тимошенко (при данном виде нагруже
ния) не позволяют определить сдвиговые межслойные напряжения. В 
связи с этим деформирование композитной цилиндрической оболочки 
будем исследовать на основе уточненной геометрически нелинейной 
теории типа Тимошенко.

Рассмотрим задачу оптимального проектирования шарнирно опер
той композитной цилиндрической оболочки длиной А и радиуса R, 
находящейся под действием равномерного внешнего давления, при ог
раничениях ни величину критг ческой нагрузки и сдвиговые напряже
ния он и о23:

Е’(Л) = £-(н,.-. -Г (1 'Phc) • Л • (2/?-Л)-пИп
<7«р(А. 3։.........3V, ?։,... . 9Д.) > q, q — const

"«(A. I']. .... Зд.» .... <?л.) < [aJ3 ] (El)

=«(Mj........... Зл, ’ Тл)^[«м1

Здесь: V(h) — вес оболочки: Л —толщина; р —объемный коэффици
ент армирования; *а и -у— средняя плотность армирующих волокон 

и связующего, соответственно: 3.. су, (г 1. /V) — углы армирования 

композита; Л, 3<։ (/=]. Д') - управляемые параметры задачи.
1. Для задачи оптимального проектирования (1.1) характерно от

сутствие аналитической связи между целевой функцией Г(/Ц и управ
ляемыми параметрами р։. .., рЛ. 9։, .... 9Л. Данная постановка ана
логична постановкам, рассматриваемым в [4.5], где для создания оп
тимальных проектов привлекались методы теории планирования экс- 
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гр.смальпых экспериментов (ТГ1Э). Здесь, с целью экономии машинно
го времени па расчет функций системы ограничений, предлагается усо
вершенствованная методика, но сравнению с предложенной в [4. 5]. 
Она может рассматриваться. как часть общего подхода к решению 
задач оптимального проектирования вида

Л(П—*п11п. ?wl( Y*} а„։, tn = 1.Л1 (1-2)

где: Y = {у։........ у.}, F* ={у։..........уг у.,м..... у,} векторы управ

ляемых параметров; Л( К) целевая функция задачи; сис
тема ограничений, включающая ограничения по прочности, устойчи 
вости, па геометрические харакгерш.. чкл конструкции и другие. Для 
задачи (1.2) характерно отсутствие аналитической связи между целе
вой функцией /*(У) и управляемыми параметрами у, i........ у,..

Суть предлагаемой методики состоит а следующем. Задача (1.2) 
методами ТПЭ предварительно сводится к задаче линейного програм 
мирования. Для этого в прост pare ня. управляемых параметров век
тора I * выбирается начальная точ.-а у J. yj »Уд, у'). Зада
ются интервалы варьирования управ ։ясмых параметров н в определя
емой интервалами варьирования малой жрес1иости начальной точки 
строится линейная модель системы ограничении задачи (1.2) Коэф
фициенты линейных моделей։ функций системы ограничений вычисля
ются по.՛ методу наименьших ква ip'aioa, как и в [4, 5]

Затем, в малой окрестности начальной точки ( yj+t, ... , yj). 
определяемой выбранными интервалами варьирования для моделей 
функций системы ограничений. строится линейная модель целевой функ
ции. Последовательность косiроения такая же. как и в [I. 5]. Вместе 
с тем. для вычисления киэффьиче։!։ов модели целевой функции исполь
зуется часть матрицы к ласар՛ нация для моделей функций системы ог
раничений, в которой с։о.։6< л шачег ։й функций системы ограничений

заменяется с рлбцом значений функции F* , определяемых 
из решения следующей задачи нелинейного программирования:

F ./-{У} • min, ?m(j'Xaw, ?и = 1,Л

у„ = const, n = i- I,/ (1.3)

Задача (1.3) может быть решена, например, одним ил алгоритмов ме
тода случайного поиска [6].

В результате этих преобразований задача (12) сводится к задаче 
линейного программирования

Л( Р՛ ) • mln. "? = (1-4)

у*֊ Дул^у„<у; • Дул. п-1± I,/

где Ду,։ — интервалы варьирования управляемых параметров вектора 
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У** —{у^։,..., у,}. Решение Задачи (1.4) (которое выполняется хо
рошо известными алгоритмами линейного программирования) дает 
возможность получить новые значения управляемых параметров у. ,, 
•. •, У/ и затем решить задачу (1.3). Последовательность дальнейше
го оптимизационного процесса аналогична .методике, описанной в |4,5|.

Если в итерационном процессе движения к оптимуму прекращается 
уменьшение целевой функции, то интервалы варьирования управляе
мых параметров уменьшаются, и весь процесс повторяется. Признаком 
окончания решения задачи служит достижение интервалами варьиро
вания управляемых параметров заданной малой величины, обеспечи 
вающей требуемую точность решения задачи.

2. В качестве исходных уравнений, позволяющих определить напря
женно-деформированное состояние композитной цилиндрической обо
лочки. находящейся под действием внешнего давления, примем не ш- 
нейныс уравнения [I].

В соответствии с процедурой метода Бубнова 1 алеркииа. исходную 
систему дифференциальных уравнений в частных производных сводим 
к системе нелинейных алгебраических уравнений, которую решаем ме
тодом Ньютона, с использованием процедуры движения по шраметру 
нагрузки [2].

В окрестности предельной точки параметр нагрузки </ меняется 
немонотонно, и процесс движения по '-тому параметру не может при
вести к положительному результату. Участки немонотонного изменения 
параметра нагрузки обходятся с помощью введения вспомогательного 
параметра [2], что обеспечивает выполнение условия разрешимости 
системы нелинейных уравнений в окрестности предельной точки. Зна
чение параметра <?, при котором определитель матрицы Якоби метода 
Ньютона впервые обращается в нуль, принимаем за предельную наг
рузку </՝, а напряжения п։3 и озэ находим в соответствии с [1].

Механические характеристики композита вычисляются на основе 
теории армирования [3]. Материал оболочки считается ортотропным, 
схема армирования принята гексагональной внутри каждой> направ
ления. Используются плоская и пространственная схемы армирования 
композита. В случае плоского армирования углы цхарактеризую 
щие пространственную структуру материала, принимаются равными 
нулю.

Матрица жесткости элементарного направления приводится к осям 
композита но формулам преобразования

М?/1 = 1Л’М?/147’Г
где | Г| - матрица преобразования коэффициентов жесткости; [Т]՜ — 
транспонированная матрица; |.Г/,| — матрица жесткости элементарно
го направления.

Для вычисления жесткостных характеристик пространственно- 



армированного композита применяется метод осреднения жесткостей 
отдельных направлении [3]

- - £ Л* 
’.Ч »-։

.V
где р, = V рА —суммарный объемный коэффициент армирования; 

»-I
р* — Коэффициент объемного армирования £-го направления

Для случил плоское՛՛ армировании имеем

где И* — относи н.-льное число лоеа, расположенных под у։ лом
Полученные коэффициенты жесткости .-1,; являются функциями 

геометрических параметров конструкций и параметров структуры мп 
сериала. Аналитически представит։. эту 'пвисимлсть не уда՛ т. н ввиду 
сложности матричных преобразований при вычислении Л

3. Рассмотрим применение описанного подхода к задаче ипь 
мального проектирования (1.1), где относительное число слоев каждо
го вида в пакете \ принимается одинаковым и не варьируется. Пусть 
оболочка имеет ел՛ дукишп характеристики

Т։«2.5 • 10*Па/м; тс = 1.2 10*Па/м; £, = 0,75-10’418;

£։ = 0,35 • 10” Пз: >, = 0.21; —0,33; р = 0.5;

/?/£==0,5; / = 3: |5М] = |;„|= 160 • 10’Па; да0 «=0.1 Л;

<7 = 5 • 10* Па.

Фиг 1. Заинснмость предк'льнин иигр)икл 
от плрпыетра тонмл. ։< яиостн оболочки.

По графикам, представленным нв фи։ 1 можно оценить ։нн реш- 
ность определения критической на։ру ки н геометрически линейной 



задаче устойчивости. Кривые 2, 4, 6 соответствуют геометрически ли
ней ՝:• II модели оболочки, а кривые I, 3, 5—нелинейной модели (кривые

1. 2 попросим для параметра р։=- - 2; 3,4 — — 0,5: 5,6 — 0,=

= 1)- Здесь: 3. = — . — , : —0, 0,0; ù/1 —0,1. Видно, что для

оболочки с. />, = 0,5 и р2 = —- = 0,0(5, погрешность при вычислении 

критической нагрузки по линейной теории составляет 27%, а для 
оболочки с а։*= 1: — 0,06 — 24%. Ввиду большой по1 речивости в 
определении критической нагрузки по линейной теории, можно 'де
лать вывод о необходимости нелинейной постановки в задачах опти
мального проектирования конструкций такого класса.

Фш 2 Зависимость напряжени г , и 
от нагрузки ç.

На фиг. 2 представлены графики зависимости межслойных сдвиго
вых напряжении плз и Ô23 от нагрузки </ в докрнтичсской стадии ]>або 
ты оболочки (кривая I соответствует напряжению о2а, кривая 2—щ:>). 
Кривые построены для облочки с парами:рами [>,=0.5; >,. = (),!; \ =

= -7-, — ; ?, — 0,0,0; —0,1, при этом предельная нагрузка
2 2 4

7'= 309,8- 10-Па. Видно, что при нагрузке //^275- 10-՝ Па напря
жения превысят допустимые (з| = 16О- 10՜՝ Па и оболочка разрушит
ся вследствие расслоения, находясь еще в докригической стадии ра
боты.

Результаты численной реализации на ЭВМ онгнмнзаииоппой за
дачи (1.1) для оболочек с плоской и пространсгвепной схемами арми 
роваиия приведены в габл. I. Сра ним результаты габл. I с результа
тами реализации гакнх же задач в геометрически линейной постановке 
(табл. 2).
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Таблица I
Оптимальные проекты композитных оболочек (нелинейная задача)

№№
ПП

£ 
7.

Характеристики оптимального проекта
V, 0

•51 | >» Л • 10 7м V п

1 50
25 2 1.001 1.047 0.748 1.291 185.09 8

2 30
30 1 Ы93 1.281 1.305 1.079 110,78 5

3 25
50 -0.5 1 .511 1.3)3 1.067 1.137 161.43 3

» — 0.785

1 50
25 2 0.816 0.876 1.014 1.280 183-60 8

2
30
30 = 1 1.170 1.143 1.432 1,076 110.54 5

3
25
50 0.5 1.560 1.415 1.030 Ы35 161 -И 3

Таблица 2
Оптимальные проекты композитных оболочек (линейная задача)

ПП

R
1.

Характеристика оптимального проекта

0

ч '2 За Л . Ю"2м V /7

1 50
25

2 1,145 1.086 1.061 1,189 170.68

2
30
30 1 1.317 1.317 1.308 0,957 98.5'

3
25
50

0.5 1,476 1,477 1.534 1.039 147.78

а ֊0.785 
1

1 50
25 = 2 1.132 1,077 1.050 1.183 169.74

30
30 1 1.314 1.314 1.304 0.956 98.32

3 25
50 0.5 1.432 1.435 1.468 1.339 147.72

Оптимальные (*=1.3)углы Р,, получились практически равпы-
ми (разброс составил 1(Ч 2м) для геометрически линейной постановки.
В оптимальных проектах оболочки, полученных на основе геометричес
ки нелинейной теории, наблюдается значительный разброс в умах |5։. 
(£—1,3), достигающий в некоторых случаях 30 . Сравнивая получен- 
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ныс значения целевых функций, видим что оболочки, рассчитанные 
по нелинейной теории, соответственно на 8,4 %, 12.4 % и 9.2 % тяже
лее таких же оболочек^ (■проектированных на основе линейной теории; 
Использовании пространственной схемы армирования материала диет 
при этом незначительный выигрыш в весе (от 0.2 %д6 0.8 %| Как н 
ожидалось, наибольший выигрыш в весе достигается для более тол-чо- 
стенных оболочек.

Для большинства оптимальных проектов наблюдаются следующие 
закономерности в распределении углов армкр՛ вшнтя 3. (/• -- 1.3):

1) В линейной модели оболочки углы з , полечились
практиче.'ки равными.

2) В нелинейной модели (р| 1. 21 дна угла армирования сказа
лись близкими, то есть, как и в работе [7]. при -чьпмал:юм :н- ■՛. ;:п 
рованни по нелинейной модели оболочки достаточно варьировать двумя 
углами В., (7=1,2).

3) Для оболочки с параметром рд=0,5 все три оптимальных зна
чения углов 34. (7=1,3) получены различными

Таким образом, полученные результаты позволяют сделал, вывод, 
что оптимальное проектирование՛ оболочек из композитных м...<риил в 
целесообразно проводить на основе методики, .честросиной та м՛. . ,ых 
теории планирования экстремальных экспериментов, а папряжс; :о-дс- 
формированное состояние оболочек при создании онгимнзациот’-тых мо
делей следует определять па основе уточненной геометрически нелиней
ной теории, учитывающей явление межсловного сдвига;

OPTIMAL DESIGN OF COMPOSED CYLINDRICAL SHELL. LOADFD 
BY EXTERNAL UNIFORMLY PRESSURE. TAKING INTO ACCOUNT 

SHEAR UNDERLAYER STRESSES 
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гизчиии.ъ иил шпьр-зпьъъьрь и.иил-ь1Г1'изь зъшияьр 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР

(ГЬ[иШСЦи> 42 №4, 1989 Механик։

УДК 539.3; 534.21

ТОННЕЛИРОВАНИЕ СДВИГОВЫХ ВОЛН ЧЕРЕЗ ЗАЗОР МЕЖДУ
ДВУМЯ МАГНИТОСТРИКЦИОННЫМИ ПОЛУПРОСТРАНСТВАМИ

БАГДАСАРЯН Г. Е., ДАНОЯН 3. И.. САВОЯН Л. А

С использованием уравнений и граничных условий магннтоупру- 
гости ферромагнитных сред установлена возможность просачивания 
сдвиговой ми։ нитоупругой волны через зазор между шумя магнитострик
ционными полупространствами, обусловленная магнитострикционным 
эффектом. В частности, рассмотрен вопрос отражения сдвиговой вол
ны от свободной поверхности полупространства. Показано, что благо 
даря магнитострикционным свойствам среды в ней возникают поверх 
постные колебания.

Е Пусть матнитострнкциониая среда, занимающая полупростран
ство граничит с вакуумным полупространством Ве
личины, отнесенные к области х3>п, будем отмечать индексом а, от 
несенные к области ха<^ А индексом у.

Допустим также, что напряженность начального магнитного поля 

направлена по оси ох3:/70 = А/^0.0. А/о).Учитывая это, а также одно
родность магнитного ноля н иго непрерывность па границе, заключаем, 
что магнитные объемные и поверхностные силы и своз му щепного сос
тояния равны нулю. Следовательно, упругие напряжения нсвоз.мущеп
ного состояния также равны нулю.

Принимая но внимание изложенное и результаты работ |]—1], ис
следования магнитоупругих возмущений в случае аитиплоской задачи 
приводим к решенню уравнений
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О1 ч1-3^ = л։•■ • •

-.иои,д/*>=о 

и

Д^'яО пр՛.։ Д'.> < /I

с условиями на ипа-рмк.н. и л2 = А

0//՝”
.1--------

()Х.,
, дн'՝‘ с)^ и- >

их2 ал. с»л։

при
(Ы)

(1.2)

(1.3)

Здесь //<’>—упруги-.- смещение в направлении оси ул՛/, -/«'֊-
магнитные потенциалы в среде и вакууме;п— постоянная . 1 яме;'^5 — 
— магнвтострикцнонны!: коэффициент: р— плотность; ֊ магнитная 
проницаемость материала: рп ^4՜ • 10 ;/УМ°.

Решение задачи (1.1) —(1.3) будем искать в виде слвнюной полны 
и среде

и = С с х р( /'(/>л*։ * дл\ и> I))

с Фехр(/(/м-2 - <7Л'։-ш/)) при л\>Л (1.4)

и магии;иых ко.иб.чпии в вакууме

<? = Фехр(ц/>х։4-</л, <••/)) при х։<Л (1.5)

уде /? —неизвестный парзмс1р. с; действительная величина, «и—час
тота колебаний.

Подставляя (1.41 в (II), приходим к дисперсионному уравнению

(7г + А’)(^ + ^֊^л3) = 0 (1.6)
с корнями

/Л,։= ± (‘“2№ : = ! />о.(/’о>(1). /^.4 = ±к? (1-7)
($ = [р(1 -р /•-) ■у||/-՜ -скорость поперечной объемной магпнтоупругбй 
волны; г2 =’^.; роцги), причем рх — — р(1 соответствует падающей вол. 
не, /3-2=^ — отраженной волне. /?3 = Р7 — колебаниям, локализованным у 
поверхности среды и называемым сопутствующими поверхностными 
магнитбупругимп колебаниями (СПМК). Корень /з, —Л/ соответст
вует решению, растущему в глубь среды, и он поэтому отбрасывает
ся.

Подставляя (1.5) в (1.2). получим значения параметра р для 
вакуума

(1.8)
Рч — — ^ отбрасывается, гак как соответствующее решение растет 
при л՜., — — оо.
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Полное решение (1.1) и (1.2) получим в следующем вице:

Гоехр(т( - д,*, ! дху-«»/)) 4- С։е.хр(/(^л'։ Ч

фЬ> еХр( дх2 /'(<уЛ-։ _ 01/))
Р4?г (Ь9)

•4<— Фг‘* ехр(*7*2 /(</*։ — )) 
где и„, — амплитуды смещений падающей и отраженной волн со
ответственно, Ф(в)։ Ф<:) амплитуды потенциалов СПМК и магнитного 
поля в вакууме.

Отметим, что СПМК не являются собственными колебаниями гас 
г-.-мы, а могут возникать только в присутствии падающей волны и при 
наличии ма: ннтострнкциониого эффекта. Как видно из (1.9), в рас- 
<ма।ривасмом случае С11ААК являются чисто магнитными.

Неизвестные амплитуды С’։, Ф(”, Ф1!) определяются удовлетво
рением граничных условии (1.3) решением (1.9). В результате, прихо
дим к системе г« ։рех неоднородных уравнения, решая которую, нахо
дим

U I -I If՛2 
( 1 ~ M‘gW rl

и֊ 2vV<);

23..te՜4 ,,
Ф1“ =--------- - »-ь ------=- 60exp(-^)exp(?A) -

PoPr|(l-Hv)tgfl тг’|

Ф'1 а 1 е х р ( ! /\,Ь )е х р (д Л) (1-Ю)

Ф<։> - --------- Л-Дд^н----- .___д'о#.Хр( Z/;0Zr)exp(- gft)= -нЛФ<»)
Bn|(i+?/)։g^—//2I

Здесь н угол падения, введенный посредством д -&sinf՜’. pQ = Z?cosH , 
где k — волновое числи.

Ич (1.10) следует, что СПААК существуют при любом угле паде
ния, за исключением ei=0 (при скольжении волны параллельно
границе коэффициент отражения R-L\UQ = 1). Отметим также.

что при любом н выполняется
® Ф'(։՝ IТСНМК ==, _ _____ . 1

?ПН t: Л — Ua՝

(?сг„чм ?пв —потенциалы СПМК и падающей волны), то есть для
рассматриваемого случая з магнитострикционных средах усиления 
магнитного поля вблизи поверхности, вследствие возникновения СПМК, 
не происходит. Сказанное проиллюстрировано на фиг. 2, где приве

дена зависимость показателя усиления ?с.нмк от напряжен-

носги магнитного поля для различных значений угля падения Н. Для 
расчетов приняты: п— 0.Н4 • 10пН/м։. рг-.’.э, с. - С,69Н .՛ А'՛, е,=

֊ О.бе'р р=8,9 • 10’кг м3 (никель НП2Т)
Из фигуре видно также, что, начиная с некоторого н, коэффп-
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Циент усиления не зависит от величины напряженности ма пнтиого 
поля.

Как известно, сопутствующие поверх постные колебания наблюда
ются также у пьезоэлектрических и пьезомагнитных ма м риалов [о. б] 
Но в отличие от рассматриваемого случая, у некоторых кристаллин 
определенной магнитной структуры (6, 6. 6/«) поле вблизи поверхности 
может существенно превосходить поле в объеме [5. 6]

2. Используя полученные в пункт« 1 результаты, рассмотрим за
дачу просачивания чисто сдвиговой магннтоупругой объемной волны 
через вакуумный зазор между двумя одинаковыми магнитострнкцион 
ними пилупрог!ранствами.

('охраняя условия предыдущей задачи, fia расстоянии 2А от по
верхности среды x2 = h поместим такую же среду, 1аии.мающую по
лупространство л’2 < Л. Величины, отнесенные к области х։> Л, бу
дим отмечать индексом а, отнесенные к щели — Л < л՜, < А индексом 
7. отнесенные к области ла < — А — индексом 3.

Как выяснилось выше, в результате распространения в среде 
х2>Л магнитоупругой волны, в вакууме, граничащей со средой, об
разуется возмущенное магнитное поле. При наличии в:орой среды в 
ней также возникает переменное магнитное поле, а вследствие магни
тострикционных свойств 31 ой среды, и упругие деформации. Таким об
разом, может происходи?ь просачивание магннтоупругой волны через 
вакуумную щели из одной среды в другую.

Магиитоупругне волновые процессы во второй среде (.г, < Л) 
описываются уравнениями (2 1) и граничными условиями (2.3) лить 
заменой индекса а индексом р Возмущения -ной среды, возникающие 
ври просачивании, будем искать в виде сдвиговой преломленной объем
ной волны
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«<я I '..ехр(<( — /V։4-VA «*/))

,.{_■) <|»- ) ехр(^л’։ 4 ։(^х։—ш/)) (2.1)
Ро11'

где Ц амплитуда смещения преломленной волны. Ф<'-> — амплитуда 
потенциала чисто магнитных СПМК Преломленная волна распростра
няется пол гем же углом Ч что и падающая.

Используя решения (1.1) для л՜. >//, решение (2.1) для л\<- /.՛ 
и решение (1.5) для вакуума (֊ ֊ й < л\ < /.՛) и удовлетворяя уравне
ниям (1.1). (1.21 и граничным условиям (1.3) с соответствующими 
индексами, определяем все искомые величины, выраженные через 1֊ 0, 
Ру. •՛֊. В результате получаем

о։ ) (.'о|ехр( ֊ /?ехр(/>0(х„ - 2А))|ех;:(ф/х։ ֊ «>/))

!‘и!ч
ехр( //V՜? : ftexpU/^x.. 2Л)) г 

/(/? - HtoH 

г'1
ехр(-/д,Л)ехр(<;(Л — л',)) ехр(т’(^х1 — w/))

- ( и
2?(/ sh/

I — /?-T 
ch/.

Xsh(<7X.) expu(?A։ — u>/)) (2.2)

'/՝՛■’= 6'0Texp(-— л2))ехр(/(№ —u>£))

»01 exp( ip^lh ֊ A-։)1 -i- expt - /7?0Л)ехр(<?(Л4֊д-2)) X r2

ехр(/(г/А'։ -Ш/)) 
где

■/. —qh, /? = — e x p (2ipji) ------- — —-1------------
(4

— коэффициент отражения.

7՝ = 6,.'.АЛ _ _ IngH । 7H)-(taH-7r2)/<>|£| -th»z) _
c'o ” tgA|2ufthz- (1th’/) | — <>’(1 th’x) 

коэффциент преломления магнитоупругой волны;

г- г2 thz
/ • —“ 1 1 I || —“*

l+jiztg/ " Hr -b tip-

(2.3)

(2.4)

(2.5)

Из (2.3) и (2.4) для модулей /? и Т получаются выражения:
tg»H 4- Zps

iui^ г 4)(to’H.+-//)|'.-2

m=| Iffltg’H ,-r») 2Re(/?)(r<-tg^)-41m(/?)r’t^
tg։Hp^rthy.-f-(! ±lh։-/.)]a-I ?il f th’/r

(2.6)

I !1
(1 -Ih’z)
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Исследуя (2.6), приходим к выводу. чк> при фиксированной шири
не визора 24 минимальное значение |/?| и максимально« значение |7'|

на О, -- •> достигаются при одном и том же значении Н = Н0 =

= агс(£ |'у,|‘ - и равны

- -г 
/.։ | лг

|7’|1гих _ 'л ' ֊
И -Н г

(2.7)

Из (2.й| легко видно, что Ц><С~■> полому хорошо« прохожде

ние волны ipoHcxo.ini при малых углах падения. Хотя лри нормальном 
падении волны, согласно (2.2), в обеих средах существуют СГ1ЧК. нм 
не менее преломленная волна перпендикулярно поверхности распрос 
траняться нс может (7-~ О, R = 1). Г; :же видно, что а рассматрива
емом случае объемная волна, распространяющаяся параллельно грани
це (Н 0). не может просачиваться через зазор во вторую сред) 
(7=0).

Как следует из (2.7). ни при каком коиечне.м Л максимальное 
значение модуля коэффициента преломления не равно единице 
(|7|пт-7-1 )• но при 4-0, как видно из (2.5), Но -» О т и ГГ|т>|Х — 1. 
Следовательно, для магнитострикционных материалов полное проса
чивание волны невозможно, хотя уменьшая толщину ними 2//, можно 
получить достаточно хорошее прохождение волны.

На основ« (2.7) проведен численный анализ зависимостей 7|П11Х 
от напряженности начального магнитного поля //0, толщины щели 24 
и частоты колебания <•>. Для расчетов приняты те же исходные число
вые данные, что и в задаче отражения (нунк: I) Результаты привело 
ны графически <ф*и 3, I). Гн э։их фигур видно, чго хорошее прохож 
дение волны происходит при малых частотах и малой толщине щели, 
причем этот эффект существенно усиливается с увеличением напря
женности магнитного поля.
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В «аключенпе отмстим, что аналогичные результаты могут наблю
даться и в случае пьезо,магнитных кристаллов. Заметим также, что 
у некоторых таких материалов, имеющих определенные магнитные 
структуры, возможно полное прохождение магнитоупругой волны через 
вакуумный зазор между двумя ньезпмагнс гиками.

FRANSITIOX OF SHEAR WAVES IHROUGH THE GAP BETWEEN 
TWO MAGNETOSTRICTION HA!,?՜-SPACES
E. BAGOASaRiAN. 7. N. hA\OYA\ I.. A. SAXOYAN
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iril.Ti.l'lll).IIS!ll’‘i?il'!H. hHIILSUJ'IUmhmhVblJlM’ 1ГРЯН

•I b lOWHIIlUA’.H.b, »•„ •МП.П:՝.ПЪ. I., u. 1НШ1В1П»
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ilnutiipintfblipftij h >1 nt 1(1- (thin in i {i'll щ /и ji) tn'l/ti Л (>/• tj , J("ilt( ՝. inpi/iui), tip ^inp- 
’i"/. tnt]ii/tbniutnp{il(ij(uib Г iHtiilpttffpiiMiip/i. utu^fi/i itt//»ph Ap p
рип[пр / ՝1‘ "I"l,?u’ ՛( "՛ 11'1՛!) ‘Ijll“ipt ll'/i։uuipl{i{u./b I, lituh iitb'fpiu- 
ipup-bil и/h {uiit/Jipp։ И Ду nn[ di ipt’i if uni iiituiiliitu՝ hii ։!u/ljLph hl})tu /(th itilllliuu- 
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ИЗВЕСТИЯ А К АД Е М 11 И НАУК АРМЯН С КОП С С Р

Ь'Ь^и>5Ь.)Ш I .*;* 1989 Механика

УДК 532.591.534.22.2

ВЛИЯНИЕ ДИССИПАЦИИ НА АСИМПТОТИЧЕСКУЮ КАРТИНУ 
РАСПРОСТРАНЕНИЯ ЛИНЕЙНЫХ ВОЛН В ГАЗОЖИДКОСТНЫХ

СМЕСЯХ

ОГАНЯН Г. Г.

В реальных газожидкостных средах может имен, место интенсив
ный теплообмен между газовым пузырьком и окружающей его несу 
щей жидкостью за счет их динамического взаимодействия. При ном 
количество тепла, отданное нзырьком в процессе сжатия, не обя.ю 
тслыю равняется количеству 0.41.1;՛, полученному пузырьком от жид
кости в процессе своего расширения Гем самым, может иметь место 
диссипация кинетической энергии смеси за счет необратимого межфаз
ного теплообмена. Важность учета тепловых эффектов, существенно 
влияющих на собственную частоту колебаний пузырька в жидкое :в, 
показана как в лит иной [I], так и в нелинейной 12, 3] постановках. 
Известны, физические и численные эксперименты по распространению 
слабых ударных волн [-4 8] подтвердили возможность главенствующей 
роли тепловой релаксации в общем механизме эффектов диссипации 
В настоящей работе на основе молельных линейных уравнений Бюргер- 
са-Кортевс! а-де Вриза исследованы задачи по распространению возму
щений. начальные распределения которых задаются в виде разрывных 
и непрерывных функций (задачи Коши) Выявлено, что в полученных 
асимптотических представлениях реш'чшй далеко впереди волны эффек
ты диссипации противодействуют (ослабляют I, а далеко позади фрин 
га волны—способе тауют (усиливают) процессу затухания возмущений.

§ I. При адиабаЛшес.ком н н ютсрмическом предельных гермоди 
иамических поведениях газового пузырька в жидкости тепловой поток 
от пузырьки в жидкость и обратно отсутствуют [6, 7) Для он учета 
в качестве исходной системы уравнений, описывающей течение двух
фазной мопо.ик перепой бсссто.ткновчгельвой смеси с учетом нессвпа 
дения давлений и температур в фазах, эффектов вязкости жидкост и 
неодииочнооп газовых пузырьков, воспользуемся уравнениями [7] 
Используя метод коротких ноли [9]. из исходной системы можно по
лучить безразмерные нелинейные уравнения. описывающие распрос
транение воли малой, но конечной амплитуды и учитывающие эффек
ты тепловой релаксации. Их подробный вывод приведен в [10]. где 
различаются случаи термодинамического поведения пузырьков, близ
ких:
к изотермическому (квазиизогермичсский процесс)
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ди ди■/Н “’Г01 дх.
&«, . .. ------ Г .։'--- ~ — 1 1 
дд| М

к адиабатическим}՜ (квазиадиабатическпй процесс)

ои. ди. . & и. м д3и.
—- 1(Н.—!----- —7 йтт-Т^։ *'
д( дх} дх\ дх\ (1.2)

Здесь (.г., /) подвижная система координат, связанная с фрон
том слабой ударной волны, распространяющимся либо с изотермичес
кой. либо <՛ адиабат нц-кой скоростью звука в покоящейся смеси; и. 
приведенное возмущение скорости частиц смеси: б , коэффициен
ты, учитывающие диссипативные эффекты за счет вязкости, а^г и > 
ли счет тепловой релаксации (.межфазного необратимого теплообмена ।. 
>.г коэффициенты тисперсин. учитывающие также неодиноч- 
пость газового пузырька в жидкости, г{ (-■ т 1 )/2 коэффициент
нелинейное:! и, ;■ показатель адиабаты газа. При -П и •/.-* О 
уравнения (1.1) и (1.2) будут описывать соответственно чисто изотер- 
мическии и адиабатический режимы распространения возмущений 
[4, 6]. Напомним, что уравнения (И), (1.2) выписаны в безразмер
ной форме.

В линейной постановке, полагая в (1.2)/г։ = гехр( —/И, получим 
уравнение относительно г, идентичное линейному варианту уравне
ния (1.1). Поэтому в качестве основного уравнения, подлежащего 
решению при различных начальных условиях, примем (1.1). Обозна
чим > и, и для простоты записи индексы опустим

ди д*и д*и _ ------ ------------  ------— о 
д1 дх7 дх3

Применяя к уравнению преобразование Фурье. нетр\ то проверти, 
что его общее решение имеет вид

и(х,!) | 6’(£. б)ехр( —’/Ма)ехрр'(Т^’ хя)\дя (1.3) 
м

где Ui.fi, 0) Фурье-образ начальной функции
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С(А\ О) —- — | и(х, 0)ехр( /А’Х)г/л* 
2 •՛՛«

Пусть начальное условие задается в виде разрывной в точках 
х=±1 функции 0)= э|§?п(х5дп(х —/)]. Тогда

^,0) = ?!^ 
к /г

7 = СОП81

Подставляя его в решение (1.3» н 
грал как свертку от функций Эйри н

рассматривая получаемый пнтс- 
п-ые։ радов вероятности [II. 12].

получим
Г* 

«(Х./)=Л=(37Г) г (|ег։01^
Используя связь [13] между де.'.м а-функниен Дирака и функцией 

Эйри, нетрудно показать, что при г/ —0 полученное решение пере 
ходит R заданное начальное условие.

Перейдем к изучению асимптотического поведения решения при 
больших значениях Л Разлагая функцию Эйри в степенной ряд по д, 
находим [12]

2о ~ 12г1/ X \7 . /-4֊/\
«4.0 = 7^(370 * 1 (֊^,(^> ’Л<-гДт=)|г” ег((2Т=)

՛ — «

/г-/\ „К I / /։ X
ег(։.27Т/ ('О2 ехр(-X

Здесь /) 2а ($) — функции параболического цилиндра, сводимые 
посредством известных формул [11' к вырожденным гипергеометри
ческим (к функциям Куммера Ч (л,$2 2)). Поэтому решение мож
но выразить через функцию Куммера

45/ _£ / Р \- (Л)” / Л Xц(х./)=?т^) ехр/֊^ — (3./)

Х<1'(л-ф —. — ) (1.4)
\ 2 2 4>/ /

п -V /։Рассмотрим асимптотическое поведение решения при г — . 
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Согласно формуле асимптотического представления функции Куммера 
при малых значениях аргумента [11]

4а/ ՝ (>/Р -If* Гп,/ х
„(Х.О = 77(31() > у_-г(з-;1) »

Теперь получим асимптотические виды решения щлско впереди и 
позади фронта волны Ирв х(3;/) 13 — оо, используя формулу 
асимптотического разложения для производных функций Эйри [13],
имеем

2«/ _ L
и (х, () = -(3* /х) ’ е х р (1.5)

Таким образом, далеко впереди волны на расстояниях х-<¥/՝•'■“)
где г >2/3 затухание возмущений происходит одновременно как по
степенному, так и по экспон՛, нивальному законам, при этом учет дис
сипативных факторов противодействует этому процессу.

При х(3՛;՜/)՜13 - — ос аналогичным образом находим

«(*./)- -
4з/

3;/х (1.6)

то есть далеко позади волны (х = (){(' ). «> 0) затухание возму
щений имеет оснилляционный характер, при этом диссипативные эф
фекты усиливают этот процесс. При переходе от одного газа к дру
гому, отличающимися по величине коэффициентов гемпературопро- 
водности на порядок (например, СО, и Не), учет тепловой релакса
ции, характеризуемый коэффициентом начинает играть основную 
роль в механизме диссипации.

В случае пренебрежения всеми диссипативными эффектами удоб
нее всего обратиться к решению в виде (։.4), Используя асямптотичес 
кос- представление функций Куммера при больших значениях, аргумен
та, а также формула Лежандра для удвоения аргументов гамма-функ
ции [11] решение можно записать R виде

1 /1л 31
(1.7)

Отсюда, аналогично выводу формул (1.5) и (1.6), нетрудно чолу 
чп:ь при х('3-;О 13 -ос (далеко впереди фронта волны)

при х(З^) 1/3 - ос (далеко позади фронта волны)

4с х | Т | 2 х [L т. / I х |L\
1 со։|у wr “ H'kJ (1.9)

Очевидно, что при с —0 формулы (1.5) п (16) не переходят в 
(1.8) и (1.9). Такая неравномерность разложении объясняется тем. чго
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о решении (1.4) берутся различные ириде.пшыг асимптотические пред
ставления функции Куммера. Именно шт о му и (1.5)- (1.8) законы 
затухания различны.

2Если Z-*oo и д՛ где 0<^е< —, то в решении (1.7)
3

можно ограничиться первым членом разложения 

4т/ L / .V \ 
и(х. t) ^=(3(0 * (1.10)

V - \| Зт/ /

При таких порядках величины расстояний далеко впереди и поза
ди волны имеем Л'(3?/) 1 ֊»0. а л^З;/)՜1'3-» . оо. Поэтому в реше
ниях (1.8), (1.9) синус-функции можно заменить их аргументами и п 
формуле (1.10) использовать асимптотические представления функции 
Эйри. В результате предельных переходов придем к решениям (1.5) 

2
и (1.6), в которых >-=0. При е>—, то есть на еще более отдален- 

3
них расстояниях от фронта волны, справедливы решения (1.8) н (1.9). 
Отметим, что применение метода стационарной фазы к вычислению 
интеграла (1.3). в котором * = 0, дает лишь решение (1.9)

Если же ! • 'к. и x = p(fJ;i), то в (1.7) необходимо использовать 
Представление функции Эйри в виде [11. 14] рядов по возрастающим 
степеням аргумента. В этом случае затухание возмущении происходит 
одинаково по обе стороны фронта

4о/ /2 \ _1

§2. Для подтверждения качественных выводов и результатов п. 1. 
рассмотрим теперь начальные условия в ви те непрерывных функции 

а) я(л*, 0) = ехр( — w’.rs). т ~ const
1 / kl \

U(k, 0) = —-у=ехр( — —-- ) 
2mV ~ \ 4/п2 /

Общее решение (1.3) теперь запишется в виде

и(х, О = | ехр^ — — ^у՜՜' **^ехр (гДМ3 4- ixk)dk^=

— Эи

1 _ L ЕС/ m'z* \ / х — г \= 7Т(ЗП ’ фхр( - ,^4тЧ< )м(.^)аг

— >
Здесь при переходе от пирвог ; интеграла ко второму применена 

теорема о свер:кс Фурье-прообразов подынтегральных функций. Раз 
лагая функцию Эйри в степенной ряд по переменной интегрирования 
и приводя интегра.; к гамме-функции, после применения формулы Ло
ис а н дра для Г - фун кци й, п ол у ч и м

1 L * 1 .^/11 4w?/Z \л Ил. / х Xu(x,t) = -(3֊t) » 1 —(3(<1 3(——) л<(-',’(57=) 
т я֊ол1 \ 4/п- / \ГЗД/
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Для получения решении далеко впереди и позади фронта полны 
воспользуемся асимптотическими представлениями [13] производных 
функции Эпри 11?и х{3\1) ’ —-х. находим, что далеко впереди 
волны

«(.г. о- 2^(3;'П • ехр | -1(֊у + 1 ! 4/п’*/ X I ~4^ 3 ,7 I (21)

ГО ;Ч ||. \‘|ГТ Л111 11111.4111111 ПРИВОДИТ К ОСЛ ВОЛГИ НЮ процесса МОШ.Т'ЛНИО-
го опухания возмущений

При зс(3т() ' -V. имеем

«(.V, / ) = — 3,/л 
1Н I

I г 4/л’>/ |.г| \ 7 2 л ’ « \
.7тЛ'°Л7 РзГ< I ) (2.2)

то •«.г! дал и волны диссипация усиливает процесс ч ип.11;
нпинииги затухания возмущений.

Оченн ню. нч г точиосп.ю ли коэффициентов. законы .опухания 
возмущении (2.1) (2.2) при Г - ос совпадают с (1.5), (1.6). При этом, 
как с учетом лисснизцнн. так и без него, проведенный анализ о порядках 
величин расстояний, где справедливы полученные решения, сохраняет 
свою силу и в рассматриваемой задаче.

2.7!5
б) и(х, 0) =—— хехр ( — т* 1х։), щ = соп$1

■+• 4щ’ -/) ; (3,0 3 | - е.\р(

(2 3)

<1есь (iir.ui, применена теорема .՛ спертке При / -0, согласно пре

4=(3;/) г
I - \ I З.г '

где '«(а* с) ,ц.пли функции Дирака нетрудно проверить пыиолне 
пи< нач.1.1ыин<։ условия. Ра «латая в решении (2.3) функцию Эйри в 
ряд по степеням г и нсполь «уя интегральное предел пиление 1'-фуш<-

Ь /3
иЦг, 0) = / - Ф (֊- 

2- \ 2
Л։ \ к — ) =1 — е.хр 
щ’ 7 2г

При вычислении Фурье-образа С'(к. и) использовано преобра
зование Куммера для вырожденных гнпсргеомегрических функций [11]. 
Общее решение (1.3) для рассматриваемого случая примет вид

— 4т1 ՛(
4/л’

е\р(ё;Мл =

2т3
— (1

֊ ’ /

дельному переходу [13].
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цин. после применения функциональных соотношений и формулы Ле
жандра [11] получим

1 1 /l+Wv/V -** .,/ х X
"(*•') = ^(3,0

(2.4)

Выясним повеление решения на больших расстояниях из фронта 
ВОЛНЫ впереди и позади пего. Аналогично выводу формул (2.1) и (2 2) 
находим:

при л(37О“’/3 (далеко впереди волны)

11 РИ Л'( 3?t) ~1 ‘3 — — ос (далеко позади волны)

n(x,/)=-pL(3;0 •1 L / 1 4- 4/и3>/ х Г\ / 2 х * “
՝ |А':; М- —1^— 3?/')cos V.T гЖ " 4

(2.6)

Таким образом, как и и вышерассмотренных задачах, впереди фрон
та волны эффекты диссипации ослабляют а позади фронта усили
вают процесс затухания возмущении Если / - оо, то на расстояниях 
л՛ = О(Л՜3՛ )при ^>0 этот процесс описывается решением (2 6), а 

2 
при е>~---- решением (2.5).

В недиссиначинном Bapnanie (> О) решения (2.1) при/ —-к> и 

для расстояний x = O(tfl'i ), где 0<г<— . можно ограничиться при

ближением

Н(х.о=֊?(ЗД-Ьг(г^)
(2-7)

Здесь штрих означает дифференцирование ио переменной. Дейст
вительно, именно на таких расдчояниях х(3?0~1/3 ՛- } а 
поэтому, используя асимптотические предстанлення производной функ
ции Эйри [13], нетрудно показать совпадение формул (2.7) и (2.5), 
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2
(2.6). При е> з ։ то есть на бо^ее отдаленных расстояниях по обе 

стороны от фронта волны, справедливы только формулы (2.5) и (2.6).
Итак, анализ полученных результатов свиде1ельствует и том. что 

даже в отсутствие эффектов вязкости хчет других диссипативных фак
тор! в весьма существенней при исследовании волновых задач в дис
пергирующих средах. Впереди линейной но.тнь’ затухание возмущений 
происходит на более дальних расстояниях о г фронта волны, чем позади 
него.

INFLUENCE OF DISSIPATION ON THE ASYMPTOTIC PICTURE OF 
LINEARY WAVES PROPAGATION IN GAS-FLUID MIXTURE

G. G. 011 AN! AN 

'H'llb^HUiblkHb ИД'НйЯ!MU'.llbbl! ‘W.II.J?‘l.llb’i Inll.lFbllbP'EbbPllbir 
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР 

Մեխանիկա 42, № 4, 1989 Механика

УДК 532.31 Г»

ТЕЧЕНИЕ ЖИДКОСТИ В КАНАДЕ С ДВИЖУЩЕЙСЯ 
НОР ИСТОН CTE.li КОП

БАБАДЖАНЯН Г А. МНАЦАКАНЯН Р Ж

Рассматривается ри лип ле стационарного ламинарного изотерми
ческого течения вязкой несжимаемой жидкости в плоском канале с дви
жущейся пористой стенкой.

Такие течения относив я к мало изученномс классе задач и тео
рии движения ЖИДКОСТИ II ИМСЮ'1 С1Н'П.НфИ'НЧ К11Г OCOÔOHHOCI и [1], [2]. 
[••]. |1| Эти щдачн имеют многочисленные грактичсские приложения 
в современной технологии.

Сколько nui верхнем пористой плоскости ир’ЛИ’Хрдпт в споен плос
кости по осн O.V с п|дапч<։й постоянной скоростью {/., За исходные 
ураиче'Ч1ч движения жидкости принимаются приближенные линеари
зованные уравнения Навьс-Стокса с частичным учетом слагаемых чт 
ускорения и вязкости в виде [3]

(!) 
дх ь дх дуг ду дх ду

Здесь ( - средняя расходная скорость основного потока по се
чению в начале трубы, где распределение скорости принимается рав
номерным. и —соответствующие компоненты скорости по осям 
ОХ и OY, р — давление, р—плотность, > —кинематический коэффи
циент вязкости жидкости.

Приняв начало оси OY па средней линии между плоскостями и 
расстояние между ними 2 h, граничные условия поставленной задачи 
будут иметь вид:

при х = 0 vx = O const, р = рц- const

при у = h, х>0 vx — IJv vy — Цр ~ ри) (2)

при у— — Â. А*^>0 'Р։ — 0. ■<>;■ =0

Здесь — значение давления и начале трубы, k коэффициент 
проницаемости стенки, —внешнее давление.

Если р^>рп, имеет место отсос жидкости, в случае— вду
вание.

Введем новые переменные, полагая
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А Л и и !>С'։

Тогда система урави инй (!) и граничные условия (2) приму: следую
щий вид:

ди дР I д'и дР .. он . до ...
дг дг R с с/? дг дг дг

при г = 0 н — 0, Р - О
I) _ /1 

прн։ = 1 ->0 и = ~֊ — . с = (4)

при;=—1 ?>О м = —1, и = О

где Ре = — число Рейнольдса. я--х&ф', Ь — ---- ֊—.
V у1Р

Систему уравнений (3) при граничных условиях (4) решаем с немощью 
преобразования Лапласа [5]. Применяя к уравнениям (3) и к гранич
ным условиям (4) преобразования Лапласа, получим

I сРи
Не к-’՜ ср

г>0
- и, - и 1

« ■ ------ п-------

0, (5)

(6)при ;= 1

>«--=/ Р,

I 
при ;= I -՝>0 и — -—-՝ т-=0

где / — параметр преобразования.

Из системы уравнений (5) для г՛ получим следующее дифферен
циальное уравнение:

Решение уравнения (7| с учетом граничных условий (6) будет

- 7 /_ А \Zsh35 —ЗссИЗ \ 0-4-1/ зЬЗ; 3;сЬ8 \
У ~~ 2 \ ’ /. / \ бЬЗ — ЗсИЗ + 1 / 2 \ — |5сИЗ /

(г — 1 сЬ^ -сЬЗ
+ 2 ЗзИЗ

Из системы уравнения (5) для и и Р соответственно получим

— ’ \3(сЬЗ--сИ?;) «4՜ 1
"=У V ! Т/фИЗ - ։ЗсЬЗ) + 2/.

а — I §1)3;

3(СйЗ;-сЬ8) 
$ЬЗ-ЗсЬЗ

(9)
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f\a -т- I )th3— Ьу.З
4֊2X(th3- 3)]

(Ю)

г-----
где £ = У 'Re . а -- ——

Совершив обратное преобразование Лапласа и переходя к старым пе
ременным для г.'։, т՛., и р, окончательно получим

V.< - I 2. 
m i

cos»" А _
COSf/n

■i

ReA ՛. ...
X

-)<՛֊՛
v - rv л /sin-ГтУ/Л v 4. Л Vxd/ ‘*я v

Re ,п։
-*» 'п 7 и 1 '

1 \ 7 л։
h -՝„) Р( Reft /

____
/ sh) / ,Rey/'A V а \ /'хх\
\У ^Rechf/jR? h 2/.։/ХР՝А/

I ' « / \
-77 1 |(-l)’’cos^y A- l]exp( - —-x 

Ren_։ \ ReA /

/> = />« 4֊ pt/’Acxp (— ) I- p6s X Аяехр/
\ h / <n-\ \ ReA /

(12)

(13)

где Д 7 m 4՜ и (a • 2Ala -r 1)
" “ ֊1֊ 2'« f r f?

[} g _ Ыa 1- 2b 4- 1) —',Re(a - I) 
PiRe)։ — 23։/,Re -r \

через ,п обозначены действительные корни уравнения

27

значение, соответствующее двум действительным корням 
уравнения

, /-— г— *Ие аКе
1ЬУ > Яе =- Н Яе ’ ՝ О։^-~» а 3. «=

2г /-Яе 1 2
Подставляя в выражениях («I. (9) и (10)

th3 = 3 - S’ 
' ' 3 '

и совершая вс< необходимые математические преобразования, подучим 
приближенные значения оригиналов искомых функций па достаточно 
большом удалении от входа

^-=7' (' shx,x,A | ЛА(։ + Х.)
(14)
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а -г 2Ь - 1
2 \2Л 2/? 2

сЬ'։.< А— ——— зЬ'.л-.'А I (15) 
2>։Ре

Р /Л, ֊ /\ -
• I \ . 3« и
-— ) сЬ'։х/А---- -— (а -|- |)зЬ'гх/А (16)
— ՝ 2' <А

е. 3’.Здесь /: =----
2Ке

Найдем •начение силы трения

,.^1 „ £* .
<М* / | А Г .

Ь»'"тдУ_\хр/ тА.
со$т,п \ кеА

А

■ Гр
/',Ь*е лИ\ /.Неу А

ехрп с(|>՜/։1?е 

г.»Л։ \

сл
А |( — I Г со»'лу Л|

2А Ре:АГ-։
,'31 и. т у ;Л у 
՛ ТтСоз;« А

?»
। т/ КС'/ /

и

64 сЬ/^Ке у/А У ’
У^ИесЬГ^Ве А

• СО$”
НеЛ

Л'

где у =

Значения силы грення на 

« и

стенках

31

и6/’/։
(18)

будут

КеЛ
А=Т“ Лта(7« + ₽*)ехр( “ 

'■ т — I \

НеА

։лО\ / 
Ее

и/. 
~А

пяг.я 
------х
НеА

(Ш)
п

1
2

Значение силы трения на достаточно большим удалении от входа, 
то есть для етабиличироваиного участка будет

А

Ке/։(а 2А 4- I)
$11' ։х;А -

3(« | I)

зу
2А

у՛
2Л’

2

•ЛЛ 
2Л

сИ/։л7А |х

(20)

л

а

Соответственни

'? = Йе).,«?- 2/>4֊1) $Ь/,л А - 3(‘‘ ՛ I — (21) 
2А2

I Известия АН Армянской ССР Мека» > □. V 4
4'.)



;՛L' I ке/дл 2Z> I) , . 3(o 1) ,. ’.iL'it ft = |----- si----------------Sh/.A- h • ֊>•-------  clu,.v7/ I '֊—1 (22)
h | 2 ‘ 2 2Л

Приближенное ։чачен;е длины плч:։.и.н<«Г1> участка (участок про- 
са' ивяния! определится и՛ <Н)։ при уелоНпи - ;у,д'=/ „ли из 
(15) при условии :'у> =0, л ՝ /.

,„Ч, , ("» (23)

И (</ I)

У[ОЧИгНИис Н1а’.|СПИС ЬТНИЫ ' Ч.Н։1!-.: Н|»1Н пчниялия получи гея ИЛ 
(13) или (12) при тех же ус.ю: них.

Как искалывают получении^ формулы, чра ч~0. :о <сн. м.։ ча 
,։а|;.1.у|ца> си стенка 1кч։рЪн^ц;։Й1,ая. ; ՛■'•? ֊•> (аипоЛ работы совпа
дают с результатами [2]. при услсвии, >то I 2= 1

Значения силы гренля, :: лис, и?.• скоросюй пенки и основного 
потока, показаны на фш 1 н 2. при .ни-1ро-е-ки которых приняты 
а Ю՜5, Ре=10. Как видно из фигур, к«>1 верхняя пористая стенка 
неподвижна (6՛, — и), сила .рения на >гой стенке больин силы тройня 
на нижней сплошной с гонке При у։'.< лнче։1ин .’к^^.стн ци.жепия верх

ней пористой стенки сила тречня y.MvfibHiaeicH и npi. н.-ач- нпи L>\ —1.16Г 
стремится к нулю । । их глючно большом pare 1ОЯНПН от входа для 
етабплизнроваппого участка грубы).

Фигуры показываю:, что сила трепля на подвижной пористой стен
ке меньше силы трения на ичнюдвижиой нспроиипа. мой гтснкс.

Из фигур видно также, что силы iрения как на пропинаемой, так 
и па непроницаемой стенках \ мсиьшают« я при увеличении расстояния от 
входа трубы, го есть на обеих стенках сила i рения для стабилизирован
ного участка меньше, чем сила трения па начальном участке.

Сравнивая полученные форму.чы с результатами [2], вилно. что при 
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движении 1юрпсп>й стенки, Как на чпй, так и на неподвижной сплош
ной стенках сила трения меньше, чем кос 1а подвижная и непод
вижная стенки непроницаемые, гак. что пористость уменьшает динамн 
вескую силу трепня на стенках.

LIQUID PLOW IN THE CHANNEL WITH MOVING POROUS WALL

G. A. BABADJANYAN. R. Zll MNATSAKANY \N

.ib'I.IIHil’ oU.I'.Mlhirp gII.IM'1.11’1. WirtShbi. 'Ml-SIhl. luiri.IHI.UJHI 1*11՝

д 2. i‘u.PU,j{iiv.Ub. ih. а- иъи.яиьи.ъзи.ъ

IJ. if ijl II l]l n I if

'b/tU/Uipffl^rtLlf l։ f/uj()zny^/y Ulillllltf l} L[(l •lllt[lnlf(l II lit IU Ц Ini'll 1.4 ft , [lllhpbll'p, 

l'll[n[J Lpii >Uip<l ItLlIp :'tltpjj /и ll'l'll/ч/ifllll/ , llft/t ll( UI Ut h p fl p li li if (1 d 111 If II Ui If Lit lr 11 

fiupd uilfiidi։

>l։lllbl[uid 11}) UiftlUlf Ifljtuh, Hi'Ill'll It llflll Ill'll IllJ/l l(l II l/l fl (ив Ill'll (ipbhphhpp 

и if If ph ш If in'll h , и։ и in tu m i( ш d iuiuitf indhLprtiii :

Зт_цу k ,>4,,L,u,i< "/՛ d ptthp ifni ppiughnui /. ff.(ill uni(t If и

,i(tduih in dp (и и tfui(tiilf(t ufiinfilp(i t(pitit

l'Lpi(w& I; (iif niiftlt up(ihluif h !(iu n ni gi(ut^ hh iifuiuihp(i i([iui Jifrthirtt ti. 

tfp in fi Ifh h p p If 111(111^1:11) (iitiniii(tulf(i ufuuitji h i (чПни If ill'll *1Пир(1 tup in if in jl j inh- 

hbpliy.
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УДК 530.6

ИССЛЕДОВАНИЕ ОСОВЕНГЮСТП НАПРЯЖЕНИИ В 
АНИЗОТРОПНОЙ пластической среде при проникании 

КОНУСА

НАГДОНВ А Г. ВЛНЦЯН Л V. ГРИГОРЯН м. с.

В раГигге [I] получено решение задачи проникания тонкого тела 
в 1Луб.-| анизотропной (ортотропной) среды на основе гипоте <ы плос
ких сечений. В настоящей статье ?га задача рассмотрена па основе 
!тнг.11с.'.ы нормальных сечений, которая применима в задаче проникания 
со средними скоростями |4, 5],

Вводится поверхность 5, исходящая из вершины тела, позади к<> 
торой выполняются уравнения идеальной пластичности [2] В цилин
дрических координатах г, 6. л՜, где ось л* выбрана вдоль оси прони
кающего тела. лл> связи генчора скоростей деформации с напряжения
ми можно записать

г,=о|/7(с„֊ - =л,)1. и ^(’м—3ллИ 0)

= л = ֊ =„) г /’(֊,, - 3^)1. 1гл = аК^к

где /•', (а // даются формулами

'зг՝ " <.՝ ~ пределы текучести по осям г. 9, х.

Разрешая систему (I). можно для девиаторов получить

£ г- ? 8
֊(2А- <?)+^(2л + Н) Д(2С + р)т-5чг-/п

(>’)+-(/ 4֊ 2Н)
Зо.=------------------ - ------------------ , а -3(/‘О4 т-»-6Л/) (2)

Подставляя (2) в условие Мизеса

//(=;, - =■ .1’ + ос;, - =„)• - г(Ьл ֊ «„)> < к,», = । 

для параметра а можно получить
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֊ I՛.,6
л

(3)

В силу несжимаемое։ п пластической среды имеем уравнение не
разрывности в виде

дг, т.
дг г

дук 
дх (1)

где г՛,, ъх компоненты скорости частиц.
Применяя гипотезу нормальных сечений, можно получить

= М» гле 3 = ?■։ есть угол полураствора тела. На теле при г =
= г* = 3(/ —л), где /—глубина поникания, имеет место условно

г'г = з/ (5)
Решение уравнения (4) при \слонин (5) имеет вид

+ = .а = Д_ (6)

Для скоростей деформации мои-,ни получить

. и гфУ-х-Ь Эг) 
(?+1)г’ ’ (3‘Н-1)г»

г»3» 
(?’МУ

3«֊х)
(7)

Подставляя (7) в (3), получим

а = — г՝'՜ -^Аг'+Вг+С
* (?Ч֊1)г։

(3)

где

А &Н? 4֊ 03« Л — - Г- /-/У ֊ ( |- Н У 3«Л 4- —
\3«-1 / \3«4-1 / ’ 9К

д = 26Л'/^зЛ-/------- Л I — - \ л)
‘ 3’ • I / УК

С= (0 {- Л)’/7 4 — - -- 3’ 1(/-Х)։
(3»-Ы)’ 9К Iй

Из (2) можно получить

(б г /•)(/֊ X) 2/-*)г5 — 3, = --  ----------------------  — --------------
г R R

Ь. = - « = /-Аг’ + Вг 4 С (9)
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Подставляя (91 в уравнение равновесия

д1г, <4.
дг 1 г дх

можно получить после инте։рнрования соотношение

о
2Дг ։ В
2/ А

26 + 5г । 2<С /? I

(оь2/՜'՜ ?)• -

•(6-е 5)(/-л)-гС’ (Ю)

=г 1п

г

где С — постоянная. определяемая из соединения с упругим реше
нием, нс влияющим на особенность^ при а=0 [1.3} Выясняя по
рядок з„ при а֊•(.), '1 -0, можно получить

Л^*|(С? + //), — 2Лб։5*| - —

֊1’
С (/ - Л-)2 (О + 5)7 + — ? ֊ 2653։(6 ֊1 5)

V» Г\

Для среды, в коюрой а = 0. можно получить

.4 256’3«, С = ֊265(6 - 5)3’(/ ֊ л-)2

Согласно (10), имеет порядок 1 3’, что приводит к большим на
пряжениям для гонких тел.

В случае трансверсально-изотропной среды, для которой плоскость 
г. О является плоскостью симметрии, можно полагать

' ' — о-?՛ " л о,2 ’ -2 -2
“ -Л ’XV *ЛГ .< Г Л.1

Таким образам. ? = <) соответствует среде, в которой -։г —2т,։ и з„ 
велико. Для проверки полученного результата проделаны опыты пл 
прониканию со скоростью 800 м сек стальных инденторов массой 10՜’ 
кг в композиты, состоящие из -֊50 слоев чередуюшихся металлов 
(алюминий-свинец, дюраль-свинец). Толщина пластин от 10 3 м до 
6 • 10 1 м. Такой образец может быть моделирован трансверсально- 
изотропной средой. Пределы текучести определялись по Фойхту

------ • где Л4., -толщины пластин, измерялось в 

в опытах по сжатию образца. Основной эффект уменьшения глубины 
имеет место для среды, в которой. 1,6 <-,г; тд։ < 3,6. При проникании 
а образец, составленный из склеенных слоев алюминия (//,= 1,6 • 10 3 м) 
и свинца — 2 • 10 3 м). глубины проникания соответственно равны: 
в алюминий 10՜1 м, н свинец более 12 • 10 3 м, в композит 6 • 10 2 м, 
”Р» ".</ 'дл—2’3-
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Примененная теория является нв.тзнег.чтп ческой п она применима 
для достаточно тонких тел. Л՜равнение движения

^„,^2
дг дх '' д(

позволяет оценить головне квазистатичности. Втор ш член левой части 
больше г при - - 2՜ . а правая часть имеет порядок уг՛1-"*; г н 
условие квазлета। ичносги '/н-р . чго выполняется тля средних
скоростей.

Применение гипотезы нормальных сечений приводит к устранению, 
имеющее место особенности ирл 7 = 0. полученной согласно гипо
тезы плоских сечений. Однако, г одной стороны. напряжения для ма
лых а получаются большими и, । другой ст р-ны. при Д—՛' вновь 
имеется особенность. то ест- :ьм । месю »мощенщ особенности. Для 
опытного подтверждения указанного Факта увеличения сопротивления 
для некоторого диапазона были проведены опыты но прони
канию тонких твердых пн енторов ь ме „ллические елшение среды, 
моделирующие анизотропную сред) Обра цы изготавливались чередо
ванием 50 топких слоев из ратных мг. зл.к.и. В качестве металлов бра
лись алюминий-свинец, дюраль-՛ яшк л. иори.ш алюминий с разными 
комбинациями толщин пластин Набором разных толщин пластинок 
варьировались отношения пределов 1ек)чссп1 по радиус) (вдоль плас
тинок) и по оси проникания (перпендикулярно плоскости пласгпн).

Среднее значение \г опредс шлось по Фойхту

'՝г~ *։ ֊
где Л։д ֊ ю.-ндина слоен; пределы текучести составляющих
металлов. .V образцов, лл ՛ к<л »ры.- находилось и предел х
-•> 2»8*5Г» имело место все ».мп значительное уменьшение глубины про
никания в композит по сравнению с глубинами проникания в изо
тропные образцы г пределами текучести , в - .. соответственно. В 
частности. 1ля пбр* щов. сог|л:менн1 ՛:. из пластинок алюминия и свин
ца толщиной 1,6 • 1Л Л М. и 2 • 10 д м, глубину поникания в компо
зит составляли —68՛ 10՜ ։ м. в алюминий —0.1 м, в свинец более 
0,1֊ м. При -«том - - — 2..'\ г ՛.₽ значение :4Д. и опытах измерялось
сжатием образца.

В таблице приведены ре.о лыи: ы -.՛«<• нерпм։ нтов ио приппканию 
твердых инденторов I масс՛ и — 0.01 ш и начальной скор стыо -800 
м/с в вышеука щкпые среды.

В первом столбце указаны сочггакнм метал юн. после названия 
металла указана толщина слоя в миллиметрах. Во втором и третьем 
столбцах указаны пределы п ку ксти мета.I.юн, в четвертом приведе
ны значения -д7. к--мп՛՛ птои. п<н читанные । чласно модели Фонхта. 
Шестой столбец показывает 1Л1И1 Пенне :,г являющееся основ- 

55



яым парампром исследуемого эффекта. В седьмом и восьмом столб
цах приводятся глубины проникания тонких твердых ТС.Ч В изотроп
ный образец с приведенными пределами текучести (3| и в композит 
Как видно из таблицы, в диапазоне 1.б< -<г / -]х <3,5 имеет место 
существенное уменьшение глубины поникания.

Таблица

Материалы ՝5l
xlO՜3 Ila

' -2

xlO ’ Ila xlO՜’ Ha
*.<Д-

xlO՜4 Ha

Л"\ 
xlO ’ м

^аимз

х10"’м

pM,6-j A12 250 840 578 250 2.3 18 6.9
pbl.6 • A14 250 1200 883 250 3. 10 6.4
AIL64-A14 1600 840 1178 1200 1 7.2 7.8
pb2-|-A16 250 '40 693 250 2.8 13 6.7
pb6 t A12 250 840 397 250 1.6 20 5.8
pbO,8֊A:4 250 1200 1000 975 1 4-5 6.2
phl.6- A16 250 840 666 250 2-6 12 6.8
pb64-AH0 250 3000 1968 250 8 4.5 4.3
рЬ2-АЦ0 250 3000 2500 300 8.3 4.0 3.8
pb0,2 A'0,8 250 1600 925 765 1.2 8 6.9

Как показывают опытные данные, глубины проникания тонких 
твердых тел в композит с =2.8 приблизительна равны 6.7-10՜’ м, 
в алюминий с пределом гекучести 0.81 Па—0,1 м. а свинцовый об
разец толщиной- 0.12 м пробит насквозь, при этом во всех случаях 
наличия эффекта имеет место сильное затупление стального инденто
ра. В начальный момент, когда скорость проникания равна прибли
зительно 800 м/с. существенное искривление слоев в направлении про
никания отсутствует, а с уменьшением скорости проникающего гола, 
то оси. в конце кратера, имеет место сильное искривление слоев.

Увеличение области пластичности и искривление пластин свиде
тельствую! о существенном поглощении энергии проникающего тела 
средой. Следует также отметить, что из-за слоистости среды имеет мес
то поглощение оперши за счет появления упругих поверхностных волн, 
распространяющихся по слоям.

Таким образом, за счет оптимального выбора состава слоистого 
композита можно добиться значительного уменьшения глубины прони
кания твердых инденторов в металлические среды.

INVESTIGATION OF SINGULARITY OF STRESSES IN ANISOTROPIC 
PLASTIC MEDIUM UNDER THE CONE PENETRATION

A. G. BAGDOEV, A A. VAN’TSIAN, .M. S. GRIGORIAN
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;и.5>|1и|Ц|. 1111; <М’$1П’Н-;И1МЛЛ1։1’ 11.Ч11.'М11Г|.||,В1- ЗЬ,и’|||1.ЧФГ
ИЗ В ЕСТ И Я АКАДЕМ ИИ_ НАУ К А ИМЯ ИСК Ой ССР

1ГК|итй}11ри 42, д» 4, 198<| Меха ник т

УДК 539 376

СЖАТИЕ И ИЗГИБ НЕОДНОРОДНОГО УПРОЧНЯЮЩЕГОСЯ
КЛИНА

САФАРЯН II Б.

Рассматривается сжатие плоского бесконечного клина, к вершине 
которого приложена сосредо1очснная сила Р (фи։. I). Материал при
нимается несжимаемым, пластически неоднородным и подчиняется
степенному закону упрочнения.

В цилиндрической системе координат 
с, б, г, начало которой совпадает с вер
шиной клина, будем считать, что на
пряженное состояние не зависит от ко
ординаты г. Компоненты напряжения 
".ь = 0. а остальные компоненты
напряжения а<։ сГ|, з. и —функции 
только г и б. Будем искать точное реше
ние этой задачи при предположении, 
что компоненты напряжения зГ;=0. 
С о от к е г с тв у ։о 11 ■ а я однородная задача 
рассмотрена в работах

Краевые условия рассматриваемой 
задачи следующие:

г» = () при 9 = 0. 9։»0, “,г»=0 при 9=: > (1)

Дифференциальные уравнения равновесия сводятся к ур.и՛ ичшю

—(<•=,) ֊0 (2)
дг 

Зависимость между интенсивностями напряжений и деформаций 
принимается в виде

’«=*(г. «)-? (3)

=։ = у- г» = Ь,0<т I

Л(г. 9) — известная функция, характеризующая пластическую неод
нородность материала.
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Задача решаекя имл у обратным способом. Исходя из условия не
сжимаемости = 4-4՜ 0, компоненты перемещения можно представить 
в виде

«(г.й) = г ‘֊’У(0). г(гЛ)==лг~'-‘у(б) (4)

постоянный неизвестный параметр. 4(0) неизвестная функция, 
подлежащая определению.

Из условия ՝;н 0 имеем

■т- ՝>('■ г2)>(^)=о
При /(/.4 2)>0 общее решение уравнения (о) будет

?(!))= с ։ я И/.՛2 _ 4,5 ЛзСЬ /,1 _р 2X9

(5)

(«)

С։. с2 — произвольные постоянные интегрирования. Из условия ХО)= 
«О следует, что с, = О.

Принимаем, что неоднородность материала определяется законом

Л(г, 5) = Ц^) (7)

где к. известный пнеюянный параметр, «••(О) известная четная функ
ция, определяемая из -жеиеримепта.

Из уравнения равновесия (2) следует 

где Ф(0)—произвольная функция интегрирования
Исходя из условия степенного упрочнения (3), имеем

Ф(9) .______ ________
— = 2« • ’ /г| (л 4֊ I )У /« ֊ 2' |тг^(с1П ՛/՝ 4- 2' '»"\.>(9)г֊я’<Л •’» (9)

Приравнивая степени г в обеих частях равенства (9). получим •՛ = 
=(1 — 2т)! т

Окончательный вид компонентов напряжении и перемещен и н бу
дет

г___  , ( сй * 1 ’2^ 9 Гш(9)(1֊«)/1֊2« Г \ С т )
т* I 1 г

-Л=о.

(г,б) = г.----------- г 'п СИ-----------
' т т (10)

(1-2«)
г(г. б) ~ с,----------- г тв т ЗЬ 8. т

Для определения неизвестной постоянной <՛> рассмотрим статичес
кое равновесие, мысленно выделенного и-, клина сектора с произволь
ном радиусом г
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2 I со$9 г({0 — Р 
о

(И)

Внося сюда значение из (10). получим

(1֊т)/ ֊2'« 
т9

а
> I (ей1----- — ) нО)ю$М&

./ \ т /о
Аналогичное решение можно получить при Д' 2) <Ч\ Тогда 

?(0) » В$1п/-/■(>• ,-2)& (12)

где А1 — п рои тиольная постоянная интегрирования. Формулы напря
жений в перем с ню ннй будут

/ н 1 -2"» .и(г. ՝)) — Н----------- Г ։п СОЗ -----------  Ут т

(I — 2/п) 2_2_ V 2/н Л՜]г,(г,<В = В---------- -г'՝ $1л —-----Ч /я>1'2
т ГП

Неизвестное постоянное В определяется из условия (II).

R = , / =2'”+г 1< И------,^т 1 '/՛(Со։ ^)""(Ясо55</5

и о
При т = 1 2 решению уравнения (5) есть линейная функция 

у(0) = /?(0֊%) (14)

Из условия >(0)=() следует, что 0. Для компонентов напряже
ний и перемещений получаются следующие простые, формулы:

г— ՝И(Г03Г = 2У-2П՝^---- ц(г. 9) = —. Т'=О (15)г г , г г

Условие (II) ласт

0 = 4/2 |‘’|(6)СО50^6 

о

Для шч'жн.масмого материала, как к в однородном случае, полу
чаются замкнутые решения.
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Рассмотрим случаи, когда клин изгибается сосредоточенной силон, 
приложенной к нершнне перпендикулярно осп (фиг. 2) Определяющие 
уравнения и принятые допущения совпадают с предыдущим случ.нм

Краевые условия в -ной актисиметричион задаче следующие;

Фиг. 2

з, — 0 при 0 = 0; 56 = 0, -^ = 0 при 9 = з (16)

Для этой задачи при /(/-ф2)>0 из условия У(0) = () следует, 
что в (6) с, - 0. Общие формулы напряжений и перемещений имеют 
вид:

- = О-п-1
(1 т)/1 2/я 

/и’

з.,=0, >6 = 0 (17)
т 1

Г ти(г, 0)-с,
/1 —2/п 

т
V I - 2т 

т

(1-2т) 
у(г, Ь) — с.----------  г т с И----------- б

т т

Неизвестное постоянное с2 определяется из условия равновесия 
внешних сил

2 о,$1п0 • Г(№ = Р (18)
о՝՜

Подставляя сюда значение =г из (17). получим

С1“(4Х Л»=2” '* <՛ -я1)/1-2»|| | ( к > гЛ'„>(<;։։|п9Л 
\/И/ т* | \ т / ՝

о

Аналогичные решения получаются и в случаях/.(/4-2) ;0 и /.֊-О.
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COMPRESSING AND BENDING 01- NONIIOMOGENEOUS 
STRENGTHENED WEDGE

N. B. SAFAR1AN
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