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К РЕШЕНИЮ ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ДВУХ 
ОСЕСИММЕТРИЧНЫХ ЗАДАЧ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ ДЛЯ 

ОБЛАСТЕЙ С РЕБРАМИ
АКОПЯН А. С.. ЗАРГАРЯН С. С.

Переход в задачах теории упругости от областей с гладкой гра­
ничной поверхностью к областям с ребрами или иными нерегулярностя­
ми на границе приводит к определенным трудностям в построении 
алгоритмов численного решения граничных интегральных уравнений, 
порожденных этими задачами, что связано с изменениями при таком 
переходе функционально-аналитических свойств различных потенциа­
лов, представляющих решения краевых задач. Как показали исследо­
вания [I, 2]. решения ин:егральных уравнений гармонических задач и 
задач плоской теории упругости оказываются негладкими или имеют 
особенности вблизи угловых точек контура в зависимости от раствора 
угла, которые представляются степенными (степенно-логарифмически­
ми) функциями.

В настоящей работе выводится асимптотики решений граничных 
интегральных уравнений осесимметричных задач теории упругости, 
порожденные системой уравнений Ламе, при заданных на границе 
смещениях (задача I) или напряжениях (задача II), когда граничная 
поверхность имеет ребра и не содержит конических точек. Получены 
формулы для коэффициентов в асимптотиках решений интегральных 
уравнений. Рассматриваются случая отсутствия кратных корней тран­
сцендентных уравнений, характеризующих поведение решении краевых 
задач вблизи ребер поверхности вращения.

Пусть dQ—замкнутая поверхность, образованная вращением 
вокруг оси простой кусочно-гладкой кривой /. с конечным числом 
угловых точек pv р2.........рт, и не имеющая конических точек. Ог­
раниченную область, лежащую внутри обозначим через Q1՜, а об­
ласть, внешнюю по отношению к д& — через 2°.

Обозначим через 7/, /=1, 2.........т ребро на <?й, образованное
вращением точки pt, и через 2 а/ двухгранный угол между касатель­
ными плоскостями к в точке л£у/, со стороны 2‘.

1. Рассмотрим сначала первую внутреннюю задач у теории уп­
ругости

Aur=uAMf4-().-Ep)7dlv я Q1, = ИЛ)

где iP — вектор смещений, ц—коэффициенты Ламе, g — заданная на
dQ вектор функция.
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Представление решения чадами (I I) в виде обобщенного упругого 
потенциала двойного слоя [3]

(№’>)(х)= ЦЦЛ. л)Г(у-х)]Ч(у)</$.

<т»'
(12)

приводит почти всюду на оО к системе сингулярных нптсгрвльных 
уравнений относительно вектора плотности

- >(х) I Г|Т(^>л)Пу-л>ГКу։^>—А՛ (из)
гы

где К = ! 11/—множество ребер грппичн й поверхности,

1 (у - х) |1\/Ьхз—матрица фундаментальных решений Кельнина-Со- 
мильяна с элементами

Г„ ------ !±3!!_։„|у_х|-• +
4кр(/-4-2р) 4г«(/ *-2р) \У“Л?

/'(<),.. //) |Г//.։хэ матричный дифференциальный оператор напряже­
ний

- . О , О , . О .Т 1‘«/ — . п (пх,Пг.П^
оу^ ду( он

п-о\ух нормали к 09 в точке у.
Согласно [4]. система (1.3) однозначно разрешима в пространстве 

предельных значений на 09 д фикций из С. ’(□•). имею­
щих конечную норму

[/; С’*(Я')« 5Цр гО(у)| + |Л| ,/(х)) (1 4)
ж.Уб№ |Х— у!։ ,(.(

если £(:С‘-3((И)) и 0<1—?4-։<1 2
Следуя [2]. выразим решение системы (1.3) через решение неко­

торой вспомогательной краевой за щчк. Пусть г0—решение задачи

А^=0 в Гтн«-1(ГМ'-Гн') на 012 К (15)
2 

где и' решение задачи
Анг = 0 в 9', н" х (16)

10 л
При л'£(К2 К на основании формулы Бетти им։ см

//'(х) ^ — |{| 7(0,. л)Г(у—л)|*п'(у) -Г(е-л1[Т(^у,п)н/|}г/5у 
ли

| 'I Т(ду, п)Г(у—х)|*«'(у)—Г(у х)|Т(с)у.л)и*’|}г/5у (1.7)

Оу
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Складывая интегральные представления (1.7) и учитывая граничные 
условия задач (1.1) и (1.6). получим

£(*)-= | Г(у-х)1-{7'(^у, п)и‘-Т(ду, л).7г}с/5\ (1.8 )

Из интегрального представления для а1 при \К

т/(л) = |{[Г(<?у.п)Г(у-х)] г՝Чу)-Г(у-х)| Г(Л,п)г |}^5\ 
зя

учитывая (1.8) и граничное условие задачи (1.5). находим

—^’(л) 4- 11 7’(<?у. п)Г>у—х)]*ъ<(у)д8у^в(х)
<л*

Сравнивая полученное уравнение с (1.3). окончательно

•!»(л)—ти(х), х£д& (1.9)
Па основании равенства (1.9) можно теперь вывести асимптотики 
решений интегрального уравнения (13).

Введем локальную ортогональную систему координат о, $, где 
о, « — полярные координаты в меридианальном сечении с центром в 
точке ра 5—дуговая координата вдоль ребра •;/. Уравнение Ламе 
в введенных координатах дает следующую систему уравнений отно­
сительно компонент смещения и(., ас, и. [5|:

('+2н)|֊£ +

1 ор2
д“ (а 4- З'д) I ди, йсоа?

I дз к2

ТТ1 *■ и* "Т? 1 (>֊+Зи)рсо57-/?«]+(>4֊р) — ֊֊— + 
Р д'? ок 9 дьд?

ди у 51п? д2и, R , I д2и< /?= _1_ д2и,, 51пу I п
ду к д?дз к ՝ | дз2 к2 ՛/ д?2 г,к |

4֊2р)
_1_()2/гг ди; 8|п? 
9г д’-9։ ' д^ г,к

/?51Пср 

ок2
|֊(-+зо֊^
| д.ч л’

(>-4֊Зр)А—(к 1-и)рсо8^1 1^6 ,, , о ч р/?СО8ср /?2(/. + зи) ---- ------------р _
к к

1 н 2? I . .. I Е!... р дуд՛^ д'^дз ок ] | к2
1}Ч (>+и)

дги* ди. кх
до2 до р/г

О

(>-г2|0 /гг£Ч
к2 дз1 к1 дз к

д"и 1 д2и,
додз р д?дз

5



R ди.
Ь д$

('• + |1)----- (/ 4-Зр)-—
р к + р д2и, ди, кх и, 1 д2ил ։

~д? ՝ ~д?~к՜ ? 75? 4

дих 51пу 
др рй

где R радиус кривизны ребра, £=/?—особ?, А։=/?—2?со5«(>.
В случае осесимметричной нагрузки, как известно [6, 7]

/1р == «Др, 9), и? — «.(&, <р), и, ==()

(1.10)

(1.11)
Рассмотрим уравнения (1.10) в малой окрестности ребра, так что 
0<р<?» где ?<£/?. Следуя [8]. пренебрегая членами порядка р/Л?, при­
ходим к уравнениям

о֊+2р) ф- р до рт | р- др р дрдр

•1 I1
1 д2и, 

Р2 д?

= 0

0

/X < Л X 1 1՝ , 6 Ч I , X 1 ,(>.4-210 — + (' 4-Зр)֊ р)— —֊ -р
р- др- '/ с? р д;. др

д2и, 
'др2

-V-1^0 (1.12)
Р др Р2 |

Полученные уравнения совпадают с системой Даме на плоскости в 
полярных координатах р, <р.

Пусть 0<яу<-/2. Для решений задач (1.1) и (1.С) имеем при 
Р-0

и‘ 8(У+0(р) (1.13)

«' = К(Щ^е։С^ {֊-֊7^ «։«('« +1)? - «'"О. -!)?( + 
|§1п(/.«+ !)(--։) ։

+ е/_г±!-с!/”!--^7^՜՜՞՝ -со5(х.-1)? | +<ад
У. — /« I со$(а<|4- !)(-—I

(1.14)
1֊де ■/.—3 -4'л ։/-^֊коэффициент Пуассона. корень уравнения 
Э1п2'|.(~ ?)==А«5кг2(•••—*) с наименьшей положительной действитель­
ной частью. Подставив в граничные условия задачи (1.5) решения 
(1.13) и (1.14)» для Vе получаем

11՛* —(——- —>>(———— соз(>.< }֊ 
' Ь-)./С05(/г М)(֊-з)

. , X I ■ 1 о ■ I /> ։\ $1п('ч—!)("—»)
соз(а.— 1 )о ч- е■------ В.р 1 1) —----- -— -1 '-к, I 'яп(>,-г

Хя1п(/./-г1)?+(*+Мсо.<։(>/-1)9 , —(«—«)<?^(г—з)
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где f-i—корень уравнения sin 2'z(“—л)֊р.у sin2(~—а)=0 с наименьшей 
положительной действительной частью. На основании (1.9), учитывая, 
что >•;<>•« при 0<а<^.'2, получаем

?֊?(0)~еЛ/' 1 cos(/.;-1)(k֊-0() i cos(/.r-!)(֊-«)'4- 
. *—ч I

+ er 2
?J—~ Sln(<; — 1 ;(r *)± — sln(Â/ —)(r—a) ՛
x-/.f z — it

(M5)

где верхние знаки соответствуют лучу ©=к- а. нижние—лучу 
?=— (- — я). Заметим, что плотность у обладает осевой симметрией, 
т. е. ^?=0, ч>). ?), Это непосредственно следует из
осевой симметрии краевых задач (1.1) и (1.6), а также из граничных 
условий вспомогательной задачи (1.5) и формулы (1.9).

Перейдем теперь к определению коэффициента В. в асимптотике 
(1.15). Используя метод работы |9|, применим формулу Бетти к 
функциям г՛'- и ;<• по области : х-у]>=) при г->0, у0/։

11ш | {tfA-J—? Aî’f}J.v==lün I {ve Tvt}dS 
։-*о J »-о J

vf о՝/,

(1.16)

Здесь ?՛ решение задачи
Л?-О в Г/|д2...А=0 (1.17)

имеющее в окрестности асимптотику
-л, I >•/— I cos(Xf4-l)(K—я) , ... .. .. I .

— е,р ■------------ ;—֊֊---- f-cos(</-l)?+cos(44 D? +
I. X - 1-t COS(Af—!)(-—а)

. I ՝ 1 I _>Ч 1 .. ,4 Sinp-H-1 )(п—а)+ <М'-1 /.■)"'? -('-r-D---- -------—------֊ s։n(/f-l)v-
I slnp-r—!)(“—«)

—(•/- —Msin(Àf 4 1)<р- I

В левой части (1.16) имеем тождественный нуль, учитывая (1.17) 
и (1.5)> а в правой части, так как ','=г*=0. для подынтегральной 
функции будем иметь

•и'Г? г>;( г/),.. + ?= [n'Z'/l,

Поэтому

ро'Г? - VTv'}<IS = 2т. 1՜{[о'Г?|г- [-.'7V]։}dS (1.18)

где ÛQ,—образующая поверхности вращения yQ . Переходя в (1.16) 
к пределу при г-»() и учитывая (1.18). будем иметь
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к-,1(а)

или

р-'Ги'аз, (</5=2^> 

да
(1.19)

где К,(а) = —^—՛ *Д-Н—2'~՜'՛՛---11 51п/((к—а) 4
•х֊}-/7 | X -г /1

А? (1-4Х/)-<:(•/■ 1) 51п2(к — а) ֊1֊ 2(- а. ('•»+ 1)Х

соя(/т- -1)(Г—а)
со8(М !)(«-•’)

/ ,(2л, -|-х— 1) СО$(лг |)(к—а) I
С05(ч-1)(я—а) I

+ (>Я) ъ-1 +

1֊НРг-1)(1-Я
1-2*

— (4֊ 1)(1Н՜7])
•'։(1֊2')

)

Продолжая 7 в Й' путем решения задачи 
Аг* —0 в 21, г1 = 7 на 

получим окончательно

В,=.[2«К1(«)|-1 {(е-е(0))7Ш5 

ди
(120)

Формулы (1.15) и (1.20) определяют главный член асимптотики век- 
тор-функции 0 -0(0) в случае 0<^я<^г.'2.

Пусть теперь к/2<а<5. В окрестности ребра решения задач (1.1), 
(1.К) имеют пр։։ »0 асимптотики

«‘»^(0)4 срЛ3г> |а‘^Ь—~^81п(/а | 1)?-$1п(/а-1)? I 4- 
151П(ч֊г1)^ I

•г е- Да :/'՛ 8$п(/а—1)зс Х-Н-ц ,
------ ---------- СО5(/֊к-Ы )?֊Г -------—СОЯ(/ц—1 )?
3111(^4-1 )х х—ли

Р О(Р)

^ = ^(0) | О(?)

Подставив эти решения в (1.5), определим асимптотику для <•՝'

V - -»*•(0) а (Ц81п(/.ц н 1)? О,51!|(/.։ I)?}+՜

4-О՜1 {^1С05ри 1)?4 Х ГЧ /ЛС08(Ч — 1 )?}• —(“ ։
х—>֊«

где
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D, - (։ln2*.(n—»)—>-»։1|>(я—։))՜1к “"j? , !՝“ 5 "M- 0+2’1 ->■I s։n(Au4-l)a

sin('.„ 1)’ n_2aXii)x!£J. (1-.։)5|п|г,(/„-1)])л
sln(X„+l)» 2'-» I

Z)J=2/.1.(sjn2<a(-—я) ->usUi(k—я)) ’ 2> sin(>.a-1 )(*—») 
sin(/u-H )(-—*)

X sln(X„ 4-1)* + 'Sln|*(>.«4-1)-2’1 ֊ — srnMX«+f)-aa«lk 
X—/« *֊>-.4

В силу (1.3) имеем

Ф-'И0)~ ±e? ֊-pX°{D։sln(>.u4 l)(i:-a)֊-Doslr.(a)} r

1 •/ -J ?
4-z?7 —f/u {D։:os(*u4-1)(k-»)4- ' - “ D3cos(>o-1 )(»—։)}

2 *—'•«
0-21)

Здесь верхний знак соответствует лучу ? = а, а нижний лучу
—7). Постоянная Лл определяется аналогично предыдущему 

случаю

Л, = -[2пК,(’)|-։ [

а՝-՛
(1.22)

где '‘—решение задачи
Д? = 0вЙ’. ;^=0

имеющее при о—0 асимптотику

• ՝ е,р“М - ^-~~~sin(<a--l)«?4 sh.(X«-r 1 )r!■ т
I sln(AXi—l)a I

4-^,0 '°; —՛-■ — COS(>.«֊1 )?4-'jC0S(/a I 1)? * —
I sin(AM—1)я I

Ka(«)= Л —(sln2a>a >osin2a) I- sin2a)
\ X3—A« 2>֊a

։ 11) »■пО.-П; (,,+,,-i J ^.->1)?
sln().u-|-1 )a sln(>«— ։)я

S\1
2(>a4֊l)

sln2iAu - Л> -I- '8 I -I- I 
\ 2(Хд -( 1) 2(/a - 1)

a«(x—2^a—1) _ a„(x-|-2pmj 1) i-i_v(Xu— IXl՜!՜^)
x4֊Xa d x — ' 1 —2v

_ l)(14-*։)
Ml՜- 2>)
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Формулы (1.21), (1.22) определяют главный член асимптотики 1»—0(0) 
в случае -/2<а<՜.

2. Перейдем теперь к второй задаче кюрии упругости для внешней 
области

Av' — O в Q'-, Tv' = й на (2.1)

где li—гладкая на д& К вектор-функция.
Решение задачи (2.1) будем искать г- виде обобщенного упругого 

Потенциала простого слоя [3]

(И4)(.Г)= |’г(у—r);(y)rf5. (2.2)

Учитывая граничные свойства вектора (ГI/)(Ф) и граничные условия 
задачи (2-1). получим интегральное уравнение относительно 4

■ ,(.<֊) + | Т(д., «)Г(У -Л-) у(у) <IS, /1(л). х$д11 К (2.3)
5՛-՛

Пусть с>‘- решение задачи
ДгИ = 0 в Q1', vl = v՛՛ на (2.4)

Ввиду непрерывности предельных значений Обобщенного упругого по­
тенциала простого слоя и в силу формулы скачка для предельных 
значений оператора напряжений от потенциала (2.21, имеем

= (25)

Асимптотика решений системы интегральных уравнений (2.3) вблизи 
ребра у,- на <5Й выводится из равенства (2.5).

Пусть 0<«<Л/2. Решения задач (2.1) и (2.4) при р-*0 имеют 
асимптотику

гг — г>'(0)== О(р)

Ч0) 1+
lsin(/.«4-1)(к — я) I

1- <■’<- ся — CQS1^ а> cos(>и__ [,| cospа_J).? I
։ со$(ли+1)(--я) )

— (Я—я)< - — 2
Отсюда и из (2.5) получаем

> — <?.• -֊- G ?'и ' 1 + 2рк« ± р(>-« 4- 1)(1 — -'2)lsln(/ „ - 1 )(- - 2) ֊

+ ։ |-2|й,л։ -р(Ьн 1)(1 — >։)|cos('M—1Д- — Л) (2.6) 
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где верхние знаки соответствуют луч\ <р=- —а ннжНпе—лучу 
(г—а . Пользуясь вышеописанным методом, для постоянной Сд 

получаем следующую формулу;

с, = |2«к։(--’)Г1 £ о' г.‘ аз.. (2.7)

д’.՛
где ?՜ -решение задачи

А7 = 0 в 2', 7 = 0 на ди\К
и м.ею шее ас л и п тот и ку

~ 81п(', - 1)ф1 ‘

I 81п(ли—1)(-—а)

_ со$(а„ 4- 1 )(՜ -а)
СО$(>.И— 1)(- ?)

со$(>а- 1)?4-ссп(\,

Непрерывно продолжая 7 в путем решения задачи
Лг* = 0 в а', */>'«« Г,' на <ЭЙ\Л՛ (2.8)

формулу (2.7) с учетом (2.4) перепишем так

С, = - |2гК։(г-։) I֊« р Тг'ЛУ. 

у2
Применяя формулу Бетти к решениям ։алач (2.!) и (2.8). окончатель 
но получаем

С։ = ֊ 12«^(«-«) ]֊■ р (2.9)

02

Перейдем к случаю Решения задач (2.1) к (2.4) име­
ют асимптотику при о—О

*- »'(0) ֊ е,А, У' ( -(1 - ■->) Ц- со։(л,4 1)? Ь
I 2Л/ С05(Л/-Ь1)я

+со5(л,-1)7} + е.Д,<' СО5 (,,-1)1 яг.(,,ц 1)¥ (.
( 2/ . со$(>/ 4 1 )а

- '։ $и.('ч~ 1)?| . —(2.10)

V՛ — тГ(0) ֊г о*г{^со$(>/ г 1)? 4- 5*005(7/ — 1)?} 4-

4-^. р'Ч - 5281п(Х,4-1 )р4-՝'154яП։(>։ - 1)^}
֊(--д)^-?.<(--1) (2.11)

где

11



\ )(*<+*) С0^7 7^ / 51п(л<4-1 )“Ч"Х$>пI Я(К/ ֊ 1)—2аХ/| —
I С0з(Аг-|-1)а

— >■: 51п[“(//4“1 )~^а]|'

в, = д Д-( I ,) '^±1 ..С05(>--1); + 1)^.1 _
2/г со$(Х/-}-1)(тс—я) С08(>*/4-1 )(к—а)|
_в СО5(Л,-1)(--7.)

4 С08(>-,-|-1 )(֊-։)
Подставив (2-Ю) и (2.11) в (2.5), получаем

уГ>'г՜'Зр'-АсозиН 1 )("—’)—(' < 4-1 )р( 1 — '։)#4 X 
£

X соя(/ г — 1)(- — а) — А։2уч(к1- 1 )(•/• —/.Х)-։СО8(//— I )я 4-
— Лн('' 4- 1)(1 — •'1)СО8(>.| • 1)։] I — 2и/.Лг51п(/г—1)(-— я) -

— ։ ֊ 1)0 — >։)<1п(/.г~1)(т:—я)-Д4211Л,(/г I)(/■—> г)<— I >з —
—А ։ч(/.г֊ I)(I -*։ )$1п(> г— I >։]}

Здесь верхний знак соответствует ■?'=—?., а нижний ֊ -<?=а. Постоян­
ная Я4 равна

Л4 = 12гК,(я~а)|-։ |7Л^У
£•

где '/'—та же функция, что в (1.17).
Аналогично можно построй!ь асимптотику решений системы син­

гулярных интегральных уравнений осесимметричных задач георин 
упругое!и в окрестности ребер, порожденной уравнениями Ламе для 
внешней области при заданных на Гранине внешних силах. Примене­
ние полученных асимптотик к численному решению интегральных 
уравнений с использованием априорной информации об асимптотиках 
можно провести так же, как в работе [10].

ON THE SOLUTION OF BOUNDARY INTEGRAL EQUATIONS 
OF TWO ELASTICITY PROBLEMS FOR AXISYMMETRIC 

BODIES IN DOMAINS WITH EDGES

A. S. HAKOBYAN. S. S. ZARGARYAN 
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կողերով տիրույթների համար առաձգականության ՏԵՍՈՒԹՅԱՆ ԵՐԿՈՒ ԱՌԱՆՑՔԱՀԱՄԱՁԱՓ ԽՆԴԻՐՆԵՐԻ ԻՆՏԵԳՐԱԼ ՀԱՎԱՍԱՐՈՒՄՆԵՐԻ ԼՈՒԾՄԱՆ ՄԱՍԻՆԱ. I) ՀՍ.»|է1|«ՅԱՆ, II. II. ՏԱԸԴԱՐՅԱՆԱ if էի и փ n է մ
/1չ ոգորկ հէքքէհրի դեպրամ աոաձգակւսնութ յան տեսոլթ յան եզրային ին - 

տեգրա/ 'ավասարումների թվային լուծման ալգորիթմներր գմ վա րոլթ յոլններ 
են պարոլն ակում։ Դրանր առաջանում են ինտեգրալ օպերատորների հատկու­
թյունների յյ կապված եզրային մակերեսի ոչ ող որկու թյ ո լնի ց ։ Աշի> ա սւ անրոլմ 
ստացված են առաձգականության տեսության երկու առան ց րա !ամաչափ 
ի/ն գիրն երի Էյամեի Հ ամ ա կ ա րգի գ առաջացած ինտեգրալ հավասարումների 
լուծումների ասիմ որոոտիկան եզրային մ ակերեււի կոգերի ջրջակէււյրամ; 
Ստացված են նաե րանտձեեր ասիմպտոտիկայի գործակիցների համար;
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11112 ЧЬ8ПЬЭ-ЗтЪЬ(Ч’ и.’|1ПЬ1П»и.ЗЬ ЗЬШИЛЬР
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАН А Р М $1 И С К О й ССР

42, № з. |Механик.'«

УДК 539.3

КОНТАКТНАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ДВУХ ПОЛУПЛОСКОСТЕЙ С 
НАЧАЛЬНЫМИ НАПРЯЖЕНИЯМИ. СОЕДИНЕННЫХ 

ПОЛУБЕСКОНЕЧНЫМ ВКЛЮЧЕНИЕМ
ГРИГОРЯН Э. X., ОВАКИМЯН А. С.

В работе рассматривается задача для двух упругих полуплоскостей 
с начальными напряжениями, соединенных между собой полубесконеч 
ным включением. Задача с помощью преобразования Фурье сводится 
к решению разностного уравнения относительно трансформанты Фурм 
тангенциальных контактных напряжен։.՛։; Далее строятся замкнутое 
решение разностного уравнения и определяются асимптотические фор­
мулы для контактных напряжений и окрестности конца и далеких от 
конца точках включения.

Пусть две полуплоскости с начальными напряжениями соединены 
между собой упругим полубесконечным включением. Полуплоскости 
деформируются под действием силы, приложенной на конце включения. 
Требуется определить контактные напряжения, действующие в точках 
соединения включения с полуплоскостями. При отсутствии начальных 
напряжений рассматриваемая задача была рассмотрена в [1—2].

На основании [3] задача в случае неравных корней сводится к 
решению системы сингулярных интегро-дифференциальных уравнений

I *+-М;(У։)Н яз'(У1)= ” X I '(0^ 
՛ Г-VI ’

(0<у1<°°) (О

■; 1 >->•
а н случае равных корней—к решению системы

ь’ *~У> >՛
(0<у,<оо) (2)

МО^^(У|)в0
■՛ *֊У։
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где -(yj—интенсивность тангенциальных контактных напряжений, 
ДУ։)—интенсивность контактных нормальных напряжений. В (1), (2) 
значения параметров а.., у приведены в [3].

В [3] дается решение задачи для двух полуплоскостей с началь­
ными напряжениями, соединенных между собой конечным включением. 
При этом следует отметить, что исследование системы сингулярных 
интегро-дифференциальных уравнений второго рода вышеуказанного 
вида, определенной i а конечном интервале, приведено в [4].

Рассмотрим случай неравных корней. Проведя в (I) замену пере­
менных г = си, у՝= е'\ и затем преобразования Фурье, относительно 
трансформант Фурье контактных напряжений '^(и) = р(ея)
получим следующую систему уравнений:

(з3 — /-Cth~a)'։(>’) ’ (v~ i7j(o.)= —Z -l—---У

(3) 
(»« — «/“Cth гаНДа) -f- (a4 - rscthr?)/?։p) =0

где
•X «4

o(’-)= I/»](«) = p։(w)exp(fz//№

Решив систему уравнений (3), получим

i* К (*)'№)-f- Z’։(a—0=0. — 1<1гпа<о. (4)

-/) = ֊ (5)

У гаs_ tZ)
/։ Л a-Zfrcth^-rcth^a

1 Де <1 = '2J«> '*(5j Д' ^2‘14 *iza)՛ 4' '՜
... ч а ~ ^Cth-a — 6'Cth2^ 

Л(»)-»------------—----------— |«СШтга

о-мнимая часть нуля функции Л'(7). находящаяся в интервале 
1<1п։д<4) и имеющая наименьшую мнимую часть.

Таким образом, задача свелась к решению разностного уравнения 
(4) при условии (5) (условие равновесия включения).

Для решения разностного уравнения заметим, что

/arctg — ), ИшК(я) = |<ехр( — Zarctg — )
А / с-*-* \ А /

где

А =(а — с)?. • zb, Д = ֊(д - с) — &2J։ |g| = - А-՛—
” I «з

Далее решение уравнения (4) ищем в виде
15



‘ z' Г(/а)Г(а)гхр(-а(1—$)) 

?j(a-֊i)=(i«)’|zf’z nI'(l-f-Wp'(a -0<xpO(a — $<x 1-si))

где s<֊---arctg —, Г(и)—гамма-функция. Тогда, подставляя выра- 
- А

жения *Да), т։(д— i) в (4) и имея в виду условие (5). для определе­
ния Г(я) получим следующее разностное уравнение:

Д(а)Г(а)= Г(, —/), -1<1та<5 (6)

пои условии 
р 

lim(ia— 1)' К(а).-* —e tr’ (7)
а — / /

Здесь при з—j-оо в полосе —1<Чт«<3 и имеет вид

(ia ■“ 1 \։
~~~) К(а)ехр(-m)

Решение (6) построим с помощью метода интегральных преоб­
разован.и ii, изложенного в [5. 6] Для этого уравнения (6) сведем к 
эквивалентному ему уравнению 

х(а-/)-х(а) = 7(а) (8)
где 

֊ ч d _ d
*(«) = ֊^!п У(а), / (а) = -^ln^(a)

Теперь применив к (8) обратное преобразование Фурье, получим

(еа֊1)ф)=/(«) -bis (9)
i ле 

0+֊ О+-
л(«)=^ [х(а)гхр( — iaw)4fa, /(«) = ֊ f/(a)exp( 

l-— v l~.— т

Здесь имелось в виду, что х(у.) в точке a —i имеет простой полюс. 
Из (9) х(и) определится в виде

•»(«)= ֊^֊! —- + MIW (10)

где ^(к)—функция Дирака.
Наконец, применив к (10) преобразование Фурье, определим х(х) 

в следующем виде:

х(я) = ф(я) — r.sclh ns-f-.Vf (Н)
где
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f l(u)
?(*) = I gV—j-exp(/aw)4fa

Тогда
«

1п[ (/а-1)։ К(«)|= [ ?(?)</; 4֊ 1п 
••—I

Отсюда

ir(*4-Qcos“ 
sliwa

(։,_,ГГ(։)=11£±*21И։ ехр 
I Sh-a I

-t ,М(з гО 4֊ .V

| ?(£)<# 4- М(а 4՜ 0 4* V

Постоянная Д'определяется из условия (7)’ и равна 1пР;2, а К(а) 
удовлетворяет уравнению (7) при М — —т.8.
Итак, мы определили решение искомой задачи в виде

_ Р exp(.(x_2sx _ s/)) ( И У’֊'г(,а) [
2 \ Z / I sh«a

Теперь приступим к решению системы интегро- (иффсрснииаль- 
ных уравнении (2| (случай равных корней). Поступая аналогично то­
му, что было сделано выше для трансформантов Фурье контактных 
напряжений, получим следующее:

a/<(a) т։ («)4-/”Jа — *)==0, — 1 < hn«< $ (12)

(12)'

А(а)= —Z 4՜ “’cth’Twt

Xj(«) =

где
А'(։). Ve+^th^ 

rCth-7
Решение разностного уравнения представим в виде [5]

2
(13)

Подставляя выражение -,(<։) в (12), для определения На) полу 
чим разностное уравнение

/?(а)К(а)= }'(я — 0» — 1<1та<£ (14)
при условии

У(֊‘)=֊ (НГ«и
17
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где
Р з. 1 -3chs~&-i-a2acsh3-a

2<я’+’։’.) ch«sh’S
2

/?|» - 1 при з — г сх> в полосе — 1 < Iin« < с
Далее с помощью метода интегральных преобразовании, получим ре­
шение задачи (14). (14)' а виде

р ( С 1
f(a) — — ехр • I л։С)Л ’ (15)

-i 
где 

х /TJ-*
•*(«)*= I 4’Ц ехр(р.н)б/п, /(«)= — |-^֊{1п/?(7)}ехр(-/а«)</я 

е ~ 1 2~ аг—X i- 'Л
Решение аналогичного вида (15) было получено в работе [i].
Чтобы узнать аналитические свойства тх(«) и тем самым опре­

делить -(у։) в более наглядном виде, следует вычислить интеграл 
при экспоненте (15). Для это заметим, что /?(я) можно записать в 
виде

так как
n’ch։na4֊aJaesh2֊» = (r54-a1'xe)ch(rz4 3)ch(^-{})

где
chB = shp = ֊ z J/

-’4-v«
Далее, использовав (lr՜, с помощью теории вычетов вычисляется ин­
теграл

I x(-.)d;

и определяется К(я) в виде бесконечного произведения 
Г(а)= Р • 2>֊ь г(^« 4- Vfl)֊^ ф(а) X

(17)
18



Из (13) и (17) нетрудно видеть, что полюсами функции -։(а)

при 1п։а>— 1

(л=0, I, ‘2. ...) (п г 1-кратные), а при 1т«<—1—точки «*3)= 1п,

ч։)=-'(«+4)' (л=2, 3, 4, ... ) (п — 1-кратные).

Тогда применив обратное преобразование Фурье к ^(а) и пере­
ходя к прежним переменным, с помощью теории вычетов получим 
представление искомой -(у։)

Из (18) следует, что т(ух) при у,-»0 имеет корневую особен­
ность с осцилиру кипим множителем.

Для получения асимптотической формулы для ^(у։) при у։ -ос 
замыкаем линию интегрирования снизу. Вычислив интеграл с по­
мощью теории вычетов при у։—оо, получим

^(У1)=Р/. (/У։)’Ч(7.у։)-э(2С-Ь21п—---------1 —

-I — }г^6 4-21п(/у1)>)4- ,37г'л?+0< у։ 'г(1-Мпу,)[ 
« / -(хУ1) ’ I I

С « 0,5772... .

Отметим, что можно было бы получить также формулы, анало­
гичные (17), (18) для р(ух).
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CONTACT PROBLEM FOR TWO HALF-PLANES WITH INITIAL 
STRESSES, UNITED BY AN HALF-INFINITE INCLUSION

E. Kb. GRIGORIAN. A. S. OVAKIM1AN

ԿԻՍԱԱՆՎԵՐՋ ՆԵՐԴԻՐՈՎ ՄԻԱՑՎԱԾ ՍԿՍՆԱԿԱՆ ԼԱՐՈՒՄՆԵՐՈՎ 
ԵՐԿՈՒ ԿԻ11ԱՀԱՐԹՈՒԹՑՈԻՆՆԵՐԻ ՎԵՐԱԲԵՐՅԱԼ ԿՈՆՏԱԿՏԱՅԻՆ ԽՆԴԻՐ

է. lu. ԴՐՒԴՈՐՅԱՆ, IL. Ա. ՀՈՎԱ1||>ՄՅԱ1ւ

II. մ փ ո փ ո ։ մ

Աշիւատան րում գիտարկվտծ Լ սկղրն ական Լարումներով երկու առաձգա­
կան կի սահ արթ ուք1 յոլնների կիսատնվերհ ներգիրով միացման իւնգիրրւ Տ)ու֊ 
րիեի ձ 1ւ ա փ ո ի։ րւ ւ ի յան Ալքն ո ւ թյամր իւնգիրր րերված Լ կոնտակէոա )ին շոշա­
փող լարումների Ֆուրիեի տրանս!իորմանաի նկասւմամր աարրերակա/ին հա­
վասարման լուծմանը։ Սառուցված I սւ արր երակա յին Հավասարման փակ Լու­
ծումը և ներղիրի ծայրակետի շրջակայքում ս> նրանից •եէԱԿ կետերում կոն­
տակտային լարումների համար սւոտցված են տսիմ սրոստիկ րանաձևեր։
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КОНТАКТНАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ УПРУГОЙ ПОЛУПЛОСКОСТИ, 
УСИЛЕННОЙ НА СВОЕЙ ГРАНИЦЕ КОНЕЧНОЙ И

ПОЛУБЕСКОНЕЧНОЙ НАКЛАДКАМИ
АГАБЕКЯН П. В.

Пусть упругая иолуплоскость усилена па своей границе двумя 
накладками малой посюянной толщины, одна из которых полубеско- 
иечна и деформируется под действием сил, приложенных на концах 
накладок. Модуль упругости конечной накладки равен Е։, а полубес- 
конечной Е2. Как л в |1. 2, 3], предполагается, что под накладками 
действуют только тангенциальные контактные напряжения. Задача 
заключается в определении тангенциальных напряжений, действую­
щих па месте соединения накладок с полуплоскостью.

В силу вышесказанного, уравнение равновесия накладок запишет­
ся в виде

մՍ*> 
(1х

— цх)-—1(х -а)-}֊—~^х-Ь)-
Լ\հ Е./ւ ' Е,Н Е՝И ЕгН (I)

где

£/<։)(х) = [е(х)-А(х— <։)| ժս^
<1х

Н(х-/>) մս^ 
ах

Ъ(х) = |Н(х) -«(х-д)Ь(х); -,(х) = Н(х-*)т(х) 
\(*)-ն{*) = [9(*)֊4ր а)+А(х -*)|:(х)=-(х)

^(х)—функция Дирака, Н(х)—функция Хевисайда, -(х)—интенсив­
ность тангенциальных контактных напряжений, п(5) —горизонтальные 
перемещения точек накладок. Л—толщина накладок, Р. А՜—интенсив­
ности сосредоточенных сил, действующих на концах накладок.

С другой стороны, для граничных точек упругой полуплоскости 
имеем 

где и<2’—горизонтальные перемещения граничных точек полуплоскос­
ти, и модуль сдвиги материала полуплоскости. •*-коэффициент 
I!уассола.

В дальнейшем будем пользоваться следующими обозначениями
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А(х)Д(х) = 4+(х); 9(- х)Л(х)=Л (X);
«5

А± (=) = | Д±(х;ехр(/-х> (1х

Далее представим аи^':(1х в виде

—= ֊ - 4֊ и <?>(х) + 6'<2>(х)
йх 2^(1 -«*) -

где
(1С(х) = |А(х -а) А(х-д)^(х), ^.г)=г2и(1-?) — 
(1х

и^‘(х) ^Н(-х) —, 6'<->(х)=:|А(х)-А(х֊д) д-А(х-/>)| —' 
(1х (1х

Тогда условие контакта между полуплоскостью и накладками будет 
следующее:

6Ю)(х)=£Р>(х) (3)
Теперь, применив к (1), (2) преобразование Фурье и имея в виду

(3), получим функциональное уравнение

('•»+1® )’+(3) •2!‘(1"«’)«5^-(о) = р1-Ц);։(5) -

- /зП(а)-{-).1Р+/(с) (4)

7(э)=/.։Лехр(г=/>)—>։Лехр(£?о). т՜ (а)-Тх(3)д-^(з)
Таким образом, задача свелась к решению функционального урав­

нения (4).
Для решения этого функционального уравнения /։ф|:| предста­

вим в виде [4| 

где

±_ _ -±
К+(=) = (з4-Ю)^ ЛД(з). К_(з)=а(з-/0) Л1_(з)

Л1 ((з)=е.хр| /?_(=)], Л!_(=) -=ехр|֊77 (з)|
1 д 2_ _2_ _։

(=4-/0)1 = Ь։_ т з\ (з—/0) * - т =* *

в;=8(х)з\ <=р(-о)|с|’
■V

/?(^) = 77֊ 11п'-—֊ ехр(-/зхНс 
2֊ |«|— гж

Тогда (4) можно записать в виде
22



֊ К_(0)0(з)/с 4 л։Р*_(з) 4А'-(о)/р) 
Так как

?(=) = А-(3)-։(7)“ ?|(3) — ?■ (°) 
ф-(о)=«К_(а)С(в) = ’Г+(а) 4-'Г_(с) 

?( = )-К (’)/(<’) = т+(°)-й (’) 
где 

о
?(^)=֊ |А (5)’»ехр(-/5Л)^ 

ОС
•Ь(х) = — ра/С (з)б՝(а)ехр(—/зх)г/з 

м «V 
— СО

ОО
;(л՛)| К. (з)/(з)ехр(-/зх)4с 

— •»
то

^(а)«К+(з)1+(з) - (Х2-л1)^(=)+Т1 (з) -7+(з) = 

= -2,4(1 --г2)3/<_(с)(7^(:)4)։Р/?-(а)+(ч->։)?-(-’) ֊

-Т-(=)+7-(з)=огн (5)
Применив к (5) обратное преобразование Фурье, получим 

Рцх) = (?Г(х) 
которое может иметь место только при [4]

<?, (х) = (Х)=^(л) 4а/«։)(Л) 4-... -4- ап^(х) (6)

Здесь л-ая производная функции Дирака, л—любое конечное
целое число.

Из (6) следует, что

А г (°) • (’) - ('2֊'i)<?4( = ) Йч(з) - 7-Ф) = 
«Д0+-Д։а4 ...4-Дп=л (7)

Далее, ввиду того, что суммируемая функция, из (7)
>*(3) определится в виде

-Й-М_ _ ,, ) ?+(Ч ~>Л’) , Т-(^) ,8)
и'(=)1-։ : гю(=)г [<(=)) ՛ |к;։=)1-։

Кф)-|К+(’)Г՛
23



Здесь Ао неизвестная постоянная, которая определяется из ус 
ловия -։(0) =-•/•> и имеет вид

Л0 = ֊-/2Т(Ц-/)Р-(л։->.1)»4(0)+;?4(0)-7+(0)

поскольку

*;(>)!,-о=[к+(=)г‘1.-»=-у^՜

Теперь применив к (8) обратное преобразование Фурье, получим
и »

-;(л) = (ла-/.։) I £(л\ 
о

| £*(х. 5)^(5)^ +

а

I ^£(л', £)■֊</(*> а)] + А<>К\(х) (9)
где 

(1
Цх, $)= | К'(х (0<х<оо: 0<$<а)

о 
ъ

5) = — I (л—/)/<_(/— :Ч)(Ц, (0<х<оо; а <$<*£) 
(7 5 .,՛

о
Отметим, что при /.։ = /.2 и а -Ь из (9) получим решение задачи Кой 
тера для полубесконечной однородной накладки в виде [5]

-+(х)=1^(ц։)рх;(л)

Имея в виду, что -.‘(х) 0 при а<х<У>. из (9) получим разре­
шающую систему интегральных уравнений следующего вида:

а Ь
'(•'■) = 0г-'։) | Цх, $)<$)</$- I ^(Х, $)$($>/$+

О .а
-г Д'|/>) - >•/(.*, а)] 4- .%/С (л). (О < х<«) (10)

а />

0 = | /.(х, 5)т(5)^5 - | Л*(х. s)g(s)ds-}֊
и а

4-Л'р.г£(х, Ь) — (^(х, л)|4֊ДпА”(х)| <;/»)
а

ПрН УСЛОВИИ | '(5)^5=/՛--Д', 

о

После решения (10) значения -(-<) при л>^ определяются из 
уравнения (9՝.
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Заметим, что поставленную задачу при предположении, что А* не­
известно и определяется из условия

|֊(х)^х=Л (11)
г> 

можно трактовать как задачу для полуплоскости с полубссконечной 
кусочно-однородной накладкой, которая по каким го причинам отор­
вана от полуплоскости на участке

При £.=£2 задача сводится к решению интегрального уравнения 
л

I Д*(х, 5)^(5)^ =/, ]£(х, о) ֊ Цх, а)|Л’ * А0К\(х) 
л

(а<х<Ь) (12)
которая совместно с условием (II) разрешает задачу для упругой 
полуплоскости г полубескриечнон однородной накладкой с вышеука­
занным дефектом крепления.

Теперь приступим к исследованию ядер /.(х, п и /,*(х, $). Для 
этого заметим, что имеет место следующее разложение функции 
К^х) 14]:

1 / 1 X _2 I _Д 2 I / 1 \)<’ --ХУ -

/ 1 \ / I X 1 _ А 1 I / 3 \+ Г \ 2՜ ■' Г(՜ 2՜/|П('2Л')+ 1՜ 4-3'* е 'x\ | (3?։ —2)Г(- —)

(13)

11?(/2Х) }
5

4-0х;{14-1ь(/2л-)+ lir(/2X)

Г(2)-известная гамма-функция 1п('гх), = 0(х)1нр2х]. Отметим, что 
Л' (х) = Л'*(х_).

Далее, поскольку

Z(x, •?) =
i К‘ (л— rjA*(s—(}dt, 
b
'\K*(x-i)K*(s-։)dt, 
ь

X > 5

то ислозьзуя (13). можно вычислить L(x, s). В итоге получим



Цх, $)= — 1п ——; + — 1п(/х -/х)-|-А։(х, $) (14)
- |х—$| к

(0<л-<л). (0О<л)
где производные функции Л։(л', х) по х и х—квадратично суммируе­
мые функции в квадрате 0<х, $<д. Что касается С*(х, $), то она 
представится к виде

/. »(х, л) = /.(х, $)= -1---- — 4- — -т=-Х—у- 4- А։(х,.?)
от - $ — х г. Л(тх е г х) д$

(а<х<д). (д<$<д) (15)
И.։ представления ядер (14), (15) следует, что с помощью поли­

номов Чебышева систему интегральных уравнений (10) можно свесы։ 
к решению квазивполне регулярных бесконечных систем алгебраичес­
ких уравнений. Из (15) следует также что тангенциальные контакт­
ные напряжения в точках а и Ь имею.՛՛ корневую особенность. Очевид­
но, что -(х) и при х֊*0 имеет корневую особенность.

CONTACT PROBLEM FOR ELASTIC SEMI-PLANE STRENGTHENED 
ON ITS BOUNDARY WITH THE FINITE AND

SEMI-INFINITE STRINGERS
P. V. AGABEKIAN

եզրում վերջավոր եվ կիսաանվերջ վերադիրներով ոիժեվայվամԱՌԱԶԴԱԵԱՆ ԵԻՍԱՀԱՐԹՈԻԹՅԱՆ ՀԱՄԱՐ ԿՈՆՏԱԿՏԱՅԻՆ ԽՆԴԻՐՊ. Վ. ԱՂԱ|!ՍԿ5ԱՆ
II. մ փ n փ n ւ մ

Դիտարկված է եզրում փրրր Հաստատուն հաստությամբ երկու վերադիր­
ներով ուժեղացված առաձգական կիսահարթությսւն Համար խնդիր։ Վերա- 
դիրներիր մեկը կիսաանվերջ Լ ե դեֆորմ արվամ Լ ծայրերում կիրառված ու­
ժերի ազդեցության տակ: Վերադիրների առաձգականության մոդուլները տար­
բեր են։

Խնդիրը Ֆոլրիեի ինտեղրալ ձևտփոխոէթ յունն երի ոգնութլամբ և 'իակտո- 
րիղտցիայի եղանակով բերված Լ վերջավոր վերադիրի տակ գործող շոշափող 
կոնտակտային շարումն և րի և վերադիրների միջե միջանկյաշ Հատվածում 
եղած ղե՚փորմարիաների նկատմս։մբ ինւոեդրաշ Հավասարումների համակար­
գի շուծմանր։

Մ ուռնավոր դեպըում, երբ վերադիրներր նույն նյութից են, խնդիրշ։ բեշւ- 
ված I, վերադիրների միջև միշանկյաշ Հատվածում եղած դեֆորմացիաների 
նկատմ ամշէ աոաշին սեռի եզակի ինտեգրող Հավասարման յուծմանը։
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ОБ АСИМПТОТИЧЕСКОМ РЕШЕНИИ НЕКЛАССИЧЕСКИХ 
КРАЕВЫХ ЗАДАЧ ДЛЯ ДВУХСЛОЙНЫХ АНИЗОТРОПНЫХ 

ТЕРМОУПРУГИХ ОБОЛОЧЕК

АГАЛОВЯН Л. А., ГЕВОРКЯН Р. С.

Оптимизационные требования к конструктивным элементам типа 
слоистых пластин и оболочек вынуждаю! совершенствовать существую­
щие методы их расчета. Для пластин и оболочек, работающих в 
термоупругой стадии, этого можно доп г-путь, в частности, на основе 
решения соответствующей трехмерной задачи и его последующего 
анализа. В работе получено асимптотическое решение класса смешан­
ных прос:ране։венных задач ля двухслойных термоупругих оболочек. 
Считается, что слои обладают произвольной анизотропией (21 упру­
гая константа) и могут являться, например, композитами с иростран- 
стпеииым армированием. Полученные результаты проиллюстрированы 
на двух модельных задачах для двухслойных цилиндрических оболо­
чек. Указанный подход можно обобщить на оболочки из произвольно­
го числа слоев*.

1. Пусть имеем двухслойную анизотропную термоупругую оболоч­
ку с толщинами слоев йР Л2. Отнесем поверхность раздела к линиям 
кривизны ?. (i, ост. y (—направим перпендикулярно к этой 
поверхности.

Требуется определить напряженно-деформированное состояние 
такой оболочки, когда на одной ее лицевой поверхности —й։ за­
даны перемещения

«Л—ЛД=«՜, иД — fit)=v~, (1.1)

а на другой '(=hl задана одна из следующих групп условий, пред­
ставляющих а практических приложениях наибольший интерес:

О =п(Л1)=е '3-> ?>.(*։)s’»՜1-Д’ %(Ai) = s-4r7

Часть полученных peaj.n.j.non доложена ни VI Всесоюзном съезде по тео­
ретической н прикладной .механике (Ташкент. 1986 г.).

2) //ДА,) = -и , а;(й։) — те»+

3) 3,. (/Tj) = s Г/-.(Л1) = -и^, /г,(7/х) = «+ (1.2)

4) м.(Л։) = х՛-, з?Д։)-։ ‘jJ, =e.(//։) = s

Считается, что на оболочку действуют также объемные силы с 
компонентами Л’<б, Л1՜* и температурное поле, воздействие кото-



рого описывается по модели Дюамеля-Неймана с помощью функции 
приращения температуры С<°(а, 7) ֊ 7(п(а. 3. 7) Г^(э. 3, т). Здесь 
и далее ։՛=! для слоя и /=2 для слоя <0. На бо­
ковой поверхности (торцах) оболочки могут быть заданы произволь­
ные условия, они в сформулированных за тачах не влияют на ход 
определения решения внутренней задачи, ими обусловлен погранич­
ный слой. На поверхности раздела слоев ;=0 должны выполняться 
условия контакта

МЩ(О)—«»«»(0), з<‘>(0) = э<-;>(0). (а, 3. 7) И З)

Поставленная краевая задача отличается от задач классической 
теории оболочек тем, что на лицевых поверхностях 7=Л։, Л։ заданы 
иные условия. Поэтом} такую краевую задачу мы назвали некласси­
ческой, хотя с позиций теории упругость она также является клас­
сической.

Подобного рода задачи возникаю . в частности, при исследовании 
контакта податливого тела с более жестким и расчетах упругих осно­
ваний и фундаментов и др. [8. 9].

Чтобы решить сформулированную задачу, будем исходить из 
уравнений пространственной задачи п рмсупругости (уравнения рав­
новесия. состояния, святя дефэрмацин-лсрсмешения) и чтобы умснь 
шить выкладки, в качество неизвестных выберем компоненты носим 
метричншо тон юра напряжений ?// к безразмерные перемещения

V ii.fR. гр=.ч։//?, где R—характерный размер оболочки 
(наименьший из радиусов кривизн и линейных размеров координат­
ной поверхности). выражаются через компоненты симметричною 
тензора следующим образом |Г:

- = (1 + 7//?:К.. -и-П+Т'ЯОъ

^-(1 4՛ Чв<1+7’А)%

•։?“(1Н'Я*ЧТ. ’3т-(1-Н'Я1Ч։ (1.4)

В уравнениях пространственной задач։։ термоупругости анизотропного
тела [I. 2] перейдем к безразмерным переменным

7= в/?’. (1.5)

где малый параметр (если Л։>Л2. целесообразно ввести
В переменных 5, т,, '. система уравнений является сингуляр­

но возмущенной. Известным приемом [3] можно учесть также изме­
няемость по координатным линиям, если вместо (1.5) ввести соответ­
ствующие переменные Решение сингулярно возмущенной системы 
складывается из решений внутренней задачи (проникающая часть ре­
шения) и пограничного слоя |4].

Решение внутренней задачи будем искать в виде асимптотическо­
го разложения [5]
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<у> , /=1։2 
о 7

(1.6)

где хи=-0 для перемещений, •/..= —I для напряжений. Одновременно 
предполагается, что компоненты объемных сил я изменение темпера­
туры допускают представления

Мл). ^-Ь՝4’։՛'1 (1.7)

4- ^-’-0 ֊ V) + + г. ) +

5—0 * 5-0

ибо лишь при асимптотике (1,7) в уравнениях для исходного прибли­
жения будут выступать компоненты объемных сил и температуры. 
Для этого объемные силы должны иметь достаточно большую интен­
сивность. в противном случае соответствующие слагаемые будут по­
рядком меньше и будут входить в уравнения для последующих приб­
лижений.

Подставив представления (1.6). (1.7) в преобразованные урав­
нения термоупругости. по обычной процедуре [1. 3. 5] получим раз­
решающую систему уравнений относительно неизвестных коэффициен­
тов <Х/։А). Решив эту систему, удовлетворив граничным условиям 
(11) и условиям контакта (1.3). получим общин интеграл системы 
разрешающих уравнений внутренней задачи в виде

(х.з.т)

Ч'.։> = Лй + л?<։ -Лу„ + *.'>(?. т„ Я. (,. Р; 1,2)

ЧУ1 - Ч?> -Мй’ -■& Ь .4£> -.<& + (Е. ■.)

«»■” = (А<5 ; + А^о + (А«); + АЙ1) + (1.8)

+ (А»>: + АЙДтМ + «֊՛•> ({, •<)- «<зд (-. = -!) + «М (Е, ъ. •-)

(м, и; а, 3; 5, 4)
- (АЙН ЛЗ)У,’о + ЫЙ’Н- Л£')х#+

+ (Ай1֊ -4§) ֊ ®-<->(Е. О ֊ «■<’■’> (-=֊') 4 ®У'։ <։. ■-։

где

Г| 1 д I д
•сТ/.я =. _ _________ (/?-.(*>-’>)-I________(А -Л* > ’> ) 4-| АВ д'С - * АВ дтУл

о

/?(п I г2)/^_։,4 (а, {■); <, т}; 1,2; Л, /?)

1 ^-»-6 зт 1
в՜^ +/«МГ;, + МГ’))--У I .4 (?'

о
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֊ ԴՀր ֊ МУ՜0 ր Rf™ 4- :/?(ր։ 4֊ G) /™_։> ֊ ?/?ր1Դ^օ_2) մ:

Հ'Հ> = 4֊ + Ք<։'> Pÿ-Հ («, ß; J. 2)

ЧЛ,) = £(<) pc,) + Qÿ p^y Դ рсл)

I И Հ'Հ* 4 Հ^ + “ÏÏ Հ'Հ’ 4 Հ4> Հ'Հ> ֊+֊ «% +
I)

+ • ^^-л^дГ- Դր?/( ' ։>+: ««? ր։Հր՜Ո +
4- ճ9* Г- ՜^' ' ՚ --֊ £/'* 1 Г է^'5՜ ') ■•/(•■> Г -<•■> J) - /И') Г -ù'- ) -Հ

ս 25 ՝рл W45 ։ in w55 ։ ՜<Ո - 50 '1 օյ
-r(r, I ra)(ayO<o։----- r/.jz’՜1 ?)

/ Ժ//(,՝ճ 2) \1+ ? /՜ւՂ^-у fA֊2------- Հ— /p՝’ (M։ г': /1։’ p՝7՝ fr ՝•Y՛՛ i’ “՛ $• 4)

w<(” = I՜ I «Î? ’ճ'-” + «Ջ՛ + aj? Հ,'.տ| + a?,1 - «i? 4‘Հ’ +
О*

4֊ ^)6Р + ՝<"iÎG-ir-1) 4- 4-

«У «V’ l-■֊֊) +
+ ’.* ր,ր, ( ՀՕ 5W2 - д~ ՛’ 'j d\

1 dtL^^ ’>
P<1<'։)= Ä------ ài------ Ւ ՝> + r^>-՝> - a\‘>^- - (1.9)

- - Հ?Ö’U) 4- : Դ ( д jf------- 4- 4- r։ ֊

- ’ ("S? Դ -l?-n 4- «<? Դ Հ-:՝֊։>+ «i_? r2^Հ>” 4- «{'> ր։ Հ֊՝ *> +
-u a«> r։ ^‘֊պ -«<■);(r։ 4- r։)6<2։ ֊ Հ'? 5</>г

(։, В; и, p; A, 1,2: 4, 5)

P“‘S) 17 —Ö--------- W'(AT-l> 4- 4֊ --------------- Rk,u^-^ - uÿ) им _
H 0fj A Ժ; n

(1 \ 
--------------------------- +

B Ժհ /

4֊ y --------R ) - : (d(ÿ Դ 4- rt '4P֊ n 4֊
\ /։ Ծհ /
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1 5'/՜° + <^'Г1 Ч‘-*՝0 + <Ц? Г. ^'֊‘1 ) -

-4’’’(г1 + ^)0?!-1'в!?^1''»вЬ

и ~ ял ^а2 абй 4՜ ‘̂ °-ц ^։«дгв ^23 ^"։,'> <1ы ^12 яплй

5и. = (ап а/}-ал)! Д, Вк} = (ак[а/։ - аА/ан ); Д

А кг:: == (^у’п #Л| 4 #2/л Вь? 1 &5да ^Лб), = В)Ь

Аят ■== &п\ -^։ст ~ Лл2 .4֊2,п 4՜ ^лй ^й/П 4՜ Лдгл« Аат -4глл 

!' =£ I =г * т^у, /, *. / = 1.2,6,; т, п — 3. 4, 5 

и'^=и //?, а-*> = 0 5^0, (и,г՛,те), г։ = /?;/?։. г։ = /?//?,.

. I дА . I дВ о „
«■••= — -~, *•=-----— —геодезические кривизны, /?,. #.—главные

АВ АВ д*
радиусы кривизны поверхности контакта слоев Неем величинам, вхо­
дящим в выражения Д, А^ /?.х., необходимо приписать индекс (/).

В формулах (1.8) '^(5, ч), ^(5, г,), -ДО, >) • произвольные по­
ка функции интегрирования, которые однозначно определяются из 
граничных условий (1.2). Если на поверхности •< = А, =//1։-А-2) за­
даны значения напряжений (первая группа условий (1.2)) эти функ­
ции определяются но формулам

?). -.<;•= -^»(:։) (1ЛО) 
где

•в+/0> = 0«+т> = 'а'т<л> = 0, $>1, (а, 3; 1,2)

\+/) = <’п* ^П, = ч^тг։)^. -.֊^ = ;’г։г23-. хМ=о, л >2

(1.11)
Если же при 7՜-А։ задана вторая группа условий (1.2), то

= Ь^^>4-/ЛзП°. («. РН, 5) (1.12)

= Пз։ У^> 4- Аэ

где

Р'*՛ = А/, | = — I) —//.о՛4)('.==;,) 4֊ ц ’<։) — /г՜՜'4»], (я, 7; п. V, те)

г/±(0) 1(± I у?, /г±:(՝) = о, (д=^0), («, V, те) (1-13)

= (ск1 се1{(с) , Д*, = (сл; с.} — сь. еА!); Д*

а V ” <;а։ ^15 4՜ <’М С,5 С5л 4՜ С55 34 ^43 ' ~ 633 ^55 ^24 <-44 С53 С35 Г<54 С43

Когда при 7֊ А։ заданы условия (1.2) для смешанных задач, 
подчинив решение (1.8) этим условиям, аналогичным образом опре­
делим значения хН, т(д>, и для этих случаев.з^и у.о «*

Таким образом, неизвестные внутренней задачи полностью оп­
ределяются из условий, заданных на лнисвых поверхностях оболочки, 
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независимо от условий на ее боковой поверхности (торцах). Этим свой­
ством указанный класс задач принципиально отличается от задач 
классической теории оболочек, поскольку в последнем случае решение 
внутренней задачи содержит произволы, которые затем определяются 
из условий на боковой поверхности [3]. Здесь же условиям на боко­
вом поверхности соответствует пограничный слой. Вопросы построе­
ния пограничного слоя и его взаимодействия с внутренней задачей 
для оболочек рассматриваются по аналогии с пластинами [6, 7]. От­
метим также, что асимптотическим методом, изложенным выше, мож­
но решать смешанные задачи для многослойных оболочек.

В заключение этого раздела сделаем одно замечание общего ха­
рактера: представлением (1.6), (1.8) определяются решения, имеющие 
асимптотический характер, то есть предполагается, что

Q= V ■'•«mqm+0(s‘+a j (1.14)
5 — 1

Если в общем случае оценка остаточного члена для каждого N за­
труднительна в силу многообразия вариантов задания отношений уп­
ругих и геометрических характеристик слоев [10], в каждой же кон­
кретной задаче она не представляет большего груда, поскольку из 
общего формального решения (16). (1.8), (1.10), (1.12) легко выпи­
сываются все величины, подлежащие оценке. Когда слои резко отли­
чаются по своим упругим и геометрическим характеристикам, можно 
указать случаи (хотя бы теоретические), когда асимптотика (1.6) 
будет нарушена, то есть некоторые отброшенные для данного «S» сла­
гаемые будут иметь порядок оставленных. Возникающие возможные 
ситуации подробно изучены в [10]. Общая качественная картина и 
методика исследования вопроса, изложенные в [10], остаются в силе и 
в обсуждаем о м случае.

2. Приведем решения двух задач для двухслойных ортотропных 
цилиндрических оболочек, иллюстрирующие возможности изложен 
кого вы nie подхода.

Имеем двухслойную ортотропную круговую цилиндрическую обо­
лочку, внутренняя поверхность которой жестко закреплена, а внешняя 
свободна от нагрузок (фиг. 1). Оболочка находится в температурном 
поле и пусть изменение температурного ноля по толщине оболочки ли­
нейно: 2

Выбр1в за а длину по образующей, за 3—длину дуги направ­
ляющего цилиндра, будем иметь

А=В=], г1 = 0. г2-1, Л4«Д3=0, l.'7?j=0, /?.,=/?
где R—радиус поверхности кожтакта слоев. Напряжения и переме­
щения такой оболочки вычислим по формулам (1.6), (1.8)—(1.11).

С точностью О(е’) они будут:

<,<о = ,«>=0. о»>=- -£,(<><•։ +О
**66

3 Известий АН Армянской ССР. Механика. № 3
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Հ>= 16W T(«, Tt + 2ծ) ֊ GJ‘> A, (<։, A, + 2A)] ֊j )̂ 

Հ'>-0<->(^ +*)+ •4,н>СИ։у(^)("п Է2*) г AÿG^'^ У 

//U IX («Л+26)֊55Г§Г?)1°Й'7(«.7 + 2*)-G$ht(ath,-2I» I

Si1 = °й(«/ + *) + -4' °й’ ± <Պ - + 2i) лЙ’ G'i’ (a,h^ 2*> +
ՀքՀ ձ։Հ

/ЯН •/ h 1
4 ag) й (rt* • ՜12b > ՜6ձ? й(rtA ՜2b} 1

w<oe_l iW>7(</j7 + 2ft)--J-ag>//2(«։A5 -2b) - 
2 2

(2 I)

A2
Օ/Հ 2/Հ 6/?

UW = 1.0«I-:(a,7 -f 2A)֊ 16$ fi,(a,h, -2b)- 
Հ Ճ

֊ — (A^ I A^/^ÿia,!,, : 2А)+^.4ИО!4>(«։А։-2А)4. 
zr< հ/Հ

+ J ■ 36) ^^g'Gg(«A_36) +

+ ֊/ё’й£'(2«Л- 36) 
b/<

Պ1? = И? ^?)/ («j?- (a<ÿ)’ ) (2.2)

Փա. I Фиг. 2
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3. Внешняя поверхность двухслойной ортотропной цилиндрической 
оболочки жестко закреплена, а внутри действует постоянное давление 
р. Объемные силы и переменные температурные поля отсутствуют 
(фиг. 2). Исходя из тех же формул, для искомых напряжений и пере­
мещений получим

0(о =» •= иу = «<0 = О

•Й» р+<а$1 + а^~
р ЛЙ? п

Я = ֊*,■>■ *,А% + 7ЛЙ>) 7 - Л։А«>) Г

р я у? . р
О<О = АУ(«-ЛИ + )•

(3.1)

«?' ~ (А% 7 ֊ Л,)(/? — А, + А, А£>) +

+ ֊( ЛУ ? Л <->) + ЛУ (7 - А,Лу)

д«> = [а1оаю_(о(<>Г|а<о

Используя специфичность упругих и температурных свойств отдельных 
слоев, на основе полученного общего решения можно ответить на раз­
личные оптимизационные вопросы.

ABOUT THE ASYMPTOTIC SOLUTION OF NON-CLASSICAL 
BOUNDARY PROBLEMS FOR BI-LAYER ANIZOTROPIC 

THERMOELASTIC SHELLS

L. A. AGALOV1AN, R S GEVORGIAN

ԵՐԿՇԵՐՏ ԱՆԻԶՈՏՐՈՊ ՋԵՐՄԱԱՈ֊ԱԶԳԱԿԱՆ ԹԱՂԱՆԹՆԵՐԻ 11Զ ԴԱՍԱԿԱՆ 
ԵԶՐԱՅԻՆ խնդիրների ասիմպտոտիկ լուծման մասին

Լ. Ա. ԱՂԱԼ11ՎՅԱՆ, 0֊. Ա. ԴԵՎՈՐԴՑԱՆ

Ա մ փ ո ւի ո ւ մ

Երկշե րտ ջերմաառաձղական թաղանթն հրի խառը տ արսւծական խնդիր­
ների ղասի համար ստացված I, ասիմպտոտիկ Լուծումէ Շերտերը համարվում 
են կամայական անիզոտրոպ (րնութաղրվոլմ են 2ե աււաձգական հաստատուն­
ներով)։ Ապացուցված է թաղանթների դասական տեսության ոչ կիրառելիու­
թյունը նման խնդիրների յոլծման համար։ Ստացված արդյունքները լուււա- 
բանված են երկշերտ զլանային թաղանթների երկու մոդելւսյին խնդիրների 
լուծումն երովւ
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некоторые задачи вязкоупругих анизотропных
СЛОИСТЫХ ПЛАСТИН И ОБОЛОЧЕК

МОВСИСЯН Л. А.

Приводятся вязкоупругие соотношения для анизотропных слоис­
тых пластин и оболочек.

Рассматривается частный вид вязкоупругости, когда не все коэф­
фициенты в физических соотношениях -.•леменгарного слоя обладают 
вязкостью.

Изучен ряд примеров. Показано принципиальное отличие по­
лучаемых результатов от вариантов сбора пакета. Обсуждаются воп­
росы оптимального армирования.

/. Многие композиционные материалы, армирующие элементы 
которых, например, металл или стекло, а связующие полимеры—при 
невысоких температурах при взаимноертогональном армировании я 
направлениях армирования, ведут как упругие, а по отношению к 
касательным напряжениям проявляют свойства ползучести: соотно­
шения напряжения֊ деформация, записанные в системе координат, 
связанной с направлениями армирования (плоский случай), имеют 
вид

Зп ~ ^11^и Т ^2^12 Р1 7« =22 ~ ^12^13— Г'2 7 ( КI)

I
’»=^»=^(1-^)^. Г’«= ( ГИ-т)«(,)<Л

О
Здесь Г* —линейный оператор наследственности, постоянные 3- выра­
жаются через коэффициенты линейного расширения и направлениях 
армирования следующим образом: ?։ = г2=^?27г

Если координатную систему расположить 1ак, чтобы она состави­
ла угол ֊ч относительно направлений армирования, то физические 
Соотношения н этой системе будут

-՝ч-= САХ — Ву» -|՜ В2^5ху - |/п 1

3г;. — С \ л ~Т Вц С\-у -}՛ Сху /о21 (1.2)

— Вп ехх — В2Р б?Уу Ь в.х у — ?С6 Т
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Здесь уже все обладают наследственным свойством: 5// — 
= В1։—Ь1։Г*, где В։/—упругие части, которые выражаются через В'^ 
известным образом (2, 3], Ьч имеют вид [-1]

£։1== Аи=-֊ 0։авBasin’2f. dM = В^(1 — sln։2<f) (1.3)

-= — £le = Вбб sin 2о cos 2?
а постоянные fr/ 111
?n-=kcos’?4-^sln’?, 83։ = rjSln’f 1 ?։cos’h>, B9e«= (?,-?,)sin«?co$? (1.4)

Если составить пакет из таких слоев (толщина каждого А) так. 
чтобы относительно координатной поверхности, находящейся на гео­
метрической середине всего пакета, слои расположились симметрично 
(?*) или асимметрично ( • .?*) и если принять гипотезу прямых нор­
малей и Т=&։ rzf'a. то тогда соотношения вязкоупругости примут вид

(1.5)

т1 11

Л 2

Л2 =

<« 
е*

»<5/С
• и1 

_____________

си
Сев

0

0

0
0 

Л»

1» te 
* 

о 
'

ч/

e2ï

8И

G»
G»
G« 6֊

0
0
Aflfl ».

Л4П д, О
; 

о «ûi 0

^?21 0

_ р|
 

а 1

— *12 - k" ֊— ОО
_^fle _

Конечно, для пакета вместо гипотезы недеформируемых нормалей 
можно было принять более точную теорию (например, [5]). однако 
для той цели, которую проследует данная рбаота, уточнение несущес­
твенно. По этой же причине здесь рассматриваются простые одномер­
ные задачи. Они вызваны лишь для подтверждения того или иною 
положения.

В зависимости от числа и расположения слоев соотношения и 
входящие в них коэффициенты будут различными. Их конкретизация 
приводится ниже.

При четном числе слоев (2л) и симметричном их расположении

С,; = 2Л £ 

к-1
- 9/,з л
Д/ = 4- (1.ь)

з *-։ ^'1
- -(t)

К,1 ֊֊ /г7=0. В,7 = «!?֊֊ fri? Г*

В (1.5) маленькими буквами (С։11 d.-., ku) обозначены величины, 
которые получатся из выражений Си, L)ti, К((, если В\*' заменить 
через Цу и отбросить члены от ползучести.
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(1.6)
При асимметричном расположении слоев помимо С// и 1)^ по

С\я = Дй = 0, 7 = 1,2, = 4>в = 0

Х,? /;։У [*’ - (к - 1)’!«')’ (1.7)

Теперь, если число слоев нечетное (2//-}-1), то при симметричном 
расположении вместо (1.6) будем иметь

При асимметричном расположении в (1.5) все члены уже фигу­
рируют, но, если при I, / =1,2 и /—/=6 Сц и Г){/ определяются по 
(1.8). то

— — — ь՝ ~
С։-Ь=Л/^?, !)<.֊- С.<„ /=--1.2

12

Л2
гм = ед. =77/« 

1 л

(1.9)

Как расположить слон? Что лучше—симметричное или асиммет­
ричное расположение? На какой угол повернуть каждый слон относи­
тельно координатной системы? Все это швисит от конкретной задачи 
и на какое время предназначена тайная конструкция. Ниже приводит­
ся ряд простых примеров, подтверждающих сказанное.

2. Рассмотрим несколько примеров одномерных задач.
1. Упругая пластинка-полоса оДн".м концом жестко защемлена

= а на тругом конце заданы нормальное перемеще­
ние (и = иа), прогиб (тс = ад0) и 7՝12=Л/„ = 0.

Уравнения, описывающие НДС в перемещениях для симметрично 
(1.6) и асимметрично Д.7) собранных пластин, будут

Л с ~-0 с ֊ 0
"лё

<14 <14 ся^-к։.^=о
;/л'* (/л5

о.,֊^=о г/Ч՛
М1 , ,=°т/х։ (7л-3

.՛
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Как здесь, так и в дальнейшем через С{/, О(/ и К// обозначены 
упругие части соответствующих коэффициентов в (1.6) —(1.9) без уче­
та членов вязкости. Выражения максимальных упругих напряжений 
соответственно симметричному (1.6) и асимметричному (1.7) случаях 
для двухслойной пластинки равны

\ 

^11^18 / + hB

о(.) = В ££о 4. л ЗЛтоо 
max Н П р

3w0
11

(2.1)

(2.2)(1֊ "М

Какое из них лучше (максимальное напряжение меньше)—зависит от 
величин и0 и ау0. Если «о=О. то, конечно, лучше асимметричное рас-

"о ЗЛ положение, а при — >— лучше симметричное.
I

Следует отметить еще, что если в первом случае растяжение соп­
ровождается кручением, то во втором случае изгиб—кручением.

II. Для композитов одним из главных вопросов, если нс самый 
ыавный, является вопрос оптимального армирования с целью полу­
чения наибольших значений каких-то параметров (критической силы, 
основной частоты я т. д.). По-видимому. впервые в [6] был поставлен 
вопрос и решен ряд задач для осесимметричной однослойной цилин­
дрической оболочки: а именно, при каком расположении главных на­
правлений упругости (фактически армирования) получится, например, 
максимальная критическая сила. Строго говоря, эти задачи не явля­
ются классическими задачами оптимального управления. Они—обычные 
задачи на максимум. Однако в литературе принято их также называть 
оптимальными. И здесь оптимальность понимается в этом смысле. На­
до однако заметить, что часто ответ на этот вопрос может быть воп­
реки «очевидному».

Рассмотрим упругую устойчивость чегырехслойной пластинки (ци­
линдрический изгиб), находящейся в постоянном температурном ноле 
G. Края в продольном направлении неподвижны и шарнирно оперты 
но отношению вариации перемещений.

Уравнение устойчивости и граничные условия запишутся в виде
(В "w

Du - - 7''| ф==0, те — к՛'' = 0 при а֊ = 0, х—1 
dx*

dT*
где сжимающее усилие согласно уравнению ֊— =0, (1.5), (1,6) и

условиям «.=() при х- 0 и л*=/ определяется формулой Т\^ — сп6°.
Для критического значения температуры получится

G(<» = кр
1 /rdi у 
з\7/ •К, Х = (2.3)
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Для материала с данными 5^25^-25, 5®. 25}2=0,8 5, 7„=2а։=л 
(конкретные данные несущественны, так как соответствующим обра­
зом армированием можно добиться желаемых значений).

Хотя максимальная изгибная жесткость получается при ?j=-2-О, 
критическая температура максимальной будет при ?г-ЗГ и 19 . 
И К при этом равен 3,3 а՜1. в то время как при <fx ?։ = 0 /<=2,9> ։.

III. Очевидно, что в зависимости or срока назначения конструк­
ций оптимальное расположение слоев будет различным, то есть го 
расположение слоев, при котором, например, юл у чаете я максималь­
ная мгновенная критическая сила, уже ։ля длительной критической 
силы такое расположение может не быть наилучшим. Это видно и на 
примере однослойной пластинки, сжатой вдоль конечной стороны. Если 
взять такие данные 5^=1,5 5, №=8, 5°. 2Ь";2— 0,Я в, то при п ар 
нирно опертом случае для мгновенной критической силы максималь­
ное значение достигается при х^Зб и оно равно

Р^ = 1.75
12 5

(2.4)

Если принять, например, что дли тельный модуль 5,96(/—ос)=±0,65, 
то длительная критическая сила достигается при <?^22 и она равна

ре» = 1,35 ‘1-!Lкр 19/2 (2.5)

IV. В [6] получены формулы для \ другого критического усилия 
и формы осесимметричной потери устойчивости свободно опертой 
анизотропной (Общий случай) цилиндрический оболочки:

2 . kr. 4.—Рк?= — {У П -/И). —=։ и
Л I

(2.6)

Для сравнения приведем значения постоянных, входящих в (2.6) 
для многослойной оболочки при симметричном (1.6) и .1симметрнч- 
ном (1.7) расположении слоев

... Qe ~՜՜ ^12 С1А) . ___ I

Д Сп С12 С՝и
zz =----------------------- • , Д» с (՝ СRW„(C,։c„ - с&) У”

... = :fi6]2) . _  С6*
’ 4/5С„( ТУпСм ֊ К *,) ' ‘ /)։։с;в֊К

(2.7)

(2-8)

•^с1։(7л/;м-л'?,)
Для длительной устойчивости .упрхгис коэффициенты должны

быть заменены на длительные.
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Как видно из приведенных формул, вообще различными являются 
как критические усилия, так и формы потери устойчивости при сим֊ 
метрнчиом п асимметричном расположении слоев.

V. Еще большее отличие различных вариантов слоистости обнару­
живается в задачах распространения волн (колебаний).

Уравнения одномерных воли плас:пн. соответствующие случаям 
(1.6) и (1.7), имеют вид

11'
n= 2n?h —, 

di* in" О г &V2ri'jh -
дР

Dit — 2no!i — = П 
дх* дР

(29)

7-, д2и _ . дги д2т 7л д3 ™ . d2v
Сп Т— = 2/to/i---- — - А----== 2noi։ —

дх- д!г ()х„ дх3 dt՞

Л։1------- /х,„------- L 2/ioft — =0 2.10)
" dx’ дх3 dtz

При -лом в (1.1) нижний предел интегрирования должен быть заме­
нен на —©о.

Системы эти существенно отличаются. Если, например, в первом 
случае продольная волна вы.зывае: кручение, то во втором случае 
кручение вызывает волна изгиба и наоборот, или. если к первом слу­
чае волна кручения распространяется бе; дисперсна, то во втором 
помимо изгнбных волн и волна кручения является дисперсионной и 
т. л.

А вообще, лри (1.9) получаемая система по распадается и любая 
из волн вы пявает остальные и все oin: распространяются с диспер­
сией.

Для примера рассмотрим распространение продольных и крутя­
щих волн в (2.9) и (2.10) (без изгибных* Если решение искать обыч­
ным образом в виде бегущих волн, го при малом щтухании для ско­
ростей распространения из (2.9) получим

t...|/5('1_'£|-r) (2.11)
‘ г л? \ Кх / I пу \ К.} /

Здесь введены следующие обозначения:

К, = /?,, + d^=- , К. -- Вм - 
в„-вм вп-в„

֊(Яп-г*). Хг 2-(Лй„֊А-)

у __ '2^ IF. ~՜՛ ^8.0 ~ ~~

’ (W
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= , ^/ = 2Л v
»•••l ’ A-l

Гс и Г$—с точностью до множителя косинус и синус есть преобра­
зования Фурье от функции !'(/)•

Коэффициенты, характеризующие затухания волн, будут

»,= -^Ьх1Г՛. (2.12)
— £

Для сравнения приведены эти же величины при асимметричном 
пакете (2.10):

e=l/^ufl-^r,.Y * = -“>/^'-T«nS;3 (213
I р« \ 2В„ > 2

Выражения (211), (212) и (2.13) отличаются пс только качес­
твенно.

В вышеприведенных примерах, где проводилось сравнение между 
различными способами составления пакета (симметричный или асим­
метричный) пластины и оболочки, видно, насколько отличаются на­
пряженно-деформированные состояния друг от друга. На эго обстоя­
тельство необходимо обратить внимание, так как существует ряд ра­
бот, где для асимметрично собранных пакетов (упругая la.i.ria) члены 
К,, без обоснования опускаются, без упоминания. И тля всего паке­
та получается ложная ортотропия. Конечно, возможны задачи, ког­
да В 6 очень малы (на сколько ?), что а результате какие-то пара­
метры будут мало отличаться с учетом или без учета Но. во-пер­
вых, надо показать, когда это имеет место. в. во-вторых, следует пом­
нить, что качественные картины будх : еннершенно различными.

SOME PROBLEMS OF VICSOELASTIC ANISOTROPIC LAMINATED 
PLATE AND SHELL

I.. A. MOVSiSlAN

ԱՌԱԶԴԱՄԱԾՈԻ5ԻԿ ԱՆԻԶՈՏՐՈՊ ՇԵՐՏԱՎՈՐ 11Ա1.ԽՐԻ 
ԵՎ ԹԱՂԱՆԹՆԵՐԻ ՄԻ ՔԱՆԻ ԽՆԴԻՐՆԵՐԻ ՄԱՍԻՆ

I.. Ա. ւրՈՎՍԻԱՏԱՆ

Ամփոփում

IIտացված են անիզոտրոպ շերտավոր սալերի և թաղանթների համար ա- 
ոաձգամածոլցիկ առնչությունները, երր քուրարանչրէ։ր շերտ ոմտվտծ Լ շո­
շափող լարումների նկատմամբ մ ut ոան գա կա և հատկություններով: Շերտերի 
գլխավոր ուղղությունները կոորղինււ՚տւ/յկան Ո ակերեոլչթի նկատմամբ րլաււսւ- 
վորված են սիմետրիկ կամ ոչ սիմետրիկ։
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Դիտարկված են մի շարք խնդիրներ ծռման, կայոլնոէթյս/ն ու ալիքների 
վերաբեր/ալ: Ձույյյ Լ տրված տարբեր ձևերով էրսսավռրվածությռւնիրյ կախված 
/արված աքին֊ դե!իորմարված վիճակների խիսս) տարբերությունը:

Քննարկված են օպտիմալ տմրանավորմ ան հարրերը:
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ПРОДОЛЫЮ-ПОПЕРЕЧНЫИ изгиб стержней с учетом их 
сильной ФИЗИЧЕСКОЙ нелинейности и ползучести

БЛОХ Е. О. СЛЕЗИНГЕР II 11.

По море возрастания действующем па стержень нагрузки (вплоть 
до разрушающих значений) в нем развиваются большие фибровые 
напряжения, выходящие вначале за предел пластичности, а затем и 
прочности. Рассмотрение таких случаев деформации стержня требует 
учета его сильной физической нелинейности, в ряде случаев трещи- 
нообразования. а при длительном лейсгвии нагрузки еще и ползучести, 
усадки, старения. Задача становится еще б .лее сложной, если стер 
жень— неоднородный, например железобетонный. так как при этом 
перечисленные выше факторы пс-разн<>м\ сказываются на работе 
основного материала (бетона) и арматуры. Расчет стержней в ука­
занной постановке требует использования специальной расчетной схе­
мы стержня с переменном ко длине и во времени податливостью, 
сложным образом зависящей от величины, типа и продолжительности, 
действия рассматриваемой нагрузки.

В настоящей статье излагается методики расчета продольно-по­
перечного изгиба стержней от длительной нагрузки значительной ве­
личины. позволяющая учитывать все указанные выше обстоятельства. 
Она является обобщением методики расчета стержней на действие 
большой кратковременной нагрузки, описанной в [I].

/. Рассмотрим шарнирно опертый стержень длиной /. загружен­
ный поперечной нагрузкой р°(х) и продольными сжимающими силами 
5, приложенными с эксцентриситетом еа в момент времени /0. Если 
податливость сечений такого стержня переменная и зависит и? толь­
ко от положения сечения и уровня действующей нагрузки, но и от 
возраста материала и момента наблюдения Л то расчет его сводит­
ся к интегрированию следующей краевой задачи (- = (/,

у"(л-,т) = -{В[Л1(х, ֊,). 5,-1.Ч(л', т) 8*| М(х, ֊.). 5,^.9} (1.1)
М(х, т) == М0(л) 4- 5у(х, -) М^(х) =~ - р°(х) (1.2)

У(0, т) - у{1, т) -0, ЛР(0) = М*(1) ֊ 5е0 (1-3)

В уравнении (1.1) В[Л1(л, ՝:). 5, основное слагаемое, учитывающее 
влияние на кривизну изогнутой осн стержня изгибающих моментов, 
а 8*[М(х, т), 5, -] —дополнительное слагаемое, учитывающее непо­
средственное влияние на кривизну сжимающих сил 5. Оно необходи-
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мо для возможности расчета неоднородных (железобетонных) стерж­
ней.

Далее полагаем, что

у(х,-) = 2 Ыф, р<’(л) = р/^Л40У, $ = /֊«х (1.4)
л-։ а-о

где /0. 'Л0—произвольные константы, имеющие размерность длины н 
момента; ^—безразмерный параметр уровня загружения: М՜)» я£՜ 
безразмерные коэффициенты. С учетом длительного характера де­
формирования для В и В* принимаем (-Ь0(т)=|):

/?
6|Л!(х, т), $,--]«£ /?,[Л4(х. -.),$]'Ы-) 

г~0

R
В*|/И(х, ?), $,!)=£ /?;|.М(х,-.)Д|Мт) (1.5)

г-0

где •>.-(*) — характеристики ползучести материала. Заметим, что пред­
ставление (15) дает возможность применять излагаемую методику 
расчета при использовании различных теорий ползучести.

Аналогично случаю кратковременных загруясеннй |1| считаем, 
что

В [ М(л^).5| = /֊^М-’£ г<л(хЫ’(А',т)]. /Г[М(д^),5]=
л - О

- мг° 2 <я(хЬ[:<х,.)], х«/оЧ-։ ։м (1.6)

Безразмерные коэффициенты ^.„(у) и т*л(у) целесообразнее опреде­
лять с помощью метода наименьших квадратов, лающего хорошее 
приближение Вг и Вг внутри заданного интервала ',+ | при любых 
предельных значениях М_ и Л/+, а в качестве полной системы ко­
ординатных функций <?л использовать полиномы Чебышева первого 
рода 7’.. о г нормированных

С учетом (1.6) сот ношения (1.5) легко приводятся к следующим 
выражениям для податливости:.

По-в

в’ЧЛГОг.^.Я.Ч V <(х.^Т.|Т| (1.7)
л-*0

безразмерными коэффициентами

1Мх)'?г(՜). г'(х. х)= ^.•1(х)'?г(') (1.8)
Л—0 г-О

Повторяя далее выкладки, подробно описанные для случая действия 
на стержень кратковременных нагрузок в [1], получаем такие соотно- 
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шення для определения значений коэффициентов 3Л(т) в выражении 
(1.4) для прогибов (/7=0. 1. 2. ...):

й-з

₽Мт)-;—пгЧг 1$ "‘I ’-л-)| т»-4?л(-)| ’ »;1М’)1х 
(/> + !)(/? 4-2) Ь-о

(1.9)

Здесь

ММ’)1~ 1 ^(х.’Р/НМ-)!. 1 °'1---

(1.Ю)

а (/- /1М")1 и -'/ЧМ’)) - коэффициенты разложений в степенные ря­

ды функций Л1(л, т) и Привила их вычисления указаны в |1|.
Соотношения (1.9) представляю։ с 6 и . южную синему нелиней­

ных алгебраических уравнений относиюльно искомых значений коэф­
фициентов ^(1) Решение ее может бы.՛, выполнено только численно 
с применением .метода послед >нзге иных приближении по следующей 
схеме: дли ряда конкретных значений -д пи опытным или теоретичес­
ким данным определяем податливости /У и /Г. »ате.м аппроксимируем 
их <• помощью (17). определяя коэффициенты разложения '/)

11 го’(Х- ч) 110 (1 $): галсе выполняем интегрирование основного урав­
нения (1.1) путем решения уравнений (1.9) так. как эго описано для 
случая кратковременного действия нагрузки в [I]. В итоге, рассмот­
рев различные . получим значения юремсшсниЙ, величина которых 
зависит как от уровня приложенных ч? рузок. так и от продол житель- 
пости их действия.

2. Остановимся подробнее на снос..бах нахождения податливостей 
В и В*. Так как для практических /’расчетов н соотношениях (1.5) 
обычно достаточно ограничиться только ..вумя черными членами, да­
лее речь идет только о коэффициент ах В В ; В՛՝. В՛ и о характерис­
тике ползучести фНт) Указанные величины определяются, для одно­
родных (пластмассовых, металлических) п неоднородных (железо­
бетонных) стержней по-разному.

А. При рассмотрении стержней из пластмасс .можно считать, что 
В1~В՝=0, а В՝, и В} находить по формулам |2, 3|:

£0~{г|Л!.$|М}֊», (2.1)

где г—радиус кривизны стержня, /:՝ -модуль упругости материала, 
./—момент инерции поперечного сечения, коэффициент продоль­
ного изгиба- Для нахождения г|.‘',5] необходимо использовать соот­
ношения

/•’ б(«)?(г։)(1֊«,м։ —М. [иф(г։)Л=5 (2.2)

•*֊Л,/г ч-Л»/Г
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В (2.2): е0—деформация среднего волок« а стержня; Л —Л։ • Л5— высо­
та сечения стержня; Л==»?(г) его ширина; /(в)—функций, определя­
ющая зависимость между нормальными напряжениями : и удлине­
ниями з для рассматриваемого материала. В частных случаях, когда 
Ф(г)=сопз1 и /(е)—простого (кусочно-линейно о. степенного и т. и.) 
вида, интегралы (2.2) могут быть взяты в аналитической форме. В 
более же общих случаях, когда функции о(г) и Де) произвольны, 
интегралы (2.2) можно найти лишь численно с использованием каких- 
нибудь квадратурных формул. Порядок вычислений при этом сле­
дующий: фиксируем некоторую величину 5; задаемся значением г и 
подбираем такое значение £0, при котором оказывается удовлетворен­
ным второе соотношение (2.2): при заданном г и найденном е0 вы­
числяем с помощью первого соотношения (2.2) соответственную ве­
личину .И. Повторяя эти действия для ряда значений г. находим за­
висимость между г и Л1 для фиксированного значения 5. С помощью 
первого соотношения (2.1) переходим к зависимости между и М.

Характеристика ползучести для пластмассовых стержней может 
быть принята в виде

û։(t)=[£bp(/0)(1 —/я0)] ։£Вр ехр (2.3)

где £'пр—временный модуль деформаций, который при нелинейной 
зависимости между напряжениями и деформациями определяется как 
произведение касательного модуля и временного деформационного 
коэффициента лпр; т0—коэфф;։ диен г учк'гия вязкой фазы в во .‘прия­
тии внешней нагрузки; т։1—коэффициент внутреннего трения. Подроб­
но правила вычисления этих величии, а также коэффициента 
изложены в [3].

В. Для металлических стержней коэффициенты податливости /Уо, 
/?։ О) могу։ быть вычислены так же. как и для пластмассо­
вых стержней с помощью первого соотношения (2.1) и (2.2). При 
этом для определения необходимо использовать в качестве /(е) 
кривые мгновенного деформирования материала (при /=/0). а для 
нахождения величины целесообразнее всего использовать извест­
ные зависимости между напряжениями и деформациями

Ф, -)==Ф)Ф) (2.4)

основанные на предположении о подобии синхронных кривых [4]. В 
(2.1) /(«) условные усредне ные кривые мгновенного деформирова­
ния. учитывающие разброс опытных данных по ползучести на началь­
ных участках деформирования. В качестве характеристики ползучести 
Ь,(-1 берется величина, обратная коэффициенту подобия [4|

[Ф)Г=1 +•<*-’ (2.5)

Для каждого вида металла постоянные и и 3, а также функции /(е) 
находятся путем обработки кривых ползучести.
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В. При расчете железобетонных элементов по наследственной тео­
рии старения бетона величины податливостей могут быть вычислены, 
например, по формулам, приведенным в [5]:

50 = {£^(/0)Л<41 4- — В’о=В[ = О при М < Л/сгс./«=/0

В#=51=|^У^(14֊РРз«)|՜1. ^=#։’ = 0 При М < ЛГсгс. / >

50-1Л,^ми)”’Ыи к{И(^о) + 5(^)|^ф(/о)£И/оМ^)}-','Ы4)

/?,=/?,* = О при М>Мсгс. * = *о

В0=(Л,Е,Ь9?)֊'Ь 4- 1(7 4-0^2 ^1֊1^. В1 = (.4^’,)֊’

#0* - — (Л,^А0)-։ у,. в;« —(4^2)-’ при /И> .Мсг։, I > /0 (2.6)

где £*(^с), Еь—модули упругомгновенных деформаций стареющего и 
старого бетонов; з(^0), я—отношение средних модулей деформации 
арматуры к модулям упругомгновенных деформаций стареющего и 
старого бетонов; а— коэффициент, определяющий армирование; Л?а— 
момент инерции приведенного сечения элемента относительно его 
центра тяжести; ЬУ Лп—ширина бетонного сечения и расстояние от 
обобщенного слоя армирования до поверхности бетона; .Исгс—момент 
трещинообразования; А5—модуль деформации и площадь попе­
речного сечения арматуры; ^—параметр геометрии поперечного се­
чения арматуры; ^—коэффициенты из теории В. И. Мурашова;

коэффициент, учитывающий быстронатскающую ползучесть сжатой 
зоны с высотой х*. В качестве ?։(') в этом случае могут быть ис­
пользованы зависимости

?1(')=^Л<(-) при ?։(-)={[Л0-х’(т)]г(-)}-1уД֊) при Л1>Л4С,С

(2.7)
Здесь Я5С(՜)— коэффициент затухания напряжений в арматуре вслед­
ствие ползучести. Правила вычисления остальных величин, входящих 
н (2.6) и (2.7), указаны в [5, 6|.

При использовании нелинейного варианта теории стареющей на­
следственности Н. X. Арутюняна—Г. И. Маслова, распространенной 
на случай нелинейности упруго-мгновенных деформаций, величины 
податливости железобетонного стержня могу։ вычисляться по фор­
мулам, приведенным в [7]:

л;(?։- а')’]՜* + [₽.։ -<й)! 1

1^2+*х(*в-т) ; М-о (2-3)

В (2.8): 8а., ^—функции нелинейности деформирования растянутой и 

сжатой арматуры соответственно. В качестве характеристики ползу­
чести при этом используют выражение 

4 Известия АН Армянской ССР, Механика, № 3
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У֊) = 1£‘’"'(^)|-։ (2.9)

где £'£։|(՜) интегральный модуль деформаций 17].
Заметим, что в литературе приводятся различные формулы типа 

(2.6)- (2.9), позволяющие выполнять нелинейный расчет железобе­
тонных стержней с применением н других теорий ползучести.

3. Для практических расчетов стержней на продольно поперечный 
изгиб с учетом длительных деформации на основе описанного выше 
алгоритма была составлена специальная программа на языке РЕ/1 
для ЭВМ типа ЕС. С ее помощью были выполнены расчеты несколь­
ких серий однородных । псодноро, вых стержней: В числе однородных 
рассматривались элемец1Ы конструкций из стеклопластика СВЛМ, 
алюминиевого сплава Д16-Т и хромоникелевого сплава, а в числе не 
однородных—различные железобетонные стержни. Для стержневых 
элементов из композитных материалов и сплавов принимались пря 
моугольпые, тавровые и двутавровые течения с моментом инерции 
.1—(6004-4000) см4; длина стержней подбиралась таким образом, чтобы 
их гибкость находилась в пределах от 50 до 70. Физико-механические 
и геометрические параметры железобетонных элементов (арямоую.ц, 
ного сечения) принимались в пределах: /^=(27,0 40,0) 103 МПа; 
/?^, = (6,0֊: 22,5) МПа; /?,.мг = (210 •: 340) МПа: /=(100 - 800) см; Ь- 
= (10 :-50) см; //=( 12 :■ 60) см: р=0.00056 ч-0.0023; /0=2& сут.; /=(/о-5ОО) 
сут. Поперечная нагрузка, действующая па стержень, считалась 
всегда равномерно распределённой, а продольные силы прикладыва­
лись центрально и с эксцентриситетом, относительно центра тяжести 
приведенного сечения величиной с — йДг’,.=0,008 : 0.45. Параметры 
поперечной и продольной нагрузок измерялись ступенями в пределах: 
для однородных стержней—*-=5,0 : 60,0; /֊-2,0 -25,0; тля неоднород­
ных — р=0,1-ь5.0; ■/ = 0,5 - 30,0.

Подачлнвости /5.3, Н\ для пластмассовых и металлических элемен­
тов вычислялись по формулам (2.1). (2.2) и (2.-1). При этим исполь­
зовались действительные диаграммы деформирования соответствующих 
материалов на сжатие и растяжение. Для вычисления интегралов, 
входящих в (2.2). применялись формулы Симпсона и трапеций с чис­
лом делений интервала интегрирования [е_, ։.]/? —20—40 (при /=/0) 
и /7=100 (при />-/0) при любых значениях предельных фибровых де­
формаций е_ и г,. Податливости 2%, и 13\ для железобетонных 
стержней определялись по соотношениям (2.6). (2.8).

Функция ползучести принималась в зависимости г՝՜ вида матери­
ала по формулам (2.3). (2,5), (2.7) и (2 9). Количество узловых точек 
деления интервала |՜. . ’,. ] изменялось от 10 до 50; число базисных 
функций, входящих в выражения (1.7) для суммарных податливостей

-), 5, -] и 2Д [Л'1(х,Д, колебалось в пределах от 3 до 5 
(большее число членов на этапах значительных пластических дефор­
маций при мгновенном приложении нагрузки и деформаций пол­
зучести).

50



На фиг. 1 представлены кривые податливостей В=1лМ()(В0-{-В1^1) 
для стержня из стеклопластика СВАМ, вычисленные по формулам 
(2.1), (2.3) и В, В*=М0(В*0-\-В'^1) железобетонного стержня, построен­
ные по соотношениям (2.6), (2.8) (сплошные линии). Из графиков 
видно, что наличие ползучести приводит к тому, что податливости 
сечений сжатоизогнутого стеожня возрастают со временем, а также 
то, что с помощью математической модели (1.7) получается доста­
точно точная их аппроксимация (прерывистые линии) в любой мо­
мент наблюдения I.

На фиг. 2 изображены диаграммы развития во времени безраз­
мерного перемещения среднего сечения .7=1,1 ։у(//2, ") ряда стержней 
из стеклопластика С ВАМ (сплошная линия) и алюмосплава ,1-16'Г 
(пунктирная линия) при фиксированных продольных силач и различ­
ных поперечных нагрузках. Характер кривых говорит о том. что при 
низких уровнях поперечной нагрузки (р = 4; 10) влияние продольных 
сил не заметно. С ростом поперечной нагрузки это влияние становится 
значительнее, увеличивается скорость деформаций во времени. II на 
конец, в определенный момент времени при некоторых комбинациях 
р и / наступает резкое увеличение про-нбов, свидетельствующее об 
исчерпании несущей способности элемента (в смысле резкого увели­
чения скорости деформирования). Диаграммы, приведенные на фаг. 2, 
отличаются по характеру для различных материалов, т. к отражают 
особенности ползучести каждого из шх.

На фиг. 3 приведены кривые /— I одного из железобетонных 
стержней, рассчитанного ио соотношениям (2.6) (сплошные линии) 
и по соотношениям (2.8) (прерывистые, линии). Они показывают, как 
происходит развитие перемещений элемента во времени при двух уров­
нях поперечной нагрузки р = 0,26; 0,6 и различных продольных сжи­
мающих силах 5. Из этих диаграмм следует, что ползучесть значи­
тельно влияет на величину прогибов. Уже при р=0,26 через 300 суток 
с момента загружения стержня они увеличиваются в 1,5—1,8 раз. При 
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большей продолжительности дейсгвия нагрузки за счет деформаций 
полз у мест г: юна упругой работы бетона и арматуры уменьшается, уве­
личивается упругопластнческая к пластическая стадия работы кон­
струкций. что приводит к лавинообразном нарастанию перемещений 
(р = 0.6; / ֊ 4.5-5.33). Естественно, что уют эффект увеличивается и 
с ростом ■/.

Достоверность описанных выше результатов расчета проверялась 
сравнением с опытными данными, приведенными в [8. 9], Эи данные 
нанесены на фиг. 2 значками: Д -опыты И. Г. Торшенова: & опыты 
Л. Салли. Хорошее совпадение результатов вычислении с опытами 
позволяет сделав вывод, что с помощью предложенной методики .мож­
но выполнить с достаточной ючностью подробное исследование пове­
дения различных стержневых элементов при длительном действии из 
них произвольного сочетания продольных и поперечных нагрузок на 
всем диапазоне их загружения.

LONGITUDINAL TRANSVERSE BENDING OF RODS WITH 
REGARD TO HIGH PHYSICAI NON-LINEARITY AND CREEP

E. o. BLOKH I. N. SLIZ1NGER

QOUPb l!VH.I).r»blUiII.4,-bn։U.3blUiini UII-ПНГР. UO‘^1’ H 
JbWWiltt. 02 WU-nail'P-inn. ги.о’1.П.П-П1«1ГПЧ

II. 0. Pl,nh. к Ъ. lll.lip.M/MiP

U. if ф II ։]| n i if

U-?[>iuiinn>hpniJ ?itip։i>r/pi[m if I. H.nt[Lp[i С ш y[tn pl/ J utb huinntl/ ifl-fliti}' phn- 
Ъ UH^npit tub Lpl/uipmuilt lr tf tt i ft/mb цЬи/рти , upp l, шп.1л[лм} l/lll-
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uutрЪh[t{t hjmfJ/t iiupi[t։iàutjpii 4 !<'.[> и pii y парад uii1iiyfiit{t шпшЬй-

(in.'bbhp, /'h;»//; uft(> !A> .»»//>///;// ujnuiytuynidp, inl{h[}u>p(Jшj/tb q.L- 

fynpd m yd iub yd iujbniPjnt.hp, ') hpiu ymd p, nttypy.
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ЛЗчЦЖЪ пил %1’8ПЬ^ЗП!«иЬРЬ ици,Н)1Л«и31’ вЬЧЬМЦАЬГ 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР 

ЯЬ[ишЬ|»Цц| 42. № 3, 1989

УДК. 532.516

О НЕСИММЕТРИЧНОЙ МОДЕЛИ ГИДРОДИНАМИЧЕСКОЙ 
ТЕОРИИ ЦИЛИНДРИЧЕСКОГО ПОДШИПНИКА (ЗАДАЧА 

ЗОММЕРФЕЛЬДА)
ПЕТРОСЯН Л. Г.

Использована модель структурной жидкости с несимметричным 
। сизором напряжений к решению задачи о смазке цилиндрического 
подшипника. Получено аналитическое выражение для условия отрыва 
смазочного слоя от подшипника. Установлено, что при заданной наг­
рузке условие полной смазки (отсутствие отрыва жидкости) будет 
выполняться при угловых скоростях меньших (в зависимости от микро­
структуры жидкости) по сравнению с результатами классической тео­
рии ньютоновской жидкости.

Работа машин, как и их долговечность, экономичность и надеж­
ность в значительней степени зависят от конструкции и качества под­
шипниковых узлов. В новых машинах и механизмах, как правило, 
проектируются значительный рост скоростей вращающихся деталей, 
увеличение точности работы вращающихся узлов. В связи с этим, 
создание подшипников скольжения, удовлетворяющих высоким тре­
бованиям, невозможно без дальнейшего развития гидродинамической 
теории смазки. Поэтому гидродинамическая теория смазки имеет важ­
ное и большое значение для народного хозяйства, так как она являет­
ся основой рационального проект кропания подшипников вязкого тре­
ния.

Накоплено большое количество результатов, свидетельствующих 
о том. что на базе классической теории континуума невозможно точно 
рассчитать характеристики течения некоторого класса жидкостей, в 
особенности при рассмотрении течения смазки в подшипниках, где 
величина зазора может быть сравнима с характерной материальной 
длиной вещества, значение которой, обусловлено средним размером 
молекул или зерен, содержащихся в смазке [I].

Все более очевидно, что разработанные в последнее время поло­
жения теории структурных жидкостей могут успешно описывать не 
ньютоновские поведения реальных жидкостей*. В этой теории вве­
дены два независимых кинематических векторных поля, одно из кото­
рых представляет поступательные движения частиц жидкости, а дру-

’ К настоящему времени опубликовано боь.шоо количество работ, поеняшенны < 
1гой тематике, о чем поста точно полно наложено а работе [1].

54



ное- угловые или вращательные движения частиц. Характерным 
отличием теории структурных сред с несимметричным тензором на­
пряжений является присутствие масштабных параметров.

В настоящей статье применена теория кон . .шуума с несимметрич­
ным тензором напряжений к решению задачи о смазке цилиндрического 
подшипника.

/. Приближенные уравнения плоскопараллельного течения
смазочного с ло.ч

Общая система уравнении движения вязко]'-; несжимаемой жид­
кости с несимметричным тензором напряжений имеет вид [1, 2]

V • ъ = 0 (1>1)

(11/ \ —
— =----- 7/’+2'Г • > [2<и —V Т'| | / (1.2)ас о

, (1-Ч> — •> —• -»
/ — = 2о (V X V — 2<о) > с՝оу(? • м)- 2с,/С • ■ (?«)« + С (1.3)

Здесь г» массовая плотность жидкости, р—давление, /—скалярная 
константа с размерностью момента инерции единицы массы, V—век­
тор скорости точки, ю вектор, характеризующий среднюю угловую 
скорость вращения частиц, из которых состоит точка континуума, 
> -кинематическая ньютоновская вязкость, >г -кинематическая вра­
щательная вязкость, сс, с,<, г,.—коэффициенты моментной вязкости, 
</(...)-- -------полная производная по времени, у-пространственный гра- 

аИ 

диент, (уи)։/ и (719)“'—симметричные части соответствующих диад, 
(?1’)а и (?9»)а—антисимметричные диады, / - вектор массовой силы, 
с—вектор массового момента.

Ограничиваясь анализом ту мерного (плоского) установившегося 
течения жидкости, считая массовые силы и моменты пренебрежимо 
малыми, сохраняя с тягаемые, имеющие наибольший поря юк величи­
ны, получим дифференциальные уравнения смазочного слоя в случае 
плоско-параллельного течения в виде [I 3. -1].

1^-=ь+,г)^+2,Л
ах дуг $у

<?у

(1.4)

(1-5)

0у2
(1.6)
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(1.7)ди , ди 
• - |- “

дх ду
Здесь и и V- проекции вектора скорости точки, соответственно на 
оси л* и у; « проекция вектора угловой скорости вращения частицы 
на ось г..

2. Гидродинамическая теория цилиндрического подшипника

Рассмотрим задач} о смазке цилиндрического подшипника при 
эксцентричном расположении шипа (шейки), полагая, что смазочное 
вещество заполняв! все пространство между шипом (или цапфой) и 
подшипником. При этом движение смазки в смазочном слое будем 
считать плоским Практически это означает, что мы при расчете не 
принимаем но внимание то, что длина шина, охваченного подшипни­
ком, конечна.

Обозначим радиус шипа Д>։, радиус подшипника /?2, а перемен­
ную толщину слоя смязки между ними Л (фиг. 1). Пусть шип (шей­
ка) вращается равномерно по часовой стрелке и пусть линейная ско­
рость на поверхности шипа рання 6Г, причем эксцентриситет е 
принимается очень малым ко сравнению с радиусами окружностей 
/?։ и /?2>Я։

е /?Р К։

Будем положение любой жидкой частицы в смазочном слое оп­
ределять криволинейными координатами х и у, где х = ОА из­
меряется вдоль дуги окружности радиуса £։, а у отсчитывается от 

точки Л по направлению нормали к окружности. При этом точка О — 
неподвижная точка, взятая в том месте, где расстояние между ши­

пом и подшипником является наи­
меньшим. Введем центральный угол 
?, отсчитываемый от ООХ в направ­
лении против вращения шипа, тог­
да х = 1^.

Примем, что толщина слоя 
смазки Л с голь мала по сравнению 
с радиусом шипа /?։, что кривиз­
ной координатных линий можно 
пренебречь и считать для течения 
в смазочном слое справедливыми 
приближенные уравнения (1.4) 
(1.5). Решение задачи в этом приб­
лижении для классических ньюто­
новских жидкостей было дано Зом- 
мерфе льдом (5|.

Под А=Л(?)=.4/? (фиг. 1) по-
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имеется местная толщина 2 г। а между подшипником и шипом. Ее 
»легко разыскать из треугольника О/ЭЛЗ. При малом в угол О,/Ю2 
близок к нулю и из треугольника ОХО^В приближенно имеем >6 = 
= <?со$с.

Вводя в дальнейшем обозначение /?2 — с, будем с принятой
точностью иметь

Л(?) = с — есо$® = <?(а — со$'г ) (2.1)
где а —с е—1 г обратная величина относительного эксцентриситета. 
Величина ? всегда больше единицы (1=ст=^гх.).

При выбранном начале отсчетов углов « будет
—՝с — е при ? О

Атл = ^1* при
Соприкасанию окружностей будет еоответствог;: и. зпачеш.е же 

ценгриситета е^=с—/^
Здесь и ;.алсе ирдсгс 1 \ /У опуцен.
Уравнения (1.4) и (1.7; могут быть переписаны т ле

1 д՝’ А 1 \-------- Г — = 0 2.2
Ндг ду

1 др
R д*

2г —2 >' ду (2.3)

Граничные условия будут иметь вид

« = — (', г 0, <•> ֊ 0 при у = Л 
н = 0. и = 0, ш—0 при у = к (2.4)

Выражения для скорости и и угловой скорости вращения частиц*« 
получим из решения уравнений (16) и (2.3) при граничных услови­
ях ’(2.4)

и__ 1_ др // сЬЛу — 1 \ _ ,.
11~^дг\2 к ' Ы։к / ~

с!у_^1^у_У^֊ В^-Р । (ад
I к | вйАЛ

1 др 1 ., / , , сЬ&й — 1-~С( с.Ь£у -------- яЬА’у
2 \ НАЛ

(2.6)

Здесь

. Л՜' .. / г1Г 3 * /6-1 с‘.: \*■’

а постоянная интегрирования С дастся соотношением



Для определения давления р обратимся к уравнению неразрыв­
ности (2.2). Беря от обеих частей этого уравнения интегралы по у 
в пределах от О до А и принимая во внимание условие (2.1), получим

й /1
/ 1^/ 1 о с . А— I------ (1у -- ------ — н^у==0

.' R ду R д? о о

Второе равенство следует из того, что при у=Л «=0. 
значение и из (2.5) и интегрируя, получим

Подставл я я

(2.7)

где

, ... . .. 1 Г V/ . АЛЛЛ'.Л А)=— !------------ сПз —
12 /г 2Л 2

Интегрируя вновь, получим

(2.*)

1 // ' V------:---------- (А — Л.)
2А’/(\',/,А) 1

(2.9)

где А։—постоянная интегрирования.
Из (2.9). интегрируя по . будем иметь

/Л?)֊ 2 1./А2/( У./.Л)
о

1’ <7?
’ .'Л3/(А'Л,А)
0

(2.10)

(/? 7; Оъ 2

Постоянную А։, наперед неизвестную, можно исключить из условия 
периодичности распределения давления

/;(<? -г 2֊) = /;(?)
или, в частности, соотношением

Р(2~) = />(())-()
.՝> !<» даст

Л(2^)
(2.11)

2֊
(К I (2.12)’/?/(№,/, Л)’ 

о
Такие образом, распределение давлений в зазоре подшипника пол­

ностью определено. Уровень давления в точке минимального зазора 
или какой-ниб) о> другой точке може՜ быть задан произвольно и в 
выражение поддерживающей силы не. войдет.

Тогда дли давления будем иметь
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рМ=-֊и^, /։(?)

где

,։(? 1 = ] А։/(^,/,Л)' = /Л7(,\', /,А)

и о

(2.13)

(2.14)

Безразмерное распределение давлений в зазоре подшипника ол- 
ре дел я ется в ы р а ж ен ием

(2.15)

где

Р(?) = /\(2к)
4 2^։(2к) ’1/^.

5։(2п)= I—-----
?№/(Л՜. Н)

о

Л։(2п)= [------ , /(Л',Л./У)= - ; —-------------------- 1֊сль——
7 #’/(Л՛',/.,//) 12 (А/7)։ 21.Н 2

о

Н-—. Ь= — (2.16)
е I

Найдем результирующую всех сил давления и трения (главный 
вектор реакции жидкости), действующих на шип. Так как величина 
с так же, как и Л, считается очень малой по сравнению с А\ то при 
вычислении результирующей силами трения можно пренебречь (5)

Относя главный вектор V/ к единице длины вдоль оси подшип­
ника. будем иметь

№«•? = М/$1п? -- /?
о

(217)

для нормальной к линии центров нагрузки (в расчете на еди­
ницу длины шипа) и

1^0= Ц’7СО$ |/^со$®^? (2.18)
о

для компонента нагрузки 1Г0. действующей вдоль линии центров (п 
расчете на единицу длины шипа). Здесь фазовый угол между ли­
нией действия нагрузки и линией центров*

Заметим. по в силх периодичности и нечетности давления р вто­
рой интеграл тождественно раней нулю.

Интеграл (2.17) прите всего вычислить по частям, найдем
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1-.
= — А* | /и/(со$?) ~ — /?/;со$? -Ь /? | с1р С О <«7?

и и !>
Из условия периодичности давления неинтегральное выражение 

обращается в нуль; подставляя вместо йр:(1у его выражение из (2.13). 
получим

IИ" иг<-ъ СХ^՜} (2.19)

или в безразмерной форме

где

(2 2и)

2-.
. . 1՛ С0$?г2'^ . ։■'■ ]л’/(М-ЛА)’ ,''՜

II

2п
, _ 1՝__ со§?</?

'3՜՛ ~~ //2/(//, £..А/)՜ ’
О

Соз;/ V?
7-7?

СО$?<А?
\н^(ЫЛ.Н) (2.21)

Л’/М'./.'О’
2 г

117,./֊

о
Заметим, что в предельном случае Л->ос или .V —0 выражения 

для давления (2.13) и (‘2.1 .) и выражения для нагрузки на шип (2.19) 
и (2.20) переходят в соответствующие формулы классической гидро­
динамической теории цилиндрического подшипника.

•7. Условие отрыва с лавочного слоя от подшипника

Вопрос применимости гидродинамической теории цилиндрического 
подшипника в случае ньютоновской жидкости, в частности условие 
отрыва смазочного слоя от подшипника, был рассмотрен Я. С. Л ей бен - 
зоном [о].

Ниже рассматривается условие отрыва смазочного слоя от под­
шипника к случае структурной жидкости с несимметричным тензором 
напряжений. ..Хх

Как видно из схемы, показанной на фиг 1. в области, где 2л><р>л 
(левая половина смазочного слоя), течение смазочной жидкости про­
исходит я расширяющейся полости, созданной шипом и подшипником, 
аналог ичноП плоскому диффузору. Следовательно, можно ожидать, 
что где-то в этой области может произойти отрыв смазочною слоя от 
подшипника и возникнуть обратное точение смазочной жидкости. Приз­
наком возникновения отрыва на внешней с гонке является обращение в 
нуль производной (~\ =0. Подставляя сюда « из (2.5). получим

\ду/^
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___________ _________л* л~ сш* 1
2 А $ЬАА®

откуда с помощью (2.9) будем иметь

2/(Л\/,Л*)
1 . Л;а - 1
2 АА* хИАЛ*

(3.1)

иди в безразмерной форме, с учетом (2.Н), будем иметь

Гх(2*> =н>\՝ _
/•։(2-) 1 Л' сЬУ/./7*-1

2 ’ Ш' зЬ.УД//* 
где

(3.2)

Выражение для нагрузки на шип (2.20) 
Зоммергельном при Л'—0 или I—гъ |5]

своди 1ся к выведенным

11т 117Л «аоили

12-г.б/7?Ь3
С’(1Ч -21’/։’֊ I

(3.3)

В третьем предельном случае /. »0 классическое решение умножается 
на 1/(!֊№)

„ 12^- 1|| П1 1С- г ,4 =-------- '  ___— ----------
-•о <Я(1+2»’)Г2* • (1—№)

(3 4)

раме гр
Для дальнейшего удобно ввести в рассмотрение безразмерный на-

[5]

(3.5)

что параметры з и р при £ »0Из формул (3.41 и (3.5) видно, 
связаны зависимостью

!2пт4С7^

На фиг. 2 показаны гра­
фики безразмерного парамет­
ра в зависимости от а при 
различных значениях парамет­
ра Л'. Предельные £ -0 и 
£֊-ои дают верхнюю к ниж­
нюю Гранину параметра ф

Выражение для условия 
Отрыва (3.2) сводится к выве­
денным в (5] условиям при



Л'—’0 пли

где

Пт А* = — А, 
£-* 2ИЛИА'-О

2-
f —

J А։ 
о

J А’

(3.7)

(3.8)

В третьем предельном случае /. «О 
(3-2) также сводится к (3.7)

выражение для условия отрыва

ч
Нт А* = — Л. (3.9)
д. -о 2

Для вычисления входящих з (3.8) интегралов введем в рассмотре­
ние следующие интегралы:

f
s»(?,x)= 1՝. d՛՛ - (Л = 1,2,3)

J (я —COS?)*О
Кроме того, введем обозначения

S.(2-«)= I—*’-.$,(2,.«) = |------,$,(2^) = 1՜
Ja—COS© J («—COS?)’ J (a—COS?)’

о о ՛ и
(3.10)

Выполнив интегрирование при а>1, получим

= ‘31’>

Заменим в равенстве (3.8) А его выражением (2.1). Тогда, при­
нимая во внимание обозначения (3.10). -• учетом (3.11), получим

2еа(ях — 1) 
1 + 2а1

(3.12)

Обозначим через ?։ угол, при коглром А=А։. Тогда из (2-1) и 
(3.12) найдем
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cos?,--(3.13)

Переходя в (3.7) и (3.9) от h к углу ц с помощью равенства 
(2.1). найдем, что угол $*, который определяет место отрыва, дается 
уравнением

Заменяя в (3.14) сгь<|: его значением (3.13). получим оконча­
тельно [5]

.-»э — 4я 
со֊^"=—֊֊֊ТУ <ЗЛ5>

1 Ь 2?.
Таким образом, вышеизложенная теория является справедливой 

лишь для тех значений а, яри которых отрыв жидкости от неполвиж 
ного кольца подшипника вообще нсво.лн жен Так как :«•
условием отсутствия отрыва течения служит неравенство

а3 .2а»_4а_|>0

Многочлен в левой части имеет только один действительный ко­
рень а, равный 3.303.

Отсюда находим, что все пространство между шипом и подшипни­
ком будет полностью заполнено смазкой при условии

«>3,303 (3.16)
что соответствует условию, установленному Л. С. Лейбензоном 
для классической ньютоновской жидкости.

Для параметра 0 условие (3.16), в предельном случае 1.-^0, 
даст

0,153
(1 - А’2)

(3.17)

На фиг. 2 часть кривых, соответствующих гем значениям а и (», 
для которых изложенная теория но критерию отрыва неприменима, 
показаны пунктирами.

Фиг. 3
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Фиг. 3 отражает изменение параметра в зависимости от Л՛' для 
предельного значения Д->0 График показывает, что увеличению Л' 
соответствует возрастание параметра р.

Из условия (3.17) и формул (3.5) и (3.6) следует, что при задан­
ной нагрузке ЮС/2 условие полной смазки (отсутствие отрыва жид­
кости) будет выполняться, если Й угловая скорость вращения шипа 
будет достаточно велика, то есть если

\У^сг
(։֊№)

Заметим, что это неравенство соответствует предельному значе­
нию параметра /.—О.

ON NON-SYMMETRIGAL MODEL OF CYLINDRICAL BEARING 
HIDRODYNAMIC THEORY (SOMMERFELD PROBLEM)

L. G. PETROSIAN

ԳԼԱՆԱՅԻՆ ԱՌԱՆՑՔԱԿԱԼԻ 2ԻԴՐՈԴԻՆԱՄԻԿԱԿԱՆ ՏԵ11ՈԻԹՅԱՆ 
ՈՉ ՍԻՄԵՏՐԻԿ ՄՈԴԵԼԻ ՄԱՍԻՆ 

(!).ՈՄՄԵՐՖԵԼԴԻ ԽՆԴԻՐԻ)

1,. Դ. ՊեՏՐՈՍՅԱՆ

Ս. մ փ ո փ ո լ մ

Գյանային առանցքակալի յուղման խնդրի լուծման համար օդտագործված 
ոչ սիմետրիկ լարման թ ենզորով կառուցվածքային հեղուկի մ եխանիկայի 

մողելր: Աոսւնցքակալի յուղման շերտի պոկման պայմանի համար ստացված 
Լ անալիտիկ արտ ահ ա յտութ յո ւնւ Պւորղված Լ, որ տրված ծ անրաբեոնվածու- 
թյան դեպքում Լրիվ յուղման պայմանը (հեղուկի պոկման րայյակայությանր ) 
տեղի կունենա, նյուտոն յան հեղուկի դասական տեսութ յան արդյունքների հա֊ 
մ եմ ատոէթ յամր, ավելի ւիորր անկյունային արագությունների դեպքում (կսւի>֊ 
ված հեղուկի միկրոկաոոէցվածրից}:
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