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БАГДОЕВ А. Г., МОВСИСЯН Л. А.

Волны модуляции в физике и гидродинамике изучены достаточно 
хорошо [I. 2]. Сравнительно недавно начались исследования нели­
нейных поли модуляций для пластин и оболочек. Как известно [3], 
такие волны неустойчивы а материалах типа металлов.

В настоящей работе рассматриваются две задачи для проводящей 
пластины и непроводящей цилиндрической оболочки с магнитной жид­
костью и показано стабилизирующее влияние магнитного поля на вол­
ны модуляции. Задачи решаются в геометрически линейной постановке. 
Принимается гипотеза недеформнруемых нормалей.

I. Вывод уравнения модуляции для пластинки с конечной право 
димостью. Пусть имеется квазимонохроматическэя волна, распростра­
няющаяся в проводящей пластине, которая находится в продольном 
магнитном поле Н0(Н0, 0, 0). Материал пластинки—нелинейно упругий 
[4]. Уравнение движения пластинки с учетом нелинейности [4] имеет 
вид [5. 6]

Ось х направлена по нормали к невозмущенной плоской волне, в 
силу чего в нелинейных членах оставлено слагаемое, содержащее лишь 
дифференцирование по х. В (1.1) обозначения такие же, как и в [3, 5].

Объемная сила Лоренца определяется формулой К=—(го!Л Л/о), 
4~

а магнитное поле —//=А/04-Л. и имеет место

= (1.2)
4 гл \ дх ду / 4"р \ дх дх /

Уравнение индукции в пластине даст

(1.3)
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(Огю дгю ды \--г------ , —г------ . — )- скорость частицы, •*,„ — магнитная
дхд( дуд/ д։ /

вязкость (-^=с2/4гз, з-электропроводность, с—скорость света).
Уравнение (1.3) в проекциях дает

01 Оу
0/17 ,, ди,. , о—Но-— 4֊ (1.4)
01 Ох

В диэлектрической среде (вне пластины) уравнения модуляции 
имеют вид

divft' = 0, nt/i'«=O (1.5)
Решение (1.1) и (1.4) ищется в виде

•го — -֊-(Ае1՜ 4՜ к. с.), t — ух 4- /у — ш1, 10 = wi + 7<։»2

Zzv = ֊Lf ~ к. c.^shXsk //v = — (Луе։' 4- к. c.^sh>z 
' 2 \ ) 2 \ /

Л_. = -i- (/i^e1' 4֊ к. с. сh>֊2 (1.6)

а (1.5)֊

/г, = -i-(а е,"^1!г 4- к. с. ) , (/ = х, у, г), k' = я* 4֊ V (1.7)

Удовлетворяя условиям на поверхностях - Л/2—7//=/?^, полу­
чим

w',։- '»y=^֊'h‘- ■'■=1/? C.8)
kht. k/it. I h

Оставляя в (1.1) члены основного порядка по Wz и учитывая (1.2) 
и (1.4). получим

().’ 4- — Zw] =

К, = — (1 + — \лге‘ч (1.9)
4тсо \ k h /

и следующее дисперсионное уравнение։

(1.10)
\ 15 / ‘ 2kz2k՝.in-i/Nt
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Следует отметить, что для идеального проводника >от=0 н (1.10) 
совпадает с уравнением, полученным в [6]. где правая часть (1.9) 
равна нулю в выбранном порядке, а з2՜.— дает этот же вклад в 
дисперсионное уравнение.

Принимая, что для металлов *ж~10’ см’/сек. для частот 
юа>10’ сек՜1 можно (1.10) записать в виде

1 д՝В
2 дх2

ш = ю.
ЗО^о

»0(1 =■ £.< "I 31 
рЛ г 2крЛ к

* о

Пользуясь полученным уравнением. можно изучи и» нелинейную 
задачу устойчивости ноли.

Для получения уравнения модуляции огибающих воли можно в 
(1.11) заменять ш, ։ и 3 соответственно на 1д‘д1> —1д;дх и — 1д>ду. при 
ЭТОМ считать, что ось л нормальна к непоэмущенноЙ волне и поэтому 
3 мало (к^л-\-'р/2а). Тогда можно ■: лучить следующее уравнение:

+ + + 1 * Лиг
д։л\ах։ ՝2 ду2 / <п\дх* 2 дх'оу2 /

. Н1 д' IV а11 17
1 2^й ~д^д։ + П։| П ’ дхид։ е՛ ''' +

4 + -——
' \длч 2 дх*ду* /

А Н2՝.где IV = Ле'\ ^ = -4-7^0, Я1 = ^ 
1эр -рЛ։

(1.12)

Уравнение модуляции можно записать еще иначе, относя решение 
к волне линейной задачи, эйконал которой т'—-зх—(и>р4-/о>8)/ и по­
лагая

(1.13)
Подставляя (1.13) в (1.12) и оставляя члены с производными до 

второго порядка от В. можно получить дисперсионное уравнение (1.11), 
затухание

(1.1+)

и уравнение модуляции

дВ дВ I <4 
д( дх | дз '•'о д*

1 Л».

2«»։ 4 /«ог Ь

. I 4֊ /Ш;
2<‘>о «о՜’ ЗМ-

(1.15)
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Х= (28^Ч’аЧ-17М-/У+1,5Лф
^'р7Г(1>о

У =---- !---- /^-2Ра3
2рйа<ло \4"

2. Исследование на модуляционную устойчивость. Для исследова­
ния на устойчивость (1.15) полагаем 2?==аехр(м?) и отделяем веще­
ственные и мнимые части. Затем, полагая о=«04-а', где
°а и ?о~параметры основной волны, а а' и малые возмущения, 
можно получить линейную систему уравнений. Хотя коэффициент 
при нелинейном члене (1.15) содержит множитель ехр(2м։/). в силу 
малости диссипации решение уравнений можно искать в виде квази- 
плоских волн

<р'ж=Фехр(/(»), а,=Дехр(/6), 0=а’х4-^у —2^ (2.1)
Тогда полученное дисперсионное уравнение для частоты волн мо­

дуляции имеет вид

•;’4֊2А1;-'У=0
7= ֊/Я + /^+4Х(аТ-2»^(?')։ (22)

сЪ. 2

2Л1--ЗР։^а8^‘‘^, Л'=2 
"2

1 <4»
<®о дт

--У,’'+гмз')։-֊тт0(’')։
а / 2 (Д’

Устойчивость волн модуляции имеет место при 1т£2<0.
а) Поперечная устойчивость (а'=0). В этом случае (2.1) дает

2-2'ГШ։(₽')’=։/- —± <77՜ \ (2.3)
\ 2 а»о /

г=л; У(В')’->’*»г(Г)*
«2

где удержаны малые порядка <о2.
В случае «2=0 устойчивость соответствует полям

(2.4)

которые заведомо выполняются при К>0.
При и>а=0 и при выполнении (2.4) из (2.3) следует, что
1) при У<У) 1тй>0 и волны неустойчивы
2) при Г>0 1шЙ<0 и волны устойчивы.
Таким образом, для К>0 как в недиссипативном («з2—0), так и 

в диссипативном (<*»гт^0) случаях имеется устойчивость, как и при 
адиабатическом приближении.
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В остальных вариантах волны неустойчивы относительно попереч­
ных возмущений.

б) При рассмотрении продольной устойчивости следует полагать 
р' = 0 и выражение для Й будет

Э։»й I г—
2=-3-?-а,-тгА’(а'Р-(Л1 + /Г оОт 2 '

(2.5)
Ъ=7..(—^а№-А 

\ 2 «’о /
При (02=0 волны устойчивы для б<0, что заведомо выполнено 

для адиабатического случая [6] и при

/4> 4֊О։։(4т-3/2). -О։^°<0 (2.6)
йт1

При 02-ЛО можно показать, что как и для вязкоупругой пластин­
ки [7}. волны модуляции неустойчивы.

■?. Конвективная и абсолютная устойчивость волны. Помимо обыч­
ной модуляционной устойчивости представляет интерес также изуче­
ние устойчивости волн модуляций при заданных начальных условиях, 
то есть абсолютной п конвективной устойчивостей [9]. В силу крайней 
сложности вопроса ограничимся случаем (о2=0, тогда из (2.2) полу­
чится

2-й«£)У+ту։ (31)
\<ГО /о 4

где 

дтл ’ да1 2<«о
В отличие от обычной устойчивости при изучении конвективной 

устойчивости следует вводить подвижную систему координат х' = 
=• Х-^-~- 1—1Л, где С—некоторая скорость. В новой системе в (3.1)

следует П заменить на П-------т'—иА. Волны в подвижной систе­
ма

ме неустойчивы, когда выполнено условие (/П/г/х—0. то есть в точ­
ках перевала, в которых ветви функции ) = Л2(П), где обозначе­
но

Л։ = 1 <?Ч
2 дт'

(/)’.
(?Ц) 

да-
иг=—и

А
(3.2)

(3.3)

Тогда можно получить экстремальные значения К и и

I"՛ ^,п։ах=х2/2<2 т 1М
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= ± 4«։4Л и = 1/ 1 ±11^ 
и”п г 2 да2 |дя2

Воллы неустойчивы в смысле конвективного в интервале скорос­
тей

-։■-&< ֊7 (3.4)
07. I аг

Волны будут неустойчивы в абсолютном смысле, когда (3.4) охва­
тит ось /. При этом

/^о \ /з^Р .^1 
\ д*2 / / д*2 да2 (3.5)

4. Цилиндрическая оболочка с магнитной жидкостью. Пусть бес­
конечная цилиндрическая оболочка, внутри которой движется идеаль­
ная, несжимаемая магнитная жидкость со скоростью 2»0, находится в 
продольном магнитном ноле Нс. Уравнения одномерного движения 
системы жидкость-оболочка будут [10, 11]

<7/ рп дх ох 4г. дх Эр0
дг
дх

‘2 дю
R 6:

2 ди՝
R дх

^ = 0
дх (4-1)

&М, _ 7\
дх2 R

֊ д*ы . . д'ы
ох2 д?

где

1 = ;---- : («1+ •'«>) 4֊----- —1 — •*’
/ А* \4- А^г2 4֊ 4- ֊֊ х^4֊(2/1] 4 5?М

(ч+«։) + ֊֊^ рЛ'М + (24? + В\)^ +

+ £р?)-М,ВЛ(в> +35’ ^хЛ

Л1,^/Л,+
81

^4՝)+6Л,вЛз։х,+ (2Л’+В?)։’х։

ди <а д2ю . 1— > + •,« 4>—1—• ։— ' « 6*»—— 1 — *”* * > •' ‘ 1 —. 1 "
дх R дх2 4(1—>)* (!->)«

Полагая /։—0, можно выразить через ®2 и и подставлять в 
7'2 и Д/։. Тогда уравнение движения оболочки запишется только че­
рез и\

Давление на оболочку от жидкости определяется из

/>֊11Л„=р֊֊пм
4՜

(4.2)
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Здесь Нх—1!а //,. Н =Л, и компоненты тензора Максвелла

ծ" О“

где штрих о .носится к жидкости.
Полагая Рр=Р^-\ Р՝к, Р=/\, Р՛ в линейном приближении для гоз- 

мушеннй» получим

1 . ^օ'Հ
1Կ + ^Н<^=Р + — /7(ДГ -Ро -^г- (4.3)

Для замыкания системы (4.1) кроме 
уравнения Максвелла для непроводящей

(4.2) следует решать также 
магнитной жидкости [II]

րօէ//'=0. б!мчЛ/'=0, г</? (4.4)
и вне ее

րօէ//=Օ. (П\7/-=0 (4.5)

Поскольку жидкость несжимаемая, то р-р(>())~соня!.
Обозначая А,г дэ.дх, 11г--дл ог и решая уравнения Лапласа для 

ъ и после удовлетворения ։раничным условиям
Հժ?՜ _ Ժ&՛ \ <>? _ .. Ժ&1 ժ? __
. дг ° дх ) дг 0 дх дх дх (4.6)

при г=2? можно получить

հ' = - 0— Н.)/<о(^)/о(7Г)//йй.я— է.0ՏԳ т в д>а (4.7)
* ^Кс(/п)/^т) \ /п(™ )/</'”)

При выводе (4.6) было принято, что

м=ас(Ж (4.8)

Для получения дисперсионного уравнения представим и и р также в 
виде (4.8)

Т=ЛсО8^ /7=б/СО5՜ (4.9)

Тогда из (4.1) и (4.2) получим

рш։_ ±^ш„7)=0 (4.10)
т

7=рЛ4- ^֊, Г) = Лд֊: О4а5
՛ ‘ /^’

Е՝/{ /_ 2^ \ 12СР
4- -{- Т^г-^[Н г у • = —^г

Н — ^ И* /Со(/п)/о(/”)Ч^~1)2
4-Ро։1/1('”)^в('«)4-/о('”К<1(^)
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С«=ь I 4- — (1+*Г( 1 -V) +• — X 
”| 180 9/?<Ч W

1-2Н.4у;>-ЗЛ-2?-{-2><| I 
(I-*)’ I

Для больших скоростей движения г>0 из (4.10) получится наличие 
флаттера при

о Г 1 / Eh \ _
(4|1)

Приведем некоторые численные оценки для кровеносного сосу­
да I 12, 13] (/?=10Л, 7>0,3£Л, /:-7 • 105 Па, 1V=0,96 хЛ-0,5).

При отсутствии магнитного поля согласно (4.11) флаттер будет 
при г0-^7 мсек \ что с точностью до порядков совпадает с [14]. В 
то же время, как видно из (4.11), наличие средних магнитных полей 
может приводить к устранению флаттера.

Из (4.10) можно получить

(4.12) 
\да’/о /\ т /

Согласно 114]утля биологических сред -(2>0, следовательно, (д<о/(?а*)о>О.
Условие устойчивости волн модуляции имеет вид и>'0(дч>/да*)^>0. 

Для выражения ю0 из (4.10) имеем

Для определения знака «^(а) были произведены вычисления для 
вышеприведенной оболочки при р~2 при различных г0/с, (с=Л Е&) 
и Н^Е. На фиг. 1 по оси абсцисс отложено т, и по оси ординат— 
безразмерная частота о>0= 10 <оаА 'с.
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Как видно из приведенных кривых, для реальных биологических 
сред и>о>О и так как (дш да2)0>0, то имеется модуляционная устой­
чивость. Однако, как показано в (при г'о=/7о—О), для ма­
лых и при очень малых т. Разлагая (4.13) в ряд по т, мож­
но получить, что <о"<О, когда

с 2?о I \ R ) Е

+ 1/ 4- | ^н(\ IГ \ ? /ЕЛ Е рЛ / I

Модуляционная неустойчивость для //„-=0 получается при и0-7= 
= 0,65; 0,44 соответственно для Т«, £7/= 0,3; 0,15.

Таким образом, магнитное поле в задачах флаттера в модуля­
ционной устойчивости играет стабилизирующую роль.

ABOUT INFLUENCE OF MAGNETIC FIELD OX THE MODULATION 
WAVES IN PLATE AND CYLINDRICAL SHELL

A. G. BAGDOEV, L. A. MOVSISIAN

ՍԱԼՈՒՄ ԵՎ ԳԼԱՆԱՅԻՆ ԹԱՂԱՆԹՈՒՄ ՄՈԴՈՒԼԱ8ԻՈՆ ԱԼԻՔՆԵՐԻ 
ՎՐԱ ՄԱԳՆԻՍԱԿԱՆ ԴԱՇՏԻ ԱԱԿ-եՅՈԻԹՅԱՆ ՄԱՍԻՆ

Ա. Դ. ք»ԱԳԴՈ1։Վ. Լ. Ա Ս ՈՎ111-ՍՑԱՆ

II. մ փ ո փ ում

Աշխատանքում դուրս Լ քերված* երկայնական մագնիսական դաշտում 
վերջավոր հաղորդականությսւմր ոչ գծային առաձգական սալի մոդոզա֊ 
Տ{,,սյՒ հավասարումը։ Ուսումնասիրված Հ մ ագնիս ական մածուցիկության 
•ոզգեցոլթյունր մ ոդուչարիայի Աղիքների կայա՛ն ութ յան. վրա. ինչպես և կոն֊ 
վեկտիվ ու րայյարձակ կ այունություններր։

Շարժվող մադնիսական հեղուկով գլանային թաղանթի համար դիտարկ­
ված կ արագության ե մադնիոական դաշտի ազդեցությունները ֆչտտերի ե 
մ ոդուչացիայի աչիքների վրաւ
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УДК 539.3МАГНИТОУПРУГАЯ УСТОЙЧИВОСТЬ ТОПКИХ ТЕЛ, служащих ДЛЯ транспортировки электричечскогоТОКА
БЕЛУБЕКЯН М. В., КАЗАРЯН К Б.Вопросы неустойчивости упругих токонесущих конструкций, обус­ловленной взаимодействием электрическою тока с собственным магнит­ным полем, являются новыми в области механики твердого деформи руемого тела. Эти исследования, являющиеся частью научного наирав- дейня—теории магнитоупругости, пол уч или отдельное развитие в сил\ широкого использования токонесущих упругих элементов конструкций в современной технике. Упругие конструкции с током применяются, в частности, в магнитах, создающих сильные магнитные поля, тля исследовательских целей в физике высоких энергий: в устройствах типа «Токамак»; к магнитогидродннамичсеких генераторах для пря­мого преобразования тепловой энергии в электрическую: в транспорт­ных устройствах на магнитной подушке.Теоретические исследования по неустойчивости упругих конструк­ций. в основном, относятся к модельным конструкциям типа тонких стержней, пластин и оболочек Настоящая работа является обзором, имеющихся в научной литературе исследований по устойчивости тон­костенных систем. Паш обзор не претен ту ст на полное приведение всех работ по этой тематике, но мы по крайней мере старались изложить в достаточной мере современное положение дел в этой новой тематике, В научной литературе имеются обзоры [5. 24. 32. 39] по общим воп­росам теории магнитоупругости. которые затрагивают также и иссле­дования, интересующие нас.I. К первому исследованию по устойчивости токонесущего твер­дого тела следует отнести работу Леонтовича М А., Шафранова В Д. [25] (1958), в которой для гибкого стержня без учета его жесткости показано, что собственное магнитное поле вызывает неустойчивость по отношению формы .проводника. Задача решалась н рамках модели идеального проводника (ток считался поверхностным) и малости иска­жения формы. Показано, ч;о прямой проводник с током неустойчив при любых значениях силы тока Исследовано также влияние внеш него продольного магнитного поля, приш- пятого к стабилизации про­водника.В работах Долбина И, И. (1962), Дилбнпа II. И и Морозова А. И (1966) [18, 19] обобщены результаты работы [25] на случай, когда 
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учитываются упругие силы (жесткость) стержня. Получено диспер­сионное уравнение, определяющее зависимость фазовой скорости длин­новолновых изгнбных колебаний упругого стержня с поверхностным током. Для стержней с круговым и эллиптическими сечениями получе­ны критические значения силы тока, превышение которых приводит к потере упругой устойчивости.Прудников В..В, (1968) в работе [29] рассмотрел задачу колеба­ний стержня с поверхностным гоком при наличии вне стержня одно­родного постоянного продольного магнитного поля. Получено диспер­сионное уравнение и рассмотрены случаи продольных и изгнбных колебаний. Изучено влияние внешнего магнитного воля. В работе [30] Прудников В. В. (1972) изучил вопрос колебаний идеально-лроводя- щего упругого стержня с током, находящегося в идеальио-проводя- 1цсй цилиндрической жесткой трубе, когда между трубой и стержнем имеется продольное магнитное поле. Показано, что наличие идеально- проводящей стенки трубы повышает .устойчивость длинноволновых из- гибвых волн.В работе [15] Вандакурова 10. В. и Колесниковой Э. В. (1967) исследована устойчивость конечно-проводящего упругого стержня с однородно-распределенным током, когда принимаются во внимание индукционные токи, обусловленные подвижностью упругого тела [3]. Рассмотрен случай плохой проводимости, позволяющий не рассматри­вать решения уравнений Максвелла. На основе численного анализа дисперсионного соотношения изучены условия возникновения неус­тойчивости. Полученные в работе выводы сравниваются с эксперимен­тальными данными, в частности, работы [I]. где изучены механизмы разрушения металлической проволоки при пропускании через нее им­пульса тока большой плотности.Для конечно-ироводящего стержня, когда ток равномерно рас­пределен па толщине в работе [35] Chattopadhyay S.. Moon F. С. (1975) теоретически и экспериментально показано существование не­устойчивости. Получена следующая аналитическая формула относи­тельно критической силы тока, превышение которой приводит к потере упругой устойчивости (в системе СИ):
4~k'GEIn(2 kr)-1,327 (Лг«1) (1-1)В (1.1) Ро—магнитная проницаемость вакуума, /0—сила тока, Е—мо­дуль упругости, в—момент инерции, к—волновое число, г—радиус поперечного сечения. Для медного стержня с параметрами Е— =8,7- Ю10 Па, г=1,6- 10՜’м, Л=0,66 м (/.—длина стержня) крити­ческая сила тока равна 7^^4086 а.В формуле (1.1) при замене числовой постоянной на 1,077 полу­чается результат работы [19] для стержня с поверхностным током.В работе [34] СйаПорабИуау S. (1979) предложил вариационный метод для исследования магнитоупругой устойчивости токонесущих конструкций. Предложенный метод был использован к задаче, для 
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упругого стержня с током и было проведено сравнение с результатами работы [35].Ряд экспериментов по устойчивости гокбнесущих упругих стерж­ней и колец выполнены в работах [40, 41] Moon F. S., Swanson С. (1977. 1979).В исследованиях [31, 36, 37, 42], представленных на международ­ный симпозиум по электромагннтомеханнческо.му воздействию дефор­мируемых твердых тел и конструкций (Токио. 1986). обсуждены вопро­сы устойчивости и колебаний: сверхпроводящих упругих колеи с током [31]. системы упругих колец соленоидального сверхпроводящего маг­нита [36], токонесущей «бесспловой» цилиндрической оболочки [37J. линии (упругой нити) передачи электргческого тока при токах корот­кого замыкания [42].Исследованию вопроса устойчивости токонесущих упругих стерж­ней во внешнем магнитном поле посвящены работы [37, 22] (1985, 1986), Для стержней со слабым током (без учета явления неустойчи­вости. обусловленного самовоздействием тока с собственным магнит­ным полем) изучен вопрос пространственной потери неустойчивости при наличии внешнего магнитного поля неизменного направления. Ис­ходя из общих нелинейных уравнений статики пространственно-кри­волинейных стержней с учетом следящих сил Ампера, обусловленных взаимодействием тока с внешним магнитным полем, рассмотрены кон­кретные задачи устойчивости. Для прямого стержня с круговым се­чением. когда внешнее магнитное поле параллельно току, получено следующее уравнение устойчивости (в системе СИ) [37]:‘S “ 7ZF ՛ flo=4-W։/A£r* (1.2)
В (1.2) w=u-\-iv\ и(х), г'(л-)—нормальные изгибные перемещения стержня в двух взаимно-перпендикулярных плоскостях, 7—длина стержня. Е—модуль упругости, г -радиус сечения, i Т 1; ./0—сила тока. магнитная индукция. При различных граничных условиях найдены критические значения силы тока. Для медного стержня с параметрами /.=0,66 м, г=1,6 • 10г3 м, £”-0,87 • 10" Па получены следующие критические значения для силы тока 7о*=8О а, для ин­дукции магнитного поля Z?ot=2,71 7”.Для упругого токонесущего кольца, находящегося во внешнем поперечном или осевом продольном магнитном поле, получены крити­ческие значения силы Ампера в случаях, как плоской деформации (ось стержня остается плоской кривой), та;; и пространственной деформа­ции (ось стержня становится кривой двоякой кривизны) [22]. Рас­смотрена также задача устойчивости плоской формы изгиба прямого стержня прямоугольного сечения вытянутой формы, когда направле- , ния тока и внешнего магнитного поля взаимно-перпендикулярны [22].2. Устойчивость упругих прямоугольных токонесущих пластин ис­следована в основном в работах [3, 4, 8—12, 16, 17] (1974—1986).

15



Постановку задачи устойчивости токонесущих пластин кратко можно сформулировать следующим образомОтнесем пластинку к декартовой системе координат (л՜, у, z) так. чтобы срединная плоскость пластинки совпадала с плоскостью (д-, у). Пусть пи пластинке течет по направлению оси х электриче­ский ток с плотностью Ac- const. Для бесконечной пластинки собст­венное магнитное ноле в области, занимаемой пластинкой, имеет вид—4"/с • jox-z. (с—электродинамическая постоянная).Поведение токонесущей пластинки описывается следующими ли­неаризованными уравнениями:а) уравнений равновесия (в отношении пластинки принимается гипотеза Кирхгофа)
аГ у?..; :(—■ + (2.1)? X дх ду /

-dб) уравнения Максвелла в области, занимаемой пластинкой (в гауссовой системе единиц)_ 4Г _
roth —divh—'X rote=Q\ dive =0 (2.2)

cв) уравнения Максвелла в областях вне материала пластинкигс>/Л<»)==0; div/i{i>—Q\ dive^=(}\ roteW—Q (2.3)г) уравнение, связывающее вектор плотности поидеромоторной силы R с возмущениями электромагнитного поля А, е

R= — (70х '0+ - (ё X /7о) (2.4)В уравнениях (2.1) —(2.4) векзор Л и вектор е оси» возмущения магнитного поля и электрического поля, вызванные изменением формы (деформации) срединной плоскости пластинки, D жесткость на изгиб, а -коэффициент электропроводности. Л—оператор ЛапласаУравнение (2.1) (2.4) связаны между собой посредством нели­нейных граничных условий на поверхностях пластинки z = d 
(2d—толщина пластинки)(/“. л)й0: /7 = Л» (2.5)где )=/0 si; /7«/7б4-А; /?(՝)=/70w_i_ л —вектор внешней нормали к поверхностям пластинки, //= grad(w—z)/|grad(^՛—z)|.При выводе искомого уравнения устойчивости упругие возмущения и возмущения электромагнитного ноля, обусловленные изменением пер­воначальной формы пластинки принимаются малыми. После линеари­зации граничных условий (2.5) решение поставленной задачи можно привести с достаточной точностью к решению следующего уравнения
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DèPw = —— w (2 6)
clУравнение (2.6), полученное для бесконечной прямоугольной плас­тинки, позволяет ее использование с определенной точностью для пластин конечных размеров. В работах [11, 16] получены значения критической плотности тока для пластин конечных размеров при раз­личных граничных условиях. В частности, для алюминиевой шарнир­но-опертой пластички-полосы с толщиной 0,2 см и шириной 20 см критическая плотность тока равна /0։а;3,53 ка/см։.В уравнениях (2.1) (2.4) не приведены индуцированные элек­тромагнитные поля, обусловленные подвижностью (скоростью) упру­гого тела [3], учет которых не существенен при определения крити­ческих параметров неустойчивого состояния.Устойчивость трсхслойной пластинки с током, когда внешние то­конесущие слои разделены диэлектриком, исследована Григоряном Б. В. (1986) [17].В работе [7] (1973) изучен вопрос колебаний и устойчивости кон­сольной пластинки-полосы с достаточно слабым током (эффект само- воздействия не учитывается), находящейся во внешнем поперечном магнитном поле. Получено соответствующее значение критической си­лы Ампера, превышение которой приводит к потере упругой устойчи­вости. Экспериментальное исследование устойчивости такой пластинки проведено в работе [28] (1974) Овакимяном P. Н. и др., результаты которой хорошо согласуются с теоретическими результатами работы [7]. В работах [21]. (1984) и [23] (1986) продолжены исследования по устойчивости токонесущей пластинки-полосы во внешнем попереч­ном магнитном поле в случае, когда торцы пластинки неподвижны в тангенциальном направлении [21]. а также, когда материал пластинки является кусочно-однородным [23].Исследование влияния внешнего продольного магнитного поля на устойчивость токонесущей пластинки проведено в работах [6] (1983). [33] (1984). Показано, что наличие внешнего магнитного поля приво­дит к существенной стабилизации пластинки. В частности, для мед­ной пластинки-полосы шириной 40 см и толщиной 0,1 см внешнее магнитное поле напряженностью А/о=1О3 э приводит к увеличению кри­тической плотности тока в два раза.

3. Исследование устойчивости цилиндрической оболочки с током впервые было проведено Овакимяном Р. П. (1969) в работе [26]. Для цилиндрической оболочки, по направлению образующих которой течет поверхностный электрический ток, была показана возможность потерн упругой устойчивости, обусловленной начальным кольцевым сжимающим усилием, вызваниным собственным магнитным давлением. Для цилиндрических оболочек с поверхностным током было в даль­нейшем исследовано явление флаттера [2] (1970), устойчивость систе­мы коаксиальных оболочек [27] (1979).В работе [20] (1974) рассмотрена задача колебаний и устойчн-
17
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вости цилиндрической оболочки в случае, когда по образующим обо­лочки течет равномерно распределенной но толщине объемный элек­трический ток. Показано, что индуцированные электромагнитные поля, обусловленные подвижностью (скоростью) упругой оболочки не влия­ют на критическую плотность электрического тока. В дальнейшем, опираясь на результаты работы [20] в рамках статического подхода в работах [14] (1982). [13] (1984). была изучена устойчивость цилин­дрических оболочек с объемным однородным током, текущим вдоль образующих [14]. з также с объемным током, текущим по направлению дуги направляющей окружности (соленоидальная оболочка) [13].Для этих двух случаев протекания тока уравнения устойчивости можно записать в виде/>Д4ю + 2Ы д'и 8 г МЧ* а*
-тг 0'' ~(-|)—~'^() с’ (3.1)В (3.1), помимо принятых здесь обозначений, <։ -координата вдоль образующей, р координата вдоль дуги направляющей окружности; 

т I; 2 (для соленоидальной оболочки т 2) Подчеркнутое слагае­мое в (3.1) обусловлено начальным усилием, которое для соленои­дальной оболочки является растягивающим. На основе уравнения (3.1) получены критические значения плотности для шарнирно-опертой оболочки, при различных соотношениях геометрических параметрон оболочки. В частности, для медной оболочки толщиной 2т/=0,2 см при соотношениях /?//. =0,2: /?/</= 200 получены соответствующие кри­тические значения плотности тока /о։^ 1.4 ка/см։. 7.9 ка/сма. Для оболочек с соленоидальным током показано, что, если /?<'20б/, то оболочка не теряет устойчивости. Для таких оболочек начальное рас­тягивающее усилие является преобладающим и оно с увеличением то­ка может привести к меха и и ческ »му разрушению оболочки. В работе [38] (1987) предложена одна математическая модель «бессиловойэ цилиндрической оболочки с неоднородным током, когда вектора плот­ности электрического тока н собственного магнитного поля коллинеар­ны. Такая оболочка в начальном йедеформйруемом состоянии свобод­на от электромагнитной нагрузки, так как начальная сила Ампера равна нулю. Определено начальное распределение по толщине обо­лочки продольного и окружного тока и соответствующее нм распре­деление магнитного поля. Изучаемая сболочка генерирует в своей внутренней области продольное магнитное поле, а во «пешней области —окружное магнитное ноле. Показано, что возмущенное состояние упру­гой оболочки неустойчиво вследствие возникновения пои деромоторных электромагнитных сил Для полной силы токз получено критическое значение, соответствующее шарнирно-опертой оболочке______________4^£ <Л/?«с’ “(2 + ^с֊2)|'3(1-,’)~ 021(*—коэффициент Пуассона).
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В частном случае, для медной оболочки с параметрами (Ц1.— = 1/500, /?=5 см имеем /0#~9,4 ка. Продольное магнитное поле вне материала оболочки равно //о.~3,71 Т.В заключении обзора в связи с последними открытиями высоко­температурной сверхпроводимости в металлооксидных керамиках мы хотим указать на важность и перспективность исследований по меха­нической прочности и устойчивости сверхпроводящих композиционных гонких тел. Очевидно, что методы и подходы, развитые для тонких электропроводящих тел с током, могут быть успешно применены и при рассмотрении гонких тел из новых сверхпроводящих материалов.
MAGNETOELASTIC STABILITY OF THIN BODIES USED FOR ELECTRICAL CURRENT TRANSPORTATION

M. V. BELUBEKIAN, K. B. KAZARIAN

ԷԼԵԿՏՐԱԿԱՆ ՀՈՍԱՆՔԻ ՏԵՂԱՓՈԽ ՄԱՆՐ, ԾԱՌԱՅՈՂ Ո ԱՐ ԱԿ ՄԱՐՄԻՆՆԵՐԻ ՄԱԳՆԻՍ ԱԱՈ-ԱՋԳԱԿԱՆ ԿԱՅՈԻՆՈԻԹՅՈԻՆՐՄ. '1.. ՕհԼՈւՓԵԵՅԱՆ. Կ. Ո. ՎԱ 9.ԱՐՅԱՆԱ մ փ ո փ ո ւ մ
ատանրոէմ բերված է ւլիտսէկան րլրակ ան ութ յան մեք եղած էլեկտրա­

կան հոսանրով աոաձղական բարակապատ կառուցված բների կայունությանը 
վերարերող հետա էլ ոտությունների տե սությրլնր:
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ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՀ ԴԻՏՈԻԹՅՈԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԴԻՐ ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР
Մեխանիկա 42, № 2. 1989 Механик«

УДК 624.15.042.072.233.5.8СЕЙСМИЧЕСКИЕ КОЛЕБАНИЯ КРУГЛОГО ШТАМПА НА МНОГОСЛОЙНОМ, НЕОДНОРОДНОМ ОСНОВАНИИДАРБИНЯН С. С.. |ЬгЛН'ЕСЯН~М.~в:|. САРГСЯН Л. Е.
Пусть к цилиндрической системе координат (г, а, х։) задана не­

однородная слоистая среда с плоскопараллельными границами раз­
делов неоднородных слоев с упругими параметрами Х„ ц,, р. (фиг. 1)

/Д_։<х3</Л=у Ль (1)

где /70 ез 0, Ля։ ->ос, Л ,>0
На границах разделов 

смежных слоев, а также при 
х^Нп между п-\\ слоем с 
полупространством х£>Нг. су­
ществуют условия полного 
прилипания:

(2)

1<ЭД,֊<+»Ь-я. =0
(>=!, 2, ... п\ /=1, 3)

Для удобства здесь и да­
лее учтены следующие обоз­
начения:

/V, -ЗцЧ) ==Зг(՝) (3)

А֊- 1

Фш 1. Расчетная схема круглого штампа на многослойном, неоднородном основании,
Пусть на поверхности хд=0, в условиях полного прилипания 

лежит круглый штамп с радиусом г = а |1,7|. с заданными смежны­
ми граничными условиями с основанием:

°. О - ”Р" и “
0. 0=0 При Гя^СХ) (4)

з;й։,(г, о./)=о при ОН

Как видно из граничных условий (4). имеем дело с краевой зада­
чей со смешанным граничным условием на границе ,г3 = 0.

* Оганесян Л1. И. погиб во время землетрясения п г. Ленинакане 7 декабря 1988 г.
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Предполагается, что источник первичных волн в заданном виде 
упругих потенциалов находится в полупространстве х3^>Нп и поме­
щен в точке (О, /70) |3, 5].

В условиях сейсмического воздействия в среде, (I) наряду с ис­
точником сейсмических волн, при взаимодействии с основанием круг­
лый штамп становится новым источником волн.

Следовательно, общее волновое- иоле можно представить как сум­
му двух волновых полей, возбуждаемых источником первичных сей­
смических волн без присутствия круглого штампа на поверхности 
х3=0 и волнового ноля, которое возбуждается штампом, расположен­
ным на поверхности =

цр./л ' )=</{?.,и. а+^(г, х,. о
=зА>)(Г’ т 'зЯ'^Г’ Х3’

Поле перемещения и напряжения и ag>vJ в декартовых ко­
ординатах было определено в работах [3, 5|, поэтому мы здесь их 
будем считать известными величинами.

Д^я определения нолей напряжении и перемещений, возбуждаемых 
крутым штампом в основании (I). воспользуемся принципом супер­
позиции:

-4՛ 0 = ( <)<г’*>■ *<)ех₽('АО (6)— X со
</ —о՝ 

где 
а°зд\)(г’ ^<) = | °33(i)(çi» ^)~з/0>(г 'и Л'з’ (?)и

а

Л)= l’Ja’oiGi. 0.4,)t7y)(r-х„ A,)df։ (8)*7 0
(7=1.3; 9=1.2,.,., «4-1)

Здесь "з/(4(г—г։, л՛,)—спектры напряжения по времени, выз­
ванные в точке (г, л,) под действием сосредоточенной гармонической 
силы единичной амплитуды, направленной перпендикулярно к грани­
це a'j=0, и помешенной по окружности в точках (с։, 0); (7д.֊)(г—՝։. 
*з։ £•։)“спектры перемещения по времени, вызванные напряжениями 
^>('•-4. О-

Из граничного условия (4) и (8) получим интегральное уравнение 
первого рода
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[«Sb/Ei. 0. *«)''эдС֊«-’ 0’ °’ *<>
о

(9)

где 6'^5)(г, 0, &4)—спектры перемещения поверхности ха=0 без при­
сутствия штампа; представляет собой сейсмические воздействия, 
является произвольной гладкой функцией по времени и определяется 
как в |3] при ха=0. »«=1.

Если пока считать, что функция Грина Ц’(։), которая также под. 
лежит определению дли данной задачи, известна, то в уравнение (9) 
входят два неизвестных и Ц}|г Следовательно, для замыкания 
необходимо иметь еще одно независимое уравнение.

Это уравнение мы получим из условий динамического равновесия 
штампа массой М:

и

•/ 
о

(10)

Отметим, что вне штампа общее перемещение O'ÿJ^Xj, х3, /) 
будет произвольная изменяющаяся функция как по времени, так и 
по пространственным координатам. Волны разного типа, возникающие 
в процессе распространения и взаимодействия на небольшом расстоя­
нии, вне штампа затухают и остается перемещение произвольного ти­
па после взаимодействия.

Уравнения (9) и (10) составляют замкнутую систему, из реше­
ний которых определяются спектральные функции контактных напря­
жений и общее перемещение штампа-

а
[<,(ч.0,*։) = ֊Ü^(r,0,fe4)

У
(И) d

2- рЙЬО՜- °- 
о

Учитывая, что ядро интегральных уравнений с՝'т1 в общем случае 
имеет сложный вид, систему интегральных уравнений целесообразно 
решать по методу коллокаций, что позволяет систему интегральных 
уравнений движения сооружения, записанную в изображениях Фурье, 
свести к системе алгебраических уравнений [2].

Разобьем область контакта штампа с основанием по направлению 
г отдельных /. количеств круглых полос с внутренними г1 ։ и г/ ра­
диусами и предположим, что функция, определяющая значения спек­
тров контактных напряжений «Й0(г, 0, £.), может быть аппроксими- 
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Нована ступенчатой функцией по координате г, сохраняющей посто­
янное значение в пределах каждой полосы /=1, 2, ...

Будем считать, что контактные условия выполняются не по всей 
подошве штампа, а лишь в некоторых сосредоточенных кругах каж­
дой полосы, имеющей координаты г/(/=1,2....... А).

Тогда вместо системы интегральных уравнений (II) получим сис­
тему Л |-1 алгебраических уравнений:

Т1
2 V«. 0.*.) (12)

'1-1

2'2 ^Л,=
1-1

где

^г:=г1- 1֊г1’ г«=°
Систему (12) можем переписать следующим образом:

2 «>։;..(*.) ֊ =-<Ш *<) ....
г«-1 ио;

2’2 
/-1

где

'I
*4)^։• (и)

г1֊։
Введем следующие обозначения:

2<=Т%(4.), (/=1.2..., А)

^+1=Ч!!)(*.) (15)

Я,=/7^1((гг0,4.); Вд+1 =0, //=1,2 ... Л)

'|/.<=г;.|(4<), 4л£+1=-1 (/./=1,2........ /.)

*л+1.<=4- ('=1.2........ О
С учетом (15) определяется спектр контактных напряжений и 

общее перемещение круглой плиты, а нз выражений (6) и (7) опре­
деляется напряженно-деформированное состояние неоднородного мно­
гослойного основания круглой плиты.

Уравнения (13) можно записать так:

2 ՝ (/=1,2, +1) (16)
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Для решения (16) запишем его г» .матричной форме:

= = ........ /-Н) (17)

Так как элементы матрицы Р/л] в (17) нам известны приближенно, 
то есть имея вместо матрицы ]/>/,/] матриц,- Р/д|, в общем случае 
мы не можем высказать определенного суждения о вырожденности 
или невырожденности системы (17). Очевидно, что такая ситуация 
имеет место в случаях, когда матрица рд/| имеет достаточно близ­
кие к нулю собственные значения.

Поскольку вместо точной системы (17) при Дг/-»0 мы имеем 
приближенную систему [£/,/]|и вычисление обычно произ­
водится с конечной точностью (ДггЛО). то здесь речь может идти 
только о нахождении приближенного решения (17). При этом эти 
решения должны быть устойчивыми к малым изменениям исходных 
данных (17).

В основе таких методов лежит идея «отбора», изложенная в 
работе [9].

Для общности рассмотрим случай, когда неточно заданы как 
правая часть [#/], так и матрица р/./|, то есть пусть вместо систе­
мы уравнений (17) при А/т—О, с нормальным решением |//]°, мы 
имеем систему

Здесь

|1Р/,<] ||] 5..]-р,]])=^Л;р/.г] и [/Л|—соответственно значение
[/;/։] и |&,] при Аг,->0. Требуется найти векторы [Л,], т=(А. '•) та­
кие, что

нш^ьч/.-Г^о 
т-°

Их можно находить путем минимизации сглаживающего функционала

•И’{1£<], [Я/1, ]^]}=111Ы1^Ы^1Г|։+’11|/;|Г (а>0) 

подробно изложенная в [9].
В случае, если матрица рр| имеет равные нулю собственные 

значения, среди методов решения (17) можно применить и метод за­
мены уравнения (17), близким ему 19]:

([М } *։|£1)|7,]=|Д,| (18)
где ?։>0֊ выбранный числовой параметр: |£| — единичная матрица.

Решение уравнения (18) в этом случае записывается в виде 

В заключение рассмотрим методику определения ядра
(П).
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к плоскому деформированному состоянию. Пусть в плоскости х3=(), 
ограниченной упругим неоднородным основанием (1) по направлению 
оси действует вертикальная нагрузка

Ъз(»(г’0./)=/Чг)^’<х’։' и ”«(։>('*.О,/) О (19)

Для определения перемещений и напряжении в этой осе­
симметричной задаче воспользуемся потенциалами с. (г, Л4) и
?.ч (г, х3, /г4), удовлетворяющими волновым уравнениям

□ (20)
где

2=^ ££ , _^__±£г 
дг'гдгдх*

2_^ _1_£
дг2 г дг дх\ а*, дР

Тогда они выражаются следующими формулами [8]:

дг дх։ дхл дг
д'?՝ Л 

дгдх3
д^2; \ 
дх\ )

(21)

(22)•»1(1>вМЦ 2
«л д?

"зэ( 1 2 , оя’<Ь о д2՛^, , 2 <^2, I
«I дх\ ~*дгдх> Т г дхя |

Па смежных границах различных сред основания (1) считаем, 
что заданы условия полного прилипания:

|^(.+.у-^м|Л-я,=о (23)

1՛ Гад+.-’злч|.п֊«. = ° (֊=1-2.•••»+!! -/=>.3)
Решение волновых уравнений (20) для многослойной среды II) с 

учетом формы возбуждения среды (19) записывается в следующем ви 
де [6]:

г — ехр(/А/) 11Л9 ехр(/Л>}|Дх։- АЛ)) (֊ 
J0

+ А2.,ехр(-И1г,г\х3 ~/Л- ։))]^Л(А,г)£/А
(24) се

>2,=ехр(^,/) | [/?3,ехр(/Лт,24л-, -ЛА)) - /■։.ехр(֊/Ат, .(х3-Н.,_1)))А./։(/?г)^ 
о

где . /;=1,2; «1,2...//

Др, —комплексная скорость распространения продольных р=1 и по­
перечных р—2 волн в среде ՝'.
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а*,—фазовая скорость распространения волн.
Подставляя (24) в формулы, определяющие компоненты полей 

перемещений (21) и напряжений (22). получим:

Ц’. =ехр( -/V)) ^2{|/?1^хр(/Ь11,(А-л /7.))Ч-/?2,ехр(—/Ь.гДл-,-АД_։))| 
о

— / <■.[ /Чехр(/Ь„- (х3—Л/,)) /ч>ехр(—/Л^(л-а—/7,_։)) ]}
(25)<чг

= схр(/А0 | 1/\ехр(/А’7(|,(л-3—/7.))-/-\ехр(-Игул(х—Н, ։))]
о

Гг.ехр(/йг։г4л-3—/7.,))4-Л-։>ехр(—/7,_|))}./0(Лг)^ 
и по

•Г3։( р,<ехр(/А4/) р։а -2/>;ь1/г»ехр(^г11..(л-3-7/„))-0
/ Л2 \/■>хр(-։4’11.(.г։֊/У.-1))1 + ( д„ (-24)1 ехр(/Ъ. г,(х,-/7,)) +

4- /?։.ехр(—/^(х,—/У7_։))]|7։(/гг)^

•33 )=Р^ехр(^4О - 1 - 2т£

0 ֊ ՛

(26)

| /•'։.ехр(^^1,(х3-^,)) Л.ехр(-М>;։.(ха-/7Г,_|)))4-

-г 2/г։2,|/гз,ехр(/А^(х3-֊А/>))-Льехр(-27?^Хл-3—//.-•))] Х4(Аг)г/й

Подставляя выражения (25) и (26) н граничные условия (23), 
получим систему из 4// алгебраических уравнений относительно 4^4-2 
неизвестных Рк.. (Л=1,2, 3, 4; *=1,2,..., л-Н)

X СЬ+”О(.+1> = V С£4Лад (27)
Л<=1 к-\

(т, к = \ , 2,3.4; >=2,3,..., я-г 1; Лцлм) = /^(лч п = 0)

где коэффициенты С^к и имеют следующие значения:

Су) = ехр(-/Ь-։|Л), ОД«!, С{з>= —/\՝2,ехр( /Л-^.,/?.),

П4 = г/1Ьехр( С£ = — Ьп„ С^=ехр(֊/Л7,2./;-.), 1,

С:п>вМ2м—21>^а72։
28



2^.)гхр(-^Л)

/4>г \
Сй’-₽.я։։.(р4+2^)

fk 'i /2 1 \-^г) Ч ехр(-/уд.АЛ.)

(28)

Су=2/7,7,гл«2 ехр(-/^т(;?/»). С';*-2<Чьа?,

£м^Сйехр(Л2|»ЛЛ.) при А=|.2

Ст* = Су4ехр(77։7,АА,) при А=3,4

Дополнительные дна уравнения в системе (27) получим и.ч гранич­
ных условий (19).

Подставляя значения ~зм>> и -х.։) из (26) в граничные условия 
получим:

~-2^м(^ехр(-/А74։։Л։)-֊Л։,)4 (у, 4-2^| )(/га։еХр(-/ЛчпЛ,)—Лп)=0

I I А; / 2 I \ II Iр°з։*’ |р’(я = “ оТ/~2^« ||/иехр(-^։։Л։)Ч֊Е։1 |ч- (29)

+ р1а.:։А։2/л„(^>1ехр(—^։։А,)-^։) ' ехр(/А4О = ъ3(г, О, А4)

где

•й(лО.*։)-֊ | -„(г,0,/)г/о(Ал) /г = ( гр(г)/и(кг)(!г (30)
-ь 2=

Если в начале координатной системы действует сосредоточенная сила
[ Р(г)=—} (31)

г
то получим

I 7-, (г. V. = -^Р(,АИ (32)
*• ••

Принимаем обозначения

|СЙ|-1/:|. ^цо> /• цо} О, Лц»} = —
2п

СУ’ = -2/т)„ехр( ). С;’> — 2/гп

I *4 >)ехР(““;та»А>). 4-2т<й I (33)
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# / 2 1 \ , IЧг■’ У“21։?։ ]ехр(֊/НЛ)

ГЛ’ / 2 1 \

С1,!/ = р^։Л‘2; 7}21е X р( —/Л^Л), С<։։» - — р։а-;гка2Ь1։ 1

С учетом обозначения (33) система уравнений принимает вид

X с®> /><»= х с<;> /=■«,> (34)
к-1 Л-1

Записывая совместно (34) с (27), получим замкнутую систему 
алгебраических уравнении относительно

[СЙ71>![^б֊11] = 1Са||ЛлН| (35)

(/л, Л = 1,2,3, 4; > = 1,2,..., п 4-1; /'ця-Ц а />я+։) - 0)

Из решения (35), определяя значения спектральных функций 
/>(,), далее, подставляя формулу из (25) при >=1, х3=0, полу­
чаем выражения ядра системы интегрального уравнения (И) в сле­
дующей форме: 

ао
<4 = I ^Ч^1(^։։ехр(-^^Ч)-^1)-^1(^лехр(-^.։Д)- 

•/ о
-/;։)М։(^)^ (36)

Определив из решения системы алгебраических уравнений значе­
ния контактных напряжений, с помощью выражений (6), (7), (8) оп­
ределим напряженно-деформированное состояние неоднородного сло­
истого основания и параметры сейсмического колебания штампа

^щ(г,0,/). ^у,։)(г,0,/), адг.О.П
Теперь рассмотрим случай, когда напряжение и исходные переме­

щения по контакту штампа с оснсванием можно принять пос­
тоянной величиной по координате г, то есть рассмотрим уравнения ко­
лебания штампа без учета дифракции волн п основании.

Тогда система уравнения (II) для вмнклеровского основания при­
нимает вид:

«&»№*==-^1,(0 (37)
Из совместного решения этих двух уравнений получаем

֊7^!)1)(0^(,1«֊Ц!։(0=Ц?.1(«)

откуда с учетом получим
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и<Ъ (7)^,(0+-^ = -<(') <38>
•ии3<>)

(38) является дифференциальным уравнением для системы с одной 
степенью свободы, которое широко принимается и обычных методах

расчета сооружения на винклеровском основании. В (38) С=~-
^ЗП) 

является коэффициентом постели основания, ш։=С/Ч собственная 
частота колебания штампа.

Решение (38) записывается через интеграл Даламбера
По

I Ц։>,(0 = - | У§|։(т)51П<»(<-■։)*

о
Заметим, что на основе результатов решения упругой задачи мож­

но получить решение задачи в вязкоупругой постановке.
Пусть для основания (!) связь между напряжениями и реформа­

циями определяется по закону Больцмаиа-Био:
< I

О о

3 ЭС'*,где 0>= V ——; <72(/)- функции по времени, которые в слс-
Гл ОХк

чае идеально-упругого основания (!) переходят в постоянные Ламе 
р и >. Для получения решения поставленной задачи в вязкоупругой 
постановке необходимо в вышеизложенных решениях задач в упру­
гой постановке, записанных в изображениях Фурье по времени, и г 
заменить величинами /.(£,) и }»(£.,) |.5], где р(64) =
= /^,7։(А<), а значения 7Р(^); (;>= 1, 2) определяются

= ֊ 1‘7Р(0ехр(^.։0^ 
2'

В заключение приводим конкретный пример расчета колебаний 
штампа на однослойном основании при следующих исходных данных 
(табл. I).

Таблица 1Исходные данные для численного примера
р < идь И

КИ.М8 кв м1 КН-с3 
м4

кн-с8 
м9

с֊» м м

18000 18000 1.8 5.0 31.4 0.02 ■10
36000 36000 1.9 — — ос
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Для реализации численного примера на ЭВМ по вышеизложен­
ном} математическому алгоритму применена комплекс-программа, 
предназначенная для вычисления дискретного я обратно-дискретного 
преобразования Фурье с использованием метода быстрого преобра­
зования Фурье [4].

АААДлл?
,бз։=։(т։”‘,։

/ л4<Г.0.«ч)

•'831- 1О'(М)Фиг, 2. График функции влияния сосредоточенной нагрузки.
>^з=(н<гье •) н1^)1 

ж/—
С Г\ /?? К/РО/ЛГ8/\

Фиг. 3. График функции бМО [М|влияния распространенной нагрузки.

Фиг. 4. Эпюра распределения контактного напряжения.

Фиг. 5 Эпгорй распределения относительного перемещения при х3—0.
Результаты вычислений приведены на фиг. 2—5, анализ которых 

показывает, что на эпюру распределения контактных напряжений и 
перемещений существенное влияние оказывают следующие параметры: 
размеры штампа в плане, инерционные характеристики штампа, спек- 
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тральный состав внешнего воздействия, геометрические и физико-ме­
ханические характеристики основания. Увеличение распределения мас­
сы штампа привели г к увеличению ординат контактных напряжений 
н перемещений, при этом одновременно сглаживается эпюра контакт­
ных напряжений. С увеличением отношения размеров штампа к скорос­
ти распространения воли в основании эпюра контактных напряжений 
сглаживается, и в предельном случае, когда »0, г. е. сдвиг
фазы между различными точками стремится к нулю, уменьшается 
влияние дифракции волн на контактной поверхности и в результате 
ординаты эпюры контактных напряжении и перемещений при симмет­
ричном нагружении принимаются постоянные значения. Это означает, 
что входит и силу гипотеза плоских отражений. При колебании штам 
па на слоистом основании в случае, когда размеры штампа соизмери­
мы с толщиной поверхностного слоя, существенное влияние на резуль­
тат оказывают обратные волны Но в целом качественная картина 
сохраняется в переходных случаях, т. с. когда величина физических 
характеристик слоя стремится к характеристикам полупространства.

SEISMIC OSCILLATIONS OF THE ROUND STAMP ON A TRANSVERSE HETEROGENEOUS MUTLILAYERED FOUNDATIONS'. S DARBINIAN, |M. V. HOVANESIAN|, A. E. SARClSiAN
MlWUCbPS, ԱՆՀԱՄԱՍԵՈ- ՀԻՄՔԻՆ ԴՐՎԱԾ ԿԼՈՐ ԴՐՈՇՄԻ ԵՐԿՐԱՇԱՐԺԱԿԱՆ ՏԱՏԱՆՈՒՄՆԵՐՍ

U. Ս. ԴԱՐՐԻՆՅԱՆ, IF. Վ. ՀՈՎՀԱՆՆԻՍՅԱՆ , Ա. Ե. ՍԱՐԴՍՅԱՆԱմփոփում
Գրինի ֆո*^կգիայի մեթոդով դիտարկվում են րնդյայնական անհամասեո 

հիմքով կքոր սալերի տեսք ունեցող շինությունների փոխաղղեցություններր ե 
նրանց t/րա ալիքային րեոների որոշում լւ ։ Ֆուրի ե - P ե ս ելի ինտեգրալ ձևա­
փոխության հիման վրա կիրառվ ում Լ փաթույթի թեորեմը։ IIտ արված են 
դինամիկական կոնտակտային լարումների և տեղափ ոխութ յանների րաշխ- 
ման կպյուրաները՝ հաշվի առնելով կոնտակտի մ ակերևույթի վրա աքիրների 
դիֆրակցիան, իսկ շերտավոր միջավայրում ինտերֆերենցիան պարամհարե­
րի տարրեր արժե քների դեպքում է
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УДК 539.3

ОБ ОДНОМ ВАРИАНТЕ РАЗНОМОДУЛЬНОЙ ТЕОРИИ 
УПРУГОСТИ

ХАЧАТРЯН А А.

На сегодня существует достаточное количество различных ва­
риантов разномодульной теории упругости (1—5] и это количество 
увеличилось с появлением недавно статьи [6].

Настоящая работа посвящена разбору этой статьи ((>], в резуль­
тате которого установлено, что предлагаемый в [6] вариант, кроме 
заглавия, ничего общего не имеет с разномодульной теорией упругос­
ти. Естественно. что такое категорическое утверждение требует до­
казательства. Поэтому посмотрим, какие там приняты предположения 
и, на основании этого. какие получены результаты.

Рассматривается изотропное упругое тело, материал которого при 
растяжении характеризуется модулем упругости Е и коэффициентом 
Пуассона а при сжатии —Е՜, ■» .

В |6] автор, исходя из существования упругих потенциалов на­
пряжений и деформаций н принимая линейные связи .между главны­
ми компонентами тензоров деформаций (е1։ е3) и напряжений
(з։>з5^3з), записывает

(х. 7=1.2, 3) (1)
где —постоянные коэффициенты, подлежащие определению.

Далее, тензоры деформаций в напряжений, представив в виде сум­
мы девиатора и «паровой части.

(2)
(6=s, 4-j, 4- Sj, а = 3։Ц-.3, XOj)

Принимает, что деформация изменения объема (е) зависит только от 
первого инварианта тензора напряжений (л). В результате такого 
предизложспня o»eni: «но (для этого достаточно подставит։ (2) в (I)). 
что коэффициенты ац должны подчиняться условиям

Лк-i • U» (3)
и при этом становится возможным представлять удельную энергию 
деформации (как при обычном одномодульном материале) в виде 
суммы энергий изменения объема и изменения формы.
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После этих предположений, исходя из условия невогнутости по­
тенциальной поверхности, получены соответствующие законы упругос­
ти. Эт и законы представляют собой четыре отдельные, не зависящие 
друг от друга, группы вида (I) (в главных направлениях). Коэф­
фициенты упругости а{/ для каждой группы определяются исходя из 
знаков 1вух инвариантов тензора напряжений

’=’1 + =։+°։. О)
»5 о \ £ /

Точнее каждая группа соответствует определенным знакам величин 
5 И $2.

Следует отметить, что полученные в [6] законы упругости пред­
ставлены не в явном виде, поэтому пришлось нам продолжить и 
выполнить необходимые выкладки для получения в явной форме 
законов упругости каждой группы в главных направлениях с приведе­
нием соответствующих для каждой из них возможных напряженных 
состояний.

1. $а < 0, а > О
состояния следующих

видов:
Этим условиям удовлетворяют напряженные

а)
5։ > з9 > а3 0
^^3 В)

2

°։ > =2 > 0

е)
°1>0
°։ < °։ < 0
п-Нд > __Ь_

2 2

(5)

В этом случае законы упругости имеют
1 V* у+

1 £+ 1 £+ ’ ’

вид

1-Н- 1 \
£+/ ’ (6)

II. 5,^0. 0

Этим условиям удовлетворяют 
щих видов:

напряженные состояния следую-

имеют видВ этом случае законы упругости
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‘ \ ЗЕ-
1-2>- V , /44->- 
ЗЕ՜ /1 \. ЗЕ

14֊-'^
ЗЕ+ /

/2+5'՜
Ра “ 1 -------’ \ ЗЕ

24-2'+
ЗЕ + ,

(Н)

е= /1+'+ /24-5' 2 4-2Л > /44-*“ Ы-+ \
ЗЕ՜ / 1 \ ЗЕ“ ЗЕ^ / 3 \ЗЕ՜ ЗЕ+ ) -3

111. $,>0,
Этим условиям удовлетворяют напряженные состояния следующих 

видов:

(9)

В этом случае законы упругости имеют вид

_ 1х /2+5^ _ 2±2^ \ /1±^ _ X
' \з£- ЗЕ՜ ) \ЗЕ ЗЕ՜ ) \ЗЕ~ ЗЕ-

/2+5՝֊+ 2+2’-\ , /4+-<+ 1+>-\ /1+>- 1-2г*\
\ЗЕ+ ЗЕ՜ / \ ЗЕ+ ЗЕ/ \ЗЕ~ ЗЕ’ /

(10)

- /14-՜ 1-2'* \. _ /14-у~ 1 /1-2'*՜ , 2+2'~ .
՝л \ ЗЕ~ ЗЕ+ Г \ЗЕ~ ЗЕ+ /'։'\ЗЕ+ ^ ЗЕ՜

IV. &0. о<0
Этим условиям удовлетворяют напряженные состояния следующих 

видов:

Таким образом, перед нами имеется в явной форме весь резуль­
тат варианта разномодульной теории упругости, предложенного в ра­
боте [6]. Здесь, для каждой группы в отдельности (в зависимости 
от знаков величин $. и о), приведены виды напряженных состояний 
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и соответствующие им законы упругости. При частных случаях напря­
женного состояния, во избежание недоразумении. следует четко подоб­
рать соответствующую группу. Например, при простом растяжении
следует пользоваться первой группой, где полагая э։^>0 и о։=о3-0.

можно получить е։=^՜ г2=£.

четвертой группой, где. полагая 
I

Е։=е1 ’г

Е՝
а1~в2

։; а при простом

=0 и можно

сжатии-

по лучить

Рассматривая все эти группы законов упругости, замечаем, что 
коэффициенты в каждой из них являются постоянными. Поэтому 
диагональные коэффициенты яо-(/=у) представляют собой величины 
типа \:Е, а остальные коэффициенты <?,•; (/=?=/) характеризуют деформа­
ции пуассоновского типа (>*//:). В рассматриваемой работе утверждается, 
что, в отличие от других вариантов разномодульной теории упругос­
ти. у них нет дополнительной связи между коэффициентами Е* н -А 
Поэтому естественно полагать, что \]'Е~7Ч}Е~ и >+/£+•/:> -}Е-. С 
другой стороны, если рассмотреть, к примеру, первую группу, то 
там и при трехосном растяжении (5«) и при растяжении в одном 
направлении со сжатием в двух других направлениях (5с) действуют 
одни и те же законы упругости (6). несмотря на качественное раз­
личие указанных напряженных состояний. То же самое можно сказать 
и для остальных групп. На основании этого и исходя из физических 
соображений, можно утверждать, что во всех группах законов уп­
ругости значения коэффициентов ац (/=/) не должны выходить из 
интервала, определяемого величинами !.£• и \ Е~, а коэффициенты 
—Л/Д/т=У)-из интервала, определяемого величинами > .Е՝ и 
Применяя это утверждение даже к каждой группе в отдельности, мы 
приходим к противоречиям. Г1ок..жем это, например, для первой 
группы, рассматриваемая все возможные четыре случая, зависящие 
от величин \։Е .\!Е и ^/Е+-^ 1Е~.

1. Пусть 1и
Тогда имеем следующую систему неравенств:

Е~ Е՜ Е+ Е+ Е" ’ Е~ Е+ Е‘ (13)

или равносильную ей

(14)

Здесь, как видно, первое и третье неравенства находя гея в про­
тиворечии с ервоначально принятыми неравенствами.

2. Пусть !.■£՝*■> ГЕ- и V

Тогда имеем
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(15)

В этом случае противоречат друг друг, второе и третье неравенства.

3. Пусть !/£+<!//£- и *+/£->>՛
Тогда имеем

1±± < 1±П
£+ ' Е՜

I 14՜'*՜ 1
Е+ ~7г Ё+^Ё՜՜ Ё+^Ё1

,2<к!2__± -_± или 2.± (16)
1Г Е~ Е+ Е+ Е+^ Е՜

14-^^. !+>֊
Е- Е՜

Здесь противоречат друг другу первое и четвертое неравенства.

4. Пусть \/Е ■<<}/£- и у+/£+^у“’/£~ .
Тогда имеем

1-Н* 14-у-
1 14-У- 1 Е+ Ё~

£+ Е~ Е^Е" ՝>֊
ИЛИ ---- >>----- /1/)՛ 'л 1 - £+ Е՜ ;

£* Е՜ Е'^Е՜ 1 ]

Здесь второе и третье неравенства противоречат первоначально 
принятым неравенствам.

Итак, все варианты исчерпаны и везде есть противоречия, Ана­
логичная картина имеет место без исключения и для остальных групп. 
Однако, следует отметить, что все указанные выше противоречия 
исчезают, если вместо неравенства учесть знак равенства. По тогда 
будем иметь Е^—Е~ и =>-; разно модул ыюсть исчезает и все 
четыре группы превращаются в Известный обобщенный закон Гука 
для обычного (одномодульного) изотропного тела. Отсюда следует, 
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что работа [(>] не может претендовать па какой-либо вариант раз­
но модуль ной теории упругости.

В заключение считаем необходимым отметить, что причину такого 
неудачною результата следует искать среди предположений, принятых 
в основу для построения теории. В работе [6] таким неудачным пред­
положением можно считать то. что объемная деформация е просходит 
только при воздействии величины ծ л когда о —0 имеет место только 
деформация изменения формы.

К сказанному следует добавить также, что имеются эксперименты 
[7]. установившие факт изменения объема разно модульного тела, на­
ходящегося под воздействием лишь сдвигающих напряжений.

ABOUT ONE VARIANT OF HETEROMODULUS 
ELASTICITY THEORY

A. A. CHACHATRIAN

ՏԱՐԱՄՈԴՈԻԼ ԱՌԱՁԳԱԿԱՆՍ Ի ԹՅ ԱՆ ՏԵՍ11ԻՌՅԱՆ ՄԻ 
ՏԱՐՐԵՐԱԿԻ ՄԱՍԻՆ

Ա. Ա. ԽԱՉԱՏՐՅԱՆ

Ա մ փ ո փ ո I մ

Աշխատանքը նվիրված Լ fGj հոդվածում ււտացված արդյունքների քըն- 
ն ար կ մ tu ն ր, ոք ո լմ ա ո աջ ուր կ վ ած է ա ար ամո ղուլ ա и ա ձ դ ա կ ա ն ութ յ ա ն ա Լ ո ու. - 
թյան if ի նոր տտրրերակ։

•ե՚նն արկած' ը ք՛երել I, այն եղրակացութ յան, որ նշված աշխատանքը ոչ if ի 
կասյ չունի տարամոդուլ աոաձդականության տեսության Հետ, քանի որ այն­
տեղ կատարված րն ղուն ե լութ յունների հիման վըտ ստացված արդյան քները 
ձիշտ են միայն սովորական (միամոդուլ) իղոտրւււդ նյութերի Համար։
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О ТЕПЛОВОМ УДАРЕ В ТОНКОЙ ПЛАСТИНКЕ С ГРЕЩИПОП 
ПРИ НАЛИЧИИ ТЕПЛООБМЕНА С ОКРУЖАЮЩЕЙ СРЕДОЙ

козлов в. л., млзья В Г. ПАРТОН В 3.

Рассматривается задача о тепловом ударе в тонкой пластинке с 
прямолинейной трещиной при учете теплообмена с окружающей сре­
дой. В и. 2 найдено представление для Л'։(0 в случае плоское։и с 
колубескопечным разрезом. В и. 3 приводится асимптотический ана­
лиз этого представления, причем показано, что при ՛ малых» г влия­
нием теплообмена можно пренебречь, а при «больших» I просле­
живается выход на квазиетатический режим, изученный н [1]. В зак 
лючнтельном и. 4 для ограниченной тонкой пластинки показано, что 
коэффициент интенсивности растягивающих напряжений асимптотичес 
кн эквивалентен К։(/) при (<<\

Работа является развитием статьи авторов [2], в которой анало­
гичные вопросы изучались без учета явления теплообмена.

1. Постановка задачи. Пусть А—плоскость с выброшенной по­
луосью Г={х=(хг х,):ха=0, л^О}

Уравнение

а'УГ- — дТ,!д1^0 (1.1)

описывает среднее по толщине распределение температуры в тонкой 
пластинке КХ[—Л, й|, на боковых поверхностях которой происходит 
теплообмен с окружающей средой пулевой температуры по закону 
Ньютона, «—коэффициент температуропроводности, сг=7/(срЛ), а—ко­
эффициент теплоотдачи с поверхностей г=±А, с—удельная теплоем­
кость.

Предположим, что в начальный момент времени пластинка имела 
нулевую температуру, а затем берега трещины мгновенно приобрели 
температуру То, то есть

Г = Тв на ГХ(0»оо), Т—О при /=0 (1.2)

Возникающие в пластинке смещения удовлетворяют краевой за­
даче

~Р — +|1Д^+(р-Н*)£га(1 сШ-б^-^габ Т на Л'Х(0,ос)
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'•*divZ/4-2« — =\*Т на Г<(0,оо) 
dxz

на 1' (0, оо) (1.3)

U=dU / d/=0 при /«=0
Здесь >.« = 2>.р(/.+2р)-։, *J*e2i‘®r( Н ')(! —'). ' ~ постоянная Ламе 
н- модуль сдвига, —коэффициент Пуассона, ։г—коэффициент линей 
и ого расширения.

2. Формула для К։(/). Пусть Ф—решение краевой задачи

— —ц’ЛФ=0, Ф=1 на 1’Х(0,оо), Ф=0 при / = 0 
dl

Непосредственно проверяется. что Функция

՛

7(.v,0 го(ехр(-огОФи-.‘) ’’ |ехр(-^)Ф(л—Х') (2.
о

удовлетворяет задаче (!•!). (1.2). Обозначим через /?(/) коэффициент 
интенсивности растягивающих напряжений, порожденных темпера՛ 
турным полем /\==ехр(- о2/)Ф в пластинке при пулевом теплообмене 
с внешней средой. Пусть еще К։(/)-коэффициент интенсивности на­
пряжении в исходной задаче (коэффициент интенсивности сдвиговых 
напряжений Кц(О равен нулю). Тогда

(2.2)
о

В дальнейших промежуточных вычислениях будем предполагать* 
что а = 1. Пусть

^,LC^^P)=~ I |exp(-pZ4֊i;.vJ)0(x1,.r2,/)rf.vl^ 
о -«

Согласно п. 2, [2]

ехр(-/^П>Х։), Л-։>о

Следовательно,

/у(;. х2./>)=- .֊֊ ( (р о2)^4-/5} exp ( Vp -г э« + х2)

В дальнейшем Z>։ =/р/(л* |֊2р), Ь2 =}՛р/п.—величины, обратные к 
скоростям волн расширения и сдвига соответственно, и <>—скорость 
волн Рэлея, то есть положительный корень уравнения 
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(2-^c։)’-4f lr֊/;Jc2 /=0

B [2] (п. 3) получено следующее представление для преобразова­
ния Лапласа коэффициента интенсивности напряжении R(t), порож­
денных четным по переменной л:2 температурным полем:

^■(р)=֊2 - I T,:(xi.x։,p)di\’^(xl.xvp)dxldxs (2.3)
о

где

-f4G. А-2, р) » ‘Г(р, ехр(-^А-2)-т;։ехр(-^л2)

^l(z,xn_,p)- ’!’(/?, с) exp(-7-ux.J4-/;exp(-7iaA-2)

} ь. /?—îz £ о 1 — zT(/U)=,4 — 1Z . .-Z> (р,;). Л-֊— -------
Р' Р—iC^ ՛■ /2 « 2

fri
/> i(p. 5)=ехр I I di 

I г. Ja+Rfp
fri

//=1,2

Формула (2.3) позволит в дальнейшем найти представление тля 
ИЦ), минуя решение гермоупругой задачи. Следующие преобразова­
ния имеют целью придать правой части равенства (2.3) более удобный 
вид.

Применяя к правой части в (2.3) равенство Парсеваля по х։, а 
затем интегрируя по .г2, получаем

; /(;-р/0)

(2'2 + ^2)Qf- -f— )
+ У b֊p^ + ?) 1 -----(I-

Y l^p-î^p г'Г/?Н
(2.4)

Здесь обозначено
а

Q(?)-exp I — I, ?։=М,-։
1 П J а 4- С

1

Используя очевидное тождество
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(5)= —:------------------ -------
2-/(5-/0) 2-/(5 4֊ ГО)

преобразуем выражение (2.4) к виду

2гА^Ь]''‘Ь^)р^ г(р+ о’)֊^((р-ь?)‘^/5)֊^
р) =----- 7֊---------------------- 4՜ л 7*0?-----------------------------------(У Р4-5։_|_^1Р)(Р4.3») .! /(5-/0)

— »•

__________ ______ №'+Ър-)ц(-=±\
X (14 ^П5 +/Ь\р' Ь ;• )֊« _ \ibffi ) V

у' Ь1р-а(рА1'с^)

11епосредственно проверяется тождество

((р+=7'։+Ф-,ДЙ^’Ч^ ^-Уь^+^г'^р -1^^=
1 / / м-т а /(р+,>)-к х

Ь^-р-а’ V + д / *,/>- Я՜՜ /

Функция ((р— — ^);!'(Ь}р — /'5) ’^—аналитическая в плоскости с
разрезом ( -И)хр, /(/?֊| з’)‘/-՛), а функция (£։р4-/։)‘,2(( р-Н2)։/2֊Н’5) 1/2 
-аналитическая при 1пй<Х). Поскольку подынтегральное выражение в 

(2.5) равно о(1/|5|) при больших |5|, то интегрирование по оси 1т; 
можно заменить интегрированием (против часовой стрелки) по зам­
кнутому контуру Г0(р), расположенному в полуплоскости 1пй<0 и 
охватывающему точки — 1Ь՝р, -ЦрА-ъ*)'12. Следовательно, 

/?4//)=-2п (//^4-=’4֊^)(Р4-^) '
где

О / 1՛ ՛’ \

ь\р'-р-^ .] /5 Ь.р-Ц РЛ֊1с£
\՝А>

Полагая а последнем интеграле /;=т,, находим

.. . Д՝Гж(р4-=’)-3/‘^/ |’<?(^ЛР)

ГО»)

У (р+с*у&-г՝ 
угЬ\р֊^ р+СцЧ

где IV)—контур Го( р), повернутый на ^;2. Заменяя контурное ин­
тегрирование Г(р) интегрированием по отрезку |2’։/л (/?4-а')’/2Ь на­
ходим окончательное представление для /?Л(р):

2^7ж//^А2(?(0)^1^ Лп(/н-*’)-3'4/>;
*(р) (//5+?+*,^+=’)

44



| -3*)1 3—т* ь&*~2г? (/
• А-М г+с**

Следующая цель—найти /?(/). Обозначив первое и второе сла­
гаемое через (4р), ё1 (р). а 'л^с^'Ь. ‘. можем записать

¥ 2 Г Г/(')= ֊ ֊(1 -И.Р(О)*7ехр(-/о։) |(ехр( —/г* ^)-1) •
и о

(г’+^։)։/г 
(?4

Л|>
дг Г-у֊ |(ехр(6г’ &[)-!) X

о 
(^з»-֊<։•)’* </з 

Х -*;=։-г։ ֊г Т

Здесь было использовано равенство у (0=0 при /=0. вытекающее из 
аналитичности функции /(/>) в плоскости с разрезом по лучу 
| —ео 4՜/0, —о’|/01 и оценки У(р)во(|А՜1) при |/> -<х>. Перейдем к 
вычислению /?(/). Как и в случае функции /(/). справедливо равенство 
£(0=0 при /=0. Поэтому

г(п=-^) ^хр(^_1)яЧр..3-.)^_^£<^ х
••

X | (еXр( ֊/г’! Ь\) -! № г— ֊֊ 5>

где 5—дважды пройденная против часовой стрелки вещественная от­
рицательная полуось.

Положим -*)• Тогда

°19’ \д-Ь^-Ч ) у Х-{Ч-Ь^ 

^(?-»’о>)’֊2.г։ Ду -
■ ?-»><.«+(£' X х ах

После замены лг (у- д?5։)|у находим

С։М ---------------- ~ )

где

(й-։и-(-+Пх)։)0(1-(-։ Пх)
*7Г՜ ’(1+?;‘(1-(^+1>х))(н:+1 )х) ах
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Отсюда получаем

о(֊-)=—‘£4^- 'Л՛
н, следовательно.

1 - >
£(О= 7^[/2ехр( - /-1) |(1—ехр(-/г4/ ^))Х

о

X г 1/г1т
/ 1г
\ г* * /X; □’

Объединяя полученные представления для /. £. находим

ДО) 7*/‘ 'ехр(-з50Л1(/^-1/:. /уО

21^2 ?■> 2//՝՛'՛' /•/• ՝»М(Л. ՛.) = р(О)Л''-'Л(Л, 5) - -и- '-(,։՛ ">
“ р/г « р/г

(2.6)

1՝ (“РН’' ~
О
г.

- рехр^’/Л«)-!) 

и

(?>’—г’)1'2 (1г 
? — г’ -г -г г

/ЧМ)= 1 
о՝

ехр( — г’/ /?))г-’/21т^ н

Подставляя выражение (2.6) для /? в формулу (2.2) для ^1(^) и 
отказавшись от предположения «=1, приходим к следующему окон­
чательному представлению для коэффициента интенсивности напря­
жений:

К,(/)=-;,7՝0Ь-Л.(аФ/'/>еХр( -Л)М(й,5) + 

'։//>

4- |>’ехр(-8’-Л)ЛГ(1 /т,о)с/т) (2.7)

о 
Здесь использованы автомодельные переменные Л=^1д/“1/5. 3=^։аз.

3. Асимптотика коэффициента интенсивности Л1(/). При некото­
рых соотношениях параметров можно провести асимптотический ана­
лиз равенства (2.7). Пусть, например, о^/г. Поскольку

£(Л, г>~ |'<ехр(֊л-’ / Л*)֊ I) —, <։х 

о
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J (1 — exp( -л1' :'fi2))x ։/*hn

то и силу (2.7) при з5/<^1

/<|(')~Т0Т. ֊р М(Ь,а1֊Ч‘, 0)

Как показано в |2] (см. (5.8). |2|). правая часть последней формулы 
совпадает с коэффициентом Л'։(/) при отсутствии теплообмена.

В каждом из стучаев Л)>1 или \ 1

5(//, $)~о-։£«'Л), Г(й.з;^//(О)з֊:^,Г(3/л;

£(-)= | (ехр(—-.’х’)-1 )(!+.<•) 1/-'^ —
X

о
I

I - у(ехР(-’х=)-1)(1-х=)-'/- ֊

О

J(-) о j (I -ехр(—:’№))*֊•'’(! 4-л-2)-։/.^л- 
о

Отсюда вытекает, что при Л^>1 или при

ЛО,«) _ ?2Т У- 0(0)Л֊'/з g(4 /А) 
" PR

Что вместе с (2.7) приводит к асимптотике

*i(0~---------4^— G(0)7’1)T^r’^i/?(exp(֊3»/)ff{3r^) +
'*г R

9Д/2
֊1՝ 2(3^)-’ | Ллехр( - A2g(x)rfx) 

о
где либо bxa^tv2, либо Ьг<за^\.

Из (3.1) следует, что в зоне mln{/?։a, о՜1} имеет место 
асимптотика (6.4), [2J. выведенная при о=0, то есть без учета тепло­
обмена.

Рассмотрим случай о<Л <1, то есть Имеем
х>

F(h^)-^lr{>2 ( (1—ехр(-л-2))х-|/21ш I ——‘ °° -—
J I Л(х2 + W) ֊ ix I
о ••

—//(оо)А֊’/2 | (l֊exp(-A֊2))x֊Wv=^ 2-^1՛^ A^֊v?
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Поскольку E(h, то Л1(Л,й)----- 4Г(3/4)/—. Подставляя этот ре­
зультат в (2.7), заключаем

при Полученная асимптотика согласуется с найденной
в п. 4 fl] для квязиста!ической задачи.

4. Учет теплообмена в ограниченной тонкой пластинке с трещи­
ной. В заключение коротко остановимся на случае ограниченной тон­
кой пластинки Й ;<(—Л. Л), на боковых поверхностях которой проис­
ходит теплообмен с окружающей средой нулевой температуры.

Пусть Qo -плоская область с гладкой границей Го. В 2 имеется 
прямолинейный разрез !, соединяющий начало координат с точ­
кой Л£Г0, под Г будем понимать контур Го, дополненный дважды 
пройденным отрезком /. а под 2—область, ограниченную Г.

Температура 7 определяется из краевой задачи

— • rt։aF=0 на ЙХ(О.оо) 
dt

7=Т0 на I’X(O.oo). t7=0 при f-0

а вектор смещений С՛’ —из задачи

— р —- -ЬрДС'-т (>., 4-p)grad dlv6r=-(, grad<7 на QX(0,со) 
dt*

> I dn=՝'if^ на I'X(O.oo)
\t(dUn! !дп) = 0 на ГХ(0, ©о)
Uz=dUjdt=^0 при / = 0

где п, ~—нормаль и касательная к Г.
Обозначим через •»*/(/) (/=!, II) коэффициенты интенсивности 

напряжений в вершине трещины /. Пусть Х։(/)—коэффициент растя­
гивающих напряжений в рассмотренном ранее случае бесконечной 
пластинки.

Повторяя с несущественными изменениями рассуждения, приве­
денные в л. 7. [2] можно получить оценки

аЧ IЛ

где и а/1-’<5, .V—любое положительное число, величина Су
зависит от коэффициента Пуассона *, числа Л’ и геометрии границы 
Ги. Тем самым, Л’|(0 ^А'։(О и ПРИ малых г.
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)N A THERMAL SHOCK IN A THIN PLATE WITH A CRACK 
UNDER HEAT CONVECTION

V. A. KOZLOV. V. G. MAZY A. V. Z. PARTON

ՃԱՔ ՊԱՐՈՒՆԱԿՈՎ ՈԱՐԱԿ II ԱԼՈՒՄ ՋԵՐՄԱՅԻՆ ՀԱՐՎԱԾԻ ԽՆԴՐԻ 
ՇՐՋԱՊԱՏԻ ՀԵՏ ՋԵՐՄԱՓՈԽԱՆԱԿՈՒԹՅԱՆ ԴԵՊՔՈՒՄ

•I.. Ա. ԿՈԱԼՈՎ. Վ. Դ. ՄԱԱԻԱ, Վ. ft ԿԱՐՏՈՆ

Ամփուիում

4ium մն ասիրվttt.il 1է ուղղագիծ էՀարււմ բարակ թաղանթում ջերմ աստի- 
ճանի կուբուկ փոփոխմամբ ոյ ու յմ ան ա վ ո ր գ ած ջերմային Հարվածբ' Նյուտոնի 
ւէյէեհ ոուք տեղի ունեցող ջերմ ափ ո խան ակութ յսւն առկայության դհպբում t

■տնւ/ած /. լարումների ին ա են и ի վէււ թ յ ան գործակցի տսիմսլտսսւիկներբ:
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ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՀ ԳԻՏՈԻԹՅՈ ԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ ИЗ ВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР Մնխանիկա 42, № 2, 1989 Механика

ОБ ОДНОЙ ЗАДАЧЕ УПРУГОЙ ПОЛУПЛОСКОСТИ. ОСЛАБЛЕННОЙ ТРЕЩИНАМИ
АФЯН Б. А . СТЕПАНЯН С. П.Рассматривается плоская задача теории упругости о напряженно- деформированном состоянии упругой полуплоскости, содержащей ко­нечную и три полубесконечные трещины (фиг. 1). Используя симмет­ричность задачи, рассматривается напряженное состояние квадранта и полосы с соответствующими граничными условиями.1. Рассматривается плоская задача теории упругости для квад­ранта. когда на границе заданы напряжения

р

Фнг. 1

3ЖЖ(О, у)=5(у), -лу(О, у)-т(у), (0<у<Оо)(1.1) 3уу(*> 0) -р(х). хху(х, 0)=д(х), (0<х<оо) Как известно |1,2|, в плоской задаче теории упругости напряжения и перемещения могут быть определены посредством одной бигар- монической функции Ф(х, у). Решение би- гармонического уравнения, ограниченное при х֊»оо и у-юо, может быть представлено в виде
J exp(ky) J ехр(/֊л)о о (1.2)Здесь A/(a) (/=1, 4)—функции, подлежащие определению из гранич­ных условий (1.1).Удовлетворением условий (1.1) и использованием формулы обра­щения Фурье, получается ОС>.'Л,(Х) - ;.М,(>.)= ֊- J 9(t)sin>tdt=f(>.) о (1.3)

?.м4(л) -хмдх)- [ %(о 51пх^=чм
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ОО

ХМ1(,)=в7р(/։ -х,И^(О-2^4(О)+(^->М4(/)| (֊^։-/>('-)

(1.4)ео
9 Г —'Ч(>)-=֊ ((/’+>’)(4։(0֊-2А,(0)+(/’֊>։)А,(0] ֊— ֊ *(Х)« J (/’+'•’)’
Рсо 

— 2 сгде р(л) — |р(Г)со$Х/*//, о (л) - •—| с(/)соз//(/г
о ооткуда

'М1(>.) = 4^ г"ел»(0 П ) «<ь>.։)=о Л4Д(Х) (1.5)
££ {
к; (*։4-х։)։

/>Л3().)=- Л+?։(Х)
где

/.(>)= ֊֊7 [(1 +И)ехр(-)^(()<а-р(>) 
и?,(>•)=—֊֊ [(1 +И)ехр(-Х^(ОЛ- О ().) ОСистема (1.5) посредством координатных преобразований Х-ехр(^), /=ехр(О приводится к системе интегральных уравнений с разностным ядром, решение которой имеет вид

>-М։(>.)=1.| [+ [?(ОК,(г.։•)</<- 

о о
ОО е»

- ^(ОК^Л'ХН - } (1.6)
о о

<ч> о»
-м։(л) -11 р>(окл ')Л + ^(/)/\,(/. ,.)Л- ֊ 

о’
ги ос- р>( ОЛ',( 1, <7(I
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Здесь использованы обозначения:
.05 1 ՛

/Ц/.') = |(1 — ——-

“во

К:(Л;.) = ^(1 + /г))|֊(,-.„)511»^-^- 

-во

—СО —'Угде Г(л)-гамма-функция Эйлера, Л=зЬа------ г՛’. Неизвестные функ-
Алцин Л,(К) и Л4(/.) определяются но формуле (1.3) и, в результате, бигармоннческая функция Ф(х, у) полностью определяется.Использованием формул для перемещений, получается

Л-(УДХ,О)=(1—1՛ 
я ./ о

1_______ 1
X — / х 4- /

ОО ОС ОС
+ !՝/?,(/. [/?,(/, х)о(/)Л— [/?,(/, х)1(<)Л (1.7)

ООП

£1Л(х,0)=('֊1 )?(Л)+т1[г֊ 
о

<£>

о

1
л- ф {

V. сж
- [/?,(/, х)9(ПЛ+ \ !'/?,(/,х)=(О^

о о՝:де Е и V—модуль Юнга и коэффициент Пуассона, соответственно,
УСОБ

ос
9 Г I 

х)=^
«Л* ? | 

и
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— t'cos/%ln—A±sln/®ln—sh — —
'X ,J \ t ) \ t / ] 2 Aо oO

ntt \ 2 C i.~v / , x \dv/?։(r,x)- — vch — sin ( vln— ) —
~xj 2 \ t ) Д

02. Рассматривается плоская задача теории упругости для поло­сы (- сю<а<Ъо, -Л<у<^0) при граничных условиях%«0)—р(*), т։у(х,0)=<7(х) (2 1)
U\x, — А)= 1'(лг,—А)=0. (- оо<^х<^оо)Бйгармоническую функцию ищем в виде

ооФ(.г, у)== i |/?jsh'y bStchXy4-Xy£,shXy4^yS4chXy]cosXx</X (2.2)
где 8,(1) (/ = 1, 4)—неизвестные функции. Удовлетворением гранич­ных условий (2.1) для определения искомых функций /?,(/.) полу­чается система алгебраических уравненийХ‘Я։(Х)«?(Х)-Х’Я4(Х) (2.3)Z?։(/)shXA Ь Вг(> )clvA — I XAshXA4---- —— chXA

ОXAch/A4----- - —sh/A14֊> в։(х)=о

Z?։(A)ch/A-S2(k)sb/.A- XAch>A-f- '------sh*A
>4-1

^(X)4->— 1/AshXAd--------->4-1 ch/h ад) =oРешение полученной системы представляется в видеа’В,(Л) = 1 (р(/.) sh2XA------ ----  ch2XA△il *4-1 + <7(Х) '-----1 Sh2).A - ХА2(Ж)/.’В,,(>.)= — 1р(Х) [ -—2- Sh2/.A 4- ХА Д։Г Ч2(-4-1)4-?(М I sh’XA------ ?-jCh2/ A 
л«В,() )= ^(Х)֊Х«34(Х). >•%(>) = ֊ Р(М
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где 2 ՝•— 1a,=sh’>A------ — ch2>h -2------ A- -W’• 1 (.-!)•Компоненты перемещений определяются ио формулам2 ГГ !^,(л.0)=(1-.);(х)+-к I* + t о -Ц |?(ол-1- л - / |
ос <с•| + J K,{t,x)q(tW

II О (2.
05

Л1';,(л-.0)-(.֊1Мх) | I-!֊ ֊!-֊ 1/Ч'И-

ТГ л՛ I •* 1՜ • • » *““* • J
Ол. <с

I Kt(t,x}/){t)(it — | K։(tx)<7(Z)Jr. (0<х<оо) о огде 30
К At, х) s= -i- | I / ։Л։ 2 - ----- — I cos/ xcos/1 —

«Jl (*+։)։J

К,^х)=±|՝р։Л'-<Л-2^,-֊;1)ехР(֊2лЛ)-0.5| 0
. (fiX cos/xstn/f —05

K4(t,x)^ — I [л’л*—2 — I $in/-xsin>..* — , (0 < t, <x )*J| (*+!)’] <e
■3. Использованием полученных в предыдущих пунктах решений (1.7) и (2.4) вспомогательных задач, решение поставленной задачи при граничных условияхerj(O.y)=c(y). \ДО.у)=-(у). (0<у<оо)\v(^. О)=Ро(^). Vv(*.O)=?o(A*)« (ООО. (3.1)L(x. — h)«- V(x, — Л) = 0. ( oq<^x<oq)сводится к удовлетворению условий контакта между составляющими частями исходной областиt/(.v,O+)=£/(■*.О ), V(x.O )—1фс.О“), а<л<6и приводится к системе двух сингулярных интегральных уравнений от«ноентельно неизвестных пряжений
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>>֊7^ 

а а

1 Г /А •— Р 0-------г? Л՜ — / .
л л

6 6

а
ь ь

\М,((,х)р(1)<Н- рм,(/,х)9((^=Л։(х) (3.2)
а

(а <х<7>)где4Л/..1 (Л х)«/?,.։ (/,х) - Л*,.., (/, х), 4М3{(,х) = /<(,,х) г К&,х)44Лк(/,л)=/?2(/,х) 2—
7Т(Х+ОРешение системы (3.2) с учетом интегрального условия равновесия

Ь да О X|р(')^“ | -(У)^У֊ р>о(*И<- ^с(л)йКл л о о ьоо г/ сор(уМу~ |?<1(ху/х- ^0(х)с1х а 0 0 6з классе функций, нс ограниченных на концах отрезка, существует и единственно [3, 1]. Приближенное решение (3.2) построено но Че­бышевским узлам, следуя [5]. В табл 1,2 для различных величин па­раметров Ь и А (я«1) приведены значения коэффициентов интенсив­ности напряжений АцДя), (отнесенных к р Уг(Ь—а)12 ). Далее приведены графики нормального (сплошные линии) и касательного (штриховые линии) напряжений в случае нормального давления ин­тенсивностью р на трещинах.
Таблица 1

*|.2(Л)
՝\Л а

Ь а х.

0.1 0,5 1.0 5.0 8.0

Ы 2В»742 29.587 29,793 29-940 29.946
-Ь78О 0.720 -0,376 -0,309 ֊0.313

1,5 2.918 3,354 3,462 3.540 3.542
А» ֊0.578 -0.310 -0,176 -0 138 0,140

2 1.201 1.419 1 -486 1 »547 1.549
• -0.322 ֊0.192 0.123 -0.093 -0.095

5 0.263 0.282 0,306 0,331 0.332
*3 ֊0.251 -0,064 -0.044 -0.035 — 0-035
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ABOUT THE PROBLEM OF ELASTIC HALF-PLANE 
WEAKENED WITH CRACKS

B. A. APHIAN, S. P. STEPANIAN

ՏԱՔԵՐՈՎ ԹՈՒԼԱՑՎԱԾ ԱՈՍ.ԱԴԱԿԱՆ «ւՒՍԱՀԱՐԹՈՒԹՅԱՆ Ս՛Ի ԽՆԴՐՒ ԱԱՍՒՆ
П. Ա. ԱՏՅԱՆ, Ս. Պ. ՍՏԵՓԱՆՅԱՆԱ մ փ H փ ւ։ ւ մ

Աշխատանքում գիոէարկվամ Լ կիսաանվերջ և վ երշավոր ճաքերով ffnt-
լացված առաձգական կիոահարթախ չան հարթ խնգիրր, երր ճարերի ափերին 
ազգում են ինքն ահավաո ար ակչոված լարումներ։ Ստարված են ինտենսիվս։- 
թյան ч ործ ակի քներ ճարերի ծ աչքերին։
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