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ПОВЕРХНОСТНЫ! ВОЛНЫ НА ГРАНИЦЕ МАГНИТОУПРУГОГО 
ПОЛУПРОСТРАНСТВА. И ДИЭЛЕКТРИЧЕСКОЙ СРЕДЫ

ЛХИНЯН Ж О
Рассматривается линейная плоская задача о твиженин магнито 

упругой среды, заш. матоптсн ннжнсе по.’.уир. нтраист.-.о и граничащей 
с верхним полупространством, запятым диэлектриком (воздухом).

Указанная та тач.ч па определению напряжений, в линейной и не
линейных постановках, решена в [1].

По границе тшл\ир страпств распространяет! \ тарная волна На
чальное магнитное тюле и [Народно и перпендикулярно к границе раз
дела сред. Для простоты считается. что давление ja фронтом на 
границе изменяется ;ю времени нерио тическн с частотой, к», хотя по
лученные результаты расчет вида скорости поверхностной волны - 
остаются без изменения ;ля проишолт.■>՛ го распре,телепня /\(л՜. /).

Уравнения движения магнпгоупругои среды в плоской задаче при 
начальном магнитном доле /Л. натравленном по оси т/. имеют вид 
[>)

д՝и 
дГ- («• •

д*и
их1

à2 V 
дхду

d-v ... дгц ,.d2v ..д'ъ----=(а- — Ь-\------ Ь2— а՝ 
dt"----------------ихду их- оу-

(П

где а, Ь. ах-скорое ги продольных, поперечных и альфвеновскнх 
волн, и, :՛—компоненты вектора перемещения по л*. у.

Граничные условия на поверхности у —0 имеют вид |1|

(2)

дх ду у
Пусть соотношения 

(3)

определяют уравнения быстрой и медленной магнитоупругих волн, 
причем ч= и 3|д(» корпи лисперсионного уравнения плоских 

волн для (1).
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Как показано в [I]

</ -4г?’(Л*4-I “

•*м 2а*(Ь‘£ • <ф
где

д а- Ь- а;~(и[Ь։ а*а\ +‘2а2Ь‘)¥ -

Введем переменные

., ди ди ди ,. до иоV. - —. г՛, -— , о. —-г-, 1,= — , V. — — . <
дх ду 01 дх ' оу

удовлетворяющие уравнениям

дох ди2 ди} ди.л дг\ __доь ; д:\ </?й
оу ох ' д1 дх ' д V дх д! ох

/• -ь -г (6- а\) -*֊ - 5-
01 ОХ Оу оу

д! О у Ох оу
Из условия равенства компонент полных напряжение։ при р = 0. 

учитывая, что в магннтоупругоп сро ։с

I г> ди Ьл -= /?<։
(,У

ди
- ~в»г дх

л и тэлектрике

можно получить при //-=0 следующие соотношения:

(Л> : «-)(У։+ 1'։)+ *’(С'.+ Н) -А йд - о 
4-о

ау=-В,(У1+1/1); в, <А(й՛, | г,>
^■•■«■{Х^+са+^е,г՜,) о

(а«-2й«Хг/1+17,) ։.«’(и, + У։) _

/\(х.О р^хр(1ы($ I '■’*—/))
Решение уравнений (6) запишется в с 1едуюи1е.м виде:

(6)

ж=֊։ 6
1/(1 -/Д )ч г֊16։(о’-^) |
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где
(лг-2Л«)(1-А«У--) И(1—d’V --д333)(/>5—а-')

?ï а’—*’
։ I (а* ~2Р)(\-Ь'-\'֊') • а’л--' : Г(1 -A4--fl«3;>(A« 4-а-)
‘ I s I 7’^-

.1 АЦ/- >
Ш:
5-5֊e։(l b'V ’)(!։;
• »•։

Считая .։ ։ g’ малой величиной я полагая

и = '^ ' '• '■՝ '' • '■ ут* '■ /•" i '

можно получить в главном парилке 

«(»>•֊.- до»— _L/ _!____ L\
1 а’У»* г Ь*՝Ь* \”/

I . Sj” 1 3V»
?» “ ?։.п 4 °։ 7— : ?» >.• о г у «,

Toi да получшен < job же точностью
А*-Л»

D*~- Г| (1 2b՝V +
?i.n

ne

r-n
?!.։•

-G’d^.n
a՝-bz

à: .. . • i / 2-)(| .b«r «)3<V
1 ՜ ՝ a՝~b-- ՛-J

1 ?Pn '^։ J2 PiO
l-/73l/ 3
---- ï—« л’a՝- b՝ 1 я«՜

(о3 ^з)(|֊д’к-) I/
z ■ U b 5 • • I ( I _ _ ~ i • _՝Tj.ii I <r— b* «’ f>‘

„4՝ , I (a1 —2Л'|(1 МГ ’»З1]’ I
1 «’ /р |

v!Æ-
a’ b1 à1 ՛■’

Г ll Л«Г 3
?i •՛ ?; «

(o’-A7);

Волны Редея получаются из условия />=0. при этом можно 
считан, движение свободным или полагать 1\ -0.

Запишем, что ■=?„ ••» «р։. где ' с^- есть скорость обычных 
Ср 
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воля Релея. Известно, что 0,96

(1-2^)2 4- 4М«Д։(’о)^г 0

в г.о( Ч) = - 4 &0( М - ~ ~а?>

Следует найти я,. И։ уравнения /.)=0 имеем

Полагая а։--2а*тЧ> получим

, =] ^.(ао)-^(М 
а-֊Ь՝ Лр0)

где

Я(’о)=
й(1 -2/>Ч‘)(Зяаа^֊2?а/>М-М^4 2Ь^-2) 

2М<*։֊1 )3'2

2^ 1-#Ч )(</֊- Л2)

л<%>= 1/я?,; 2а=< 1)

С.к՝ ювлтелыю,

£ 1 <4՛ *1
а? % «?֊/Д Л(М

или

։ де

Таким образом, показано, что с тачиостью ло малых порядка 
б^', решении уравнения I)-֊0. I > есть вешес!пенное число и затуха
ние поверхностных волн отсутствует.

Для произвольных г;, требуется более подробное рассмотрение.
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Если \;<^Ь. то I—Л2'/ 2<^0 и 1—(а* яр У 2<0.
Тогда для квадрата подкоренного значения в 3։получается

-2(<г а2а֊)-^4 (4а-/?-л2)а-

^(Ь2а.-а2а2) --(/А/;)՜'՜*—ггн.Ь’՜2 -2«2 -2/г 2а֊) (и2 Ь2—<?2)г>П (?) 
1 ' •

так как 1га2—«гсг-<0 и /га-՝1/ а2а2 \'՜2—2а՝--2Ь2 — 2л2<0.

Так как дискриминант (7)

А=(<г Ь-֊\-а У(Ь֊ -а’)гД] (Л2 и2)’(։)’—Ь2—а?)гл*>0.

то существуют действительные корни I7- и И? (7) такие, что

1/И<1Д75 и 1,.'И>1. Г֊

С. другой стороны, когда то и </<1'1, и следова
тельно. 3|,2 мнимые. Отсюда следует, что уравнение ГУ—О для И 
имеет вещественные коэффициенты.

Обозначая ■; «1/17, можно записать 7/9(7)—0.
При 1/* получается ??.,= 2й»(^а?)

то есть ?, ֊ 0. р, » — 1/
«* ' Ь՝-а\

следовательно,

ГЛ аЛ-1/.
Г »‘+а?------

При ;• ’-х, пол\чается

Следовательно, 

/ , агЬг • а2а ; \
О, ֊!>’)( 1 1 ֊ 1<^С)

\ ) н3.6г-| Ь2а2 / -

Отсюда следует вывод и том, ч:о г՛. ։ цх ib\ и. вещее гвенный корень 

у 0 при 1

'1 аким образом, показано, что при 1 существует ве
щественный корень 17<^д уравнения Редея и поверхностные волны 
не затухают,



50РЕАСЕ \VAVES ОК ВОСКПАРУ ՕՒ МАС|ХЕТОЕЬАЯ’ПС 
НА1.Г-5РАСЕ АХО D1EI.EC.TRIC МЕР!Л

1 Н 1’АСН1Х1АХ

ՄԱԿԵՐԵՎՈԻՅԹԱՅԻՆ ԱԼԻՔՆԵՐԸ ԱԱԴՆԻՍ ԱԱՌԱԱԴԱն ԱՆ 
։||’ՍԱՏԱ(»ԱԾ(1|՚ԹՅԱՆ |;Վ ԴԻԷ1.եՍ8ՐԻ’ւ ՍԻՐԱՎԱՅՐԻ 

ՍԱՀՄԱՆԱԿԻՑ ՇԵՐՏԻ ՎՐԱ

ժ. մ. ՀԱ1սհՆՏԱՆ

Ա մ փ ո փ п I մ

Դիտարկվում Լ մադնիսաւսւսոձդակաՆ միջավայրի շարմմ ան վերարերյւպ 
գծային հարթ խնդիր։ II իջաւք այրր դր ււ: դ 1ւ դն՛՛է մ / ստորին կիսատսւրած ու֊ 
թք"էնը հ սահմանակից է մեկուռիչով (օդով) լցված վերին կիասաարածսւ՝ 
թ յան [1!

Օւււյց Լ տրվոէմ, որ մ ա դնի ո ական դաշտի (ւորվ ածության ար՚էերների 
րսաակուսու. ճշտոլթ յան դեսյրոէւ! 11‘եյեի ալիբներր րացակայոլմ են:
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линейной к нелинейной задачах —Изе ЛИ СССР. МТТ, 1976, ։ 6. с. 91—100

Кирова'лзаекий педагогический 
институт
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ЧИСЛЕННЫЙ АНАЛИЗ НА11РЯЖЕПИО-Д1.ФОРА\НР<.)ВАННОГО 
СОСТОЯНИЯ СЛОИСТЫХ ОБО-1ОЧЕК ВРАЩЕНИЯ .МЕТОДОМ

ИНВАРИАНТНОГО ГЮ1 РА’/КЕНИЯ

АНДРЕЕВ А Н . НЕМИРОВСКИЙ 10 В

В настоящей Cidibi рассмотрен г.т.лс. линейных краевых ;ада i 
для систем обыкновенных диффере1шил.'ч-П11х уравнении, возникающих 
при исследования осе"гммег՝И1»юто папряжени ՛ к-ф.'рмировз иного 
СОСТОЯНИЯ С l'.iHCTbl'-. Х01И? трух HiBïî<» НСО |И."Ю 1НЫХ анизотропных оболо
чек вращения. Известно [I 1). чго анализ напряжена?-.деформиро
ванного ст ь.япня ։аких ..болонок ipeoyi . привлечения неклаеспчес 
к их уравнении, позволяющих ՝ честь ;■ лиотропию деформа!явных 
свойств. неоднородность жсс|кос;пых ; ;՛.՝.■> актер ист нк маюркала по 
слоям, ослабленное сопротивление поперечным сдвигам, обжатие нор
мали. Варианты нскласепческих уравнении leopiin многослойных и 
однослойных оболочек, позволяимннс г. гой или иной мере учесы, наз
ванные факторы, разрабатывались m'ioiumi авторами [1 8] и др. 
Для таких дифференциальных уравнений характер;։ л переменность 
коэффициента и ногл-лненный порядок; важной их особенност ьц> яв
ляется сущее 1ВСНПО больший tu» мио н . случаях на порядок н более, 
по сравнению с уравнениями классичесюч! теории, спектральный ра
диус матичны коэффлииешов системы Д|фф1'ренпп.1льн .tx уравнений. 
При »том наибольшие но м»> ту.ю соб՜■; днные шаиення, <•՛..,> недлвую- 
щне локальным и краевым эффектам напряженно деформированного 
состояния, связанным с учетом (»перс пнях сдвигов и обжатия норма
ли леж.ы кан н левой, i.'ik и в ip.iBOH комплексной но.ч у плоскости. С 
ним обстоятельств«^։ связана режо ш.! раженная в обоих направле
ниях интегрирования численная iieyçionuHKorï i. [9J дифференциаль
ных уравнений изгиба, право читая к непригодности для использова
ния таких весьма эффектhimii.ix н '.инейных задачах класскчесхон те
ории оболочек мислсппы?; mcîoi-iu. как метод шскретпон ортогоналп- 
зацип, конечпора >н<1С! 1Н.1Й и ip ['• il' В ->:оп спя п являются акту
альными разработка, апробация, оненкп -ффекihimioci’b специальных 
алгоритмов численного решения краевых -алии для таких систем диф
ференциальных равнений.

Fi настоящей cian.c численное решение краевой лалачн строится 
методом инвариантного :югр\ женин. ('<р<»рм\л пров п: с отегсгвую 
щий алгоритм, на основном шаге которого осуществляется сопместное 
интегрирование задач Коши ьтя двух жестких матричных дпфф^рси
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пга.н.ных уравнений Метод чспи.ц. «‘В.ю.1 при анализе напряженно- 
деформированного состояния слоистой круговой цилиндрической кон
сольной 1.՝бо.1очки. натруженной в»»у 1 ренпим ыв.чеппем. Выполнен па- 
рлметрпческий лналкз иаяряжснне-дсформированнЬю состояния и 
выявлено влияние .юперечнцх слвиговы.՝ деформации на его хграк 
тервстцки Полученные результаты по-; вил я ют сделать вывит об эф 
фсктнк.нос. п мсти. посру женим в задачах изгиба слоистых оболочек 
вращения

$ ! Рассмотрим линейную краевую задачу

v'-A|.v)y(x> /(а)

,Wy(O) = a, \у(1 )=֊-/>
(1.1)

(1.2)

Здесь у(л՛) — искомый 2х-мерный вектор, комплвен:ами -второго 
являются безразмерные кинематические и сил овые пара метры напря
женно-. сформированного состояния оболочки, х—безразмерная не
зависимая переменная (О =£ л*-< 1). г'(х). \(х) соответственно непре
рывные 2$-мерный вектор и 2$х2х матрица, а, Ь—числовые х-мерные 
векторы, И, V - числовые х 2> матрицы. Без ограничения общности 
можно считать, что матрица .И имеет вид /И |ЛХ, Оу|, где О3— 
соответственно единичная в нулевая матрицы порядка Этого мож
но добиться должной нумерацией координат вектора у. Будем ис
пользовать блочное представление матрицы Л(х), векторов у(х),/(х) 

Д(л) -
Дп(х) .4J։(x) I 
.12։(л՜) .12г(л1

У(л')
У։(л')
У։(Л')

/(*) = Л(х)
А(^)

где v։(х). /Да'), .4(1(х) (/,/ = 1, 2)-соответственно х-мерные векторы 
и матрицы порядка х. Аналогичные представления будем использо
вать для других векторов и матриц. Предполагаем существование и 
единственность решения краевой задачи (1.1), (1.2).

Слепя |12|. рассмотрим погружение задачи (1.1), (1.2) в одно- 
ларйметричсское i.cmchc.b красных задач с парамецюм аогруження 
! (f длина промежутка интегрирования)

у (д\ г) Л(л)у(л. /) • _/(х). А1у((’. И /т, Ау(/, О 

и рассмотрим :ве вспомогательные задачи

V"(-v. О .4(х)1‘(л֊,/) (1.3)

.KVYO. (1.4)

У(л*. 6--.4(х)г(х. /) • /<х) (1.5)

Лк(0./)=а, /?2(С t)^b (l.fi)

Здесь Cia', т), г(Х, г) соответственно 2х х матрица и 2х мерный 
вектор

/? s 2s—числовая матрица вида /? /:л|. Ясно, что решение
краевой задачи (1.1), (1.2) представимо н форме 
1о



у(х)=у(х, 1) - Г(х. 1)^ 4-г(х, I) (1-7)

где с— постоянный .«-мерный вектор, определяемы։! из красного усло
вия (1.2) в точке х 1.

Исследуем зависимость решения I (х, (} краевой задачи (1 3), 
(1.4) от параметра погружения / при «фиксированном х£|0, 1{. Чиф- 
ференцнруя по / обе части равенств (1.3) (1.4). приходим к краевой 
задаче для матрицы 1Д(х, О

У'(х, ()=А(х)У,(х. г). ЛП;(П. г)- Ок, АЧ Д/. г)=.-А>Г։/, .*) (1.8)

Сопоставляя линейные Краевые задача (1.3), (1.41 и (1.8), ирах<\1им 
на основании принципа суперпозиции к дифференциальному уравне
нию по параметру потру Кения •' .1.1 ։ матрицы Г-.х, (}

1//(х, /) ֊ —1/(х,г)/?1 (Г. /) ֊-Г(х,П(.4?։'/)Г!(/./) г .4и((Н. И) (1.9)

Это матричное дифференциальное уравнение интегрируется по Г га 
отрезке |х, 1] при Начальном условии Рцх.г)|. ,-^1. (х, .о. Положим 
I '(/) - IV. О и установим дифференциальное уравнение для опре ю- 
левия 2.9 .$ матрицы I (/)- Нснол туя (1-3(. (1.9), находим нужное 
уравнение

։•”('.')+ Г,(֊', ։) - .4(/)4'(а֊'>'(а(.*М'Н ■(')-! Л։('>с ,(0> (К

Представим что матричное дифференциальное уравнение в виде си
стемы двух уравнений относительно х х .матриц / ,(0. (՛»(/)

֊ ■(') ■ ■-’,..(/)/ ֊,(<) «’*(/)(.•■’„(/)< ֊։(0 л„| (1.10)
(II

(к 1,2). Второе из краевых условий (1.4) гребует

(1Н)
Легко проверит!,, ч: матрица '՛',(/). определенная формулой (1.111, 
удовлетворяет (при роизвольной матрице Г։|Л) второму х рав
нению системы (1.1(1).

Первое же уравнение лт:>1։ системы зипиигегс?։ в ви ш

г-ио'Ч') У,(М(ЛЯ(О д։,(/)/;,(/)) (1.12)

Переходя к пределу при / 0 в первом нз краевых услоний (1.4), 
получаем начал;.нбе еслопие для матричного диффергнцн.-льн >го урав
нения Риккати (1.12)

г/։(0)֊֊о5 (1 13)

Исследуем теперь зависимость решения г(х,/) краевой задачи (1.5). 
(1.6) от параметра погружения / при фиксированном х£ф.1]. Диф
ференцируя обе части рапепств (1.5). (1.6) по : и сравнивай резуль
тат дифференцирования с краевой задачей (1.3). (1.4), приходим на 

П



основав::։։ принципа суперпозиции к ти рференцнальнбму уравнению 
по 1 л ля вектора г(-х,/)

.•г(.г,/)= Г-д-./)/?-֊ (/./) I\л\0(ЛД/)*Дл.0Л5('М'-О-т^(01 (1.14)

-)т< дифференциальное уравнение интегрируется на отрезке (-V.il при 
начальном \словии -"(л-./ф , г(л,л). Положим П (/) ~(М) и устано
вим п'.фф-р нциальнос уравнение для определения 2х-мерного векто
ра №(/). Используя (1.5), (1.14), выводим требуемое уравнение

а
г’( t л ,Н - А( / ) \V(t ) +/( t ) U( t)( Д„(t ) IV։(/֊ ) -

+АД/)1Г;</)-/,(/)) (1.15)

Второе из краевых условии (1.6) требует
W’sU)-՛՝ (1.16)

Представив уравнение (1.15) в виде системы двух дифференциальных 
уравнении гг.осительно s мерных векторов (V/Ï(f). Il 2(П, убеждаем
ся. что вектор IV 2(/), определенный формулой (1.16), удовлетворяет 
(при произвольном Vê'j/)) второму уравнению этой системы. Пергое 
же уравнение этой системы запишется в виде

^֊=/.(0 -M'WO֊- + 117,(0) (1.17)
(Il

Переходя к пределу при t- -0 в первом из краевых условий (1.16), 
получаем начальное условие для уравнения (117)

«?։(0) = а (1.18)

Введем №<(՝՛ 1) матрицы Л,2(0. 40* V -Ч 

ziJ2(/) ЧП,С(/). /,(/)(. ЛМ)ИЦ('). П"ДО|, \^|ОА.а|. Л,=(М1՛

(л ’. ) л матрицу Я։։(/) и (х | 1) (х 1) матрицу 4 ..(г)

. / ՝• ^22(0- Л(П 
о

и, наконец. 2х> (л I) матрицы Г(х. /). Р(.‘)

Г(л\ /1 | и V, I), г(л. /)|. /4/)- МИ

Ю.Ы ченные цуы-м (ОНОЛИСИИЯ ИервонТЧИЛЬНЫХ ширин COOTUCICniyiO- 
цпм.1 строчками и столонами Задачи Коши (1.12). (1.13) и (1.17), 
(I 18) можно сформулирован, геиерь к..к <адаму Коши для определе
ния х (s 1 ) матрицы \(И

— -лв-.г> .֊1„(Z1A</)- Л(О(ЛИ(О ; Т։։(()Л(П), \(0)=Л„ (OsS(sgl) 
dt

(1-19)
'(ц-.пскякы eoüMCC'Hiyio цинки и уравнения (I B), (I 14)
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Ц(х, О ₽ — \’{х, 4֊ .<,(/).)(/)) (I-А»

Дифференциальное матричное уравнение ( .20) интегрируется па от
резке [л՛. lj при начальном условии

Т’(х,Р(х) (1.21)

Заметим, что уравнение (1.20) .ншеамо и однородно 1>гносител։,ш> 
искомой .матрицы I к распадается на 2.x независимых меж ту собой 
систем дифференциальных уравнений, каждая из которых снизывает 
между собой лишь х I I лн-мсвтов cocibch н։\ нши-й строки матрицы 
И Кроме того, матрицы коэффициентов всех э.нх 2s л шей пых систем 
совпадают между собой. Это позволяет вместо чядачи Коши 41 20> 
(1.21) рассмотреть та дачу К։>ши

/Уф
=-Ф(0(Л։а(0+Л«ЮЛ(Н). ФЬ.,-£\ (1.22)

at

для (х 1)Х(х- J) матрицы Ф. Решение задачи Коши (1.2'2) будем 
обозначать через Ф(Сх). В произвол! ион точке /'€|х. 1| матрица 
1/(х./)—решение задачи Коши (I 20), (J 21) можи быть найдена по 
формуле

V‘(x. х)

Пусть Q«|0. . . 0, 1] (х4 1)-мерньш вектор. Легко убедиться, 
что матрица Ф(^;х) имеет следующее строение: 

и поэтому досгатично рассмотреть задачу Коши

— -ч'(|> (.-։„(<) л.,(/)Л(')), Н - Ч (т.21) 
at

для х (х- 1) матрицы ’Г. 0тме нм еще. что если n<s v1<^a2<...<a.,XJ 
конечная возрастающая последовате льность точек промежутка [0.1| 

" Ф(>; л՜,). .... Ф(/; х/>() решения задач Коши (1-22) с начальными ус
ловиями, заданными в точках t — .v։...... t хт соответственно, то при
1>/^А'„։ справедлива формула

Ф(/; л՛,) - Ф(л'2; х։)Ф(л-^ а-..) ... Ф(л-т; л«. ,)Ф(С л;,,)

Пусть требуется построить решение у(л՜) краевой задач։! (1.1). 
(1.2) в точках О ... <д-я ,<а\=1 . Процесс численного оп-
редетення искомых величин у(л\) (/ - 0, I.......п) мето.юм инвариант
ного погружения осуществляется в несколько шагов.

1) Проинтегрировать на отрезке 10, 1| задачу Коши (1.19) со ՛- 
местно с уравнением (1.24), строя в процессе интегрирования матрицы 
Л(х/) (i- 0, 1....... п) н ։r(X/ ։; х/) (Z-0. 1 ...» п \).

2) Решит։, систему линейных алгебраических уравпенш"

.W(l)c /,_ЛИГ(1)
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получающуюся в результате подчинения решения у(х) в форме (1.7) 
краевому условию (1.2) и точке х=1.

3) При £=// и — I. ... П осуществить следующие операции:
а) Если /<//. то по формуле (1.23) восстановить матрицу 

<1'(лу+1; д-,).
б) Сформировать (՝-] 1) (х-Н) матрицу .11;
.И (/-=/•). .И -Ф(А-, i; ; О'=Дг-1> «֊2. ... Q)
в) Нос -г.нюнить матрицу ’/(л՞,.-. I)

Йл;-, 1)֊/>(л-/)А1;
i) Вычнслны. |.< пение у(л՜;) по формуле (1.7).
Л'.етод требует упоминания //- 1 х (■> I) матриц \(-v.) (Z— 

-■» Г|, ... .՛/) ч /? 5 (s-М) матриц ’Г(х( i;X,l (7-^=0, I, .... л1). При
не слишком мелком разбиении отрезка [0. '. | (на'.ример. для уравне
ний. предложенных л |5|. не слишком мелкими могут считаться раз- 
бнени-’, содержащие до нескольких сотен точек) для запоминания 
матриц ՝1 достаточна оперативной памяти ЭВМ БЭСМ- 6.

(.фирм-.лир՛шанлый алгоритм близок по структуре к алгоритмам 
приведенным а [12, 13]. О.'нако, в о личке i>> [12] в танком л.ь<- 
ритме ризмеряопь решаемой системы шфферснцпяльпьгх уравнений и 
связана с шелом точек разбиения отрезка [0. i] и нс растет при 
уве шчгшиг их числа, а в отличие о; алгоритма [13] здесь ист псоб- 
X i 1ПМОС7И 3 IHlierpiip HU.IIHH ЗПДИЧП К* ШИ В обрЗТНПМ НШ1р;:... ICII1I1I.

Р.п ՝!.- ы. выполненные для некоторн-. слоистых оболочек ирашс 
нпя распространенных геометрических форм с использованием урав
нений изгиба [5]. показалti. что спек тральный радиус якобиана пра
вой час in системы и1ффорс1шиа.и.ных уравнений (1.19), (1.24) испек- 
тральный рядим матрицы коэффициентов первоначально i сипемы 
уранненпп н < иб:. ш и. чины о.нот |юрялкш Собственные числя яко
биана x.-ip.TKicpit !\ кнеи fio.ii-.uHiM р.нбпг.со.м и. что существенно, все 
леж.-д и левой комплексной полуплоскости Такне системы дифферен
циальных уравнений провидя ют свойства /кепкос in [Ч. 14]. Их усгой 
чннос 'д еленное решение классическими явными методами Pyiire-KjT- 
та. Адамса и ip но'.мцжно лишь при существенном ограничении на 
шаг интегрирования

М «consI

,1 при большой жесткости системы должно оеущест влиться специальны
ми неявными методами [9. -4 161. В о же время следует отметить, 
что в процессе иптегрпрованвя уразнопнй (1.19). (1.24) при тостнже- 
кии очередной гочкн для д||фферепицзльид1о уравнения (1.24) тре
бу миш ставить Повое начальное условие, что приводит к возврату 
в зону ни: ранедля | 14]. Если разбиение О - л„<л։< -<л\ = I отрез
ка [i). ] имеет маты։՛ гиа.метр, ты /;о обено։ie.ii.CTBo может обе( 
щ-иить отнощкц [кшму щссли։ неявны.-: мею.тов решения жестких ։.з- 
дач. состоящее в возможности существенного увеличения шага интег
рирования после прохождения зоны по.ранслоя. В таких ситуациях 
՛ трав пни прнмепешк явных мёТо.кш г доститочно малым шагом 
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интегрирования, обеспечивающим устойчивоегь нычнел тельного про
цесса.

£2. В качестве примера использования сформулированного алго 
ритма рассмотрим задачу осссимметрнчпого изгиба компо лч поп г.ш 
ИСТОЙ круговой ПИ.1ИИ (рлческой консольной оболочки ГоЛЩННЫ А, 
радиуса /? и длины I. на;ружейной равномерно распределенным внут
ренним давлением интенсивное;;՛ I При анализе напряжеюю-дефор 
мнровапНого соелишня исполвчубм уравнения изгиба [5]. пополню 
щче учесть тег|><»|)мпиии юпсречпых ՛ шипи*.. В раесма/ рпнасмом
чае эти уравнения впишутся в '.пас

'֊ = Р.
dx dx՝ R dx

(2 1)

Здесь .v—расстояние. отсчитываемое о; края обломы ноль обра- 
зуюшен, ; — угловая координата. 7. . >... VJ,,. 8... </v интеграль
ные характеристики напряженного состояния |5| Введем 'Х враз мер
ный вектор ylil х:1) кинематических и силовых периметров 
напряженно-деформированного состояния

м ! d\V d.\r
У(-) = W3 U, IL V , .И’ , , X. d; »՝ (/■ (2.2)

где и7 ֊ /•՝• «.՛ РН. 7’ /: .ч Р1. 11 = 1Рт. !Р( -соогзегс:։и։ни- безраз
мерные прогиб, осевое смещение точек отсчетной поверхности, 
функция сдвигов |.5|, 7/. 5’—безразмерные усилия и моменты,
/г,-модуль Юнга связующего первого (нижнего! ело болонки. В 
переменных (2 2) уравнения (2.!) вместе с соотношениями упругости 
и соотношениями деформации- перемещения |5( ибра.зирг систему 
дифференциальных ураанений первого порядка, оторею ре.н -чипм 
в виде

Элементы 8x8 матрицы .1 и вектора / постоянны и приведены (при 
другой нумерации координат вектора у) в |5|. Краевые условия, со
ответствующие выбранном} тни\ закрепления, имеют вид

У1(0) = ys(<>) = У,(О)=У ,(0)=у5( I ) = у„( 1 )=у( 1 )=у4( I )=0 (2.4)

С целью прояснения характера вычислительных трздносгей. возни
кающих при интегрировании краевой задачи (2.3), (2.4). например, 
методом дискретной ортогонализации (10]. ныполнено параметричес
кое исследование спектрального ратус.: матрицы Л для случая грех 
СЛОЙНО11 ЦИЛИНДрИЧеСКОЙ О6ОЛОЧКП С ОДНОРОДНЫМИ НЗОТрОПНЫМН C.IO5 
мн, а также следующих матриц: В 6X6 матрица ко^ффициеигоп 
классической сие гемы дпффере>::11,:1.н։|'Ь!х уравнений осесимметричного 
нагиба трехслой։в»й цилиндрической >бол чьи; С. аналогичная бхб 
матрица системы ypaniicnin'։ и нба. базирующихся на гипотезе ipn 
мой линии [8]; I) 8X8 матрица коэффициентов системы уравнений 
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изгиба, базирующихся па допущении о калдрагнчном но нормальной 
Координате zзаконе распределения с щитовых поперечных деформаш 
и заполнителе и равекс:;.. их нулю в несущих слоях [2]

Р> табл. 1 в зависимости or параметра приведены спек
тральные радиусы /?/г. А*с, /?л, /?.л указанных матриц. Результаты 
ii'.i.iyneiib! для трехслойной оболочки, симметричного строения (/'։ /:\) 
при следующих значениях параметров: /t=/;i ֊0 I А, /г=0.8 А,

•<д 0.3, Ц !1— 20. /<•'/ — 1 (//. <i, Ft֊ соответственно толщина, коэф
фициент 11՛.actinia, модуль Юнга Лги слоя) Из гя(л. I видно, что 
величины R!t (паи ■՛. и.-.иие по модули։ собственные значения мат
риц .4, Г) 1ейсгвптедьны) более чем шьлорядрк превышают величины 
/<’,՛<. А?. Кроме того. собственные числа расположены в ком i.iekCHulï 
п.| ։՛.■?:•• ru .нм.метричн.1 относип.лы։՛. мнимой оси. Поэтому для сне- 
гемы уравнен՛,։ i (2.3) (и аналогичной ей системы с матрицей коэф- 
фпцл-.щглв />) croîVtbo чиекжяой неустойчивости в обоих направле
нья՛. ните, р ijX.՝?; ыя , р>»якля-гея в весьма существенной мере, в то 
врем как 1.1.1 дифференциальных уравнений изгиба с матрицами 
коэффициентов Л’ и С эго свойство выражено лишь умеренно. На 
э՝>бм осионанни ՝ожио сделан, вывод (п.щтвер кдающийся н расчет
ным путем), что при указанных знай пнях параметров, задачи изгиба, 
рап-м >гр••■нн!.|-’ в г.ласспч.'ской постановке и в рамках гипотезы пря
мой линчи '..игут г՝ы п. успешно реш.-лы, например, методом дискрет
но ортогон.ьшзакии. в го время как для задачи (2.3), (2.1) этот 
мет ՛ I совершенно непригоден. Этот вывод справедлив и для компо
зитных оболочек

Таблица I

1-1 1т J JO 15 20 25 30 3.5 40 15

Rb S .03 li.H2 i5,7O 15,64 6.60 6.57 15.55 6.54 6.53

Ku S. 03 15.82 (i-7ü G .GO 6.57 (>•55 6.51 6.53

lO-з ft,. 2.93 1.85 1.6. 1 »56 1.46 1.38 1 .31 • 1 -20

10 3R.\ 3.43 1.89 1.70 1,58 1.47 1.39 1 »32 1,26 1.20

Решение краевой задачи (2.3). (2.4) для композитной оболочки 
получено методом погружения. При вычислениях использовалась 
модель армированного слоя волокнистой структуры, предложенная в 
|17|. В рамках -»той модели эффективные упругие постоянные ц^"՛ А го 
слоя представимы в виде где /;՛. модуль Юнга спя-
дующего (прмир. чощих элементов) Ато слоя, а величины А<Л! оире 
делаются расчетным путем, являясь функциями структурных пара
метров армирования, коэффициентов Пуассона связующего и арми
рующих элементов, параметра А///:". Отметим также, что уравнения 
этой модели позволяют при известных средних напряжениях и де
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формациях представительного элемента А-гэ слоя определить напря
жения и деформации в связующем и армирующих элементах и, тем 
самым, оценить эффективность их работы.

Бутом называть [18] нагрузкой и. чал»/юго «разрушения» ком 
познтнон оболочки го предельное значение- интенсивности давления 
ври кагором в связующем пли армирующих элементах впервые хотя 
бы в ••Лион г. чке выполняется условие Миасса

; “'У, ,1ч. , 4 ... ■■ и» гм ■ I—л-;,, (2-5)

где Аи,ц- предел текучести при рь гаже.ши связующего (с) или ар
мирующих элементов (<••). обозначу через Р՜. Р‘ нагрузку качаль- 
ого „рщруш шт" св :зую ц?։\։ ( юмзр/.о цих эле .и-иг >;։), получим 
следующую формулу ы । определения Р

Р'= гпй.(Р', РЗ

Пуст։., далее, Р.хс, Рк1, аналогичные величины, найденные при 
использовании уравнений классической геории оболочек |1| по кри
терию (2.5). в котором поперечное сдвиговое напряжение -Х2 опре
деляется из дифференциал;.кого уравнения равновесия в напряжениях.

В первых строчках табл. 2 в зависимости от параметра у при
ведены результаты расчета максимального прогиба 'Л՛՜’ и нагрузок 
начального „разрушения" Р'(.. Р՝. В последних трех строчках табл. 2 
приведены те же величины, найденные по уравнениям классической 
теории. Зависимости полечены для двухслойной композитной оболоч
ки со слоями равной толщины. первый из которых армирован в осе
вом направлении, второй в окружном. Чидули Юнга связующего 
(армирующих элементов) обоих слое- считались равными между 
собой Е\—Е[ (/■" = /?;) и полагалось а =Е“;Е‘,- Коэффициенты Пуас
сона всех материалов считались равными 0,3; остальные параметры 
имели значения /?,'//= 15. /•?/—15. щ ^=^г1=и*гг ֊0.5 («,, -՝>г- 
интенсивности армирования в плоскости слоя и по высоте |17|).

Таблица

ч 2 5 10 15 20 25 30 35 40

10-’и 2.170 1.594 1.147 0-900 0.736 0.622 0,534 0,474 0.423

о к-
| 4

3 
|Г
*

0.262 0,275 0-327 оде 0.440 0.497 0.560 0.615 0.676
.0=^ 1.735 0.948 0.548 0.490 0,454 0.427 0.410 0.395

ю-лс. 2.192 Ь612 Ы61 0.912 0.746 0.630 0.5-11 0,480 0.128
<7

0.378 0.383 0.431 (1.480 • 0,5 0,626 0.668 0.714

10Дг 2.555 1 498 1.105 0.960 0.878 0.821 0.783 0.756 0.733

2 Известия АН Хрмянекой ССР. Механика. № I
17



11» табл. 2 видно, чго г. расс.м՛ репном примере отнечгнтельна» 
погрешность от нсунета поперечных сдвигов в определении максималь
ных про: ибо» невелика и нс превышав։ /35%. В ю же время ралли 
чис в результатах расчета втрузок няча.п.ж.'го разрушения^. начтен 
пых при учете и без \че։а сдвигов существен;: *. Г;ж, например, при 
^ = 40 величина P' почти в два раза меньше ие..и ;и։ш /%7. Сущест
венно. что учет влияния сдвига приводит к снижен,։к> /՛. их пи: рузол 
/% /-*.■ и. следовательно. к снижению нагрузки тешльшно „разреше
ния“ Р* компо ni; н< и . юл< ч՛ и. phi;.՛, что „рацух яие"
связующего (армирующих ՝л ;с.ч о.И ил ишл՛ :Сл к зп.|;г.млщп;.1и ле 
чеши։ ;=0 консольной оболочки на ж in-pxui: (тьквей) ..нчл-un։ 
позерхнкт։։ от ос<։ ых напряжений.

I лк как M3ipu։pi i систем։.։ дмфференцшиикьгх ург.ннеппй \2. ՝<> 
.uic.-оянн.ч, то максимальные прогибы и «рз трушающпс» шире а 
можно пай։ и л ipvniM путем—путем ногrpocihi'.i аналп. i»‘ivi ко. •• р.1 
iiicHii'i краевой задачи (2.3), (2.4). Расчечы выянн.н| полное соппа и? 
кие но.՛։} Теиных при исм результатов Учитывая >ы на с: рук.՜; :՝։ 
!:рсд('тавленнрг(1 алгоритм;; не скалывается переменность коэффициен
тов уравнений изгиба можно сделать вывод (подтверж ыюшвгея i 
рзече:ныл. у:..'М) об эффективности метода погружения п щ.л-чах 
нчгиба различных классов оболочек вращения—композитных. н-р. 
мепиой жесткость, со сложной формой меридиана и р

NUMERICAL ANALYSIS OF ROTATION SANDWICH SHELLS 
STRESS STRAIN STATE' BY INVARIAN I IMBEDDING METHOD

A. X. ANDREEV, Yu. V. XE.WRUY SK»
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Սեակերպվաձ Լ Համապատար-խտն ւււրէոր/ւթււ, որի 'իմնական (քայրււմ 
իիմւկա սսւըվու մ Լ երկու կոշտ մոօւ՚րիրյւո յխւ ւ/իֆ երե Ն ր/իա/ հավաոէսրւււմների 
համար Կոշի ի/ն /]ի րն երի iutlhnii/ftii ին տ /, >{րու մ ր -• Մեթոդի արղյոէ.նէովետու- 
թյւււնքւ 4 տր/քո/ծ կոնկրետ ո րին տ I/ ի վրա։
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР
Մեխանիկա 42, м I, 19Տ9 Механика

УДК ։>24 0424-1*24.074

015 ОДНОМ lIPrOiiPA.lOBAIIÎlII ФУНКЦИОНАЛА П.ОРПИ 
ОЬОЛО’П.Ь

ТАНЛНАПКО О □

Цель паск»ящсй работы пока пть возможно՛ ть гакоп нрс->бра 
питания чрапнешмт теории оболочек, при .«пором и.» уравнений цыпа 
larot гмещанные нротыюд *ые от искомых кинематических параметров 

Такое преобразование упрощает построение вариационно-разно« тных 
схем тля расчета оболочек г южной формы.

Будем придерживаться. т. основном» обозначений. принятых и fl] 
Н'ненцна.п.нах ятерно. «‘формации может быть выражена (при уче
те деформаций поперечном) i юна) елед\тощим образом:

Г«= 1 1՛ I’ | /Л/.; - 2«Лт <1 2D(î—z)z4 2vx։;2 ф -

(/Л7> _ * GA7-|A/^n/-.
6 6 • I

Примем обычные формулы для а։. /։ и /.

tj=H нс , .7^; :г— г, /У-f i п • и.՛ Rz

zj =5‘ и '\ z>=- Л

Здесь введены обозначения «/ \ 4/А Z>~/i \Н. /? —/:( 1 — 3)
Цветем в рассмотрение уюл niH'opnra :-.п метыа оболочки вокруг нор
мали к гс средиппой iioîicpx nnvTiî Эго г ст ол определяется формулой 
|2|

_ .֊— л-ho^-au \
2 \ А Н /

Тогда [«формацию еднига можно записать для срединной поверх
ности в двух экв1тнале1нных формах

7 = 2(.։ ф) -2(7,4 ՝■*) 

тле
7։ v,:A-au, -b;՝

Деформация крученая также может быть шпнсяна в двух вариан
тах (3J

/ /л ' ՜.շ — /л
где
20



/Л=2՝;-,1А а?>. /з-О.-, Л—Ьу

Для наших целей оказывается более у юбным использовать п.ес 
колы«) отличные 01 указанных (по легко получаемые из них) формы 
записи выражения для

Х=7лЧ֊(7։-2«*) /?, и / ֊/2 л (7а + 2«>) R,

Деформации поперечного сдвига получаются как разность меж
ду углами поворота нормали о и соответствующими углами нак

лона ортов ег е, по отношению к их первоначальным направлениям 
(эти углы устава вливаются из геометрических соображений по обыч
ным формулам теории оболочек',:

71 = '* *+՜*0 ’ -.7 7?Р 7е —7 ֊—В -VI R*

Составим функционал Ф, включающий потенциальную энергию 
деформации оболочки потенциал поверхностных и контурных на
грузок П и взятую с лагранжевым множителем /(?, 3) левую часть 
однородного равенства, выражающего связь между углом «՛■ н линей
ными смешениями:

Ф = «-| И ш - —(?՛ ,;Л и В Ьъ-аи)

Выражение для и можно представит!, следующей суммой:

АВ<1*(Г}

■ б/п? \аВ(Ь(Н 
6

Предполагается, конечно, что деформации г։. х։, /։. •;». уже 
выражены с помощью указанных выше зависимостей через переме
щения и углы поворота. Формула для и‘\ описывается аналогично 
формуле для и здесь нс привидится.

Выполнив операцию интегрирования по частям, преобразуем 
формулу для «„

«։5=Ф > ( | у 4-,}^з(73
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причем

՛։>.= I I г>('л и-”. Ь) /ц-v. и .7,,г|рл

Используя формулы для параметров сдвига и кручения, можем 
избавиться и .»воином вн ипрале о. произведении производных -к> раз* 
ны.м координатам

’ / — : ’ «К— 2 ՛ V' / " а -I . t
2 V А / 2 \ В )

Л
ûÆ’.i—2wà'j

- '2_ I
2 В I

(Afc^fes-.fet)

Здесь снова предполагается., 
через перемешени;;; не пользе даны 
кривизн срединной поверхности

А։=17г։.

Следовательно, окончательно 

что деформации выражены 
обгчные обозначения для главных

мп-Ф3- -А//։4-Лм,

где Ди,—двойной интеграл, и подынтегральную функцию которого 
входят производные от искомых кинематических параметров по ко
ординате ?; аналогичным свойством обладает Лм2.

Обозначая .ч։ а Ач։. д//?. цуРсМ теперь

Ф И I / ‘i*.» и г \ I . „ , ...----- / — ֊ hu ar i ABdid^2 1 • в 'I

Варьируя Ф по -. найдем

/ - Æ*7Â| 2<h 1 av -Ат՛] D>| Bk. j ЛА’..”., J AB
Вюрия квадратная скобка может бич;. <:ппк՝ана л двхх »клина 

ленгиых формах, каждая из Которых о держи։ нронзнидиыс и кл 
нематических параметров ь>лько но •» п’.оп координате

Bkx . Ak..\} АВ Лк ч 4-,(/Л~Л^*;5-24-2... (?։i) I

АВ : ь*7л
2/?։ ч֊- /: И

С учетом дгих равенсгп после ппде.-мюики выражения для / r 

функционал Ф приходим к новому функционалу
<(>=ф։ ф,-ф. II
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тле

ДФр Ф2 и2-|-ДФ2

ЛФ' = Т.1.1
аи — Ьи \(Г* . _
—֊-----ИЯ*7Л(2и> а и Ьт)

— /Л|ДА- ՛,., ■.՝.—/?։(</••» А/г-;։- 2«|^։ - /г>)| }АвсЬа>

(формула для ЛФа записывается аналогично)
Варьированы Ф но нс м .пшенным и угловым смешениям при 

водят к получению икс ги разрешающих уравнении и перемещениях. 
Оператор этих уравнении яиляется суммой тух операторов, каж
дый н.< Которых |р։ лич .тает цтЬферевиирование искомых кинема
тических параметров юлько по одной пт звух криволинейных коорди
нат. Описанное прсобра <оваиие окнлын те си воле -шым при использо
вании покоординатных методов построения вариационно-разностных 
схем 11], позволяющих ограничиваться в решении двумерных задач 
одномерными сеточными . нпржеимлциями. Соответствующей дискрет
ной модели может быть придана конечноэлементная трактовка. Эле
ментами модели ока ываютси в лом слхтас одномерные шухузловыс 
объекты—« к в а зисте р ж и и » [5]

О\ \ | КЛХ^1-Й!?.\Г\ ГКА՜ ОЕ Н \CTIONAL ОЕ ТНЕ 
SHELL ТНЕОРУ
О. о. ТЛХЛ^ЛУКО

.•Ш.1.11.ЫНФР1՛ $1т|Н11‘Р՝;’>и.1| !Ы11'ЬЧ31'1И. 11.1.1՛ 111՛ и1в1Д1.Ф11И11‘Р’Зи.Ъ ип.иьь

•I Ч. хи.ыгыи«|||

II Н ф II ||| II I 11՝

"Ч"Ь"^ Р։ч1,<ни[1 1111)1 !/ниЪ(/ц/тЪи//1< 1/п-
Пр^Ъ 11141^1^/1 111)4111111 ш 4 шЬпрт/ г//г«.'Аууи'/;/Г։ .՛ (ннрнп/пр п гр ]т )/р ( рЪщшАии- 

//«4/ и/ш/1чЪ (/ум/(/ГшЪ111։рип{ )>

1'Ч>Ч!Аи>>{ '1>111՝11^р1111Ь1Щр ?. и/уу։^п/г) /, цп։ /Ги/р А//<р^ чпи^шр^ 
и1!ч/рш1, гч>и')! <11։ </ 41>1.р и/шрт Ь ш1; к 4՛ /, шЛ ։//}/р]и>[1։1>р 4(14/^ рит шти^Ъ 

^('4444(1^ I]пп 1111/1'11 шШ/<, 1>!п։чр՝ ршп 1,р1ц1чр11 I/пирц/1)1 тш/г, />ч1( Ьррпр1/р' риш 
1>11рин{.д/1 /! ин! (цЬр р ни։ /г 1111/114^11 >/ //.у»/ тЬирш/ 1Ц'1‘1р Р"՛/! I '"Ч՛՜

//.’о р'ь'Ьшр1р/пц 14р11>п11/\ /иЧч/р^ /Тпи/нц!пр 111161/111)1 Л/} пш ЛГ 111)11111/1«'//»//>/ 

^/'ш/.ш •՛/' 1,11,11'1' 1'111 //' '> "1111>1рЧ11)11'Р ч >/ •
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1983.
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гизчижъ ни: ЧФЗПЬР’ЗПЬЪЪЫЧ՛ 11.йи/1-Ьи1'11,;И՛ 81/).1:Ч1ИЬР 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК Л !' М $1 11 С. К О И С С ° 

1ГЬ|иш(>)11|ш Г՝, № ], 19Н9 Механик?

УДК 539 319

ЗАДАЧА СОУДАРЕНИЯ ДВУХ ЧЕТВЕРТЬ-П.ЧОСКОСТЕЙ ПРИ 
НАЛИЧИИ ДВИЖУЩЕЙСЯ ТВЕРДОЙ ОПОРЫ

МАРТИРОСЯН А II.

Задача со\ >арепня плоских тел в форме прямых у։ юн ֊рч iri.ii֊- 
чип на нижних сторонах углов частично ыртоп опоры решена и |1| 
Задачи о трещинах в случае анизотропной среды рассмотрены в [2. 
3. 4]. В случае движущейся ; решины .юя изо [ройник среды с иос-.оян- 
ной скоростью задача решена в [5|, <• 1ля переменной скорой и в 
[6]. В настоящей статье тля обпив о I |учая упругой анизотропной 
среды дается решение нестационарной смешанной задачи для полу
плоскости, когда точка раздела граничных условий шлжется с пере
менной скорое ! ЫО.

§ I. Формулировка зада■ ՝.( соударения

Рассмотрим формулировку смешанной задачи соударения тел. 
имеющих вид прямых двугранных углов нижущихся навстречу ։руг 
другу с о.тпна овой скоростью
14. Задача считается плоской.
Ось а' выбирается по нижним __ -__________
сторонам углов, ось у направ
лена вертикально вверх (фиг.
1). Па границе углов име- ____________         .. ֊ >- ¥ 
ется твердая опора гчг х-
</(Н. конец которой движется А. ՛,
со скоростью /(/). где ( время 
с начала соударения. Рассмот
рены случаи, когда соуд.чре ,р ։ ։
нке происходит па опоре и
вне ее. Если углы были бы полуплоскостями —-ч- у<<^. то реше
ние з отсутствие опоры приняли бы вил

1^=-У,.(1/(х՛-^ 1 Г/՜/) — Ро//< ( — л*’—1 д,ро/'(1՛а И-1)
1 а

го֊О. А- л— ;

Здесь //((1 [’0- смещение по осям д՜, у; л։ —прямое слияние углов, 
/■/(х)—единичная функция, со упруга 1 постоянная, координата ՝"
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отечвтывз.ег.ся от трчки со՝ прения те։. ему-, ди пата л- отсчитывается 
от нп :<>льп;л'։ точки 0, яа.г.по'иейея точкой к-рехода гкердой опоры в 
'•ß:.f'՝o.’ii. ь грани i я мом нт .• (); то есть :м • f), v<Z(f) имеет
место yr.it ни г- р О, ч при x>Z(O —=uv где :ч... есть нормальное 
ия!:.ряжен1;< ;՛ на всей гущине касательное к .(ряже но •, — (J. i'?. 
(1 11 след*, ет

— -Г,К(л-l'«0 + r,W(-x >'«/) (12)
дг

! |v'p
Г И

1вуме.р1ше иозмушенич / и tr„ Г можно запи
сан. ур.» .«псине i ан же ни ՛. упругой среды ня 1 ". Г ь вид։ 14]

(T-U . &V с)\։ / G. , С-(J - ֊<7---- с-------֊ — . (о — . .- = ”
ох- ду" дхбу д!' ՝ р у

(L3>

՝ ,О:\ ’ . г> "՛ / . ' Cw • (\z
-------и — -*-1> — ----- » I и - - ֊ ■ . < —   
дхау (fx՝ öy" dt’ \ о f> )

.{десь С։у—упругие постоянные, 6—плотность среды. При / = П имеем

// = (», 17- 0. -- =0, — ֊֊ 0. 
dl di

Вышеуказанные граничим* условия 
лены j.,v. через К ч учтено (J.2),

(с ci)- 
ох

1/Н). й'֊
дх

(v=0). н которые подстав* 
можно записать в виде

(I.D

х

£ '2. Определение оетеяия заОичн. •) t՝i ndwpoü гичка си/.дипсти 
le.i ри< по.юхсени ни хсеегкой опоре

Вначале рассмотрим г ■ знт ։ени ։ : -of нри которых линия сли

янии тел находит՝»։ на жесткий nn «г, — ц- ia и (1 11 //I -£=- 4- / ) I: 
Г а /

j.v /(/)>. Согласно |2| ас »литея гравсфармапты I плиса п;։ / и 
Фурье по .г ui клмпопе։։։ • мепюиия иг. осям х и у

Ü. \ - | fСе.хр՛ х/)(7/ (2-1)

Г. \ V | сп. 1(.схр|-Л/х 7.V/al7)l<;'7 
г, »2
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Подставляя (2.1) в (1.3). получим

р = _ а»->о«7»-</^ и . I и«4 1^х(-| )я/^_ | '՛
с«7?я ' * • 2Л<7

А(</) |(Лн֊</|5* ; !.<г|: - 1.ь’</3!՛:•,«■

I I "

(2.2)

д,^=«Л—(с—сП։>0. п(//— </)—сг>0

Обозначая левую часть первого ,<л. :н Н 4) черт -{Г. л), а второе 
условие через 1/(Л г), предстя'им эти Ь пкиии л виде

э(Гх)-э.(С.с)/7(/~л) - ■ (т.х)/7(д- /) 

< I _(Г г)//(/~лг)~ Г (/. х)Н( г-/)

Значения функций з = а_(/, И при х<Чи) и 1 — 1 (Г. л) при 
х>/(/| неизвестны и подлежат определению

з<(/. д)=‘—— [>'ан(г ДА Г. (/, х)=0. 
) а \ I и /

Легко отметить, что изображения функций з(г, х), I (/. х) свя
заны соотношением

Г(М>= S(s.<7)XM* (2-3)

где 5 есть изображение решении задачи :емба |6[. В случае анизо
тропной среды S имеет вид

Г* ч г-. . г~/ . '1՜՜ "'21S(s.<7)=- --Г(5.^). 5(^.7)= -----2-
14е л А»(5.г7)

Сп - К։ ('2 I fL - - ) 1. /-(<.</)-!. у 
) ։1 tld /

/?(s, у) -( bs9 -t- К,7») I/ £ р։ ֊rtS^,

«rf/QjL |4V=.,, ՛,
4(<f tZ)A։î b

I (։»; -^)։МИ|+г։)’ Л ~

Qi-4=. I —J—Р(Л-.:Н (r ii -bt{c I b 3<f)|
> ab n’Aj

где /?(х, t/) функция Рэлея. Числ« и ш*л։»ж։-и։н՛ точек рпзв' твлепия 
функций на комплексных глоскосгнх е нм» нс и мост и от r։.»nnioiit» -



нпн упругих постоянных изучена в |4|. После выбора ветвей функ
ции ч . % легко получить |2|

— |
5{х.<7)=^ (х.?)5 (\\//). /Лих. 7)--------------

5 (х.<7)

1/-Д=-/’7 х<7

5.р.7) -Ц^.-/> . 5^,)-. £>_
(?« ' ьтг'4,/47

/?!/)

W) <(/) i CV'
_Г"_1

J — —— 
5

л

(1 (b d—LP)2֊ \ab(P 

(/) i
2bd

^О֊л./')у4р^-Р+а/ ]//._!. л>(^)=о

Так как функции />±(/<7'.<) являются аналитическими на всей 
комплексной плоскости 7 = ^/5. за исключением точек, принадлежа
щих разрезам | >=, ; 771’ можно с помощью формулы Коши

для неограниченно։ области получить .значение /_)•.(/у х) в виде |6|

/)( (У_ \ i f■ s / J /у •
• /'7 • 7

1 +

Иуг3 
г «Su/хм 

- М 
‘ г 4֊ — » У « s (2.5)

•,(//)ехр|х(//)|. Л.(н) = - ;(«)охр| — •✓(«))

■<|. «։- !֊?.>՝ (^֊/<։м2)] |/* _17: ;-;(//)

■Ин)

i/fT
1 f, I /?(/) 3J(/) ü’(/) i d!

z(U)-2m ,<‘"| Ж) W) I ! U

h/â

Об значим через 5_|/. x) и /’.(/, x) оригиналы 5 ((>, у) и Pt{s.q} 
сил । веге гневно, и вычисляя их аналогично |6]. получи՝.։

,х}-
У --х ci 11 F <V ч их
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i/y'u i?|z T

r՝- и —J- /■’•«—
•У1’ > ..՛ ') ■֊՛ 

-Ш=„ *L
' •/« у L._ u ֊՛՛ 

* ) a

где £(x)—функция Дирака. Функции 5 (/.л) и г (Л л) получаются 
из ( ՝,6) заменой л՜ на ֊ х it у мпожеияем на постоянн ֊ :о “ G. и 1 । ". 
соответственно. I Io ly icHHue формулы по форме овпздяот г [1>| или 
со случаем изотропной среды, где I) зяюля в виде '2.л)

Представим функции lz(x. 4/1, з(х. </) в виде

з(5, </)=□$) з Г-= V' V' ^2.7)
•w ет

где V , 5_ вег«вести։ . I _,з есл. нзебраaci i'i оритналов I (?.л).

з Кроме того, нетрудно заметить, что функция 5(х, .;) такова, 
что указанная выпи՛ факторизация приводит к функциям 5±(х, 4/), 
Р±(х,//). оригиналы которых удовлетворяют условиям

Р (/,л)=.$\(6х)=0 при л'^с^г (2.8)

Р (/.х) 5 (/,х) ;0 при х>— г,/

-<ч</(0 =“<֊«
Ср

где 1(1) — гладкая {рункцпя.
Подставляя (2.7) в (2.3) и учитывая (2.8). можно, кнк и в |б|, 

получить решение поставленной задачи н форме сверток по х, г

<= ֊^ *-((5_*.=.+.֊Рь^У_)/7(/-Л-0)| (2.9)

V ~5 ♦♦{($_<.<= -Р^»У \Н{ /Ы1-0)]

Здесь символ (• ) означает свертку и- / и х. Полегании в (2.9) вы
ражение (2.6), значение з. и, учитывая, что пр условию задачи 
1/_=(), получаем на оси .<

l/yf .1

о (Z.A-) p\an(;,xX ? | l-3(fi}X(ltx,:Ji):///’•//6- (2.1֊>)
I. \ ) а / J I ՝ У а
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"•ла п . ЫЛ.1НПИ0Й ч.1.1и'|ц решение получится из (2.10), добавляя 
одномерное решение.

V штивал что при х-»/(/), ■ / и ‘֊֊—- •] АЛ/) можно из
/(/,)-.<

(2 1՛ ) ։;>лу 1игь коэфф пгледт интенсивности напряжений

!1п>/7~? г I , .'4«6֊и.)
I Га \ •'« ' (2.1 и

/•„(«)</// \(<\ /)| ч
т-нн ’ 10

Можно доказать. что дли случая постоянной / (2.11) совпадает с ре
шением. полученным применением метода Винера* Хон.Ьа.

§ 3. Ретенне задачи в случае ;<0
Рассмотрим теперь случай, когда :<(), то есть со՛. ։арение углов 
происходит вне жесткой опоры. Тогда /У(х՛ Кт//) 1 при и
поэтому граничные условия возьмем в виде (1.4). а именно:

\ Уа/

11 редетавим еле .укипим образ՝м

Учитывая (3.1), !1з (2.9) можно получай, коэффициенты интенсивности 
папря/ксин!։ в виде

Нт 1/֊.г:.1/.л-).-=.М/)!р|, ՛ *) •

3(1



,-2С-—ч у±.. /֊
"> « I ’V<7 <֊, r '■"

7 /• ՝l t —1 4 I <7

7 ------- —
/ —*-

Gru ГИМ. ЧТО i ՛:• ц.) > ‘ p ill. 1 <* И..П , ■: прл

этом a = — • нахо.;։;1 >: im опор«.« к f\:e г лкч г • ։.՝c.:։c:։nv (2 II)
Айтор б.’нп o,i.'j|'ii i I 1>.н lix-iiu ia n. iini.iv еож ты

COLLISION PROBLEM Ol- Где <. I АРИЛ PLANES uX 
MOVING RIGID SI PPl.'RI

A. N. Л’.Л.-сТНЮЬ .՝.?.

bUPJ‘t.lin. ’iIIgS ֊oi.ll.. U.bb 11.11 <il||'D MJ.'i. ЧьЧ 1’111*11 |»|Ml* PU.lHH"| 
211.1’111'H'.tlll’iiiiLpl1 <l4llu.:il.r-4.ll.bl> lul.’H-Pi:
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II. И i|i it iji n I d
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ИЗВЕСТИЯ ЛК А Д Е М ИИ НАУК АРМЯНСК О И ССР _ 

ич.|ишЬ|»1։щ 42, № I, 1989 Мтиии

1К 530.375
О РОЛИ ПОРООБРАЗОВАНИЯ ПРИ РАЗРУШЕНИИ В УСЛОВИЯХ 

ПОЛЗУЧ Г СТ II

АРУТЮНЯН Р. а.

Современные физические представления о процессе разрушения 
Мик՛ ,л к■ ।и*।иных материалов снмятся * описанию шрлютш его ле 
<;мкч!' и структуры (1] Пол воздействием постоянных пли перемен
ных напряжений этот процесс становг.ся направленным Возникно
вение новых лефсктоз > их слияние приводя। к интенсивному образе 
нанпю локальных микро нес плотностей типа нор и трещин и в ре- 
iy.ii, .не к окончательному разрушению материала. Тонкие эксперт 
мег։ильные методы петле юв.чния способе!повали выявлению меха 
иизмов поро н треншнообразования при различных уровнях деист;, ю 
щих на пряжений в температур.

В условиях повышенных напря-кенг-и и относи(ельно низких тем 
нератур возникают кл.инор.н.1Ныс ретин.-I на границах зерен Ирг 
длительном воз щипнин низких напряжении и высоких температур 
развиваются преимущественно меж серенные разрушения Вместо кли
новидных трещин обряд км 1 я ммкроиоры, например, ко механизм՝, 
кон тенсацнн вакансий. В литеряп рс по тропин ползу чести детально 
изучены схемы обра «итанпя Юр и решкн для чистых» металлов. В 
случае коне. руктюнных металлических материалов, большинство и. 
которых являются сложными композициями с частицами вторичных 
фаз выделений, существует еше одна возможность образования нор
на чистинах второй фазы Хсливием ^рождения пор при этом являет 
ся ни ։ь;:Я адгезия па поверхниг։п раздел.։ час: ни ։ ма грина [2]. Для 
отрыва частицы от матрицы нет иеобхо («мости в конденсации вакан 
спи— нарушение сцепления между частицей и матрицей осуществля
ется при помощи деформационных процессов. По мерс увеличения де
формации рас \ | । поры, ко орые затем укрупняются ио механизму 
образования ину ренней шейки !Ьиюм.\ поворхнос1Ь разрушения име
ет характерную форму чашечного и :лома Во многих случаях при 
оптических и э.тектронно-мнкроекотшчсскпх исследованиях внутри 
нор обнаруживали частицы включений, а количество пор пропорцио
нально количсетьу засып второй фазы. Пш длительных высокотем
пературных иены иниях н«г <м и (ругне механизмы порообразова
ния [2]

Обратимся также к работам, и которых исследуется кинетики 
накопления пор На основе Л4спгри.мопталы1ых исследований порооб-
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р.чзонания в условиях ползучести в работе [3| предложено следую
щее кинетическое уравнение для числа пор Л'(0:

!-*•'**) (О
где Л* -количество пор в момент разрушении, к:. = к^, Г) (а -на
пряжение, 7’ температура)«

При условии 7-0, А'-О н /г0 = соп$с из решения уравнения (1)

֊՝։>( •*, •՝.«)։ (-’)
•V #

следует, что накопление юр в процесс«՝ 1к>.т о чгу и происходит неран 
номерно. 11нтенс1»нн1.е и *а%»и. «<*п ы на первых (.алиях процесса ими 
тепоино устанавливается и с юс.иженпем некоторой критической ве
личины Л==‘՝'в пас1«;.1гт макрорл.ол пи л;и . В отличие от супн-сно о- 
тих предс.аллеиий нельзя счте.г.ь Д' пэстояншит материала. Опьиы 
показывают, что ->1ч ьс о и.на •.аннеп! <и напряжения Более ого, 
Эта зависимое « и является немонс оннои [3]

При ностро нии ранней на теории ползучести носи >льзуемся пл- 
вестным кинетическим подходом |4. о1. 11. рамегр повреждаемости 
определим соотношением «՛> — А V* (0=С<()^с1). В начальном состоянии 
\ о, о)=0. то есть .материал считается абсолютно неповрежденным. 
При А — X* наступает полное поврежденное состояние и происходит 
разрушение- Прилипая степенчой закон связи между скоростью де
формации - и напряжением =, можно записать следующее уравнение:

'■ (3)

где В, т, —постоянные.
Внося выражение (2) для парили: ри («> и (3). получим закон 

ползучести, учитывающий кинетикх иор’.образования:

։ = ^?пехр('ЛА՛;/) (4)

где £ = £0/г։.
Перейдем к проблеме ра •.рушения ՛՛ условиях ползучести. Подходя 

к этой проблеме с нотаций теории из тсжности, процессы порообра
зования будем рассматривай, как потоки отказов, а скорость ползу 
чести свяжем с интенсивностью отказов /. зависимостью:

/■ =, гг — х р( к ) (5)

где г некоторый коррелирующий множитель.
Питсиеивиость отказов пыражзегся через функцию надежности 

следующим и1ффер€1Щиалы1ым \ равнением [0. 7]:

Если интенсивность отказов ?(т) задана, то решая уравнение (6) при 
условии 7^(0) 1, получим

3 Известия АН Армянской ССР. Механнкп Х'э I
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/?</) exp

Внося (5) в (7) и интегрируя, придем к выражению для функции
надежное г и в зиле распределения Гумбеля

I гН-з'։,Х՝/?(/ ) = ехр------- —— ( ехр(k .V*t ) i; (В}

Для закона иа южкости (8) магехиынчеекое ожидание .рока 
службы млтерала вычисляется следующим образом;

/VI *- I — ехр ( ) 7
.՛ k ' А՛ /о

- = - гехр(Л/Л«/), с ---- ֊Л
(9)

Формулу (9) .можно расе матрица гь как критерии длительной
прочности, связывающий напряжение с математическим ожиданием
времени до разрушения.

В рамках данного подхода имеется также возможность учет ес
гесгвенного разброса значении времени то разрушения условпях
ползучести. С. »тон целью перейдем к статическому определению функ-

в

ции надежности.
Пусть в начальном состоянии в материале имеются А'о потен

циальных центров, на которых возможно обр.ч юваьнн и ри ви ни пор. 
а А'(/) текущее число пор, тог 1а [7]

w>=i ф
А О

Внося (10) в (8) я принимая условие 
получим критерий длительной прочности.

(Ю)

связывающий время д<
разрушения tv с заданным уровнем надежности /<•*

1п 
k гНз'"К

Теоретические кривые длительной прочности покатаны схемати
чески на фиг. I. Пунктирная линия на ?том рисунке соответствуем ма
тематическому ожиданию сроки службы материала (9), а сплошные 
кривые построены согласно критерию (՛. 1) тля двух уровнен надеж
ности /i^1' И А’уо KOTOpHi МОЖНО нотобрть таким образом, чтобы 
охватить всю полосу разброса экспериментальных точек с указанием 
возможных нижней и верхней границ работоспособности материала.

Для проверки полученных соотношений обратимся к некоторым
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Экспериментальным результатам. В работе [8], по-видимому, впервые 
экспериментально материализован параметр повреждаемости ш« в 
опытах на ползучее и. и разрушение образцов из технически чистой 
мели марки ЛАЗ при температуре 100’С. В качестве меры иоврежла 
емосгл принято отношение суммарное .. ։шы поперечных границ за
нятых порами и мнкрогреп1инам1., ь длине всех поперечных : ранни 
между зернами При этом установлено, что разрушение при ползучести 
всегда наступает при неполном заполнении поперечного сечения тре
щинами. В опытах подтверждается существование указанных выше 
двух механизмов разрушения к области относительно больших и ма-

■|мг. 2
лых величии напряжении. Наблюдается также существенная зависи
мость величины от напряжения. При больших напряжениях наступает 
в результате развития необратимых сдвиговых деформации, связанных. 
no-видимому, с переползанием дислокации. Поэтому количество пор и 
трещин относительно невелико. При малых напряжениях ползучесть со
провождается процессами порет- в ipeuiHHix бр.чюнаппя п<։ границам 
зерен и последующим меж зеренным ра .рушением Учитывая эти ре
зультаты и данные работы [3] о немонотонном харакюре накопления 
повреждаемости в зависимости от напряжения, на фиг. 2 показан 
схематично возможный график функции wj;) Точки па этом рисунке 
соответствую! экспериментальным тайным работы [X]

Для сравнения полученного критерия шпельной прочности с дан
ными опыта пос пользуемся некоторы.н приближенными опенками.
Разлагая н (II) логарифмы г ря и у 
мпм следующую формулу

t — . ։\t
'' rlhm гВзт

На фиг. 3 в координатах 
1нз—InC, показан критерий длитель
ной прочности (12). Точками на 
фиг. 3 отмечены опытные данные 
работы |8|. Согласно этим резуль
татам получены следующие вели
чины коэффициентов: /«=6. В= 
=1,2. 10-։3|МПа]֊в | н] ՛. г=13. 
Критерий (12) дает качественно

icpживая первые члены, полу-

ФнГ. 3
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правильную картину разрушения материала при ш л.п че. ги, «. хдаты- 
иая участки квазнвмзкого (учлсток I на фиг. 31 и визко-хруикогп 
(участок ‘2 на фиг. 3) разрушений.

ON ЕЕЕЕСТ ()!■ PORE GENERA HON UNDER DbRI ' : ION 
IN \ CREEP CONDITIONS

R. A. ARfTVXIAS

llll'U'b ‘ilIL'.irikblil. rill'll 4-’ ll.:;i-’ I la; I I Iki. .IlkUU.bllJi r.ll'lllb 
ll.lllk.yiuiirilb ‘Ikl'b llll.llbi.
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JL3»ilUill.h UU« 'M»S II 1'1*311 !‘VhbPI» 11.ЧИ/1‘111Г|«11.3Ь Sb'l.hWM‘P
ИЗВЕСТИЯ Л КАД 1 M И И_ 11 \ \ AP M Я 11 С КОП CCP

Itljuwülilpu 12, №l, 1959 Механика

УДК 539.3-.678.067

ЭФФЕКТИВНЫ! \юд>. Ill УПРУГОСТИ COTOI LT АСТОВ

БЫКОВЦЕВ Л Г. колокольчиков В. В.

I. Рассмотрим киов'Ю конструкцию. состоящую из двух несущих 
обшивок (I) и ячеистого заполнителя (Л. состоящего из ячеек пр-1- 
Mt»угольной формы (,[>!■, I) Яче п;и » .полиены низко модульным сжи
маемым материалом (например, пенопластом I. Вычисление эффек
тивных мо.олем vnpvr ети •ipi.'i'.oнпся в кре.!1н.>ложен1н։, что размеры 
ячейки заполни -..о֊ па ;гелнн»« М; иы .с размеров рассматриваемой 
конструкции, В -< i-м «'луч -е ՛.•>»юллме՛ мо/кш» считан, композицион
ным материалом, обл .< ди юным ортотропной симметрией.

Вначале определим модули упругости сотового заполнителя, ко- 
и рые равны тффск! нвным мо у\ зям уирчосн» характерного слоя, .» 
последние в свою очерет равны 
характерной ячейки. п.юбраженной 
пой ячейки рассматривается в и»

■<рфСК I нвным модулям упругости 
пи ibiir 2. Деформация характер-

>ямоуголыюй системе координат.

Фиг 2

Расист эффективных г-..юн . якшгга аров»՛ лися
в нредиоложеипп об изо։роти! Minepiia.ia основы заполнителя, клее- 
։ч»й прослойки и Mart pi.J ia, .;a:io.Ti!Bioki-՝n ячейки Получение ^(рфек- 
тивных модулей упруюстн осиойано h i iipiuiii.ic смешивания при по- 
е.1едоватслы1։»м и i ap.ij.ii՛.инюм toi ine пин -моментов, iic.ii: юфор- 
чацпя компонент со»»гвс1сгв\ е։ парад'е.и hums соединению, то ֊ ред- 
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пне дефор мании компонент равны средним деформациям композита, а 
при последовательном соединен! ч средние деформации комиоиыа 
раины сумме средних деформаций компонент.

Формула для энергии 1: и ьрис i а л кирафичсской системе коор
динат имеет вид:

(1-
Здесь величины сп. ... - независимые эффективные модули упру гости 
сотового заполнителя. <Л/С> - средние деформации сотового запол
нителя.

Среднее значение свободной ->нергли тля отоного заполнителя 
с учетом изотропии компонент равно

<Л>=1 i 1т
<? 1 ft -1

(1.2)

Здесь !՛-„ постоянные Ламе компонент. <Vсредние дефор
мации компонент.

В дальнейшем будем различи:ь (родильные и поперечные слои. 
Продольные слои обозначаются верхним индексом (I). а поперечные - 
(2). У характерной ячейки сотового ш по. ди пел я продольными слоями 
являются материал основы и м;՛. ери;։.՛, заполняющий ячейки, попе
речными основа и клей. Пусть ь՛ I соответствует клею. .՛։ —2 осно
ве. «=з материалу, талолнякжему >->епк:1.

Рассматривая различные деформации характерно!։ ячейки (фиг. 2). 
к соответствии с правилом смешивали.! получаем

(1.3)

Здесь относительный объем Л -компоненты из л-материйла.

Нрсдпола. ас1ся, что сушей ՛•֊՝ е։ <авщт.мост1» между средними де
формациями композита з виде:

(1-4)
>=<<*»>. <*g>—*=Ъ2 
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ине деформации компонент равны средним деформациям композита, а 
при последовательном соединен]”! сре шпе деформации композита 
равны сумме средних деформ ап >:л компонент.

Формула мн энергии Л ; крист,։.; |ографичоской системе коор
динат имеет вид.

- (С»$ ՝С - « X.. - 2 }>*
“Г С'з5"\֊ 1Л^><СгМ?՜* ■'՜ ^56^: ) ( 1 • 1

Здесь Величины сн. ... независимые эффективные модули упругост» 
сотового заполнителя. <-;£> -средние деформации сотового запол՛ 
ниюля.

Среднее значение свободной энергии для готового заполнителя 
с учетом изотропии кимп<’нен| равно

1?>3 2
<^> = 1

- 1 Г”՛.
(1.2

Здесь >.,. р.։ постоянные .Заме компонент. средние дефор
мании компонент.

В дальнейшем будем различать про ольпыс и поперечные слои. 
Продольные слои обозначаются верхним индексом (I). а поперечные - 
(2). У характерной ячейки сотового заполнигеля продольными слоям 
являются материал основы и материал, ։ а пол ня юти й ячейки, попе
речными основа и клей. Имел. /.՛ ; соответствует клею. .7 — 2 осио>
вс. л —3 материалу. <апо.пяяк>11£сму ячейки.

Раесма кривая различные деформации характерно]! ячейки (фиг. 2), 
н соответствии с правилом смешивания получаем

т-1

(1.31

Здесь ИДА>—относительный объем /г компоненты из /ьмаюриа.та.

Предполагается, чю слцссгвы । и. пси мост ь мс.ьдх средними и 
формациями композита в виде.

-ЗЗг/Ч-а^« \ь; Оп—Лл;.я<\֊а։«х>

(1.4|
<=^>л=х^<^>. ^1.2
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Рассмотрим следующие процессы (сформирования:

1» О» 2՛ ■\2«.>-?г0; 3- 4. г՜՜^« 5. <*п>у-О;

6- ?• <С-11^>=<Се22^> - (|: Ь. <Сг-511^> — <-л> ~0; 9. =

=<^:22^>=<С-.м^>^0 (1.5)
В юль пронес« он деформирования (1.5) е помощью соо г ношений (1.3). 
(1.4) вычисляются ко лрфнцненгы при средних деформацях в выра
жении для Л (1.2). После сравнения с Н.1) получаем значения эф
фективных «МО.1\ ։е; упругости сотового заполни।еля. выраженные 
через упругие харамери. лжи и объемную долю компонент

<-.,=211 у П у ;, .|Г<-՛՛ И0>(<Н
Я-1Л-1 2 I л I

^=2^[-֊ + !՛. &-2 МкЯ 1'<”4!>|

о.= 2< I ■՛֊ || <•.==!
л-1 I ~ I л I А Л

С« = Х ՛■ 1 = Х ’֊"Х К?’(4Й)։
п- I А —1 п -I Д..1

^=1 Л>Д>’йлУД (1.6)
п Л

Постоянные х^, входящие в соотношения (1.6), определяются для 
след у ю ши х процессов д ефо рм и ро ва и и я:

1- ^ЭЗ^՝ (1’ 2' <С-8.С՜’ ՝С:22^* ' 4ч <С212^> ■' 5. <С€)Л^---՝ 'О

(1.7)
Выражения гля нанряженин, сооингс।вующне уравнениям (1.3) для 
деформаций, записанные с чистом нм о, что при последовательном 
соединении элсмсиюв средние ппнряжоиия В каждой компоненте оди
наковы и равны средним напряжениям композите, имеют вид

(1.8)

Здесь <з,у>—средние напряжения в композите. ՝О//д>'?> — средние 
напряжения в компонентах,
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Используя закон Гука из семи ношений (1.3). (1.4) и (18) для 
процессов деформирования (1 7), получаем

2 у(2>

У V^Et 
i—i

Чй,-)։<"-i р:’Р

/2 1/(2։ l<(»)
Ц ~ -f- 1֊ ֊3--------\։_1 Г/ у V^Ei

(1.9)

Здесь Г,. и,— соответственно модули Юнга н сдвига /-компоненты.
Относительные объемы И*’ компонент характерной ячейки 

(фиг. 2) через размеры ячеек сотового заполнителя выряжается сле
дующим образом:

<7(6>4-Д8) «Р+д։)
а од h_ ОД

уо»= * • 1/(21 <» .՝£zL_ V’U> о И0«- —— (1.10’
1 НА՜ 2 ‘ h Г Да

Здесь А,—толщина стенок ячеек: А2 юлщпна клеевой прослойки 
а, b размеры характерной ячейки заполнителя.

Таким образом. (:<>՛.> i ношение (1.6). (1.9). (1-Ю) позволяют вычис
лять эффективные модули упругости сотового .заполнителя в зависи
мое и от геометрических параметров ячейки и упругих свойств состав
ляющих се компонент. С помощью по. к д-иных формул .можно вычис
лять оптимальные [Кимеры ячейки, находя экстремумы функций 
‘сДй. Ь. А։, А2). . при условии, что периметр ячейки остается по
стоянным.

Анализ формул (1.6). (1.9). (1.10« показывае։. что увеличение 
жес|к<։сн1 сотового л по. ши։ ел л связан«1 с уменьшением размеров 
ячейки а и />. увеличением толщины егечок ячеек ՝֊• и юлпншы клее
вой прослойки Ч-. а также с увеличением ynpyiiix модулей составляю 
ших компонент. Эти факты наблюдались в эксперименте |1 -I].

2. Определим иЬфекгквпыс модул։՛ .крутости сотои.он га Сою- 
'лас։ слоистый, анид՛:.тропный композиционный малрнал, обладаю
щий ортотропной симметрией. Матерная несущих обшивок (I) (фиг. 1) 
cani ается изотропным.

Расчет эффективных модулеи y:ip\>ocru сотопласта основан на 
применении правила смеши;՛.твия и пр-,г ;нтся ;:нало!ично тому, как 
-ио было сделано выше при расчете модулей сотового заполни! еля. В 
'альнейшем раалачаюкя продольные и гюперечные слои Продольный 

слой один сотовый заполните.!:., поперечные слои несущие обшмвкп 
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и клеевая прослойка. По-прежнему верхний индекс I относится к про 
дольному слою, а верхний индекс 2 к поперечным слоям

Среднее значение свободной 5Н.ер1ИН ыя сбюплапа с уче;ом 
изотропии и ортотропии компонент равно

+г;։«>’ 4-См<։»>>‘) - c,s<։SPX--S'> '
-КВ<4?><*Й> ! !’><■ ’>

(2.1 >

Здесь и далее вследствие того, что пр' :՛՜՛ и ные юн •• ин. нвжнви ин 
текс п \ величин, характеризующих продольный тин ։ля спрошен ••։ 
записи опущен; Сц....—эффективные модули упругости -otoboi > ։а 
полнителя: средние деформации компонент; к=1 соответст
вует несущим обшивкам, п—2 клеевой простопке

Рассматривая различные деформации союплас а |фи I). ■ соот
ветствии с правилом смешивания получаем

гт —I

<?»>=£ <.ч։>=<4?>=<’??>» <?-2)
л I

Предполагается, что с> meri:։\ i՝i »аиргимоегь между средними ie- 
формапиями компонент. \ ч.к ibvioihhx i пое.н'довп icji.hom eoe uiiiciirn. 
i՛ средними '^формациями композита в виде

\-ц хп—-Л • \*п • -֊I. •-■.֊■

(?-3î

Аналогично и I в рэссмагринасмом случае можно выписать д i 
чения эффективных модуле։՜! упруг ости сотопласта 1ц.... выражен
ные через упругие характеристпкп н объемную долю компонент

А, = 21 v,>W>։ 7 Н‘, 
п I 2

ï V^n V^'2.V »(7<J)yŸî։. А2Л

^=2V v՛;. Р^-֊ n„ 
г»—։ I *

-Vi։V31 : JJ i 14 4 v '»Cjj/’г; = 2 1 V7’ 
л —1 9

vpz.nz(^vn>rj2z(p;
ii—։

X v?/„za֊v<"zn>C]J 

Л ։
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Л„ v /Ц-V ।
м-1 л—I

՝.. V у; • . ֊ ) • V > • 
« !

(2.4)

Выражения i/’я напряжении. cooiHCTcrByioiniie ՝ равнениям (2.2) ия
^формаций, имени вид

<■'- 'x — X’ V«֊> <<3 ՝Х= -<•>>>------~ \ 'J2 -^ • — -1^-1 *<*11^
п 1

<=->-X ■ v<։'<=ä՝>. <о„> <2.5)
ф-1

Нспол. ։уя икон Гука. из соотношении (2.3). (2.2) и (2-5) оп
ределим величин!.: -/Л;), дли процессов деформирования <֊н>/0. 
<ч.-ц > - О, <С2։.։^>

х<’>=(У<‘>+гп V ур;/:։)-’;
<-1

^(VUM rJ2 у УС)
i 1

л1|J .՛ у<п >:;уг՛ »fe=|p-( | 'F ■ v"> *»

Относительные объемы \компонент сотопласта выражай гея 
через размеры сотонои пппелн ce.iyioui.nM образом, i V V՝11 . ( w VY1).՜

h 9 \ ОДV՛՛— _ ____ W) ____ ______ У<-'^= - д------  (•’ 7)
/.• . 1 h 2^, Д>) ' А+2(ДЭ Д։)

Здесь /г—высота сотов то фполннгеля. —толщин.֊ несущих панелей, 
Д4 толщина клеевой прослойки.

Таким образом, соотнщнення (2.1). (2.6) и (2.7) позВоликл вы
числят!. -/ффеминпые ՝.։՛՛ iy.au упругости с иоалгичои в о-виспмости от 
.е<!Х'.:тряче:'кнх размеров панели и м-зрум • с.чойетв составляющих ком
понент.
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В качестве примера применения формх л (2.4), (2 6), (2.7) на 
фиг. 3 приведены графики взмечи՛։։ .я эффективных модулей уиругисги 
еЬтопласта в зависимости от о։посител) ны и объема со։овою ։лпил-
нителя При расчетах
принималось, ч го сотовый за
полнитель изготовлен из алю
миниевой фольги (£=5,8՛ Ю” 
Па. р=2,4 • 1010 Па) толщиной 
Д1=,5’10_‘м, размеры ячейки 
заполнителя п=5* Ю-՝’ м, Ь-- 
= 1,45 • Ю“г м. Ячейки запол
нены пенополиуретаном (՛■ = 
=7 • 1С4 Па, / =0.21 • Ю1 Па), 
несущие обшивки изготовле
ны из стали (/-=19.6 • !011 Па. 
р = 7,9 • 10’° Па), в качестве 
клея использовалась эпоксид
ная смола (£=3,1 • 10’ Па. у= 
= 1.1 • 10у Па), причем в ячей
ке заполнителя Д^Ю՜4 м. а 
при расчетах относительных 
объемов сотопласта принима
лось, что -\=0Л Д3.

Механике слоистых композитов посвящены, например, монографии 
[5, (5J. В работах [7 s] для слоне ых ч г.амо 1лп։:ых комнозиюк ис
пользовался :н.дхо.! соединения .-лсмсьт՛и՛, который u ւ ап он щей ра
боте применяется к сотовым конструкциям.

EFFECTIVE CELL LAYER ELASTICITY MODULI’SES

A G filKOVZE՝ V V. KOI.OKOLCHIKOV

աԱՊԼԱՍՏՆԵՐԻ 11.1ՒՍ.ՉԴ1Սւ 1Ո.Ո Ա'ւ. 1Ա'Դ:։.111’ՆԱՎեՏ 11(1Դ11 Mj.hPC

Ա. Դ. Ր1’’։1|Վ՝ա՚1„ >1. Վ. 4ՈԱ1Կ11Ա1Պ11Վ
II. մ փ ւ) փ к ւ И*

Il inuiyil tub են րչջտյին )յյ ահ յու ի ի ե ր՝՝ջւ'1յի1։ ո' ծ">ծ-
Pfջս''4 ՀԱ< "</•}> '"f'/J1" ‘>>'<'1նա աոաձւքական ւքոդր/պներր.՝ Են/1 ւէպրՀ/ւ ւ и /, 

"(՚ սոսնձի շհրւսր, րջ/։ Հ֊1ւերր [Jfbitt} նյութը !.• ծէքծկրււ ւթ •
ների նյութը իւյոարոէ/ք են: Միջին '.ւււ><1ով l/n С ւ։/ ո >յի ա ր րն ո t թ ու է/րւ/ ч < մ I, որ՝ 
թուորոսյ սիմեարիայււվ։ Օրպես օրինակ աոտէքվտծ Լ ր^աո//էէ/ււսւի արդյու
նավետ աոաձդական t! и դու յն երի կ tn ի> ւքաւ) ու թ յո Հհ ր ք՚ջջ՚>՚յին {քք ան յո ւ թ իրյ >ա- 
ր ար երակ ան ժավ <Ա[ի!) ■'

43



.'I II I I P A J I A

I i'rüpcipkMnï Li. 1.Լ., Красин Ц. Ա,. Лесных C. li ПроизводстиО сотовых Kniieipvh- 
и нй. M: 1966. 282 с

֊’. //.;«<։;.՛■ В i /■’оДТинемко», г/ է Промоет согоп.пнтп пр; и ?»с1,ом ННпрЛЖсиииМ 
Сие: oil nu 1J М:՝.Х .i ни |||мг|нм Հ->72 \ с. 936 '.-’38

J. Пианов В . !.. Ршиыпкщ П. 1. Bji-.-yeii՛ лм . „ .нсимиги. прочности союлластои. 
Up'ikKM;. Iipo'iit ic;n. 1’173. № S, с. 91—92.

>' li/:' ։> B I /-*■ Կւ«ք'՚ւձ'-յ il Г. j'..JblH։<e , .«.Мерой -"'p:-‘4<Hl ц.‘ up- ijnw11> H .10 
;->рм,-. ri f!i։uc;i. при yKznnt. eoiuiunicioû - >;.ho.iciumi .uôupnrüpiui, 1972, № 5.

C. 603—606.
i- ՛■' H՛ ■.! w :,Հ /L "■ i ՛ • •;»•.։>. koHcipvifiiihî.—

1980 376 C.
6. Ma.-iAieiiciep .4 Л. То.кум В. П.. Тетер. ! .4 Lc»n рот имение жссгкех nti.iiricpib-ix 

материал« Рига: 1972. -198 с.
՜ Колокольчиков В В., Комаропл Н. Макарова И С. Гермоупругость, тепло* 

проводноегь п прочность слоистых метзл.юхох'позитоп.—Механика композит ՝՛...*- 
триалов, 1983, .V?2, с, 257՛—260.

8. К'1.«1кил1'Чик<:в В В.. 1\г/.՝.!ирп-.(: Н. Tntf’.n.’oi .1, AI. Прочшк'ть rpt'XXi>Mii*jiieiir- 
пого слоистою композита.-При»5лемы прочности, 1984. №4. с 37—41.

Куйбышевский annan ионный институт 
нм. С. П. Королсна
Куйбышевский государе пкчшкй 
унвнерентег

Поступила и ролики и ю
7.1.198՝



лизчи.чил. UUZ <HiSni4>-JIIMAibPb U.։iU.'bbU’blh3l« SbWU.W
H 3 В E С Г И Я Л К Л Д I М И И и Л У i\ Л Г М Я II с К О И С С Г
1П|ип,Г.|.1|ш Д, № 1, ISIVJ M.-x.uip -

У ЛК 531.8, G2.50

АНАЛИЗ ДВНЖГНИП ЧВУХЗВ. ИНОГО М1Р.УГОГО 
МАНИПУЛЯТОРА С .•) IККi 1РОМГХЛ1ПI1 il’.CK* I Al I ПР1 iBO.1.1 Н.ЬМИ 

(JlC'i WWill ii\ ПОДВИЖНОМ ОСНОВАНИИ

ГУКАСЯН Л Л

p.ici xrni )1п;.։с ".I KniUM!i;liUirK.ir, модель ДВУХ Ш.’ННО о .UI’|U).I ։ 
ф|'-ЧИ .МШПИЛлЯ м»рл. ’IOC. Iv.JICC • • •?•> Й гхЦ'О Mf> U ||;p\i֊H"i K.'lK ДЛ
.iiil i Vnpai лсиие i.iv.wi. rit tvilHMM iii».ti՝.n;i.iii՛< rii Minima,|,|и>р.
осуществляете.։ элек. |илкчлнпчус,.пми приводамл. кал tin՛ из ю» p.-'x 
содержит .Ч1111СЙШ.1И »Ch JI»։- IliliriliiCII. Г.ТСГОЯПЦОГО 1-lKa [l| В |.;«.MK.i.\ 
.ii.jiMinoi! rcop.ni ■. up-, ii..*՛. i исследуется kj ta'ia кин* .hi i ii’n П мим управ 
Jlv.’ll, I. C.Mhh Jr fi) I l’iii|:v ICilJ i.,Uia . ::.l ;ИЧ О II .
управ.пиия и oniамильного просигпрмвьиия манипулятора.

/. Ail xant^h'C -H'i а՛ — .1!- .. -//vroa •֊o.’-.i Maiili пули гор
тонт из И0Д1П1Ж1ЮЙ ii.ia .формы и механической руки со охватом (фиг.1) 
Рука состоит кч тйух пичн>ев, соединенных шарниром 0^. Первое 
звено соедииенл шарниром с платформой и является абсолютно твер 
дым телом. Второе ibcho машшу.тяявляется упру, им егери-нем,

lia конце которого расположен \nai грузом Соединнтелиные шар 
пиры и :c:i т;.ные пь.лш ципкскис I Lia |ф..рмл механической руки мо
жет не.>.•.veina чд։я и i՛.ри и-кT.i.'tbtb՛ ՛ плоское։ и. Манни՛ in iop имеет 
пять степеней свободы: двнженп? осуществляется посредством 
здектромеханнческих приводов />։ (z^.v, у, -f,. с ). Приводы

/Л. О., рлспол •жены на платформе и упргшля-от пере
мещением платф՛ip\ii,;, поворотом манипулятора относительно яертп- 
калыюй оси, . тикже почопото.м первого звена отноептильно плат-



формы. соответственно. Привод £).. расположен в шарнире (Л и уп 
равняет поворотом второго звена относительна первого. Для описг 
ния уравнений гвмження манипулятора введем инерциальную ОХУ1 
и неннерпиальныс ' О2Л*2)а/2 системы координат. Вводе:
обозначения: /1 длина первого звена; /2—длина второго звен! 
/?„{/)—у{/). 0)? рчдиус-вектор платформы относительно споте 
мы координат 0X77 (символ означает ;рапсповировапне); //—высо 
га пл оформи: угол между осями ОД' и О1Л,։ 1-։> угол поворот 
м шипу ля гор । и к кительи 1 оси О։/1); ?1 -угол поворота первого ззе 
на игиоентгльн > латформы; ?2- угол поворота второго упругой 
звена относительно оси (ЛгУ։ (<ра -угол между касательной (Хх к уп 
руг му зв ну О.гр в ь.чке О. и осью <Ч.)/ч(| масс । платформы 
ш։ масса первом звена; т.։— масса вмрого звена: т масса груза н 
скягг՛; .?/, масса приз:» 1а в шарнир;- ().г: ■ (П^;^1 .) -координат 

точки нейтралы!՛՝։! линии второго звени; ՛՛< вектор угловой скорист 
нр:ц11"!1ия мя։и: .г.г..р;։ относительно осн (\7.^\ Цф/ ;)- вектор уп 
ру| и :цформации второго зв на относительно точки /Л, в сипем

ОЛф./..; /<(/<*) ра иус-щ-кюр ;.,чкг. не тральной линии нт рог 
зв-.ч. с координатой : и момент времени / «иноептсльно точки О 
сист- ме ОХУ7,\ ;.(:) линейная плотность второго звена; /:7(:) жеез 
кость второго звена на изгиб (Л՜—модуль Юнга материала, ./(;) -му 
меьт инерции поперечного сечения՛: ь՝(-) — плошадь поперечного се 
Чечня кгорого звена; функции с(с), ?(:). х(с) предполагаются достаток 

ни гадкими; я, переда очно».- число привода /Л: С?֊—1А՜,. 7\, М, 
Л? 4. Л!.,)-|сктор, компоненты которого- электромагнитные силы 
моменты, г.ргло;: енные к ротору электродвигателей приводов; 
коэффициент индуктивности обмотки ротора электродвигателя /\-г 
привода; /<3 электрическое (омическое) сопротивление обмотки рь 
тора элгкгродвигате.г.! /_),-го привада; к: -кэч})|>нцисн пропорции 
нальностл между электрическим током цепи ротора электрэдвягатсл 
Ри-го привода и соотвегетвеюш.ей элекгро.м п нитнои силой или мо 
МСНТОМ —•I՛՜ •.•?.. /■՛! .'.А',. Л1?| = ^.։=/.:А' ); ■/:-
ллектрическо.с напряжение, подаваемое на вход электродвигател 
/>.-го привода. Статоры электродвигателей и корпусы редукторо 
приводов !-). (՛—х, у. >։, ?._,) жестко связаны с платформой 
... |: ՛! м звеном ՛• чаппческой р\ к;, манипулятора» соответстденнб,

Векторы /С(/. ;) (в системе (}ХУ7\\ •՛(/) (о системе

и'В/. ■) | в системе (>2.Х.7.',:7имеют вид:

\Г'(/.:-)=
—;)

-ч’С,(/, ֊:)$1г.;2
&։(/, :)СОь?а

.<(/) ^'г(/, ;)со$-с0- |£։соз?։ ;со^<г2— чг'։(С :)5нг;..|$ш?(} 
у|/) к.'2(/, :)$1Пй,-4 |/.։С05?։ | ;СО5?2 Г£.':(/. :)Я|Н^2|СО8?|1 
//4֊/чЗ։пу։4 :$|’п<?2 то:(/. -:)со$тг
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В рамках линейной теории упругих стержнем предполагается, 
что упругие смещения второго звена механической р кн манипуля
тора малы (большая нзгнбная жесткост։. /:./(;>) ио сравнению с его 

длиной [ П' (/, ;)|,7.а—( (О, =- I, а максимальны; период 7, собстве։« 
ных упругих колебаний мал по сравнению с характерным временем 
Т процесса управления манипулятором Л/7 Начальные рас

пределения ич(10. ;) = Л'(-), :)—/■{;). (7—1, *2} при этом, естест

венна. считаются малыми, а л\ у, а>£_, л՜, у. :0. . ։.

* У. ?о’ ?1
Кинетическая эпер|ия движе։ ;։я рассх атривьом'Ф механический 

системы манипулятора имеет юн

I
А — V А'. ■ ֊֊ I |<(7. :) Г՜'*/: (1.2)

к <1 - .о
гд։՛ ^-кинетическая энергия 1впжения платформы, Л’։ -кинегич.екня 

энергия гчнжешы щрвого звена. /<2 кинетическая энергия двигателя 
в шарнире ().։. как .«»че ։ный груз ин копие первого звеня. А'. -кине
тическая энергия вращения роторов дянгателей приводов, а последнее 
слагаемое кинетическая энергия движения агор н о звена с грузом 
на схвате. Кинетическая энергия движения точечной массы на схнаге 
манипулятора учитывается путем добавления ?с б(:рх(;) дельта функ
ции интенсииности /п, ю есть ух — 'Д.:)л(:> < /лс(;-/,.),

Вычисляя кинетическую энергии« ю формуле (1.2) л оставляя 
члены, порядок малости которых не нрень. пиет :3, получи՜.։

А'^уДл ’Ч ' /Уу= . ՛, ('Г|'-т'1-052<Р1)-//(А-^СО$г1 -

֊ у 7;--։/-,(^։1-֊2у81п<Р1) 1- | ։ тс-|/. ;)- ?€՛.//, :Н

о

-2г:՛//. К1ф,со$(^1 -2)—у51п-?0] 2^,(7, И 

•' кД։СО$~։ -4-?0сСО5^ -г| Зтсф/. :)| ?6Л'$|Ш?2

—/,։'^со§х181 П'г2 ֊ ~ <?,;81п2г2 2г|-/1’։։и(7։ з2) |

у2к^(.\^?0[?а;5։пей֊4 у[ {֊ (1.3)

-« 2?4։Д':со$Л2 2?2у:$։։.;, । 2^^;../։:>

ХС08(?։—‘ (Л Ь .Л/г -г.)
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Где Л=/л0 ( м։ /н2Н֊ги т, ։ /лп'у, И = м0 + т։4֊т2 ‘ т \ /п1 Н-Д//;,

С=(7,-/г//^), ~ 1 '«2-
X»

Здесь ./, —м/-3, Л (:'.=л\ у. ^в, ?։. ?2)—момент инерции вращения 

ритора электродвигателя /Л го приводя.
Полная потенциальная яипгия рассматрнвиемой механической сис

тем« равна сумме п<»гонианергии снл тя^еСтН н упругих сил, 
• тикающих при тсформянш։ стрелы:

11= ^.^Л-

։ Д' | 6*1 >2 а/։(б :|СО5'42 • • Л]*Д — (1.4)

II
Д։

՛ | Л-7<;> V 1и;((,;)]=4;

~ •' Г—I
9

Для вывода уравнений лшжения м ;нлнулятора используем варка- 
ипонный прпнци.т I амилы она-Остр'»градского [3].

о
|о(/<-11 , А )<//=() (1.5)

к

где 'Ж и бП—вариации кинет и* некой и потенциальной энергий, а

-\4=^ •'// -лп'ментарн;; ! работа электромагнитных сил и моментов.

Здесь у—вектор с комприентими: / = (,г, у. ой).

Подставляя (1.3). (1.4) в (1.5) и учитывая, что = ^'։(/, ;)-֊ 
= '>£>..(г. ;) О при / = /։. /4« получим с точностью до з следующие 
нелнн йные шнегр^-дифференциальные уравнения движения манипу
лятора в виде:

I-
/1Л- А։?а | оз֊ 0/а( (.; )т/; 4֊ I ։( ) - И ։ /; л

и

Айу14-.Ч4^:։—§|П^2 | ~Л(?ь ?֊г'=г/:.^'у

й

Ч-м-З.л՛ * |^{к'а(Л:)|1։С05«?14֊;С0^?.|}е/; +Л(л','?и.4։)-« .Л/.,

I)
Г,

.<2, Д-?։֊Л^+Цсо։(?։-<Й1 р>-ад/. -:)</;

О
48



4 гг 5||₽л.,Л| .
4-

Лл • Л„у | рг-а/л

V

(1.6)

-< />(’<■• у.?о.<?».*։) Я.,М.Л£С05?: 1рх#,(/.;)7:

где коэффициенты при старших производных и функции //( • ) 
(' -1.2« .... .51 определяются следующим образом (скобкой ( • ) 
обозначены соответствующие аргументы функции /,):

Л։«Л։ = —/.,С055։(£7., • Л)— | р.<;СО$?։</;

о

•4՞ Л>* —/-,81п?,(/:7.| • /)); .4,=Л>։=—$|п?։ |

Д4=го8»1(/?Л}т-Ссо5^։); .4«=С £7,-- 7/Л

Ах '4.
'• /• 

Л;=Л։Л—£։СО5(?։— ՛?,) | &<:</:; .4»= | с.$*ЛД

9 О
4։

/,(՛) = ?о%51П<Г։(Л։£ - П\-г ?0«։ | оз:.51п;:7:

О
{..

/։( > = ֊ ? :СО55 ,( £,£+ О) -7‘СО5 ?3 | ,'/$;</•

О

/л(-)= -?0?>Яп?1(2Ссо$^ Е!.'\- ;|АЗ|П?1(О /^Е) г 

4։

-

О

г. з1п2-5 4- 2/-,СО5?1$1п-:, )- А-;,:$1П;

2 го?։/ ։:51п*,С0$г: \( - /Хс?(,ч|пг։ •

■ С?-С05^5»Л?|-Оу = ։С05г, [- ^^1(1՛.՛-, 4

4»

Н'СО8?|(О г /.,£) -?,( ?, -?,)/ ,8111(5, -?,) 
.1 

п

I- \ т31.,:.$1п?,со$5, Ь|'51п(5,-5,)|//;

о

I |||Щ'СПП1 АЛ Армкнсхин «.( Г Чсх.тикл. .V I
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f.( ■ ) I y?i(2sfn-?t 4 COS?») ֊ r';L։sln(?։~?a)

L: 6
-Sin?a?0(x-4L«cos?։)+g<՝<jS’f»| | ?osin2?i |

ft“ o'

К уравнениям (16) необходимо .ак/ке добавить уравнения балан
са напря>кений и цепях роторов ->.тскгредвкгателей [1];

/. , -Г «Л»/,«* (>=л*. у. ?О’ '•?»’ Ъ)
dt

(1.7»
(/л -*• /,у=У» X, =то /.-. ֊- *г Z=-—<M

Уравнения упругих колебании t: вертикальной и в горизонтально)։ 
плоскостях второго упругого шена манипулятора с гр՝ «ом на схвате 
имеют ВИД (при 'Ц:)==р0СОП81. —consl. 7(:)= ‘0 —const)

К'Дг,')- /-Д • .:)
(1.8) 

«-՛,((.0)= гсд/,0) k<(/./.:)=0

Z'(c). К'(/ПЛ) = /?(П 

где

G «F.G w

/՝>( • + ysln?a /-.,'f։C0S(?։-?2)| • J,( • .:i Po^o

Л2( | -t~Yo^jCOS?,-?^cos?? | f.( • .;) 9.^

fn( ■ .')-= '^xsin?,֊ /.p-sln(-ij—?2)— '^slnTs(/.։cos?։+:cos?։Wcos?,

/:( • • ;)=2?o ?/ iSin?։ ~ ?0 у - 2?Q ?։;S п?а

Здесь скобкой ( • . 5) обозначены соответствующие аргументы функ
ций F>, f-.

Решение задачи (1 8i ищем в виде |4|

«'|(Л;)= f ОК0Лл(5) (1-9
л= I

где собственные функции А'л(:.1 с точностью то постоянного мложл 
теля Сп имеют вил

С.,|с11/Я: COS>.fl։+Msln''։’“Sl1'"*)|
(1.W

Зл - (civЛ,-vos'ffL?) (sh' J-г Singhs).

C,f определяется из условии ортогональности собственных функций 
Собственные частоты </г задачи (1.8) определяются из граней,ендент 
лого уравнения 
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1 - civ ,1Z.2cos/-fl/-5 i p,,(shA„A3cos/Д3—civ.,/.ssinM-5)=()

7 ■=£,<. 2. n^.՝-l

I кчю.тьзуя ус.'ижпя ортогональноеi и собственных функций, гранич
ные ус/юиия чалачп ПЛ) и решая > • ю ։. :• ;иукипие дифференциальные 
уравнения, получим ։ля ки^ффицыицм: Фурье Qf’,(0 следующие вы
ражения:

Q'.,(/) .Veos*;)' rt t ^sinUJcj/ 7 4= 1 slrv.jj 7(/ ‘) hl-И-» U=M)

G
(i : ) 

где

■ > q\(ghcs/-;i cv\ - г—— QU^sfn՛;՝ c.t(i

3՝— l,)s;՛. U "•.■/-■■— UaUiUc ’S ,.2l < ро
V<՝։

L,

№ ’֊ 1՛ I.Y.Orf-
M 

I)
L,

Qn<'») = ֊ f mil 7-C- A2)|A'J:)/=
'fl • U

X,
<M4 - J- p'.‘( • .;)li+-r?.(S-Lj|.v.,(;W5

0

Скобки |/. означают неявную зависимость функций Ф,՛ от времени.
2. Задача кинематического управления. Пусть задано движе

ние абсолютно жесткой модели манипулятора, то есть заданы л‘(/), 
У(0, го(О' ?։(О. ?г(/) и их производные. Требуется определить дви
жение упругой модели манипулятора, движение груза на схвате, 
электромагнитные силы и моменты, приложенные к ротору электро
двигателей, электрические напряжения, подаваемые на вход электро՛ 
двигатели), которые необходимы для обеспечения заданного движе
ния для упругой модели манипулятора.

Из уравнений (1.6) следует, что электромагнитные силы и момен

ты можно предстали 11. в виде суммы двух слагаемых Q=Q" I Q1. где 

Q” (Г’, r՝Z • ЛТ' ). О’ (/•■', Л1. Л1! , .П . /И‘ ). (/' со 

ответствует абсолютно жестко;! мэдела маннпсл.|.тора и определяется 
следующим образом:



Мзг,+М . )j. I Л^4• )1
«г.

Л1՛;« —1Л«^1-Л:’?,4--ку + /,( • )|. лС=֊^|А??։ Л,Л-т-Лпу4/.1 • )| 

ft.i “г,
(2-0

n Q' обусловлен упругой податливостью. второю звена я его компо
ненты имеют вид

I-. I.,
/'=—•՝ I М ЛУД/1.; h/;,/■* = -- 1 Slir-J, I ъ ХГСД/, :)</:

«л ՛ «■
О и

?!' =— 1 ;)|/)C0Srj-=.C<.sr.J}*/:
П.. .’ 

у
/1

Л. = — I f/S7.1C0*('fj - :h/c
‘ ' «Ç| •'

0

/.»
AP = ~— |ЦЦ(/. ’)-gCOSS^U, ;) |t/: (2.2)

II

a>4(/. ՝). (/ —l. 2) определяются из (1.9) (1.11).
Используя связь меж i\ -?лек i рическпм током в цени роторов :<к՝к- 

1 родвш а телей приводов и электромагнит! ными силами и моментами 
(см. п. 1), получим уравнения (1.7) баланса напряжений в цепях ро
торов э.тектродвигате.юн в виде

/.(QÎ •+<>;> + ОД i ««.7= *.«. 0 3

Из (2.3) следует, что управляющее напряжения, подаваемые па 
вход электродвигателей право до։., также можно предел.чвить в виде 
суммы тух слагаемых. Папр-яженне, Которое iie< Tixo ihmo юя украв- 
лопвя жесткой моделью манипулятора, и добавка, обусловленная упру
гостью второго звенз, го есть а.. = .ч''-) ь-‘, определяются c.ie iyiouinMii 
выгаження ми:

//՛՛= — (7.6'-| R /Г -t-k'/t. /,). «’== ֊(/..Q1 /?,(?') (2.4
/г3 /г-.

где QJJ и QJ определяются из (2.1), (2 2) соответственно.

Состояние механической системы в каждый .момент премени, а 
также положение груза в системе O.V Y7. можно определить с по

мощью радиуса-вектора /?(/.:) из (1.1) после определения ^(/.В 
(/=1, 2) Н.9).

3. Некоторые частные случаи. Важным случаем, когда в нуле
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вом приближении можно получить более простые расчетные форму
лы для определения электромагнитных сил и моментов, является слу
чаи. когда R,. Физический смысл неравенства означает, что вре
мя -- =Ц R установлении токов в цепях электродвигателей намного 
меньше времени рабочей операции манипулятора (тв Т). Это пред
положение выполняется практически для всех типов современных 
промышленных м а н н .ч у л я ци о н н ы х роботов.

Из рассматриваемом щдачи слслуе. также анализ движения и 
»адачи кинема 1 ического управления некоторых часто встречающихся 
конструкций промышленных роботов и учетом упругой податливости 
второго звена՛ а) случай неподвижного основания манипулятора 
(л*(/ 1—у(/)= соп§(). Подвижными степенями свободы являются: ?/(/) 
(/=(), 1. 2); б) случай, когда ?,-90՜. Подвижными степенями явля
ются: х» О. у(/). ■?<>(/). ?։(/): в) случай, когда <р։- ^ = 90. Подвижны
ми степенями свободы являются: х(/), у(/). г) случай, когда
?։=?2 —Подвижными степенями свободы являются х(т). У(0, ?с.(;).

Об обноп к'к :апо‘)‘.е зпгЛг/ оптимального управления и опта- 
пильного проектирования манипулятор!. Пусть »аланы достигаемые 
манипулятором начальное и консное состояния

х.(4) /.“• «М4». 5)-/|(П. ։)=?/?(«), (/=1.2) (4.1)

/л(П-х'. Л.(Г)=/!, от,(Г. ■)=«=,((), (/=1.2)

Здесь /•(:). #/(։) (*/ —1, 2) -заданные согласованные с граничными 

условиями функции, описывающие начальные и конечные распреде
ления упругих отклонений манипулятора. Время Т окончания про
цесса управления манипулятора и конечные условия /[. ■/[, .£'(:) 
могут быть фиксированными или собл.-ными, принадлежащими не
которым допустимым областям:

/„Че,, /<ёо՝,г £/ес;։ (4.2)

Через 3 — {>,, р3, ... обозначим конструктивные параметры мп 
нипулятора. В качестве -лих парамо роз могут быть физике-» еометри- 
•»ескис параметры, то есть линейные размеры звеньев манипулятора, 
материалы, из которых изготовлены звенья, массы звеньев, грузоподъ

емность и т. н Компоненты вектора ' могут характеризовать также 
типы приводов (электромеханические, пневматические, гидравличес
кие) и их расположение в кона ру кции манипулятора

Вектор 3 выбирается, исходя из реального назначения манипу
лятора. Очевидно, что компоненты 3, должны удовлетворять усло
виям

(4- (4.3)

Условия (4.3) определяют в пространстве конструктивных пара
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метров //-мерная область Q , каждой точке которого соответствует 
некоторая конструкция манипулятора |6|.

Кроме ограничений на краевые условия (4.2) и на конструктивные 
парамечры манипулятора (4.3), в общем случае на его юижснис и 
режим управления, могу: быть наложены также ограничения вдоль 
траектории

(&. 7«.'/л* %)€0 (4.41

Ограничения на управления (/,. на фазовые координаты (/«. /J 
г. и.\ конструктивны; параметры у манипулятора могут быть разде
лены и нс разделены. К числу ограничений типа (4.4) можно огиёегп 

‘также ограничения на частоты и амплитуды упругих колебании мани 
пулятора, напряженно деформируемое состояния звеньев и i. д.

Для оценки технического уровня проектируемого мании՛, лятора и 
качества выполнения м.ан.՛ аудитором поставленной задачи заладим 
некоторый функционал, который в общем виде запишем

<N՛ '7

(/=1,2,..,. Л; ТгРг) (4*5>

В качестве критерия типа (4 5) можно, например, принят֊, мощ
ность манипулятора, энергозатраты приводов. быстродействии, нес 
манипулятора, стоимость, надежность и г. и. Применимое и. того или 
иного метола решения итдач оптимальною управления и оптимального 
проектирования манипулятора г. нкч гневно зависит от вида ограниче
ний (4.2) (4.4) и от функционала (4.5) Исследованию некоторых 
тадач он i нмальноги управления и оптимального проектирования упр\ 
ого манипулятора посвящен ряд работ [5 S и ip.J.

ANALYSIS OF TW O SECTION ELASTIC MANIPULATORS WOTJON 
WITH ELECTROMECHANIC DRIVINGS SYSTEMS ON A

MOVING FOUNDATION
A. A. OLKAS’AN

ՇԱՐԺԱԿԱՆ 2l‘irfp ՎՐԱ ԴՏՆՎ11Վ 1:1.1!ԿՏՐՈ11՜1՚.|1>ԱՆ1՚’ւԱԿԱՆ ՇԱՐԺԱՐեՐԱՅԻՆ
ԴԱՍ՛ԱԿԱՐԳՈՎ ԱԱԱԱԴԱԿԱՆ ԿՐԿԱՎԱԿ ԱԱՆՐՊՈ1Վ5ԱՏՈՐ1' ՇԱՐԺՄԱՆ ԱՆԱԷՐԱ

II.. II.. Ղ111''|Ա|131(1.Ն

Ա է1՚ փ 0 ւ|ւ Ո I II՛

Արրաձղական ա i՛ n ti i /7 ր»Ն սաՀմ աններում ՈԼՈրսքնասքւր-
>/ոսՏ Լ շսւրւք ական •7",7’/’ 'հ,ս' ղաՆւ[ույ անտրոս/ոմրրր!ք> ւ) անիւՀրւււ ւաաոր/ւ 
շարժման կ1ւՆ1ւմաա1էկակէ։>ն 'ւեկավարմ ան խնէք^րրր

^րոշւ/ած !,ն աււաձւշական ա l> 'j աւիս խա ff/trtiih /, րր 1էքեկսւրամաւ)նխ>ական 
էէսք(,րը, if nd ենաՆերր 7ւ Լլեկա րական շարժաք՚քւրներքէ մուտրին արւ/nii լա- 
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