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КОНТАКТНАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ЧАСТИЧНО ЗАДЕЛАННОГО 
ПРЯМОУГОЛЬНИКА С УЧЕТОМ СЦЕПЛЕНИЯ

МКРТЧЯН А. М.. ТЕРЗЯН С. А.

Контактные задачи для прямоугольной области, без учета сцеп­
ления. рассмотрены в многих работах, например [1—4. 9] и др. С 
учетом трения и сцепления рассмотрены в работах [7. 10] и др.

/. Рассматривается плоская контактная задача для упругого пря­
моугольника длиной 2а, высотой Ь, обоими концами заделанного в 
жесткие стенки (штампы) ла некоторую, различную для верхней я 
нижней плоскостей, глубину (фиг. I). Принимается, что между стен­
ками и прямоугольником имеет место полное сцепление. Па свободных 
от заделок частях прямоугольника действуют заданные нагрузки.

Прямоугольник имеет одну ось симметрии, и для симметричного 
нагружения рассматривается одна половина прямоуголника при сле­
дующих граничных условиях:

тжУ(0, у) -«(0, у)=0, (0<у<А)

(1.1)
м(а, у)=0, о(й, у)=0, (0«^у^/>)

(1-2)
Су(д-, 0)=Л1(х), 'лу(х, 0)=0 

(0«/։) (1.3)

н(х, 0)«*®(х, 0)=0, (/։<х<£а)

(1.4)

Оу(х, £)=Л։(х), хжу(Х, ծ) = 0 
(0<*<4) (1.5)

«(д', д)='у(л, Ь) 0, (/8<х«а) (1.6)

Задача решается при помощи бпгар.моннческой функции Эри. пред­
ставленной в виде суммы двух тригонометрических рядов Фурье [1] 
где

Ф(л-, 4-շլ [Ллс11айу4-£*а1юо>у
Г"л

4֊М’(Слс11алу 4 />л$Ьа*у) |созалд ֊է
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У (£лсЬ-?лл- -г ^хН^кХ) соз ?лу (1.7)
Л-1 

где

При таком выборе функции напряжении условия (1.1) удовлетво­
ряются.

В дальнейшем, величины и уравнения, относящиеся к линии 
у—0, будут снабжены индексом / 1. а к линии у = Ь~индексом /--=2.

2. Для определения неизвестных коэффициентов разложения (1.7) 
сначала нос։роим решение вспомогательной задачи, когда но всему 
контуру прямоугольника заданы перемещения. Следовательно, должны 
быть удовлетворены условия (1.2). (1.4) и (1.6), которые дополним 
на интервале ортогональности, вводя новые неизвестные функции

«(X,(/-!)(>)= 2/</>31п«*х= | Л(А)'
а=1 I и, (I ^х^а)

(2.1)
фИ V, I ?;(*), (О^х«с/>)( /-1 )*) = - 4֊ 1 ?<'>СО8 ЧХ | 0, (/ ,^Л<Я)

Пользуясь формулами пбрашсиия 1ля рядов Фурье и вводя новые 
неизвестные

А''л -(-1)^(С\.с1и^4-/Лз1^^). ^ = (-1)ЧСл, //.- = (

(2.2)

для определения неизвестных коэффициентов разложения (1.7) полу­
чим следующие бесконечные системы линейных алгебраических урав­
нений:

^114-Л'Ф]4- ГрЛП’»=
Л-1

2 (֊1)։+ЧЛ+«?

(2.3)

£Д1 гЛ^]- у ^И**֊֊(֊1)'П]֊Нр. (/>= 1. 2. - ) 
£Г։

и следующие связи:

ал?12‘ , (- 1)"Лл
(14-7)5117*/? '' 14-** аА'

з11га*д 14-7
(12 41

[—у
=- -пт + — (-1 )к2^(<А-^)=Ч։)

(2.4)
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(-1)^

Коэффициенты и свободные члены системы (2.3) 
формулами

определяются

&рк -
4(1 -Н)«’ За-
а(3->) ’ Ьрь-

4(1+>) в; «Л
/>(3֊>)

о—'* (.3—■-■)5П7.//;

^=֊-И
*(3—О 
2 

/43-7)

л (-1)"?й>
+?1,,

„ (_1)п»ф<2) 
®(2)+32у ------ — ?-
՛0 ՛ р а2 -к 82и։-— 1 от 1 “р

(2-5)

В (2.4) и (2.5) введены следующие обозначения:
9 9

I /М$1П*рХ(1Х, = — I ф,(х)СО5<1рХ(1х
а 3 и а :

о о

<#>«- |ъ(*Нх. 
а 

о

Л/ш= (НуМсНс^____ 1_
Р (3—*).$Ь*ард зЬа.у/'

(2.6)

.,>■<.)_г~,р> . <1+'М ;у,..,,._е՜^ (14-'')Зра
р &ЬярЬ (3—7)511-ар^ ’ р (3—*)зЬ3Зр</

3. Для определения неизвестных перемещений удовлетворим ус­
ловиям для напряжении (1.3) и (1.5) на свободных от штампов участ­
ках прямоугольника. Используя связи (2.4). обозначения (2.2) и зна­
чения Л*. У* из (2.3) с предварительным выделением главных частей, 
условия (1.3) и (1.5) после ряда преобразований сводятся к ейнгуляр 
ным интегральным уравнениям с ядром Гильберта второго рода

?>(«)
1(—1);_| С ... ,и—и „I чл^е—

(3.1)
относительно некоторых комбинаций, связанных с производными неиз­
вестных перемещений

(3.2)

В (3.1) вводены обоз на чения

»>=—Ь. 
а

Ку(//) = А/у(//)4-У дасо5Л«֊гг V /?<^51п/г« (3.3)
Л-1 А-1

здесь
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= (—и-
т—}

/1 Л

-Н֊!)'֊^-^ • ТГТ 1(2-ЛП+(/-!№]+ 
5(3—՝’) з1гал/?

(3.4)
+(-1)'-,^Г1Т ՛ а4г^1(2-/)*н и֊п>'»1 + 

5(3—>) «Ь2ял&
, 8 , ( 1)|г-'>"Зт7и , 4(—1)* " (-1)<^֊Л-М>»

аВ(3—•<)՝ ' (₽«+аР։ ' лЙ(1+>)£1| %+4

А я»<?Р֊Л Л 2(-!)»№>

֊ ֊7֊՜ [(2֊№+О֊1) ш I -֊— 2а**с11и>* I + 
5§Ьал£ | 14֊^ 3—* I

(-1)'՜1
лЯ(3->)

8(֊1)Ч2 
* I

(-
ШФ։ (3.5)

ехр(-^) д֊и-------- 2--------- й=------ 1-,------
зЬчЬ (1+*)(3֊>) (14->)(3-4

Правая часть (3.1)—К Дм), содержит неизвестные основных бес­
конечных систем и коэффициенты Фурье граничных функций, однако 
(31) будем решать в предположении, что правая часть—заданная фун­
кция. то есть будем обращать главную часть уравнения (3.1) [II]. 
Решение ищется в классе функций, которые на обоих концах отрезка 
интегрирования имеют интегрируемые особенности.

Обращением главной части, уравнения (3.1) приводятся к виду

?ДИ)=А?У/<;(Ц) + ^^ С К>(Ъ'^ а -ИМ՛ (֊“/<«<’/) (3-6) 
2я

где

7,■(«)-- ЛУ8|п-- +5усо։

(3-7)

Условие разрешимости дает
Л/=(— 1)'5Нёаг\ (3.8)



Для определения постоянных В. проинтегрируем (3.6) в преде­
лах от —ау до а/ и с учетом (2.1) получим, что Д/ = в/=0.

Уравнения (3.6) после ряда преобразовании приводятся также к 
виду

14-1/1^01 V ^1005^14-х V да^/|8|пЛ«| (3.9) 
4—1 4=1

где для удобства записи введен оператор

М£('01в -—“/>(М)5Ь 1 (“000-^֊
СЬ«7 | 2

֊! адоо (ЗЛ0>

Для замыкания систем алгебраических уравнений необходимо по­
лучить уравнения для коэффициентов Ф>рье разложений (2.1) 
Чтобы получить такие уравнения, доем-очно разложить в ряд Фурье 
функцию 7у(м), представленную в вида (3.9).

Умножая (3.9) на $1прх/. соъри к интегрируя по и от —л до л, 
для определения этих коэффициентов получим четыре бесконечные 
системы линейных алгебраических уравнений

*-։ ' *=։ 
(3.11)

1 ~ V >
4—1

(/>=1.2....)
Здесь введены следующие обозначения:

7 •/
С<у>=х | £/|со$Лхх]51п/>ххх/хх, = | /-/[соб Ахх] сю ри ди

(*~0, 1,2. ...) (3.12)

'/ •/
| ^/|81П А«15!п^мх/и, | Л/(8«ПА«| съьриди

-V
(Л-1.2....)

■/ •/
/уо ?) =/ | /./|//Дн)|5|»рххх/хх, //£•>>» | /.ДЛ/Дхх)|со5/мх/хх 

»' и
-7 —/

Задача свелась к решению совокупнее!։։ бесконечных систем (2.3)
и (3.11), которая квазниполис регулярна. Регулярность бесконечных 
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систем типа (2.3) доказана многими авторами [1, 6]. а сумма моду­
лей коэффициентов и свободные члены бесконечных систем .(3.11) име­
ют порядок О(/г-ш), следовательно, общая совокупность бесконечных 
систем квазнвполне регулярна.

< Формулы для контактных напряжений зу(х,(/— \)Ь),Ъсу(х,и—1)Ь) 
(/=1.2) при после аналогичных преобразований, сделанных
при получении уравнения (3.1), приводятся к виду

V 
г | (|«|>в/) (4.1)

-(1— Ч 2

где введены обозначения

Су(//) = -3у^-1ц, (7~1)^-:Лху (/—1)/^, КМ^К)(и) НМ

(4.2)
Представляя решение (3.6) в (4.1) и вычисляя полученные интег­

ралы при условии (;.ч|>-.?). в итоге для контактных напряжений по­
лучим следующие формулы с выделенными особенностями:

□ ;(«) = /<?)(«) /-А- Г 
1 I -Сй’7 7

а- -1-
^(')*1П-֊֊

**

где

Как видно из полученных формул, напряжения под штампом в точ­
ках (|//|=яу) изменения граничных условия имеют корневые особен­
ности с осциллирующими множителями.

Для определения порядка особенностей в угловой точке вос­
пользуемся процедурой, предложенной в работе [6], предполагая, что 

неизвестные системы (2.3) имеют порядок Х!;= —, КЛ = —.
№ А”

Для определения а получаем трансцендентное уравнение

(4.4)

Корень этого уравнения для различных V меняется в пределах
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1,379<а<1,634 (4.5)

следовательно, напряжения в угловой точке особенностей не имеют.
5. Все коэффициенты (3.12). входящие в бесконечные системы, 

вычисляются и выражаются через гапергеометрические полиномы. 
Вычислим, к примеру. С^2>. Из (3.12) и (3.10) следует, что

«»
i I /-[cos £wl sin pudu —* — | Z4(w)cos/e«sin/>H sh (is;- i — )dti |-

p J ch-yj ‘ \ ՛ 2/
—«։ —o>

ci a.-
. /'S f \ • J i' COS&T—COSkll .-- * Z(//)sin pud и | -----------——d-

2s-:, 2 Z(’)։in2֊֊

Переходим к новым переменным

х = <?*“, / = е‘в*=а, е~ь՝=а (5.1)

с помощью которых коэффициент С^2) приводится к вычислению ин­
тегралов типа

где

2*(у)=(л-у) - \у-а) -

а /'(а> ?; ՛!> z) —тпгтергеомстрическая функция Гаусса. 
Введем обозначение

(ь — \
м, ֊’±П; k\ {-d֊Y֊F±(m), (jn^O, ±1, ±2, ...), (4=1,3)

2 ’ (5.3)

тогда для С^2> получим

с&4” ֊2{^(-*-/’)-/-Г(/’-4) />)+
О

4֊ехр(2х>7)[/7(1-£ p)-F-\\֊p֊k) /у(1 л-k-p}-F~(\ &+р)]}4- 

“(1—v)(l-|-472)sin3o:o * ... . ,,, .. .
lo c-i

— /Т(«4-1)[Z7? (1 -\-k֊n-p)-F- (1 -\-k-n4֊jp) f} (5.4)

Аналогично вычисляются остальные коэффициенты.
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Используя формулы преобразований гипергеометрических функций, 
получаем, что /^(т) —действительные числа, которые определяются 
рекуррентными формулами

^(Р-гО-^^-1)+(?£-Ло8х. Т ^sin«, >*(/,). (р>1) 
р \ р р J

(5.5)

/'?(—р֊1) ֊F^-pY- ֊|(2/> /г)со$^ i:2Ysina;iF*(-^),(p<-l)
/г-г/? /лф/г

а
^(0, 3; Г. z) = L ар(^ 1, -֊ ±Z7; 1; 1-а’) = ехр( ч 2а27)

F±(—1) = cosa2 fc — Sinai (5.6)
ft

- / з _ \ ।
aF ( 1, ! гц 3; 1 az -------------- , -|±27Sina2 -cösa3 exp( 2a։-')]

\ 2 ՛ 2slnMj±r)

Рассмотрен численный пример, когда

Ma-J-O, //2(л-) q (0<л՝</)

Ниже приводятся графики распределения контактных напряжений 
су(а, (/—1)/?), “Vy(A, (у—1)£) для конкретных значении геометричес­
ких и физических параметров (фиг. 2—5).
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7=0,3; //О'—0,25; 0,5; Ы-0,25; 0,5; 0.8; 1

Из графиков можно сделать следующие выводы: как нормальные, 
так и касательные напряжения, действующие на линиях 'заделки 
(Л<х<а), с приближением к вершине прямого угла затухают и прак- 
гичсеки превращаются в нуль. Последнее свидетельствует о том. что 
и таких заделках напряжения в угловой точке не только вс имеют 
особенностей, но и н случаях неподвижных границ заделки стремятся 
к нулю; нормальные контактные напряжения, с уменьшением глубины 
заделки могут менять своп знак [8, 9].

CONTACT PROBLEM FOR PARTIALLY CLAMPED RECTANGULAR 
WITH ACCOUNT OF COUPLING

A. M. MKRTCHIAN, S. H. TERZI AN

ՄԱՍՆԱԿԻՈՐԵՆ ԱՄՐԱԿՑՎԱԾ ՈՒՂՂԱՆԿՅԱՆ ՀԱՄԱՐ ԿՈՆՏԱԿՏԱՅԻՆ 
ԽՆԴԻՐ՝ ՀԱՐԱԿՑՄԱՆ ՀԱՇՎԱՈՈԻՄՈՎ

Ա. 1Г. 11ՊՐՏՉ5ԱՆ. II. 2. ԹԵՐԱՑԱՆ

Ա մ փ I) փ ո է մ

Գիէոաբկվու մ է, տւէաձղական ուղղանկյան համար կոնտակտային ի/նղիր, 
երբ աղդանկյան եզրագիծր, բաւյսէոությամր երկու ղուդահեո կողմերի կենտ­
րոնական մ աո երի, որտեղ արված են լարումներր, ամ րակւրէած կ։

եւնղիրր բերվում Լ Հիքրերաի կորիզով ււինղուլյար ինտեգրալ հավասա­
րումների , որոնր հետագայում բերվում են գծային հանրահաշվական հավա֊ 
սարումների անվերյ համակարգի։

Լարումների բանաձևերում անջատված են եզակիությոլններրւ 
Դիտարկված / թվային օրինակ։
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гизшшъ ШЦ <М«8ПЬНтЪЬР1> И.Шк'11;1ПШ.ЗЬ ЗЬ^ЬШтР 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ_НАУК .АРМЯНСКОЙ ССР 

1ГЬ}ишЬ]|1|т ХЫ, № 2, 1988 Механика

УДК 539.3

О КОНЦЕНТРАЦИЯХ УПРУГИХ НАПРЯЖЕНИЙ И 
ИНДУЦИРОВАННОГО МАГНИТНОГО ПОЛЯ ВОЗЛЕ ТРЕЩИНЫ, 

ОБУСЛОВЛЕННЫХ ВНЕШНИМ ЛААГНИТНЫМ ПОЛЕМ

АСАНЯН Д. Д.։ АСЛАНЯН А. А. БАГДАСАРЯН Г. Е

Рассматривается задача о напряженно-деформированном состо­
янии неоднородной изотропной плоскости, состоящем из двух различ­
ных магнитомягких ферромагнитных однородных полуплоскостей, на 
границе раздела которых находится прямолинейная трещина. Един­
ственным источником, вызывающим упругие деформации и индуциро­
ванное магнитное поле в среде, является внешнее магнитное поле, 
перпендикулярное плоскости раздела. Определены основные харак­
теристики напряженно-деформированного состояния и индуцирован­
ного магнитного поля и исследованы их особенности около трещины. 
Аналогичная задача для однородной плоскости рассмотрена в работе 
[4].

/. Известно, что при помещении ферромагнитного тела в магнитное 
поле происходит намагничивание материала, приводящее как к изме­
нению напряженности магнитного поля во всем пространстве, так и к 
появлению массовых и поверхностных сил. Под действием этих сил в 
среде возникают деформации, возбуждающие добавочное (индуциро­
ванное) магнитное поле.

Характеристики магнитного поля представим в виде

Н-/70֊М, 3=Д>-г^ /Й = л70Ч֊/7
где На, Вй и Л4С, соответственно, векторы напряженности магнитного 
поля, магнитной индукции и намагниченности недеформированного 

тела; Л, Ь и ///—добавления (возмущения) к указанным величинам, 

обусловленные деформацией среды. В вакууме векторы В и Н свя­

заны соотношением где и0—абсолютная магнитная пос­
тоянная (р0-4- • 10՜’ Г/м), а в магнитомягком материале—соотноше- 

шением 7^-=рс(//֊| .-И) = а։>(/7-|-7/7)=|10<1ГА/, где -/--магнитная воспри­
имчивость, и, —/4-1- относительная магнитная проницаемость среды.

Невозмущенное магнитное пиле во всем пространстве определяется 
из решения следующей задачи магнитостатики:
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го1/У0-0, <Н\'/?0= О

" <'[ Но—Н^|=О, п • 1/?0—>] 0. при (х,, лг., х։)(-Г (1.1)

/ф֊>/7։) при [г|֊*ех 

где п единичный вектор внешне՜ нормали к переформированной 

поверхности Г тела, г—радиус-вектор, л\—декартовые координаты 

рассматриваемой точки, Н°— напряженность заданного магнитного 
поля на бесконечности при отсутствии ферромагнитного тела; индекс 
„еи означает принадлежность к внешней (окружающей тела) среде, 
электромагнитные свойства которой эквивалентны свойствам вакуума.

Напряженно-деформированное состояние среды и индуцированное 
в ней магнитное поле определяются из уравнений и граничных условий 
магннтоупругости магннтомягкого ферромагнитного гола [1]. Прини­
мая возмущения малыми, эти уравнения и граничные условия линеари­
зуются. В результате получаются следующие линейные уравнения и 
граничные условия возмущенного состояния, приведенные в работе 
[2. 3].

Система дифференциальных уравнений магнитоупругости дефор­
мированного сое ГОЯНИЯ

(Ну5՝=10, го!А 0, (Ну£=0 (1.2)

Здесь 5=/4-7; ? и Т — тензоры магнитоупругих напряжений и 
напряжений Максвелла, соответственно, причем

4- 11о7//О1/-/о/ - в.07(/70<Л/ 4֊
(1.3)

где по повторяющимся индексам производится суммирование, — 
символ Кронекера, зц—компоненты тензора упругих напряжений

. * ди/. 
аи=1лц — дх>:

'ди, ди/ (1-4)

л и «—постоянные Ляме, компоненты вектора упругих переме­
щений.

Граничные условия па поверхностях раздела двух сред

«4^֊хм)=о

' ОХ/ I
л(|Л(-йИ1=л->^=|в«-^։1

С/А»’

(1.5)

где £։/д—символ Леви-Чивята. 
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2. Па основе приведенных уравнений н граничных условий рас­
смотрим плоскую задачу о концентрации упругих напряжений и инду­
цированного магнитного поля возле трещины, обусловленных внешним 
магнитным полем.

Пусть на границе раздела двух различных магнитомягких изо­
тропных полупространств имеется прямолинейная туннельная трещина 
шириной 2а, берега которой свободны от внешних механических наг­
рузок.

Прямоугольная декартовая система координат выбрана так, что 
поперечное сечение трещины находится в плоскости ххохг и занимает 
область [—а, п] на координатной оси ох.. Среда помещена в постоян­

ном магнитном иоле На(о, Во, о) (которое является единственным ис­
точником внешних воздействий) и находится в условиях плоской де­
формации В ПЛОСКОСТИ ХгОЛ'а (фиг. I).

Для рассматриваемого случая задача (1.1) имеет следующее ре­
шение:

яр=^>/Ио, (2-1)

Здесь и в дальнейшем индекс ..еи означает принадлежность к 
области трещины, а индексы /=1 и /=2—принадлежность к областям 

хг>0 и Л'2<Д), соответственно; 1к—единичные векторы координатных 
осей.

В силу (2.1), из (1.2) —(1.4), для рассматриваемой задачи полу­
чим следующие уравнения магннтоупругоети возмущенного состояния:

АвР+.^/“В-։О-‘+^А»-°
(2.2)

М°+ 
1— 2л- ՛ «՝ '•>’

ДфЮ=0, ДфЮ=0 
где 

л - * 1 
т • '*

(2.3) Фиг. I

Аналогичным образом из (1.3) —(1.5) получаются следующие гра­
ничные условия на плоскости Л'2=0:

м . А.и)=.Ч2 . Л«); $‘>=5$ (/=1,2) при |х։|<°° (2-4)

«<՛.!=“Й; «й=“£!
МЧ=йР>4-^ |М~|*Г| <; при |х։|>а <2-9)

2 Известия АН Армянской ССР, Механика, № 2

Ио
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(-2.6)

Кроме условий (2.4)—(2.6) должны удовлетворяться также усло­
вия на бесконечности, согласно которых все искомые величины с 

индексом „У* [олжны стремиться к нулю при |г] *оо.
Решение задачи (2.2) —(2.6) с учетом условий на бесконечности, 

представим в виде

л<0(։)4 2В-2^кп<0(Я)՜ _

— [3—4>2 ( 1 ) ал2|^֊^֊] ехр[( —1)‘,ал'2]81пах1^а

(2.7)

- | I Д(/,(7.) |-Л*2В(|>(я)1еХр[(— 1 )'ЯА\.|С087Лу/оС 
**

о

ф«)=— | а<։’>(я)ехр|(— 1)'з։л*2|с08ах։</« 

о
где АЮ(а), 5(б(а) и л^(«)—неизвестные функции, которые опреде­
ляем, удовлетворяя граничным условиям (2.4)—(2.6).

Подставляя (2.7) в (1.3), определяем магнитоупругие напряже­
ния /ю и максвелловские напряжения ?£]. В частности, для нормаль­
ных напряжений /<к> и Т«> получим следующие выражения:

с ?,,£^Дра«>(а) 11 —2'г~ (— 1 У’Л'с 13(|'Цл) ехр[ (—1УаА2]соз«х14/а

(2.8)

+(— >У—[ ։а(<’(«)ехр[(-0'«х։1со։։>:,*х

О
Перейдем к определению неизвестных функций Д(0(а), £(։>(а) н 

«(0(«) путем удовлетворения граничных условии (2.4) —(2.6). Для 
этой цели введем следующие обозначения:

?1(х)=«|‘|1(х, 0)(*• 0), <р։(л-)=41; (х, 0)—и<2{ (Л-, 0)
(2.9)
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ъ(х)=Л<’>(х, 0) - 4Р(х, О)—1*'1 «н| (X, 0)

I <?։(х) СОЗ 7 X б/Х; 

’о

| <рэ(х)51 п а хт/х; о4 = /Л( а) 
о

<1<։Нг2

где х=х1/п, 11,—аи/, И^ак. (и дальнейшем знак „—“ опускается).
Используя граничные условия (2.5), легко показать, что функ­

ции <?/(*) (/=1,2,3) удовлетворяют следующим условиям:

?/(*)« 0 при |л-[>1 (2.10)

?1(~л')-^։(л-), ?2(*)=—?а(- л). ?а(-х)=-с?з(х) (2.11)
I
| «1(л')^^=0 

11
Подставляя (2.7) в граничные условия (2.4) и учитывая (2.9), 

приходим к следующей сиг геме лннейпы.х алгебраических уравнений:

х • Л' ==ф, (А'—транспонированная к матрице А) (2.12) 

позволяющую выражать неизвестные функции Л<п(х). Я(0(а) и «<0(а) 
через новые неизвестные <р/(л*).

Х — аЛ<2>(л), В<’>(а), №(*), аа^з), аа<2)(а))

Матрица Л и векторы д' и ф. входящие в (2.12), имеют вил

1 1 —34"4՝?! 3-4^ с2

1 — 1 0 0 0 0

1‘Я1-р;2։ 0 0 0 1 —1
Д =

-1 -I1 1֊2>։ —Н(1— 2’*։) сз
-1 •1 2(1-^ ) 2р(1-*2) с0

0 0 0 0 !ьг2

’?з> 0՝ О)
где

2 2 г
— Г?3(з) 31117. х<7х

о

2
'з= —

Л

Ск

8роу։ \ ։1 И

_ 2(1-2уа)УлВ2о.

(2.13)

(1-2>Л.)Х/..5- (1 + 2/.а)С̂ц. ----------------------------- - ------------
РоНаН ГА
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В2 
----Ml (3֊4>,)-/ЛМ; (Л=1,2) 

2и#г*Н*
3(a)—функция Дирака.

Предполагая det Л-у 0, из (2.12) найдем

аД<0 (а) == V bik'jk{a)- аа«֊*> = У />,***(*) (2.14)
*-։ *=։

£</֊*>(«) =у (Z=l,2; /==3,4; Z=5, 6)
fc=l

где bitt—элементы матрицы обратной А.
Подставляя (2.14) в граничные условия (2.6), получим следую­

щую систему интегральных уравнений относительно О* (k— 1, 2, 3)

V I ’Ыа)81пахо'а=0» (/^1,3) 
k-i J о

з
OSa,«Za= d (2.15)

fe-l J 
о

где

?u=

|М
I ■՛■--------------------

v __  61- й — ~։2 , Р13— 13
Jiri

+ (/<=1,2,3)
\р,2 р,1/

d

Рзл=—^։л- (1 —2>3)^за + Z,(Zi-2+4vMJ Ь,к

^Z.i~(Zi-2)
8w։lh

-ьи (1-2>,)/■„-!-Z1(X1 2 ! 4 '1)ЙУ.
2

ИЗА= - 1Vi։+2(1 -л)^- (-- 4>1)'6Й» bsi
Ро1*п1Ч / Wiivi

Воспользуясь следующими формальными представлениями:
<*։ о.

— | 51п/>/81п^хф=3(х—/)—б(л- I /); | 81пХсО5/ш/р=

о о
**>

2 с— СО8^С05^Л'^ = б(л--/)4-Й(Л' /)

о

систему интегральных уравнений (2.15), и силу (2.13), можно привести 
к виду
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I 1
— Г------- ^+«м?2(х)=0. ~
* и X—5 г. 2 &-$

-1 -1
(2.16) 

?з(*)=*.?2(х)
Здесь

аП = Из1։ аИ=?3!»-|-7$։3> а21 = ?21’ 722~/22 ! ֊/}?23

'<—( ^п/з2—.'!18^з)(^з/з։~Г'и։'гз) 1

Таким образом, задача оирсделения напряженно-деформированно­
го состояния среды сведена к решению системы сингулярных интег­
ральных уравнений (2.16), которую необходимо рассматривать сов­
местно с условиями (2.10), (2.11) .Отмстим, что система типа (2.16) 
получена также в работе [5].

3. В случае однородной задачи (а։2=в2։=0) система (2.16) при­
нимает вид

Х։=-^
» 3 X—X т. 3 X—5 а„

—I — I

1 Х](Х։““2“1"17з Но / очоо.о •> 014
“«’-4(1-«,) ; (3.1)

которая в классе неограниченных функций имеет следующее решение, 
удовлетворяющее условию (2.11) [6]:

ъ(х)=0, ?։(х)=7Мг
(3.2)

Легко убедиться, что решение (3.2) совпадает с решением одно­
родной задачи, полученного в работе [4].

В случае неоднородной задачи (а։2 ,--0, я21 / 0) система (2.16) 
введением оператора /< посредством 

X—$

приводится к одному особому интегральному уравнению для опреде­
ления функции <|)(х;

(/4-гтК)(/_^К)?։=/ (3.3)

где /—единичный оператор.

у՜ = — , -/2= (3 4)
^21 '*'12^’21

Остальные неизвестные функции ?։(х) и <?3(х) определяются 
посредством функции ?։(х) следующим образом;
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?։(х) = ֊^К?։, ь(л-)=֊тД1К?1 
«и ®и

(3.5)

Решение уравнения (3.3) в классе неограниченных функции пред­
ставляется в виде [О. 7]

-г>(х)=К,К,/
где операторы К, (/=1.2) определяются формулами

А»->(-<) • (֊ \уг[/,(х) • /^//(х)!>(л')
J х—$

—I

(3.6)

(3.7)

В (3.7) Лу—прои »вольные постоянные. ЛДл) -определенные 
функции, вид которых зависит от знака и модуля

Численные расчеты показывают, что 7’ является монотонно убы­
вающей функцией величины Во я имеет единственную точку (/?и- Йов) 
разрыва первого рощ», (;5֊- 1 при -13^ 0). причем (’>1 при 
#(><#«• И •;’<-! при Л0<Л0*.

В силу вышеуказанного свойства функции £Дл) определя­
ются следующим образом |6. 7|:

при /^<^ов

г։(х)=(1-х’) ։7Ъ£\", г։(л) = /,(х). х=Д|ПьД 
\1— X / 2к ? | I

(3.8)

при Я0>50*

На основе (3.6)—(3.9), (1.13) и (2.14) из (2.7) найдем перемеще­
ния и№ и потенциалы индуцированного магнитного поля ф<‘\ Под­
ставляя найденные выражения .тля и{р и ф<*> в (1.3) в (2.3), опреде­
ляем магнитоупругие напряжения и индуцированное магнитное поле 
в среде. В частности, в случае используя (2.8), для 1'$—
= № |-П9 ПРИ получим следующие выражения: 

при И>1

^1։>(х, О)/р։«-го ՛ —— —=2=.{л со5/х!п-—2х$1п/х1п——
4аи 4за ) д’-11 \ ХЧ-1/ \ *4-1/.

(3.10)

М’Цх, 0)«=М֊
4«а 4«« »>-1

при х|<1
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2
го= ’О-Нг г1=—7и. г-1 = 71*=—

4[4...1 , у- (1~2^х*д* (14-2x1)^ ^(1ЛМ)
НоР։Ь*н 2։‘н Г 1 11о?111н ^о!11М

На основе (3.10) и (3.11) произведены численные расчеты, ре­
зультаты которых приведены на фиг. 2 -3. Расчеты приведены для 
следующих данных: >2 = 0,25; |ч?^-Ю5: >4=1,1 • КУ МПа при различ­
ных /։; ри; >4. Анализ показывает, что: а) с увеличением напряжен­
ности магнитного поля /># суммарное напряжение /£., возрастает и 
стремится к бесконечности при Яо-*2?0$; б) суммарное напряжение 
монотонно убывает при уменьшении рн; в) неоднородность сущест­
венно влияет на напряженно-деформированное состояние среды, при­

Фиг. 2. График зависимости *։

от х при ВфЧ?*։ 9-10՜* и 
и։- 1,1-10« МПа;

— •—.—крива։։ для 4 —0,3, |*гр 10е;
---------- кривая для ^ = 10«, 4 0,3 
-------- кривая для ։.։ ֊4 0,25, 

Р7։=1М-,0<

Фиг. 3. График зависимости

от х при ;л։ч0 0.8 . Ю_ц, 
|х։ 0,7 • 10« МПа;

-------- кривая для 4=0,22, :лн—105: 
---------кривая для 4-0,22, И,1=10’
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чем, как видно из (3.10) и (3.11), коэффициент интенсивности раз­
личен при л*-* 1+0; г) как видно из табл. 1, в котором приведены 
значения /?0#, неоднородность существенно изменяет величину 50я< 
(в последнем столбце приведены результаты для однородного случая; 
*/ = 0,25; 5м=1О3; 14=1.1 • 10’МПа: /=1,2).

Таблица 1

^1=10» :Ъ։ Ю3

Н (МПа) ^6. Н։5Ао Й0/'Л1*0

Ы . 105 0.45 • 10՜< 3.1 • ю<
1.3- 10՝>

1.7 • 10ն 0.37 • 10-« 2,4 • IO֊-»

2,3 • 10յ 0.27 - 10՜< 2,25 - IQ՜4

В заключение отмстим, что существование критического значения 
магнитного ноля, при котором напряжения стремятся к бесконеч­

ности, поводимому связано с допущениями, принятыми в работе [2] 
и поэтому теория магнитоупругости, предложенная в работе [2]. при 

нуждается в уточнении.

ON CONCENTRATION OF ELASTIC STRESSES AND INDUCED 
MAGNETIC FIELD CAUSED BY EXTERNAL MAGNETIC FIELD 

NEAR TO A CRACK
D. D. ASANYAN, A. A. ASLANYAN, G. E. BAGDASARYAN

ԱՐՏԱՔԻՆ ՄԱԳՆԻՍԱԿԱՆ ԴԱՇՏՈՎ ՊԱՅՄԱՆԱՎՈՐՎԱԾ ԱԴԱԱԴԱԿԱՆ 
ԼԱՐՈԻՄՆԵՐԻ ԵՎ ՄԱԿԱԾՎԱԾ ՄԱԳՆԻՍԱԿԱՆ ԴԱՇՏԻ 

ԿՈՆՑԵՆՏՐԱՑԻԱՅԻ ՄԱՍԻՆ

Դ. Ջ. ձԱՍԱՆՅԱՆ. It. Ա. ԱՍԼԱՆ311.Ն, Դ. I». ՐԱՂԴԱՍԱՐՅԱՆ

Ա Ա* փ ո փ it է մ

Դիտարկվում է խնդիր անհամասերւ, իղաորուդ հարթության գեֆորմացված 
(արվածս։ յին վիճակի մասին։ Ենթադրվում Լ, որ հ արթո։թյունր բաղկացած կ 
երկու տարրեր մ ադնիսո րեն փափուկ համ ասես կի ս ահ արթ ո։ թ յունն հրի ց, 
որոնց եղրի վրա գտնվում I; ուղղագիծ ճար: 1Լրտարին աղբյուրը, որբ առաջ 
I, բերում առաձգական գեֆորմացիաներ, հանդիսանում / արտաքին մագնի­
սական դաշտը։ Որոշված են գեֆորմացված լարվածային վիճակը բնորոշող 
բոլոր պարամետրերը ե հետազոտված են նրանց եդակի ությունն երր ճարի 
մ ոտ ակս։ if ո ։ մ ։
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ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՀ ԳԻՏՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР 
Մհխասիկա ХИ. №2, 1988 = Механика

УДК 539.3:534.1

ПЛОСКИЕ КОЛЕБАНИЯ КОЛЬЦЕВОЙ ПЛАСТИНЫ ИЗ 
МАТЕРИАЛА С ПРЯМОЛИНЕЙНОЙ АНИЗОТРОПИЕЙ УПРУГИХ

СВОЙСТВ
ВАПС 1' Б. КОСМО ДАМП АНСКИП А С.. СТОРОЖЕВ В. II

Анализ напряженно-деформированного состояния прямолинейно 
анизотропных пластин с криволинейными (в частном случае круговы­
ми) граничными контурами является актуальной теоретической и 
прикладной задачей в механике конструкций из композиционных ма­
териалов и теории расчета упругих элементов электроакустических уст­
ройств. Далеко не исчерпывающие исследования в этой области отно­
сятся к краевым задачам, формулируемым для замкнутых односвяз­
ных областей [I—7] и задачам определения спектра собственных час­
тот композитных пластин с вырезами [8, 9].

В настоящей работе рассматривается методика и результаты при­
менения вариационного подхода в задаче о плоских гармонических 
колебаниях гонкой прямолинейно ортотропной пластины в форме кон­
центрического кругового кольца, возбуждаемых равномерно распре­
деленными по внутреннему или внешнему контуру нормальными пуль­
сирующими усилиями.

Отнесем тонкую кольцевую ортотропную пластину, имеющую па­
раллельную срединной поверхности плоскость симметрии упругих свой­
ств, к безразмерным прямоугольным декартовым координатам (хь л-2) и 
полярным координатам (г, 6), гехр(дО) = л\ /х., начало которых сов­
мещено с центром кольца. Безразмерный внутренний радиус пластины 
считаем равным единице, а на внешнем контуре г=%.

Вариационное уравнение рассматриваемой задачи для амплитуд­
ных характеристик при анализе колебаний в рамках модели дина­
мического обобщенного плоского напряженного состояния имеет вид

R '2-
| | <Ай, гМ (1г| {((сгг—Р,1)6Иг4-Ог»8мв)г=| 
։ о о

+ ((вгг—Рп¥*иг 4-и = О (1.1)

Здесь //—безразмерный амплитудный вектор упругих смещений, ком­
поненты которого в прямоугольных декартовых координатах обозна­
чены («р и2), а в полярных координатах—(//„ //в); з։7—безразмерные 
компоненты тензора напряжений, характеристики интенсивности 
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усилий, приложенных к граничным контурам, а символом <Л.£> 
введено скалярное произведение указанных векторов. Символом Л, 
в соотношении (1.1) обозначен дифференциальный оператор уравне­
ний стационарных колебаний тонкой ортотропной пластины

/(£114-£в5)^2“Нсн—<7ббХ-'_Г-^2 (с12՝\см)Н՜ \ (12)

(г22-г^)ач(^6-^К2-.! 2^ /
где !*=#*—(%, Н-?=Я.д2д„ д}=д':дх1, ^.—безразмерные
упругие постоянные пластины, отнесенные к величине модуля упру­
гости с12, приведенный безразмерный частотный пара­
метр, о—плотность материала пластины, и—круговая частота колеба­
ний, 7?—величина внутреннего радиуса пластины, выступающая в ка­
честве нормирующего параметра для всех характеристик, имеющих 
размерность сметений.

Вводя отражающие симметрию упругих свойств и нагрузки от­
носительно координатных осей представления

«!= У У 5/плгясо$м9, и2= У у СЛ/г;з։пА9 
тп 1,3.5... л   Л—1,3,5.... !• оо

(1.3)

и используя выражения
П2=о2 | г~лдг-\-г -д{, £2=со$20 • 2.։4-2з1п20 • Л4

(1.4)
//*=$1п2& • Л։—2соз2& • £й, Ь\=д‘- -г~лдг—г~2д^

Ь2 — г-2д<)—г }дгд{1, дг-д/дг,

Иг—Н^О^ Д281пб, Нь= |<151п0֊т֊//2СО5&

сгг=1/2(((еп-|-ск) (с11-с։2)со$20)^к։ • ((с22 + г]2)- 
-Ь (с12 с2։)со$2С*)^2«2 I- 2с^1п20(^/1 -|- с\«2))

(1.5)

(1.6)
;-8И|2б((С15-Сп)<?։//1 ; (С22֊^2)^2) 4֊СввСО826(^2)

после ряда преобразований из вариационного уравнения (1.1) полу­
чаем следующую систему линейных алгебраических уравнений отно­
сительно постоянных Втп> См‘.

СК А) ОС-
У У Втп(1тп5( Ч~ У

/п=!,3.„. л—об к 1,3....
у ск1ь^=1\։I ■ —ел

У. у /Ллл^ло-4- у у 
гл—1,3,,.. л^—ос к—I, 3,... 2——ос

С кФ кН ( — Р'Ч

5, /= 1, 3, 5, . . ., О©; /, / =3—0©, ©о
Здесь

а/„лзг = (/?՞' '-1 )('Ж)-՛ №14-^) ДО (сп-^)(7?л)Ч1,!и֊2.0.У +

27



+^'”Ч!!,.,го.о ))+2й’( /?"+,+։ -1 )(»+«+2)֊։ Ч’.։т.о.о+1 ։ /2(«и+

+?1.)(тГ“»Ч^,.1л-7Г^+м,»)+ ։/2(Си֊с։։)( +
+ >•&-.«) - ТгГ’Ш.м.и + ^+>...2» + - »֊?!.«-.., ) +

+Г”(*3,И+М -'Щ.+..2)) КН-/?“*'-1)

4*Ь,=(/?' '-1)(Л-0-'(с,.+с«)(7ГЦ,.Ьд<> - «Щм )+

+ 11/2(^+ем)(тГ>».Й.,.1л I 1?°>-й+։..Д+։/2(ла-^)(7Н<.,.и +

■Нй-ш )+^')(Ч!и>.1.2 + •'а+1.,.4))+- Фхл-ц)֊

֊й‘,’(^,л+,,2->а.4+,.1))1(1+/г'+'-1)
«-О' =( 1 -/?’ «)(»+2)֊Ч^+^4'։»«1-мА-1Г)^+*м)+

+1 ։/2(е„-Нв)(т!“»֊!?_.АМ - «4.0.,.,)+О2(«и-с։,х •,֊!’՛">(>■!?_, ш -

+иГ”,оа+|,1.։+^.(,„+.)) !(։+/?"«-՛ >

+4и’>-а+։.ол» + 2а։^.о,«(^/+։֊։) (/ +/■ + 2) 1 +11/2(«» +

+«и,..) + 1/2(св-^)(-гг(>е.д(.

+ тГКЧ։^лм-Ч’Ъл(.2>) + ^(7Г)(>֊й_1,,.։ + >а,.*_1)֊

֊7Г(^+иЛ<ил.))](։+/?'+/-1)
Ра,=(Р,,+Р^'У^М’ Р<1=(Рг>+Р^'У'^м 

2п 2т.
М;1.= I соз/Осоз/ОсозЛОсоз/Мб, гД2>. = I созгйсоз/&з1пЛбз!п/0б/0 »/А» I ։ул* |

о о
2х

Ч/*/= | 51п/бз1п/6з1п£0з1п/0//9, •((1тп)= 1/2(7/14-'/). ^тг,}—\.‘2{гп.—п) 
о

^‘П>=п2—т2, 7}««)=1 /2(п2—тг)-п-т(1 —п)

7<ГЛЛ)=1/2(/7։-|-777г)—и \-т{\—п)

Рг\ и Рг2—соответственно, амплитуды нагрузки, распределенной по 
внутреннему (г=1) и внешнему (г=/?) контуру кольца.

На фиг. 1—4 приведены результаты расчета при помощи опи­
санной методики амплитудных значений возникающих в кольцевой 
пластине с /?=2 при колебаниях с частотой О2 = 0,5 напряжений аво и 
плотности средней за период энергии упругих деформаций, безразмер­
ное значение которой определяется по формуле

(
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ДО—^и3‘ц । ^22722”'^ва■']■_> ՛ “^։*:п°22 11~>)
Материал, составляющий пластину, характеризуется параметра­

ми с22=2,0; с12=1,0; см=0.5; а постоянная сп принимает значения 
с„=2,5 или сп—3,5, что соответствует различной степени анизотро­
пии механических свойств (при сп=2,0 пластина является изотропной 
и соответствующая задача—осесимметричной). При редуцировании 
системы (1.7) вводились конечные пределы изменения индексов



n, l——Nt N-, В процессе расчетов контролировалась
точность удовлетворения поставленным краевым условиям в напря­
жениях и устойчивость численного решения в целом по отношению 
к ошибке удовлетворения краевым условиям и изменениям пределов 
суммировании А'. Л/я. Обнаружено, что для получения устойчивых 
решений с ошибкой удовлетворения краевым условиям, не превыша­
ющей 7% по отношению к Р необходимо удерживать в редуцируе­
мой системе порядка 90 уравнений.

Как свидетельствуют приведенные на фиг. 1, 2 распределения 
|=w|/P։ соответственно, при действии на пластину внутреннего (Prt=P, 
/>Հ2 = 0) и внешнего (Ри=о, Р^ = Р) гармонического давления при 
учете анизотропии материала обнаруживаются не только качествен­
ные, но и значительные количественные отличия в картине напря­
женно-деформированного состояния по сравнению с напряженным 
состоянием изотропной пластины (пунктирные линии на фиг. 1, 2). 
Анализ распределения плотности энергии упругих деформации (фиг. 
3, 4) дает основания для оценок прочности рассматриваемого тела на 
основании энергетических критериев разрушения.

PLANE VIBRATIONS OF CIRCULAR PLATE MADE OF ELASTIC 
MATERIAL WITH RECTANGLE ANISOTROPIC PROPERTIES

G. B. VICE, A. S. KOSMODAM1ANSKY, V. I. STOROZHEV

ԱՌԱՁԳԱԿԱՆ ՀԱՏԿՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ՈՒ՚՜է/ԼԱԴՒԾ ԱՆԻԶՈՏՐՈՊԻԱՅՈՎ 
ՆՅՈՒԹԻՑ ՕՎԱհԱԶԵՎ ՍԱԼԻ ՀԱՐԹ ՏԱՏԱՆՈՒՄՆԵՐԸ

Դ. P. ՎԱՅՍ. Ա. IL 1|Ո111րՈԴԱ1ր1՚ԱՆՍ>|1՚. Վ. է՛. ՍՏՈՐՈԺԵՎ

Ա մ փ ո փ ո ։ մ

Վարիացիոն մեթոդի օգնությամբ ս։ոարվււ/Հր Լ ուղղագիծ օրթէէւորուդ նյու­
թիր կոն g !ւն արարված դ դ ակ ի էոեսբ ունեցող բարակ սալի հարթ դեէիորմ ար֊ 
վւոծ լարվածայրն վիճակի մասին խնդրի լուծ tit մր' հարմոնիկ տատանումների 
դեպքում, որոնք առաջանում են եզրում բաբախող նորմալ ճիգերի միջոցռվ։

Բերված են թվային արդյունքներ։
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2из։1а«1иъ Инг 'М'Зпья-зпмльрь а’|Ц*>ыгм1з։» зьчьм1ш«р
СТМЯ л՛՜ Ук АЕ с к о И ССРПЦишЬ^ш XII. № 2. 1958 Механика

УДК 537.84ИЗУЧЕНИЕ НЕЛИНЕЙНОЙ БИСТАБИЛЬНОСТИ ДЛЯ МАГНИТНЫХ И ПРОВОДЯЩИХ ЖИДКОСТЕЙБАГДОЕВ А. Г. ГУРГЕНЯН А. А.В настоящее время большое внимание уделяется вопросу взаимо­действия нелинейных волн в связи с созданием акустических приборов для генерации и излучения мощных волновых пучков Особый нигерое представляют резонаторы, в которых происходит взаимодействие пуч­ков. Подобные устройства, имеющие мцоюволновой характер, изучаю­тся в акустике и оптике, где нелинейность приводит к явлению биста­бильности. имеющему важное значение для практики.В настоящей работе исследуется влияние магнитного поля на вол­новые движения магнитной или проводящей жидкости с Пузырьками газа, находящихся в осевом магнитном иоле при наличии встречных пучков. Подобная задача представляет интерес для изучения акусти­ческих свойств магнитной жидкости, находящейся в резонаторе, при этом наличие пузырьков приводит к дисперсии скорости звука и поз­воляет применять метод медленно-меняющихся амплитуд так, как применяется в оптике [10]. .Магнитная жидкость оказывается хоро­шим средством для усиления модуляции пучков и бистабильности, то есть наличие скачка частоты происходит при весьма небольших ам­плитудах ультразвуковых, входящих н резонатор, волн.Как показано в [1—3]. для анализа нелинейных волн в акусти­ческом резонаторе, используя метод медленно-нзменяющегося профиля и метод усреднения уравнений для быстропериодическнх колебаний, можно представать колебания в виде суперпозиции двух встречных волн, причем в первом порядке можно считать уравнения независи­мыми.Уравнения для встречных пучков беоутся в форме уравнения ко­ротких волн [4—6], где рассмотрев случай одной волны.
$ 1. Уравнения коротких волн для магнитной жидкостиПолагая, что проекция возмущенной скорости частицы на ось пуч­ков «=м։(тг у./)—п:(%. у. г), где -։.о—эйконалы пучков, причем ти-= 

=( ±х 4 /)/Л/։ у—координата по нормали к осн пучка, вдоль кото­рого направлена ось а՛, отсчет л* ведется от середины резонатора, л'=н /—координаты акустических зеркал (рефлектор); /У,—линейная
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скорость распространения записать в виде [4—6] волны, вышеуказанные уравнения можно
1 v _ 1

----- 2-----------L(Ul.2) = +-----  dtd-лд 2 ' ' /У, ди\> ,.Оп֊и\,2
1 ■’ У U п-2 

^1,2 0 ч,2
(1.1)Здесь Г, О, £—коэффициенты нелинейности, диссипации и дисперсии, А (и)—оператор по поперечным координатам, причем, при магнитном поле, направленном но оси л*, имеет место/.(„) =, Д ) (1.2)я։ \dy2 у ду/где у—радиальная координата в задаче с осевой симметрией (А--1), или декартова координата для плоской задачи (Л=0), /—частота не­возмущенной волны, («ь а2) —волновые векторы, которые в силу то­го, что ось пучка совпадает с осью х и волны близки к плоским, имеют координаты \՝Н,, а։^=0.Для электропроводящей жидкости значения всех величин даны в [4—6], где обосновывается метод конкретизации коэффициентов урав­нения (1.1) с помощью уравнения совместности на волне.Получим коэффициенты (1 11 для магнитной непроводящей жид­кости с пузырьками газа. Уравнения движения имеют вид [7 9]

— рД*р = О, т/г л — 
' at

///’(.8- др)

rot//=0, v(p/’/) = 0, р—P/(l—?). 1֊/ const (1.3)
К

Н2дп dR
рс = р-----------L р R--------Н—р —■8« Э? dt” R dtр/--constгде принято /р,г< РД1--3).Система уравнений для смеси магнитной жидкости и газа запи­сана для односкоростного приближения [9]. связь давления н пузырь­ке р,„ р взяты из [8»9|, р,—плотность жидкости, газ считается по­литропным, R радиус пузырька. Н-магнитное поле, р — магнитная проницаемость. 3—концентрация пузырьков, -/ — кинематическая вяз­кость.Для конкретизации коэффициентов в (1.1) следует написать обобщенные уравнения совместности на волне. Следуя [5], можно в (1.3) заменять д/д?------- /л, ? */го, где / —сп г֊гя, скачок производ-ных по нормали к волне, п— единичный вектор ио нормали кВключая в уравнения совместности малые члены с дисперсией синацией. можно получить соотношенияG5= — GUn, 6Л//==0, ' ?>р

сп ։1р/ Эр 
волне, и дис-

(1-4)33
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е.=аг.__ 2՜3 л- '2՜' Нк№\г -! ^с'՝ у&Р/ 8к д? ' ?/ 4кД^/ '^1Рг 8<ул 3/гр^ $^л(1.5) где а*^пр^г(\— ?) квадрат скорости звука, сл-Г^п^Нх , (7֊Н)йл— нелинейная скорость волны с учетом того, что С\=/7։ = 1,'У а‘< -а.; а|. Из (1.5) при отсутствии нелинейности, дисперсии и диссипации полу­чится дисперсионное уравнение
1 -<^н-։2 -<,<](1.6) Поскольку ось -V направлена но нормали к волне, можно считать ?2,з~0 и получать коэффициенты в

д^.
С учетом того, что //Уй=//.։=0, получится ------ -  =0

дя2даа

р ^0 2—?о <>2!1о0 8^ Р/ ЩИз уравнения (1.5) получитсяСН *„ = «, + (т+1)г(л+О^Ч.£^!!' (1.8)
ЙТ’/։ О’УЛ

(1.10)й—-------------------------- р =-------------- г = " — 1, а°= —3?о(1-?о)//1 бЗо(1-Зо)/7։ ?0Для электропроводящей жидкости получится, соответственно, вместо (1.5) -<? («5 г а>) “■ я 0 (1.И)
1 = ?о . 1 _ ^֊С2‘ 1 ^+^-2С2 2 й2н֊^-2Са
=___С3___ а2-^1 н.с

а^а-֊2С^ ։՜ 4^0’ 1՜Поскольку /7.^/7, С — //,,, С на оси пучка и для С==а()

1+1=1, =7+1 ?0՛



Таким образом, получено нелинейное уравнение коротких волн для магнитной или электропроводящей жидкости.
§2. Уравнения для медленно-меняющихсл амплитуд и фаз

Для квазимонохроматнческих пучков решение уравнения (1.1) можно искать в виде [4]м։,2 =~ | Ц^4Т/{’.]ехр(~ v?/ ; #|>0) 4- k'f^exp ( 2v**+2iK2) ] (2.1)
—Здесь (/{^—амплитуды гармоник и зависят от 2, у, "и=( ՛ х<»>/—фаза с учетом малой частоты w за счет дисперсии, я— основная частота.Подставляя (2.1) в (1.1) и приравнивая слагаемые при гармони­ках и в силу стационарности пучков, принимая dUldt=dUjd'\,, мож­но получить формулы для возмущенной частоты и>. затухания в функции от основной частоты я и уравнение модуляции для стацио­нарных пучков ш=- —aJ, — (2.2)

//. /■Л(M-2v։֊l -3fo)-/.(U}4)= 7 Т-»«</ ft-tT&exp(-2..Л) (2-3)С‘1.2 2Г»։t/g(4Zv։a’-|2au>)-1 ^У-(2£а (- Ю^-ЗО^) = ± a«Z7 0)’ (2.1)
Пусть w<^a, однако, 1, где / -характерное время. i^xjHx. Тогда слагаемыми с производными от второй гармоники можно пре­небречь. и (2.3). (2.4) примут вид

и = ±----------—---------- и !Ч* (2.5)МЛ» 1 /дЧ/fl k дИП \-з֊Н («+2»,»’ + 3։ш)֊ - *( —Н ֊ v" =
д-}.2 ол2 \ ду2 у ду /

Г2а3 -=■* 8^(1,^) <4H֊M)

или после подстановки и = ае^ получим одинаковые по форме урав нения для обоих пучковс)®/, 3 ГЛ\ да п 1 J2aj д2а Л да /дг\г

аА'-н1 ГЧ + 7 ту -о =7д«3(2.6)
^-7jд՛? 1

д-' яа. ՝1 ду2 у ду “ ду оу агде обозначено ул -3£я2:, /л—— v։«/7։; 35



: 8Н։(9Д'2«։4--5<։=Я;)ехр(В предположении малости линейной диссипации в левых частях полу­ченной системы уравнений и в экспоненте при наличии симметричных относительно д:=0 граничных условий .можно считать с точностью до постоянного слагаемого а четной функцией, а ср—нечетной функцией от х, можно получить решение узких пучков для (2.6) в виде [-1. 6] а=-^-ехр(-у։Л’5/2). ¥=’(’)+АУ։. ֊’=’< (2.7)
/У։2^7— кривизна волны.Для импульсных пучков амплитуда К в начальном сечении за­висит от /, а окончательное решение будет содержать /<(—-Г) и кри­вые /(:) движутся со временем.Уравнения (2.6) в приближении узких пучков для случая осевой симметрии [4—удовлетворяются и получится для безразмерной ши­рины пучка

(1*/ с—— ֊- — о'֊? /■ 4№>.|» л- 2 1 /лох— '=777Г^՛ <2-«>
Решения уравнения (2.8) при граничных данных ֊ = 0. /=1 

(1/ __ ______ 1______ 1_ д\& '/<-(0) ха, Щ '■ ՛запишется в следующей форме, где последнее соотношение получено из (2.6)
С- с \/?>2 Нф ) ” (2.9)Из полученного решения и (2.8) видно, что фокус / 0 будет при :<0, а последнее возможно при ■•>() и в предположении, что первое слагаемое '■ или нелинейность больше дифракции. Это выполнено для медленных магнитозвуковых волн [5]. Схождение пучка будет также при /<0, но фокус не получится.

§ 3. Расчет звукового интерферометраДля получения о следует приравнять в первом уравнении (2.6) члены порядка 1 (нс содержащие у).Тогда получится в главном порядке с учетом ^=///^1, >։а<1 уравнение — — “ * 6/2 а1 _ /1^ " 
а- “ 2,а2 /‘У5 Ж /= (3.1)

Допустим, что ;>0, то есть дифракция больше, чем нелинейность,36



тогда кривизна кривой /(-) больше нуля и имеется для пучков фо кальное пятни
|/ с- -1

՝՝։՛" ~ 77 (3.2)Для того, чтобы имелся гладкий переход пучков при л'=0, зна­чения -ф1։ для них должны совпадать, откуда следует * - Лф" = 
_________

I I / (-у__ г= —г՜՜՜--------------- . л‘фч=0. тогда (2.9) примет вил/7 3 ЯС' , ах Г С'/2֊ Г“ Л/։ С’ откуда найдем /■«= 2-.р аг /2= —Г С* сДля левого пучка -՛ = (л'֊|-/)///։ уравнение (3.1) имеет вилб/с А՛ , __ 1 2Ас՜ Н^*՛ ՛или для обоих пучков . л' , , ■ Д'<0

(3.3)

(3.4)
Решение этого уравнения запишетсяЛ' агс1ё | С'-г Л И3«։ .2ШГили — (- 2 А' С՛’«2-=—5-Х ; А (3.5)

П счгде постоянная △ находится из того, что при л* = / для резонаторасуммарная фаза равна нулю п°| 4

4^
(31 — 32.

/ЛЗначение 1/2(=։ — =2) ори х=-/ равно
֊(С1֊32)=- 2^1 

/А/5 1
/1^
у С'Ч- 4

(3.6)

Следуя работе [10|, где рассмотрена круговая поляризация, для зву­ковой волны, имеющей почти линейную поляризацию по оси л* (т»||х), можно записать аналогичные соотношения па зеркалах!«е!й~Я|«1|г (3.7)37



(1 ֊ /?)/<2=/^֊ ад—2Ниг11гПервое соотношение означает равенство мощности отраженной вол­ны |//2|։ значению мощности падающей |г/։|2, умноженной на квадрат коэффициента отражения, второе есть равенство скорости частиц пря­мой волны скорости частиц прошедшей части начальной волны 
кУТ=Н плюс скорости частиц отраженной части обратной волны«1 = К0 И-/? /<0 = 1Кв}со8а-Для коэффициента пропускания интерферометра Фабри-Перо принято полагать [10] Р=И։1к^. (3.8)|Ко1* 'Поскольку //։-։«11С08Ф։, Ц3~|о>|СО5Ф2, ф։ 2 = (—и^ + а-Цп <р։.у), МОЖНО получить уравнение|Л?0|а( 1—/?)СО8։Ф()=|«։|2СО82Ф1 4 /?г|и1|2со52Ф2 —21 Д’ |//,|созФ1 со$Ф։(3.9)Интегрируя это уравнение по а/ от 0 до 2я, можно найти [//։!=К(1 /?)|ко|«=1//1]5 (1֊аднадг Ф1-Фг2 (З.Ю)
Пропускная способность, определяемая по формуле (3.8), примет вид

Р = (З.П)
Подставляя в (3.11) значение - (Ф։—Ф2)= — (^—о2) 2 —вая, что для конфокальных зеркал имеет место [10]

я/
'Л

и учиты
2^75} <2/(2/? ֊2/), — 2Л можно получить^п\ //,Р=|ь| -^1^51п’(Ч Л(х')) I (1 -ад ՝

/.Л"

яя|>֊|

(3.12)
(3.13)

Уравнения (3.12). (3.13) дают неявные значения для х'. Следует от­метить, что уравнение (3.12) с точностью до значения х' в зависи­мости от Л' совпадает с уравнением [Ю].Ход пучков указан на фиг. 1, где принято с>0, что выполнено для сред /.<(), например, для непроводящей магнитной жидкости с пузырьками газа, в которой при малых 3 можно считать р=|1/-Ь -г ——— 3, 0 ]7]. Для электропроводящей немагнитной сме-1+2’1/ (ф38



си >.^>0 для медленных и >.<Х) для быстрых магнитозвуковых волн. При этом для медленная волна есть звуковая и имеет место (1.11), и поскольку Т<0, требуется выполнение При выполнен­ных соотношениях нет фокусировки и обеспечена равномерная рабо­та интерферометра.

Фиг. I Фиг. 2При больших Ко левая часть (3.12), являющаяся прямой линией (фиг. 2), имеет несколько пересечений с. функцией, даваемой правой частью, что приводит к возможным многим амплитудам в ннтсрферо- метре, приводя к появлению бистабильности [10, И]. При >0 имеется критическое значение л*' ֊ 1. при котором достигается фокус.Для выяснения влияния магнитного поля на появление бистабиль­ности напишем л՜' в развернутой форме 1 Л>) У о ) «О I) 2~~/0 /''՛!*!> \՜
2 б(2-з(,)|сс2,Ро ՛ -I I яо (3.11)

>Т г, / где обозначено =*~РоГВычисление пропускной способнос­ти Р интерферометра в зависимос­ти от мощности падающей полны № или К-й представлены на фиг. 2 и 3.
к««I

Расчеты показывают, что для магнитной жидкости с пузырьками газа при увеличении напряженности внешнего магнитного воля (£а) явление бистабильности уменьшается, ю есть увеличивается мощность падающей волны К-
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В случае проводящей жидкости, для которой х' принимает более простой вид Աճ Ч=«?/ао (3.15)
следует, что при а<^>аг то есть для быстрой магнитозвуковой вол­ны, ?5<1—явление аналогично магнитным жидкостям. В самом деле, когда ;2 0 (// 0), требуются меньшие мощности для появления би­стабильности, чем при ;2 0.5 (//^104 Гц).Для медленной магнитозвуковой волны, то есть при л0<а։ в (3.13) берутся нижние знаки и х'<1, поэтому /< мало и при увели­чении ;2 уменьшается мощность /<-, то есть магнитное поле усили­вает бистабильность.Таким образом, как и в [10], с помощью акустических зеркал, между которыми находится магнитная г ли проводящая жидкость с пузырьками газа, можно получить преобразователь частот, «транзис­тор», ограничитель мощности.

THE STUDY OF NONLINEAR BISTABILITY FOR ELECTROCONDUCTING AND MAGNETIC FLUIDSA. G BAGDOEV, A. A. GURGENIAN
Ո!! ԳԾԱՅԻՆ է»ՐԿ2ԱՍՏԱՏՈՒՆՈ1^3ԱՆ եՐե՚ԼՈ1՚ՅԹ1՛ Ո 1’1111 ԻէՈ,Ա.ԱԽՐՈ 1ՎՐԸ ԴԱԱԻ ՊՂՊՋԱԿՆԵՐ ՊԱՐՈՒՆԱԿՈՎ Լ1.ԿԿՏՐ1ԱԱՂՈՐԴ1»9 ԵՎՄԱԳՆԻՍԱԿԱՆ ԵՂՈՒԿՆԵՐՈՒՄԱ. Դ. ՈՍԼԴԴՈհՎ, Ա. Ա. ԴՈԻՐԳԵՆՅԱՆԱ մ փ ո փ ո ւ մ

Ուսումնասիրվում Ւ, հանդիպակաց փնջերի ւոարածմ ան Ւ,",է*ւ1,ՐԲ է11,,,ւՒ 
պղպջակներ պարոլնակոդ էլեկտրահաղորդիդ և մ ադնիսական հեղուկում, որը 
ղտնվու մ կ փնջերի աոանցրով ուղղված հաստատուն մ ադնիսական դաշտում։

Գրված են կարճ աչիրն երի հավասարումները, որոնք, ի տարրերու թյուն 
օպա իկ ա յի, ակուստիկայի իւնղիրներո։ մ իրարից անկաի։ են։ Հավասար և սի­
մետրիկ փնջերը անդրադարձնող հայելիների համար ստացված են մոէքուլա- 
չ/իայի հավասարումները, ե ղտնված են նրանը լուծումները Դասէւ։յան փնջե­
րի տեսքով։

^ստ ղտնված ալիրների փուքերի տ ա ր ը ե րւսքք յան որոշված է ակուսսւիկա- 
կան ինաերֆերոմ ետրի թողարկման դործակիցը։

Սկէլրնական էին ջեր ի տ ւ)՝ ս//ի սւ ուղն երի 'ամար ստացված են սահմանա­
փակումներ, որոնց դեպքում աեղի ունի երկհաււտասւսէնոէթյան երևսւյթրւ
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ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍԱ£ ԳԻՏՈԻՐ՚ՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԳԻՐ 
из в ёс т ия АКАДЕМИИ и А У К АРМЯН с К ОИ ССР
ՄԴ"սն1՚|ւ֊" хи. № 2, 1988 Механика

УДК 539.3

О КОНТАКТНОМ ВЗАИМОДЕЙСТВИИ ТРЕХ СООСНЫХ УПРУГИХ
ЦИЛИНДРОВ, ИМЕЮЩИХ КОНЕЧНЫЕ ДЛИНЫ И РАЗНЫЕ

ДИАМЕТРЫ

ЗАРГАРЯН С. С., | МАРТИРОСЯН 3. А. |

Рассматривается осесимметричная контактная задача теории упру­
гости для трех соосных цилиндров, имеющих конечные длины и раз­
ные диаметры. Цилиндры контактируют между собой торцами. Кон­
такт между цилиндрами предполагается гладким, то есть без сцепле­
ния, а зоны контакта считаются неизвестными. Для простоты прини­
мается, что на боковых поверхностях цилиндров нормальные и каса­
тельные напряжения равны нулю. На свободных горнах цилиндров 
приложены симметрично расположенны. сжимающие нагрузки таким 
способом, что обе контактные области образуются в виде круга.

Решение рассматриваемой задачи представляется в виде суммы 
рядов Фурье и Фурье-Дини с неизвестными коэффициентами, для оп­
ределения которых получены три бесконечные системы со свободными 
членами, стремящимися к нулю и дне системы парных рядов уравне­
ний. содержащих функции Бесселя, решение которых сводится к ре­
шению квазнвполне регулярных бесконечных систем линейных урав­
нений. Окончательные выражения для контактных напряжений полу­
чены с выделенной особенностью.

Подробная библиография по этому вопросу приводится в [1].
Для решения описанной задачи величины, относящиеся к верхне­

му, среднему и нижнему цилиндрам, будем отмечать соответственно 
индексами 1, 2 и 3 (фиг. !).

Граничные условия и условия контакта рассматриваемой задачи 
имеют вид

о(0(г,//)=Л/(г) =

г)=

0)=-/г<;Дг, 0)
0)=0

Հ2>(ր, /2)=^)(г, 0)
օթ(ր,/։)=0

у 4։Ч(^г) 
й=0

г, 6)=0

</>(/?/. *)=0

0<ք«?յ

с3<г<Я։

г о(О(г, 0)=օ(?)(ր,0)
1 0)=0

| ар(Г, /2)==?)(г,0)
I ^(Г, 0)=0

0=1.3)

0=1,2. 3)

(/=1,2,3) (1)

О<сг<с։

Դ<ր<^շ
0^ր<ճ3 
Գ<ր<^
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где /, (/= I. 2, 3)—длины, /?/—радиусы цилиндров, Л(л') — функция 
Бесселя действительного аргумента первого рода, положительные 
корни уравнения = О, а С/ (/= 1, 3)-размеры области контак­
та двух цилиндров.

Функции напряжения Лява ищем ь виде

ф(0(г, г)=г(Д,г=-|-/Л2’ V [£^/0(Х^г) О^Ч/гЛ(>л<г)|51пХ*^ 4-
Л-1

2 (А₽а11М4֊^ (ЛЬ?^4-С^^ЬМ4-О<03а./2сЬМ)А(3«г) (2)
Л=1

где /л(х)—функция Бесселя первого рода от мнимого аргумента, 
(/=1, 2, 3), ся=0.

Пользуясь обычными формулами [2] и вычисляя при помощи (2) 
напряжения и перемещения, удовлетворим далее условиям (1). полу­
чим следующие соотношения:

Л ֊֊—<>. В‘“^\аИ' <£=1-3). -2(1-2’,)Л։ч 6«։Д,=0 
2(14֊*/) Ь(1-т-‘о)

(3)

^/,/х(ХЛ։7?,)4 Ор|2(1->/)Д(/^)4-ХЛ։/?//о(Х^)1«О (/=1. 2. 3)

В<р -г27<</)=0 (/=1,2,3)

А^8Ьр^4-С^^5Ьр*/4-^^(р*/СН|1^4-2^/5Н|։л1)-0 (г = 1. 2. 3) (4)

а(‘^Р'
—А^сЬн,— С^РА/сЬи*;—$11иЛ/) — ^[р*а8Ьи*/—(1—2՝*/)сЬр*;| = —-

“л/
(/-=1.3)

(1-2л)С։ - V (52а։(1֊Л)С1РУ0(?л։г) ^О'(1->2)С?)4(?а-->г)|=-0 (Кг®, 
Л-1

<»4֊ У 1 ֊ А<;>4-(1 ֊2',)^>14(М) = V /<.։7О(3Л1Г) с,<г</?։ (5) 
л-1 л»։

4(1-*2)А2-ЬЗ(1-2^)^-б*(1-273)С34- 2 |{У 1-^(С<?>сЬИю 4֊
Л-1

ПрзИр«) /։( %2Г) - 1 -V,) С'С^Ц Ъпг) ] = 0 0<г <с3

4(2->2)А2 4֊ 6(1 —*։)/?я 4- ^2{—А^сйрЛ2—С^(р«сЬр*2—зЬр*?)— (6)
Л -1

~^?|^11р*2—(1—2у։)сЬр*2|}/0(3«г)- У ^’.2А(?а-.г) с3<г</?2
Л-1

41>; У (1-2*1)^֊^} 
л-1
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=2 {₽Ы֊А^+(1֊2’։)Р«’)֊Р»Ш?кг) О^г<г։ (7)
Л-1

4(2-»։)Л„Н 6(1- <։)й,4- 2 {%1-Л?’ (1-2-։)О«>|-Рй}4(?,у) = 0
А-1

С։<Г<К։

4(2— >г)ЛГ1 6(1—<.)/?2+ 2^ Ч^(11А.2сЬ|1А2-§ь^2) ^[МздИ։^--
л—։

-(1-2’։)с11н„]-л«с11!»։,Ш?иг)=2 2 ЩЛЧ
4-1 «-1

-и(1-2ъ)О»)]֊РйК(Зыг) О<Г<А (8)

“?’+2 (%|-л?+(|֊ад1л։4(?/)=о ‘»«я»А--1

у(1} _ Н - ^Л^Л)1(-1НС/с1^+о^ьи₽/)-су>]
*~Ч,/£» ('^4֊^)г (*-1.2.3) (9)

где введены обозначения

>Ч/=?*Л ('=։.?.?)> о=£. с’=֊2 
02 03

'■5.<Л();.Л.)С'‘>= /<՛> [1 | |-245г

(/=1,2,3)

п __ V р.=_ у (-1)ЧЛ'>
*' (лал/+^։-)։ м (^+^)։

б/(г= 1, 2, 3)—.модули сдвига, а (/ = 1, 2, 3) —коэффициент Пуассона.
Введем обозначения

Л'(о
-Ж0+( 1-2^0« (/=1,2, 3)

(10)

2<2»
-^?)сЬ։1։,-С»)(|1кс11!.и-8ЬИй)- 0?'|1֊к$Ьив-(1-2<,)сЬ|.1И] = 

р*2
Тогда из соотношении (4) —(8) получим

+П'>
(/=1,3)

^•>п^ ։ь>14, -1Ч.
та/ ?а/

(П)
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Ն^(2) 7(2) )ք(2)
^)=֊Ւք^յր+^^~, 

ր*2 • 1:2 • 42 ® Յ3
1ն164*(1=ԾՏհՆ֊Հք./. ^“Տհւ^Ըհ^+ւ^,, ^=տհ^;+ւ^օհ^ (։=1.2.3)

ՈօԶՉ1<38;|5հ| 311Ո>1€11110 Շթ, (4=1,2, 3) ո (5)–(8) II \րԱ«1՜հ18ՁՈ ^)> Ո0/1յո։||ձ| Շ^6;;^101ա16 Ը41Ը1-6ԱԽ1 ՈՈթՈե^ թ51ՋՕ8 )՜088(16118111

Հ(^ր)+(1֊“)(1+^))

- ոչ«<՚>+Հ–
1և. ~ /=՜<2) /(2)

2 (1–*)^և –~֊յ0(Խր) Օ^ր-^Շ,

(12)«Ր+2 ^Հ»(թ«ր)=2 />*ւՀ,(թ*ւր) *։«Ջ։
4—1 4-1

°° ( /(-) )902,+ 2 »*(1+^>) ֊է Հ(.տ«ր) + (1––«*)(1 + ^3))֊^ Հ> (3«ր) | =
^(2) ր(2) ր ^(Յ) 0<3)4–ՔՀ^Հ*^^7^շր)+^ (1–«*)ձ^^4–^–^ր) 0<ր|<^3

1 4 Հհ2 4=1 4 &3 (13)
4(գ «> °°՝^ն)>1շ+6(1–^)Ջ2+ V ճք)Հ,(թ«ր)= ֆԲ-^ձ^շր) Շ3<><Բ2

^֊■–^(^(՚) - Բհէ )Հ>( ^ւր)=4(2–՜2 Տ։ )/12+6( 1–*2)Տ2 + 2 (Ճ^-Բ^ Հ(^շր)=0
*=0ճՏր<ն (Ա)

4(2–7շ)/12+6(1–Հ)02–Հ 2 (Ճ^-Բ^յ^֊ր) = 0 շ.<ր<Բ2 
4-1

4(2^։)/շ+6(1–^)Ջ2 + V (2ք)–7Հ2)Հ(ք*«ր)=^3»+ 2
*–՛ 0^ր<ր3 (15)

ճ(3)+շ (^>֊/>*տ)ձ(8«ր)=° էՅ<ր<^ 
4-1

^(1-2*,)^ ,յ)= 4(1–7շ)/12+3(1–2^)^––^*(1–2^)Շ3յ֊֊ն֊(–ճ(1–72) ՚ հս 1֊Ն+0ք(^–Ն)

1 V, մ. X ՚շ
V. = ----------------=--------- , «* =----------------------1–ն–|–ճ(1–7շ) 1–.;շ+ճ»(1–ն)՜,=Տհթ«(Շհ|ւ*/–տհթ*,) + (։*<( 1 + թ«) («=1,2, 3)

Ոթ6^օր38«.\< ճ(̂  (1=1, 2, 3) » 3 8քԱ16

(16)
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(17)

Подставляя (17) во вторые уравнения (12)—(15), получим

(/=1. 3), ^=ф. Н(2—,)лг б(1-Ъ)в,1|/-^ (18)

Подставляя Х1р (/=1,2) в первое уравнение (14). затем умно­
жая полученное соотношение на /-(с-—г2)! -’Л*(— 5, 5 I 3/2, 1, г*д-[), да­
лее интегрируя по г а пределах от 0 до г, и пользуясь значением 
интеграла |3. 4]

Лп-iii (^)Л> - з/2 
й. ?2Л(^) ~ J

о
из (19) получим

(20)

Аналогичным образом из (15) получим

(21)

При помощи (3). (18). (20). (21) получим

Г|
| г‘«(^-г>)^/.(_5.5+14- +*. Н-1. £)Х(М=

/-2ЛН"’Г н-рр Г<1 >)Г(1-р.2+д)
\М 2Г(1+>+5) 

-.ч i ,r/.’(3fct’։)

получим

V /)0) V J2r՛ 1-'*‘ i.p) yt -7'М ■ t/2 (?а2Гх)./;Л ■ з/з (1>К!С|)
я^о л V*1 Vb(^ 1 ' jij |J»/?։)

(19)
где Г(д՛)—гамма-функция, F(։, 5, *. х) — гипергеометрический ряд. 

Пользуясь значением ряда [3. 4|

2 
R=

\x-'dx

s’=^^'’ <z=h3)
Подставляя (17) в первые уравнения (12) — (13). имея в виду 

(20) —(21) н применяя известные методы решения парных рядов урав­
нении [I. 3. 4]. решение уравнении (12) —(13) сводится к решению 
следующих бесконечных систем линейных алгебраических уравнений: 
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ծ՝,։ -2 Հ՚^-Հ՚Դշ շ Հ՚յր<ւ>+ շ ղշԴ^<՚>
ո~° ո-օ ո-1 5Տ1 ճ

(5=1,2,..) (22)ծ^==2 «ՏՓ+Տ ^՚՚+ք ^քԴք ճրՏ/^)+«ք<3)
1՝46 ո“° Ո“° Ճ-1 ո–։

, ( ® Ք ^Հ՚^տո+յ/շ (^*>ղ)^+1/2 (3*>Դ) 
I

1—« ^^–/շո ֊ւ/շ (^2ճ։)/։>+։/շ(3«Գ)
^2 ^.՚ ^2Հ(3*2^շ)ձքՅյ–. ^(45+1)/ճյ ,, Հ $3 V –/շո + ւ/շՕ^Յ^+ւ/շ (^«Գ)

(1 3;2Հ(^2)
.0-8(45+1)/^ ^^–(–1)Պ^>ք՞ ճ<0Հ(^1/ձ)(^21+^1)= /շյ+ւ/շ (&–1է։)

8(45+1)/^ Հ1 .ք ^է^–(֊1)"^1 , , ,8 , ,ձ՚" (1 ձ^Հ(^)(^2+%)3 ՝"ճ *+1/շ(Տևշ 11
«8––։<«+,) (էւՋ±1Հ.՜ք աւ/։.+1ՀձճՆ։,,Հ^),/,4 ( - ւ յ \^շ/ ՝<^/

0

՚՜«* ^/^/շո+ւ/շ(^3^+։/շ(^2^)
«^2^2)՜

1—0* “ /14չ3Մ2ո+ւ/շ(^3)–/շ^+ւ/շ(3«էՅ) II
՜^՜ । /

ծՕ> = տո
^–օէ*

1Հ2. />ո4 ւ/շ (|3«ք։)֊4^+։/2 (^«^յ)
^2Հ(^շ)

ք (3)== °^°՜ճ ծ" /<։
ճ^~ /Հյ^յ

. Տ|»<..–ք»><֊1)–|>.. )<։-» >^,՛ ւքՀ(Խ«.)«.+6>^
» 31/2ք(–/–՜^Փ՚ոշ , ,0 .օ*>՝ –՛ * - ------- ՞ ,/ս ,\շ Հ— ■/2տ+»/2(^յ)^1 4^Հ>(^շ^։)(>֊«տ+^շ)



б/<։> = 2(45֊|֊1)/^
։/2(^лК'։)

<^ =
2(4$-Н »4

у ,0 „>' '—։ ֊•' - ։/Н/»з-з)

Ад(л)—функция Бесселя второго рода мнимого аргумента.
Подставляя значения С<9 и /?£> (/=1,2,3) в (9) и учитывая (16), 

получим

у«= V „<0/>и+ V С0 гй+ е/<0 (/=1> 3) 
л—О /I—1

(23)

И2> = у а<2)$(‘>4֊ V • V И2)/(2)
А •— «>։ л чл п .— ял л

л— 0 ловО чч-1
где

йо>=Лк у У/1^>-(֊»^1Л.г.л(^) ... ..
14, < )”"<;> (1)<л<;).7(-1)-лм֊/7<;||

4>1 < М?Л1(-1)‘Н‘?-ЭД 
й1ж+^)։

ад < ?^|/^-(֊1)‘/7®1
/?.ч I.".'(/р2|'-՛: )

М2>- АЛ
ад

■4>л -оз (?/>2^3)

н->_ 16Х« V ?УН)^р-(-1)7-1 //!;Н (֊1)^|.

'!а 1^2 д!?’(52-֊; 1-

Квазиполная регулярное։ь бесконечных систем алгебраических 
уравнений (21) н (22) доказывается аналогично [1,5].

После решения бесконечных систем (22) и (23) из первых урав­
нений (12) и (13) при фиксированном г определяются (/=1.2). а 
из уравнений (16) находится С/ (/=1,3).

Подставив значение (/=1,2.3) и по формуле (17) во вто­
рых рядах (12) и (13), для контактных напряжений получим следую­
щие выражение [1]:

А;(с--г3) ,/2 * /г!А(֊«. «֊1-1/2, 1, г=/С‘)
0<։>(г, о)==<?(г, о)= 1-4^-■— 1 />՛;>—֊— 1 -

‘ /2*։ 77о п Г(п • 1/2)

5(/>(г, /2)= =?(/•, 0)

0^г<с1 (24)
’•՝• V АГИ п՝^ ։•г"^

—      ()\л/ •■ ............................- ■—>
/2>а тто я Г(//; 1/2) 

0<г<с3
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Коэффициент при особенности (с-—г3) ’ Г- (/=1.3) в формуле (24) 

в окрестности г=С/ имеет вид [ 1 ]

а=1.з)
С։\ 2и л-о

Неизвестные величины с( (/=1. 3) можно определить из условия 
равенства нулю контактного напряжения на границе области контакта, 
что равносильно условию (I]

V (/ = 1,3) (25)

В частном случае, если /?։=А>х=/?г решение задачи совпадает с 
решением (5).

Численные примеры. В частности, рассмотрим три цилиндра оди­
наковых диаметров, изготовлены* из различных матернлов. которые 
Йонтактнрованы между собой торцами. На свободных торцах цилин­
дров приложены симметрично расположенные сжимающие нагрузки 
(фиг. I).

Фиг. I

=«(г,Л) = (^ "рИ (, = 1.3)
| 0 при *-о

где
а’ п _ 2дЛ(М) Р

' ?»=3*։ = ^=зм

Вычисления проведены для значений «=0.70 /?. *։=0.1, *.--0,3, 

*3=0,2. С?։в С7а С7։, /1=/3ж0։5/х=0.2/?-
Для этого частного случая получается с։ = 0.80/?, с3 = 0.80/ R.
При решении системы уравнений (22) и (23) сначала были по­

добраны значении с։ и с> (примерные их значения известны из [6]). 
по ним решались бесконечные системы алгебраических уравнений и 
полученные значения неизвестных были подставлены в (25). Этот
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процесс многократно повторялся до те; пор. пока տ левой части (25) 
не получались числа с разными знаками, близкие к нулю.

ON CONTACT INTERACTION OF THREE COAXIAL ELASTIC 
CYLINDERS WITH FINITE LENGTHS AND DIFFERENT DIAMETERS

S. S. ZARGAR1AN. |Z. A MAR 11 RUSSIAN!

ՎԵՐՋԱՎՈՐ ԵՐԿԱՐՈՒԹՅՈՒՆ ԵՎ ՏԱՐՐԵՐ ՏՐԱՄԱԳԾԵՐ ՈՒՆԵ8ՈՎ 
ԱՌԱՁԳԱԿԱՆ. ՅԱՄԱՌԱՆ8Ր ԵՐԵՐ ԳԼԱՆՆԵՐԻ ԿՈՆ ՏԱԿՏ ԱՅՐՆ

ՓՈԽՕԱԴԱՅՈՒԹՅԱՆ 11Ա11ԻՆ

Ս. II. !»ԱՐԴ111’ձԱՆ, IL ИОГЗПчТйзНЛ]

П. if փ ո փ ո ւ մ

Դիտարկվում Լ ճակատներով '.սլված, տարրեր աոաձգական հատկու­
թյուններ, տարրեր տրամագծեր և վերջավոր երկարություններ ունեցող երեր 
շրջանային գլանների աոաձգականութ յան սաան ցրա սիմ hut րիկ իւնւյիրւ Գլա- 
նային մւսկերևո։յթների վրա նորմալ և շոշափող լարումներր բացակայում են։ 
Գլանների կոնտակտների տիրույթներն անհայտ են է Խնղրքւ լուծում ր ներկա- 
յացվում /, Ֆուրիեի և Ֆարիե-Դինիի շարքերի միջոցով։ Այղ շարքերի գործա­
կիցների որոշման Համար ստացվում են գծային հավա սարումների անվերջ 
Համակարգեր և ք^եսելի ֆունկցիաներ պարունակոգ գույգ շարքք հավասարում­
ներ, որոնց լուծումներր հանգում են րվագիլիովին ոեգուլյար Հանրահաշվա­
կան հ ավասարումն երի անվերջ ',ամ ակարգերի լուծ մ անր ւ

1՝-երված են թվային օրինակն երւ
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даилаъ и иг <м՝$льтнл»ьгь 1ц«и/няг1«и.зь зьчиьильр 
.ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ ПАУК АРМЯНСКОЙ ССР

1А» Механика

УДК 532.517.4

УСЛОВИЕ ГЕНЕРАЦИИ СОБСТВЕННОГО ВРАЩЕНИЯ ЖИДКИХ 
ЧАСТИЦ НА ОБТЕКАЕМОЙ СТЕНКЕ

НИКОЛАЕВСКИЙ В, Н.

Граничное условие для угловой скорости вращения частиц жид­
кости Коссера задается в форме зависимости от градиента средней 
поступательной скорости потока, обтекающего стенку. Условие для 
касательного напряжения оказывается соответствующим представлению 
Прандтля, суммарно учитывающего линейную ньютонову и турбулент­
ную вязкость. Рассмотрены задачи обтекания стенки неограниченным 
потоком и течения н плоском канале.

1. В асимметричной механике [I] известна проблема выбора кра­
евого условия для скорости собственного вращения жидких частиц. 
Ранее предлагались условия полного прилипания, то есть совпадения 
поступа։ельных и вращательных скоростей частиц потока и обтекаемой 
стенки [2. 3], а также, условие линейной пропорциональности спиновой 
скорости частицы и средней угловой скорости потока [2]. Ниже форму­
лируете^ близкое краевое условие, соответствующее применению гид­
ромеханики Коссера для расчета турбулентных потоков. Полученное 
краевое условие позволяет выразить собственную угловую скорость 
турбулентных вихрей через локальные параметра течения в месте их 
генерации, тогда как ранее [I] эта величина определялась через гло­
бальные характеристики (расход) потока.

Будем исходить из И№1 г> гушоетиовснии связи между скоростью 
собственного вращения ՛՛>■.- вихрей, срывающихся со стенки, шерохова­
тое гью е последней, а также градиентом скорости (угловой скоростью 
2 среднего потока (ди/дп)ц. и кинематической вязкостью у. Здесь «•— 
символ значения на стенке. Для системы указанных параметров дол­
жна выполняться связь, следующая из требований [5] анализа раз­
мерностей

и» — /\ег с) и /дгф) (1.1)
В простейшем варианте соотношение (1.1) при а>0 определяет

(1.2)

нелинейное медление полной скорости вращения Ф=О4-со вихря на 
стенке. Заметим, что условие прилипания Ф=0 означает ш---— 2, а
условие [2] имеет вид также линейного условия »= — (1 —я)й,
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В гидромеханике Коссера дли несжимаемой жидкости напряжения 
ч/ представляются в виде суммы ньютоновой вязкой части и анти­
симметричной. определяемой собственным вращением вихрен

'ц=~Р'чг՝ Р* ( ----- Ь -— )т 2р7։'7*ш* (։ -3)
хах/ дх,/

И։ сопоставления (1.2) и (1.3) для касательного напряжения на
обтекаемой стенке получается формула Прандтля [6]

(1.4)

которая здесь выступает в форме краевого условия, тогда как внутри 
потока выполняется линейный закон (1.3). Знаменитая прандтлева 
длина смешения / согласно (1.4) выражается через меру шерохова­
тости и отношение сдвиговой и вращательной •*. 7 вязкостей

(1.5)

и имеет масштаб ламинарного подслоя, при потери устойчивости ко­
торого и генерируется турбулентный вихрь [7]. Здесь «/—турбулент­
ная вязкость, которая здесь действует только на самой стенке.

Система уравнений движения помимо закона (1.3) включает в 
себя [Ь] уравнения несжимаемости, количества движения и момента 
количества движения, а также эчолюцви момента инерции У

ди։/дх^=О (1.6)

(дщ , ди А др , (Рщ п
֊֊И «/у ~ 'Т-Г (Ь)д( дх(/ дх/ дХ1дх/ дх{

ь—|7(2/ ш,)| «у-—| У(О4 ։ шЛ= З^г.у^/НН/ (1.8)
д( дХ{ дх1

֊ |-//у—«с- — (1.9)
от дХ{ дх/дх}

причем моментные напряжения ц/у будем считать пропорциональными
градиенту момента количества /И<=ру(£Ъ 4-*•>/). (Л=\!'2с1/кдиц‘дхк

н,,=•.(□, *<)֊ 4- 2^ А («<+«/) . (1.10)
дх{ дх{

2. Рассмотрим стационарное обтеканье бесконечной пластины при 
нулевом продольном градиенте давления др1дх=0, где а=а‘։. При 
этом н1=//(у). где у=л*я. м3=0. а>4=֊«‘(у), &=—\‘2(ди/ду) и система 
уравнений движения упрощается

ау\ ду /
(2.1)

52



1 du
2 dy ' \

l du , — — -Lw
2 dy ,

ïu) (2.2)

(2.3)

Последнее уравнение дает закон расширения вихря ио мере его 
удаления от стенки

У(у)=Лу + Л. (2.4)
а исключение скорости и из уравнений (2.1), (2.2) сводит последние к 
уравнению Бесселя

2л+(14)?-?’"=0 (2-5)dy \ 2т,/ dy
с=(Ау-г4, решение которого имеет следующий вид:

<»=Г'2 [ С։Л(2^^) -h С2А'х(2^’/2)| (2.6)
если ^=2-;,'[r,(v-7)А)>0. л=—’,/2у;.. Когда J уравнение (2.5) 
упрощается

=д>„, Й’=?г֊֊ (2.7)
dy» Л

и лает экспоненциальное затухание вращения

ц>=ша,ехр(—Лу) (2-8)
Из решения (2.6) при С։=0 следует (.4-^0, /•=!) асимптотичес­

кое распределение

®-С։1/ |ехр(֊2'?/;) (2.9)

определяющее несколько более слабое затухание с расстоянием от 
стенки.

Уравнение баланса количества движения (2.1) имеет первый ин­
теграл

1
^+2±ю=1 (2.10)
dy ՝՛ у

Второе интегрирование приводит к профилю скорости

„=Д.у_21^(1-ехр(-Ау)) (2-В)
[Л V /г

удовлетворяющему условию и... — О- Величину (»«• определим из усло­
вия (1.2), что дает

Е=^Х±о, в-88п^ . (2.12)

р2 V3 ч ау
.Отсюда, при фиксированном напряжении т профиль и вблизи 
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стенки более пологий, чем ламинарный, а мри одинаковом профиле и 
поток по Коесера требует большего сдвигающего усилия.

3. При установившемся течении в канале ширины 2а градиент 
давления др^дх—'/п—const-/-О и уравнения (1.7) и (1.8) принимают вид

_±^ + 2/Л“-12^=0 
р дх ду\ ду / (3.1)

(3.2)

что приводит к интегралам

v—2y<o —уЛ-|-С 
rfy

shy/гW = <<).., -- =---
sliftfc

(3.3)

Удовлетворение краевым условиям (1.2). к=0 при у—±а и ус­
ловию симметрии лает решение

0=։гпЛ=-1 (3.5)

//- (3.6)

причем для расхода Q получаем
а
I/ 2 а*. ,.,6тае* / .. , 1\Q = udy~--------- h 1 — 1// —!— { cXhak------- )J 3 V \ ak)

—a

(3.7)

С ростом ширины канала эффект второго слагаемого уменьшается, 
но в отличие от линейной постановки [3] с ростом перепада давления 
его поль растет.

Разрешая (3.7) относительно градиента давления, получим фор. 
мулу 

~Л= - ^ = - — Q-ь —п-|—/cth 
о дх 2 а3 2 a*k \

(3.8) .

соответствующую гидравлическому закону сопротивления канала тур­
булентному потоку.

Для совпадения расчетного и экспериментально наблюдаемых про­
филей скорости и невидимому требуется использование нелинейных 
определяющих законов, см. [8. 9], а ке только граничного условия, 
или (и) выделения ламинарного подслоя, который соответствует вводи­
мой иногда скорости «скольжения» па стенке, см. [4, 10].
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THE CONDITIONS OF GENERATION OF FLUID PARTICLES OWN 
ROTATION AT A WALL, BOUNDING THE STREAM

V. N. NIKOLAEVSKY

ՍԱԱՈՍՎՈՎ ՊԱՏԻ ՎՐԱ ՀԵՎՈԻԿ ՄԱՍՆԻԿՆԵՐԻ ՍԵՓԱԿԱՆ ՊՏՏՄԱՆ ՎԵՐԱՐՏԱԴՐՄԱՆ ՊԱՅՄԱՆ^Վ. Ն. Նհ՚ւՈԼԱԱՎՍհԻԱ մ փ ո փ ո ւ մ
հոսերի հեղուկի մասնիկների պտտման անկյունային արագության համար 

եզրային պայմանր տրվում Լ պատր շրչհոսող հոսրի համրնթաքյ մի«ին արա­
գության գրագիենտիյյ կախվածության տեսրով։ Շոշափող լարման համար 
պայմանր համապատասխանում Լ Պրանղտ/ի ներկա յա ցմանր, որր գումա­
րային ձևով հաշվի Լ տոնում նյուտոն յան և մրրկային մածուցիկութ յունր։ Դի­
տարկված են անսահմանափակ հոււրով պատի շրջհոսման խնգիրներ։
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ՀԱՅԿԱԿԱՆ 111Ա ԴԻՏՈԻԹՅՈԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԴԻՐ ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР ՄսխաՏիկա ՜ ' ՜՜ ' ХИ, №2, 19&Տ МехавшГ
УДК 536 241НАГРЕВ СОСТАВНОГО СЛОЯ ДВИЖУЩИМИСЯ ИСТОЧНИКАМИ ТЕПЛА

САРГСЯН А. М.В работе определяется трехмерное ьвазистационарное температур­ное поле в составном слое, нагреваемом двумя точечными источниками тепла постоянной мощности, движущимися с постоянной скоростью параллельна поверхности раздела двух разнородных полубесконечных сред. Через поверхности составного слоя происходит теплообмен с внешней средой постоянной температуры по закону Ньютона. Тепло­вой контакт между слоями принимается неидсальнкм. На бесконечности разность температур слоя и среды, а также производные температур исчезают. Для однородного слоя решение этой задачи получено в ра­боте [ 1 ].В предположении постоянства теплофизических характеристик .материалов слоев и коэффициентов теплоотдачи с боковых поверхнос­тей температурное поле удовлетворяет уравнению [1]ДГ;+ — =- Цх- хДЗ (у-уД^г-Д/)
а/ ох I.) (1) |х|<оо, |г|<3, /=1, у>0; /=2, у<0.граничным условиям »-±» (2)и условиям на контактной поверхности у=0}.1^ = л։^»=3('Г։֊Т։) (3)

оу дуЗдесь 7/—приращение температуры по сравнению с равномерной на­чальной, й=дг1!дх" \ д2/ду- д2[дг2, т—скорость движения источников тепла, 7;—мощность источников тепла, /.у и Н]—коэффициенты тепло­проводности и температуропроводности материалов слоев, (х/։ у,-, г,)— координаты точек приложения источников тепла, Тг—коэффициенты теплоотдачи с боковых поверхностей г= уЗ, х—контактная прово­димость, 23—толщина слоев, 3(х)—функция Дирака.Если па поверхностях £=±6 заданы температура окружающей среды или условия тепловой изоляции, го эти граничные условия полу- 56



чаются из (2) путем предельного перехода «֊ — ос или а±—>0. Так как к.1 рзнпцах каждого слоя возможны девять различных комбина­ций таких условий, то для составного слоя их восемьдесят одно. Соот­ветствующие краевые задачи (из них только двадцать семь независи­мых) решаются единым методом интегральных преобразований Фурье и предельными переходами.Применение экспоненциального преобразования Фурье по х и ко­нечного преобразования по г [2] к уравнению (I) и условиям (2) приводи г к дифференциальному уравнению второго порядкаК 4т ֊֊֊5(у֊у/) (4)
dy1 2rj.j ехр(—icxj)решение которого имеет вид7/G,y,|;M)=C/m(S) exp[-|y|^m(?)| f- X4к>/X ехр|г;л-7-|у—yJAM(:)| (5)В (4) и (5) введены следующие обозначения:

Ъ(:,у. W 2)^. У. *)=֊ | T;(x,y,z)exp(iU)rfx
К

К й ,\ _ IftfmCOS 3/m(5—Z)-A/sln ^/,п(ч + т) ]/2
лтм. ֊)֊1А֊Ч.( //'Д^н-Л?;)-»)]՛/»ReA/m(։)>0. Pt-vfa.)3/m-положительные корни трансцендентного уравнения tg2?{J/(n=?/m(A; I- ) (6)Возвращаясь по формуле Т/?, у, з) —V 7'/;, у, ?/«)/</(?/», г) от т-1

Т^У,М к Т^,у,г) и удовлетворяя преобразованным контактным условиям, полученным из (3) после применения экспоненциального преобразования Фурье, для определения неизвестных коэффициентов С;т(;) получим сово.-.уппост:. бесконечных систем линейных алгебраи­ческих уравнений
с„(։>=2 ?«’«). c;,(։) = v <»(S)c;.(J)+t?(1)

m—1 С։л(։)-Си(5)Г ^Щ՜, С3Дё)=См(г)Ы։) (7)Учитывая асимптотическое решение трансцендентного уравнения (6)
=^/27.+(л;-гй;)м-о(а՜’) 57



при больших значениях к (3] и метод исследования бесконечных систем, приведенный, например, в работе |4], доказывается, что сум­ма 4 |л<Л| при больших значениях п стремится к нулю, как 0(1//д), т —1Следовательно, бесконечная система (7), свободные члены которой .также стремятся к нулю, квазивпОлне регулярна и е։ решение мож­но получить с любой необходимой точностью метолом последователь­ных приближений.В частном случае система (7) преобразуется в сис­тему линейных алгебраических уравнений, решая которую, находим (Л/ = я/Л/)(-■ (- 1)—/м^п.(;))|,4уя, (;):)~^1от(<)^»’т(:)-| к,Ь\«(?)| (8)^/т(0=—£/)ехр |Г;Х7-|у/^/Г1(«) | 
4-к,Определяя из (7) или (8) С/Д1(;) для температурного поля будем иметь ГДх, у, г)= V /<Д^т, г) | [ С/,.,(?)ехр|-|у|й/т(5)14-I•и еХр[ «х/-|у - у#/т(5)]| ехр(-йх)сй (9)4кА/4»/л(с) )Имея фундаментальное решение (9), можно получить температур­ное поле в составном слое, нагреваемом линейными, плоскими и объ­емными источниками тепла [о]. Например температурное поле в сос­тавном слое с теплоизолированными поверхностями, возникающее от линейных источников тепл.։ имеет видТ/(х, у) = У25 И С/0(;)ехр1-1у|М5)1 |-^±2^1 ХЛ I 4яа/Л/Я1(5)— всX ехр[—|у—Уу1Ы-)|[ ехр(—йх)<й

Полученное решение представляет собой температуру в составной бесконечной пластинке единичной толщины с теплоизолированными поверхностями, нагреваемой двумя линейными источниками тепла [6].Подставляя в (8) и (9) /а рл, к= 0. <72/А։=71.'А1, *г=х1’ 1У։1=У-. г2=г։> получим
7\(х, у. г) = 72(х, у, г) = V со$М?' -г)созЗЯ!(6~ л։) X 2՞'^֊! »л=1ехр1(х-х,)р1.2||К11(-и,г. )+Л'и(т„։г. )| где Ко(и)~функция Макдональда пулевого порядка, 58



>=(?£, ֊/>1/4)4 г± = | (*֊*,)’+ (у Ух)5]1'2. зт = ™/2;Температурное поле не зависит от условий на контактной поверх֊ Дост!| и симметрично относительно этой поверхности. Штрих у знака суммы означает, что слагаемое при т — 0 содержит множитель 0,5.

Численные расчеты проведены по формуле (10) после перехода к безразмерным величинам л-=/?,л'. у=р^у. г—/;։г, <5=/?,5, ^=4-1) 1Т1՝ц]г
-'рг Результаты расчетов при х։=р։Л'։=0; у։=р։у,=0,5; с1==р1г1=1 представлены на фиг. I сплошными линиями. Там же, для сравнения, пунктирными линиями приведены графики распределения температу­ры, симметричной относительно осп г.

COMPOSITE LAYER HEATING BY MOVING HEAT SOURCES
A. M. SAROSYAN

ՐԱ՚ԼԱԴՐՅԱԼ WSb ՏԱՔԱ8ՈԻՄՐ. ր,ԱՐ<!֊Վ|1՚Լ ՋԵՐՄԱՅԻՆ ԱՂՐ311ԻՐՆԵՐՈՎИ. Մ. ՍԱՐԴՍՅԱՆԱ մ փ ո ф и I մ
Որոշված Լ րաղաղր յա/ շերտի եոայավւ րվաղի ստա ցիոն ա ր ջերմ ային 

ղայսւր, որը տարացվում կ երկու ւոարւսսեո կիսւսանվերջ շերտերի ր ա։) ան­
ուսն մակերևույթին ղուղա Հեո շարժվող ջերմային ւայրյուրներով։ Ջերմային 
կոնտակար շերաերի միշև րնղունված / ո; իղեէԱրոկանւ

Շերտերի մակերևույթների միջոցով շրջապատի Հետ կատարվող ջեր 
ւ1ափոիւանակւսթյունր տեղի է, ունենում ջերմատվության տարրեր ղործակից- 
ներով' րոտ Նյուտոնի օրենրիւ 59



Խնղը/ւ լուծումը, որը ստարյված է Ֆուրիեի 1ւնտեւքըւս{ ձևափոխու}}ը։ւն- 
ների մեթոդով, րերված է անհայտ էքործակիցների նկաամամր րվար]ի[իէէ- 
։//(Ь ռե։յււ(ԱԱ։ր հանրահաշվական հավասարումների անվերջ ", ա։1 պկարդերիւ
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JUhUMtn, Illi.* <H'Snbl»֊iillbVbbPi՛ ишпып-азь SWilLW 
ВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯН СКОП С СР 

хи. » 2. 19S8 Механика

УДК 539.3.0)

ОЬ ЭФФЕКТЕ НЕМОНОТОННОГО ПОВЕДЕНИЯ ПОКАЗА ГЕ/П П 
СИНГУЛЯРНОСТИ В РЕШЕНИЯХ ПЛОСКОЙ ЗАДАЧИ ТЕОРИИ 
УПРУГОСТИ В ОКРЕСТНОСТИ УГЛОВОЙ ТОЧКИ ГРАНИЦЫ

БЕРКУН В. Б. ИОНОВ В. А

Рвссматрнвается решение двумерной задачи теории упругости в об­
ласти, представляющей собой бесконечный угол На одной стороне угла 
заданы условия в напряжениях, на другой—в перемещениях Асимпто­
тическое решение в окрестности вершины у« ла строится методом, изло­
женным в работах [I, 2]. Исследовано изменение показателей сингу­
лярности в решениях при различных растворах угла и коэффициентах 
Пуассона в случае плоской деформации.

Пусть обл aim«, занимаемая упругим однородным телом на плоскос­
ти (хр х,)^/?5, представляет собой бесконечный угол А'={(х,. ха): 
:0<r<-|-eo. 0<6<w} с вершиной в начале координат с границей 

6=0 и G=w. Здесь 9—полярный угол, 0<^>»<2г. а г=(х'{֊гХ-’)1/1. На 
одной стороне угла 0=0 заданы условия в напряжениях (•:«, а-в). а 
нп другой 0=ш—в перемещениях (аг. иь).

Равновесие области К описывается уравнениями Ляме

(*-H֊2i‘)grad div u—pro! rot «=.) (1)

где )i— коэффициенты Ляме, u=(u-, «,). с граничными условиями

н=0 при б=» (2)

си=рх(г) при 6=0

м=А(г)

Предполагается для простоты, что рДг)=0 (г=1, 2) в малой окрест­
ности вершины угла.

Исследуется обобщенное решение задачи (1)—(2) где
и^К)*—векторное пространство Соболева с нормой ||и * = (|«|ж -f•

г
+ V\duidxtfdK. Обобщенное решение задачи (!)-(2) в области с 

/- J
кусочно-гладкой границей существует и единственно |3].

Асимптотическое решение задачи з окрестности вершины О. сог­
ласно [I. 2], имеет вид

и = V r-‘rJ V Сау?>/(8)+»(Г, 0) (3)
7-1 »-1
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где показатели сингулярности корни трансцендентного уравнения I

Л'(р, Ш, ՛<) — sh®pm I------------------J-----------  $jn2<f>=0
3—4> 3—4*

попадающие н интервал 0 < fni р.<1, > коэффициент Пуассона, 
собственные функции задачи с параметром на дуге, получаемые яз 
задачи (1)—(2) после преобразования Медлина по г, сЬ1—коэффициен­
ты, зависящие от величины правой части, коэффициента Пуассона, 
раствора угла. В формуле (3) S=(.V(<, <՛»)], где [;V(>, w)|—целочис­
ленная функция, принимающая значения, рапные количеству корней 
трансцендентного уравнения (4) в полосе ]0, Z|. lV';.(/<)5, и имеет
первые производные (деформации и напряжения), стремящиеся к 
нулю при стремлении к нулю г. Следует отметить, что если корень 
Р;. кратный, то в (3) добавляется присоединенный вектор.

Исследование распределения корней уравнения (4) в интервале 
0<!т ру<1 проводилось аналитически и численно с использованием 
ЭВМ. Распределение корней в зависимости от ш и > представлено на 
фиг. 1. Кривые 1 соответствуют корням трансцендентного уравнения 
(4) при '=0,2, кривые 2 - при >=0,3269, кривые 3 — при >=0,4.

При >>0,3269 в области -<^«<^2z имеется зона, где минималь­
ные корни р։ я уравнения (4) чисто мнимые. При >=0,3269 эта зо­
на вырождается в точку <»=и>0, в которой существуют кратные кор- 
1111 (?։—&)■ Из теоремы о неявной функции следует, что в данной 
точке должны выполняться, кроме равенства (4), также равенства

dF > 20 , а л
— =2irtsnpwclr't» 4--------- - Slnatu=0

3—4>

dF 2р։
— =2pshp‘«ch;>«j —=—- sin <м cosw=0
</ш 3—-4>

Из этих двух равенств находим уравнение для определения величи­
ны ш0:

tgu>0=

При исследовании распределения корней обнаружен эффект нару­
шения монотонности по о։ для минимального корня уравнения (4). В 
решении (3) этому корню соответствует первый член в асимптотичес­
кой сумме. Таким образом, показатель сингулярности в главном члене 
разложения (3) в области л/2<ш<п для v = 0,2; 0,3269; 0.4 при воз­
растании раствора угла вначале убывает, затем достигает локального 
минимума и возрастает до кратного корня, а затем переходит из чисто 
мнимого в комплексный. Аналогичный эффект наблюдается при 
v> 0,3269 в зоне л<ю<2л.

При малых v<0.038 эффект немонотонности приводит к наруше­
нию сингулярности (фиг. 1, кривая 4). Как видно из поведения кривой 
4 (v = 0.()2). в интервале л/2<1и<л при возрастании ш главный член
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аспьи.готики вначале сингулярен, то есть его первые производные 
(деформации н напряжения) стремятся к бесконечности при прибли­
жении к вершине угла, а затем он становится регулярным («6 М^(Л')5).
р/ выходит из полосы 0<1тр/<1. После комплексного ветвления ми­
нимального корня о/։ быстрооспиллпруюшнй главный член асимптоти­
ки вновь становится сингулярным.

В заключение необходимо отметить, что на наличие подобного эф­
фекта не указано и известной литературе. посвященной исследованию 
решений в окрестности угловой точки границы [4. 5] Кроме того, ка­
чественная картина поведения решений в окрестности угловой точки 
дли плоского напряженного состояния, изученная и [6]. во многом 
отличается от случая плоской деформации.
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THE EFFECT OF THE NON-MONOTONOUS BEHAVIOUR ON 
SINGULAR INDEX IN THE SOLUTION OF TWO-DIMENSIONAL

PROBLEM OF ELASTICITY IN THE NEIGHBOURHOOD 
OF THE ANGLE

V. b. BERKOUN, V. A. POPOV

ԵԶՐԻ ԱՆԿՅՈՒՆԱՅԻՆ ԿԵՏԻ ՇՐՋԱԿԱՅՔՈՒՄ ԱՌԱՋԳԱԿԱՆ11ԻԹՅԱՆ 
ՏԵՍՈՒԹՅԱՆ ՀԱՐԹ ԽՆԴՐԻ ԼՈՒԾՈՒՄՆԵՐԻ ՍԻՆԳՈԻԼՅԱՐՈՒԹՅԱՆ 8ՈԻՑՒՋՆ1։ՐՒ 

ոշ ՄՈՆՈՏՈՆ ՎԱՐՔԻ ԷՖԵԿՏԻ ՄԱՍԻՆ ՚

>Լ. է՛. ՐԵՐՒՈԻՆ. Վ. Ա. Պ11Պ11Վ

Ա մ փ ո փ ո I մ

Դ1ւտարկված Լ սեպի համար ս՚ռաձւյ ականււլթ յսւն տեսության խաոր եղ֊ 
բային պայմաններով երկչավ։ իւն դ ի ր հարթ ւյեէիորմացիա յի ղեպյւումէ հե­
տազոտված Լ յւնոլթաւյրիչ հավասարման սիՆէւուլյայւ արմատների վարրր։ 
Հայտնաբերված կ սինզույյայւ արմ ատների' անկյան մեծությունից ոչ մո- 
նոաոն կա իւվածութ յան կֆեկտր։
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ПРОЕКТИРОВАНИЕ КРУГЛОЙ ПЛАСТИНКИ 113 
КОМПОЗИЦИОННОГО МАТЕРИАЛА, В 1AI1АЮДЕПСТВУЮЩЕП 

С АКУСТИЧЕСКОЙ волной давления

J
A3ATflH Л Д. АВЕТИСЯН Д. К

В настоящей работе рассматривается задача оптимального проси- 
тпропапни круглых пластин из композиционного материала, закреплен­
ных (I жесткой стенке, при взаимодействии с акустической волной даз- 
Кения.

Предполагается. что пластинка состоит из 2л слоев, поочередно 
армированных и радиальном и окружном направлениях. Элементар­
ные слон, армированные как в радиальном, так и в окружном направ­
лениях! имеют одинаковое содержание армирующего материала в еди­
нице объема, то есть упругие характеристики этих слоев и ортогональ­
ных направлениях одинаковы. Величина с-֊Л։/А։ определяет относи­
тельную толщину радиально армированных слоев пластинки в пакете.

Принимается, что в акустической среде в направлении оси г дви­
жется волна, которая в момсегт времени Т=0 достигает поверхности 
[пластинки.

Решается задача нахождения оптимальной пластинки заданного 
веса из условия

mln шах а(Г, г. ։), 0<։<1, т>0
В /гГ

Результаты расчетов показывают, что оптимальным выбором па­
раметра 1 можно существенно увеличить жесткость пластинки.

Полпын текст статьи депонирован в ВИНИТИ
за №5057—В 57 от 14 марта 1987 г.

Поступила в редакцию
6.П. 1987
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