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В работе, исходя из общих нелинейных уравнений возмущенного сос­
тояния, выведены линеаризованные уравнения устойчивости магнито- 
мягкой сферической оболочки в ՛.тонармом неоднородном магнитном 
поле. На основе лих уравнений исследуется поведение оболочки в на­
чальном однородном магнитном поле. У< такоплена возможность по­
при устойчивости возмущенного состояния. Получена формула для 
определения критического значения напряженности внешнего магнит­
ного поля.

/ Пусть изотропная замкнутая сферическая оболочка толщины 2Л 
и радиуса срединной поверхности А\ изготовленная из магннтомягко- 
го материала, находится в стационарном неоднородном магнитном по­

ле //о. Упругие свойства материала обол о чкн характеризуются модулем 
упругости Е, коэффициентом Пуассона v ։ плотностью р. Электромаг­
нитные свойства среды, окружающей оболочку, эквивалентны свойствам 
вакуума. Ортогональная система координат (а , а2, выбирается так, 
что срединная поверхность оболочки отнесена к сферическим коорди­
натам «i. «г (<։։—полярный угол, а-.—азимутальный). а <ъ направлена 
по нормали к срединной поверхности.

В отношении тонкой оболочки считается справедливым гипотеза 
недеформнруемых нормалей. Принимаем л. что силы, которыми маг­
нитное поле действует на токи проводимости, пренебрежимо малы по 
сравнению с силой, обусловленной намагниченностью материала обо­
лочки [1. 2].

Известно, что при помещении ферромагнитного тела в магнитное 
поле происходит намагничивание материала. приводящее к изменению 
напряженности магнитного поля во всем пространстве Эти изменение 

приводит к наложению на начальное поле //0 магнитного 

поля //°. создаваемою намагничиванием тела Поэтому невозмущенное 

магнитное поле /7=// -,4-//° должно удовлетворять следующим уравне­
ниям магнитостатики:

rottf—O. dlvZ?=O ПЛ)

где /7—вектор магнитной индукции. В вакууме векторы В и // свя-
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заны соотношением Ö=i՛ fl. а в магнитном материале- В = ц0(А/-*-Л!), 
где Л1—вектор намагниченности, р;—универсальная постоянная. Для 
магиито.мягких ферромагнитных материален с линейной характеристи­

кой [I. 2] Af = /// или ß=p,pr//, где /—магнитная восприимчивость, 
[•-, - / + 1—относительная магнитная проницаемость материала обо­
лочки. На основе зтой модели ферромагнетизма ненозмушениос маг­
нитное поле определяется из решения следующей задачи магнитоста­
тики:

ro1/7 = 0. div/?=0,
г—

(ДОО—ДОО] . л*е, 0. |/}<0 А/<*>|хло«О при r£S (1.2)

где п0- единичный вектор внешней нормали к нсдеформированноЙ по­

верхности 5 тела, г -радиус-вектор рассматриваемой точки, индекс 
«/> обозначает принадлежность к внутренней области (пространство, 
занимаемое оболочкой), а индекс «։■-՛֊-< внешней области (прооран- 
ство вне оболочки).

Вследствие того, что магнитна« проницаемость материала оболоч­
ки и,отлична от единицы на поверхности оболочки компоненты
тензора напряжений Максвелла претерпевают разрыв Этими разрыва­

ми обусловлено появление магнитного давления Ль определяемого фор­
мулой

РО==|7*'>-7М] л0 (1.3)

где Р—тензор напряжений Максвелла невозмушейного состоянии

в (1.4)

'чп — символ Кронекера.

Под действием нагружн Р- ь оболочке устанавливается начальное 
невозмушениое состояние, характеризующееся вектором перемещений 
«о и тензором упругих напряжений т°. Исходное состояние оболочки, 
как обычно, определяется из линейных уравнении теории упругости 
при поверхностных условиях, написанных бс - учета деформаций по­
верхностей. ограничивающих оболочку. Тогда характеристики новое* 
мушенного состояния будут определяться и . следующих уравнений 
равновесия и граничных условий на поверхности 5:

dIv?-0 (1.5)

з°«лв-Р0 при (1.6)

Характеристики возмущенного состояния (н0 и. Ро |

// |-Л) должны удовлетворять нелинейным уравнениям и граничным 
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условиям на деформированном поверхности оболочки Принимая воз­
мущения малыми, зтн уравнения и граничные условия, аналогично 
работам [3. 4]. линеаризуются. В результате получаются следующие 
линейные уравнения возмущенного состояния:

в области, занимаемой оболочкой

Шу |о|—р^֊ =0 (1.7)
01'

но псом пространстве

го1/;=0. 01ей=0 (1.8)

Решения уравнений (1.7) и (!.») свяаны следующими линеарню
Ванными условиями на поверхностях о; Л оболочки:

з|/Г (1.9)

] |р,//со-//*(Н|(Гм)- «'т|?//7<'»֊/М|} • О (1.10)

{Л<‘> А<е> . |//0‘-/7«»|(г«?.. »-//<"]) ло«0 (1.11)

Здесь
3=-֊֊• га-Н?а)*| (1.12)

• В (1.13)

где единичный тензор, у—набла-оператор Гэмильтона, (ум)*— 

транспонированный тензор уп, Т—тензор н/. пряжений Максвелла воз­
мущенного состояния.

2. Пусть для рассматриваемой оболочки справедливы гипотеза 
КцфХгофа-Лявя и допущение Кармана относительно углов поворота 
2«» = го(то есть принимается, что справедливы следующие прибли­
женные соотношения:

где՝ н(«|, а3,/), г»(аг э., /). а>( ?։, -искомы»? тангенциальные и нор­
мальные перемещения точек средний>й поверхности оболочки, п։.

п.։—перемещения произвольной точки оболочки. Л։—/?, .1: = /?з։пз։— 
коэффициенты первой квадратичной формы срединной поверхности 
оболочки.

В силу (2.1) условия (1.10), (1.11) принимают следующий вид 
на поверхностях Л
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Иг А. <?а.
•1/ — 1 1 д ч :-----------  — (//^.)

14 . ։։

/И'>„ I —1_
Иг ■ Рг АЛА։

Подставляя (1.12) и (2.1)

-(ДОА.®) г — (Н^А^п) 
(?а1 5 “

(2.2)

в (17) и передняя полученные при этом
уравнении по толщине оболочки, с учетом поверхностных условий (1.9) 
и (2.2) получим следующую систему дифференциал иных уравнений ус 
то й чи вое г ։ I обол очки:

1Г^_

а-л

— — (Д-2> 4 
3/?’

с(1-у2) д2и
Е дЕ
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Ь(1֊м (М,)+~ - 4— Ъ- (//‘5>4^)-
/Ц (К'.х 3
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2/:АРг 
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ДО- д
А
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^1^2

д!) Л’ /л ■ ох I д՛ 2)Ч ՛

. (1->=ы։-ил) /де д
: ------ {— (//з } ГДО)-

( д д
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д
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у __ 1 д^_ \ pH
R X е?7г ) ~

Н^- д

4

А։Л2
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Д։л2

Э I
4 (ДО =0

V «*2
(2 3)

*-д 
№

. I -■

Н-у
R

/г

з/г*
(△֊М -.)(Л | 2)а'-- р(1 —>’) д2ы

7? д'™ . г; / [ д2™
2£7/ [а; а»; г \--г

/ о" и?
\д-ххд}.г

1 <?А, б?»
А2 дУц 2£7/:ч

/ун-ди- ДО /^}

/7.ен (/
X (де-^)4 ֊֊֊ ^֊(/7и^)

Н\'У'

н^-

~аГ
д»> |

а, л
। д д|֊(//Г А,^)

()/2

д

Т ՛ •՛ "՛’ ■՝' ՝ 3
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-^7Х

!=о

д 
л։ д1х
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Здесь

0=ТТ'[г(Л’“)+Г(л*11’)1 + ТЛ։Д2 Ь<7Я1 0/2 ] /?

д  R- /Л, д \ (А՝
Д։Л։ ^?։ \Л։ <Ь։/ <Ь,\Л2 дл2/

'Ц, ту, $° —усилия, характеризующие начальное невозмущенное 
состояние оболочки, индексами «(•», «— > отмечены значения соот­
ветствующих величин на поверхностях оболочки.

Рассматривая систему уравнений (2.3), замечаем, что она нс зам­
кнута. В нее входят неизвестные «раничныс значения составляющих 
индуцированного магнитного поля и Л('}՜ на поверхностях обо­
лочки. Введением потенциальных функций Ф(/) и Ф(г> посредством

ЛО>=<ггас|ф(о, Л(*)=^га<1Ф1',) (2.4)

задачу определения возмущенного магнитного поля, согласно (1.8) и 
(2.2), приводим к решению уравнений

Д։фЮ=0, Д1Ф<*)=0

с условиями на поверхностях а3= к

р/ дг у.г дг

+ ֊ ֊г1;֊
иг Л։/12 <Ъ.։ дг2

(2.5)

(2.6)

где А|—трехмерный оператор Лапласа и сферической системе коорди­
нат.

Найдя решения уравнений (2.5), удовлетворяя граничным усло­
виям (2.6). а также условиям затухания возмущений на бесконечности 
и ограниченности их в области а3<—Л, определим потенциалы воз­
мущенного магнитного поля и Ф<г>

ф(0^< у ‘
-։<=-0| \R-hJ '\/?4֊«а/ Лг|(с.о$а,)со8т122

ф(‘‘)= У У
Е֊л т,-о

» Е
ф(О= у у

՛, -и

^.(СОЗа^СОЗг^

/■’л/СОЗа^СОЗт.Я;.
\R—к /

при

при «з< -Л (2.7)

Здесь Р;,(созз1) присоединенные функции Лежандра.
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/?+// jv iv If fv
i-Д*! 4._Ь_Ь_.
IV IV (/?• A)' ՜1’I

W _ <;-i 1)(|ч- 1 )>•*•” ; _ 1-iv 4.֊ 
|V Hr J I 1 |V (2.8)

Hr I IV A*

Pr,( cos-j )cos-/ia;</?.//aj

H<*> wPt,. (cosa։) cos /,՝։2si lift jd ft։i/«s

Г:,|2 = 2~g՛- ILL^IL « — I2 ,lP” 75=0
4 11 2c-H (5-Tj)f 1՛ 1 при q>0

Подставляя (2.4) в > иегему (2.3) с учетом (2.7) и (2.8). получим 
замкнутую двумерную систему разрешающих интегро-дифференциаль­
ных уравнений устойчивости относительно искомых функции и. v, w. 
Ее решен ня дол жны удовлетворять 
условиям непрерывности и одно­
значности на сфере.

3. На основе полученной сис­
темы рассмотрим задачу статичес­
кой устойчивости магнитомягкой 
сферической оболочки в однород­
ном магнитном поле с напряжен­

ностью /70 (фиг. I)

• е։—cos«։ • с3)

//0=const (3.1) *

где (?/—единичные векторы по на­
правлениям «<(/=!, 2, 3).

Невдзмутениое магнитное поле определяется из решения задачи 
(1.2). и имеет вид
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^1^(со§«х • е3—з1п71 • ех) при »><—Л
-Ч

/7-=_л/„ ( /^±у с0։։1. ;։ _ (32)
֊11 (Н2^-1)(1->’)/^у ։|п։1.--| прн аз>/,1 -Ч \К±*9/ I

где Д0=2(р, 1)5л3-(2|1г- |)(цг4-2).
Подставляя (3.2) в (1.3) и (1.4), находим следующие значения 

для поверхностных сил, действующих на оболочку в нсвозмущенном 
Состоянии:

I (|МЧС08*а։ }ф1п3ах)//а при «9=Л 
‘ О—-/о I —

I 9и.,(соб‘э1х 4-’АГ51։гах)//0 при аа=—Л
(3.3)

Здесь
1Ч=1-:֊2И,+*Л։-!>,). и,=1 -2։1г+,..1)/7՜ 

“ О

В исходную систему (2.3) входят неизвестные усилия 7?. Т\ и 5° 
нсво:;мущенного состояния. Их определяем. решая задачу (1.5) — (1.6), 
Принимая невоямущеннос состояние оболочки безмоментным и осрсд- 
няя уравнение (1.5) по толщине оболочки, с учетом (1.6) я (3.3) для 
опр деления указанных нон постных усилий получим следующие урав­
нения:

±(Д։7?) ^?7»4.Д,^=О
дх 1 <?7Х О’х.

— (.4,7?) - —(.4.5») , 5?=0
д'^2 ‘ 0-3 5

7?֊Т֊Г5 1 /гМ2\г л2
« -№ Л“\л77 +тл» 

где р=р,(р3-9), 7=(и-—9р,)/р.
Решение уравнении (3.4) имеет вид

(3.4)

Подстановкой (3.5). (3.2) п систему (2.3) с учетом (2.4), (2.7) и 
исключением неизвестных и и г՛ рассматриваемая задача устойчивос- 
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ти сводится к исследованию следующего интегро-дифференциального 
уравнения относительно нормального перемещения ад:

[««р-НГ-НЮ 
ЕН \3/?2 /М|\<?«։/

ЗЛг дА^дгг I 3 /дАЛг ’ ։ А| о֊ад 5.-% ОА* дю , 
Л; дл։ ' | л?\д’4 / ] ' ^а? д*։ (3,6)

' ! 1-Ьп, |л։ д*՝ А։ д7л

№ 
1֊^

14-±/^У ад!-^- 
и֊«1 / I 4/‘?Л (Д -I- 1 ֊4 Лад-{-

Аг, и-ю ЗА|
<Д2 ^Г“2А| = 0

где введены обозначения

/г= У V ЛгЛ>,(СО5Л։)СО$^8, '>2=---------------ЙгА. ՛ Л 1 Зе֊/-)«"
։>' Е -■

Ф=2^ У Ф^тРоХсаЗЯ^СОЗ^, 7։~!1ЛУ'1г—Р1!1а) 
Г-։ “о

Л, =1^(5 1)«։:- Зсрк4-•,'։]/£' (3:Лг?2՜:—Ио'Ч-)/^’

Ф; =| («4-1)(«ЗЕ + Н։^),с114-3:'։14:-^9рг]/.}-) 4-(и,1ц:-р։а..)/д> 
2г. г.

1 |՛ г д / АН \
^’,= РЧ։.' .1 <3-7)

6 о

I |- Г±^? 
и>гг.) а։ д..

о о 
адР; и (с о §Я1)со5 ’ па։ 1,1 ՝{։

-У. Решение уравнения (3.6) представим в виде разложения

СО8^а2, (Х-<л, /=2, 3, . . .) (4.1)
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где то“—неизвестные коэффициенты. /\*(х) —присоединенные функции 
Лежандра.

Подставляя (4.1) в уравнение (3.6) и используя обычный процесс 
ортогонализация, после некоторых преобразований приходим к следую­
щей бесконечной системе алгебраических уравнений относительно

- V (т=1, Н֊!, I2............!г^п) (4.2)

где

р/< 1։ч—1-Г'

*<?. ֊ '֊  ̂I . = I л»г„,.„+։ | (4.3)
р/?л кт— I г7

В (4.3) йт—частота собственных колебаний оболочки и вакууме 
при отсутствии магнитного поля, <՛,; символы Кронекера

8"’ 1
-Т)(2;.„-4=) - (6—()/..- 1,5/г--(■;-г5)|+ —1 (34;-2) +Й« 

и

■•՝«=֊ (Я%Х֊|)~1)!1 • °“-2л~2)( 1-т) +
_ 8(1 1 ,')("-2)1/г-|(”-Р | 8-;х | 

х«֊1 -> : н I йя

(«-.тк«-*г2)г ।. , 
8(2« • 1)(2«֊|֊3) Г’ 1,1

, 8(1 ^)(«+3)!Л-!֊■;(«+2)1 , 8п|_ рга
' , II 1 1 А-МЛя—1 -•* И I

1 . п'_ ьг

+ (''-*-'~1)(''-*+1) 1(д :.2)(,л + йл]1
2«4-3 I

В^={Г! 'г}(и !г ]}(пак-М> #];> = 1 У-г--- * 2)I(/?ф 1 )Ьп-(1п 1
кп 4/г-1 " 1)(2л 31

1 I. . , ... (п— 1)(рг— 1)/ 3)1Д«Л=— 1«Р։ |-(Л- 1)!1з1 ---------- ;------- (։х«+з~)—
I рДя \ АЛ /

\ /\ /•"' 71 Нг
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_Л+1+«±2.уИ։+з^\ н Щ-М
\ У-г /\ 'l.n+2J ) ц.

!(«֊։)(!‘,-3) I(п -1 - ֊VЛИ1 _
±2п ( J \ Уг '\ !-п ./

■ '■^гг(3"-3 ֊Th)]-!(«-։b + «!‘,l|6>-—Узв-з-^4. \ A« 7J |\ JV /\ к*-՝)

Hr

</„=—.1(«+2)(|։,-Рг) /л-х2-^±-1|/з„ 3+!5£L2M +
Al/» I \ Rr / \ t.n 1 /

4-1)(и,-| )"՛"■/, .3^3\1+|(д+2)^+3(я I/ ։
Hr \ л / I \

+^)(„t2,,_»S)+<±»F0(։.+s.
+ (1-М1(л+2)нН9|

= ֊֊-------(n-\- -* W-g-LU
(i—М'-я~։ \ Hr A Hr / Hr

для=------ -------- Л/ 1 4 - 2 .
(I W"’*\ Hr A Hr /

Условием существования нетривиального решения системы (4.2) 
является равен., iво н\.тю следующего бесконечного определителя:

|°гля ֊ £/ил|—0 (-4.5)
где c,nn—-b^\i^IK^n.

В силу (4.3) и (4.4) легко заметить, что бесконечный определи­
тель, входящий в уравнение (4.5), относится к классу сходящихся 
(нормальных) определи тел с й.

Из уравнения (4.5) в первом приближении (//=.'«=/) для крити­
ческого значения внешнего магнитного поля, при котором оболочка 
теряет статическую устойчивость, получим следующую формулу:

ношениях Л//<.

'1абЛ1щ< /7 ՝ | / 2£Л(/«-2) 1 . г;=(/.я -1 )2

2k, R k п пИпА/оДЮ’кА у. 
(fc./։)

3 1
(llr— 1 ) - 1А г, •՛ ,ч— 1 -֊ >

В таблице для оболочки, изготов- 
ленной из железонпкелевого сплава 
(пермаллой 68: никеля 68 %, железа 
32 %), 1ля которого а =2,5 • 104. при­
ведены. минимальные значения //04; по 
числам волн п и /г при различных от-

1 50
1 loo
1 250
1 50՛)
1 1000

13
18
29
41
58

13 
18
29
41
58

3>2417 
Ы553 
0-2959 
0.1053 
0.0387

12



STABILITY OF WEAK-FERROMAGNETIC SPHERICAL SHELL IN 
THE UNIFORM MAGNETIC FIELD

P. A. AfKRTCHl AN

ՀԱՄԱՍԵՌ ՄԱԳՆԻՍԱԿԱՆ ԴԱՇՏՈՒՄ ՄԱԳՆԻՍ ԱՊ ԵՍ ՓԱՓՈՒԿ 
ԳՆԴԱՅԻՆ ԹԱՂԱՆԹԻ ԿԱՑՈԻՆՈԻԹՅՈԻՆՍ

Պ. >. ւրհՐՏՋՅԱՆ

Ա մ փ ո փ ո ւ մ

Ելնելով դրղովար) վիճակի ընդհանուր ոչ գծային Հ ավաււարումն ևրի ց, 
ստացված են մսէդնիսասլև» փափուկ գնդային թաղանթի դծայնայյվ ած կա­
յունության Հավասարումները ստացիոնար անհամ ասևէէ մագնիսական' դաչ՝ 
ւոում: Դրանց Հիման վրա ՚ ե ա ա րլոտված I, թաղանթի վարրը ս կղրնական 

■ ամ աոեո մագնիսական դաշտում հ փաստված կ կայունությունը կորցնելու 
Հնարավորու թ յունր:

Ստացված ք; բանաձև' արտաբին մագնիսական դաշտի լա րվածոէթյան 
կրիտիկական արմերի որոշմ ան Համար:
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ՀԱՅԿԱԿԱՆ 111Ա ԴհՏ(1Խ1>Ո!1 ԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԴԻՐ 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР

——~ -,~Л- - —- ■ ■ ■? — -  И Г 1 ■ ~ >J«ՏՏՏ=8- - _ — — ■ ———т=1
ւրլխարփկա XL. № б, 1987 Механика

УДК 539 3:532 59

О НЕЛИНЕЙНЫХ ВОЛНАХ в цилиндрической оболочке, 
содержащей жидкость с примесями

БАГДОЕВ л. Г., МОВСИСЯН Л. А.

Нелинейные волны в диспергирующих средах являются сложным 
iipouc.cOM и даже и случае малых во мушеннй возможны качествен« 
но различные картины иолиовоп» движечип, возникшего из начально­
го монохроматического профиля:

а) и случае значительной дчснергли ::олнч меняется медленно и 
амплитуды огибающих пакетов удовлетворяют уравнениям модуляций;

б) в случае большою шачсния параметра нелинейности синусо­
идальный профиль превращается в солитоны, которые описываю и я 
уравнением совершенно иного вида—Кд# [1 3].

Для пластин и оболочек различные аспекты первого типа задач 
исследованы в [4—6] и др. В частности, показано, что как правило, 
для металлических пластин и оболочек волны модуляции неустойчивы, 
в то время как тля биологических сред устойчивы.

В настоящей работе для штлнн трнческой оболочки, содержащей 
жидкость с примесью, изучаются задачи развития возмещений с силь­
ной и слабой нелинейностями. Получен։՛ у равнения КдЯ и модуляции 
и обсуждены возможности применсг..ч:; ;. i сини к ра .«личным задачам, 
в частности, к гемодинамическим.

!. Основные уравнения

Рассмотрим движение смеси несжимаемой жидкости с деформи­
руемыми (жидкость или газ) частицами в нелинейно-упругой цилин­
дрической оболочке в предположении равенства скоростей компонент 
смеси. Как известно, плотность смеси определяется формулой [7, 8]

Р=р/1-'О—?,?, р, const (1.1)

где р,» плотности несущей жидкости и примеси, а 3- концентра­
ция примеси.

Определяющие соотношения для ՛ мссп в предположении политроп- 
пости колебания частиц включений можно брать н виде [7, 8]

P.—pjeonst, fV= —, const (1.2)

Здесь г—радиус частиц, л-показатель политропы.
Вообще говоря, для головых пузырьков в жидкости [7.8] дав­

ление в пузырьках /< связано с давлением меси Р уравнением Ре- 
14



лея, которое после отбрасывания нелинейных и вязких членов имеет 
вид

о~г
РБ = Р^Г — е и՝

Одномерные уравнения движения оболочки и жидкости берем в 
виде

Оъ дг՝ да I ОР ---- 1_г<---- {-т> — - --------------  
01. Ох ох ра - р ох

2(я>+р)^ : («»+»)(/? ») ֊• +
<п <?/ дх

(1.3)

•• (?г֊р)(/? ™)֊-I-2(?о-’-Г'Ж ։ т.’) —--0

֊ ЕЬ .
I)------ -%у-֊ч —дх' ։ /?։

д2ЬУ п ։ “/ Л ----- р.\ ------ — о
Ас’ д։-

где р0, г’о, Рп- начальная плотность, скорость и давление смеси, /?—
начальный радиус оболочки

£1 V +|2Д2(1—3>2)-֊5:- 6>.4В|
М(1--.’) дх' 110 \дхЧ 1 1

\3№> | 
1<) Ох

Система (1.3) отличается от известных уравнений движения обо­
лочки с жидкостью тем. что для включений давление связано с плот 
ноетью уравнениями (1.2). Как будет показано ниже, для металличес­
ких оболочек в вопросах нелинейности и дисперсии это является оп­
редели юшим.

На основании (1.2) и (1.3) получим

п °9и 1 ОР г. 2^ — (3 — 1)
Рх 01 Р* 01 ' 01 пР^ д!

др _ 1 ОРц .։_ пРк Ог_ _ _г_ дР*
д! с2 д! ' ‘Р/)| ' 01 'ЛпРе 01՛

и такие же соотношения для производных по .г.

2. Уравнение коротких волн

Для изучения решения (1.3) при наличии (1.4) вблизи фронта 
волн следует ввести новую переменную

15



(2.1)

где а епозмуир'иная скорость волны, и рстяпнть в уравнениях 
главные по порядку величины (Рс:Р ). Тогда получаются соотноше­
ния

и ' о՜ -- 1 о 1------Ро</ Ро« Р- а
р
‘о

с2 = со
пРл

/о 1р/+/о(р<՛ (2.2)
ъ

Ро Зро
где ?=3Г ֊ ;•!. Г=Г1У-|-г, :։ формула для скорости полны

В уравнениях (1.3), записанных .՛ переменных (х. -), подставляя 
в нелняснш е и дисперсионные слагае -ыс (1.5). оставляя в ни՝: лишь 
производные по - и исключая д&д‘. и д:х,д-.. получим

ду , ди . д1-и . д3а , у» - Л 
т-Т^т֊֊! .— ֊, г< ֊ + ֊^'/--0 ах д- а-л д? р0«

где введены обозначения

(2.4)

' Л՜ < л; -7Г'’’И“7,

п — !/ /Зг?> 1/2 2 5/?Ро 1у \//։-1 и■ ~ег՜ —)

•/. есть значение дл 
д-.'

в котором ;с> заменено на V по (2.2) и при-

д нято — 
дх

1 а 
а д'

Уравнснис (2.4) описывает длинноволновые возмущения и при ко­
синусоидальных волнах последний член можно отбросит։» (задача вто­
рого типа). В частном случае, когда жесткость оболочки .мала, из 
(2.4) получаем уравнение КаР |1]

ди 
дх д'. ' д-^

(2.6): ГУ

а ՛ 1 дъкоторое с использованием соотношения ֊- - --------и заменой пере­
ел՜ а а՜

менны.х
16



а2 у и=------ '-'и
V' (2-7)

приводится к виду
да , да 1 д3и — + и---- ;---------- -
дг дг £ д? (2.8)

где =2=— ' , /, г՝' гостия иные, характеризующие длину и амн- 

литуду начального импульса.
Задавая начальные данные в виде [1]

«(=*0)(2.9)
можно получить для больших а набор солитонов, число которых оп­
ределяется формулой

А-=^ (V?* (210)

о>0
Как известно, уравнение /<дА’ допускам рассмотрение задач с на­

чальным или граничным условиями. В частности, в (2.9). характери­
зующем возмущение, локализованное в интервале / можно поменять 
/=0 на х = 0.

Представляет интерес йдача о первоначально синусоидальном воз­
мущении большой амплитуды

Т1— 1'081п ; (2.И)

Численный расчет уравнения КлВ показывает [9] распад синусо­
идального возмущения на солитоны.

Для примера рассмотрим стальную трубу, внутри которой движет­
ся жидкость с пузырьками, с небольшой скоростью 1^1. Принимая 
$,=0.1, р0/? = рА, будем иметь г0-50 м • сек“’, а^сп. При этом па­
раметр дисперсии \ = а%2(где Г/=1 /:'/Р =5 • Ю’м-сек՜1.

\с2 о/х'Гр )
Отсюда видно, что при г0//?^>10 1 пузырьковая дисперсия преобла­
дает по сравнению с оболочечной; параметр = может быть сделан 
достаточно малым, и при этом применима теория модуляций [4—6[. 
С другой стороны, для кровеносных сосудов, в которых с некоторой 
точностью эритроциты можно описывать моделью (1.2) (с приведен­
ными значениями радиуса сфер), где жидкие [15] примеси—эритро­
циты. имеют показатель политропы /глгб и скорость звука в трубке 
г/==10 м - сек՜1, оболочечная дисперсия является определяющей. Для 
нестационарных процессов длительностью <=-2 • 10 -сек. принимая 
///? = 20. да? =10. получим = — 28, то есть нелинейность велика.

Следует отметить, что для длительных процессов (порядка десят­
ков секунд) величина о очень большая, что приводит к большим АС

2 Известия АН Армянской ССР. Механика. .V» 6 
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При этом солитоны сливаются и получается ударная волна, имеющая 
осциллирующую структуру, чем объясняются звуки Короткова [9].

3. Исследование волн модуляции

В случае монохроматических ноли решение (2.4) можно брать 
виде волновых пакетов с учетом (2.2)

тц,- и?1£/94֊и։1г -'г՛ - --д-ге՜ (3.1
Подставляя (3.1) в (2.4) и приравнивал слагаемые при одинаковых 
гармониках, можно получить полни՛, иное уравнение дисперсии длг 
длинных волн (&/?<£!)

'«’Г о
(3.

где линейная частота и
«>0=

Следует отметить, что при получении как ю0. так 
учтено, что /г/?« 1.

(З.с 
и

В выражении слагаемое, соответствующее упругой
։ /о

линейности, не связано с нелинейностью жидкости и поэтому его
можно получить, как в [4— 6|. Тогда выражение (^'>/с?ад(){1 имеет вил

1 (/Г,)2
2‘”о (3.4)

ЕН

1^-4-1(14
I 20 А4

(1^)41 &
1-2,.р44-ЗЛ֊2?-г2Л

о 6

9

В силу предположения /?/?< ! слагаемое от 5 в (3.4) отброшено
В [6. II] приведено неточное значение с. Для несжимаемого ма 

тсриала (у« 0,5) формулы (3.4) и работ [6, 11] совпадают и дают

4 А’
МЧУ _1_

30 ՛ 3
(3.5Л2 Л’ /?-'

что получено в [5].
В случае металлических труб а^сйУ 

•/=0.5)
А^о £

3
с' 

о 2^
рА(А/?)2

и получится (пр։

(3.<

л։ =
о ' / Х'о
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Хотя ;2<0, первое слагаемое в (3.6) (связанное с жидкостью)

намного больше второго и Согласно (33) и
с!/г2

при отсутствии натяжения (То-О) —֊ <0. что следует из (2.5).

Таким образом, благодаря изменению знаков обоих множителей 
(но сравнению с оболочкой без жидкости) вновь имеет место соотно­
шение

</*= \<МЛ<0 (3.7)

что приводит к неустойчивости волн модуляции.
Рассмотрим случай биологических сосудов. В этим случае [12] 

5о«О,5 и с0=Н м • сек а~1 м • сек Как известно [12], при

Го>О.18±Л. :>о, „ д<>1 X ։•— °>0 и знак -ч—г, определяет устойчивость. Как

известно [12], кровеносные сосуды, в основном, состоят из эластика и 
коллагена, причем нелинейные характеристики их различные (для 
эластика -;2>0, а для коллагена 7г<0). В нормальных условиях влия­
ние эластина преобладает и для всего сосуда 72>0. Тогда
и имеет место устойчивость воли модуляций. Для малых То и (или) 
для старых сосудов (преобладание коллагена) имеет место неустой­
чивость волн. В последнем случае возмущение распадается на соли­
тоны [1. 13]. Для вычисления амплитуды и количества солитонов 
следует решить уравнение типа Шредингера |1|:

(3.8)

где б = ^ге!':, я Ф—добавочная фаза ;а счет нелинейности,
I /б/и>р \ “3 / ^и)\ \ 1

~2 \(//г ) ՝

Следует [11], возьмем простейший случай прямоугольного импуль­
са

,(/,()) = .[>■ *ля 1'1<^2
10 для |/|>/7/2

где Л время действия граничного импульса амплитуды Ч*։. 
Тогда решение (3.8) можно записать в виде

б - - х ехр 0֊ ясИ | £. 5

где г1П— корни уравнения
19



При этом число солитонов меньше или равно целой части
В случае стальной трубы со/с/ = 1О՜2 имеем

2sB==.5 . 1Q-՞ 
ft ' Citt

откуда видно, что даже для очень малых возмущения получатся со­
литоны.

Для вышеприведенного биологического материала при малых
То. 78*10*. у» 0.5. kR ֊1 пороговое значение амплитуды равно

.. _ ' h‘
?ПР՜ 8 cxlt

то есть здесь пороговое значение амплитуд на несколько порядков 
больше, чем для металлов.

ON THE NON-LINEAR W WES IN CYLINDRICAL SHELLS 
CONTAINING FLUID WITH INCLUSIONS

A. G. BAODOEV, L. A. MOVSIS1AN

ԽԱՌՆՈԻՐԴՈՎ >է)ՂՈ1՝»ւ ՊԱՐՈՒՆԱԿՈՂ Դ1.ԱՆԱՅՒՆ ԹԱՂԱՆ₽*ՈՒՄ 
02 ԳԾԱՅՒՆ ԱԼԻՔՆեՐԻ ՄԱՍԻՆ

Ա. Դ. ՐԱԳԴՈնՎ, I.. Ա. ՄՈՎՍ1-Ս5ԱՆ

Ա մ փ ո փ ո ւ մ

'1՝լանային թաղանթի համար, որր էղարւււնակում Լ իւաոնուրղով հեղուկ, 
ղիտարկվում հն թույլ և ուՅեղ ոչ ղծայնությւււննհրով ղրղոսւմնհրի զարդար֊ 
ման խնղիրներր։ Ստացված են ԿԴՎ և մոդսւլյարիաների հավասարո էմնԼր 
և րննարկված հն (Ուծումնհրի օղտադործման հնարավււրւոթ յուններր տար֊ 
րեր, մասնավորապհս հեմ ոդինամ թկաւի իւն զիրնհրու մ։
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ЛиЗ’|Ц.’|Ц.Ъ ш ЧФЗПЬтМЛЫЧ» и.(|1МЬЪ1Г1>а31> ЗЬЧЬШЧФР 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК. АРМЯНСКОЙ ССР 

1Г՛։՛^՜ ՛■■ .՛՛ -■ Механика

УДК 539.319

ДВИЖЕНИЕ ТРЕЩИНЫ В АНИЗОТРОПНОЙ СРЕДЕ
МАРТИРОСЯН А. Н.

В настоящей статье для общего случая упругой анизотропной сре­
дь: дается решение плоской задачи о распространяющейся полубеско- 
нечной трещины, на границах которого заданы нормальные импульсы. 
Соответствующая задача для изотропно։։ среды рассматривается ?։ 
[I] методом факторизации и сверток. В данной работе путем исполь­
зования факторизации основной функции, сделанной в [2. 3. 7]. полу­
чено в замкнутом виде решение на оси, направленной вдоль трещины; 
определены коэффициенты иитенснзвосги напряжений. Показано сов­
падение полученных формул с частным решением [3] для стоящей 
трещины. Получено также решение для заданного на трещине каса­
тельного импульса.

§1. Определение решения на продолжении трещины для приложен­
ного нормального импульса

Уравнения твиженпя для анизотропной упругой с ре ни в плоской 
задаче имеют вил [3]

д*и 
а----  ։дх‘

, д։и.
д\г дхду

о-'и
иГ- ’

/С С \(а = -Е։, /> = ֊^֊г) 
\ р р /

(1.1)
<Г֊и с------

дхду
, д֊у , . о2 V с/----- --------
дх9 ду՝

^У
~д/2 '

Здесь Сц— упру? не постоянные, ь—плотность среды.
При /=0 имеем нулевые начальные условия и=0, т»=0. На гра­

нице трещины имеет место (у=0)
Ъ=’֊('. х), -оо<^</(0 (1.2)

(/, х)=0, Х>/(Г); 3, =0. —CJ0<JC<<X5 
где /(/)—закон движения края трещины.

Согласно |1| вводятся трансформанты Лапласа по / и Фурье по 
координат-? х от компонент смешения по осям х и у

п/.. ^1— | и. -и ехр 
о
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սլ^՚=Հ I Հ/Հ, ^>.\բ|–47–Ն–+է5՚^(<7)|ք/<7 
ո=1 յ

(1.3)

Ոօյ€7ՋՈ^1«հ (1.3) ո (1.1).

յ.,=/
Ո ՇհՀո Ո ՚

էՎց)=\(1) յ–^)տ»–(–ճ7»1>–. Խ/,ժ2Հբ;

<72–(–1)ո/ձ(7) 1/2 
2ծՏ

(1.4)

Հ>Հ Հ^>Ժ>0, ճ=սծփմ2–ժ
ձԼ=/;( (1–(1) - ճ2>0, /< յ =ռձ– (Շ - Ժ )2>0

143 (1.2) Ո0/17։1«րՕ1 (|)7ք1է<11ԱՕ«8.1հՈՕ6 7ԲՈԾ»6««€

^չ/՜՚(տ, <7)=5//՚(տ, 7)յ4Ղ5» 7)

$ձ,՚(5» 7)=–^օ1^շ/7(^ <7)1
1/2

/<ր՚ (1.5)

/•■(տ,<7)=Շ0^.<7)1։ւ–։լշ^+^)՝՜1՛ ^տ.0 -1. 7֊՝օ° 
ւ/օ՜ . օժՀ«/<։ ,ո .Ք(5. 7)=–(ծտԴ/<մ/։)14 V 7՜ ՜ՌՏ 1և– 4(«֊Ժ)Տ=Հ^(Չ1

- + |ւ1յւ։)+/1<7։։1ւ11։+(ւ1շ~<7։։՜)(^։՜1՜112^

Ք.= – (Հոծ-ծ). 
/<:

Չ^^=ր+֊\^–^^ + ^–եՀ0\Ե–Յմ)\
V Ո-Ե (է։1Հ,

էՀՇ Բ(տ, քյ-ՓրՕւքԱէքՈ 93.10(1. Լհ1Չ40 11 110>10>«6ա16 1-0161Հ թՅՅ8678.16X11« 
Փյյա<աւՈ % ոց «օ.\ւո.ւ6ւ<շա>ւ.Հ ո40Ը«օօրո.\ 8 յյ8«ը»«օըո| օր շօօուօատ– 
Աոքր 7ոբ>րր«.\։ ոօշրօհաւաճ ււ37։16«օ ո |9ի

Ո0Շ.16 8Խ160թՅ 3618611 |Ն1, ^6ՈՀՕ 1104^։1«1՝հ (3)

տպտ,9)=5^,<7)տչփ.<7) (1.6)

5« (Տ, <7)=

ր. (Կ\ ք 1 ։(՚7 ^)+&(*) ՃԼ-1
/պ–)–6*Բ – յ ա Յշ($)+թ։(Ո ,.յճ1՛ 

1Հ7 ձ՜
$/«(<), /9(;) յւՅւօրշո Ս-4)» (1-3). ^6 $6061X8 տ– 1, 7–^–

Փ^»1<ԱՈՈ Տ^՛՝ 11 5^։–հ»3.1ՈՈ146Ը1<»6 Փ^^Ա™ €001X61X78611110 8 

^60X11611 11 1111>^(1611 80^1^ II ՕԸ 1< 06X11 Ո71ՕԸ1ՀՕ6Ո1 7* 1 106/1.6X31314 Փ)րՈ«Ա,1111 
օձր ղյւր 8 օսՀէօ |1|
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а^=^. а1_\ г,/.Г—7/Л-=0 (1։7)

где Vй и ^7 неизвестны. При этом г?(/, х) = ч> (/. х)/7|х—1(1) | : 
֊•и_(/. х)А/[/(/)֊х]. з(/, х) = 31(/,х)/7| х-/(/)| Ч-=֊(Л х)/7[/(Г)֊х|, 
//(х, единичная функция. Нетрудно заметить, что функция та­
кова, что указанная выше факторизация приводит к функциям 

1/5^, оригиналы которых удовлетворяют условиям

Р (I, х)=5' ((, X) =0 При Х<^С;Л
(1-8) 

Р_(/, х)=5_(/, х)=0 при х> — с#1
Подставляя (1.7) в (1.5) и учитывая (1.8). можно, как и в |1|, 

получить решение поставленной задачи в форме сверток по х, / 
т՛. )Н(1 -хфО), ■-.= ■■ Р **(5+»«_)77(х- /֊}0) (1.9)
Так как О±(1д'^) являются аналитическими функциями на всей плос­
кости /<?'$ за исключением точек, принадлежащих разрезам | . 1//д, 
-1/^|, с помощью интеграла Коши для неограниченной области 
имеем

1 1//л

Р\1 и )—;(/х)ех р(х( и)), /^(11)=—-'(ц )с х р( —•/.( н)) (1.10)

, . _ Зо(//)У/га—я 1 -4֊(^֊ К,//*)/#/?՜1/г/՜1—«* 3|(/х)
-{|(лДк՜«“)'1*՜’^ +а’(«։Дг Т(М) '1'1(ЛУ |}1;;

/(«)=—' 'Лп Ж № Ш

2тЛ „[ /?(■) ₽,(;)+М1) ;֊«
1 }га

?!՛(«)=—/՝3։(<7, $), 7 = 6==/; 8’(;/.) = —/^(<7, х), д=^!՝и, 5=1 

§2. Решение на оси для нормального импульса на границе трещины

Вычисление оригиналов 5, х), Рх(/, х) проводится так же,
как и в [ 11 и имеет вид

1 / <7
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Р (/. -V)

1 {в

й=։ +I ^и>Д-
1 \ГИ.

//(^2 
х/гХ

1 / л
՝ ± /(^-й)^(и) \ ди ь / £ [ \ ।

.' (1и \ | и—],У7 /Кк—//х I ՝ х }га)\ 
1/Л ’ 1

=—(֊ - 
V г. \ Ся д!

17 <*
+ 1՜ А՝з(Л)Ч/֊Лх)</Л 

} а /
1¥ а

4£Ц (2.2) 
у х I

л=
1./г/

1 4֊ | /•:(«) 

I /а

(/и 
н-1ЦГа՛ аи\1/ к-Ц^а/и-Н 

Л

Для граничных значении на трещине в виде сосредоточенного 
импульса э. (/, л՜. ;)=-??(.¥-«)//(/-■:). можно получить нормаль­
ные напряжения вне трещины в виде (1.9). После вычисления ин­
тегралов |1) имеем

дг(/-/։֊(л--х։)а֊|/2)+

4֊ ( Г։(Л)’(/֊Ь-Л(а: 

ь/л՜

(2.3)

1 \'<1

и
^֊1(1^

I/(/,)<:« ֊1]֊'с\т
I V 4

г С/> 1

1֊ (Я։(«)/«-<г ■«) 
Г

(/и ' /7(Х,—/(/։))
Уп-Т . (х։֊5Р‘2

\Лхх(И

г=(/։-х)(.г,֊г) >

Полученные формулы по форме совпадают с [1| или со случаем изо­
тропной среды, только функции Г) даются (1.6). Вычисление интег­
ралов по х։, Г, даст

ДМ /, т, Л*. г
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1֊^'/ Л^(£о- I//а)
1-4/ / (л-/)(/-։,) л—;

(2-4)

л?=Ф(Л.. сА.’)֊а|/ н(сй՝ ֊ /.„) 
' <-.? — 'о3 Л'—;

>Д ■/.„>

.V» = Л'3ч г.р1( т) (4֊

т=—.’ 1=11‘с)’ 1-‘,=Цх-1<М)X ■ ► _с

Полученная формула несколько отличается от [I] последним слагае­
мым Л™ не влияющим на концентрацию напряжений.

Учитывая, что при х—/(/), /0—/ и —————1-А/(/)» можно из

(2.4) получить коэффициент интенсивности напряжений

У7 2 1— ^’ЛО— ,-А— ) г- ֊;
ДА'?

а֊^

Иш I /’ДЛ) 
л—КО « 0 •’ 

ц 1/*
1֊֊4/(/0)

VI-'
(2.5)

г(0=1֊4
’ ь0

1/4

- —1---- I/ ------ 7 .'^• — «1 и—£0

На.-а֊^)

1//4

/=«0./ \—и1 1—\

§3. Сравнение с решением, полученным методом Винсра-Хопфа

В случае /(/)=0, рассмотренном в 12, 3], также найдено значе 
пне Зу в виде
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или

р
2?

с„1—1д!5
1/2___ 1±
У Уа $

1 /7? \ Г Р-(,)Л~1.уя
ЬЛ1 (^։֊^)(-֊^/5)

1 /а

е**а-

. ,;!/>Ф)Р;'(г.)Л-1Уа(с;/-7;)
(^'-=)(:֊>!>Л-1/^

1 /и

(1֊

Р
’у=~֊т: 1//

д1
1՛ Д-ь(-/х-Ь/0(^1

)(՜—.

1/^
| ^:><У1/а) а: а- / 

Т.= —

Р
=>՛ = -^7

д
д։ ’

х

где Г>+> В-\ Л։, Л даются формулами (1.10), (2.2) и верхний предел 

по ■։ выбран т<1 = -—^/—-7=1. поскольку вне пего интеграл равен 

нулю.
Подставляя значение 1)+ из (1.10) и вычисляя двухкратные ин­

тегралы, получим
Р О I, 0, А՞, ;» -?= 

/а
где >н=До, /(/о)=О, Л'(/, 0, а, 1//д) даются формулой (2.4). Второй 
интеграл дает

г. д! к /֊;л- Г

_________ 1/« _
а>'л I/ ъ'-а-1'' Г г1 \ /-֊//(1^-,,)
» ։ ' с5'-’11 •' ''') (х—^Ух

1/а
1У ? 1/7 _____________

х 1՜ А։(^)<Л 1՛ Л։(«)/(н-1 ’УаКч-^ч : «-։-х(и#)’-։1 а | -------|---------------------------------------------------- -------
1 /7 *՜1 ’ а (с^1—м)(7’—и) и4--֊-(/-7А՞) |

_ ։ у<г _____ ______ I \г <( ,_ 
Е/-С • /-У-)) •-•<.(^֊^1)^ , Л(Ц)^А/(!У^-т„) .

Гх/х(х-5).’ >Л'1-։ ,/7(^А !-)(Г—•) _ Их-г-^и'/х
з» 1 у а
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/ I \ . Е
Ь/аМ.-Т) V'

1.’/^
•!-—.(7’֊а֊»/2)Л(Т)| — 

х-с (•-
1//л

что совпадает с значением оу на ох, определяемой формулой (2.4)
после упрощений. Окончательно из (3.2) получите значение вбли­
зи вершины трещины х = 0

где в скобках второй и третий члены равны нулю при прохождении 
через вершину трещины волны х=сА4 и продольной волны х=/а /, 
что совпадает с (2.5) при /(/)*=0, ’=0. Таким образом показано, что 
формула для коэффициента интенсивности напряжений [2,3] может 
быть приведена к более удобной записи, полученной в |1| для изо­
тропной упругой среды.

,$* 4. Случай касательного импульса

Граничные данные при у=0 имеют вид
о.„=;° (/, т, д', ()=-(МлЧ)/У(/-:), Х</(/)

и —0, д->/(/); Зу=0, —ос<^л<^оо (4.1)
Решение уравнений (1.1) пишется в виде (1.3) и для

11^=11^-] ц^, «^=-^’4--£/, —֊ 0

получится уравнение
</)=$'-'($. ц) 3^(5, д)

С г~д)=- I аЬ — £)+ • • 8^ м 2)О •Ь՝' г \ /

■5А'(з. ----- —0.^15).
Л 5 I \5/

Вводя аналогично § 1 преобразованные значения и^’д/з), можно 
найти
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Чх
1 н(к - 1 \ С — Ли, ///_1___ _/_\1 I
2 \х /7/ .1 (1и\ //их и \г7/ Л-/.1

1?/«
177

• - 
дх

л
^.(А) = 1՜

.' </«\1 1/|г/ „
ап

} ■ /I-и
1 К«

Значение (Л т, х, ;) на оси

+ Г
Ди- ь/сГ 

1 /е2

х имеет над

Р։ ________
СЪ(П п 1= Г -\/^Г'~Ч , „I 1 \ т *~Х/’։»= ------  I/ ---------- ин Н ( ֊7= ~/?, ). 7=-----\} (I ?7 х—■

1 /а

/-/0 = А(х-/). /-0= /=/(/<>)

§ 5 Нахождение коэффициента интенсивности напряжений в слу­
чае касательного импульса

При х—/(?) из (4.4) получится
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Ilm /2r(x-Z)afV=Q 1/=■■ °R—- H(L0-a֊ '^) 
х-МО+о 4х - //-t /\-id֊W

(5.1)

t*(I- i)
^=(*-x)/(M)» M(O

Для Z(/)=0, t=0 в [3| получена формула

Jim f 2^ ’Ж, = Q j/4 //(/.„-a-1") (5.2)

что следует из (5.1).
Для произвольной нагрузки ау==о_(/, л*) напряжение на про­

должении полубесконечной трещины получается из решения (2.4) 
путем суперпозиции (Р=1)

«■ мо
«+(Л .։) = = J I х> i)d,di (5 3j

— «■ —О
Более простым способом, чем сделано в 111. можно подставить (2-5) 
в (5.3) и получить формулу

Ihn /2г.(х-1)։ =1/ 4 К(/)(֊4+4+4) (5.4)

/ . . Vfrf по
Jj= Л= | ^j(«) I <('-•»

l-tyä \rfä “°
t/ä *

J„=ß}rc-'—a }ri । («г-1—/)-1// | l+~Cf<—u)d-du
tcR -o

/=/(f), <(t, (T, =) при b=gfc)

В частости, для а _=—/V7(—х)//(/) из (5.4) получится

Hui /2^- = .=2pl' Г ■■-O-(O), /)4(0)=^(26fai - —)
■o-r» F -/a c \ il /

что для изотропной среды совпадает с решением [ 10] с вычислением 
интеграла Щ(0). Если з =«= ֊Рб(д-) /•/(/), то получится формула
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(2.5) при ^=;=0 и при 1<^Сц, g=\. что в изотропном случае получе­
но в работе 16|. В случае касательной нагрузки = .=•:_ (/. л։) анало­
гично (5.4) получится (Q=l)

“V (5֊5)

у֊-Н ՛-т? • 9А Л= J Wu J ' - С
1-tY d l/f а

fVJ >.
J,=/y/c~«-J՜^՜ | du | (c;.‘u—/)~:/‘ x_(-, l+ic„—u)d-. 

J J 
“R ü

■ ,,=Д^. F.(»J=U-^ f
y</-r ’ J I «-»

J/fu
При x_ = — QH( — X)H(t) можно из (5.5) получить

Ilm /Ййл =2Ql/*Ci (0) =2<>/------- ------------ —-Y'՜
л-1» Г -Ü k֊(2MI ab+Lb)' - )

что другим путем получено в [4|.
Если -—(t, .t)=— QS(a)A/(/). т<» получится формула (5.1) при 

•==Ь=0 и для /<сЛ/, £։(Л=1.
Автор благодарит Л. Г. Баглоева за ценные советы.

THE MOTION OF CUT IN ANISOTROPIC MEDIUM

A. N. MARTIROSSIAN

ԱՆԻԶՈՏՐՈՊ ՄԻՋԱՎԱՅՐՈՒՄ ՃԱՔԻ ՏԱՐԱԵՈԻՄԸ

Ա. Ն. ՄԱՐՏԻՐՈՍ5ԱՆ

II. մ փ n փ n I մ

5/»։/«»։/ Լ կիսաանվերւ ճաքի եզրին կիրսէովաձ նորմէպ և շոշափւէղ իմ - 
>ւր։ւլ։ւն հրի էքհրսւրերյաէ խնդրի լուռում ր ւսՆիդոէորոպ ւէէէւաձդակսՀհ միհա՝ 
՚1.,է,11՚Ւ •ււէմար, երր ճարի ւքազսփր շարժվում Լ կամայական ^րևնրախ ճա- 
1'1' շարժման արյր/ուք} յամր ուղղված աոանցրի վրա հաշվված են յարում֊ 
նհյւրւ ք1 հոն ավորմ ան մասնավոր ղեսյրէ.րի և կամայական ն։յրայի}< պայ֊ 
մւսննհ ր ի Համար որէւշված են յարւէւմնեյվւ իՆտհնսիվութ յան էյործակիյյՆերրւ 
էհոսւրւ/ած այւղյանրնհ/ւր Համեմատված են անիէրւտրոպ և իդոտ րոպ մի֊ 
ջաՎսւյրիրի Համար նախօրոք/ ստայյված աողյունրների Հետւ
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ЗАДАЧА ФЛАМАНА ДЛЯ ПОЛУПЛОСКОСТИ. ОСЛАБЛЕННОЙ
периодической системой наклонных шелеп

КАМЫШЕВА Г. л., МУЛЛЕР Б. М.

Y,

/. Пусть упругая изотропная полуплоскость —оо<Л1<А>о, К։--^0 
с коэффициентом Пуассона •> и модулем сдвига а ослаблена перио­
дической системой параллельных прямолинейных полубесконечных 
закрытых щелей. Вершины телей находятся на прямой Г։=— Н, ще­
ли наклонены к этой прямо։, под углом ■/ (0<5<^/2), расстояние 
между щелями равно 2 (фиг. 1). Берега щелей свободны от каса­
тельных напряжений. К границе полуплоскости в точке Л1 (начало 
координат Х։К։) приложена сосредоточенная нормальная сила Р. Пн 
бесконечности, к области, заключенной между /-й :։ (/ 1)-й щелями, 
приложена продольная растягиваю­
щая сила 2Р{ (/=*0, ±1. ±2, ... ). 
Требуется определить упругие де­
формации полуплоскости при ус­
ловии ограниченности локальной 
энергии деформаций и окрестности 
вершин телей.

Разделим плоскость А\ на 
ряд одинаковых наклонных полос 
с полубссконечными осевыми ще­
лями. В каждой полосе введем 
две местные прямоугольные декар­
товы системы координат с началом 
в вершине щели: X, с осями, 
параллельными Л\, У, и х, у—с 
осью х при х^>0, совпадающей со
считая, что точка .VI с координатами (х0, у0) находится в нулевой 
полосе. Номера полос и расположенных в них щелей совпадают.

Решение поставленной задачи будем искать в виде суммы ре­
шений иг задачи Фламана для полуплоскости, нагруженной силон Р 
и и- корректирующей смешанно.-! зада՛-։։ для полуплоскости с ука­
занной системой щелей.

2. Решение задачи Фламана имеет вид

р

£V4 LYt ZH։ ZK; ZKj 

Фиг. 1

щелью- Пеоенумеоуем полосы

3՛
2PA'‘Ej 2Р
~ г* ’ ։ « г. Р ՛

2р z\; г;
(2.Dг
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Определяемые им касательные напряжения на площадках, параллель­
ных оси Ох, выражаются формулой

'=1<сг։-=л-1)л“'л1г,(1~"3)К1 Ь«5)՜1. <։=с<?։ (2-2)
В координатах х, у на /-ой щели (/=0, ±1. 2,... ) отсюда имеем

-1(х о)= 2Р НЛ(*Щд(х) , ~ V
«(1-Ьа*) |4/3(14-Лг)-г4/^(х) }-£,(х)]։

/։(х)=-4п/Пн? (х+/Т+^Ло)

/։(х)=—2|:/1-֊Ф- л* 4-2(пу0 4-л0)х+} 1՜ а’х0| ауп + х04-а(у0-ах0) ]

/3(х)=(ах0+у0)х- -^=—[(^4.ах0)’-|-2(4-у֊)]х-|֊ д-0(х0 :-ау0)(лха-у0)

8,(х)=ах | у/ГРо*. ^(.г)=л= -^±а?-)^+^+^

■3. Корректирующая задача для полуплоскости определяется ка­
сательными напряжениями, равными -!(х, 0) на /-ой щели, и задан­
ными на бесконечности продольными растягивающими силами Р: 
(1=0, ±1. ±2, ... ).

Пусть и1п(х, у) и «ух, у)—перемещения вдоль осей Ох и Оу, 
и1,з(х’У)> ^/5(х՛ У)’ «/Дл, у)—соответственно нормальные и =.г и ка­
сательные -Лу напряжения в /-ой полосе. Индекс /=1 0—2) обозна­
чает принадлежность функций и параметров к области 0<у^1 
(—1^у<0).

Граничные условия и условия на бесконечности запишем в виде

3г,(Лр 0)=тХ|г։(Х։, 0)=0 (3.1)
к{;։(*+а. 1)=4(л*—а, ֊1), 5=1, 2, 3, 4 (3.2)
и[^х, 0)=^(х,0) 5 = 2, 3,4 (3.3)

и1(х)-=~и1п(х, ())—«*։(х, 0)=0 (л*<0) (3.4)

.'(х) 2г«[4(х, 0)=-т'(х, 0) (х>0) (3.5)
I о

1Пп | | «;5(х, у)б/у-Ь | «$5-։(х,у)</у =2Р/ (3.6)

‘и -։

Применим к выражениям (3.1)-(3.6) дискретное преобразование
Фурье с параметром “1

Лх< У> г)-= 2] }‘(х, у) ехр(-2>/)

У) = ֊ | ((х, у, О ехр(-/<?/)^? 
*• •

(3.7)

(3.8)
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Тогда задача (3.1)—(3.6) для полуплоскости сведется к сметанной
краевой задаче в плоскости трансформант 
торцом l<ysSl. -о©<4'^// (фиг. 2)

мА;Н։?)=-аМХН,с)=0 (3.9)
Ub(x- а, 1. у)=0г’П25(х— а, —1, О) 

5=1, 2. 3, 4 (3.10)
։։՛ (х, 0, ?)=«։(л, 0, ?), 5=2, 3, 4 (3.11) 
/z(x,«.)=zz1։(x,0,<p)—н2։(х.0,?)=0, (л'<0) 

(3.12) 
ч(*, с)=--(х, <?), (х>0) (3.13)

։ о
Ihn | и15(л\ у, «)</у . е(* | п21(л-,у,-4)б/у |

О -՝1
=2*(?)՛ (3.14)

для полуполосы с косым

'(*,?)= У -j(A')<? ‘4 з(?)= у plC hl 
!•֊  ЯС 1= — ■։

(3.15)

Задачу (3.9)—(3.15) будем решать методом кусочно-однородных 
решений, полагая

«։(*. у, <?) = и.։(х, у, ?)+2и‘(X, у. ?) (3.16)
Л=1

где U/S(x, v, <?) -решение неоднородной, a {uli,(x. у. ?)} система ку­
сочно-однородных решений задачи для бесконечной полосы со щелью.

4. Неоднородная задача для бесконечной полосы (—оо<х<оо, 
— IC^D определяется условиями (3,10) —(3.15). Возьмем ее реше­
ние в форме Папковича-Нейбера и применим к нему двустороннее пре­
образование Лапласа по ,г. Удовлетворив семи основным граничным 
условиям (3.10), (3.11), получим аналогично [I]

М*. у, ?)=֊֊ | С(р, у, <?)e'xdp (4.1)
՝!.

У» ?)ss=sinpy(p/-~xi։5sin2/?)-!-cospy((-l)%^/-be] (4.2)

У, ?) = sinpy[(—1)^1/։о^—®]4cospy(p/4-V'Sin2p) (4.3)

«д(Р. У» ?)=2<7p{sinpy( ։6-/4֊2osin2p)4-cospy|(-l)^2։gy+s|} (4.4)

«}4(Л У. ?) = 2Gp{sin/?yl(— 1)' 4g j -а]ч C0SAV(p/+ *sin2p)} (4.5)

У. ?)=-20/?{p/Shi py 4 scos py} (4.6)

где контур /.—прямая, Rep —£, r>0, лежащая правее мнимой оси.
o=i( р, <p)-ch(2«/7-z»—cos2p, •z1 = 2(l— >). /։ = 2>— 1
Si = .?X/A ? )=e x p | (-1) i (2ap—i?) | - cos 2p
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-Z ~z(p, ?)=p sin 2p|oy֊-2sh(2t//;— r$)I

?/=Py(/A ?) = X(-l)y4ly^֊2[1֊cos2^ch(2ap֊^)Jh /=1,2 

Подставки (4.1)—(4.6) в смешанные условия (3.12) —(3.13), получим 
систему двух функциональных уравнении

« (А ?)=-2/-А(А <?)С(а г). -(А ?)֊* - (А<?) = 2«Ц(А ?)С(р. ?)

(47) где
7 0

//'T(A?)=|«U.?k֊^fix, ֊ (а?)=|\(-«.?)^/,4Г<1х

-+(А?)= | *,(*,’?)e-'”dx (4.8)
0՛

z)i(A = -т), /Л(р, ?)=/7§{п2;,г(/Л _2/72| |-Cos2/>ch(2<7/7-t?)|

(4.9)
Исключив из (4.7) функцию С( А ?)« получим уравнение Винера- 

Хопфа
//+(/?, 4=) = /<(/Л?)(- (а?)-''(а?)] (р^А) (4.10)

Общее решение неоднородной задачи (4.10) согласно [2] выра­
жается формулами

» (А ?)-=«о(А ?)П(А ?)-М(?)1 (4.11)

Здесь п0(А?), - (р, ?)—каноническое решение однородного уравне­
ния Винера-Хопфз и (р, ? )~К(р. <?) - (а?), построенное, как в [3], 
и имеющее вид

«о (/>.?)=֊4—֊Ц֊ехр/։(р, Re/>>0 (4.12)
Al (1/2+p)

’о"(А?)=— ֊֊—-?) ехр/։(р, ?), Rep<0 (4.13)
•z։ Г(1֊р)

Найдем функцию Л(<?). Подставив (4.7) в (4.1). учитывая (4.10), 
(4.11) и заменив функцию /<(р, ?) выражением “о( А ?)1'0 ( А-?) I՜1- 
получим 
46



M-ï. >'. ?)= 2=7 I M(?> /( д. y)| ~՞( P-} ' '} е<,Х(1р ( '-bl)
£'•1- ./ P, &)

!•
Разложим внешний интеграл (2.11) в ряд. по вычетам, взятым в по­
люсах функции [О2(/>, ?)| и перейдем к пределу при Л’—оо, 
(Ре/ц^О), Тогда имеем

Нт «п(л-.>’.?)=-1/2-о (О)(^“1)1-'՝(?)-г/-(О,‘?)| (4.15).г—-*.
lim «2ь(л-. у, <р)=1/2^(0)(е-,*-1)1Л(тН7-(0, ?)| (4.16)

Подставив (4.15). (4.16) в (3.14), получим

Л(у)=мо1(1-г->)-т<?) (417>
PÏ3 (4.17) и из формулы Сохоцкого следует

/!(?)== з(?) 1
-„(О) (!֊<”*) 2

• (0. ?) ■_ 2 f\ (Л?) dt 
'о (°) 2-i J 'о(^ ?) t (4.18)

— 2Û ехр/(О;.у)
‘° “ Х։ /ГГ^

Таким образом, решение смешанной неоднородной задачи (3.10) — 
(3.15) для бесконечной полосы полученс в квадратурах.

•5. Построим систему кусочно-однородных решений у, w) 
(Л=1.2....) задачи (3.10) ֊(3.13) при -(д'. ?)=0, Р;=0 (1=0, I 1,֊±2,...) 
)4] с особенностями при х=—оо. Распространим условие (3.12) на 
всю границу —со<х<оо, у = 0. Тогда полученным однородным гра­
ничным условиям
Мь(х • а. 1. <?) eifii2S(x—a, 1, ?), «i.,(x, 0, ?)=.'.'2.,(х. О, <?), х=1.2, 3, 4

(5.1) 
удовлетворяет решение

1^\{х. у, ?)«ЛА|«},(-/>*, у. ?) л'«;.Л.( ре у, ?) ]е г*‘ -р

+5*«^(—Рл՝ У. ?)^՛ (5։2^

Здесь штрих означает производную по р, А,;, Вл—комплексные про­
извольные постоянные, /^—комплексные нули функции 1\{р. ?) в 
правой полуплоскости (/?=!, 2, ... )
» ввП4,/ 3)п-]֊?/2|(1^п/) [(1/Г-1 )п-«?/2](14-сп) ....

’ р'я~1՜ 13^--------- (53)

Р\п -2~Р\П-У Р\.-1= >!,4л֊\' •2= Л|„._5.

Р\п— 2 == ё\п -.3, == ^'Ч_|, И = 1, 2, ...
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Для удовлетворения условию т։(х, ?)=0 при л‘>0 добавим к реше­
нию (3.2) решение смешанной задачи (3.10)-(3.13) при условии

-(х. ?) = «У(х, 0, ?) (х>0) (5;4)

которое находится так же, кан в и. 1 при Р;=- 0, в имеет вид
/^(х. у. е) = Д*1 ГЛ1У]Л(л, у. х)-АЛ1.Л (л-, у, с)-£^,(л*. у, «)]4-

4 у. г)4֊у, <?) | (5.5)

? */ = 7 ~* = 1 . 2

Т2(Р) = \(р)
Р^(Р> <?)

Ц(Р) ч(/>)
'о'(РЯ) т7(А?)’ /•И Р) = ~1( р)

-■оСр^)

'։( Р)*="ц(Р՝ ?)’ •։(/?) = «н(Л 0, <?)

х 1 Г "п (Р- ?)«ь(Л У, <р)ехр(рлг)У, Ф) = | —Т^Г7^_? _ бр 2. 3)

(5.6)
Теперь к-й элемент системы кусочно-однородных решений может 

быть выписан как сумма

V. ?)=д*’(х, у, »)4-и«(л. у, ©) (5.7)

Перейдем к решению задачи для полунолосы в плоскости тран­
сформант. Для удовлетворения условию на торне (3.9) воспользуемся 
построенной в п. 5 системой кусочно-однородных решений (5.7).

6. Разложим интегралы (5.6) при $ —3. 4 R ряды по вычетам п 
полюсах функции [/).(/;. <?)]-’. Используя выражения (4.2)—(4.6) и 
комплексную сопряженность Функции (5.3) вычислим у, 7) —

у. ^) (£= 1, 2, ... ). В полученных выражениях перейдем к 
координатам X, У. Полагая У = Н. Хк\ «= реЛЛ ехр(7Л/У), А'к = 
= 1тДАехр(<7Л/У), АД-^Ре/^ехр (<?А/7). Хи = ИиЯЛехр (дкН), получим

1(А', н, ?) ?^(.\; н. ?) = 4 [а^х^а^н֊֊ е^оз ^х~ 
}^\ I

(—1)Ч^Л4֊4,15։ш7л/¥]- ^пхех^(-(дк—(}п)Н )Хк1\(Ь^Н 4-
Лм-1

4- г*()со$^лАЧ(- 1)' (7р/7 4- с^) 8111 дг. X ] (6.1)

Здесь и ниже означает суммирование по нечетным /г

(1ь = У 1-Ь«2 Г<е/^, а3=й4==8б, 0/л։=0и=<7... ь=֊
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i'a=-Ha. е\^Ны. Հ,= -Օ„. e;,=GH. 41=֊41=/г*(1Н-а։)-։'։

4։=e»։=-^»<։՜Հ,=Հ։. Ъ,=е'и. Հ.=-4,. 3,=e’, 

f{J=/7fl,Re5; Gn.lnuS' Հ,. C* C/^Re5։-A/-.,|jnS/֊; Հ. (ձ=3. I)

ծՍ=-Հ*տ=’ս« Հ>=^=3է*’ ^=Հ<=ձ"- -Հյ=Հ<=^
«U »/‘„ReS’i ZTchnS/. »j»=fc'«Rc5, — F. I in S, (<=l, 3)
«li^fwReS; 4 Z-’JmSb ։.•,=— /’nReSi t- Z:\lm5, (/=2, 4)

->(/\RcV'< /:\IinV,)(I - <fJ '. ^--(ZfnRcV'. /-„ImV’, >( J +«’) 1 (/ = 1.3)
$h=(/:„Rcl/, . FJmViHU-a’) <Հ=( f,Re И - fIniIG)(1 o’) 1 

(/=2, 4)
/ ր։~<}րւ(Կրւ ОЕзл), Z:n~<7ft(c,n П>]Я), H11 ՜ OXjilit 4՜ք»Ա(։ 

//=х,«։я- ах,?5я, /7п5=ху.;Ц|в—5г-, 7/м=;гл4п«|Л | ք»Խ 

G/ti «=—''Հ:ւ4—- Հ... Gmî “ -«։Ьл-яу|«-?|Я

0«эв-х*.;’:2н4-р|<։. Gn։ =hn—<։я — Re(Sln’2pfl)

Լ՝« =1n:(sinîî2/?c). 9|г = <7 (1 o’) ’''a|2nRe(s!n4pe)-r(I— <i’)lni(3in4/%)| 

р;я=?л( i+«։) b?|(l— <P)Re(sJn !/>,)—*2<Hni(s!n-lp„)|

s,=^( = |Հ,(-ր.)4֊<-ւ> ‘Л(֊р1)|р/(РЯ.?)| 3. ^1.2

pk^(>п>-=\^^-Р0 <-։>'՚Ն<'?Н-г. ^ = 3.4

1.=1Л(-ГГ гя)=

Р'(рл. ?)Г
G-1.2)

( ir։Ä4-|g'(-/>*)֊(֊D' 4Ղ(-^է)1ձ"(/Հ^)

H(p)Л(/О=По^я, ?) Tj(P) (p)+
Х(Р^(Р*-РГ V'(A •ЧРп-Р)2

^(^) = Օօ՜(^. ?) 1Հր} -^4p.f)lP.-p)

ո1ո(ր)=4Ծ (pn, T) Т,(р) Ъ(Р^--зС/?)>Р"-Р) -Jr.
\(Р. №-Р)’ 11

|2-»(РН 'М>)<Р*-Р)
I \лр^)(р„ рУ

ч(р)

•О (Р. ?)(Р-РУ

•I Ihüccuisi ЛИ Армянской ССР, Мехлннка. Л։6.
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Мр) = «?'(^л-?) 1\(р) ^Р,֊Р)
"Ял*. ?)ъ(/')

•о(Л> ?)(ЛЛ-Р)’՜

Разложим интеграл՛.! (4.1) при $=3,4 в ряды по вычетам в по­
люсах функции |/9,(р, с) I ’• Учитывая (5.3), перейдем к координатам 
X, У и положим У = Н. Тогда получим

И],{Х, Н) =4(?х֊։У'7Лехр(-^Л/){со5^А'|?1Д ֊^Н $1п<7>А'(33// ]}
Л —1

(6.2)

^=։*։ке9.((’*)+|1ь|т9.։А>+Ч>

2 Ь^5/У4՜ <‘*,)Л’«Н-(2уч)՜’ (^//-Ь^)ехр(֊(7<т֊г^)^)А'П|| -
1 I ли»։ I

= 4С/’7, '<?лехр(-<?лА/)(З^Н %.!, й =1.2....... 5 = 3. 4

Эта система является нормальной по Пуанкаре-Коху, в ной нсдиаго- 
иальные матричные элементы экспоненциально убывают по номерам 
строк и столбцов. Неизвестные Л\։- = Л'*.(։->) могут быть найдены из 
соответствующей редуцированной системы.

Применив к полученному решению для полуполосы обратное пре­
образование Фурье (3.8), перейдем от трансформированных к исход­
ным компонентам напряженно-деформированного состояния полуплос­
кости.

В частности, коэффициент интенсивности касательных напряжений 
па продолжении /-ой щели определяется по формуле

’1.1= -’«= -1*«= -Д<=£ь ’м=’1<=и1з= -!>■»=-
!‘1.ч=-’«="»’• ’1»=!1ю=-Си. ’1. = -^ = ^«
’1ч='-֊1.=0н. *13=л-;3=а1,=*|,=о
*1з = -^=1֊Ке<։,(Р*)^-֊1тУ։(Рй)^1( 1 "։)-՛'2 * * * * * В

*<ю=*1<=!ВеЧ1(^)/гН-1тС?,(р4)е4К1+л։)֊'"

(р, ?)[։'(/>, ?))-’

Шр) = 1«+ (/’, ?)։'(/', ?)-«+(/>. ?)'-"(₽• ?)Р’(/'. ?)Г։
Учитывая (6.1). (6.2). подставим выражение (3.161 в граничные усло­
вия (3.9), В образовавшихся двойных рядах поменяем порядки сум­
мирования. Приравнивая множители при функциях соз^А и з1пц*Х, 
получим следующую бесконечную систему линейных алгебраических 
уравнений:

2 <,)Л-л,-(2х,)֊՛ V (1>^+с2Рех[֊(֊(?„+?*)«)А'„,{ =
<—I 1 я=1 I

=» 4(7(/։)“։7Лехр ( £».,)» 2. 5 = 3, 4 (6.3)
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Ь’։=—£=| I Д(?)ехр(—A?/)d? V' I C*(?)exp(-Z«p/)d?
*j! ~ I . *-t J 

(6.4)

где
C*(?) — I /Y^։Re7 Ai—A’tJm 7*j —A’wReZ «—Л'н1т 7ю|ехр(— <?д/7)

FLAMANT PROBLEM FOR HALF-PLANE WEAKENED BY 
PERIODIC SYSTEM OF INCLINED CRACKS

G. A. KAMYSHEVA. B. M. NULLER

Թև*՛ ՃԱՔԵՐ ՊԱՐՐԵՐԱհԱՆ ՀԱՄԱԿԱՐԳՈՎ է>Ո1ՎԱՏՎԱՍ 
ԿԻԱԱ^ԱՐԹՈԻԹՅԱՆ ’ԱՄԱՐ ՖԼԱՄԱՆԻ ԽՆԴԻՐԸ

Դ. Ա. «ւԱՄԻՇևՎԱ. Ո. ԱՀ ՆՈՒԼԼեՐ

Ամփոփում

՚ Ւ իսէ ս։ րկւիւ։ մ Լ աո ա ձ ղ ան կիոահարթ ու թ յսէն դևֆորմ ացիայի իւ1ւղ իր!՝ 
որը խււէլացված Լ կիսաանվերյ, փակ, խեր ճարերի պարբերական Համա­
կարգով։ Ենթադրվում Լ, որ ճարերում շոշափող Լարումները Հավասար են 
ղ/՚ոյի, ճարի ափերը ղեֆորմ ացիայի րնթացրում շեն Հեսանում, կիսաՀար- 
իության եգրին կիրաոված է կենտրոնացված Նորմալ ում, իսկ անվևրշու֊ 
թյուն/ււմ երկու հարևան ճարեր Հղված են կամա էական երկայնական ու֊ 
մերով։ Այս խնդրի օրինակով մշակված / կտոր աո կտոր Համասեռ Լու­
ծումների մեթոդի մի տարբերակ, որը թոպէ է տայիս Ֆուրյեի դիսկրետ ձեա- 
փս խութ յոէնների Հետ Համատեղ լուծել րվաղիպարրերակտն խառը խնդիր­
ների մի ամբողջ ղաս։ Խնդիրը բերված Լ Պռ՚անկարե-Կոշի նորմալ Համա- 
կարղի: Ստայլված է րանաձև ցանկացած ճարում լարումների ինսւենսիվու- 
իյան գործակցի Համար։
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zaa’iiuiu.!» uu> WMihp-mbWh «.»iimirmi* знынифр 
ИЗВЕСТИ /1 АКАДЕМИИ НАУК Л PM ЧИС КОИ ССР 

ITbjuuitipipu XL. Л'- 6, 1$87 Механика

УДК 539.375

КОСОЕ СОУДАРЕНИЕ УПРУГИХ ПОЛОСЫ И 
ПОЛУПРОСТРАНСТВА С РЕЗКО РАЗЛИЧАЮЩИМИСЯ

ПАРАМЕТРАМИ
САЖИН В В.

/. В декартовой подвижной системе координат хОу рассмотрим 
соударение жидкой полосы (0<у I. с упругим полупрост­
ранством (у<0. 1а'|<ос) как установившееся движение. При а*<(1, 
у=0 полоса и полупространство взаимодействуют при условии не­
прерывности нормальны?; компонент скорости и давлений: при х^>0, 
У=0 (разрез) ставится условие отсутствия давлений и задается ска­
чок нормальной скорости на бесконечности: верхняя грань полосы не 
нагружена. Скорость движения точки контакта с дозвуковая, а ка­
сательная скорость полосы мала по сравнению с волновыми. Обозна­
чим («, ii»)- компоненты массовой скорости по осям х. у: з, т—
нормальные и тангенциальная компоненты тензора напряжений: р— 
давление в жидкости. За единицы измерения примем: плотность уп­
ругого полупространства скорость поперечных волн сп3 и 2р, где 
!՛- -модуль сдвига, Cj и <’2=1 -безразмерные скорости продольных и 
поперечных волн в упругом теле, а си—безразмерная скорость звука 
в акустической среде. .Уравнения для продольного с и поперечного 
6 потенциалов скоростей в упругой области и уравнение для потен­
циала скорости / в жидкости будут уравнениями эллиптического ти­
па:

^Х,„֊7.„.=0. ^Prt+?„=0 .(>■»

&„+ *„=0- ?/=ТГ^. /=0,1,2

Скорости, напряжения и давление связаны с ?, б, /. известными 
соотношениями [5].

Краевые условия имеют пил:
/>=0(у=1. |х|<со); х=0 (у=0, |х|<оо) (1.2)
-=-р, г = 0 (у=0. Д'<0); ==р=Л (у=0, л->0)

о—скачок скорости на границе раздела двух сред. Для выделения 
постоянной составляющей скачка скорости при д'- используем 
условие |4|

Ши I dx=—(1.3)
ЛГ|»ATj..Vj/Л । —*ос ։ ,^2 '•^’3
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Необходимость этого условия обусловлена тем, что решение на 
бесконечности может содержать собственные волны. В точках не­
регулярности решения х=у —О и х — foo следует наложить допол­
нительные условия: конечности и неотрицательности потока энергии 
в точку х=у=0:

Ог^е0<ео (1.4)
а на бесконечности учтем энергетический принцип излучения Ман­
дельштама [6] энергия распространяется от источника на бесконеч­
ность, но не наоборот.

2. Выполним преобразование Фурье всех функций по л* с пара­
метром k.

Введем обозна чей ия:
■> о

I7 (Л)= | и(х, 0) exp {ikx) dx. v- (k ) = | z(x, 0)exp (ikx)dx 
0

<t VHbiiHfi lz”(։)(У («)) аналитична в верхней (нижней) полуплоскос­
ти комплексного переменного z = k+im. Ре ian преобразованные 
уравнения (1.1) с учетом краевых условий (1.2), можно получить 
вьцажсния для Фурье-образов потенциале в скоростей через функцию 
£-(*)

у_ . shl^(y-1)| n
sh(30A’)

ф= ~ cxpv)’ n =exP<^W) 
k^R kyR

где /? = Bj32/'r—1 функция Рэлея, 3(14-^)/2.
Удовлетворяя условию V(k, 0) -= V~(k), приходим к следующей 

задаче Римаиа-Гильберта:
И’(^)=//(МУ-(А), (2.2)

»(4)=^-!/?ui>(?o|4|)-2fi}Sgn*, в-

, k -0; H(k)- /г>±ос
!'Qck p^R

где £=/?—2/?=0 -уравнение Стоунлм для случая, когда одна из 
двух сред является идеальной сжимаемой жидкостью. Функция f/(k) 
может обращаться в нуль лишь в интервале £л-<с<С/ь где с$(с.?)— 
единственный положительный корень уравнения Стоу или (Рэлея). 
При 0<<7<с-д и ср<с<с*, где r*=min(r0, 1). функция //(/г) не имеет 
действительных корней, а в интервале cs<Zc<^c{< H{k) имеет два дей­
ствительных симметричных относительно нуля корня ±Л5, кото­
рым отвечают собственные волны, распространяющиеся с групповой 
скоростью Принцип излучения имеет вид

X—- —00; СхУ>Су Х֊’ОО (2.3)
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Прозоля факторизацию коэффициента /7(£) [7, Я| п используя 
обобщенную теорему Лиувилля, придем к следующим результатам.

Интервалы ՛ и с#<У:<^с*. Особенности !/*(•) определяют
следующую структуру г'(л՜, о): в него входят постоянное слагаемое 
(вычет R точке :֊ 0) и локальное возмущенне-экспоненциально исче­
зающая на бесконечности функция

о) ~ =(х, 0)~ с,охрс^/4> (2 4)
л‘——0 )' Т.Х X—0 и — Т.х

Используя условие (1.3), получим

С։ -1'/?/Зо5?осгоехр(-/- 4);2
^о”?о^о/2. Расход кинетической мощности на единицу длины К -- 
— РпСТ’^‘2. Учитывая, что все функции экспоненциально стремятся к 
нулю при у֊՞—-ос, сразу видим, что энергия сохраняется. с‘0=/<։ то 
есть вся кинетическая энергия выделяется в пуле. Собственные вол­
ны в указанных интервалах отсутствуют. При х-----оо решение экс­
поненциально стремится к нулю. Полюс ;=0 обходится сверху.

Интервал Сь<С<Сн. В этом интервале <?о=О. скачок скорости и 
напряжение о(л*. 0) непрерывны в точке л*=у = 0

г (х. 0) — • 2^^/—$М/՛“ Я , л* - - О

с(л՛, 0)------х- — О
('качок т'(л՜, 0) расщепляется на постоянное слагаемое и локаль­

ное возмущение, а функция с(х, 0) состоит из локального возмуще­
ния и собственной волны (вклад полюсов в точках, с =обходятся 
снизу). Выделим эту собственную вол..у:

с(д-, 0)----- лвш0/—/?/?051։п{Р (Л5)ехр | —/'(А’.л-—-’4)]}/2. х- —оо
Функция (1г) возникает при факторизации коэффициента //(Л) 

и является аналитической в нижней полуплоскости
Рассмотрим теперь нормальные и касательные компоненты ско­

ростей упругой и жидкой фаз на границе раздела. Их Фурье-изобра­
жения при у=0 выражаются по формулам.:

М’/1(Л)»к^15₽п^ П>0(А) -2/&ос111(М)1 (/<)!?,Р

1- ?֊’)£-(*№• Ц>(Л)=֊2£~(*)/^
Из формулы для (70(Л) сразу видно» что поведение и асиптоти- 

ки касательной скорости на поверхности жидкой фазы и0(х) с точ­
ностью до коэффициента 2/^ совпадает с поведением функции 
=(л,0). Сложность определения структуры и асимптотик остальных 
функций в юм, что они имеют особенности в обеих ;-полуплоскостях. 
Выделяя особенности в функциях Гг։(/г), 1170(А) и 47։(/г). придем к 
следующим результатам.

Интервалы ()<г<7ч и Ся<с<Р*. Поведение функций т^х), 
^0(х) и ^(х)—одинаково. И слева, и справа от точки Х = 0 решение 
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есть локальное возмущение (слева 0(1), справа 0(х ’/*)). Для функ­
ции аь'0(л') в решение добавляется скорость на бесконечности.

Интервал <'в<У<^ея. Решение для всех функции представляет 
из себя локальное возмущение 0(1) при л\>0 и расщепляется на то­
нальное возмущение 0(1) и собственные волны при л'<0. Для функ­
ции то0(л՜) добавляется скорость на бесконечности. Можно показать, 
чго все полученные асиптотикп для функций ^(л՛) и и’0(а') согла­
суются с асимптотикам:։ для скачка скорости г>.

Перейдем теперь к решению задачи, в которой среды поменя­
лись местами. Область 0<^у<1. |х;<оо занята упругой средой, а об­
ласть у<0, л՞ акустическим полупространством, все обозначе­
ния остаются прежними. В краевых условиях (1.2) условие /7 = 0 
(У=1. |х|<оо) заменяется условием ? :=0 (у—I. |л|<оо).

Действуя аналогично п. 1 -2, приходим к следующей задаче 
Риман:։-Гильберта:

1/-(Л)-А/։(^)^(Л), //,(/г) 2<3О /7,(/г)

//։(й)—2/<с£, л- ►О: /71(£)~±Л, А-> ос

д1(!4.ц
Л £

М1*1)

^А՛)- (/?+ 1)111^--01

А.(4)=(/?+։)։ь^-։нД, >/-*?/. ./ = 1.2

Ненулевые действительные решения уравнений Д1(Аг)=6, А4(А) = 0 
известны 19]. Для определения нулей уравнения /-ДА) использовался 
численный счет. В результате выяснилось, что уравнение А՜//?) — о в 
интервале с$-<с<У/? не имеет действительных ненулевых корней, а в 
интервалах 0<у՝</\5 н дня действительных симметрич­
ных относительно нуля корня к^=±кя и к—±кЛ. Корни уравнения 
д1(/г) = О, /г= г/г։ существуют только при с>о?, а корни уравнения 
А2(£)=0, к=. А’2 существуют лишь при С</>. Для уравнения Л։(с. /г)=0 
была численно рассчитана производная г'(^) в точках /г= /==3.4.
Оказалось, что корням А --= ±А։а отвечают собственные волны с ск^>с, 
а корням к = к. -собственные волны с ся<у (совместные локализо­
ванные колебания упругой и жилкой фаз).

Выделяя особенности и проводя факторизацию коэффициента 
Н}(к), получим выражения для оригиналов ъ(х, 0) и т(х, 0) в трех 
интервалах дозвукового диапазона точки контакта.

Интервал 0<с<^. г<(х, 0) состоит из постоянного слагаемого, 
локального возмущения и собственной волны. Асимптотическое пове­
дение оригиналов вблизи точки л՜ —у=0 описывается формулам,и 
(2.4), где вместо коэффициента С\ стоит С,:
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exp ( i- -i);2k3, e0 cvlkyZkl
Расходуемая кинетическая .мощность /<==гг£’2, следовательно, 

часть энергии, выделяющаяся в нуле, зависит от отношения 
(причем £2<Л3). Решение исчезает при х • —оо. Принцип излучения 
(2.3) удовлетворяется. то есть собственная волна уносит энергию 
вправо на бесконечность.

Интервал c.s<^</,?. ’’ этом интервале нет потока энергии в 
нуль, а асимптотики оригиналов в этой точке таковы, что решение 
является непрерывной функцией х в точке х=у=0:

т(х. 0)----- 2^/ -S^x/p^/f, х- О

з(х, 0)-----cvnk.y(iQRx:T.S'i0, х • О
Полюса действительной осн обходятся сверху. Поведение :։(х,0), 

определяемое особенностями V' (;) такое же, как и в интервале 
Вся кинетическая энергия столкновения уносится собствен­

ной волной вправо на бесконечность.
Интерна.*. си<^с<^с*. Асимптотики в нуле описываются форму­

лами, аналогичными (2.4) (С, заменяется на С3):

Сэ= cvokУ OqZ?/©^ ex р ( -Z-/4)/2£։
Полюс ;=0 обходится сверху, а полюса ;= :Х’4—снизу. о(х, 0) 

расщепляется на постоянное слагаемое и локальное возмущение, а 
з(х, 0) состоит из локального возмущения и собственной волны. 
Энергия уносится собственной волной влево на бесконечность, что 
находится в согласии с принципом излучения.

Нормальные и касательные компоненты скорости при у = 0 име­
ют следующую структуру. В интервале 0</<V> асимптотики всех 
функций (wj(x), wc(x), и^х)) есть 0(1) при х • 0 и О(х-’/2) при 
х->4-0. Поведение функций таково. При х<Х) wJJC) есть локальное 
возмущение, при х^>0 функция *'У։(х) расщепляется на локальное 
возмущение, собственные волны (сумма вычетов в точках ~Л2) и 
скорость упругой полосы при х—ос («^(х)— va, х—<х>). Для функ­
ции от0(х) решение и слева, и справа представляет из себя локаль­
ное возмущение. Функция «։(х) при х<7) есть локальное возмуще­
ние, а при х^>0 в решении присутствуют локальное возмещение и 
собственные волны. Интервал сх<с<^Сн- Поведение всех функций не 
отличается от их поведения в первом интервале, а асимптотики при 
а -> г~О(1). Интервал e;.<^c<jr. При х<0 все функции представимы 
в виде локального возмущения и собственных волн, при х>0—ло­
кального возмущения. Асимптотическое поведение функций качест­
венно совпадает с их поведением в первом интервале при ]х| -О.

Автор выражает благодарность И. В. Симонову за полезные об­
суждения.
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OBLIQUE IMPACTION BETWEEN ELASTIC STRIPS AND 
HALF-SPACE WITH STRONG DIFFERENT PARAMETRES

V. V. SAZHIN

ԽԻՍՏ ՏԱՐՐԵՐՎՈՎ ՊԱՐԱՄԵՏՐԵՐՈՎ ԱՌԱՁԳԱԿԱՆ ՇԵՐՏԻ ԵՎ 
ԵԻՍԱՏԱՐԱՄՈԻԹՅԱՆ ՇԵՎ 'ԱՏՎԱԾԸ

Վ. Վ. ՍԱԺԵՆ

Դիտարկվում են ալիքային դաշտի եզակիությունները ակ ուս տ ի կա կան 
շերտի և աոաձդական կիսատարածության (առաձգական շերտի և ակուստի- 
կական կիսատարածության յ մինչձայնային ոեժիմւււմ փոքր անկյան տակ 
ստացիոնար ատվածի դեւդքում ։ Ֆուրյեի ձևափոխության օգնությամբ խրն- 
դիրը բերվում /, Ռիմանի ընդհանրացված խնդրին։ Ֆակտորիղացիայի մե- 
թողով ստացված լուծումը պարունակում Լ մի չարբ կամայական ՝,աստա- 
տոլններ, որււնք որոշվում են եզակի կեաեբոււ! եդած պայմաններից։ Կոն­
տակտի կետի շարմման արագությունների դիապազոնը Ռելեի և Ս թոունլիի 
ալիքների արագություններով բաժանվում կ երեր միջակայքի, որոնցից յու- 
րաքանլյոլրում լուծման վարքը տարբեր է։ Որոշված Լ լուծման վարքը կոն­
տակտի էլետի շրջակայքում ե անվերջությունում։
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