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МАТЕМАТИКА

Г. Д. Андреасян

Суперсходимость метода конечных элементов' для 
одномерных краевых задач высокого порядка

(Представлено академиком А. А. Самарским 14/У 1985)

Известно (*), что для конечноэлементных решений О одномер­
ных эллиптических задач 2щ֊го порядка имеет место следующая
оценка скорости сходимости: 
|խ-тп>г>2/п—(^+1), (1)

где и— точное решение, £—порядок конечных элементов. /=[0, 1], и 
эти оценки неулучшаемые. Однако в работе (2) установлена супер­
сходимость производных приближенного решения порядка г=Э, ...» 
щ— 1 в точках, являющихся концами конечных элементов /։ = [Х/_1, 
X/], со скоростью О(А?(А+1-т)), а в (3) на /, найдены 2^4֊ 1 точек, 
в которых конечноэлементное решение сходится с порядком £-|-2, " 
# —2/п4֊2 других точек, в которых с порядком &4-1 сходится произ­
водная приближенного решения.

В настоящей работе показано, что на конечном элементе Л су­
ществуют к — 2т-\-г-[-\ внутренних точек, где производная порядка 
г = 0, ..., т приближенного решения сходится с порядком т.
е. на один порядок выше, чем глобальный порядок сходимости (1). 
Указанные точки есть нули полинома Якоби на Л. При г—

и к=т— 1 эти точки совпадают с точками Гаусса и Лобатто со­
ответственно. Более того, порядок сходимости А-|-2—г сохраняется и 
для производных более высокого порядка г«/п, ...,Л в г точ­
ках на каждом //. Эти точки — нули полинома Рг̂ ^т на Тем 
самым, для производных порядка т—г и т+г, при г=0, ..., т, точ 
ки суперсходимости совпадают.

1. Обозначения и определения. Пусть 1= [0, 1]. Обозначим че­
рез (/), пространства Соболева. При р^2 будем писать
Нт(/) вместо а при т=0֊£р(/) вместо 1^(7). Норму в

обозначим через || • ||гс"л, а полунорму — через | • |\г£». Пусть 

Н”(1) = гп(/)/= <и(,)(1) = 0, /—О, /п—1}»

где а /-0, т — \ означает, что I принимает целочислен­
ных*

ные значения от 0 до т—1. Разобьем отрезок 7 на конечные эле­
менты Л —[Х/_1, X/], а множество их концов обозначим через о={0 =

3



=х0, Лд=1}. Пусть Л,=Х/֊Х(_|>0 и /тяглах А/. Для А>2/п—1

определим пространство

Л!^(г)^{^Н-(/)/'и€РЛ(Л), ^р},

где РА(/,)—сужение на Д- пространства многочленов степени не вы­
ше А. Скалярное произведение в А2(/) обозначим через (՛,•), а в 
А2(/,) — через ( • , • )/. Норму и полунорму в РРДЛ) обозначим через 
II ՛ IIи I ’ к’т(0- Введем также следующие нормы: 

р р

1^р<оо

Пусть полином Якоби, т. е.

(— 1
-/)-*[/'’+<’( 1-Л'։4о](л), /£/, л>0, а>—1. 

п\

Обозначим через лг=А-|֊ 1 — |г — т\— т, г—0. к. Пусть /=1, пг — ну­
ли полинома /Э|/л-г|(/). Известно (4), что Дг)€(0, 1). На конечном эле­

менте /,, 4=1, М определим точки Якоби следующим образом*:

хИ = х4_] + А/^Р, / = ГГлг. (2)

Так как в силу (4) дР^(()/д(=сР<1п^\(1)1 то при г&п имеет место 
^7<х'Г1)<х(/у+1 •

2. Проекции на конечномерные пространства и их свойства. 
Для ^^Нт(!) определим проекцию Р^^РьП) так, что (£— Р£)£П™(1) 
и для любого ^СРЛ(/)Г

((£—РёУт\ ^(да,)=0. (3)
Лемма 1, Для любого ё£Рц \ имеет место соотношение

где / =1, пг—н\՝ли полинома Р^~ГЧ1). г = ) * 11 г
Доказательство. Так как то (#*-

— Р&УГ)(*)~ где г = 0, /л, а г(/) —многочлен степени
не выше пг. Интегрируя (3) по частям т—г раз, г=0, т, получим

((ё-РвУ'К ^-'))=0,
т. е. 2(£)£Рпг(1) ортогонален с весом *)'п~г любому многочле­
ну ъ<2гп~г)£РПг~1(/). Но тогда, в силу (4), г(/) пропорционален поли­
ному Якоби т. е. при г = 0, т (% — Р8)<гУ>(1)=с1т~г(\ —

* При г=0 точки Якоби существуют лишь при £>2/и.
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и при г = т,к (£—Рё)^ что и дока­
зывает лемму.

Определение 1. Назовем Р/1£^^о,т(^) 
ции если для любого

Н™-проекцией рунк-ЗЕ

((я-^л^)(т), г>(т))=0.
Лемма 2. Пусть М/*Л'(/) ^Н"'{1),

(4)
тогда имеют место

оценки:

\\ё֊Р^\\^ ^сн^мИМ*1, Ос сс т^1^2т — (Ь-\֊ 1).. (5)

Доказательство. Так как (Рл£)('л)СЛ4*~"։’°(о) есть /^-проек­
ция функции й’(т)СА2(/), то из (5) (лемма 4.2) получим

\\ё{,П}~(Рнё)(т}\\ £^СЬЛ+1-"'||£||ц:-* + 1.
ОО

Отсюда, используя прием Нитше и рассуждая аналогично (5) (лемма 
4.3), получим (5) для остальных I = 2т— (&-|֊ 1), т — 1.

Лемма 3. Для любых /=1,Д/—1 и /--֊О, т— 1 имеет место 
равенство

(ё-Р^Уп(Х1)=0.

Доказательство. Представляя решение задачи

и<2"Дх) =/(х), х£1, и^(0) = и{1\] ) = 0, 1 = 0, т — 1
при помощи у н к ци и Г рина (в) и выполняя интегрирование по час­
тям, находим, что

и^)б(х, Г)сП=( — \)т дП1 
дтп

О(х, ЦсН.

Полагая здесь и = £ — Р^£ и дифференцируя полученное соотношение

/ = 0, т— 1 раз по х, с учетом (4) и того, что д1+т 
дх1с11т

в(х,

получим
1

(«■-^лв')(')(х<)=(—О'” \ (ё-РьёУ'пЧ1)-^-—6(Х1, С)с1( = 0.
Л дх1д1т
о

Лемма 4. Пусть г=тах{0, 2т — к}, к и /=|,яг, 1—\,П 
точки Якоби (2). Тогда для любой функции £^ ^«+2(Л) имеет 
место оценка

К^-Р^)(г)(^)1<сА?+2-^к»+։(0- (6)* ои
Доказательство. Неравенство (6) докажем с использовани­

ем леммы Брэмбла —Гильберта (7). Производя в (6) замену перемен­
ного ^1, будем иметь

|(?-Л,£)(')(Л',)|<с|£к*+5, (')
•/ ОО

где г»(/)='и(х/_1-|֊Л^). Предположим, что Рьё = Р£- Вводя в рассмот-
5



рение функционал /г(^)==(^—Р^)(г)(/(уг)), заключаем, что он ограничен 
в ^+2(/)՛ т- е- 1^(£)1«1£ц1И4-2 и в силу леммы 1 обращается в 

ос
нуль на многочленах из РЛ+1(/). Тем самым, к нему применима 

ХЧ. XX _

лемма Брэмбла—Гильберта, т. е. |Л(£)|^с|#|а-л+2 11 неравенство (7) 
ОО

XX XX

доказано. Докажем справедливость предположения Рь£=Р%. Из (4) 
следует, что для любого Д’€Р*(/()Г}Н™(//)< продолженного нулем на

№֊№т>, г><т’)/=0. (8)
*

причем в силу леммы 3 Заменив переменную х=
“Х^+А^ в (8), получим ((£—Ая)(ш), ^(от)) = 0, (Е~^л^)€77?(/), т. е. 

XX ХЧ

= Лемма доказана.
3. Постановка задачи и оценка суперсходимости. Рассмотрим

задачу

Аа = 2(-1У(а/(х)/г(0(х))(0=/(х), х£/, п^(0)=^(1)=0, /=0, ш-1.
2 = 0

(9)
т

Пусть V (й1(х)и(1\х), -ц(/՝(х)) такая, что для любого
1=0

. Приближенным решением задачи (9) назовем такую
1

1 ункцию которая при любой Т’£Л4*-ш(о) удовлетворяет^^•т(8),
тождеству

В(П, т)) = (/, ^). (10)

Лемма 5. Пусть А^>2ш, г = 0, А, и и И—решения задач (9) и 
(10) соответственно. Если то для достаточно малых
А имеет место оценка

||(^-Рл«)^||/ос^сЬл+2-^||п|Ь”Л+1. (И)

Доказательство. Пусть г=0. Обозначим через <р решение 
задачи (9) с правой частью ^1^(1). Будем предполагать, что имеет 
место оценка

М^<Ф1к1- (12)

Пусть -г\—и-Рки. \ = и-֊Рпи, <р=Рл<р. Легко проверить, что

(7], Ф) = (т), Л?)=^(г0 ?-4>) 4-В(ч, <р). (13)
Слагаемые в правой части (13) оценим по отдельности. Докажем 
сначала, что

|£(т}, ?—?)|<сЬ||7г||£(х||(р||«’2/п. (14)
т— 1

Так как атт/<'”> = (ага71)<'")_ у С'та<”~'Ь)('>. добудем иметь 
1 = 0 

т— 1 _
?֊Ч’)“((ад)('я). (Ч>-?)('"’)-2 (?֊=р)(т)) +

М 

ГП —1 ~ Л
+ V (ад(/), (?— <р)(/)). (15)

2=0

6



Пусть т^Л1*т(8) удовлетворяет условиям = (аш7))(/)(Х/), / =
= 1,/У—1, 7=0, т— 1. Тогда, интегрируя по частям на каждом отрез­
ке Л, получим

((<ад)(ш), (?—<р)(т)) = ((ат7))('п)—’®(да)» (? — ?)(<п)) = У (—(? — 
/-1

— ?)(2/я,)/<стах ||ат^—х|||£ (/) у ||(?—)<2'п)||д։«). (16)

Рассуждая аналогично (3), будем иметь
*4-1

Ы ||ат’1—»||£а(0^сЬ*+,||(ат7))<* 1’||г.ос(/)<сЬ‘ 1 £ (оЬ(*+։"'/,1К(о-
;=1

Имея в виду обратные неравенства (7) |]т/<Л'ь1_у,||£о0)<сЬ“(Л+1--/)||7}||£(х(/ь 
получим

1п!||атк։-'о||£о֊(()<сЬ*+1 V (■)11''։11д„(-)ЛГ(',+1->)<с11֊Ь1кЛ(0- Н7)
V /=1

Таким образом, из (15)—(17) будем иметь
лг

|5(г1. ?-'-Р)|^^тах||ат7)—Т)||£ с02 ||((Р֊<р)<-'">||£1(0+||7)||£ (||4>-?|||1Г2га֊1<

<сЬЬ1к„11?И«^т.
Докажем теперь, что 

|5(', т)|<сЬ*+>к*+։|;|?||№™. (18)
Ос •

Пусть ХНИ£Ш(Й). Как и в (15), интегрируя по частям на /», получим
~ Л' ( ~ гп— 1 __

В(г., ?)=2 (-1)тС. («т?-х)(2я”)/-2 (-1)мс^(:, )(»■)),.+
i- .ll /=0

+ 2'(֊1)'С. (19)
/=о I

Аналогично (17) при Ь^2т получим 1п1||(дш<р--х)(2ш,||д|</)’СсЬ/Ию2'»- 
х ՛ 1

Отсюда и из (19) будем иметь

?)<с(Л||1£, +Мк֊1)|||т||к2/и. (20)
сс *

Так как то из (20), используя лемму 2, получим (18).
Итак, из (13), (14), (18) следует, что

1(>?, Ф)|<г{лМ£^Мш-ИА+^^* ОС 1

Имея в виду, что Мд =зир |(т(, Ф)|, из (12) при достаточно малых Л 
Ж/. ։=։

получим (11) при г=0. Утверждение леммы при г=1,/г следует из 
обратных неравенств (7).

Теорема. Пусть 1^2т, ^—решение зада­
чи (9), а П—решение задачи (10). Пусть х^)—точки Якоби (2). 
Тогда имеет место оценка

7



|(и— 6')<,’(x/>)|^ch*+2-,(ll«l|r*+2(.)-rll“[|r*+։). • / ЭС Ос
Доказательство следует из лемм 4 и 5.

Автор благодарен В. Б. Андрееву за проявленное внимание к дан* 
ной работе.

Московский государственный 
университет им. М. В. Ломоносова

Z. Ջ. ԱՆԴՐԵԱՍ9ԱՆ

Վերջավոր էլեմենտների մեթորլի գերզուգամիտութ ւունլյ թարձր կարգի 
միաչափ խնդիրների համար

՝ոԴւ1 լց է տրվում, որ տմ են մի /;— | վերջավոր է լե -աձուս ցու
մ են տում դո [ութ լուն ունեն k—2/7/-|՜Հ՜-ի1 ներքին կետեր, որտեղ '2ւ)1~րդ
կարդի խնդրի աստիճանի
= 0, . . 4 ա) կարդի ած անց լալը

վերգավոր էլեմենտ ալին լուծմ ան l
ղուդամ իտում I т ) արադուիժլամр,

ալս ինքն մի կարդով ավելի, քան ղուդամ իտուիժ լան դլոբալ կարդը։
Տաղի դրանիղ ղուդամ իտու իժ լուն ր պա

ավելի բարձր կարդի ածա ն91 ալների համար (Г=ւո, .... k) k-\-

4-1 — г կետերում: Ալդ կետերը FJ m ր=0, k Յակոբիի բազմանդամ ի

զրոներն են 9 որոշված ամեն մի 1րի վրա ։
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ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՀ ԴԻՏՈԻԹՅПԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ԶԵԿՈԻՅՑՆԵԻ 
ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР ЕХХХ1У ====== ֊- }
УДК 517.948.35

МАТЕМАТИКА

В. А. Штраус

О дефинизируемом аналоге проблемы моментов Хаусдорфа

(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР Р. А. Александрином 27/Х1 1985)Настоящая заметка посвящена интегральному (точнее—интегро- полиномиальному) представлению вещественной последовательности {^}(Г> которая может быть преобразована с помощью разностного выражения к позитивной последовательности (3) и, кроме того, имеет определенное ограничение на рост при 7—0© (точные определения см. ниже). Вопрос об интегральном представлении такой последова­тельности и назван здесь дефинизируемым аналогом проблемы момен­тов Хаусдорфа. Сходные проблемы уже рассматривались в целом ряде работ (см. обзор (2), а также более поздние работы (3 5)), од­нако содержащиеся в настоящем сообщении результаты отличаются от известных как классом изучаемых последовательностей, так и неко­торыми особенностями их представления. По поводу классической проблемы моментов Хаусдорфа см. (1).Определение. Вещественная последовательность {с^на­
зывается (строго) дефинизируемой (деф.), если найдутся такие Л
числа ;0, '(Я։ что последовательность {с^}0: сч= V чРсР+ч бу-

р = 0
дет позитивной.Пусть {а։};-некоторое конечное множество точек отрезка △ = = [ —1; 1]. Будем говорить, что заданная на множестве Д\{ах}; функ­ция р(/) кусочно-монотонна на нем, если это множество можно раз­бить на конечное число промежутков, на каждом из которых она монотонна и, кроме того, для любого х£(—1; 1)\{а։}; существуют конечные односторонние пределы р(х—0) и р(*+0); при этом для определенности будем считать, что р(х) = — (р(х—0)+р(хф0)). Если 2х«= л- то в этой точке также существуют соответствующиеодносторонние пределы. Точку х£Д\{а,}][ назовем точкой изменения для р(/), если в любой окрестности этой точки р(/)^сопз1.Теорема 1. Пусть деф. последовательность такова,
что при некотором е>0С7=0(?։)’ (О
Тогда найдутся такие числа {£>}£, 7=1, 2, ..н, {МЬ4=1,2»...,՝'; натуральные числа {«<•}; и опре­9



деленная на [—1; 1] \{«։-}} кусочно-монотонная функция р(0, число 
точек изменения которой бесконечно, что

м /»
с^^а^с^

Л=0 J
-1

(2)
|1 * М

где М= —14~ V/л;+У «/, Р^г)֊ у а^г* —интерполяционный
/=1 1 = 1 А=0

многочлен для с узлами интерполяции и {а/}* кратности м {л41 соответственно. Интеграл в (2) понимается в несоб­
ственном смысле с особыми точками {а/};. Обратно, если после­
довательность {^}о допускает представление (2), то она дефини- 
зируема и удовлетворяет условию (1).Наметим доказательство. Из условия (1) следует, что на прос­транстве $ финитных последователь! остей вида можно опре-

- _ сю _делить скалярное произведение т() = V (^-|֊ 1)<4-1;<7т։<7 и эрмитово-
<7=0билинейную форму [Д^| = У \р‘г\11с1>+ц так, что оператор А : АС = {0, 

р.<7=0-.2, ...} является непрерывным вместе с формой | • , • ] по отноше­нию к введенной гильбертовой норме, имеет спектральный радиус, равный единице, симметричен относительно формы [ • , • ) и дефини-
г։зируем (2>в) относительно нее многочленом (?(г) = V 7л2/г. Далее, ис­пользуя некоторые результаты М. Г. Крейна (’), можно ввести на § новое скалярное произведение так, что прос 1 ранство П, получающе­еся из О после пополнения его по ново 1 норме и, возможно, факто­ризации полученного пространства по его изотропной относительно [ • • • ] части, будет ./-пространством, а определенный на О оператор А, индуцированный оператором А, —непрерывным оператором с тем же спектральным радиусом. Поскольку А —это дефинизируемый са­мосопряженный оператор, то у него существует ./-ортогональная спектральная функция с конечным множеством критических точек(6), сосредоточенных к тому же в замкнутом единичном круге. _ о ЛДалее, как следует из некоторых результатов П. Йонаса (ь),если /(г) —функция, регулярная в некоторой окрестности спектра оператора А, {суД—его невещественный спектр, {а,Д— критическиеточки спектральной ункции Е՝к. то можно подобрать системы нату­ральных чисел {т/^ и {п,}\ так, что

1

/(Л )=РДД)+(’(/(/.)-РДХ))^,,
֊1

(3)
где —интерполяционный многочлен для /(г) с узлами интерпо­ляции {;/}՛;• и {<*/}*, причем кратность узлов и а/ равна /Пу и /г4 со­ответственно (выбор Ш] и /г/ не зависит от /). Из представления (3) непосредственно следует представление (2), если р(0=֊• [Р/Х, л՜], х— 10



элемент из й, соответствующий последовательности {1;0;0; .. .} изб. Тем самым доказательство прямого утверждения теоремы завершено. Справедливость обратного утверждения вытекает непосредственно из вида представления (2).Рассмотрим теперь связанную с последовательностью удовлетворяющей условию (1), регулярную функцию опреде­ленную в области |з|>1 по формуле Л(г)=—4- а затем ре-гулярно продолженную в область |г|^1.Теорема 2. Последовательность 
ление (2) в том и только том случае, 
виде

когда
допускает представ- 
А(г) представима в

М Ж (4)
<7=0 Р=Ч

м+ ։ и ■*
где (2(2)= Ьдг(1=Ц П (£—*у)'Мг—а,)% остальные элементы те 

<7=0 у = 1 7=1
же, что и в (2).Остановимся теперь на вопросе о единственности элементов представления (2). Отметим, прежде всего, что функция &(/) опреде­ляется с точностью до кусочно-постоянного слагаемого, скачки ко­торого сосредоточены в точках из {а/};. Что касается узлов интерпо- ляционого многочлена /%(£), то существует единственная минималь­ная по М (т. е. с учетом кратности) их совокупность, при которой еще возможно представление (2). Любая другая совокупность узлов интерполяции, связанная с представлением (2), является расширением указанной минимальной совокупности. Представление (2) с минималь­ным множеством узлов интерполяции будем называть неприводимым. Элементы неприводимого представления однозначно (с учетом сказан­ного выше относительно ?(/)) восстанавливаются по поведению функ­ции в окрестности ее особых точек. В частности, это сис­тема невещественных полюсов функции Л(2), а {яг;X—соответствую­щая совокупность их порядков. Далее, пусть Г(-, и) — прямоугольный контур, симметричный относительно вещественной оси R, ограничи­вающий замкнутую область, не содержащую точек из {5/Х, и пере­секающий R в точках -сии. Тогда с точностью до кусочно-постоян­ного слагаемого

/
₽(О=֊4т [ «>0.2кг J

֊ (1 + 5)

(5)
где интеграл понимается в смысле главного значения с особыми точ­ками (—(14֊о), 0) и (/, 0). Наконец, система {а/}; состоит из тех то­чек из [ — 1; 1], для которых выполняется одно из условий: 1) функ­ция р(О не ограничена в любой окрестности точки ад 2) найдется такое натуральное я, что существует и отличен от нуля предел Пт У (г—а/)л/?(г)72, а кратность узла интерполяции я,—это 11



наименьшее из натуральных чисел, для которых одновременно вы-полиены условия:1) существует Հ>0: «ГМI •
I (<—

a Ti

2) 11m j (z—*i)nF(z)dz = 0, 
0r(«z—o,«z4֊fi)где интегралы трактуются так же, как и в (2) и (5).В заключение укажем, что аналогично проблеме моментов Хаус՝ дорфа могут быть рассмотрены и дефинизируемая тригонометрическая проблема моментов и ее интегро-полиномиальное представление, по форме близкое к (2).

Челябинский политехнический институт 
им. Ленинского комсомола

Վ. Ա. ՇՏՐԱՈԻՍ

Հաուս qn րֆ |ւ մոմ Լ նա ների ս| ր ո р լ Լ մի q Լ ֆ ի ն ի զա q ւ| ո q անա|ոգի մասին

Աշխատանքում ապացուցվում է իրական թվերի հաջորդականության 
ին ;ո ե դ ո ա ֊ ր ա դմ ան դա մ ա յին ներկայացման ւէերաբերյալ թեորեմ, երբ դո յու֊ 
թյուն ունի որոշակի ձևս՚վ։ոխութ յուն, որն այդ Հաջորդականությունը դարձ֊ 
նում է դրական որոշյալ հաջորդականություն։

ЛИТЕРАТУРА — ԴՐԱԿԱՆՈՒԹՅՈՒՆ
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УДК 517.9

МАТЕМАТИКА

А. О. Оганесян

Построение параметрикса начальной задачи для одного класса 
гиперболических уравнений с неограниченными коэффициентами

(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР Р. А. Александрином 27/1 1986)

Рассмотрим следующее гиперболическое уравнение с неограничен­
ными коэффициентами

„ « 1 л I
Ри==В2։11— у ճ)[)յ)յԱ -|------у ււՀէ, х)О^г-\- — х)В։и+

Ս—\ է ւ=\ է

+ 4-с(/, х)«=0, Лс(О, Г), г>,=֊1֊. О,- = -/—\ (1)
Ւ \ Օէ ԺՀյ /

где функции п/у, я։(/,/=1, ...,/г), Ь, с бесконечно дифференцируемы 
в /?+Х/?л. Кроме того, пусть существуют положительные постоянные 

п п п
7։ и такие что (хе/?л, ։£/?"), а

/«I /,у=1 («1
п

функция 1т У а<(0, хУа/а(х, ;) ограничена при х£Ц", ;6/?"\{0}, где 
4 = 1

а(х, с) = (2>Ж
Как известно (1։), задача Коши в обычной постановке с данны­

ми на гиперплоскости /=«0 может оказаться не корректной. В таких 
случаях возникает необходимость ее весовой постановки. Такого типа 
задачи рассматривались, например, в (3՜5). В работе (5) строится па՝ 
раметрикс задачи Коши с весом для уравнения (1) в случае, когда 
некоторая функция г = г(х), зависящая от коэффициентов уравнения, 
не принимает целочисленных значений. В настоящей работе рассма­
тривается случай г(х)’=7֊В1, ? = 0, ±1,,... При этом существенно 
меняется поведение параметрикса при /—0, а соответственно меняют­
ся и весовые функции. Это связано со свойствами вырожденной ги­
пергеометрической функции Ч’(а, с, г,), с помощью которой строится 
параметрикс, при целочисленных значениях параметра с (7). Случай 
г(х)=1 интересен также с точки зрения связи уравнения (1) с гипер­
болическими уравнениями, вырождающимися с бесконечной скоростью 
на гиперплоскости / = 0. Остальные случаи представляют интерес, 
например, при изучении принципа Гюйгенса для уравнений второго 
порядка с особенностями (в). Заметим, что уравнение Эйлера—Пуас­
сона—Дарбу является частным случаем уравнения (1).

Пусть 5 = $(х) является одним из корней уравнения $3—$(1-
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—/6(0, х))—с(0, х)=0. Тогда г(х) = /6(0, х)4֊2$(х) (5). Допустим так­
же, что $(х)— ограниченная функция при

Определение 1. Для действительных чисел 7 и /? обозначим 
через пространство бесконечно дифференцируемых на 
функций х} ;) таких, что для любого целого числа /^0, мульти­
индексов а, действительного числа Т^>0 и компакта К՜R'1 имеет 
место неравенство х,£)|^г(1 +1;|)7“|3|(|;|՜1 -Н)*՜'. где

х^К, |£>1, а постоянная с зависит от /, а, р, Т и К.
Через 5^ будет обозначаться обычный класс символов интег­

ральных операторов Фурье, определенных на ?'*(/?") и зависящих от 
/£[0, Г] как от параметра.

Пусть

/о^аДО, х)^/а(х, =)+г(*)
р(3)=—--------------- - ------------------- , т(з)=$ир ( —Кец(з)),

2 лея'1
։САП\(О}

а функции <р3(/, х, ;) (з2=1) являются решениями следующих задач:

Рассмотрим следующие начальные условия. При ? = 0
(1п()-1<-1<х>и|/_0=/1(х): 

0=/։(х) (2)
и при <7^0

и\^=/М-,

/’+1Р,(/-^’и)|(=(|=/2(х) (20

(/гЛ€Л/?л)).
При указанных выше условиях на коэффициенты уравнения (1)

доказывается
Теорема.

символы
Пусть г(х)=7-{-1, д =0, ±1, .... Тогда существуют

(3)

Р2о((, х, 5)е5'"<’>+’+‘;
(а’=1, (/, х, Е)^/?։.Х/?'|Х/?'', г>0 произвольное число) такие, что

2 2(2я)-п1 «'!’՛><'■г-X, $)/((у)о!у</5+ 
с)

/?.лх/?л

р2з(Т X,

РЬ(Л X,

(4)

R" X R"
14



является параметриксом задачи (1) —(2) при д=0 и (1) —(2') при 
т. е. функция £՝(/,,/Д (С х) удовлетворяет уравнению (1) в 

по модулю функций из С (А\Х /?п) и условиям (2) или со­
ответственно (2') в R11 по модулю функций из Су^п). Интегралы 
в (4) понимаются как интегральные операторы Фурье.

Доказательство теоремы проводится в основном по схеме, изложен­
ной в (5), и делится на два этапа. На первом этапе задача (1) —12) 
(или (1) — (2')) сводится к задаче с нулевыми начальными данными при 
тех же весовых функциях и неоднородному уравнению с право)) частью, 
обращающейся в ноль вместе со всеми производными по переменной / 
при ( = 0. На втором этапе строится параметрнкс полученной на первом 
этапе задачи.

Функции р1,((, х, ;) строятся в виде асимптотических сумм

(.5)
/г-0

где рк^1, х, ;) являются ?-(֊-!, 1, . . 1)
циями порядка аЛ=-<7—$(х)—т. е.

квазиоднор )дными функ-

х, х, I) (> >0). (6)

Эти функции выбираются как реше шя обыкновенных дифференци­
альных уравнений второго порядка относительно переменной /(х и ; 
играют роль параметров).
Доказывается, что рЬ£$тЫ+«Это обстоятельство не позволя­
ет при построении парамстрикса ограничиваться функциями р^Н х, ;), 
с помощью которых удается только свести задачу (1) —(2) или (1) — 
(2') к задаче с однородными начальными условиями и уравнению с 
правой частью, которая вместе со всеми производными по перемен­
ной / при Э обращается в ноль, т. е. осуществить первый этап 
построения параметрикса. Далее вводятся символы интегральных •
операторов Фурье рь((> х, ;), с помощью которых строится параме­
трикс полученной на первом этапе задачи. Функции рь(^ х, 5) строят- 

ся в виде асимптотических сумм р/3(/, х, ;)= V ркьх, ;), где рк((, 
Л=0

х, ;) определяются как решения уравнений в частных производных 
первого порядка, которые вместе со всеми производными по / при 
/=0 обращаются в ноль. Доказывается, что С5"'(’)+</+8՜*.

Описанный выбор функций р[3 и р[, позволяет доказать теорему.
В заключение приведем пример вырождающегося с бесконечной 

скоростью уравнения, которое сводится к уравнению (1).
2/1 |

е~7* У х)О(Ир1 -I---- х)£>дг-ф
*

1
/2(*+1)

л

Ыи-

с(С х)и=0, (7)

где функции а/;, а/ (£, /=1, . .п), Ь, с такие же, как соответствую-
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щие коэффициенты уравнения (1).
1 _1 ~ п—е է* получаем О1и — V
* էյ

1 п ~ ~ լ
— V а/(т?։ х)£>/<г-|֊ — с(ть х)и = 0.
Պ Я Т

После замены переменной 

2/у(т], х)£>/£)у«-|֊ — 5(т), х)ОГ1и-^ 
*1

Непосредственные вычисления показывают, что г(х)еее1Ь(0, л) = 1. 
Если при этом функции а,,, п/։ /л с окажутся бесконечно дифферен­
цируемыми в /?+Х/?'։, то можно будет применить приведенную тео­
рему. Начальные условия (2) диктуют естественную постановку на­
чальной задачи для уравнения (7).

Ереванский государственный 
университет

Ա. 2. ՀՈՎՀԱՆՆԻՍՅԱՆ

Սկզբնական խնդրի պարամետրի ք սի առուցՈւմը դասի անսահմանափակ
գործակիցներով հիպերբոլական տիպի հավասարումների համար

Հոդվածում ուսումնասիրվում են 
հավասարումներ, որոնք ցածր կարգ]' 
նափակ են, երբ է—> 0» Նշվում են

երկրորդ կարգի հիպերբոլական տիպՒ 
ան դամն երի գործակիցն երն ան и ահ մ ա - 
կշռային ֆունկցիաներ' կախված հա-

վասարման գործակիցներից, որոնց միջոցով է—0 հիպ երհարթության վրա 
տրվում են Նոշոլ սկզբնական պայմաններր։ Ֆոլրյեի ինտեգրալ օպերա­
տորների միջոցով կառուցվում է այդպիսի սկգբն ական պայմաններով Նո֊ 
շու խնդրի պ ա ր ա մ ե տ ր ի ք ս ր ։

!՝ երվում է թույլ հիպերբոլական տիպի հավասարման օրինակ, որի ու­
սումն ա սիրութ լուն ր հանգում է հ ո դվածոլմ հետազոտված խնդրին'

Л ИТЕРАТУРА — ԴՐԱԿԱՆՈՒԹՅՈՒՆ

’ /1. В. Бицадзе, Некоторые классы уравнений в частных производных, Наука, М., 
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Новосибирск. 1973, 3 А. Б. Нерсесян, ДАН СССР, т. 196, № 2 (1971). 4 Ф. Т. Бара­
новский, Мат. сб., т. 20 (162), № 2 (1983). •* А. О. Оганесян, ИАН АрмССР, т. 21, 
№ I (1986). 8 Н. X. Ибрагимов, Группы преобразований в математической физике, 
Наука, М., 1983. 7 Г, Бейтмен, А. Эрдейи, Высшие трансцендентные функции» т, 1, 
Наука, М.» 1973,

16
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МАТЕМАТИКА

УДК 517.518.3

Г. А. Карагулян

О выделении подсистем сходимости с лакунарной плотностью номеров 
из произвольных ортонормированных систем

(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР А. А. Тал а ля ном 12/111 1986)

I. Известна следующая теорема, доказанная в 1936 г. независимо 
друг от друга Д. Е. Меньшовым и И. Марцинкевичем.

Теорема А (см. (1>2)). Для любой ортонормированной систе­
мы (ОНС) х£(0, 1), существуют номера пг<^п2<^ ... та­
кие, что подсистема {<?дД-*)}л=г1 является системой сходимости. 
(ОНС {фл(-*)}^в1 называется системой сходимости, если из условия 

ГС ОТ
У следует сходимость почти всюду ряда V алФ„(х)).
п « 1 л ■=!

По этому поводу в работе (3) Г. Беннетом был поставлен сле­
дующий вопрос: существует ли последовательность чисел {/>}*=1 та­
кая, что из любой ОНС {фл(л))д1 можно извлечь подсистему сходи­
мости для которой Нт Лй/гл = 0?л -*ос

В работе (4) Б. С. Кашиным дан положительный ответ на этот 
вопрос. В ней сформулирована следующая

Теорема Б. Из произвольной ОНС {?л(*)}^а1 можно извлечь 
подсистему сходимости с 6=1» 2,..., где

/?1=3, /?*-н = (/?*)! (Л—2,3»...).

В той же работе (4) Б. С. Кашин поставил следующий вопрос: 
можно ли в формулировке теоремы Б последовательность R к, к— 
= 1, 2, ... заменить на 6=1, 2, ... для любого е>0?

В настоящей работе усилен результат теоремы Б. Точнее, спра­
ведлива

Теорема. Пусть {чп(х}}^—произвольная ОНС и Х>1 неко­
торое число. Тогда существует подсистема сходимости {?лА(^)}^1 
с условием

Пь<У*> £=£(г &о~Н» £о+2* • • • (^о>П-

Доказательство этой теоремы основано на следующих леммах.
Лемма 1. Пусть х€(0, 1), конечная ОНС и

семейство измеримых множеств из (0, 1). Тогда существует целое 
число Х^Ог^Сп такое, что



т
я т1п|Ц£'/ ) ’ р=1, 2,

(|1—мера Лебега на (О, 1)).
Лемма 2. Пусть £с(О, 1) есть некоторое измеримое мно­

жество положительной меры и /(*)—измеримая функция на 
(О, 1) такая, что

|/(х)| ^А1 при х(;(0, 1),/(х)=0 при х$Е.
Тогда существует такая последовательность функций {/лС*)}^, 
*€(01 1)1 что

]/„(*)!= 10Д7 при х£Е, д = 1,2,
/п(х) = 0 при х^Е, «.= 1,2,...,

н(£)
2/2

<!*{ /л(х)=10Л1}^
/2 • И(£)

2
л=1,2.......

/,.(*) = ֊10А1}

« {/л(*)};= ) слабо сходится к /(х) в А2(О, 1).
Лемма 3, Пусть £С (О, 1) есть измеримое множество поло­

жительной меры, а /(х) — всюду конечная функция из Д2(0, 1) та­
кая, что

/(х)=0 при х^Е.
Тогда существуют слабо сходящаяся к /(*) в А2(0, 1) последова­
тельность функций /(п)(х), л=1, 2, ..и такие семейства измери­
мых множеств {£(я) }-в1, « = 1,2, что для любого «=1,2, ..., 
функция /(п>(х) постоянна на каждом множестве Е\п\ / = 1,2, 
и выполняются следующие соотношения)

рл)(л)=О при х^Е, « = 1,2, ...,
И/(л)1к։(О.1)<2О||/|и«(о.1)1 «=1,2, ..

£■<">:= 0 при

й+3 1 \л+2
/2.• ■

Лемма 4. Пусть {Ец.,,1^ 1п£П} («^1) семейство изме­
римых множеств из (0, 1), удовлетворяющее условиям

и ^,.../л=(0, 1), 
ц.....

. 1п Еу։ о. ]п— 0 при {1^, . .^л) * (/р . • .» 7л)1
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для любых /։, ... Тогда обозначая Л= ) (ц,../„); ц()>

Н(и £■/,.../„)>։-с • а* (0«1), |Л|<2։0",

где 0<^а<1 и с^>0 абсолютные постоянные, а |Л| есть количество 
элементов множества А.

II. Известно, что из любой ортонормированной системы можно 
извлечь подсистему безусловной сходимости (см. (5)). Тем не менее, 
для наперед заданных номеров 1<Л'(1 )<Л^(2Х/У(ЗХ ... можно пос­
троить такую ортонормированную систему {?п(х)}*в1, что для любых 
номеров 1 • • -1 яЛ^Л/(&), Л=1,2, ... существует перес­
тановка членов системы такая, что переставленная систе­
ма является системой расходимости. Для этого определим зависящие 
от последовательности {Лг(^)}^=1 номера следующим образом:

/?(1)=М(1), /г=1,2....... (1)
Определим также числа /*, 6 = 1,2,...

4=/?(1), /Л+1=/?(2б+ ... +2'*+1), 6=1,2,...; 
построим систему {<ря(х)}„^г Если п«^/1(=/?(1)), полагаем 

^«(•Я) ~ С„(*), Л=1, 2, ..., /1։

(2)

(3)
где {Гл(^)}л=1~“система Радемахера. Если же то однозначно
определяются числа 6^=1 и 0^«<2/Л+1 — 1 такие, что

/?(2'*+ ,.. +2'*+О<?^/?(2'։ + ... +2£* -Н+1).
Тогда определим функцию ?л(*) следующим образом;

1
<?п(х) • ' гл(Л)

(+1

(4)

(5)

где Д<*)=(/—1/2*, £/2*) есть двоичный интервал Хаара, а 7,цп(х)—ее 

характеристическая функция.
Итак, система {'рл(х)}*в1 построена, и очевидно, что она являет* 

ся ортонормированной. Если последовательность номеров с
условием 6=1,2,..., то, учитывая определение чисел Д(Ь)
(см. (1)), легко усмотреть, что для любого 6=1, 2, ... существует хотя 
бы одно число ть^ъ}^ такое, что /?(6Х/я*</?(6-|-1 )• Чтобы дока­
зать, что не является системой безусловной сходимости,

гС Ах ՛ I

достаточно доказать аналогичное для системы {?тЛ(*)}“=1 (С_{‘рлА(^)}^=1). 
Из условия /?(6)</лА</?(6-|-1), имея в ВИДУ определение системы 
{?л(х)}^==1 (см. (8~5)) легко убедиться, что {?тЛ(х)}*в1 станет подсис­
темой некоторой системы типа Хаара ХоО)»х5л)» *“4, 2, . 2", л=1,2,... 
(опр. системы типа Хаара см. (в), с. 122), причем она составлена из 
функций Д0), х}/л). /=Е2,..., 24 Ь1,2....... Отсюда следует, что
система Л<*>, ;= 1, 2, . .., 2*, 6 = 0, 1, 2, .... определенная равенствами 
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j-2nk~k
(6)

/=1, 2......... 2*, /2 = 0, 1,2,...

тоже является системой типа Хаара, но другого вида (в ней не 
участвует только первая функция Л^=1). Поэтому существует ряд 
по этой системе, с коэффициентами из /2, который расходится почти 
всюду после некоторой перестановки членов (см. (6), с. 112). В силу 
(6) этот ряд можно рассматривать как ряд по системе {{х?л)}/-1}*= 1 и> 
следовательно, по системе {?тЛ(-^)}Л\ Очевидно, что этот ряд будет 
рядом с коэффициентами из I2 и расходится почти всюду после не­
которой перестановки.

Автор благодарен профессору А. А. Талаляну за постоянное 
внимание к работе.

Институт математики
Академии наук Армянской ССР

Դ. Ա. ԿԱՐԱԴՈԻԼՅԱՆ

^էպճանսս* օրթռնորմավորված հա մա կարգն րից լակունար խտության
համարներով ենթահամակարգերի ընտրության մասին

Աշխատանքի առաջին Ա ասա մ ձևակերպվում է հետև լալ առաջադրում

ո — 1 օրթոնորմավորվա А համակարգից
կարե|ի J. ընտըէգ LM յնպիսի ի յ ղոսզամիսւության ենթահամակարգ,

,րկրորդ մասում' նախ
որի համար Ոհ<Հ,-/ւ, k = 1, 2, . . .. որտեգ >Հ> 1 նախապես տրված թիվ ե: 

ա պև и տ
մար կաոուրվու մ է ալն պէս ի (фл(х)}^ 1 համակարգ. որ եթե nk^Nk> k = 
— 1, 2, . , . №չ՝որ ենքՅահամարներ են, ապա (ոչ պա լմ տնական 
ղո t. գա մ ի տ ա լ ft լան համակարգ չէ ։

Л ИТЕРАТУРА—ԴՐԱԿԱՆՈՒԹՅՈՒՆ

։ D. Menchoff, Bull de la Soc. Math, de France, №3—4 (64) (1936). ’ J. Mar- 
clnklewicz, Studla Math., 6, 39—45 (1936). 3 G. Bennett, in: Notes In Banach spaces— 
Austin: University of Texas Press, 1980. 4 Б. С. Кашин, Усп. мат. наук, № 3 (40), 
181—182 (1985). 5 J. Komlos, Arklv for Mat., 1(12) 41—49 (1974). 6 ft. Gt Кашин,
А. А. Саакян, Ортогональные ряды. Наука. М., 1984.
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ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՀ ԴԻՏՈԻԹՅՈԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՋԵԿՈԻՅՑՆԵՐ
ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР

■ 1хХХ1У 1987 —- —

МАТЕМАТИКА

УДК 517.53

Г. Г. Геворкян

О единственности интегралов Фурье, сходящихся в 
метриках Ьр, на каждом конечном интервале

(Представлено чл.-корр. АП Армянской ССР А. А. Талаляном 28/111 1986)

Теорема Планшереля утверждает, что если /(х)£72(—оо, 4֊ос),
а

1 Րто 1.1.т.-т=-1/(0еПх^=/(х), 
а-4- с» У 2тг յ

— а
где 1.1.т. обозначает предел в смысле сходимости в £2 

а-*-}՜՜’0
имеет место формула обращения

при а

। ~ у
II —а
■ а

В частности, из того, что интегралы \/(^)еихс11 сходятся к нулю 
И —а

в метрике А2(—ос, 4-ос) при а->4֊оо, следует, что /(х)= 0 п. в. на 
(—оо, 4-оо).

Из одной теоремы А. А. Талаляна (см. (։), теорема 3) следует, 
что существует неэквивалентная нулю измеримая функция /(х), об­
ладающая тем свойством, что для любого отрезка [—с, с] и любого 
е>0 существует измеримое множество /?с[— с, с], е, на ко­
тором функции

Л(х) = 1(1)

II
к сходятся к нулю в метрике Ь2(Е) при а—>4֊ос.

В связи с этим А. А. Талаляном была поставлена следующая 
задача. Пусть функции (1) сходятся к нулю на каждом отрезке 
[—£,£| в метрике — Ь, Ь\ при Следует ли из этого, что
/(х) = 0 п. в. на (—оо, 4֊ос)?.

В этой заметке дастся положительный ответ на этот вопрос.
А именно, верна следующая
Теорема 1. Если /(0€^р1—я, л]» для некоторого при

I алюбом а>0 и 11т С /(1)е1։хсН в метрике АР[— Ьу д], на каж- 
՛ а—+л —а
I дом отрезке [—Ь, Ь], то интегралы.
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f4*)= g(u)e~iuxdu

стремятся к f(x) почти всюду и в метрике Lp\—a, л] на любом 
ограниченном отрезке [— а, а], когда а-*-]-оо.

Для доказательства теоремы нам нужна следующая
Лемма 1. Пусть функция /?(х)=/г1(х)+/Л2(х) имеет конеч­

ную вариацию на каждом отрезке [—а, а|. Если интегралы
а

eitxdF(x) (2)
— а

на множестве [ — 1, 1] сходятся в метрике LP\ — 1, 1] для некото­
рого р>0, то

lim sup |F(x4֊A) —Л(х)| = 0. (3)
/Л|<1

Доказательство. Легко видеть, что
а а ՝ а
. • г» л
I eltxdF(x)= costxd(F1(x)—F1(—x))— sin/xd(F2(x) + /?2(—x))-|-

— a 0 0

a

costxd(F2(x)—Fa( —x))-H I
о

siu/xtf(F1(x)-|-F1( — x)) =

=А(О+Л(О4^з(О+Л(О).
Из того, что интегралы (2) сходятся в метрике АД—1, 1], сле­

дует сходимость их действительной части 4(0+4(0- Будет 
сходиться также /2(— /)+/2( — /), которая равна Л(0“4(0» так как 
/Д/) —четная функция, а /2(/) —нечетная. Из этого следует, что схо­
дится /ДО- Точно так же можно 
4(0» 7=2, 3, 4. Итак, интегралы

а
^СО8/Х4/(/?1(Х) — А\(— л)), 

6

а г»
1 СО5/Л4/(^2(Х) -Л2( — X)),

О
сходятся в метрике АД — 1, 1|.

Обозначим <р(х) = Ег(х) — АД

доказать, что сходятся интегралы

а 
гЪ

I 51п/хб/(Л2(х)—ЛД—х)),
о

(4) 
а

51п/Х^(АДх)-|-А'Д—'•*))
О

х). Легко видеть, что
ь ь
г* г*
j cos/xdy(x)=c.osbt • |<р(&) — ®(a)j+/ j sin/x • (<p(x)—<f(a)]dx. 
a a

Для любого а можно найти такое b, что \b — и sup |<p(tz4֊Л)— 
l»l<i

— —|р(£)—?(я)1- Тогда



ь

а

соз/х^(х) >|соз£/| |<р(6)—?(а)| — 101
100

|?(^)— <Р(а)| |С05^/| — 101
100 (5)

Если интегралы (2) сходятся в Ьр, р>1, то сходятся и в 
Поэтому для доказательства леммы нам достаточно доказать, что из 
сходимости интегралов (2) в метрике для некоторого р<1, сле­

дует (3). Допустим, интегралы (2) сходятся в метрике 1Р

0<р^\- Тогда левая часть (5) должна сходиться к нулю в метрике 

для того же р, 0<Зж1, когда а стремится к -|-оо. Из 

этого и из того, что (см. (5))

101 Г/Л// 
юоЗ о

101
800

следует, что <р(а)[֊.՝0, когда а—>4֊оо.
Такими же методами можно доказать, что требованиям леммы 

удовлетворяют функции х) и ЛДх)-!-
-<)• Следовательно, функция Г(х) = /?1(х) + /Л2(х) удовлетворя­

ет (3). Лемма доказана.
Доказательство теоремы 1. Легко видеть, что

?□(*) -֊= g(u)e^iuxdu — v * р • —
к

51П2 —
—֊^֊^(Х4/), (6)

51П* —

Пусть а} нуль функции на интервале ( — у, — (/+1)). 
\ а з /

И1?(^)“ ?(а)| =

1

?(£)—<р(а)

I

о

Легко видеть, что на отрезках
2~ .

а

51П2 —

функция не меняет свой знак. Тогда, интегрируя по час-

тям, получим
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2п .

■('+1|31п’ -

а]

(7)

||Р(х + а;)-5(х+5у)| + |Г(х+а/)-7?(х+ер|).

где и £* некоторые точки, соответственно, из отрезков и

. Из (7) следует, что

• ։а: 81П2 — 51п

3 а/1
2к

Sun
а

Точно так же можно получить

~2' 51П1 — ♦ ЗЯ/ 31п*—֊

2. .
Т'

зир

Учитывая (3) = 0(1), из (8), (9) получим

+°° 51П2 —

т/2

о • 81П2-
2 г 2

^(Х-*-0=Т -Т7Г-/(Х + /)^+0(1), 4к I и I (10)

за] ъ 
а

-Ч 1)

4

и

где о(1) равномерно на любом конечном отрезке. Из (10) и (6) сле­
дует утверждение теоремы 1.

Можно доказать аналог теоремы 1 для функций двух переменных.
А именно, верна следующая

Теорема 2. Пусть Дх, у)^Лр([— а, а]2), р^1, при любом а^>0 
и на каждом прямоугольнике [—ят, аг]Х[—а^ а2\

а I

11т — ( дх Г е1(ах+?^Дх, у)ду = Дау р) в метрике Ьр, р^\. (11)
»։—+<* 2՜ . )

Тогда верна следующая формула обращения:
<*1 О|

/(л, у)= — Пт С ( 1 — — V 1 — — )^(а, 
2каl-+<xJ ^ /\ о2 /

-,։ -о,

п. в. на (—оо, 4֊оо)։ и в метрике Ар([—а, а]2) на любом квадрате
|֊а,а!2.

Замечание 1. Легко видеть, что для всех функций /(^) из
классов 1<рС2» существует
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а
Игл I 6ս*ք(է)ժէ в метрике Լթ\—Ե՝ Ь\ 
д-*+°° յ 

— а

на каждом отрезке [—ծ, Ь\. (12)

Однако (12) имеет место и для других функций. Например, на 
любом отрезке [—Ь, 6] интегралы

а

е11хе։зIՈ62էմէ

—а

сходятся равномерно.
Замечание 2. Повторяя рассуждения работы 1, можно пос­

троить неэквивалентную нулю локально интегрируемую функцию /(л), 
а

для которой интегралы ( еах/(1)(Н сходятся к нулю на любом отрез- 
— а

ке [— Ь, &] в метрике Ьр\—Ь, д], р<^1.

Ереванский государственный университет

Դ. Գ. ԳԵՎՈՐԳՅԱՆ

Կամայական վերջավոր ինտերվալի վրա Լր. 
զուգամիտող Ֆուրյեի ինտեգրալների միակության

/Л>0 մետրիկայով 
վերաբեր յալ

Աշխատանքում ապա^սւ^վաձ է. 
Թեորեմ 1. Եթե կամայական <2^>0 և որևե համար ք(է)^Լբ

Լբ[—ԵէԵ\ մետրիկայի
а

—а

• I պա

?.(•*)=

ինտեզրալները համարյա ամենուրեք к ամեն մի 
ըստ Լբ\—(1՝ а] մետրիկայի ճզտում են Հ(%)-ին, 

ի շտ է թեորեմ 1֊ ի երկչտփ անալոդր։

| —Д, ճ] հատվածի վրա 
երթ а—>4՜°°-

Л ИТЕРАТУРА — ԳՐԱԿԱՆՈՒԹՅՈՒՆ

1 А. А. Талалян, Мат. сб., т. 53 (95), № 3, с. 287—312 (1961).
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ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՀ ԴԻ,ՏՈԻԹՅՈԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ԶԵԿՈԻՅՑՆԱՐ
ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР
ГхХХ)У 1987 ՜ 1

УДК 539.3
МЕХАНИКА

Г. Е. Багдасарян

Вынужденные и параметрические колебания идеально 
проводящей пластинки, обусловленные нестационарным 

магнитным полем

(Представлено академиком АН Армянской ССР С. А. Амбарцумяном 7/УП1 1986)

В работе установлена возможность возбуждения резонансных ко­
лебаний (как обычного, так и параметрического типа) идеально про­
водящей пластинки при помощи нестационарного магнитного поля. По­
лучены формулы для нахождения критических частот внешнего магнит­
ного поля, определяющие границы параметрического резонанса. Опреде­
лены также амплитуды вынужденных колебаний и исследована их зави­
симость от частоты и амплитуды нестационарного магнитного поля.

1. Рассмотрим идеально проводящую, тонкую упругую пластин­
ку постоянной толщины 2/г, отнесенную к декартовой системе коор­
динат х2, х3 так, что срединная плоскость недеформированной 
пластинки совпадает с координатной плоскостью х1ох2. Пусть плас­
тинка занимает область (|х3|=^А, |х1|^я, — оо<х2<Ъо) и является 
частью бесконечной идеально проводящей жесткой неподвижной диа­
фрагмы постоянной толщины 2А. Пусть далее в области х^>1г уста­
новлено начальное нестационарное магнитное поле /70 г/^соэ ш/, па­
раллельное координатной линии охг

Известно (1), что нестационарная часть магнитного поля не про­
никает в область, занимаемую идеальным проводником (область |х3|<^)« 
Поэтому на тонком приповерхностном слое появляются экранирующие 
токи, препятствующие проникновению нестационарного магнитного поля 
внутрь тела. Из условия непроникания для рассматриваемой задачи 
легко определить поверхностные токи и с их помощью из квазистати- 
ческих уравнений Максвелла найти создаваемое ими магнитное поле. 
Путем наложения начального поля и магнитного поля, создаваемого 
поверхностными токами, получим окончательное выражение для не­
возмущенного магнитного поля, претерпевающего разрывна поверхности 
л3=А. Этим разрывом обусловлено появление магнитного давления 
—г
Ро, определяемого формулой

— /у1Со8ш/)п0, (1.1)
2 71

где п0—единичный вектор внешней нормали к недеформированной 
поверхности пластинки.

Под действием нагрузки Ро пластинка совершает вынужденные
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колебания по форме цилиндрической поверхности с образующими парал­
лельными координатной линии ох2. Вследствие этих колебаний по­
являются индуцированные токи и магнитное поле, приводящие к воз­
никновению добавочных объемных и поверхностных сил. Добавочные си­
лы выражаются через неизвестные граничные значения тангенциальных 
компонент индуцированного магнитного поля на поверхностях х3=±Н. 
Определение указанных граничных значений, как и в работах (2՜4), 
сводится к решению задач Неймана в полупространствах |х3| > /г. 
При помощи известного решения задачи Неймана найдены добавочные 
объемные и поверхностные силы, выраженные через прогиб пластинки. 
После подстановки (1.1) и найденных выражений для добавочных сил в 
уравнение движения пластинки, полученное на основе гипотез Кирх­
гофа в работе (4), анализ динамического поведения пластинки в не­
стационарном магнитном поле сводится к решению следующего интегро- 
дифференциального уравнения с ядром Коши:

д^ю
— +2рЛ 
дх}

д2ю
д<2

, п , дю Л"4“2р//з------------
д։ 2:

+ //1СО82<о/
дх2

1 С дю
3 д£ ;—; 
—а

------ 1 (//0 + /71со8ш/)со5<о/,

при обычных условиях закрепления краев пластинки.
В (1.2) I) — прогиб, /Э — 2£7г73(1—V2)—цилиндрическая жест­

кость, модуль упругости, V —коэффициент Пуассона, — коэ 1Цпг и
циент линейного затухания, р—плотность материала пластинки.

2. В качестве примера рассмотрим задачу о колебаниях пластин­
ки, длинные стороны которой жестко защемлены.

Представляя искомый прогиб пластинки в виде ^(хр О~/(ОЧ2— 
—х2)2, удовлетворим граничным условиям жесткого защемления, а 
из уравнения (1.2) методом Галеркина получим следующее линейное 
дифференциальное уравнение с периодическими коэффициентами:

а2/
сП2

-Ц — +&2( 1 4-2Р1с°Зи)^4֊2|г2СО52ш/)/= 
сП

=о([12֊|֊Р1С05и)/-ЬР2СОз2<и/),

где

22=[1+?(№0+^)]П2, Щ = 
АрЬи*

3 / 35 а\ 8=
4кра2Р‘; \ 24՜ И / 48^30

11 1-К₽(//02+#?)’ 1+?(Л/20+//?)’

(2.1)

(2.2)

В (2.1) Йо—частота собственных поперечных колебаний пластин­
ки в отсутствие магнитного ноля, £2 —частота магнитоупругих коле­
баний, р! и р2—коэффициенты пульсации.

Общее решение уравнения (2.1) складывается из общего решения
однородного уравнения
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.1 * • ’ .

“7 +г ~~ +йг(1+2Н1СО8ш/-|-2иасоз2ш/)/=0 (2.3)
а/- . сП 7

к какого-нибудь частного решения уравнения (2.1), характеризующего 
вынужденные колебания.

Уравнение (2.3) имеет периодические коэффициенты и, как известно 
(56), при некоторых соотношениях между его коэффициентами оно 
имеет неограниченно возрастающие решения, означающие динамическую 
неустойчивость рассматриваемой системы.

Границы областей динамической неустойчивости ш±, располо­
женных вблизи частот 2Й и при весьма малом затухании (е->0). 
согласно (6), определяются следующими приближенными формулами: 

для области, расположенной вблизи частоты 2&,

ш±=2О0[1 (2.4)

для области, расположенной вблизи частоты Ф,

<1) Ц֊₽(№0+//?)± (2.5)о

Из формул (2.4), (2.5) следует: а) при любом /У^О возможно 
появление параметрического резонанса (при /У1=0. как и следовало 
ожидать, параметрический резонанс невозможен); б) если /Уо=О, то 
параметрический резонанс наступает при частотах внешнего магнит­
ного поля, близких к значениям (£=1,2,3...); в) ширины
обеих областей неустойчивости являются монотонно возрастающими 
функциями амплитуды Нт нестационарной части внешнего магнитно­
го поля; г) при фиксированном ширина области (2.4) является 
монотонно возрастающей, а ширина области (2.5) —монотонно убы­
вающей функцией постоянной составляющей /Уо заданного магнитно­
го поля.

Переходим к исследованию вынужденных колебаний пластинки, 
для простоты ограничиваясь случаем (тогда и 14=0). В этом
случае частное решение уравнения (2.1), характеризующее вынуж­
денные колебания, ищем в виде (”)

/(/)==^04-а151п2^/-|֊^1соз2<о/ (2.6)
где Ьо, ах и Ьх некоторые постоянные, подлежащие определению.

Подставляя (2.6) в уравнение (2.1) (при 14=0) и приравнивая 
коэффициенты при 81п2ш/ и соз2ш/, а также свободные члены, полу­
чим неоднородную систему линейных алгебраических уравнений от­
носительно а1 и Указанные уравнения решаются в предполо­
жении, что определитель системы отличен от нуля. В результате для 
постоянной составляющей динамического прогиба А0=а*Ь0 и ампли­
туды колебания А=а4Уа'^-у центра (х1 — о) пластинки получим 
следующие выражения:

14(1-2и2)(1֊^)
(1 —д’)(1 —/г2—2ц2)4-(/гД/-)2

А=
^а(1 2Р'з)^1

48<Ш

(2.7)

(2.8)
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где 2и> 2тгз
п = — , △ =---- .а я

Последняя величина представляет собой декремент затухания 
собственных магнитоупругих колебаний пластинки.

Из условия, что знаменатель выражений (2.7) и (2.8) отличен от 
нуля, определяем следующее множество значений коэффициента пуль­
сации р2:

0<1֊2 </Л/-. (2.9)

при которых система находится вне второй области динамической 
неустойчивости (области, расположенной около частоты «» = О 2).

На основании уравнения (2.8) произведены вычисления амплитуды 
вынужденных колебаний пластинки в зависимости от частоты задан 
ного магнитного поля при различных значениях амплитуды Н1У удов­
летворяющие условию (2.9). Для расчета принято Е—1 • 10п дин/см2: 
> = 0,36; Д=0,1к; • 10՜3. Результаты подсчета значений Д/Л
приведены на рисунке.

0.0 0.6 1-0

Как видно из формулы (2.8) и графика, вблизи частоты внешнего 
магнитного поля, равной половине собственной частоты пластинки, 
даже для достаточно слабых магнитных полей (//1<102э), происхо­
дит бурное увеличение амплитуды вынужденных колебаний. Форму­
лы (2.7), (2.8) и численные расчеты показывают также, что амплиту­
да колебаний монотонно возрастает с увеличением как величины а/Л, 
так и амплитуды Нх внешнего магнитного поля. При и
=И03э амплитуда вынужденных колебаний может в несколько сотен 
раз превосходить толщину пластинки. Это свидетельствует о необхо­
димости в таких случаях решать задачу на основе нелинейных урав­
нений магнитоупругости тонких пластин, полученных в работе (՛).

Институт механики Академии наук
Армянской ССР
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Գ. ն. ՈԱՂԴԱՍԱՐՅԱՆ

հղեալական հաղորդիչ սալի ստիպողական և պարամետրական 
տատանում ներ р ոչ ստացիոնար մագնիսական դաշտի աղտեղության տակ

Աշխատանքում հաստատված է, որ ոչ ստացիոնար մագնիսական դաշտի
օգն ությամբ կարելի է ի գե ա լական հաղորդիչ սալին հաղորդել ռե գոն ան ս ա ֊
(ին (ինչպես սովորական, ա (ն պ ե и էլ պարամետրական) տատանումն եր։
Ստացված են բ ան ա ձևե ր պարամետրական ռեղոն ան սի կրիտիկական հաճա­
խականությունների և и տի պողական տատանումների ամպլիտուդաների որոշ֊ 
ման համար։
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ЭЛЕКТРОДИНАМИКА

Р. Г. Тарханян

Спин-решеточные поляритоны в антиферромагнетиках

(Представлено академиком АН Армянской ССР А. Г. Посифьяно.м 25/1II 1985 г.)

В макроскопической модели антиферромагнетизма предполагается, 
что кристаллическая решетка представляет собой совокупность несколь­
ких подрешеток, с каждым /-м узлом которых связан локализованный 
магнитный момент, пропорциональный спиновой переменной 5/ (’). 
При температурах, достаточно низких по сравнению с температурой 
Нееля, обменное взаимодействие между спинами ближайших соседей 
приводит к появлению антиферромагнитного порядка, так что в отсутст­
вие внешнего магнитного поля суммарный магнитный момент антифер- 
ромагпетика в основном состоянии обращается в нуль. Рассмотрим ан­
тиферромагнетик простейшей структуры, который состоит из двух 
вставленных друг в друга подрешеток с одинаковыми по величине и 
противоположными по направлению локализованными магнитными мо 
ментами последовательных узлов. Если каждому узлу приписать «маг» 
нитный заряд» ? =—сПу/я, гдет(г)—плотность макроскопического маг­
нитного момента соответствующей подрешетки, приходящаяся на один 
атом, то такой антиферромагнетик в известном приближении можно рас­
сматривать как идеальный «магнитоионный» кристалл, каждая ячейка 
которого состоит из двух атомов с разноименными магнитными заряда­
ми + <р, так что полный „магнитный заряд14 ячейки равен нулю, Очевид» 
но. что в таком кристалле возможны механические колебания решетки, 
аналогичные оптическим фононам в гетерополярных кристаллах типа 
ХаС! (2). Введение понятия магнитных зарядов в макроскопической тео­
рии антиферромагнетиков оказывается весьма полезным, так как поз­
воляет использовать некоторые результаты теории диэлектриков. Ис­
следуем, например, длинноволновые оптические колебания, возникаю­
щие при малом смещении узлов спиновой решетки из положении равно­
весия в магнитоионном кристалле. Речь идет о колебаниях, длина вол­
ны которых значительно меньше размеров образна, но достаточно вс 
лика по сравнению с межатомным расстоянием, так что можно восполь­
зоваться континуальным приближением. Полагаем, кроме того, что сме­
шения атомов происходят без изменения ориентации магнитных момен­
тов, и нс будем рассматривать ни спиновые волны, ни их взаимодейст 
вие с интересующими нас тепловыми колебаниями. Поскольку вес эле­
ментарные ячейки в кристалле эквивалентны, то достаточно рассмотреть 
движение атомов в одной ячейке. Обозначив через ж относительное
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смещение подрешеток с разноименными магнитными зарядами в узлах, 
получим уравнение движения в виде

—♦ —> —м
ТП1£} = —ММ+уН, (1)

где т՜* 1—приведенная масса атомов в элементарной ячей-

• Нетрудно показать, что формула Лиддена—Сакса—Теллера здесь заменяется 
О)’ Мц

соотношением — »1 4֊, где ЛЬ—намагниченность насыщения одной магнит- 
2Н,

1
ной подрешетки, Л/л =./Уг4- — //д—эффективное магнитное поле, Не— поле обмена,

2
На—поле анизотропии.

—>
ке, *—коэффициент квазиупругой силы, Н — возмущение :ффективно- 
го магнитного поля, возникающее при колебаниях, либо внешнее 
магнитное поле, действующее на магнитный заряд ф. Если рассма- 
тривать то как обобщенную координату, то (1) можно получить из 

й дЬ дЬ пуравнения Лагранжа-------:------- — =0, где плотность лагранжиана
дт дк

для длинноволновых оптических колебаний в отсутствие диссипации 
\ - - -

Л — —(/о* — хх՛2) 4- • Н, (2)

Л —число ячеек в единице объема. При этом вектор магнитной ин­
дукции имеет вид

В^Н+ Мрдо, (3)

где второй член в правой части, равный —- дает магнитный момент, 
дН

возникающий при смещении атомов из положений равновесия, р.^1
магнитная проницаемость при ш—оо. Для определения характера ко- 

—• —*■ —» —* —>
лебаний положим = тб'/֊|֊'х|/, где —соленоидальный, а хд—потен-

♦ —♦
циальный вектор (с11уто/=--0, го^/^О). Поскольку в отсутствие сво-
бодных магнитных зарядов с!1уД=0, то из (3) получим

Л Н =--------№[.
И

Подставляя (4) в (1) и разделяя соленоидальную 
ную части, получим

—* —* X
X'/ — — <и2 =—,

/П

- - х^-Мф’^.՜1ТОЛ — ш/ = ----------------
т

(4)

и потенциаль-

(5)

(6)

В силу магнитостатических эффектов частота продольных коле­
баний ю/ значительно больше частот поперечных колебаний ю/*.  В 
отличие от последних, в которых ^/=0, продольные колебания соп­
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ровождаются полем (4). Это поле следует рассматривать как малое 
возмущение эффективного поля, ответственного за магнитный поря­
док.

Рассмотрим теперь образование нового типа коллективных коле­
баний, представляющих собой своеобразный гибрид колебаний спиновой 
решетки с электромагнитными волнами в магнитоионном кристалле. 
Взаимодействие между указанными подсистемами колебаний оказы­
вается особенно существенным в окрестности точек пересечения со­
ответствующих дисперсионных кривых. Кванты таких связанных коле­
баний будем называть спин-решеточными (СР) поляритонами. Макро­
скопическая теория последних сводится к совместному решению уравне­
ний (1), (3) и уравнении электромагнитного поля

rot В=
дВ

rot Н = —
дЬ 

dt

dlvZ?--=O, |

, dl vZ5=0.1 
I I

dt ’

Система (7) представляет собой инверсно-сопряженную форму 
уравнений Максвелла, предложенную А. Г. Иосифьяном (3) и обоснован­
ную в (4). Основное отличие этих уравнений от общепринятой формы 
уравнении макроскопической электродинамики заключается в том, что

—* —> —ш ~ >

* Такая щель в спектре поляритонов была обнаружена в СоР2 (5).

при наличии свободных „магнитных зарядов* 4 Z^rotA, но D = rotAg. 
До сих пор мы пользовались только одним из уравнений системы 
(7): divД = 0, которое не учитывает запаздывания. Полагая в (1), (3)

—Ф —>
и (7) все векторы ~֊exp[f(& r — ^t) ], используя материальное соотно- 

—» —> —*■
шение D=zB и исключая в рассматриваемом недиссипативном 
приближении получим

w — (8)

k*H-k  ■ = (9)

С помощью (8), (9) легко видеть, что продольные (зд||Л) магни­
тоактивные колебания решетки не связываются с электромагнитными 

—> —* —* —* —♦ —*
волнами: в них ^=0, Н=£0, а частота по-прежнему равна

С другой стороны, возникают поперечные спин-решеточные поля­
ритоны с законом дисперсии

Л®
(0я

(О2— со? 
ж ---------------

CD4 — О) t
(10)

В этих связанных колебаниях Е± (5||Я||те)±*.  Из (10) следует, 
что СР-поляритоны распространяются лишь в двух областях частот: 
со<^Ш/ и о/>(оь а между ними кристалл непрозрачен для электромаг 
нитных волн (/г2<0)*.  При (о-.= ш/ имеет место отсечка (&=0), при



Ui = U)/ — резонанс (/?—*оо).  При заданном значении волнового вектора
k существуют две ветви поперечных CP-поляритонов с частотами

о— -
/ 2SJ1

(֊I֊ ей. со ])3—4^ |ь/г3 оРг

Легко видеть, что при к- - оо высокочастотная ветвь прибдц- 
£жается к прямой ш=-у=, которая соответствует распространению 

У
чистых (не смешанных с колебаниями решетки) электромагнитных волн 
в кристалле. Низкочастотная ветвь приближается к этой прямой лишь 
при к—*0.  Естественно, что соотношения (11) напоминают зависи­
мость частоты от волнового вектора обычных поляритонов в ионном 
кристалле. Но если последние возникают лишь при наличии ионов с 
разноименными электрическими зарядами, то СР-полярнтоны в анти- 
ферромагнетиках существуют даже если все атомы в узлах решетки

IIнейтральные.
В заключении заметим, что предсказанные выше СР-полярнтонь- 

могут быть обнаружены при исследовании частотной зависимости 
инфракрасного поглощения или отражения. Используя (Ю), легко 
показать, например, что в случае нормального падения волны па плоскую 
поверхность образца коэффициент отражения имеет максимум в области 
частот и быстро падает с увеличением частоты, достигая
минимума при значении

—с» /\1
'•’•’min — ( )-

\ eu — 1 /
(12)

Весьма удобным материалом для экспериментальных исследований 
указанных особенностей может служить, например, твердый кислород.

Автор признателен академику ЛИ Армянской ССР А. Г. Иосифьяну 
за полезное обсуждение.

Институт радиофизики и электроники
Академии наук Армянской ССР

IK Հ. ՒԱՐհյԱՆՅԱՆ

Սս||)ն-ցանցա ||ւ ն սլոլ।ւսրփտոններն անտիֆեոոմագնետիկնեՐում
Աշխատանքում հ /> տ ա ղո տ ւյած են ան տ /■ ֆ Լ ո.ո մ ա ղն ի ս ա կ ան բյուրեղա­

յին ցանցի երկայնալիք տատանումների ա ռան ձն ահ ա տ կո ւթ յունն ե ր ր է Ցույց է 
տրված, որ այդս/ի սի բյուրեղներում բացի ս սլին ա յին ալիքներից Հնարավոր 
են նոր տեսակի կոլեկտիվ տ ա տ ան ումն ե ր, որոնք ի ր են ցի ց ն ե րկ ա յա ցն ուՍ 
են էլեկտրամագնիսական ալիքների և սպին ա յին ցանցի օպտիկական տա­

տանումների յո ւր ա տ ե ս ա կ հիքքիդւ Ստացված և հետաղոտված են այդպի սի 
սպին-ցանցա յին պ ո լյարի տ ոնն եր ի ղիսպերսիսն առնչությունները։

ЛИТЕРАТУРА — ԴՐԱ ԿԱՆՈԻԹՑ ՕԻՆ
1 Ч Киттель, Квантовая теория твердых тел, Наука. М., 1967. 2 М.Борн, X. Кунь, 

Динамическая теория кристаллических решеток, ИЛ. 1958. 3 А. Г. Иосифьян, ДАН 
АрмССР, т. 51, № 1 (1970); т. 55, № 2 (1972). 4 Р. Г. Тарханян. ДАН АрмССР, 
т. 53, № 3 (1972). 5 К. Haussler, Phys. Stat. Sol. (b), v. 105, K81 (1981).
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ФИЗИКА

В. Е. Адамян

Метод расчета составов многокомпонентных
сплавов с контролируемыми параметрами

(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР Д. М. Седракяном 29/УП 1986)

Получение новых материалов с 
ческими свойствами является одной

заданными и регулируемыми изи-
из важнейших задач научно-техни­

ческого прогресса. Большую группу применяемых в технике материалов
составляют магнитоупорядоченные металлические сплавы и твердые 
растворы Их изучение, помимо очевидной практической важности, 
представляет и чисто научный интерес. Исследуя зависимость магнит­
ных свойств от состава и кристаллической структуры сплавов и соедине­
ний, можно ближе подойти к решению проблемы возникновения магни­
тоупорядоченного состояния.

Обычно в зависимости от поставленной задачи готовятся образцы 
с различным соотношением компонентов и исследуется зависимость 
интересующей физической величины от состава. Меняя соотношения 
компонентов сплава, можно получить различные концентрационные 
зависимости интересующих физических свойств. Однако в ряду сплавов 
вместе с концентрацией меняется также и параметр кристаллической 
решетки, что делает невозможным однозначную интерпретацию получен­
ных результатов (1,2)։

В настоящей работе предлагается метод расчета состава много­
компонентных сплавов, в которых желаемым образом, независимо друг 
от друга можно менять в определенных пределах концентрацию магни­
тоактивных ионов, параметр решетки, а также концентрацию электро­
нов проводимости (число электронов в элементарной ячейке) для крис­
таллов с кубической структурой. Суть метода заключается в следующем.

Пусть Л, В, С и Г)—вещества (металлы, соединения или твер­
дые растворы), имеющие кубическую кристаллическую структуру и 
одинаковые концентрации электронов проводимости. Допустим, далее, 
что Д—магнитный, а В, С и И — немагнитные материалы. Па рисунке 
представлена зависимость параметров решетки твердых растворов 
между магнитным А и немагнитными материалами В, С и О.

Пусть надо рассчитать составы различных сплавов с концентра­
цией магнитоактивных ионов х0 (О<5*0<?Р0^, с параметром кристал­
лической решетки а0 (я3<До<?71) и с постоянной концентрацией элек­
тронов проводимости. Для этого рассмотрим твердые растворы сос- 
тавов ДАв։_л... ЛХоС։_х, и Л.։„О|-л. (точки /, 2 и 3 на рисунке, л) с 
параметрами решеток, соответственно равными л, и п3. Если те-



В,С,О А 2,3 1

Концентрация элемента А Концентрация сплава!

Зависимость параметра решетки от состава

перь сделать допущение, что между составами 1—2 и 1—3 образу­
ются также твердые растворы с линейным изменением параметра ре­
шетки (см. рисунок, б), то можно найти такое соотношение компо­
нентов у0 между 1 и 2, при котором параметр решетки равен я0.

Р=(Ах,В\-х^Уг(А ЛС\ _Л-0)1_Уо — А ,йВ(1-х0)у0С(]_Л։;(1_ Уо). (1)
Подобным образом можно найти соотношение г0 между 1 и 3 с па­
раметром решетки, равным а0.

К—(^х0^1—х0)/0( Аг։,^1-Ло)1—20— АХоВ(\—Хь)гьЕ>(\— ,г0)(1—. (2)
И наконец, образовав твердые растворы составов Р//</֊1(0%^֊<1), по­
лучим серию многокомпонентных твердых растворов различных сос­
тавов, в которых концентрация магнитоактивных ионов, концентрация 
электронов проводимости и параметр решетки — заранее заданные 
величины:

^Хр^(1-х0)у0Г + (1_.Го)го(1-оС(1_Ло)(1_Уо)Г/Э(1_Ло)(1_го)(1_/). (3)

В случае составов, выражаемых формулами (1) и (2), имеем сплавы* 
в которых концентрации магнитоактивных ионов и электронов прово­
димости постоянны, а параметр решетки может меняться от а, до а2 
или от аг до а3 с изменением у и г от 0 до 1. Для составов, выра­
жаемых формулой (3), при различных х будем иметь образцы, в ко­
торых постоянны параметр решетки и концентрация электронов про­
водимости при переменной концентрации магнитоактивных ионов.

И наконец, если в случае составов, выражаемых формулой (3), 
вещества А и В (или А, В и С) отдают в кристаллическую решетку 
иное число свободных электронов, чем вещества С и О (или£>), то,
как показывают несложные расчеты, мы получаем сплавы, в которых 
при постоянных концентрациях магнитоактивных ионов и постоянном 
параметре решетки меняется только концентрация электронов прово­
димости.

Предложенная методика успешно проверяется на системах твер­
дых растворов (R, Ьа, Уи, У)7п, имеющих структуру типа СбС1, где
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К3т— парамагнитный редкоземельный ион, а Լտ3+, Լս3*, У3+ и ճո2+- 
диамагнитные ионы.

Ереванский государственный университет

Վ. Ь. ԱԴԱՄՅԱՆ

Ղեկավարվող պարամետրերով թաղմակոմպոնենտ համաձուլվածքների
բաղադրությունների հաշվման մեթոդ

£ հրված Լ բ ա զմակ ոմ պոն են տ համաձուլվածքների ր աղա դրութ յան հաշ­
վարկի մեթոդ, որոնցում, ան կա իւ իրարից, կարելի է ցանկացած ձևով փո­
փոխել ինչպես խորանարդային բյուրեղա յին ցանցի հաստատունը, այնպես 
էլ մագնիսական իոնների և աղատ էլեկտրոնների խաութ յունը որոշակի սահ- 
մանն երում։

Л ИТЕРАТУРА-ԴՐ Ա՛Կ անություն

1 К. П. Белов, М. А. Белянчикова, Р. 3. Левитин и др.։ Редкоземельные ферро- и 
антиферромагнетики, Наука, 1965. 2 В. Е. Адамян, А. А. Давтян, Г. Г. Закарян 
и др., ФТТ, т. 20, № 2 (1978).,
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ФИЗИКА

И. Бутаева, А. В. Геворкян, А. С. Кузанян, А Г Петросян?

Форма поверхности раздела аз при кристаллизации алюминиевых
гранатов из расплава

(Представлено академиком АП Армянской ССР М. Л. Тер-Микаеляном 1/1Х 1986)

Форма границы раздела кристалл—расплав создается совокупным 
действием ряда факторов и, прежде всего, теплопереносом от растущей 
поверхности кристалла. Большая кривизна поверхности раздела фаз
может приводить к появлению в кристаллах сложных оксидов структур­
ных неоднородностей, например, гранных форм роста. При кристал­
лизации оксидов условия теплообмена в системе определяются в основ­
ном теплопереносом излучением через растущий кристалл, и формиру- 
емый профиль границы раздела имеет обычно выпуклую в сторону рас­
плава форму. При совпадении полос поглощения кристалла с положени­
ем максимума спектральной плотности теплового излучения расплава 
форма границы раздела может измениться. Такая ситуация имеет место, 
например, при выращивании методом Чохральского кристаллов 
□у։А15Оп, обладающих (в отличие от остальных членов кристаллохи­
мического ряда алюминиевых гранатов) большой поглощательной 
способностью в инфракрасной области спектра (։).

В настоящей работе изучена форма поверхности раздела фаз в алю­
миниевых гранатах при кристаллизации вертикальным методом Бридж­
мена. Рассчитана разница поглощательной способности кристаллов 
(номинально чистых и содержащих в качестве примеси ионы/г3 ,(2)), 
которая согласуется с экспериментально наблюдаемыми количествен­
ными изменениями эффекта.

Выращивание кристаллов проводили методом Бриджмена. Кон­
центрация 7гО2 в расплавах составляла 0,1—1 вес.%. Образцы для 
исследований формы границы раздела (</»0,2см) изготовляли из про­
дольных диаметральных срезов кристаллов. Для фотографирования 
полос роста и измерений использовали микроскопы МПС-2, МБИ-15. 
Для количественного сравнения поглощательной способности крис­
таллов У3А1|О12֊2г3+, Оу3А13О12, □у3А15О12֊7г3+ и кристалла У,А15О1։ 
вычисляли долю излучения, поглощаемую кристаллом (АД), по отно­
шению к суммарному излучению, проходящему через У3А!5О12 (Г) 
по формуле О

где />.—спектральная интенсивность излучения черного тела при тем 
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пературе 1970՝ С, ах—коэффициент поглощения на длине волны X. 
Для определения коэффициентов поглощения снимали спектры пог­
лощения кристаллов (</--1см) в области от 1 до 6 мкм (спектрофото­
метры СФ-8 и ИКС-22). Расчеты проводили с использованием мик­
ро-ЭВМ ДЗ-28.

Полученные результаты приведены в таблице и на рис. 1 и 2.

и

Рис. 1. Форма поверхности раздела 
фаз кристаллов: У3А15О12 (а),
¥3*]5О12—(0,5 ат. %) (<?),
Ву3А15О12 (в) и Оу3А15О12—2г’ь (0,5 
ат.%) (г). Диа мет р кристаллов =15мм

Они показывают, что форма поверхности раздела фаз в кристаллах 
^А15ОИ—2г’+ по сравнению с ¥3А15О12 приближается к плоской; еще 
больший эффект имеет место в кристаллах Ву3А15О12 и Оу3А15Оп 
-2г’+
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Доля излучения, поглощаемая кристаллами, и параметры, характеризующие фор­
му и кривизну поверхности раздела фаз

Кристалл Концентрация, ат. %
в расплаве

Y3A15O12—Zr3’ 0,1
0,5

Dy 3A I5O12 —
Dy3AI5On—Zra<֊ 0,5

* Высота, Н/диамегр кристалла, D.
* * Для кристаллов диаметром 1,5 см.

ЛА Т

0 
0,3 
0,35 
0,55 
0,65

Н, D*

0,294

0,156
0.147
0.108

Радиус 
кривизны **

0,9

1,35
1,45
1,75

Оптические спектры кристаллов указывают (рис. 2), что погло­
щение, обусловленное ионами 7г3+ (гз), охватывает широкую спек­
тральную область от видимой до ^-2мкм. Максимум спектральной 
плотности излучения абсолютно черного тела при температурах по­
рядка 2000 С лежит в области —1,3 мкм, поэтому поглощение крис­
таллов, содержащих ионы Zг3+, так же как и в случае ионов Оу34՜ 
(1), приводит к существенному уменьшению теплопереноса излучени­
ем через растущий кристалл.

Это приводит к изменению распределения температуры в системе рас­
плав—кристалл в сторону уменьшения температурного градиента в 
зоне кристаллизации, следствием чего является уменьшение кривизны 
поверхности раздела фаз. Обнаруженная зависимость позволяет в гео՝ 
метрии Бриджмена управлять кривизной фронта кристаллизации и, со­
ответственно, степенью проявления гранного эффекта.

Институт физических исследований
Академии наук Армянской ССР
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Աշխատանքում ուս ո լմն ա и իք վ ած է Р րի ջմ ան ի մ եթոդով ալյումինային 
նռնաքարերի աճեցման դեպքում ֆադաների բաժանման մ ակե րևույթՒ ձևի 
փոփոխությունը' կախված որպես /и ա ոն ր. ւ ր դ ո դ տ ա դ ո րծ ված Zf3 իոնների

առկա (ությունից։
Հաշվված են առանց խառնուրդների 1/ ճք3 1՜ իոնների խառնուրդով 

ր յոլրեդների օպտիկական կլան ման ընղուն ակութ յունն երր։ 8 ո ւ յ ց Ւ, տրված, 
որ ֆադաների բաժ անմ ան մակերևույթի ձևի փոփոխությունը պայմանավոր­
ված է բ յոլրեդում ճք34 իոնների կլանման շերտերի առկայությամբ, որոնք 
էապես նվադեցնում են ճառագայթման միջոցով ր յուրեդների միջով ջերմա- 
փոխանցում ր։ Արդյունքում ֆադաների բաժանման սահմանի տեսքր դառ֊

նում է մոտավորապես հարթ։

ЛИТЕРАТУРА — ԴՐՍ. ԿԱ ՆՈԻԹՅՈ ԻՆ

1 В. Cockayne, M. Chesswas, D. В. Gasson, J. Material Set., v. 4, 450 (1969). 
3 Г. P. Асатрян, А. С. Кузанян, А. Г. Петросян и др., ФТ1, т. 27, 3441 (1985). 
3 Н. R. Asatryan, A. S. Кигапуап, A. G. Petrosyan е- a., Phys. stat. sol. (b), v. 135, 
343 (1986).
40



ՀԱՅԿԱԿԱՆ ԱՍՀ ԳԻՏՈԻԹՅՈԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՋԵԿՕԻՅՑՆԵՐ
ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР
_ ■■ I ■ ■ ■ ՜ ------------- ՜ ՜ ՜ ----------- ---- ------ ՜՜ IИ !■— | I |,|

ЬХХХ1У 1987 1

УДК 576.314
БИОФИЗИКА

Член-корреспондент АН Армянской ССР Э. С. Габриелян, А. О. Генджян, 
С. Э. Акопов, Л. X. Симонян, С. А. Баджинян

Исследование влияния липосом на агрегацию тромбоцитов

(Представлено 20/VI 1986)

Липосомы в настоящее время активно исследуются в качестве 
одного из перспективных методов направленного транспорта лекар­
ственных средств (’). Эго требует тщательного изучения влияния самих 
липосом па организм, и в особенности на кровь, с элементами которой 
липосомы прежде всего вступают в контакт при внутривенной инфузии, 
Известно, что липосомы с высоким содержанием холестерина могут 
увеличить его уровень в мембранах эритроцитов, микросомах, сарко­
плазматическом ретикулуме и т. д., а чисто фосфолипидные липосомы, 
наоборот, уменьшают содержание в них холестерина (2՜4). Исследования 
в этом направлении немногочисленны и противоречивы, в частности 
неясно влияние на кровяные пластинки липосом с высоким содержанием 
холестерина. Согласно одним данным они подавляют агрегацию кровя­
ных пластинок (5-в), согласно другим—усиливают ее (7).

Целью настоящей работы явилось исследование влияния фосфо­
липидных и фосфолипид-холестериновых липосом на агрегацию кровя­
ных пластинок.

Липосомы получили из яичного лецитина и холестерина в отношении 
10:0,1 и 2:1. Навеску липида растворяли в хлороформе, упаривали на ироторном вакуумном испарителе, затем к полученной пленке липида 
добавляли фосфатный буфер и озвучивали смесь на ультразвуковом 
диспергаторе УЗДН 1. Озвучивание проводилось дробно в течение 
20 мин с интервалами в 1 мин. Измерением асимметрии светорассеяния 
на приборе марки «Sofica» определяли размер липосом, а на спектро­
фотометре—зависимость оптической плотности от длины волны; из 
этой зависимости были определены размеры везикул, которые оказались 
однородными и лежали в интервале размеров 150—200 нм.

Агрегация тромбоцитов человека исследовалась на агрегометре 
«Payton» (США). Влияние липосом на агрегацию проводили в двух 
вариантах. В первом липосомы добавляли в богатую тромбоцитами 
плазму (БТП) (300—350 тыс. клеток мкл “Цдо концентрации липида 
2 мг/мл и инкубировали в течение 5 мин при 37°. Во втором варианте 
тромбоциты отмывали, затем проводили их инкубацию с липосомами 
в течение 150 мин, после чего клетки вновь отмывали и ресуспендирова- 
ли в растворе Гироде с фибриногеном. Агрегацию тромбоцитов индуци­
ровали АДФ (10~5M)i коллагеном (2мкг/мл) и адреналином (5-10“ьМ). 
Данные обработаны статистически с применением непараметрического 
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критерия Вилконсона—Манна—Уитни и парного критерия Вилконсона.
Как видно на рисунке, липосомы из лецитина и холестерина как 

в отношении 10:0,1, так и 2:1 подавляют после 5-минутной инкубации 
АДФ-индуцированную агрегацию кровяных пластинок, ингибирующий

Влияние липосом ча агрегацию тромбоцитов в БТП (а) и 
отмытых тромбоцитов (б): / контроль; //—после обработ­
ки лецитин-холестериновыми липосомами 10:0,1; III—после 
обработки лецитин-холестериновыми липосомами 2:1. По осп 
ординат—агрегация тромбоцитов в % падения оптической 
плотности. Одна звездочка—р<0,05; две—р<0,01. /.2—АДФ;

3—коллаген, 4—адреналин 
эффект сохранялся и через 30 мин, хотя и был менее выраженным. В 
отдельных экспериментах было установлено, что и коллаген-пндуци- 
рованная агрегация также подавляется липосомами в этих условиях. 
11ри этом эффект липосом с высоким содержанием холестерина был 
несколько более сильным (рисунок).

Иная картина наблюдалась в случае исследования влияния ли­
посом на отмытые тромбоциты в условиях их длительной инкубации. 
В подобных условиях, как это было показано в многочисленных ис­
следованиях, идет интенсивный обмен липидными компонентами меж­
ду липосомами и клетками, с которыми они контактируют. При этом 
в случае липосом с высоким содержанием холестерина его уровень в 
клеточных мембранах увеличивается, а в случае липосом с низким 
содержанием холестерина, напротив, уменьшается, причем эти измене­
ния могут быть весьма выраженными (2՜3,1). Проведенные эксперименты 
показали, что обогащение и обеднение тромбоцитов холестерином со- 

и ответственно увеличивает и понижает агрегируемость под действием 
различных индукторов. Этот эффект был мало выражен для АДФ-нн- 
дуцированиой агрегации, но весьма значителен для агрегации, индуци­
рованной коллагеном и адреналином (рисунок).

Таким образом, проведенное исследование показало, что при воз­
действии липосом с различным содержанием холестерина на тром­
боциты приходится считаться с двумя факторами. С одной стороны. 
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может наблюдаться ингибирование агрегации, которое имеет место 
непосредственно в плазме. Этот эффект, по-видимому, не связан с 
обменом липидными компонентами между липосомами и тромбоцитами, 
а обусловлен каким-то другим механизмом.

Однако если условия воздействия липосом на тромбоциты до­
пускают интенсивный обмен между ними липидных компонентов, то 
здесь начинают проявляться мембранные эффекты холестерина, ко­
торые приводят к иным изменениям агрсгируемости тромбоцитов. Ес 
увеличение в случае воздействия липосом с высоким содержанием 
холестерина может быть связано с подавлением активности № К-АТФа- 
зы, характерным для повышенного содержания холестерина в мембранах 
(3*4), поскольку известно, что ши ибирование активности этою фермента 
приводит к повышению способности тромбоцитов к агрегации (5). 
Можно заключить, что при исследовании возможностей использования 
липосом в качестве носителей лекарственных средств необходимо 
учитывать характер их воздействия, его длительность и т. д. и соответст­
венно подбирать их липидный состав. По-видимому, липосомы с низким 
содержанием холестерина вообще могу г использоваться в качестве 
средства для коррекции повышенной агрегируемостп кровяных плас­
тинок, которое может быть усилено включением в липосомы соответ­
ствующих лекарственных средств.
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Թրոմբոցիտներ]) ացրեցւսցիայի ւ[րւս լիսյոսոմների ազդեցության 
ուսումնասիրությունդ

//ւսումնւս սիրվել է ֆոսֆոլՒ պիդն երի և ֆո սֆո լի պՒ դ֊ խոլե ստերին ա յին

էիպոսոմների ա զդե ց ո ւթ յո ւն ր թրոմբոցիտների ադրեդացիայի վրա։
Հայտնաբերվել է, որ իւոլեստերին պարունակող լիպոսոմներր մեծացնում 

են թրոմբոցիտների զգա յն ութ յուն ր ագրեգա ցիա յի մակածիշների նկատմամբ, 
իսկ ֆոսֆոլիպիդւս յին լիպոսոմներր ցածրացնում են ա յն ։ Ենթադրվում է, 
։• ր այն կա պւէած է լիպոսոմների հետ էիս{ի'1ային բաղադրամասերի ինտեն­
սիվ փոխանակության րնթացքոււք թրոմբոցիտների հարպա յին կազմի փո- 

փ ո խութ յան հետ։

Л ИТЕРА ТУРА — Ч-Ри.МЦ.ЪПЬР'ЗПЬЪ
1 (J. Malcrholer, Ant Lab., v. 15, 5 (19). 2 E. Л. Бородин, В. И. Сергиенко, 3. М. 

Халилов и др., Вопросы мед. химии, № 2, 1981. 3 А. Я- Таганович, 3. И.Олецкии, 
В. К. Кухта, Вопр. мед. химии, № 5, 1985. 4 Ю. М. Лопухин, А. И. Арчаков, Ю. А. 
Владимиров и др., Холестеринов, Наука, М., 1983. 5 3. С. Габриелян, С. 3. Акопов, 
Клетки крови и кровообращение, Айастан, Ереван, 1985. 6 В. Р. Бедичевский. Р. А. 
Маркосян, Е. Я. Позин и др., Бюл. экспер. биол. и мед., № 8, 1979. 7 Р. A. Nieren- 
berg, Р. A. Sysel, У. Turuiull е. a., Biochemistry, v. 17 (1978).

43



ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՀ ԴԻՑՈԻԹՅՈԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ԶԵԿՈԻ88ՆԵՐ
ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР

LXXX1V 1987 1

УДК 612.821.6 + 014.462

ФИЗИОЛОГИЯ

Г. Е. Григорян,, А. М. Стольберг

Действие осмотического стресса, вызванного 
маннитом, на обучение и память крыс

(Представлено чл.-корр. АН Армянской ССР О. Г. Баклаваджяном 12/VIII 1986)

Достижения молекулярно-клеточной биологии могут быть исполь­
зованы для выяснения механизмов действия различных факторов внеш­
ней среды на целостный организм. Однако прямая имитация эффекта, 
полученного на уровне клетки, может быть затруднена на уровне ор­
ганизма вовлечением в реакцию целого ряда дополнительных органов 
и систем. Поэтому использование данных молекулярно-клеточного ана­
лиза вызывает необходимость поиска адекватных, функционально 
подобранных тестов, отвечающих сложности реагирования целостного 
организма на применяемое воздействие.

Исследования С. И. Айрапетяна и сотр. (1-։’) показали, что инкуби­
рование нейрона центральной нервной системы виноградной улитки в 
гипертоническом и гипотоническом растворе приводит соответственно 
к уменьшению и увеличению объема нервной клетки, а также к по­
нижению и повышению проницаемости, возбудимости и хсмочувствитель- 
ности мембраны нейрона. В этой связи в данной работе была предпри­
нята попытка воспроизвести тормозной эффект гипертонического рас­
твора на процессы научения и памяти у млекопитающих животных.

Опыты проведены на беспородных белых крысах-самцах (п = 15) 
массой 200—300 г. Использовалась условнорефлекторная методика, 
дающая животным возможность свободного передвижения и выбора, 
сводя к минимуму контакт с экспериментатором. Методика позволяет — _ __ _ _ _ итакже тестировать состояние не только долговременной, но и кратко­
временной рабочей памяти крысы. Она представляет собой лабиринтную 
установку, состоящую из стартовой камеры (СК), распределителя, 
ведущего к коридорам в двух направлениях, и собственно коридоров, 
отделенных от распределителя шторками со зрительными изображения­
ми. Из двух направлений одно подкреплялось («крест») пищей, а 
другое служило в качестве дифференцировки («квадрат»). Таким
образом, место подкрепления определялось не местонахождением кори-
доров, а знаком на шторке, которая висит у входа в коридор. Выработка
дифференцировки достигалась постоянными (через каждые 2—3 пробы)
перестановками коридоров местами. В случае правильного выбора 
коридора крысы получали в его конце подкрепление (творожный шарик
весом 0.5—0,6 г). Затем верхнюю крышку коридора открывали, и 
крыса по лабиринту уже эстакадного типа возвращалась в СК для 
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повторения цикла пищедобывательного акта—побежки к кормушке. 
Эксперименты проводились раз в 2—3 дня и состояли из 10 последо­
вательных проб. Крыс брали на опыт после суточной пищевой депри­
вации. Уровень их пищевой возбудимости определяли путем кормления 
крыс творожными шариками, давая один за другим, сразу после 
поедания очередного. Регистрировали скорость поедания шариков и 
уровень насыщения. Измеряли также временные параметры реакции 
побежки к кормушке, задержки у кормушки после подкрепления, воз­
вращения в СК, умывательной реакции. Подсчитали количество акта 
уринации в лабиринте по ходу опыта.

Для создания в организме гипертонической внутренней среды 
использовали 2 М водный раствор маннита (С6 Ни Об, мол. вес 182, 18). 
Как агент, вызывающий осмотический стресс в организме подобно 
другим осмоактивным веществам (4՜6), маннит выгодно отличается тем, 
что нс проникает внутрь клетки, не утилизируется организмом. Это 
позволяет связывать эффекты маннита с изменениями во внутренней 
осмотической среде организма.

Инъекцию маннита и физиологического раствора осуществляли 
внутрибрюшинно (2—3 мл) за 10 мин до начала эксперимента. Было 
проведено 36 инъекций маннита и 5 физиологического раствора. Обна­
ружено, что введение маннита приводит к нарушению пищедобыватель­
ного поведения в отличие от инъекции физиологического раствора. Во 
всех опытах после введения маннита (2 мл) нарушалось поведение 
возвращения в СК. В 83% случаев нарушение возвращения носило 
переменный характер, т. с. крыса то переставала возвращаться в СК 
после подкрепления, то вновь возобновляла поведение возвращения. 
При этом крысы в случае задержки у кормушки проявляли не умыва- 
тельное или ориентировочно-исследовательское поведение, как в кон­
трольных опытах, а сидели или лежали неподвижно с закрытыми глаза­
ми. Создавалось впечатление, что крысы дремали.

В 56% опытов крысы после инъекции маннита (3—3,5 мл) пре՝ 
кращали на определенное время и побежки к пище из СК. Прекращение 
побежки к пище сопровождалось полным угнетением общей двигатель­
ной активности, закрыванием глаз, повышением порога реакции на 
внешние звуковые раздражители.

Для опытов с введением маннита (2 мл) характерно замедление 
(Р<0,001) выполнения всех элементов пищедобывательною поведения 
(рис. 1). В то же время никаких нарушений памяти у крыс не ооиа 
ружено. При выборе не было совершено ни одной ошибки. Крысы. \ 
которых не сформировался латерализованный стереотип направления 
побежки до коридоров, сохранили в памяти место предшествующего 
подкрепления. Таким образом, ни долговременная, ни оперативная 
память не пострадала.

Спустя 10—15 мин после инфузии маннита наблюдалось учащение 
акта уринации. Если за время контрольного опыта (20 30 мин) у 
крыс практически уринация отсутствовала или же отмечалась не более 
одного раза, то на фоне маннита она заметно возросла, в отдельных 
случаях до 14 раз. Причем первые порции мочи имели желтый 
ивет, а в дальнейшем моча стала практически бесцветной. Любопытно.



Рис. ]. Изменение элементов двигательно- 
пищевого поведения крыс в лабиринте при 
гиперосмотическом стрессе, вызванном ман­
нитом. а—побежка к кормушке; б—за­
держка у кормушки, в—возвращение в СК. 
На оси абсцисс средние данные 15 крыс. 
/—контроль; 2—после инъекции маннита 
(2 мл); 3—через 3, 4—через 5, 5—через 
9 дней после введения. На оси ординат— 

время в с
что крысы охотно лизали собственную мочу, чего не наблюдалось в 
контрольных опытах.

После опытов определялся уровень пищевой возбудимости и на­
сыщения. В отличие от контроля, после введения маннита скорость 
поедания пищи и уровень насыщения падали в два с лишним раза 
(рис. 2). Для того чтобы выявить связь между уровнем пищевой воз­
будимости и нарушениями пищедобывательного поведения, обнаружен­
ного в экспериментах, проверялась пищевая возбудимость сразу через 
10 мин после инъекции маннита. Подтверждено существенное пони­
жение общей пищевой возбудимости после введения маннита и выявле­
на фазность в ее развитии (рис. 3). Периоды поедания пищи сменялись 
периодами угнетения двигательно-пищевой активности (вплоть до пол­
ного отказа от пищи), закрыванием глаз и повышением порога реакции 
на экстрастимуляцию. После окончания опыта (спустя 1 — 1,5 ч после

Рис. 2. Динамика изменения уровня пищевой 
возбудимости и скорости насыщения до (сплош­
ная линия) и после (пунктиры) действия ман­
нита (2 мл). На оси абсцисс—время в мин; на 
оси ординат- количество съеденных творожных 

шариков (средние данные)



Рис, 3, Индивидуальные вариации фазности и разви­
тии пищевой возбудимости под действием маннита ' 
(2 мл), а—крыса № 57; б—крыса № 56. Остальные 

обозначения тс же, что на рис. 2
введения маннита) в случае дачи воды у крыс можно было наблюдать 
полидипсию.

Анализ полученных данных выявил корреляцию между нарушения­
ми иищедобыватсльного поведения в условнорефлекторном эксперименте 
и колебаниями уровня пищевой возбудимости, возникшими под действи­
ем гипертонического раствора маннита. Полное сохранение памяти во 
время периодов пищедобыватсльной активности в лабиринте также 
указывает на мотивационный и активационный механизмы нарушений 
пищевого поведения. Возникает вопрос, можно ли связать общее угнете­
ние двигательной активности и понижение пищевой возбудимости с 
непосредственным действием гипертонической внутренней среды на 
объем нервных клеток, управляющих этими функциями? Мы полагаем, 
что это довольно сложная проблема, и для окончательного се решения 
необходимы дальнейшие многосторонние исследования. Однако данные 
современной клеточной биофизики (1-3) дают основания предположить, 
что нарушения функций активационных и мотивационных систем орга­
низма в условиях гиперосмотнческого давления крови, вызванного ман­
нитом, связаны, вероятно, с дегидратацией я сморщиванием нейронов 
соответствующих структур мозга (возможно и други ■< внутренних ор­
ганов), регулирующих пищедобывательное поведение и состояние 
бодрствования.

Учащение диуреза в условиях маннитного гиперосмотнческого стрес­
са может служить косвенным подтверждением высказанной гипотезы. 
Иод воздействием повышенной осмолярной концентрации крови усили­
вается отток воды из тканей в артериальную систему. В результате 
гидремпи усиливается диурез. При этом активация антидиурстичсско!о 
рефлекса, обычно характерная для введения гипертонических растворов, 
в том числе и маннита, оказывается недостаточной. Повышенное по 
требление воды у крыс, получивших маннит, является, очевидно, ком 
пенсаторным проявлением функции осморегулирующей системы в ответ 
па дефицит воды в тканях. В то же время факт полидипсии является 
Дополнительным аргументом в пользу дегидратационно!о механизма, 
тормозящего действия концентрированного раствора маннита на некото­
рые стороны функции центральной нервной системы крыс.
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Դ. Ե. ԳՐԻԴՈՐՅԱՆ, Ա. Մ. ՍՏՈԼՈԽՐԴ

Օսմոտիկ ննջման ազդեցությունն առնետների վարքի վրա

Հետազոտության նպատակն է 
ճնշման ազդեցությունն առնետների 
նպատակով, ա ոն ե տները նախօրոք

եղել ուսումն ասիր ել արյան օսմոտիկ 
ուսուցման և հիշողության վրա ւ Ահս 

վւս րժ ե ցվե լ են Համապատասխան լա֊
բ ի րին թն ե րում, որտեղ նրանք սովորել են որոշակի ազդակների ներքո ընտ­
րել դեպի սնման ա ղբ յուրը տանող ուղին։ Գրանցվել են սնն դա ֊ ? ա րժ ո զա կ ւսն 
վարքի մի շարբ պարամետրեր։ Որպես օսմոտիկ ակտիվ նյութ օգտւսգործ- 
վել է մանիտի 2 If ջրային լուծ ույթ:

Փորձերը ցույց տվեցին, որ մանիտի 2 մլ ներարկումից դանդաղում են 
առնետների շարժողական ռեակցիաների ա ր ա դո ւթ յո լն ը ։ Ընկնում է ընդուն­
ված կերի քանակը, կարճանում է պաղեցման ժամանակամիջոցը։ Մանիտի 
ազդեցության տակ դգալի ավելանում է միզարտադրությունը։ Ստացված
տվյալն երր թույլ են տալիս ենթադրելու, որ մանիտի 
^9 տեղի է ունենում ներվային թջ^իքնեբի ջրազրկում, 

Հիպերտոնիկ լուծույ֊ 
նրանց ծավալի փոր-

բացում, որը ե բերում է գլխուղեղի ֆունկցիաների խանգարում, մ իղարտա 
դրության ավելացում և ջրի պահանջի բարձրա ցում ։
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