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Работа является продолжением [I] и посвящена динамике и 
оптимизации управляемых плоских движений нагруженного упругого 
звена манипулятора на подвижном основании. Исследование прово
дится в рамках линейной геории упругости.

/. Механическая модель и уравнении движения. Рассматривается 
механическая модель упругого манипулятора, кинематическая схема 
которого приведена на фигуре. Для (՝писания уравнений движения 
манипулятора введем инерциальную ОХУ 7. и некне| циальную 

О'Х'У'7' системы координат. Управление вращательным движением 
стрелы (УР в подвижной системе координат О'Х У '7' осуществляет
ся при помощи сосредоточенного момента сил ЛТ(/). приложенного 
относительно оси О'77. Для описания упругих смещений стрелы вво
дится вращающаяся относительно О'Х' У 77 система координат О'хуг. 
Введем обозначения: I - длина стержня (стрелы): х(0-КХ</.) — коор
дината точки нейтральной линии стрелы; ?—угол попорота стрелы 

относительно О'Х'; /?0(/)=(х0(/), у0(г) )г—радиус-вектор основания 

упругого стержня (символ Т означает транспонирование); /?(/. х) — 
радиус-вектор точки нейтральной линии стержня с координатой х в 

момент времени / относительно точки (У; ՝՛> вектор угловой скорости 
вращения стержня; то(/, х) упругие деформации стрелы; р(л:)—ли
нейная плотность стрелы; Л./(.у) жесткость стрелы на изгиб (/-.—мо
дуль Юнга материала, ./(х)—момент инерции поперечного сечения 
стержня в точке х); х(х) -площадь поперечного сечения стрелы. 
Функции р(х), ./(х). $(х) (0^х<£) предполагаются достаточно глад
кими. Груз в охвате манипулятора считается материальной точкой 

массой ?п։. Ускорение силы тяжести в считается направленным вдоль 
оси ОУ.

В соответствии с линейной теорией упругости считаем, что уп
ругие смещения стрелы малы (большая изгибная жесткость /Т/(х)) по 
сравнению с се длиной то/. О(е), е^1, а максимальный период 
собственных упругих колебаний стрелы 70 мал но сравнению с ха
рактерным временем процесса управления Т (Г^Т-О^1)) [2]. На- 
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чальные распределения w(/0, л՛), W/(/o. х) при этом считаются малыми, 
a «-I, ?~s.

Используя принцип Гамильтона- Остроградского [3]. получим 
линейное иптегро-дифференцпальное уравнение движения стрелы ма
нипулятора, в виде

L
|p(,v).\(x)A-|A-f t (у0 Ч- g)cos« — A-dsins W(t. x)|dx -r/j? 

о
(1.1)

- /։[7£'(/,/.) (у0 ,?)cos? — X0sfno| - .W; = 12=-1.тл

с начальными условиями ;{/0) — ՛/, ?(С>) =w°, ®(Z0. x) = r\(x), w(tv. x) = 

=А(л).
Из (1.1) следует, что управляющий момент .»1(0 имеет порядок

Уравнение колебании упругой стрелы манипулятора имеет вид:

^х)$(х)1г(1, х) + [£./(x)re'(r. а՜)] = -p(x)s(x)[xa — A'osin» - (yn I ^)cos'f I
(1.2) 

с граничными условиями
•&»(/, 0) L) =0

l£J(x)K’"(/, w(/- Ж (yo+zOcos’f-A-^ln?] (1.3)
где штрих означает производную no х.

2. Задача кинематического ynpaeAvчип. Ниже 1ля определенности 
иследуется задача поворота однородной (р, ./, 5 = const) нагруженной 
упругой стрелы манипулятора при g=0. ха, у0 = const.

Задачу оптимального управления сформулируем следующим об
разом.

Пусть в произвольный начальный момент врё.мепи f ~t0 состояние 
системы определяется величинами

?(^)=?°. ?(/о)^< 7с(/в.х)=Л(х).^(/0, х)=А(х) (2.1)
Требуется за заданное время Т привести груз из начального состоя

ния (2.1) в заданное конечное состояние с гашением упругих колеба
ний в конце процесса управления.

f(T)=?* ?(7-)=и>*=0, w(7’, a-)=w.(7',a') — 0 (2.2)

и минимизировать функционал Фр/|, характеризующий качество уп
равления.

Управление системой (1.1) —(1.3), (2.1). (2.2) осуществляется из
менением углового ускорения вращения упругого звена манипуля
тора. В качестве критерия оптимальности возьмем квадратичный фун
кционал.
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Ф(ц| = |[и(/)]М/-нп1п. «(:{/,(«(/)=<?(/)) (2.3)1 иV 

физический смысл которого составляют энергетические затраты при
вода. В уравнениях (II), (1.2) и в условиях (1.3) перейдем к новым 
безразмерным переменным

х։=х/ , х) = те((, х) / /., л-01=х0/г. у01=уа//.
(2.4) 

/,=//(^Ч/В У)1'’, Л1։=Л7А/ Ш
Уравнения (1.1), (1.2) я условия (1.3) для переменных (2.4) с после
дующим опусканием индексов «I» принимают вид

1
I Л*[ хъ-± у0со$5 х0$1п? -} &(/. Л')]г/л* ֊1 4- у0СО5? — (2-5)

о
—х081пф-֊|-те(Л 1)]֊Л1

<£>(/, Л-)4-а'։У(/, Л)=-(*? + УфСО5?— Х^Ш.з?) (2-6)

к(/. 0)=-ц/(С 0)-®"(/. 1)=0
к։"'(С 1 )=Т| ?+՛«’( Л 1)+УоС9$?—х0$1пу], 7«т։/т (2.7)

Собственные функции задачи (2.6), (2.7) с точностью до постоян
ных сч определяются следующем образом:

А'л( л )=с„[ с Ы.«х—со$>.«х  -}-՛?«( ։ I пХ«х—зЬМ) ] (2.8)
где >«в(сЬ>-л + со$Х/т)/($1Р Н ։1пХ„). «=1» 2. 3,...
сп- определяются из условий ортогональности собственных функций. 
Собственные значения > ,։ задачи (2.6), (2.7) определяются из урав
нений

14-сй'.лсо$/-«+тМ$Ьлвсо$ля-- с И/п5Л1/.„)=(), л»1, 2, 3... (2.9)
Решение уравнения (2.6) при (2.7) ищем в виде

те(/,х) = У С„(С)Хп(х} (2.10)
«-1

Из (2.6). (2.7), (2.10) следует, что Ся(/) удовлетворяет следую
щему дифференциальному уравнению;

ёл(О4 '*С,(О«/4?(О. ?(О. ЗД)1, л -1

где

֊1- |-М1п?

। хх„(х^х + тх,(1) 
о

1,1
УоСОБ? ] | ^Л(л)</Х֊их.( 1) ՛ /9;

о

(2-11)

5



Так как соотношения (2.1) (2.3) и уравнения (2.5) (2.7), (2.II) 
автономны (стационарны), to в задаче оптимального управления за
висимость управления от времени бу де ։ входить в виде разностей 
I — tQ, T—f9. Поэтому ее можно рассматривать при Го = О, а затем 
произвести замену /—/ — ta, Т~-Т |4].

3. Приближеннее решение задачи on г шпального управления. После 
j)'.::reiin;։ уравнения (2.6) при (2.7). задачу оптимального управления
(2.1) (2.3) можно записать в виде

Crt(/)4-ÂjCrt(/)=" anu(t) ’ 6n(xQsiu? ֊ -ÿ0cos?), //> 1 (3.1)
r t

o(/)==«(0, u>(/)^v>n4- | n(-)</-., 7(0=?°- «W | -)(/-
о о

?(0)=/', -f(0W. ?(7՝)=?*. ?(7)=0. СЯ(Г)=СЛ(Г)«,<| 
r

Ф|м|« ||w(7)|W/--min, Л> 1 
V 11о 

где 
r T

?*an= | л-А’п(л)ь/хн-7^7А\( 1 ), 2֊/^= | X r.(x)dx-r^A'„( 1 ) 
0 Ô

Предполагаем, что ускорение основания мало и функции д;Р у0 
мэжно представить следующим Образом:

*ог ֊2^« Уо=^у где Ьл, by~\, s<l (3.2)
Подставив (3.2) в уравнение (3.1), получим

Сл(0 r>-’Cn(/)^-tfflw(/)4-ss^(^rSin«-֊^vCos?) (з.з)

Применением принципа максимума к счетной системе уравнений 
для Сп(П при 5=0, задача оптимального управления (2.1) —(2.3) при
водится к решению следующей проблемы моментов [5].

։
6\(O=/cos>;/֊}-5sin>-/ —jT 1 siiv;(/—-)//(т)(7- 

r'n
0

(3.4)

t
v)(/)=..5' t |/4(-.)(Л, 9(/)=ç° wfl/+ | (/ (3.5)

ô ô
?(7-)=?*. ?‘(T)=«*=0, Cn(7)=C,.(7')=O (3.6)

Г
Фр/|= I [w(/)|ûrf/-4nin, n ■: l (3.7)

и
о

Решение задачи (3.4)—(3.7) ищем в виде [I] 
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и0(0=ЖО«, + 1 (^«slnA’/+fi„cos).։/) (3.8)
я—1

В нулевом приближении для оптимального поворота абсолютно жест
кой модели звена манипулятора имеем

(3.9)

Удовлетворяя соотношениям (3.5), (3.6), получим для коэффи
циентов В^ следующие выражения:

ЛЮ=-12(?* .•>°7/2)/7՜1, ДОМ(?*-д°-2w°7’z3)ZP (3.10)

Следовательно оптимальное управление //С.(О при ==0, обеспе
чивающее поворот абсолютно жесткой модели звена манипулятора, 
определяется в виде

«{*'(/)—-6(2/Z7՜- l)(’f*֊?o)/7'= + 2(3//7*-2>oz7’ (3.11)

Определим первое приближение для и Вп. После подстанов
ки /VUX №} в (3 8), учитывая соотношение Crt(T) = Crt(T)=0, получим

т
( cos |,’(r~T)1 S <ЗЛ2>

о

— р- 1>;(Т֊^)|^+Л_։։Оп։(>.’7-)+В^"(ЧТ)
••д WO dill kw«i

л=1,2,3,...

Решая счетную систему уравнений (3.12) при п = гп, получим 
искомые коэффициенты В^ (п>\) в виде

= -2^Z Tan — D'n, B^ = W։B/Tan~D<n (3дз)

где £>՛•' = — ff ~/2 —— ik^oj^/^ko si;'(Z?-)j7
п 7’J | 7’\ 7’ / T \ T / cos "

и
В следующем приближении Д₽, Вч определяются согласно (3.5) после 
подстановки (3.13) в (3.8).
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Аналогично строятся последующие приближения для А,, Л, и 
Лл» бп. Доказательство сходимости рядов (3.8). (3.12). (3.14) можно 
потупить стандартным образом на основе теоремы о неподвижной 
точке [6|.

Итак, оптимальное, в смысле критерия качества Ф[п] (3.7) уп
равление с абсолютной погрешностью О(**) обеспечивает при
ведение упругой стрелы манипулятора в заданное положение с га
шением ушугих колебаний в конце процесса- Более точные вычис
ления в рамках поставленной задачи неоправдан«, так как уравнения 
(2.5) — (2.6) являются приближенными: з них отброшены члены ()(-?).

«И(/)=А<|)/- £<’) Ь V /^соз/.’Г) (3.15)
«.-1

Оптимальный закон изменения угла поворота <?(/) при е«0 после 
приближение ՛ > определения управляющей функции //0(/1 можно за
писать следующим образом:

։

»0(П=?’+Л+ |('
О

(3.16)

Рассмотрим теперь задачу оптимального управлении твнжением 
упру; .Г| стрелы манипулятора с учетом движения основания. Пос те 
сделанных предположений (3.2) задача приводится к решению сле
дующей проблемы моментов [5]՛

С,..(/)= Acos**/-PflsinXjJ/—- \ «(tJsinXj
n ՝I)

t

- ;-Л ..
t

I (d.<sin«0-Z’vcos?0)sin> *(/ -)(h 
0

I

/ ).*' n (3.17)

«(/)=-<?(/), w( /) = ojO-! | <f(/)=?4 1
0 0

(3.18)

«(?)=?*, е(Т)«ш^=0, С,.(7)=СЛ(Л 
т

Фр/)« j |«(‘t)|sJ: - min. 
.՛ “ 0

где rj/) определяется из (3.16).

=0 (3.19)

(3.20)

Решение задачи оптимального управления 
аналогично (3.8)

(3.17) (3.20) нше.м

эо
w,(/)=A,/-{-В ■' v (Art.sln/Jz • jSh.cosa’/) 

.•1 1
(3.21)
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где коэффициенты А„ В„ Ап„ В,.< также можно определить методом 
последовательного приближения. В нулевом приближении для пово
рота абсолютно жесткой модели звена манипулятора (.4П1=^л,=0) 
коэффициенты .4<0>, управления совпадают с коэффициентами 
Л&, (3.10).

Первое приближение для коэффициента /1^., В„< определяется из 
(3.17), (3.19) после подстановки Д<0։, В[о> в (3.21):

Л (')= _ 2, ■ А / Та. - О; , «<՛> = 2>? В'Та. - 
где

(
+ *'»« (3.22)

о
Следующее приближение для коэффициентов .4., В. определяется из 
(3.18), (3.19) после подстановки .4<’Л в (3.21)

Лп)=л<й+12^ |л<;11 с;֊ 1 (1-со^г)]+во> |с;֊

-Х^^тЦ/Г1
4‘”-в?>+6 V ։ (А0> | ֊ (1 -со։/.?Г) - С> 

(3.23)

4-В£>|^։1п>?7՜ С‘ Ьт
л։ 12л* ՛ я

где Су—определяются так, как в (3.14).
Следовательно, управление и((), ^(0, Г], которое обеспечивает 

оптимальное по критерию качество Фр/] приведение упругой стрелы 
манипулятора на подвижном основании в заданное положение с га
шением упругих колебаний в конце процесса, определяется прибли
женно и имеет вид

/<(|)17)м<дп>/ + #։’4- у (Л(;>51пл^+5<’»С08>?0
Л֊1

(3.24)
Г£|0. Г], «<>(/)нл0. />Г

Согласно (3.18), (3.24) ?(/) определяется интегрированием по I.
։

««(/) = | (/-т)и<»(-)//-.
о

(3.25)

После того, как приближенное выражение ау(С х), 0=^/^Т, 
0<х^1 найдено в виде (2.10), требуемое значение управляющего 
момента сил .И(/) вычисляется из (2.5) квадратурой по д'.

1
;П(/)= - р«Н«՝’>(/, «/"(6 1)= -то"(<, 0) (3.26)

о
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Согласно (3.26) ряд для w"(t, 0) абсолютно и равномерно сходится 
для всех /£[0, Г| к некоторой абсолютно непрерывной функции -.W.

•/. Исследование задачи динамического управления. Вводя новую 
переменную z(t, л*)

t
z(t, x)=u-(r. J (/—-.)( y։cos?—.vosin?)dT (4.1)

n

уравнения (2.5), (2.(5) и условия (2.7) запишем в виде

д(С л-)=0, z(0. 0) = 0, z'(t, 0)=?, z"(t. ])=0

г"(/,0>= Л/(г), г"'(М) = тг((,1) (L2 )
f

те(/. x)=z{t, л*) - xz’(t, 0) - | (/—-)(y0cos?-A-esln?)c/- 
о

11з а (0, л)=/г1(л-|, w.(0, л՛) =/,(х). <f(0) = ?(0) = u»°

следует, что начальные условия для z(t, х) имеют вид

д(0, х)=/։(х) 4-х<р°, z(0, Л')=/։(Х)4֊Л-О»0 (4.3)

Коночные условия могут быть выписаны после построения функ
ции с(/, л՛), как решения краевой задачи (4.2):

т
z(T, х) - z'(Tt ())л- | (Т — ^)(yocos?—xosiB?M՜ =0

о
7

z(T, х) —xz' (7՝, 0) — | (у0 cos i — A'osi п? )rf-==0 (4.4)
о

г(Г)=2'(Г, 0)=?% ?(7 )= ?(Г, 0) =0
Решение краевой задачи (4.2) ишем в виде бесконечной суммы.

г(^*)-=£ гЛ,(/)Хя(л-), 0< 1. (4.5)
п—0

где собственные функции А',г(л') и собственны?* значения >п опреде
ли ются соог ношениями

А’„(х)=ж 4- s—;'Л՛ . tgXfl—th՜/.« = 2-։3.„tg/./tth> п (4.6)
sh/.„ sin/-,,

{М. /в“0. Xj./.j........хл,...

Коэф»рицненты Фурье ^(/) разложения (4.5) находятся из уравнений

0,(0+>-M)=zV;(0).W(/) /7.;, л=0, 1.2,... (4.7)

с начальными условиями
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I

М°)= 1! хг'(О, 0) Ц1 +-/(* ֊ । )| Х,М<!х
Л О

«8)I
М<»=^ |՝1Л(л-)֊-«'(0,0)П1+тД*-1)Ил(-^* 

а О
Решение счетной системы (4.7) при (-1.8) строится аналогично 

(2.11).
В случае управляющего момента А1 (7) задача оптимального уп

равления (2.1). (2.2) с функционалом
г

Ф|.И|=|[Л/(0]։</Г.т1п, Л!(О&{ЛП (4.9)
о

также приводится к решению проблемы моментов. При этом надо 
иметь в виду, что ряды г, ?. г, ? будут сходиться лишь для доста

точно гладкой функции Л1(/), 0^/^7՝. После определения конечных, 
условий 0П(Г)==&;. бл(Г)=‘&;. л=0. 1. 2, ... ИЗ (4.4), проблемы мо 
ментов приходят к виду [5]

г г
|'(Т /)/И(/)с7/ = с; |Л!(/)^«?0 (4.10)

0 о
г
р1п».;,’(Г-0Л1(0с^=<. (соз^(Т-»М(։)<11^

и 0

«=1.2. 3,...
где

<Ч^о(0)֊ё0(0)Г|«’ / А'о(О). Ао(°)

< = IК " -0«(0)>;^1П>У ’ Ал(°)

с'л=| о*, ֊ мо), >։п/.;г- ^(0)со5>.;т|х‘ / л'.до)

/։ = !.£ %...
Решение гадами оптимального управления (4.9). (4.10) имеет вил [5|

Лф)=4(Г-п+^ 1- 5 ^^т^г-О+Ссо^г-О] (4.П)

где коэффициенты ^/$. (/п=1. 2. 3. ... ) определяются из
(4.10)

<7’ = 6Г֊*(2^ 7- ՛ - <). ^ = -2 / ֊’(Зс; Т - 2с0)

(4.12) 
И



(Стт ст^т) ! (/к^'н ~
Г

&т = «„/•;„ - / (Яг. — ОЯЛЯ1), Ет - | 1л'п^ДТ—/) \\и
о

Г Г
Р„, = ֊- риг».’(■/•-')</'. <?»= |'|«»^(Т-О|’Л. т=1,2,3,...

6 о
Оптимальное изменение угла поворота у(/) можно определить 

из г’(/,0) = ?(О.
Как указывалось в п. 2. оптимально управляющие функции и(1), 

М(1) из (3.8), (3.21), (4.11) построены для произвольного начального 
состояния А о>0* />(*) в произвольный начальный момент вре
мени Го. В результате замены /—(/—/0), Т -(Г—/,,), управления //(/), 
Л1(/) могут быть определены как функции этих аргументов и линей
ные операторы от А, ш°, /։(х), /։(х).

к=и(1-/0* ?0’ш° 1/։(х)1. 1Л(*)1)
Л1=М(/-/0, ?«>, <»% |Л(х)М/,(*)]) (4.13)

Заменив в (4.13) начальные величины текущими /0 <»°֊-•՛>,
/х(л‘) *то(/, л՛),/։(х)֊*^,(Л л'), получим оптимальное в смысле (2 3), 
(4.9) управление в форме .синтеза“.

Итак, методом последовательного приближения получены опти
мальные управляющие функции к ын и мильное изменение угла пово
рота упругой стрелы манипулятора. Решения задач представлены в 
виде синтеза.

ABOUT A PROBLEM OF OPTIMAL OPERATION MOVEMENT OF 
THE ELASTIC SECTION OF A MANIPULATOR ON THE MOBILE

BASE

A. A. GHUKASYAN
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ՇԱՐԺԱԿԱՆ «1.1'11. ԳՏՆՎՈՂ ՄԱՆԻԴ Ո1ՎՅԱՏ ՈՐԻ ԱՌԱՉԴԱԿԱՆ ՕՂԱԿԻ ՇԱՐԺՄԱՆ ՂԵԿԱՎԱՐՄԱՆ 01’ ԽՆԴՐԻ ՄԱՍԻՆԱ. II.. Ղ111’հԱՍՅԱՆ0. մ փ ո փ ո է մ
Ասա ձգական ութ յան գծային տեսության սահմաններում, մեխանիկայի 

վսւրիացիռն սկգրուն րի օգնութ յամր, ստացված են յարմակտն հիմքի վրա 
գտնվող մանիս/ույյս/տորի առաձգական օղակի շարժման i> առաձգական տա
տան ւււմն երի հավասարումն ե րր ։

Ուսումնասիրված են մ անիպւպյւսւոորի է աուսձգակւսն օղակի օպտիմալ 
օարմման h վերջնական պրոցեսում առաձգական տատանումների կասեցման

կինեմ ատիկակտն և ղինամիկական խնղիրներրւ Որպես օպսէիմ ալոլի! յան չա
փանիշ է վերցված րտոակուսէսյին ֆունկցիոնալը։ Խնդիրները քերված են մո
մենտների պրոբլեմի լուծմանր։ Հաջորդական մոտարկումների մեխողով 
ստացված են օպտիմալ ղեկավարող ֆունկցիաները h մ անիպսէԱատսրի ա- 
ոաձղական օղակի անկյունային ջարդման օւգտիմաչ Օրենքը։ Խնդիրների լու
ծումները ներկայացված են սիհթեղի տեսքով։

ЛИТЕ P А Т У P А1. Акуленко Л. Д., Гукасян -1. .4. Управление плоскими движениями упругого звена манипулятора—Изе. АН СССР МТТ, 1983. №5, с. 38—И.2. Акуленко Л. Д., Михайлов С. Л. Черноусхо Ф. Л. Моделирование динамики манипуля к>рз с упругими звеньями. Изи. АН СССР. МТТ, 1981. №3, с. 1:8- 124.3. Лурье .4. И. Лналнтческая механика. М : Флзматгнз, 1961. 824 с4. Акуленко Л. Д. Припедсяие упруго»’։ систсмк в заданное состояние посредством силового граничного воздействия.—Изй. АН СССР. [1ММ 1981, т. -/5. вин. о. с. 1045—1103.5. Буткавский Я. Г Методы управления системам» с распределенными параметрами М.: Наука, 1975. 588 с.6. Канторович Л. В.. Акилов Г. И. Функциональный анализ М : Наука. 1977. 742 сИнститут механики АН Арм ССР .Поступила в редакцию27.V. 1987
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ХЫ, № бП988 Механика

УДК 5393

ОПТИМАЛЬНОЕ ПРОЕКТИРОВАНИЕ ПО УСТОЙЧИВОСТИ
ПРЯМОУГОЛЬНОЙ ПЛАСТИНКИ из композиционного 

МАТЕРИАЛА. УСИЛЕННОЙ ПО ДВУМ КРАЯМ РЕБРАЧИ
ЖЕСТКОСТИ

БЕЛУБЕКЯН Э В. ПОГОСЯН А. Г.

Рассматривается устойчивость прямоугольной пластинки разме
рами аХйх.Л2. шарнирно опертой по краям у=»0 и у —й, загружен
ной равномерно распределенным давлением - и усиленной ребрами 
жесткости размерами. //։. Ь по свободным кромкам х = ±<?'2. 
Предполагается, что пластинка составлена из монослоев волокнистого 
композиционного материала (ЗК.Ч), уложенных поочередно под угла
ми к оси л՜, а в ребрах монослои ориентированы вдоль оси у.

Ставится задача определения оптимальных параметров а. А,, Л8, 
? конструкции заданного веса, обеспечивающих наибольшее значение 
критической нагрузки <։кр.

Аналогичная задача для случая изотропного материала рассмот
рена в [1].

Принятая структура пакета пластинки позволяет считать се ор
тотропной. для которой уравнение устойчивости записывается в виде

О„^+2(О1,+20..)-^-+Ь,։^! ;-,А։^-0 (1)
Ох* дх'ду3 дул оу*

где /Лл—жесткости пластинки, определяемые по формуле

ВМ
(С 4=1. 2. г>)

/>՝.,_ ֊упругие, характеристики В КМ а главных геометрических 
направлениях плас։ивки, определяемые через характеристики ВК.Ч 
в его главных физических направлениях по известным формулам пово
рота [2].

Граничные условия запишутся б виде:
—шарнирного опирания

<?у3
О при у=0, у=Ь (2)

—симметрии (в случае симметричной формы потери устойчивости)

^-0. 
ох

Рю
их3

0 при (3)

14



—антисимметрии (в случае антисимметричной формы потери устойчн- 
пости)

к*=0, ^-^ = 0 при х=0 (4)
дх-

—упругого опирания на ребро жесткости [3]

, . д*& „ Гт. а/ — = - (/, . С —-֊ 
ду՝ дхду*

.V! при а.'2 (5)

где Мх и РЛ, соответственно, 
лп в пластинке, определяемые

,-И, = — />.. — /Л. —,
11 дх* '■ оу'

С—жесткость прямоугольного

изгибающий 
по формулам

момент и поперечная

(?,- ./Л,^ (01։+4Ои)_^.
■ дх1 ՝ '■ д.кду՝

ребра на кручение [3]

си-

С=^й;р, 3 = 4*
I 64
Ч -5

— М —
№ 24

(R), с1=г}' С/23: <;и

Д-= ай]—площадь поперечного сечения ребра, 6՝п, О2Д — модули сдвига 
материала ребра в плоскостях хох и уог.

Решение уравнения (1) в случае симметричной формы потери 
устойчивости с удовлетворением условий (2) и (3) записывается в виде

^ = (С։сЬн/Лх4-С2со5р։Кт.дф1плту (7)

а для антисимметричной формы с удовлетворением условий (2) в (4)

где
Ш = (С15Ьу։/тХ С։81Г|Рз>.„,Л:)81п>,7У

1Н.2= Г-----------------------л՜----------------------

(8)

(»)
Р. = Я,, 2/Лй. й’ = • I* Г/1 0։2' 2„

Здесь принято йгя>1. так как в случае наличия ребер «ч, будет 
больше соответствующего критического напряжения гладкой пластин
ки со свободными кромками, где принимается ^=1.

Удовлетворение граничных условии (5) приводит к однородной 
системе уравнений относительно коэффициентов С։ и С2. Из условия 
существования нетривиального решения этой системы получаемся 
трансцендентное уравнение относительно коэффициента R,,:.
—для симметричной формы потери устойчивости

+ р5)/։сЬп։/.тл-со$и2'п.Х + — Л)сН«1/.г:л'51пр3> г.х + (10)
«,2

4՜ 'У4)зЬ|1|/.гпХС03}12г'г(;Х Р11։ч('1| 4 .•,•,^81 Г||12Аг,ч-’С

где
15



■’ ~ b В.,.. A*•* Лb Ь2\Н..гН\

—для антисимметричной формы потерн устойчивости уравнение от
носительно k„t получится из (Ю) заменой

на chuj/.pjX; chu/mA* на sinjv„,A* на - - cosp,/ тх

cosuaA...A на slnp/„։x

Определив km из (10), значение критического напряжения можно 
вычислить, согласи • (9). по формуле

п Л
(11) 

’ m

Определение оптимальных параметров а։. /zlt Аа. о конструкции 
заданного веса, обеспечивающих максимальное значение критического 
напряжения, сводится к следующей задаче нелинейного программи
рования:

Найти:
max :ftp. Л- ={ а, й։. ? } 

■Г
при ограничениях

Лв Л, < 0.26. ՛. h2 < Ло, 0,2 < л < 5, 0 < ? 90’

Ограничения (13) обусловлены пределами применимости 
ческой теории балок и пластин. Для 5 принимается

$*»0}016 при а^Ь, 6-0,01« при а < b

Параметр А, определяется из условия постоянства веса кон
струкции 

(12)

(13)
класси-

где //ф—толщина гладкой пластинки заданного веса, а 5 = («4-2хЛ։)?6.
Задача (12), (13) решается методом деформируемого многогран

ника [4|. Численная реализация проведена при с == 1 для различных 
значений Л0 = А0'6 »0,015; 0.02; 0,03. В качестве материала принят 
ВКМ со следующими приведенными характеристиками;

В*} =» 1; = 0,0818: В?а = = 0,0196

e 0,04297; GSJ / G\, = I, Ёх/ В‘\х 0.995

Г/„=О„ /^,=0.0497
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Полученные значения оптимальных параметров конструкции х, 
Л2 — }1„>Ь. г 11 соответствующие значения приведенной кри

тической нагрузки зМ1 = зК|,/Л?1 даны в табл. 1. Там же приведены 
наибольшие значения параметра критической нагрузки з“։> для глад
кой пластинки заданного веса, которые получаются при <?=90й.

Таблица I

а /г2 -- • 10а кр |М с° • 103кр 1

0-015 1.994 0.042’4 0.00969 45 0.376 0.185
0-020 3,574 0.0415 о.оио 45’ 0.588 0.320
о.озо 4.278 0.0516 0.01 29 45° 1.420 0-740

Для всех значений приведенной толщины пластинки полу
чается симметричная форма потери устойчивости оптимальной плас
тинки при т=\.

Как видно из табл. 1. изготовление оптимальной ребристой плас 
ткнкн позволяет увеличивать критическую нагрузку, по сравнению со 
сплошной пластинкой того же веса, ночи։ в 2 раза.

Для выявления преимущества изготовления ребристой плаетянкг 
из ВКМ дается сравнение получении:-: результатов для пластинки с 
приведенной толщиной Л^=0,02 со значением критической нагрузки, 
полученной для оптимальной криструкпип того же вес.-։, изготовлен
ной из изотропного материала—дюралюминия. Соответствующий из 
раметр толщины изотропной пластинки при отношении удельных во 
сов дюралюминия и рассматриваемого композита 1,8 будет Лй=0,0111. 
Прн этом оптимальные параметры ребристой изотропной пластинки 

получаются: а = 0,455. А։ = О,О648. /г, = (1,0077, а ?и>/£ = 0»410 • 10-а. 
Для конструкции из ВКМ для Ло=О,О2. согласно табл. 1, ;-.:г/Я;։ = 
- 0,588 • 10֊а.

Учитывая, что для дюралюминия 
£=0,7-10:’МПа, получается з,,р=28.7МПа. 
Для конструкции из рассматриваемого 
ВКМ (£»=1.3 ДО5 МПа) =^—78 МПа. 
Таким образом, изготовление ребристой 
пластинки из ВКМ в 2.7 раза увелпчп 
иает критическую нагрузку по сравне
нию с дуралюминнеаэй конструкцией.

По полученным результатам мож
но решить обратную задачу определе
ния конструкции минимального веса 
по заданному значению параметра 
критической нагрузки. Для этого 
на фиг. 1 приведены зависимости па

2 Известия АН Армянской ССР. Механика, №6.
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раметров /zô, Л։ и пг от параметра зкр. Пользуясь . ! задан
ному значению зкр можно определить соответствующие значе
ния приведенной толщины гладкой пластинки 7/„ и соответствующие 
оптимальные параметры Л, и Аа. Угол укладки мопослоен НЕМ, как 
видно из табл. 1, при 1 получается равным 45Հ а араметр а 
определяется из условия (14).

THE OPTIMAL DESIGN RESPECT TO STABILITY OF COMPOSITE 
RESTA NGUL AR PLATE REINFÜRSED WITH TWO STIFFNESS 

EDGE RIBS

E. V. HEI.LBEKI AN, A. G. POGOSIAN

ԿՈՄՊՈԶԻՑԻՈՆ ՆՅՈՒԹԻՑ ՊԱՏՐԱՍՏՎԱԾ ՈՒՂՂԱՆԿՅՈՒՆ 11ԱԼԻ' QUS 
ԿԱՅՈՒՆՈՒԹՅԱՆ ՕՊՏԻՄԱԼ ՆԱԽԱԳԾՈ ՒՄՐ„ ԵՐՐ IIU.I.Q ԵՐԿՈՒ ԵԶՐԵՐՈՎ 

ՈՒԺԵՂԱՑՎԱԾ I; ԿՈՇՏՈՒԹՅԱՆ ԿՈՂԵՐՈՎ

V. Վ. 1>հԼ111՚ք’հ«։ՅԱՆ. Ա. Դ. Պ11ՂՈԱ8ԱՆ

Ա էք փ it փ ո է մ

Աշխատանքում դիտարկվում Լ 1{էւմէւքոդիւ]իոն նյութիր պատրաստված 
ուդդանկյուն սալի կայունության խնդիրր, երբ սայր երկու կողմ հրով աւրաւ: 
հենված է, իսկ մյուս երկու եզրերով nt ժ եղա յյվ ած /. կոշտության կոդերով. 
Անփոփոխ ft ււդներէվ կ ոն ո ։ո րո ւ կ րի ա յի կշիոր, որոշվում են նրա երկրա չաւիա֊ 
կան և ֆիզիկական օպտիմալ պտրում եարերր, որոնր ապա' ով ում են սայի 
ամենամեծ կրիտիկական բեււրւ
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УДК 539.3

ДАВЛЕНИЕ ШТАМПА НА ГЮЛУПЛОСКОСТЬ С ЛИНЕЙНЫМ 
УПРУГИМ ВКЛЮЧЕНИЕМ

ГРИЛИЦКИИ Д. В„ ЕВТУШЕНКО А. А. ПАУК В. И.

В литературе широко представлены задачи теории упругости о 
давлении штампа на однородное Основание. В.»аимодействне штампа 
с различного рола неоднородностями тела (вырезами, трещинами, 
включениями), расположенными вблизи области контакта, изучено 
недостаточно. В предлагаемой работе поставлена и решена задача о 
давлении штампа ня полуплоскость ՛.՝ произвольно расположенным 
тонким упругим включением.

Пуси, к краю однородной изотропной полуплоскости //>() пряжи-

мается силон Р и сдвигается силон 7՜ и>֊иг. I) жесткий штамп, осно
вание которого описывается гладкой функцией y—f(x). Внутри по
луплоскости вблизи области контакта расположено произвольно ори
ентированное у'пругое включение мало!! толщины 27/. Предполагается, 
что граница полуплоскости вис штампа свободна от внешних усилий. 
Силы трения, возникающие под штампом, удовлетворяю! закону Ку 
лона. Механический контакт включения с матрицей прпнимаатся 
идеальным Под действием штампа включение как жесткое целое 
поворачивается ио часовой стрелке па неизвестный угол е. В условиях 
плоской деформации требуется определять контактные напряжения 
под штампом, коэффициенты интенсивности напряжений у вершин 
включения и угол е.

Граничные условия задачи:
а) на границе полу плоскости -у=0

-։?(-v)=3y(.v)=0

’.w(x)-/!av(x) 

гфс) = Г(х)

при ’а*֊ /|>«

(1) 

при |а*—/|<7? 

при |а—/|<а

А—коэффициент трения
б) на срединной линии включения
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I Wr* °« + )ЧА(Г» VH] I v(r А -) + A(r- *0 -) I =/:(rH
1«;о-л1 Н"';<м04)1Н'<(гл (2)

A(r) =0, (Ä = TT4), ftp, *]♦ 7 дг, = дг

Индексами , f“ и » —п отмечены верхняя и нижняя кромки 
включения, соответственно. Для определения /*(П. (A=l, I) служат 
условия взаимодействия тонкого упругого включения с матрицей [||: 

u'f(r,%4 )-^(MH=M(f) AJeJr.ö* 1 ) I o,(r, % )| 

1«,('‘ЛН-) - ‘1/Л = —; tz»(/-,9i>—)|/|i0-|

+ ) T «;(<.%֊) (3)

|«#A~ ) - udr.fj0— )| / h = ՝2kxl\'(r) - — ) ■ ^(r,fi0- y

nr(r.0։14֊ )-nf(r.%֊) = '-43o(f’öu- )—)l 

f

Здесь A’(r) = A'* | [trt(/.5„ 4 ) ֊ -,„РЛ -) \dt

Л'* = [ °,(Z>. 60 -•- ) -Г % - ) 1 / 2t = (1 ֊]’ T-ö) / (8p<i) 

^=(3--z0)/(8Ht>). /г2 = (/г(; k\}/kv /0=3-4v0 

p(!Lo) — модуль сдвига. фф)—.коэффициент Пуассона материала полу
плоскости (включения), :»(г, 9). xzt(r,6) напряжения. «,(г, 6),
«о(г,О) смещения в полярной системе координат (г, 0) с полюсом в 
точке 0.

В силу линейности поставленную '.адачу яре пл авим как сумму 
двух задач: о давлении штампа на полуплоскость без включения (за
дача 1) и об равновесии полуплоскости с тонким упругим включением 
(задача 2) при условии:

гЭДг. % ± ) « ֊.ф, Со ± ) -.-.U)(r), <^(г, 0о ±) = ф. % ֊ )֊=О>(Г) 

11 (Г- °0 °и ) — H/’V). '’ "Т(Г* °0 )= ZMГ• ° ) “
И^У*

0) = ',?у(Л՜՛ 0) = 0, — ÖC < Л' < -г OQ

Решение задачи 1 при ö=% имеет вид |2. 3| 
«

{з<’}(г). 5<;)(г), -;!.)(/-), //(«>(/-), и(Д>(Г)} = 1. |{/<.(г,0’з - (М) (4)

—а

K0(r, f) R,(r, 1)7] 4- R,(r. t)V, + 2R,(r. />7,?,

^(r. О = R,(r. t)'f] + Ri(r, /)j; - 2R։(r, ()։,?, 

К։(г. I) = (R,(r. r) - R,(r, /»»,3, - R,(r. /)(«՛; - 3;) 

K,(r, n=(R,(r. t) + R.(r, +R.(r. t)7\ +Ri(r, 03’
20



КДг, l) = (/?,(r. t)-Rs(r. <))«,₽. /?։(г. 03- ֊ ф֊ 

R,(r, t) =S(r3։-4r(l)r^(r. Z). /?2(г. Z) = 2(r?։ - Ar։)r։W,z) 

/?։(r./)=2(r?,-*<֊,) V?։A'(rJh /?ДЛ<)=|(1-’)/?,(/•■ О - >/?,(/֊. Z))/2;.

R,(г. /) = | - -Rt(r. 0 + (1 ֊- v)/?։(r, /)).' 2,i 

л.(г. о = I -r;+*((i - -y’?;+(2+’УМЖ$!? '> /i‘ 

R.(r,t) = \ ->Г5(гЗ,4-Лг0) (1-

K(r,O-|r։'։;H- r֊j-։. r։ = r։1 I — l, = ?։ = cosO

Кроме того, согласно работы [4]

,.W(.t,0) = ^—4^.v)4-f |.c-Z|<a (5)
4<i -Ip- J i —X

a

Используя результаты работы [5] для случая задачи 2. получаем 
а) на линии 0==л/2 

с
T,'<։>(x,0)=»u,;<։>(r,F/2)= i- [ V Q<(cz)MZ)d/ ֊«,֊ (6)

•• J i— l г*
Л

Q,(<-.<)= I (1 '-)ьК(г, t) +2?, /։(Г. /) - (1 y)'ij2(r, 0) f (4;֊r)

Q,(r.։)=[(!֊ (I + '^11,(1-, 0+ 2?,/4(r,Z)| / (4nr)

<?»(<•.')=-M/.('•■0 + Л(г. ։)]/C Q,(r, i) = 3t/s(r, t)l r 

/,(г,/) = г/3, T(r.t), i,(rJ) = ±(t՝-r՝)lT(r,l)

/,(г, t)=rt(2rt + (<•+'■’)։>) /Т՝(Г. I) 

l\(r, t) = I T։(r, t). T(r, t) = <։ + /-’-2г/։,

б) на линии Ч=Ь0

+) = ֊-/։(г)-гсг1Г2(г)֊<2/з(г)+аЛ(Н

Л

«;P'(r.G04-)^֊-/,(r)֊l ПзМ'-)- 2;^А(Н | (7)

,z։ = (l-7.)/(2.։(H-z)), <z2 = 2'։i (Hz), (2р(1+*))
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С с
<։,=(! -| «) '(4|։). <(г)=4֊ I —м. Л,= [/,(/)</(

Л 6
г

/?Лг) = --| V /г V/;. (4=1,4) 
й 7

йДг. О—регулярные ядра.
Подстановка соотношений (5). (61 в граничное условие (1). а 

выражений <■«). (7։ в условия взаимодействия (3) с учетом обозна
чений (2) приводит к системе пяти сингулярных интегральных урав
нений относительно искомых нормального давления под штампом 

=,(/) и функций скачков /,(/), (/= I. I)

1 ։

Тй(։)+7 I ֊-֊1 4- 4՜ 1М’) 1 $/(•. ?'(:)’ I «К 1
'1 -։ '

1 1

“ Л ’ ? /֊-։ Ъ —-— I — । ֊

Ял/(г</) Ф/(’1)^+'Л£ = о, (А' = 2Т4) (8)

?л(-)=-нгйС). |:|<1 

Здесь <7(т)=с.(//а),

?,01) - ; М). «“1.2). '-.(’1)1֊—֊1^ М). (/=3,4)
1 -г '•

(К=г—/, ^0; = г- -г/0 а0 = {с-Ь)/2, Ьа = (с-֊ Ь) /2

7» ;• 1 1՛ 5<’-4)=։։?"(•-’։)
I -Г >■ (З-ХоХ! +«»)

Ч = <=0, >։ = (1 -•/.) ■(2«+1—«),1|4=0, (*»1,3,4). )»=0, (*=2Л) 

»•.»(։)= !/(։ 1 ֊'/,), '„О֊ 2+ (1 1 (8(1+ •/•))

'»!'•) = ՝ Г.+ </2 ■/,), , = </»,'4. '31֊'2>=0

/« =(3 — / (/(1-1 х)), — ^о/ 4, = 0

г։1 = |8-,._ () + ,<,)(! _:<)֊,| (4(1 /)), г։։^г։։ = о

г։.| = |-2(1-•'■) +(1+*)Ч/(4(1+•/.)), г„=г„=0 

г„ = с[х_() /).| (| . ;.у, х-„ = (1 ֊«+2г);(2(| -| х))

Л. = (1 -«>(։ »■ '<>’■'■ (2(1 Д)1. ?„ = (!•/-24),' (4(1 х)). г1։=г„= О

*=, = -'4(1-1 х0).'(Я(1 - г)), /л,* = 0. (* = 2Л), *„=х^ 4

*,։ = 0, (*=1,2,1), А„ = (3 — х0)(44/8. *„ = (/.„֊ 1), (4(1 + /.)) 
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йм = ^ = 0, </0 = /?в/Л, = с/2 = (20/л, 43*=*1/а, $ац Ро

АЫ*н) = 1(3 44*мМ1'(1 X)«

№’.Н4Ш'ОЗ''Ш *41/(1 4 х)*

ад^) = (14-*д)''Ы<>)/(1 -М)\ (£= 1.2)

«»(’;•■)• (*«=2А *=1.2)

лю(-.. -■) = к,с.-) +■ -֊-° ••А'։(՜.. -■) ֊ У йшцТ7«>кв( ֊ 1.')
о о

ад- •) = /<<С. •) ֊ ^<։С. ֊.) - Л7-1,1) Н- П11п( I. 4/<и I. -)

ад- -■)=֊ Ц-1 ^с- —>” -жа 4 хил-м-
о о

- (3 — /лад - 1, -)]։п1п(1,,>) '8

Использование дополнительной неизвестной е, характеризующей 
жесткий поворот включения, вынуждает принять во внимание юпол- 
ннтельное условие, требующее равенства нулю главного момента М 
сил, действующих .»'.а включение со стороны матрицы

е
м= |г(о,1(г,б0֊|֊ )-аь(г,0о-))(1Г О (9)

Система уравнении (8) получена дли произвольных механических 
и геометрических параметров задачи. Гак. полагая 6=1. получаем 
систему уравнений, описывающую вдавливание штампа в однородную 
полуплоскость. Ус громив <5 >оо(0). найдем систему уравнений задачи 
о делении штампа на полуплоскость с трещиной (абсолютно жестким 
включением).

Для случая штампа с прямолинейным горизонтальным основанием 
<р’.(|)=0 построим решение системы сингулярных интегральных урав
нений (8), (9) м< годим механических квадратур [6]. Пусть

^)='М?)(1֊П’(1 НГ. ’ ?=֊!• °<1Л1. 1?1<1

(' = 14)՛ Т<֊֊^

?д(0. (1 — 1. 4) ограниченные функции. С помощью квадра
турных формул Гаусса-Якоби и Гаусса-Чебышева [6] приходим к 
системе линейных алгебраических уравнений

1 V ДЬ’ Л. У V I V СЬ(;га> 4- >,/С/ ! =0
- } I 1 Л-1 ’ <

1 п 1 ’ ( я 2, ■-X ■֊ -'.V ; V ֊^- ; Ь,-,5(-.„, -ч»)Ч
“ Я 7^։ (

(10)
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RijCrn, Ъ) |ry-'tl/JSc r„)<?,[ : >(. = 0, (i 2,4)

' 7i?«(-J- (w = !.//.-!)

£ ֊0
Л- 1

Здесь
r2-> pi֊r ^

Sinna (■?*)
, (/г = !.//) , В,-

1 л,
1 2л,

(/г «= 2. //—I) 
(/г« 1,л)

/Ж’>(^)=0, ,u = cos^—р. (4=1. н)

Р\; , ’О») = 0. :« - cos ֊^"'՜^ ■ - ։."֊>>

Р՜’- ՛( • )—полиномы Якоби. К системе уравнений (10) следует приба
вить дискретизированный аналог условий равновесия штампа и вклю
чения, имеющий вид

i 'Ы‘к)Д*=֊1, о, (Z=L4) (II)
*-1 Л-1

Значения постоянных С/ (Z—I. 4) приведены в |7|.
Система уравнений (10), (11) решалась численно с помощью 

ЭВМ ЕС—1045 при след юших значениях параметров задачи; v0—v=Q,3, 
4>«=10, d։=1.

В табл. 1 приведена зависимость контактного тавлсния под 
штампом от коэффициента трения k и от относительной жесткости 
включения 6. Результаты получены при значениях 
Видно, чю параметры k и незначительно влияют на характер изме
нения <?(■). Увеличение k приводит к уменьшению </(') в центральных

7’d!5..’iK{U !

-к 7(-к)
1,0 — ОС — ОО — X — -- ОС ----

0,89 0.1989 0.1821 -0,2005 0.1934 -0,2093 - 0.2176
0.71 ֊0,1358 —и,КИЧ - 0,1432 -0.1322 О»148‘2 -0.1369
0.45 -0.1094 —0.1087 ֊0.1124 ֊0,1109 -0.1120 0,1104
0,16 -0.0975 - 0.0984 0.0957 -0.0971 ֊ 0,0941 ֊0.0964

- 0.16 0,0971) 0,0981 0.0952 -0,0960 -0,0933 —0,0950
0-15 0,1093 0.101'3 0.1097 ֊0.10'29 0,1092 -0.1019
0.71 -0.1392 0,1 ֊0.1465 0,1378 0.1476 ֊0.1404

֊0,89 0,2010 0.1931 -0.2210 - 0,2113 -0.2419 -0.2337
-1.0 — эе — ОО — сс — "Х> — х*

5^0.01 ?,-100 7^0.01 &=100 п.,0 t ию
k--0 А- 1.3 А=0.6
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точках области контакта и к его увеличению у кра ՝в штампа. Ана
логичная картина наблюдается при увеличении жесткости включения, 
то есть уменьшении параметра Я.

Кроме контактного давления в задаче определялись значения 
коэффициентов интенсивности напряжений на торцах включения по 
формулам, приведенным в |5|. На фиг. 2 показана зависимость этих 
коэффициентов от параметра ь, (10 ։<?,<10’). Видно, что для .мягких 
(о> 1) включений коэффициенты Л|2>( —1) и ^2>(—1) значительно мень
ше Ар’(—1) и 1). для жестких (о«|) включений, наоборот, оп
ределяющую роль играют Ар(—1) и А$?,'( —1). При отсутствия вклю

Фиг. 3

чения ('>—!) коэффициенты £[’>(—1). &Р( —1), (/—1,2) незначительно 
отличаются от нуля. Фиг. 2 построена при значениях </։=г/։=2, 90=г;3.

При решении также находилась величина угла жесткого пово
рота включения ?. В табл. 2 приведены значения гд/д Р в зависимос
ти от коэффициента трения А’ и угла 0о Табл. 2 построена при 
(12^(13=2, 5=0.01.

С помощью численного анализа показано, что если один из па
раметров </2 или (13 при втором фиксированном и равном 2 достигает 
значений 5 6, то есть штамп и включение расположены достаточно 
далеко друг от друга, то коэффициенты /ф.’ф 1). -1>, (/=1,2)
стану! пренебрежимо малыми.

Таблица 2

&-0 к 0.15 о.з к 0,45 А՛ 0.6

Ч о՜ 0.1797 0,2058 0.2327 0,2605 0.2893
%=15՜ 0.1578 О.1837 0.2106 0.2387 0.2679
•»а -30- 0.1Г.-7 0,1’48 0.17Ц 0.1986 0,2274
Ч--45 0,0818 0.1056 0.1305 0.1567 0,1840
V 60 0.0459 0,0755 0.0960 0,1221 0.1541
•|0֊-75՝ 0.0027 0.0269 0,0474 0.0736 0,1055



штампом в зависимости от н< 
Фиг. 3 построена при >0

Отметим случаи геометрической и силовой симметрии задачи, 
который получается ри 0в—О, <4=г)- Наличие включения при
водит лишь к двум скачкам: /^г) касательных напряжений -д(г) и 
/Дг)—производной от нормального смешения иг(г).

На фиг. 3 показано распределение контактного давления пол 
1рэметра о.
=^0,3, </о=1О, <4=1, а\=֊-2.

Фиг. 4 дает зависимость коэф
фициентов интенсивности напряжений

—I) и /Ф\'~ 1) от параметра &. Она 
построена при тех же геометрических 
и механических параметрах задачи, что 
и фиг. 3.

Численный анализ показал, что 
если </2>-5, то есть включение располо
жено .далеко“ от края полуплоскости, 
оно не влияет на распределение кон
тактных напряжений под штампом.

PRESSURE OF A PUNCH ON THE HALF-PLANE WITH A LINEAR
ELASTIC INCLUSION

D V. GRILITSKY, A. A. YEVTUSHENKO. V. I. PAOUK

ԴՐ11Շ1ր|* ՃՆօՈ1«1րր. ԳԾԱՅԻՆ ԱԳԱԱԴԱԿԱՆ ՆԱՐԴՐԱԿՈՎ 
’||«Ս1ԱԱՐՌՈ1*ԹՅՈԻՆՐ.

Դ. '1.. ԴՐհէւ‘8’11՛, ։։.. 1Լ. 1ւՎՏ111«ր.1ւՆ1||1. Վ. I». Պ 11.111Պ

Ա է)' փ ո փ ււ ւ մ

Աշխատանքում (ածված Լ տոաձդականով յան աեսոէթ յան հարթ խն^/’/1 
կամայական ձևով դասավորված քարակ աււաձդակ ան ներդրակ պարունակող 
կիսահարթով յան վրա դրոշմի ճնշման մասին: 0 ի սահ արթ ու թ յ ան եդրր դրոշ
մից դուրո ազատ Լ արտաքին ճիգերից։ Դրոշմի տակ շփման ոէմերը բավա
րարում են Սալոնի օրենքին։ ներդրակը մոդելավորվում է [արէսմների ե 
ներդրակի միջին գծի վրա տեղափոխումների ածանցյալների թռիչքներով ։

Խնդիրը բերված Լ հինդ էւինգոէլյար ինտեգրալ հավասարումների համա֊ 
կարգի։ Թվային ւ/երլուծոէթյամր գտնված Լ դրումի տակ կոնտակտային ճրնշ֊ 
ման բախում ր, ներդրակի ճակատներում լարումների ինտենսիվության գոր
ծակիցների արժեքները, ինչպես նաև, ներդրակի կոշտ պւոու յաի մեծով յոլ֊ 
նր ի։նդրի մեխանիկական և երկրաչափական պարամետրերի տարրեր արժեք
ների դեպքում։

26



.11 И Т Е Р А Г У Р А

I. Сулим /'. Т. Сравнительный анализ моделей изгиба тонких упругих включений. 
Львов: 1985. 15 с. Рукопись леи в ВИНИ ТИ, №4487 85 Деп. 34.

2. Уфлянд Я. С. Интегральные преобразованич в задачах теории упругости. М.: 
Наука, 1967, 402 е.

3. Александров. В. Л!.. Мд'ИТйряк С. Л1 Контактные задачи для тел с тонкими пок
рыт няни и прослойками. М.: Наука. 1983. 468 с.

I Грилицъкий Д. В., Попович Г>. II Плоски контактнн задачи тсрмбпружкостл. 
(Навч посибник, Львнв: ЛДУ, 1973. 114 с. Па укр. яз.).

5. Евтушенко .4. .4. Упругое равновесие составной плоскости с произвольно распоЛо 
женным упругим включением.—Прнкл. матом, в механика. 1980. №5,
с. 875—8*1.

6. Белоцерковский С. .4., Лифанов И К Численные методы в сингулярных пите։ - 
ральных уравнениях и их применение в аэродинамике, теории упругости к элек 
тродннамнке. М.: Наука, 1985. 256 с.

7. Грилицкий Д. В., Сулим Г. Г. Периодически-, задачи для упругой плоскости с 
тонкостенным։։ включениями.—Прнкл. магсм. и механика. 1975, ЗР, №3. 

с. 520-529.

Львовский государственный 
университет

Поступила в редакция)
27.VH.1937

27



2и.31|Ц.1|1П| 111)2 ЧФ$П 1'1>ЗП Н.Ш’1՛ 1М|Н'ЬЫП>1иИ* 81»։\Ъ’|и.<М‘Р 
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР 

1ГЬ|ии)Г|]|||ш Х1.1, № б, 1988 Механика

УДК 539.6

ВЛИЯНИЕ АНИЗОТРОПНЫХ СВОЙСТВ МЕТАЛЛИЧЕСКИХ 
СЛОИСТЫХ ОБРАЗЦОВ ИА ПРОНИКАНИЕ

БАГДОБВ Л Г, ВАННЯИ А. А, ГРИГОРЯН М. С.

Вопроси проникания тонких твердых тс.ч в .металлы в пределах 
применимости гипотезы плоских сечении изучены в [1 -3]. Учет 
действия импульсных юков, уменьшающих глубину проникания в 
пределах 40 60% опытным и теоретическим путем произведен в 
[4-8].

Другой причиной уменьшения глубины проникания, как показано 
теоретически в |12], является анизотропность пластических свойств 
среды.

$ /. Теоретическая модель проникания

Слоистый образец, состоящий из большого количества чередую 
шихся гонких пластин различных металлов, моделируется трансвер
сально изотропной однородной средой [9].

Метод, развитый в настоящей 
статье, состоит в изучении фронта 
разрушения 5, который исходит из 
вершины тела, упругой области 
вне 5 и области разрушения поза
ди 5 (фиг. I). Предполагается, что 
разрушение позади 5 происходит 
вдоль площадок скольжения.

Рассматриваются случаи, когда 
среда является трансверсально изо
тропной. Для тонких тел вращения 
задачу можно считать квазистати- 
ческой [3]. осесимметричной. В 
начале для простоты задачу будем

считать одномерной, а именно: имеет место гипотеза плоских сече
ний |1. 2].

Ось А՜ направим по нормали к свободной поверхности средь;, 
занимающей нижнее полупространство, а через г обозначим радиаль
ную координату. Уравнение поверхности проникающего тела берется 
з виде г==г71.(л-, /). где гд. .мало. I есть время с начала проникания, 
причем при / —0 г/г.-=0. Уравнение поверхности разрушения берется в
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виде г=гл.;0, где г0 I. но ;0/> мало. Тогда можно для решения вбли
зи 5 пользоваться формулами, соответствующими переходу к боль
шим значениям г гд., что соответствует случаю линейной асимптотики.

С учетом тонкости проникающего тела можно записать |£ЛЛ|<^ 
^|-.сг' 15гг՝.- Уравнение несжимаемости в основном порядке запишется 
в виде

^ + ^=о
дг г

где есть скорость частиц.
Решение этого уравнения в области согласно граничному

условию г*=гь> г^—дг^сН имеет вид [3]

г (Н
В области пластического течения, образующейся при внедрении с 

большой скоростью, можно записать спя .ь тензора скоростей дефор
мации н тензора напряжений [10] в виде

^//(У-=;н 6(3,-У). (1.1)
и (I

—=<?(=; 3;нг«-5|) 
а

где а—параметр пластичности, ^.—пределы текучести но соответству
ющим направлениям

2Л= 1 -4-1; 20'-.1+1-1; 2// = .4 + ֊-1 (1.2) 
Ъ '/.< ’.V ‘м \г '.Я \кг *л« ‘лл

Уравнение (1.1) описывает осесимметричное течение среды в пред
положении об идеальной пластичности вблизи тела. Условие Мизеса 
в основных порядках с учсюм .малости сдвиговых деформаций, из-за 
тонкости проникающего тела, имеет вид

//« - =;у н- -з;)’+-<)■=! (I ,з >

В частности. 1ля трансверсально-изотропной среды

С учетом (1.1), (1.2). (1.3) имеем

1(2/՜՛+о>1д (2/-՜+ н) !«(20 + //) + 11 {/=• -Н) 
« а . а аа => ■—--------- ---------------------------- - —___________________ ___

' * ’ 6 7

(1-4)
^(Л-б) У2И(Г+ 2/7)

< = ---------------- . а = 3(ЛШ -Ь /774-67-՜)
и
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(1.5)

Уравнение (1.5) в переменных е^/а, дает в случае 
замкнутую кривую, а в случае -$г>2т$х—одну ветвь гиперболы.

В 112] решена данная задача по гипотезе плоских сечения, для 
которой еЛ- 0. Использование уравнений в упругой области для 
трансверсально-изотропной среды, а также условия непрерывности 
г։г, з/7. на фронте г—гД,, полученное в (12], лает значение -гг на 
теле в виде

где и—модуль сдвига.
При '^г-2-ь-х- следует учесть, что и. -4т • I и предполагать

(4 I \
);Т1. Поскольку для металлов к является большой ве- 

՝4Х/
4 1личиной, последнее ограничение на малость ; —— допустимо. При

՝!>Г ’ЛТ
этом аргумент логарифма больше 1 и —©о при Таким
образом, гипотеза плоских сечений дает эффект значительного уве
личения силы сопротивления и уменьшения глубины проникания.

Для устранения особенности при в (1.6) и выяснения
характера "гг для ^г^2~5х необходимо отказаться от предположения 
ел.=0 и провести более подробный анализ.

Из (1.4) можно получить

(1.7)

где введено обозначение /. = 1 —'^/4-^..
Из (1.7) следует, что Т — ^->оо, при условиях «о/д /1/2 *:4.Л., /=0.

В случае тонких гел [3] .можно рассматривать варианты:

б) тг~5՜՜ при “2՜«՛ где
получается конечным.

Для точного решения задачи с.тедхет применять численные ме-
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годы. Однако для качественного анализа можно сделать упрощающие 
ьретположенвя

։.гг ~
2»аг31п*^

2՜«.։ Т5ГСО$*/
(1.8)

при этом для -$г 2-уд-, имеет место допущение гипотезы плос
ких сечений |3|. При тх, — л=1. что соответствует (1.5).

.. диг иг дих _Записав уравнение неразрывности — — —— 0 и интег-
дг г дх

рируя, с учетом граничных условии на теле г = г^ уг = дг^д( [3] 
можно получить

га̂ дгк . , |/з|(«+1)։ " I 7 (п 4- 1 « \
’-г*

(1-9)
Как и в [3], с учетом одномерности по г уравнение равновесия запи
сывается в виде

После интегрир изання получим

% “ — (Зг—Зб)1п-Л-+с* (ЫО)
Г*՝о

где з՛՜—напряжение из упругой области, г = />;0—граница пластичес
кой области, постоянная ;0 находится подстановкой упругого реше
ния в (1.3). Как видно из (130), згг определяется разностью з՜ -о՜. 
В отличие от |!2| згг при конечное, хотя следует выяснить
порядки. Обозначая = ^л(2—/•) и считая а) /՛ з1п*3, б) а<^81п’3, 
а) >.~51п’3, можно получить в случаях

а) //^0; ^=-тдд.//“

б) л. = 1-л/2з1п23; 3;-3; ^-хуг/851па3

в) / -2а1п’3; з'— з՜ дается (1.9)

Таким образом, приближенное решение (1.10). найденное сог
ласно (1.8), устраняет особенность згг, полученную по теории [31. 
где было Принято. ЧТО гд-х^0.

Однако, во всех случаях а) б), в) для малых р по-прежнему ос
таётся в силе вывод о больших значениях напряжения.

§2. Экспериментальное изучение проникания

Для выяснения достоверности полученных теоретических выводов 
об уменьшении глубины проникания в трансверсально-изотропную 
среду при '8^2*5^ были сделаны композиты путем склеивания с 
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помощью клея Г11ПК-ПЗ тонких слоев различных металлов, состав
ленных чередованием около 50 пластинок.

В качестве металлов брались алюминий свинец, дюраль-сввпец, 
дюраль-алюминий с различными комбинациями толщин пластин. При 
этом получились прочные соединения. В процессе экспериментов об
разцы оставались цельными.

Среднее значение радиального предела текучести составн по ма
териала берется по формуле Фонхта

- = У/,Г| п' ‘^։ (21)
А։-|-А,

где Аь։— толщины слс св, -51 и -лЧ, пределы текучести составляющих 
металлов.

Как показали опыты, для тех образцов, для которых 1,6-ч.л.
< -5Г. <; 2,8 тлл, имеет место весьма значительное уменьшение глуби
ны проникания в композит но сравнению с прониканием в изотроп
ные образцы с пределами текучести и -5։, соответственно. Напри
мер. для образца, составленного из пластинок алюминия и свинца 
толщиной 1.6 ■ 10՜3 м и 2 • 10 3 м, получаются глубины проникания 
в композит —68 • К) 3 м. а в алюминий— —0,1 м, в свинлц более 
0,12 м. При этом *$Г/^Л-=2,3» где значение в опытах измерялось 
сжатием образца.

Результаты экспериментов приведены в таблице
Таблица

Матер Ы ։ Й*Ра Х10»Р1 X Ю»Ра ■.10»Ра ";,г
/и.
10 1 м

Дч* ил
10 ։м

РЬ 1.6֊гЛ1 2 250 840 578 250 2.3 18 6.9
РЬ 1.6-т-А! 4 250 1200 883 250 3.5 10 6.4
А1 1.6—А1 1 1600 810 1200 1 7.2 7.8
РЬ 2 Ч-А1 6 250 840 693 250 2.8 13 6.7
Р5) 6 А! 2 250 840 395 250 1.6 20 5.8
РЬ 0.8 А1 ։ 250 1200 ](ХИ) 975 1 4,5 6-2
РЬ 1,6 - А1 6 250 840 666 250 2.6 12 6.8
РЬ 6 — А1 10 250 3'00 1968 250 8 4.5 4.3
РЬ2 А! 10 250 3000 2500 300 8.3 4.0 3.8
РЬ 0.8- А1 0.8 250 1600 925 765 1.2 8 6.9

В первом столбце указаны сочетания металлов, после названия 
металла указана толщина слоя в мм. Во втором и третьем столбцах 
указаны пределы текучести указанных металлов. В четвергом столбце 
приведены значения тх/. композита, вычисленные согласно модели 
Фонхта.

В образцах, в которых толщина свинца и другого металла од
ного порядка, величина ~$х почти совпадает с тч. свинца, а в случае 
весьма тонких свинцовых пластинок ' приближается к -$7. и, соглас
но опытам, разрушение цилиндрического образца происходит анало-
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гичло изотропному случаю. Шестой столбец показывает отношение 
'хг/'лл’ являющееся основным параметром исследуемого эффекта. В 
седьмом и восьмом столбцах приводятся глубины проникания в изо
тропный образец с приведенными пределами текучести (1.11 и в ком
позит, соответственно.

Как видно из таблицы, в диапазоне 1,6<-хг. ~хл.<3.5 имеет место 
существенное уменьшение глубины проникания. Значения -5Г.'ХЛ, 
примерно равные единице или восьми, дают пределы наличия эффек
та. На фиг. 2 приведен кратер и индентор в сл чае образца четвер
того композита таблицы. Глубина проникания в композит с '.„• •■:ХЛ—2,8 
равна М),067 м. Алюминиевый образец толщиной 0.12 м пробит на
сквозь. На фиг. 3 приведен кратер и индентор в случае первого об
разца таблицы, более близкий к теоретическому. Во всех случаях 
наличия эффекта уменьшения глубины имеет место сильное затопле
ние стального индентора, подобное

Фиг 2 Фиг. 3

Таким образом, за счет оптимального выбора отношения 
можно добиться значительного уменьшения ..чубины проникания твер
дых инденторов в металлические среды.

Область пластичности композита заметно шире области пластич
ности изотропного материала, откуда можно сделать вывод о боль
шом рассеянии энергии по радиусу в образец.

THE INFLUENCE OF ANISOTROPIC PROPERTIES OF THE METAL1C 
LAM1NETF.D SPECIMEN’TS ON THE PENETRATION

A. G. BAGDOEV, A. A. VANTCJAN. M. $. GRIGORIAN

3 Известия АН Армянской ССР, Механика. №6.
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ՇԵՐՏԱՎՈՐ ՄԵՏԱՂԱԿԱՆ ՆՄՈՒՇՆԵՐԻ ԱՆԻԶՈՏՐՈՊԻԱՅԻ ՀԱՏԿՈԻՄՅՈԻՆՆԵՐԻ 
ԱԶԴԵՏՈԻԹՅՈԻՆՐ ՆԵՐԹԱՓԱՆՑՄԱՆ ՎՐԱ

Ա Դ. 1։ԱԴԴ11ԵՎ, IL Ա. ՎԱՆ5ՏԱՆ. 1Г. It. Դէ'ԻԴ11ՐՅԱՆ

П if փ n փ ։։ է մ

Ճ/։//հհ«։7 /, րարակ մարմնի շերտավոր միջավա յրերի մեջ ն ե pfJ ափ ան g մ ան 
ի՚նղրի ս> եսական հ փորձնական Հ հա ա ւյ աո ութ յան ր ։ Փորձն ական որ են հաս
տատված Լ շաոավւյտյին հ աոտնցրային ուէրյութ յամ ր. հոռունսէքք յան սահ
մանների ոպաիմալ րնտրաթյան 'աշվին անիւյոտրոսւ շերտավոր կսմսյույիտ 
միջավայրում իարութ յան էյ ղալի փոբրացման տեսական հետհոէթյսւններր։
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ՀԱՅԿԱԿԱՆ Ս1Ա ԳհՏՈԻՈ-ՅՈհնՆԱՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ՏԵՂԵԿԱԴԻՐ
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК А Р М Я И С К О И С С Р

Մեխանիկսւ Xl.l, № 6, I9SS Механика

УДК 624.075

ВЛИЯНИЕ ПОПЕРЕЧНОГО СДВИГА НА УСТОЙЧИВОСТЬ
УПРУГО защемленной кольцевой пластины

ЧЕРЕНКОВА М. В.

Устойчивости упругих кольцевых пластин посвящены работы 
|1—6]. Обзор некоторых из них можно найти в статье [7].

В указанных работах авторы использовали классическую теорию 
изгиба пластин, в которой деформация поперечного сдвига (/=/•, ։|) 
считаются пренебрежимо .малыми (г, С', г—цилиндрические координа
ты с началом отсчета в точке пересечения срединной плоскости с 
осью пластины). С применением новых конструкционных материалов, 
в частности, стеклопластиков, имеющих модули сдвига ((■-/■, 0) 
значительно меньшие, чем модул։։ упругости £, (.' -г, н,з), возникла 
необходимость оценить влияние деформаций, пренебрегаемых в клас
сической теории. Известны решения, относящиеся к поперечному 
изгибу и устойчивости анизотропных пластин |8—9], ио до конца 
рассмотрен лишь случай трансверсальной анизотропии материала 
пластины, когда можно записать следующие соотношения для мод - 
лей упругости ЕГ—ЕЕ=£Е2 и коэффициентов Пуассона = v.r;

Однако еше больший практический интерес представляет случай 
цилиндрической анизотропии, когда Ег — Е-=£Е;, v?=<:.:

Ниже исследован именно этот случай для задачи об осесим
метричной форме потери устойчивости кольцевой пластины.

Рассмотрим кольцевую пластину, которая на внешнем контуре 
г — b упруго защемлена и нагружена равномерно распределенными 
сжимающими усилиями р [ // Л1 | 
(фиг. 1); предполагается, что внут - 
ренний контур г = а не закреплен 
и свободен от нагрузки. В нашем 
решении, учитывающем сдвиги, ис
пользуется теория С. Л. Амбарцу
мяна [8] и, и частности, принято, 
что касательные напряжения в се
чениях r=const меняются по па- 
раболическо му закону: -rz—\ 2Х 
■X (/Р/4—£*)?, где Л—толщина плас֊ 
тины, «(г, 0)—искомая функция ко
ординат г, В. Фиг. 1
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Перерезывающие силы в тех же сечениях определяются интегри
рованием касательных напряжений но толщине пластины:

<Л=֊? (1)

Согласно общим уравнениям, лзпным в [8], для рассматриваемой 
здесь осесимметричной фирмы потери устойчивости дифференциальные 
уравнения приобретают вид

Здесь г!Ь, тх) -перемещение произвольной точки срединной поверх
ности в направлении осн г, Рг> /Л—цилиндрические жесткости плас
тины в радиальном и окружном направлениях;

г _ . л \г +
’ Е: 1-^ Ег 1-^,

X—фиктивная поперечная нагрузка, вычисляемая для неодно
родного напряженного состояния кольцевой пластины.

X 1.-V, Л''з (4)^7
где Л'7(р) и М(?) нормальные усилия, действующие в плоскости 
пластины к вызнанные нагрузкой р в докрнтич.еском состоянии.

Строго говоря, эти усилия следует определять путем развития 
теории Ламе на случай анизотропии. Однако, это привело бы к весь
ма сложным выражениям [I!] и результатам, которые во многих 
случаях практически мало отличаются от результатов, получаемых 
по обычным формулам Ламе для изотропного материала (в выполнен
ных нами пробных расчетах для Ее = 0.14 £,( и отношении радиусов 
контурных линий 0.85 различие составляет доли процента). Поэтому 
ниже принято, как для изотропного материала, по формулам Ламе

(5)

(6)

Здесь —
Выражение для X можно записать в более компактном виде
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(7)

Подставив (7) в (2) и произведя интегрирование полученного урав
нения, можно выразить функцию у через производную

12 dw_
h3 1 __ у Т (В)

где Со -постоянная интегрирования. На свободном Внутреннем конту
ре пластины (р = г.) перерезывающая сила Qr=0 и, согласно (1), 
должно быть справедливо равенство <р=0. Отсюда из (8) следует.
что Со — О, то есть

12 р dw /1 v’ \
Л։ 1—у,2 dp \ о2 /

или, используя (5),
12 dw 
/7՜ '~dÿ

(9)

(Ю)

Подставив (10) в (3), получим дифференциальное уравнение второго 
порядка отиоеителыю угла поворота нормали к срединной плоскости 

О == dw/b dy.

Д,(0)+£,(«) + £։(«)-О; +

/ ։(0) _ £ 1JL (<L Л W) \ \
5 Л GrXdr. V d’. ) E, ՛. /

O(0)= -֊-!֊ -л’ <1’)
10/Jr \ p dp df /

Здесь /ч(0) соответствует левой части дифференциального уравнения 
классической теории пластин; А։(0)- члены, характеризующие поправ
ку к классической теории, обусловленную учетом сдвигов ՝\ri\ Л3(9) — 
члены, учитывающие влияние напряжений з..

Для решения уравнения (11) используем метол Вубнова-Галер- 
кнна, аппроксимируя угол Ь функцией

О 01 + + С5р’ (12)
Р

которая уже использовалась в статье 1-1] для исследования устойчи
вости кольцевой пластины по классической теории. Там же оценена 
погрешность приближенного решения, составляющая не более 2%.

В рассматриваемом здесь случае упруго защемленного внешне
го и свободного внутреннего контуров коэффициенты С։, С3, С3 
должны быть такими, чтобы удовлетворялись условия /Иг = 0 при 
?—т( и .Чг=—при гл=1. Здесь Л1г(</) внутренний изгибающий 
момент, который согласно |8| определяем следующим образом:
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Ь с!'։> Ь ՛" у <> С։,: хсА '' / !•> Ь 
(13)

с коэффициент упругого защемления. 0о-угол понорота вертикаль
ных .лементов наружного контура пластины. Принимая, что поворот 
происходит вокруг контура 2=0. выражение для % записываем в 
виде

О»=֊0+^Т՛ (11)
Подставляя (12) в граничные условия. получим систему двух алгеб
раических уравнений, из которой можно выр.чзигь постоянные С։ и С... 
через С2:

6 - С3(у ■ /?/,-֊- , /Н2ба) (15)

где
~ а 11 .

., /1г 7 А
3 \ 0^1--^ )

/1֊ У / \
о/;2! — V \ \ 40’ /

Ц с= Т2՜" (^ • 1 - <‘И- 1)) - >,з ֊ 1 ֊ с> (к, г - I ՝)
56*1— т,- \ 462 /

/;2 д
т-А(/<И2 ֊ -<։) ^<з(1 -<)(',» - I)) ֊ оо ֊ 3

□У" 1—Т(‘

• / _ 2 ' ։,Г£ , д' _  1 ''г:
1 — М70г * I — ''/■։> 7бг

здесь 7. =рЬ2:Г.)г-безразмерный коэффициент нагрузки, с0=с?Л,7?г— 
безразмерный коэффициент упругого защемления.

Выражение (15) удовлетворяет всем граничным условиям задачи 
н для завершения решения, следуя обычной процедуре метола Буоно- 
ва-Галерквца, подставим (15) и (II) и приравняем нулю интеграл:

I
I (1,(8) + /.,(8) + / ֊֊ 0 (16)

Отсюда можно пайт?: практическое значение безразмерной) коэффи
циента нагрузки гх.
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Расчеты производи лись при г,= 0.85 для двух вариантов мате
риала пластины: изотропного материала с £—2,94 • 1010 lia. > = 0.3 и 
анизотропного .материала с Ег—£..=2,94 • 10’" lia; £&/£,-■« 2,24; v- —

= 0.3; = 'ч»г = 0,33; 1 ), Jо.
Численные результаты представлены на фш 2 и фи։ 3. На фиг. 2 

сплошными кривыми показаны зависимости искомого критического 
значения коэффициента нагрузки а от коэффициента упругого защем
ления cq для анизотропной пластины без учета сдвигои у,г (кривая 1) 
и с их учетом (кривая 2). Несколько ниже штриховыми кривыми 3 и 
4 показаны соответствующие зависимости тля изотропной пластины. 
(Относительная толщина пластины hsb при построении кривых 2 и 4 
была принята равной 0.07b). lia фиг. 3 можно проследить для с,— 40 
(кривая I) и со = 80 (кривая 2) влияние относительной толщины ани
зотропной пластины па критическое значение коэффициента нагрузки.

Фиг. 2 Фиг. 3

Значение 1 при 1цЬ -0 соответствует классической теории, не учиты
вающей сдвиги. При построении графиков было положено, что з2=0, 
так как учет нормальных напряжений осложняет вычисления, но 
вносит существенно меньшую поправку, чем учет сдвигов тГ2.

При малых значениях коэффициента упругого защемления допус- 
тимо пользоваться упрощенной моделью кольца, основанной на исход
ном предположении, что £г=£г=Огг = оо, то есть считать радиаль
ные сечения недеформируемыми. Тогда при потере устойчивости по 
осесимметричной форм любой его радиус, оставаясь прямым, повер
ну г на .малый угол у.

Рассмотрим секюриа щный элемент кольца, соответствующий цен
тральному углу (/л (фиг. I). В докринпеском состоянии, вследствие 
кода г.швин и кольца в пкрхжйом направлении (£й конечно), вес 
точки элемента под действием внешней нагрузки перемешаются вдоль 
своих радиусов на величину А. так что относительная деформация в 
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любой точке кольца в окружном направлении равна -Д/г. При этом 
возникает окружное напряжение з0=—£;.Д/г. Величину Д находим из 
уравнения равновесия элемента в докритическом состоянии:

о
рьм и

и
Отсюда

Таким образом, при потере устойчивости и повороте радиального 
сечения на угол о точка с координатами (г, г) перемешается по ра
диусу на вели ;ину г: —Л (фиг. 5). Соответственно этому окружное 
напряжение определяется выражением

(18) 
Г

Момент системы этих напряжений в пределах всего сечения относи
тельно оси г можно записать следующим образом:

/И | | [(£ - г)? • г]<1гиг
а к

Подставляя сюда (>7) и (18) получим

А!
12

(19)

Пр) юте ра шалый«: ՛ ения па угол на внешнем контуре 
кольца возникнет реактивный момент, выражение которого для сек- 
гориального элемента имеет вид

= — с';Ьф> (20)
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Составив уравнение равновесия моментов рассматриваемо։ о сектори- 
ального элемента кольца (фиг. 6).

2Л1 — ЛМ» = 0
2

получим выражение для критической нагрузки осесимметричной фор
мы потеря устойчивое։и кольца

р = — *0

где

г- /а А |п---- ЬСОЕуг Ь а= -у — ; з0 1п —:-------- --------- — безразмерны։։ коэффициент
!п---- :-------- 1

а Ь

критической нагрузки, с0 - — —безразмерный коэффициент упругого 
Ве

защемления.

Пл фиг. 7 кривой I представлена зависимость критического коэф
фициента нагрузки «о от соотношения радиусов пластины при с«—0. 
Для сравнения приведена кривая 2. соответствующая изотропной 
пластине (см. решение Мейсснера [3]. нс содержащее учета сдвигов 

при свободном опирании внешнего контура пластины такой учет 
даст весьма малую поправку). Для сопоставимости результатов ша- 
чеиия ц. найденные в |3], разделены из разность (I V2).

Как видно, уже при ։| = 0,6 погрешность приближенного решения 
менее 4%, а при больших значениях и точность модели увеличивает
ся. Конечно, упругое защемление внешнего контура пластины сущес
твенно уменьшает область применимости приближенного решения. Так, 
для |)=0,6 уже при с\.-֊֊ 1 погрешность достигает почти 17%; в слу- 
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час жесткого защемления внешнего контура упрощенная модель ли
шается смысла, так как поворот радиальных сечений невозможен.

Отметим, что решение, относящееся к упрощенной модели, в сущ
ности соответствует известному решении? Р. Граммеля [12], если его 
распространить на случай упругого защемления одного из контуров 
кольца.

THE INFLUENCE OF THE TRANSVERSE SHIFT ON THE 
STABILITY OF THE ELASTICALLY JAMMED COIL PLATE

M. V. CHERENKOVA

1!1,Դ1.ԱՅՆԱԿԱՆ ՍԱՃՔ1» ԱԱԴև811հ1>5Ո1*ՆՐ ԱՌԱ11ԴԱԱՍ.Ն ԱՄՐԱԿՑՎԱԾ 
Օ'ԼՍ.ԿՍ.ԱհՎ ԿԱՅՈհՆՈԻԹՅԱՆ ՎՐԱ

Մ. Վ. Լ>11ՐՍՆ<|||Վ|Լ

Ա մ փ ււ փ ո ւ մ

Ուսումնասիրված Լ ներքին եդրր աղատ, ի>/կ արտաքին եղրր աոտձւրս- 
կան ամրակցված Օղակաձև անիղաորոպ ապի կայունով!յան կորստի աոանց- 
քասիմ ետրիկ ձեր' . ա վ ա ս ա րա չափ արտաքին ճնշման ղեպքէււմ ւ Հետազոտ
ված Լ արտ արին ր՚եոի կրիտիկական արմերի կաիւվ ածությունր սաչի >աստւււ- 
ձյունից հ սայի արտ աքին եզրի ամրակցման կոշտոլի յունից' առանց հաշվի 
առնել։։։ և Հաշվի առնելով ընդլայնական սահքի զ ե!իո քմ ս։ ցիան երր ( Հ Հ_- j ե 
սալի անիզոտրոպիան։ Դիտարկված / յածման պարզեցման հնարավորու֊ 
թյանր արտաքին եզրով աղաս։ հենված ռայերի Համար՝.
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гизпачи/и ни: ‘м^пьн-кпн.ьь.Ч’ илильи’ть 8Ьчь||В/мч։
ИЗВЕСТИЯ Л К АД ЕМ ИИ_ НАУК АРМЯНСКОЙ С С Р 

1ГЬ|ишй|>1|и« ХЫ, № б, 1988, Механика

УДК 539.3
ОБ УРАВНЕНИИ МАГНИТОУПРУГОЙ УСТОЙЧИВОСТИ 

ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ. СЛУЖАЩЕЙ ДЛЯ 
ТРАНСПОРТИРОВКИ ЭЛЕКТРИЧЕСКОГО ТОКА

КАЗАРЯН К. Б.

В работе [I] выведено уравнение статической устойчивости ци
линдрической оболочки, вдоль образующей которой протекает элек
трический ток. При выводе уравнения устойчивости возмущенные элек
тромагнитные п пинлеромоторные силы определялись в осесимметрич
ной постановке. Аналогичным образом н 12] получено уравнение устой
чивости для соленоидальной токонесущей оболочки.

В настоящей работе обобщены результаты работ [1, 2] на случай, 
когда электромагнитные возмущения п нондеррмртбркые силы, обус
ловленные изменением формы срединной поверхности оболочки, оп
ределяются без ограничения на характер возмущений срединной по
верхности оболочки^ Аналогичные вопросы магнитоупругой устойчи
вости токонесущих стержней и нрямоуп лы։ых пластин обсуждены в 
работах (3—6].

/. Отнесем цилиндрическую оболочку кругового сечения радиуса 
R, толщины 2Н к тряортогональной системе координат а, 3, 7. Коор
динатные линии ?. и И совпадают с линиями кривизны срединной по
верхности оболочки. Пол а и £ подразумеваются размерные коорди
наты, откладываемые, соответственно, по прямолинейной образующей 
и по дуге направляющей окружности срединной поверхности оболочки. 
Направление координатной линии 7 совпадает с направлением норма
ли к внешней поверхности оболочки.

Рассмотрим два различных случая протекания электрического то
ка: I) ток течет в оболочке но направленью образующей; 2) ток течет 
вдоль дуги направляющей окружности- Считается, чк> электрический 
ток равномерно распределен по толщине оболочки; плотность тока 
является заданной величиной. Оболочка помещена в диэлектрическую 
среду, отождествляемой с вакуумом. 3 дальнейшем пн тексом (з)—1 
будем отмечать величины, относящиеся к области //<7<оо; индексом 
(,$) = 2—к области —#<7<—Л-

Формально эти два случая можно объединить с помощью сим

вола Кронекера Введем вектор плотности электрического тока ;(| 
следующим образом:

/о. ~ /п'чп՛, /о,т = /Ач»: /о՛,՛ (Е1)
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Индекс и 1 от}? тлея к первому случаю, индекс «=2—ко второму 
случию.

Ток /0 создает магнитное ноле //0, которое определяется из 
уравнений магнитостатики и имеет вид

н 4-/п(т-Л), . ,,
*7(1։ = *2?.. Г*0:

С

Г__ Л=
2/?,

«'» = 0; ДО = - ; Л -;<оо (1.2)
01 с(1Ч/Я)

֊0; Г<
С

Щ; = Н§^Н‘‘>=0

В (1.2) с есть электродинамическая постоянная.
В результате взаимодействия тока с собственным магнитным нолем 

в оболочке возникает начальное кольцевое усилие 7’0 [1, 2]

т _ 8-Д/?/?
'о — ;с- (-1)я

В первом случае начальное кольцевое усилие является сжимаю
щим, для второго случая оно является растягивающим.

В отношении упругой оболочки принимается гипотеза Кирхгофа* 
Ляна. Считается, что материал оболочки является изотропным, прово
дящим с коэффициентом электропроводности г/, не обладает пьезоэлек
трическими I. ферромагнитными свойствами. Джоулево тепло и инду
цированные электромагнитные поля, обусловленные подвижностью уп
ругого тела [7]. нс учитываются.

Уравнения с гатическрй устойчивости токонесущей цилиндрической 
оболочки средней длины в перемещениях срединной поверхности име
ют вид [7]

И
&и , 1 — дги . I 4- > д'-ъ՝ ■> ды 1 — ՝Л г г ,
д?? 2 д? 2 дъд՛} R дг 2ЕИ ՛ 1

-11

(Ри 1 — ■< д*У 1 -4- э д-и , 1 дю I — г _
^3’ 2 " 2 ^3 ”՜ R д) ~ 2Е/1 .) ? 7

—л
(1.3)

4֊ 2Ек 
/?(1֊>2

. ди . д1>\ д-и՝

В (1.3) /:' есть модуль упругости, ^—коэффициент Пуассона материа
ла оболочки; и, -V — тангенциальные перемещения, те—нормальное 
перемещение срединной поверхности оболочки; Л.., Лт—компоненты 
вектора возмущенной электромагнитной силы, обусловленного изме
нением формы срединной поверхности оболочки:



Л։> <7։ д*' д- д'?; I) 2/: к3 ՛;( 1 — >*). Вектор А имеет вил

с
/ х Н — /0 > /Уа (1.4)

где / есть вектор плотности электрического тока. Н—вектор напря
женности собственного магнитного поля деформированной оболочки.

Уравнение (1.3) удобно привести к следующему одному разре
шающему уравнению относительно нормального прогиба 7с(/, 3)

2F.lt о1 ., -^+т?й?-(- 1)"-^—^О>)=0(».Р) Ч.о)

где
л

I \ д?. д'ь / ] R д1‘д^.
-л

(?/?а д3Ел ; д3Е-,
д/д? д*3 д'?

Ограничиваясь 
в виде [1, 2. 7]

малыми возмущениями, представим векторы / и 11

/=Л,4-«<?։ /?=//„ +А (1.6)

В (1.6) е, 1։ есть малые возмущения »лектрического и магнигного 
полей, обусловленные деформацией оболочки. Они определяются из 
следующих задач электромагнитостатчкн [1—3]:

го1е’=0; 61УС — О

* 4~з "*го! 1։ - ----- е ; (41V Л “ О
с

! . я « 0; 7 « ± Н

\1\<п (1-7)

(1.8)

В (1.8) п есть нормаль к срединной поверхности оболочки, которая 
для деформированной оболочки имеет вид [7]

- - ^габ(т£> - у) 
|£габ(то-7)|

Линеаризованное граничное условие (1.8) имеет вид

"У 7’±Л (1-9)о \ Оу. 0^ /
Уравнения (17) должны рассматриваться совместно с уравнениями 
для возмущений магнитного ноля но внешних областях оболочки. 
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гоI/1'-' = 0 ; сЦуй(,) = О (1.10)

Па деформируемой границе раздела материала оболочки с ваку
умом 7-=&,; й выполняется условие непрерывности компонент вектора 
магнитного ноля [3, 6]

+ Й(—
Принимая во внимание, что при малых прогибах гпах'<те>|4.Л» имеют 

место соотношения

МЙ)-/Уо( й)+ад—°| : //о)(^ й)=/<(’'( Ь)-՝֊и՝
1:-±Л

для компонент векторов возмущенного магнитного поля й, Л(ч) с уче
том (1.2) и (1.6) получим следующие линеаризованные граничные 
условия при 7 — Л

й, _/,(«). - _±14 /[■ _ дю - йт - Л<*> = О (1.11)
с с

Компоненты векторов й(|> и й‘2> должны удовлетворять также усло
виям ограниченности при 7-ос; 7- /?, соответственно.

Компоненты вектора пондеромоторной силы Р посредством ком

понент векторов <?, п для тонкой оболочки й/&<1 записываются сле
дующим образом:

с
- — е(74-й )'4Я ; - — -

с с Й-/՛':»-------&у(7" Й)՛■՝
С (1.12)

Гт = - °֊ 1 й?ч„ —йАл - '1(7 4- й)еЛя—(7—й)^л
с с

2. Решения уравнений (1.5), (1.7) и (1.10) представим в виде

IV = даоехр|/(Ь4-тЗ//?)1, ё =£0(7)ехр|/(Ь 4-т}//?) | (2.1) 

где пол функцией ё понимается любая компонента возмущенного 
злектромагвитного ноля, й—волновое число, т -целое число. При 
решении задачи (1.7) для возмущенного электрического поля введем 
скалярный потенциал Ф

е = £габФ; АФ —0 (2.2)
. , 1 д , д- , R՝где Д =----- ---------- •—------- ------------------

д? (/?Н-7)^’ (/? + ■№
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Подставляя (2.1) в (2.2), для функции Фн(;) получим следующее 
уравнение:

Решение уравнения (2.3) имеет вид

'М7) = СЛ.(г) | СгК„.(2) (2.4)

где д); /Дг), Кт(г) есть модифицированные функции Бессе
ля, С\, С9 -постоянные интегрирования.

Граничное условие (1.9) запишем в виде

Ао-, г = г1»А(А?;Л); г=г։ = А(/?-Л)
■3 \ */? /

(2.5)
(штрих означает дифференцирование по г).
Решение (2.4). удовлетворяющее граничному условию (2.5), имеет 
вид 2

I Д РЧ,..(г2) — ^/...( ’1)|Лл(-г) ‘ 1Л„(2։) I *) ГОН)
ф«=я0-------------7;,(г1)^г)-/;,;(г։)^(г։)------------(2’ь)

Компоненты вектора е0 имеют вид
с о, = /ЛФ0: е<>> = I тМ\ г; е^- - АФ', (2.7)

Уравнения (1.7) для компонент магнитного поля удобно преобразо 
вать к виду

А,о ֊ О

(2.8)

Решение уравнения относительно //*< имеет вид

А,о - С։/,п(г)ф СЖ-(-) (2.9)

Для определения постоянных С։ и С2 обратимся к решению внешней 
задачи (1.10).

Выражая /г:<> через скалярный потенциал ՛/՝*

Л1՜4 — grad,/^h = 0

для функций >{,՝> получим следующее решение:
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Так как функция /<от(с) имеет особенное։ь и начале координат, а 
функция /с։(г) неограниченно возрастает на бесконечности, то при
мем а < ՝ > гД:' , С л e го в а те л ь п о,

Н” = •#) - d^JIK(z) (2.10)

Из (2.10) следует, чго

/rin = Ы^'Дг); /><;> ikd\4<:.(?), г

Л.$> = ~ 1Щ'Чт(:у. Щ *֊ (Ц/ЧтМ

11остоячные интегрирована i С\, С. d\ "՛. гЛ? определим из гранич
ных условий (1.11). Для определения четырех постоянных мы имеем 
шесть граничных условий. Как показал дальнейший ход решения, 
для определения этих постоянных дос га го ню использовать условие 
непрерывности нормальной составляющей Л7 и одно из условий для 
тангенциальных составляющих Ав или Л., При этом неиспользованное 
условие относительно другой тангенциальной составляющей будет 
удрвлетворяться тождественно.

После определения постоянных С։ и С? имеем следующее решение 
для функции:

Ah> = ^^M*»M--“)K;(*։) -z3K„..(z)/jz5)l + 
с

(2.11)
г 1^|ф։(г։)К,„(г1)/„.(г)-Ф։((г|)/,...(г։)К,„(г)|

Подставляя (2.7) —(2.9) в (1.12) и производя соответствующие интег
рирования с использованием разложений для функций К,п при 
Л/А»«1:

Itll(z)~lm(kR) -I- Wm(kR), Km[z) Km(kR) 4- Wm(kR) 

получим следующее выражение для функции Q(a, 8) в приближении 
ЛА<1: Л/7?«1; ВД«1;

<?(’Д)-֊8^44;К.(,;1„4 г։л)
С

Учитывая, что ?цл ^.•1=1, получим следующие интересующие нес 
уравнения устойчивости токонесущей цилиндрической оболочки:

2 Eli d*w
Рд> + ^г-^<-(-1)я

8*/Ж d’ 8кДА
Сф2 ' Г5с՝ (2-12)

Уравнения (2.12) совпадают с уравнениями, полученными г. ра
ботах [1, 2] при допущениях осесимметричного (одномерного) харак- 
гера электромагнитных возмущений и кондеоомоторных сил. В (1, 2] 
приведены также решения уравнения ։2.12) для шарнирно опертой

•1 Известия АН Армянской ССр, Механика, №6.
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оболочки. Для оболочки, ПЗРПОВЛСИПОЙ пч меди при
/^7. —0.2; Л=10 3 м, имеем следующие критические значе
ния плотности электрического г »ка, превышение которых приводит к 
потере упругой устойчивости:

/»и = 1.4 • 10* ка / м’; у'щ = 7,9 • 10‘ ка / м*

ON EQUATION OF MAGNETOELAS TIC STABILITY OF A 
CYLIINDR1CÀL SHELL CARRING ELECTRICAL CURRENT

К. B. KAZARIAN

ԷԼԵԿՏՐԱՆԱՆ 21Ա1ԱՆՔ1» Փ11ԽԱԴՐՍ ԱՆ£ «U.IMBII'1. ԳԼԱՆԱՏհՆ 
1>Ա։1.ԱՆՐ1' ՄԱԴՆ1'11ԱԱ11Ս.9ԴԱ«։ԱՆ ԿԱՅՈ1'Ն11|«Մ;’.ԱՆ ՀԱՎԱՍԱՐՄԱՆ ՄԱՍԻՆ

«I. 1>. Ղ11*>.Ա1։ՅՍ.Ն

II. մ փ ո ։[ւ u i մ

U Աէաըված Լ Հէաանրաւ/ւար ղւտնա //ւհ թ աղանթի կայունութ յան հ ա tj Ш и ա- 
pttuî ր հոսանքի անցման երկու տարրեր ղեպրե րի համար։

ա) հոսանքւր թաղանթով անցնւոմ Լ ծնիչի ուղղու թ յամր,
ր) հո՛սանքն անցնում Լ ծնիշի ուղղորդի աղեղի եր//արս:թյամր։
1''աղանթի միջին մ ակերևէւււթ/■ ձ!ւի փոփոխս ամր ւղտ քմ տնավո րվա ô Է- 

լեկարամտղնիսական ղրդոոէմներր ե էղոնղերամոաորաչին Ոէմերր որոչված են 
սահմանափակումներ չդնելով թաղանթի միջին Աակերեուջթի ղրղոամների 
րնոպթի վրա։
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УДК 624.012.042

РАСЧЕТ ПЛОСКИХ ФУНДАМЕНТНЫХ КОНСТРУКЦИИ С 
ПОМОЩЬЮ ОБОБЩЕННОЙ МОДЕЛИ ОСНОВАНИЯ

ПЕТРОСЯН Л Г.

В [1] рассмотрена линейная модель 
'новация. описываемая ядром (функцией

неоднородного упругого ос 
влияния)

6
(1)

где 0—некоторая физическач постоянная. ։• частности. они может 
быть принята по аналогии с олнороп.ым основанием р виде 
fi=2/:'u'(»- о); г = )\х-.с։)* ! (у — у,?; х, у. х։, у,-координаты 
точки нпб питення и точив прил-жени i е .нлнч-юй сосредоточенной 
силы; £, V—параметры модели; Г(1. = модуль упру гости и коэффи
циент Пуассона.

Отличительной особенностью прела ։гвемои модели упругого ос
нования, ядро которой объединяет свойства ядра модели неоднород
ного основания Г. К. Клейн:. ։ одного из рассмотренных и [2] ядер 
X(r)-(r’ ‘ s։) является праничстпин ь перемещений основания на 
всей его поверхности, включая точку приложения силы возможность 
однозначного вычисления этих перемещении и скачков перемещений на 
поверхности основания. Это позволяет решать, в частности, задачи о 
свободно лежащих неизолированных (по терминологии Б. Г Корене
ва [2]) конструкциях на упруг- м основании.

В настоящей статье дастся вывод ядра предлагаемой модели для 
плоского случая и рассматривается задача о расчете двух полубеско- 
Нсчных неизолированных балок на упр՝том основании

Kai. нзвсстио [2. 3], ядро произвол-.ной линейной симметричной 
модели упругого основания может бы ь представлено в виде интегра
ла Фурье-Бесселя

9 Г /<К)= ֊ Ä//)/Jr/)rfr (2)
э

где -цилиндрическая Функция первого рода Л(Г)—плотность 
ядра. Из обращении (2) следует

«•
h(t)-2-t\rKl>(r)/t(rl)dr (3)

о
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В случае плоской задачи ядро модели представ!”-з чс; ՝з функ
цию Л(0 по формуле |3|

К( | х $]) = 9 | — t cos/(.v s)dt

о

В |1] для функции //(/) получена следующая формула:

(4)

Ä(/) кт'<<*') 
Г(«)

(о)

где * - I г 1 V I' / 1-—: ; /^0/) — функции Макдональда.
2 2

Для получения ядра К(х—ь)=К( л б';) = Л'(у) необходимо 
лить интеграл

ОеС)
К(У)= 2' УГ(>) .

о

вычис-

(б)I /-֊-K;,(3/)cos/yd/

Используя формулу 6.699.12 |-11. справедливую при Кеь>0. у>0, 
Ре £>—1/2, находим

д
А(у)=оч^

Здесь
. _ ___ 0Г(у/2) _

Г—гамма-функция. Ядро (7). как видим, имеет достаточно простой 
вид и при конечных >, - не имеет особенностей на всей полуоси 
0Су<Ъо. Функция влияния, определяемая формулой (7) с механи
ческой точки зрения достаточно обоснована. Она имеет конечное 
значение

К(0) - (8)
я в точке приложения силы стремится к нулю на бесконечности, что 
вполне соответствует инженерным представлениям о работе упругого 
основания, в отличие, например, от модели упругой однородной по
луплоскости, ядро которой имеет вид

К(у)“= — 1п-А.-Ь С (9)
* \ У1

где С—произвольная постоянная.
Полагая '-֊-О, ^—2 и £-»0, .мы можем придти к четырем указан

ным выше ядрам: Г. К. Клейна (е—>0), В. Г. Коренева ('-»О), упругой 
изотропной полуплоскости (՝> >0, £->0), винклеровского оснований 
(••-♦2,5-Ю). Однако осуществить непосредственный предельный пере- 
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хол в формуле (9) нельзя, так
сходимости интеграла (6). Чтоб .1

как при этом нарушаются условия
обойти эту трудность, найдем произ

ВОДНУЮ ядра—угол наклона поверхности основания

8t3 гА"(У) = ^ . р 'K^t)s\ntydt (10)
2 кТ(«) J о

Этот интеграл вычисляется с помощью формулы 6.699.11 [4]
ос
I х1 ■K.(ax)slnbxdx ) "(2<ОТ0--| >^/>(&’֊{ а1) 7՜ (1|)

о
если учесть, что в силу определения функции Макдональда

А\(г)=уехр^у^ )//(>)(:>)= —exp j ֊ у-4 )tf<։_>(tz)

где //<‘>(й)-функция Ханкеля первого рода, К,(г)=К_,(г) и поло
жить в (11) > = —3, a*=s, 6-у. Получим

/3 \
(12)

/V (>’> ■ 2'п՝+‘/’Г(а)

Теперь .можно осуществить предельные переходы; при \-*0 имеем

Интегрируя
Коренева

^y)=_w±iTl (13)

(13), находим плоское ядро, соответствующее ядру Б. Г.

К(У) = ֊֊1п(-гЦ) 1-е (14)

и при I -0 приходим к ядр\ (9) для упругой изотропной нол\плос
кими. С (ругой стороны, из (12) при е->0 имеем

(15)

(16)

Из условия па бесконечности при г=^0 получаем С==0. Ядро (16) 
соответствуем упругой полуплоскости с модулем упругости, изменяю-
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щимся с глубиной по степенному закону Предельный переход от (16) 
к (9) осуществляется с помощью формулы [3]:

Таким образом, и֊ ядра (7) с по мощно указанных предельных one՛ 
раций могут быть получены ядра (14), (16) и (9), соответствующие

Мт>*

•1’иг. 1
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известным моделям. Отметим, что ядро (14) ранее в литературе нс 
рассматривалось. На фиг 1 а, б, в приведены графики функции влия
ния для предлагаемся модели при различных значениях v и е. Воп
рос о выборе этих параметров должен решаться с учетом реальных 
свойств гр} нтового основания. В частности, если могут быть получены 
экспериментальные данные о функции влияния с помощью штамповых 
испытаний, ю определение параметров г, с можно осуществить мето
дом наименьших квадратов, используя аппроксимацию эксперимен
тального ядра функцией (I). Важной особенностью рассматриваемой 
мидели является возможность адэкватного описания свойств грунтов, 
как с хорошими распределительными свойствами, так и грунтов с 
быстрозатухающим и вне нагруженной площади осадками, обычно они-
сываемыми моделями винклеров- 
ского типа. Так, если положить 

'՝! -const и учесть, что 

то вместо (7) мы придем к ядру, 
содержащему дельта-функнию, что 
характерно для дискретных моде
лей. На фиг. 2 приведены графики 
ядра основания при As~'li = const 
для >=.-2 и различных зна
чений параметра г. Объели- 
няя г. себе свойства различных моделей (однородных, неоднородных.
непрерывных и дискретных), предлагаемое ядро не только позволяет 
в рамках одного алгоритма охватить решение задач расчета конструк
ций на различных по своим механическим свойствам основаниях, но и 
дзет возможность избежать трудности математического характера, 
присущие, например, моделям однородной и неоднородной полуплос
кости. возникающие из-за наличия неинтегрирусмых особенностей и 
бесконечных перемещений. В частности, для таких моделей невозмож
но получить решение задач о неизолированных конструкциях со сво
бодными краями. Покажем на примере плоской задачи, что рассматри
ваемая м щель дает возможность решать такою рода задачи.

Пусть (во полубрскокечные балки, лежащие на основании с ядром 
(7), смыкаются своими свободными концами. Уравнения равновесия 
балок имеют вид

v(x) = (/(ду) -р(х) ( - оо < х <оо)
••

| Р(^1К(|х ֊ х^х։ = у(д) (17)

Здесь Л7—жесткость балки; д, р -внешняя нагрузка и контактное 
давление; у(х) перемещение балки. Граничные условия, соответ
ствующие свободным концам балок, имеют вид;
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у( 0)=у'"( 0) - О (18)

Перейдем в (17) к преобразованиям Фурье по координате .г, 
для чего умножим левую и правую части обоих уравнений на 
(2т.) 1/аСХр(Г:х) и проинтегрируем по всей оси. Интегрирование но 
частям с учетом (18) дает

ОС

Здесь индексом ; обозначены преобразования Фурье соотве.тс|вую-

щих функций; А А (0) ах
5 = Д|у(0)]; Д—скачок функции. По

лагая в интегральном уравнении (19) х—х, —г, находим.

) = у- (20)
Вычисление преобразования Фурье ядра основания может быть 

выполнено с помощью формулы (4). Так как ядро—четная функция, 
то

/<;=|/ 2_ |/<(г)со$?гг/г 
о

и сравнение с (1) дает

/ т о//(е)
(21)

Как видим, /< я г-։Л(:)— четные функции аргумента «.
Из (19) в (20) получаем

= ֊ (2.)֊У-ПМ
о*-нна(1)|-։

Перемещение балки можем получить по формуле обращения преоб
разования Фурье, при ->том учтем, что знаменатель в (22) -четная 
функция

*(*) = УЛ*) — /И’։(х) 1- ВЕ,(х) (23)
где

- I ;со$Ехг/Е 1 г <2й։*п$х</;֊ .' Л7:’4-[-9Л(П] 1 ' г1А)՜՜ ։1/; дС |гОЛ(;)] ’
0 о

у,(х)= -X Г -^ехр( ~ ^хУ1'՝ 
12֊ ЕГ^ ф

об



Подставляя далее (23) и граничные условия (13). получаем вы
ражение для определения неизвестных скачков Л, В

.4 = — ^£/Հ(0)^\ В = r.EJyq (О)/*'֊1 
где

/■'. = I---- —------- ; А — Г-------—----- *։ ֊=
.и3+[М(0Г 5’ *О о

Следует от метить, что при использовании известных моделей, об
ладающих распределительными свойствами, интегралы в (24) были 
бы расходящимися, так что дальнейшие вычисления оказались бы 
невозможными. Благодаря наличию тух регуляризующих параметров 
эти трудности при использовании рассматриваемой модели легко об
ходятся.

После определения неизвестных .1. В перемещения балки могут 
быть вычислены ио формулам (23). а \ гол поворота и силовые фак
торы путч՝.։ се соответствующего дифференцирования.

Фиг. 3 Фмг. 4

Рассмотрим в качестве примера решение задачи о действии двух 
.кососимметричных сил (фиг. 3) на неизолированные потубескоиечные 
балки со свободными концами, лежащие на основании, характеризую
щемся следующими значениями параметров: 9х=5 • 10 ‘ м’ Н: О,=50м; 
2=1.1,01 м: > ֊0. При этом Л(;)=е_;. На фиг. 4 приведена эпюра без
размерных перемещений рассматриваемой балки; характерен скачок 
перемещений в начале координат. Вычисления проведены на ЭВМ 
СМ-4.

CALCULUS OF PLANE FOUNDATION CONSTRUCTIONS BY 
MEANS OF GENERALISED MODEL OF BASE

L. 0. PEIROSlA.x’

ՀԱՐՐ* ՀԻՄՔԱՅԻՆ ԿԱ1հՈԻՑՎԱԱՔՆեՐԻ ՀԱՇՎԱՐԿԸ ՀԻՄՔԻ 
ԸՆԴՀԱՆՐԱՑՎԱԾ 1111Դե1.Ի 0ԴՆ11ԻՕՑԱՄՐ

Լ. Դ. ՊհՏ1՚Ո1աԼՆ

Ա մ ւի ււ փ ււ ւ մ

li ա արված Լ էսէէաձէյտկան հիմրի րն է[Հ ան րսւ i/ված ւհ։ր[ն(ի միզակի i/itt/iti 
{'հրումը -.արի '{եպրի .։։>ւ!ար. և ՝>րպեււ օրինակ t/իաարկվ՛ած Լ աուսձէյական 
'Ւ՚ԴՒ 'հ,ս' երկու չմեկոսւաւյված կխւաանվերջ հեծանների հա շվարկի
խնրիրրլ
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