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ПРОЕКТИРОВАНИЕ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ. 
ПОГРУЖЕННОЙ в ЖИДКОСТЬ ПРИ ОГРАНИЧЕНИЯХ НА 
ПРОЧНОСТЬ И ЧАСТОТЫ СОБСТВЕННЫХ КОЛЕБАНИИ

ГНУНИ в. 11, КАЗАРЯН Р С.

Пусть замкнутая цилиндрическая оболочка размерами /. АЛ /: 
изготовлена из моноелоев ортотропного композиционного материала 
(КМ). уложенных под углами ±ч к ос։։ оболочки. Погруженная в 
жидкость оболочка подвергается всестороннем) давлению жидкости г/.

Ставится тадача проектирования оболочки минимального веса при 
заданных уровнях внешнего давления г/. первой частоты собственных 
колебании С п ограничении на про I кость.

1. В работе [I] для определения ■ л шины оболочки из КМ. погру­
женной в жидкость, при заданных значениях частоты собственных ко­
лебаний

$ = &'.чп(т, п, <?) (Ы)
и внешнего всестороннего давления жи.ткосги </, получается уравнение 

/^,п ^тл^пп Стп = О ( 1.2)
Здесь введены следующие обозначь пня;

В„п

Я?,/.’»4 _ _ _ _
Я‘пп~ I Лп'Л‘ 1 «22 /Р ]-’

I о"т' [ '■(/;« Ь 2бм^*«а I

й;„Л'-֊Л5т. - п’)&-
 П  

п у<___________ _ _ _ _
иАк«Ч2(Цг֊ 2Г)С^!Г !)^ I

1 ~А’

Ц.З)

ло(х’ т2 |-пг)/пл" _ т_ 2^3--------- ------
1 пг֊^ п- • тг -|-/г)

Ко. /<։ -модифицированные функции Бесселя, т— число полуволн по 
образующей, п—число волн по окружноегп, у—плотность материала 
оболочки. о0 плотность жидкости.
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Уравнение (1.2). как и в |1], получено для цилиндрического отсе­
ка, шарнирно опирающегося по торцам на жесткие шпангоуты.

II’. (1.1). (1.2) следует, что расчетная толщина, обеспечивающая 
заданное значение первой частоты собственных колебаний И при 
фиксированном уровне внешнего всестороннего давления жидкости <?. 
определяется и< условия

Л։=тахЛ„,„(/и, л, с/, &) (1-4)
т.п

г |.о /1т/; единственный действительный положительный корен։, урав­
нения (1.2).

Очевидно, что для обеспечения работоспособности конструкции 
необходимо также удовлетворение ограничения на прочность.

Пусть под действием внешнего всестороннего давления в оболоч­
ке реализуется (приближенно) бЁзмомешное напряженное состояние 
с усилиями

Лг.г— ^и-ЛЛ- : ^։2г.,у~ ■ ~ ^-22-уг" О '
(1.5) 

где л*(-[0,/|, уе|О, 2г/?|.
Отсюда, для деформаций в главны՝, геометрических направлениях, 

получается

е __ _ #ц—0.5Й12 /?<? _ _ ИГ)
5‘л Я?։ Л • В1хВгг-В^ ь ’ *** ”

Напряжения в главных геометрических направлениях определяют­
ся формулами

й=-~+й«^ “ ֊

=„=ЙЛ+^֊ П-7)

в„в„-въ
Здесь необходимо указать, что несмотря па ортотропность паке­

та оболочки по толщине в целом, монослои в главных геометрических 
направлениях анизотропны

Коэффициенты #/*(») определяются через коэффициенты упругости 
монослоя формулами поворота [2].

Напряжения в монослоях оболочки в направлении их укладки (в 
главных физических направлениях) определяются формулами:

=п—(6>5со$*о | 5[п։рд-А5;п2?) — . <?А2=(0,“>§Щго-|-со5։« Л5|р.2<р) —
// ' ’ Л

(1.8)
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3։2 ֊ (O,25sin2'y ;Z.cos2?) — 
h

Формулы (1.5)—(1.8) получены при граничных условиях

v -0, Ти «= ^֊- (х=»0, х=1)

гле г՛ тангенциальное перемещение в кольцевом направлении.
II. условия прочности монослоя |3, 4]

-2 о2 г - г-2■п 4֊ ^4 — -11,^1 . 41=1 (1.9)
3S2 J՝O\

для расчетной толщины А2 получается

/W (1.10)
где

/7(?)= J- (0,5cos23> t-skr? /.sin2?)(21sin2^-0,5cos2?) - 
'п՝.

4- ~ ( 0.5$ш։® । соь3<? — /.81п2<? )։ 4 4-(О,25$1п2? -|-/.со$2'г)* (1.11)
СВ2 'ВО

2. Прежде, чем перейти к задаче проектирования оболочки, необ­
ходимо сделан» следующее пояснение.

В реальных кош।рукпнях отсек оболочки, вообще говоря, закреп­
лен жестко с торцевыми шпангоутами и расчетными толщинами дол­
жны быть

(а<|); /?; = ЗА2. (3>1) (2.1)

Коэффициент (£< I учитывает отклонение граничных условий, при 
которых полечена формула (1.4։. О1 реальных, а коэффициент |5>1 
даст поправку на учет краеного эффекта Но, ввиду того, что опреде­
ление н выбор коэффициентов « и [3 не являются проблемными для 
данной статьи и не влияют на алгоритм решенья задачи, численная 
реализация проведена при .т = р=1.

Ставятся следующая задача проектирования оптимальной оболоч­
ки из композиционною материала.

При заданных у и Й иай-и уп-л уь..<; ,ки монослоев <{ так. что

1Пвх|/т։(</, Й, 1); йг(<?, ?)]——► шт (2.2)

где ?С|ОЭ, 90’|.
В качестве примера р.՝.ссм;։тряваег я пример проектирования зам­

кнутой кругово-1 пялиндрпческой оболочки, изготовленной и:», мопослоев 
ортотропного композици »иного .материала с характеристиками
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л^во.1. #;>и.озо. л«-аозз. =,,=0.007.

зм=0.0004. ^»0.000*, 1.99

при еле \:г.лнх геоыетри» гкнх очр^етрал г А* 1—2, /?=150 см.
Таблица I

• . и
‘1

100 230 ЗТО 4 0 51К>

1МПа || 2-<И 2.55 ЗЛЗ 3.74 1.11
? НО 58 45 4(г 35

2МП.1 2.80 
ьС՜

зло 
81

3.«
45՛

-У 4.73
•։5

*МПа •1.20
37-

1. 5
33’

4.65
39'

4.95
40՛

5.49 
35'

ЮМ! 1а 7.9»
35

7.99
55'

»■* 7.90
35*

7.99
35

При этих данных в табл. 1 для заданных нличеныпих по т, п, 
□ и уровней нагружения // ривеаены значгшы наймет ш<-й расчет­
ной толщины Л в см и ющих ..и.пых угДОЗ .

Следует отметить, «по при а 10МПп в выше аю явным является 
и։раннченве на прочное ш, а ограничение на первые частоты собствен­
ных колебании ՛՛ £2---500 Гн приводят К более низким значениям тол­
щины. В этом случае оптимальным является угол <| =35' и расчет­
ная толщина
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При П 500 Гн оптимальный угол (р=35 обеспечивает наимень­
шую толщину как по прочное! ному, так и по динамическому крите­
риям.

На фиг. I приведены графики ?)■* та хЛ,7, £2) и Л։(?)= 

—Рцг /-(г) в зависимости от угла укладки монослоев композицион­
ного материала <р при £2=100 Гц для различных Сплошные линии 
соответствуют Л2(?), а пунктирные—Л։(а) для значений интенсивности 
внешнего равномерного давления у։ 1 МПа, у։=2 МПа. <}3=5 МПа. 
Крестиками обозначены соответствующие оптимальные точки. Как 
видно из фигуры, //,•('?) меняются в достаточно широком диапазоне и 
необходимость оптимального выбора угла - и выигрыш от оптимиза­
ции очевидны.

DESIGN OF THE CYLINDRICAL SHELL UNDER RESTRICTIONS OF 
STRENGTH AND VIBRATION OWN FREQUENCY

V. Ts. GNUNY, R. S KAZARIAN

2ПП1'ЦПНГ lyi.’i'I.H'I.IHF <ll.ll.bll.3bb fNL'I.U.bfrb ШЬи’НтПНПУ 
и.1ГН1Н*т b‘l. Ilh'ML’iILb SUSID.IIblFbUPb 21I.KU.bilUi 1ПЛ1 bWb 

IHUirUbU.’HUilll'irblîPb 'Ы։'Ч4-'П1‘1Г

•l. в. «м.лмл’, n֊. u. 4U9.u.pBUb

IL if |]| n i|i ։։ t if

Zhuiiuyn mtfniJ Z aiilpni/l juiii Л tf ftit чt tl fi If I in i tn wli ft^L pn if iffttAiui jfAi fl ш - 
yiiAtfift oufmfuî utf î ui и tn n ift j uA) n piifiî tiAt iutpgpt Stn/tj f mpifuid, up flui- 

ipui)/?fi ''iiiitiinnifl jr.lilp՝ l/ш ftiifinà Ifiiti tytiiffiyfiiAt b j tr t fJ fi у . </ику iinf Lit/> ifitufluifl- 

duAi nA) Ifpt ։>/ fi у, ifittijin fuifnuî I, ptinfiiilfuAiui fiittfi [Ш jb utn J lulAi It p n ։ J, h tity֊ 
in fit! ui/ ՝ iti it tit it i ft pttiip plipitij I, ft tn tf tiAifi fi 7 // ui ( fi ifitippuiyti uAn

JI 11 I E l> A 1 y I» A

I Гну.чи В. Ц„ Казарян Р. С. Расчет оптимальных цилиндрических оболочек из ком 
|!йп||1п-ч|||,.|՛ ,.ц|. погруженных I- жидкость.- II.I» Л11 АрмССР. Меха­
ник.!. 1988. т И. № I. с 3- 8.

2 Амбирццмнн С. Я. Общая геория ан изотропных оболочек. -М Наука, 1974. -146 ՛
3. Малмсйстер А. л.. Г«.։.-р.ч В. П. Тетери Г. А. Сопротивление жестких полимер 

них материалов.--Изд. 2-ое։ Рига. 1972
4. Баранов 3. 31.. Го.нллчи'.шт И. И. и <)р Сопротивление стеклопластиков М: 

Мап1п։з, 1968.

Институт механики АН Армянской ССР
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КОНЦЕНТРАЦИЯ НАПРЯЖЕНИИ Б МАГНИТОМЯГКОМ ТЕЛЕ 
Г ТРЕЩИНОЙ. ВЫЗВАННОЙ ВНЕШНИМ МАГНИТНЫМ ПОЛЕМ

АСАНЯН Д. Д. АСЛАНЯН А Л. БАГДАСАРЯН I Е.

Рассматривается щдача гс ряж՜ кио-деформированном состоя­
нии упругого магнитом«։кого ферромагнитного пространства с прямо- 
швейной туннельной трициной под действием постоянного мании кого 
поля. Магнитное коле является еишственным источником внешних 
воздействии и находится в плоскости, перпендикулярной к трепшнс. 
Аналогичная задача, в случае, когда кек гор магнитного ноля перпен­
дикулярен к трещине, рассмотрена и [4]. Б отличие от работы [4]. 
месь показано, что наклонное магнитное поле приводит к возникно­
вению концентрации сдвиговых напряжений.

՛. Известно, чю при помещении ферромагнитного тела в магнит­
ное поле происходит намагничивание материала, приводящее как к 
изменению напряженности магнитного поля во всем пространств.՝, 
так и к появлению массовых и поверхностных сил. Под лейсг-.и?.м 
этих гил г среде возникаю: деформации, возбуждающие добавочное 
(индуцированное) магнитное ноле.

Характеристики мигни։иого ноля представим в виде

Н = На К ;М = Л/0- ,п

где /?„ и Л40, соответственно, векторы напряженности магнитного 
поля, магнитной индукции и намагниченности недеформиропапного тела:

Л,/? и от—возмущен։։ •՛ к указанным величинам, обусловленные дефор­

мацией среды В вакууме векторы В и /7 связаны соотношением 
/?< Где —магнитная постоянная у.., =4՜ • 1()-: Г.-'м, а в маг-

питомником мате нале-соотношением /?=ч0(А/ .Н)=ч,(/' /.//)=»,м,//, 
где •/. -магнитная восприимчивость, р..-х 1 — относительная магнитная 
п роница ՛. ՛ м ость с ре л ։ .՛.

Невоз му щепное м;н штное поле но всем пространство определи 
стоя из решения следующей задачи магнитостатики:

ГО!//П -0, <Иу^₽О

п [//<,— /7п՝ |=0, ч • |Ь'0-/^''>|=(), при (Xp.rj.Xjh Г (1.1)

Н\\' —/7Г' при г| — оо
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где единичный вскгор внешней нормали к кедефор мирона ill юн но 

верхности I le.'ia, г —радиус-вектор. х декартовые координаты рас 

сматриваемон точки, //°—напряженность заданного магнитного ноли 
на бесконечности при отсутствии ферр։ магнитного тела; индекс «об­
означает принадлежность к внешне։՛! (окружающей тела) среде, элек­
тромагнитные свойства которой эквнр-алент ны свойствам вакуума.

Напряженно-.сформированное состояние среды в индуцированное 
н ней магнитное поле определяются п< уравнений и граничных условий 
магиптоунругостн магнитомягкого ферромагнитного тела [I]. Прини­
мая возмущения малыми, эти уравнения и граничные условия лине­
аризуются. В результате, получаются следующие линейные уравнения 
и граничные условия возмущенного состояния, приведенные в рабо­
тах [2. 3J.

Система дифференциальных уравнений магпнтоупругости дефор­
мированного состояния имеет вид

div S -0. rot h=Q, d[vZ>=() (1.2)

где S=t !; t и 7—тензоры маг нитоунругпх напряжений л напряже­
ний Максвелла, сиотнетств* нно. причем

‘ I'uz' о/А,)

7՝i/=։io('rl,^u /А./—!’ j!lr(/) (1.3)

(по повторяющимся индексам производится суммирование), .,7 сим­
вол Кронекера. компоненты |ензора упругих напряжении

л и р—постоянные Ляме. //,. компоненты вектора упругих перемеще­
ний.

Граничные условия на поверхностях раздела щу.х сред ^пишутся 
в виде

я։1^-5у;|-о. <> (1-5)
I I

«,1 Ь.-Ь՝;՝ В.

где 2/д.—символ Лени Чянита.
2. На основе приведенных уравне-шй и граничных условий рас­

смотрим задачу о концентрации упругих напряжений и индуцирован­
ного магнитного поля возле трещины, обусловленной внешним постоян- 
ным магнитным полем.
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Пусть в бесконечном упругом ферромагнитном пространстве име­
ется прямолинейная туннельная трещина шириной 2а, берега которой 
свободны О! внешних механических нагрузок. Прямоугольная система 
декартовых координат выбрана так, что поперечное сечение трещины 
находи гея в плоскости Адог2 в занимает область (—а. а) на координат­
ной оси ол-|. Пространство, материал которого является изотропным, од­
нородным и магнптомя։ кнм, помещено а постоянное магии гное поле 

во(О, £02, В ,) Указанное магнитное поле является единственным ис­
точником внешних воздействий.

Для рассматриваемого случая задача (1.1) имеет следующее ре­
шение:

/Й4. А/о=(!'о?Д-։Ь‘о

(2-1)
г те индекс «е> означает принадлежность к области трещины, а 1/; 
единичные векторы координатных осей.

Принимая, чю все искомые величины не зависят от координаты 
л*л из (1.2) (1.1). в силу (2.1), получим следующие уравнения магии* 
тоу пру гости деформированного состояния:

(4=1,2), ДФ=0. ДФ<>=0 (2.2)

Д/4з=О (2.3)

где фб՜՝ и <!’ потенциалы индуцированного магнитного ноля в области 
трещины и в среде, соответственно, Д двумерный оператор Лапласа,

о֊-.«,, Л = ^А,.2. Й,= Ф.։. АМ=1>">, /.* (2.4)

Аналогичным образом из (1.3)- 11.5) получаются следующие 
граничные условия на плоскости ՝>- 0;

«9=0, Ф=0 при О

/ _2?«г,3«0 при |х։|<оо

/а / Р,֊ \/■„ » — ( _2£_ Д-^Ф.а ) при |.к։ <Ц

Ф,։_ф(р=֊^ ^֊։ при |л1| <а

фИ=0. ф<5]=ргФ,։ при |х։|<й

и3.։ = о. при |л։|>а

//а9= — при |х։|<а
Р \ 1‘оо /

(2 о)

(2-6)

10



Кроме условии (2.5). (2.6) должны удовлетворяться также усло­
вия на бесконечности. согласно К' •: •рь՝.. нее ис:-.о.мыс величин и обус­
ловленные деформацией срс ш. д< гжны стремиться к нулю при 
г/ Ч-5С

Из (2/2) (2,6), в силу (1.3), вили՛, что: а) задача (2.2), (2.5) 
(плоская задача для определения а, и иа ) отделена от задачи (2.3). 
(2.6) (аптиплоскаи задача для определен ч «J. 6’ для [».‘Ш»чи.'к анти 
плоской шдачн необходимо иметь граничное значение компоненты Ас 
кидуцироиаппого п среде магнитного ноля» возникающее вследствие 
плоской деформзини, и) знтнплоекзя ..мач.т б слоплсил только ком 
гюяенто’м нспоз му щепного мапштиог* <и.ля.

•Ï. Плоская задача (2.2). (2 5) решена в работе (I) и дли интере­
су юшей пас величины гл берегах рещньы к», ч- но следующее 
значение при |х։|<а:

/г.|՛.. О) ■ ____________  _2j5_ (3 j.
2?; -'vil 57Г8П .)(1--2>р-2(1~>ух’| Ранг ’

„ н- 
где

Решение •_.равнения (2.3) с учетом .л вия ил бесконечности, пред- 
ставим п виде (.<’.•>())

na(.tj.A-,)= | А(Псхр(—i3!x.)ex[(-fiA-։)Ji (3.2)

Неизвестную функцию Л (и), входящую в (3.2). определяем, удов­
летворяя граничным условиям (2.6). J я ■,:•..։։ цели плодим иенг ю 
неязвссдиуи) ф.н:.дию q (,tj) сле.’.укчппм |брт. «м:

S’(.v։։֊֊<•<, JXj.O) при |х։ <п (3.3)

Удовлетворяя граничным условиям (2.6). можно показать, чти 
•ji(Xi) является решением следующего сингулярного ни“сгрального 
уравнения:

Р 1
- X —s 
- fl

.дог.лег.юряюще!и уiливню

|?(5)</л=0 (3.5)



Интегральное уравнение (3.4) в классе неограниченных функций 
нмес! следующее решение, удовлетворяющее условию (3.5) [5]

с(х1)=-/.7^= (3.6)
1 а* — х՝}

На основе (3.6) из (3.3) определим перемещение иа. Подставляя 
найденное выражение для и3 в (1.3), определяем магнитоупругие на­
пряжения 5гл в среде. В частности, для при х2=0 получаем вы­
ражения

\аз(л-։, 0К;.= рл р 22—1 П^/1^ при |х։| <а
!1Р> Ро 1*

5п(л-,.0),;^2;‘՜1 ВтВ® - ;.+ ‘^1 ДИЛ!?- 
։ч։г ։‘о 11

(3.7)
|. V ֊ при М>/т

Тай,ища 1

X Сплав 
алфер

Феррит 
Ф—107

Железо 
технич.

Ы
1.2
1.3 
ы 
1.5
1.6
1.7
1,8 
Ь9

•X»

0.2667 • Ю 3 
0-2208 • 10 * 
0.2019 . 10 3 
0.1013 • 10--3 
0.1845 - 10 1 
0-1798 -10 л 
0.1763 • Ю֊3 
0.1737 - 10 3 
0.1716 • 10 3 
0,1580 • 10-3

0.2479 • К)-3 
0.2061 • ю-3 
0.1889 • 10 3 
0.1792 • Ю֊’ 
0.1731 . 10 ’ 
0-1688 • 10 3 
0.1657 . 10 3 
0-1633 - Ю 3 
0.1614 . 10 3 
0,1489 - 10—’

0.1516 • 10 -3
0.1260• 10֊3
0.1154 • 10 3
0.1095 • 10 -3
0.1057 • 1()-3
1.1030 • 1п 3
0.1011 • 10 3
0.9968 • Ю-|
0.9853 • 10 '
0,9089 - 10֊4

Тим.։«.՛<<: 2

X В 0.2 Тл /<=0.1 Тл В -0.8 Тл

1.1 
Ь2 
1.3
1.4 
1'5 
Ьб 
:
1 .я 
Ь9
V

0.6175 • Ю 1 
0.3103 • 10֊- 
0.4660 . 10- •՛ 
0.4113- 10- 
0.42.55 -10-ь 
0.4145 • 10֊5 
0,4061 • 10֊5 
0.4003 -10 ’ 
0.3954 -10 ’ 
0.3635 • Ю-’

0.2465 . 10 4
0.203$ • 10 4 
0.1862.10 4 
0.1763 • 10 4 
0.1701 • 10 4 
0.1657 - 10 » 
0.1625-10 • 
0-1601 . 10 4 
0.1581 • 10֊4
0.1454 • 10-4

0-9775 • Ю֊4 
0.8103 - 10 4 
0.74:4 • Ю-4 
О.7029 - 10֊4 
0.6782 • 10-4 
0.6611 • Ю-4 
0.6485 • 10֊4 
0.6389 ■ 10-4 
0.6314 • 10֊ 4 
0.5817-10՞*

!1.ч основе формул (3.7) произведены численные расчеты, резуль­
таты которых приведены и табл I г 2 Б табл. 1 приведены значения 
5УЛ'1- в различных точках х։>« при /?1„ = 7?м=1 Тл для следуют х 
ферромагнитных материалов: сплав алфер (> = 0,3; и = 6,3- 10* МПа; 
IV —30), ферит Ф—107 (՝. ՛ 0,3; ц - 6,8 • 10* МПа; и, - НО) и техннчес- 
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кое железо (>=0,28; «=1,1 • 10*-МПа; рг—2*5 • 10л). Зависимость 
.S2J(x.)p от напряженности внешнего магнитного поля в случае тех­
нического железа при Ь\,2—приведена в табл. 2.

Формулы (3.7) н приведенные расчеты показывают, что: а) за­
дача о трещине продольного сдвига возникает вследствие гого, что 

0, б) существует такое значение />ов величины /Հս

B՝l _ W_____________ Լ______________
X Hr(z-2j(T=^) w Դ/>-14֊2- 8(1—v)(1—2>)у

для которого коэффициент интенсивности сдвиговых напряжении при 
Вм~В0* обращается г. нуль՛, в) г увеличением напряженности внеш­
него магнитного поля напряжение лгз моногонио возрастай; :) влия­

ние магнитного поля наиболее сильно около угла ? —г.'4 (?-угол 

наклона //„ относительно плоскости л֊2 0).

STRESS CONCEN TRATION IN' MAGN'ETOSOFT BODY W ITH CRACK 
CAUSED BY EXTERNAL MAGNETIC FIELD

D. I>. ASANYAN. A. A. ASLANYAN, G. E. BAGD ASARI AN

ՃԱՔ ՈհՆԻՑՈՎ 11Ա4-ՆԻ11Ա«հԱ՚1՚Ո1՛։, ՄԱՐ1Ո,Ո1՚Մ ԱՐՏԱՔԻՆ ՄԱԳՆԻՍԱԿԱՆ 
ԴԱՇՏՈՎ ՊԱՅՄԱՆԱՎՈՐՎԱԾ ԼԱՐ Ո 1'ՄՆ1։ՐԻ ԿՈՆՑԵՆՏՐԱՑԻԱՆ

Դ. Ջ. ՃԱԱԱՆՅԱն. II. .11.. ԱՍԼԱՆՅԱՆ. Դ. I». 141ՂԴԱ11ԱՐՅԱՆ

Ա մ փ ո փ ո ։ մ

'1'ի III ար կ վ и լ մ Լ իք и էն ել ա էին ճ ա ր ո if մ ա գ ն /»и ա փ ա փ // ւկ ֆ ե ր ո մ ա գ նի սա կա ն 
տարածության Հարվածային գեֆորմ ա ցվ ած վիճակի մասին իւն գիր: Տարածս։֊ 
քքյունր գտնվում Լ ճաքին Աւղղսւհա լա ց հաստատուն մագնիսական դաշտի 
ադգեցության տակ: $սւյց կ արված, որ իէեք» մագնիսական գաշտր առաշաց- 
նէէ:մ /, սահքային լարումների կոնցենտրացիա։
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НЗВ.ЕС1Ч1Я АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ СС ?
И ь{.»-»'Г.|.։1.|։ хы, № 5, 1!ОД Мех։

УДК 539.3

ДИНАМИЧЕСКАЯ УСТОЙЧИВОСТЬ МАГНИТОМЯГКОИ 
СФЕРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ I? МАГНИТНОМ ИОЛЕ

МКРТЧЯН (I л.

В работе на оснпвё линеаризоуднишх уравнений и граничных усло­
вии возмущенною сбс. »яния исследуется повеление магнитом я. кой 
сферической оболочки в переменном но времени однородном магии г- 
мом ноле. Установлена возможность игнери динамической устойчивее- 
Й нбкозмушеннот ^ойтбяння. Получены формулы для определения 
критических час:от, о предел яюшис- границы параметрического резонан­
са. Исследована зависимость ширины областей неустойчивое;и от 
напряженное г и магнитного поля.

/. Пусть изотропная замкнутая сферическая оболочка постоянной 
толщины 2/1 и радиуса срединной поверхности /?, изготовленная из 
магнитомягкого материала, находится в нестационарном однородном 

магнитном поле //„(/). Упрут не свойства мате;-:.ала оболочки харак­
теризуются модулем упругости коэффициентом Пуассона ■* и плот­
ностью г Ортогональная система координат («,. а?. а3) выбирается 
так, дю срединная поверхность оболочке отнесена к сферическим ко­
ординатам полярный '.юл. п.2 - лзпму гальный), а ось о՛ нап­
равлена со нормали к срединной поверхности (фиг. I).

II



Принимаются следующие предположения: а) гипотеза Кирхгофа- 
•Лава о нодеформирусмых нормалях; б) для среды, окружающей обо­
лочку, считаются справедливыми уравнения Максвелла для вакуума; 
в) поидсмоториая сила Ампера пренебрежимо мала по сравнению с 
силой, обусловленной намагниченностью материала оболочки [I. 2]; 

г) для напряженности магнитного поля /70(7) выполняется условие 
квазиста пион арности.

Известно, что при помещении ферромагнитного тела в магнитное 
поле, имеет место намагничивание материала, приводящее к изменению 
напряженности .магннтног«. поля во всем пространстве. Это изменение 

приводит к наложению на начальное поле 7/,

/7o=//o(O(sina1«1 -созт։<0 (1.1)

магнитного поля которое создается намагничиванием тела а оп­
ределяется из решения задачи магнитостатики. В результате, тля вс- 

возмущеиного магнитного поля /7 = /Iи֊г /7° в облает, {япнмаемой 
оболочкой, получается выражение

н II , 2(>-М Л?֊֊''- ------11 + —2— (— J ]cos’'e’

где

Л«-2(РГ -!)։<3֊(2нг 4- П(рл •-՛>), /=(/? Л)(А>|Й)-Х, г /?- <

В (1.1), (1.2) ej и <’j—единичные векторы по направлениям со­
ответствующих координатных линий, рг относительная магнитная про- 
пинаемость материала оболочки.

ВеледеIвне того, что магнитная проницаемость отлична от 
единицы (I), на поверхности оболочки компоненты тензора на­
пряжений Максвелла претерпевают ра рыв. Этим разрывом обуслов­

лено появление магнитного давления Р. определяемого формулой

Р='\—(^։+|1г^з)»о при (1.3)
о“

где Но—-единичный вектор внешней нормали к нсдеформированной 
поверхности оболочки.

Под действием нагрузки Р н оболочке устанавливается начальное 
невозмущенное состояние, характеризующееся усилиями 7° и 7՛?. Эти 
усилия определяются из уравнений безмоментной теории оболочек при 
поверхностных условиях (1.3) и выражаются формулами;

.о_ Ро(№ , 1 . М?
՛" 4
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то== - I ( А / дА՝. у _ зм5
4 I Л? \ / л*

где
/<։=/?. .Ч2==/?«։н7х, а=и^а|- -9), 3 = (ц-г—9;'4)р 1

!Ч=1+2нл—2(1-IV).3, Н2 1 2Иг (рг—1)/?, />0= —^2—

2. Характеры .ики возм\щепного состояния должны удовлетворять 
нелинейным уравнениям и граничным условиям на деформированной 
иыверхностн оболочка. Принимая возмущения малыми, эти уравнения 
и граничны? условия, аналогично работе [3], линеаризуются. Исполь­
зуя 1:.!!л.ч г։:։՛!? н.п. ношения гипотезы Кирхгофа-Ля на, ира՝^ щм к 
следующим линейным уравнениям и граничным условиям возмущен­
ного состояния [4, 5]:

а) система дифференциальных уравнений устойчивости оболочки

1_
.4, '.^дул

1 -.(и I X . , 0/? (/? А։д^ ) 2/й

д*
дт.

1_
.4 г

/г д г А 4 21 а< 1__£ 1_ < > ՛■ \ 1 ; (:
/г \/г 2^1 <*э

(2.1)
1 н 1->)(Д • 2) 2՛ Е 'д(г '՜

!3эз ■ =зз+ ТТГ'^2(։й+зйН 4- —— — М։(Х!зН 32?1 I- 
2/зЛ । ЛхлК д).} .4։Дг

Г: 71' / [_д^ I \| = 1|
' -47\4։^ 4; д?, д'х, /! ■’

где индексами „ „ -и отмечены значения соответствующих вели­
чин на поверхностях оболочки аа • ֊ ± Л: н(»։. О- ^С*։» Л2> 0՛ 
«|(х;, /)֊■ искомые тангенциальные и нормально.՛ перемещения то­
чек срединной по.черхностн оболочки; з/.՛. (У. Л=1, 2. 3) -компонен­
ты тензора упоуглх напряжений зозмущеннзго состояния

—— 
.АХА։

Л = -^. ֊ 
/1,^2 ()

(А2//) Ч- —(Ахг՛) I
дт.х д12

2 т

(2.2)

б) уравнения для дуцирог.анного во всем пространстве магнит­

ного поля Л. обусловленного деформацией оболочки

Дхф(О=0,

А1'՛ — §габФ<г°, /?,} = §габФ(*4

(2.3;

(2.41
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где трехмерный оператор Лапласа ? сферической системе ксюр- 
дннат,

в) граничные условия на поверхностях Яд=а+Л

’)»'д‘-|Г1д-тЖ’ (2.5)

Т/. 1֊(Л,ВЬ-А,в;- '/։ • Я4/։). Я՛'1- Н"\ &՝^ГН"> (2.6) 

фЫ=фь-) I 1)
1 4 2«,

_ I г/ф'»
дг Кг дг

■Ж(рг֊-

(2.7)

где В вектор магнитной индукции. 7'^, 'Компоненты тензора напря­
жений Максвелла возм яння, символ Кронекер:!
индекс «7» обозначает принадлежность к внутренней области (прос­
транство занимаемое оболочкой!, а индекс «<?» к внешней области.

Кроме условий (2.3) н (2.7) должны удовлетворяться условия за­

тухания возмущении на бесконечности и условия конечности А<1 при 
г -0.

Решая задачи (2.3). (2.7). найдем выражения Ф1|> и Ф<'» н зависи­
мое։ н от ту. Используя найденные выражения Ф<б и Ф<0 из поверх­
ностных условий (2.1». в силу (2.4) п (2.6) определяем величины 

входящие в уравнения (2.1) Подставляя указанные величины
в Систему (2.1) н исключая неизвестные ч и а. после некоторых пре­
образований, приходим к исследованию следующего интегро-диффе­
ренциального уравнения относительно нормального перемещения ы՛

|*(А+1)’ -}■ 1 ](А 4- 2 №4- (А 4-1 —>) — —
Е др Е/1

«> --3 А: бРта34,^4.^ I ±(<>АЛ' иУ ’ а? т »?и։)

5Д։ дАч д՜^

Ф дД։
Д։<?7։

\ 2Д{ .• I Л/трг 1Д։<?7.։

^о£2^1_(Л+1֊>) (2 8)
AL.lt

°»-лг

}‘г֊1

А:,д^
Д«ч’»4-(1 -3)

ЗА* \ ^Мг0

Здесь введены обозначения

п ՝ /А
X’ V р.,р .((։О57։)сб877.., 6:=--------- ----
Г.“ 3(1֊^)/?«

-та £
ф~ У. Ф-г,^ ,(СО$7։)СО$Т|7։, =рг(9р, -р։р«)

£ -I 0

2 Известия АН Армянской ССР. Механика, М 5
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I О’ч. 3;нг_- ?1Р1;>-т-|ЗигН2с •1»’1։:11-?

—|(; ‘1)(р.ч- т'.1։;1,)и։ --3;«։,- 9;л ]1(;‘ • (-х <ч. и2!--: )1Р

1 1՝ Г / А*® \

о о 
2.- X

!-։2 —!— I I р , (С05«1:С05*,7։$|п7։^7։^а։

' о о

1 |Л ; ;1\ р 3; I (; 4֊1)(ц,-1) I о։ И։(;-И) ■ —Л։(; 1)~жг——г^~

'2 при т, — О, 
I. 1 при '/|_>0.

где P_.Lv) — присоединенные функции Лежандра.
Решение уравнения (2.8) должн-.» .՝• юнлстворить условиям нсярс 

рывности н однозначности на сфере.
3 Решение уравнения (2.8) представим в виде разложеиия

«՛= V V Т£*лд(/)РЛ*(СО8Х։)СО^։, (к^п,/ = 2,3,...) (3.1
я-/ 4- о

Подставляя (3.1) в уравнение (2.8՛ и используя обычный пропесч 
ортогонализация, для определения гулА.(/) получим бесконечную сис­
тему обыкновенных лнгкьиых дифференциальных уравнений. Из ука­
занной системы в нервом приближении (и ։} приходим к исследо­
ванию следующего уравнения: 

О<п|| //0</)
1 я I /г֊. = О ЛК

(3.2

где Й'; - частота собственных колебании сферической оболочки в ва 
кууме в отсутствии магни.пого поля, //04 критическое значение на­
пряженности магнитного поля, при котором оболочка теряет статичес­
кую устойчивость
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flK  л(-„-2,|| ГI = к-/17ю„ 2)1 լյչ,,.„-i)«|

6) 3/.л(лл 1)"?*л+^-----j~՜Р-л( 1—/)(2'-< —

-**)+(<5+?)>.. 1,5(5 1 5)A’| ®(.U}-₽-2)Uftb ,.=„(„ 1)

I ( ո*—հ*

3/Z4-3\

(//-é4-l)(tt \ k Ч) 
՜ 2«-3

|(z/-f֊2)^ 1 z/«|(

3n + 3-1
//P։ 2u^(«-2)(uf- 1)

U f/1 ' ’ ■ r

4-(։֊ъ)|(л-ь2)«';+9]
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Л’՝=(т4 Л. IzJA п(п—\)(\ Р,)
Р, /

«+1\ (//4 1)('Н 2)(1 н,)ал’1| 
н 1-2- ~—) i--------------- --------- —I

ТИ

В качестве примера рассмотрим задач} динамической устойчивом 
сферической оболочки, когда //0(f)=//0 /Acosw/. В этом случае]

и; 
I' 
с
4՛ 

ц

уравнение (3/:) принимает следующий вид:
//•Wn* 

dl'1
; 11 23j'’cosw/ 2Щсо$2ад/ |ay4jt =!)

Здесь прими ы обозначения

.<« /, 2/Й • Н; \

4 2«Г՜ '
/у/. /, 2"i "1 \ ' до- W_ A 2"Jr//S. V1
«рС ՛ ՝՛“ —гяг՜/

.Сравнение (3,4) имеет периодические коэффициенты и, как из­
вестно [6], при некоторых соотношениях между коэффициентами оня , 
имеет неограниченно возрастающие решения. Гранины областей глав? t 
него параметрического резонанса, согласно | (>], определяются следую- 
шкми приближенными формулами: В;

для областей, расположенных вблизи частоты 2£2Я

Q 
я

2 I
0S О 4= - нглл

для областей, расположенных вблизи частоты <2/г

՛”*
О 0 

п 0F о*
(З.б|

На основе (3.5) произведены вычисления минимальных крнтичес-к
ких значений частот о># но числам воли п и л՜, определяющие грамниьа 
облает динамической неустойчивости, и ависимосн։ от напряжешюс- 
1и магнитного поля Н։ при Л/о=5О кА/М. Для расчета принято, что 
оболочка изготовлена из материала НУ-РЕРМ 19, для которой |‘г —
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ЙэОЗбО. С помощью результатов подсчета минимальных значений <՛>» 
з фиг. 2 показаны области динамической неустойчивости оболочки. 
1з фиг. 2 видно, чго ширина области неустойчивости увеличивается 
увеличением напряженности манппного поля. Кроме того крити- 

гские значения частоты являются монотонно возрастающими функ- 
иями относительной толщины А//?.

DYNAMIC STABILITY OF A SOFT-FERROMAGNETIC SPHERICAL 
SHELL IN A MAGNETIC FIELD

I'. A MKRT< HI AN

ՍԱԴՆհԱԱԿԱՆ ՓԱՓՈ1Պ |1Ֆե1'1՚1| Դ1’ՆԱ11'1’Կ ԿԱՅՈ1՚ՆՈ1’է>ՅՈ 1‘ՆՕ
11Ս.ԴՆԻ11Ա.1«Ս.Ն ԴՍ.ՇՏ11ԽՄ

Պ. Հ. ՍՊւ՚աԱՆ

11. մ փ n փ ււ ւ մ

Աշխատանքքում Հետազոտված Լ մ ագնիււապես փափուկ [1 սր­
ան թի վարրր' րստ <)ամ տնակի փոփոխական, համասեռ մագնիսական գաշ- 

աւոմ։ Յւոյց Է տրված թաղանթի չգրգռված վիճակի գինամիկ կա յանու թյունր 
կ ււ ր էյն Լ չքք ։ հնարավորոէթ յանր։ Գլխավոր պարամ /.տրական ոեզոնանսքէ կրի­
տիկական Հաճախ ականս էխ յանների Որոշմ ան Համար ստացված են րաւնաձե- 
վերւ 11ւււումնասիրված է մ ագնի ռական գաշտի յար ված աթ յան ազգեցությունր 
գինամիկ կայունության տիրույթների վրա։
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шмачих ш ‘М’Зньтьъъьоь и.чи.^ь(п»и.31> зьшпльр
ИЗВЕСТИЯ Л К А ДЕМИИ Н А У К АРМЯНСКОЙ С С Р
..'1^.4о, Х1Д, № 5։ |98з Механика

УДК 539.3:534.1

О ВОЗМОЖНОСТИ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ МАГНИТОУПРУГОСТИ
ТОНКИХ ОБОЛОЧЕК В ДВУМЕРНОЙ ПОСТАНОВКЕ

РАДОВИНСКИГ! Л.

Достигну гый в последние годы значительный прогресс а изучении 
мигнитоупругих колебаний гонких плас-ин и оболочек связан, в пер­
вую очередь, с использованием уравнении [I. 2], полученных С А. 
Хмбарцумяном, Г. Е. Багдасаряном, М. В. Белубекяном путем сов­
местного интегрирования трехмерных уравнений Максвелла и урав­
нений теории упругости в тонкой облас;:։. занятой материалом обо­
лочки. Однако, применение -лих уравнений :՛ расчетной Ирак, икс ес­
тественно ограничивается тем. что в общем случае при их решении 
требуется учет электрома։ питых параметров, получаемых решением 
трехмерной задачи электродинамики в окружающей оболочку среде. 
В монографии [ ] работах С. О. Саркисяна ([3] и других, ссылки 
на которые содержатся а хка-.апнон с а.- с) эго тагрудшнне снимается 
путем введения в нп мерные уравнения интегральных членов, п о в 
некоторых случаях позволяет эффективно решать конкретные задачи.

В представленной здесь работе, используя асимптотч-тескне свой 
А-аи11 { I, 2]. неказа1!о, .что в низкой а<5гбтй0'й р.ав?

нения с него՜, орг» Г: степень.1'.; точн-ещ моктю разбить на две подсис­
темы, решение первой из которых (система дифференциальных урав­
нений в частных ирои. видных) определяет собственные числа, формы 
колебаний и вихревые токи г. оболочке, а вторая состоит в решении 
задач.՛-. Дирихле для внешней облает и служит для нахождения а 
ион магнитного поля вихревых токов оболочки.

/. Будем исходить из еле 1ующпх уравнений:

/’//= - Г;(^га{|,5 Л/ДХ Й; ;։;Д4/-'•/?1о/=?/.гоГ3(// В} (1.!) 
А«! =0, Г ф;֊ ф-, /= ( — ^ = / ~ \ I

\ о/я /л \ дха /։

| Л. 3^(2Л>։) -3-֊. ,=/-1

Здесь а, (/=Е 2.3) три.ортогонатиная система координат, 
введенная а '..кружаищем оболочку пространстве г так, что средин­
ная поверхность обблечкн 5 совпадает с координат.юй поверхностью 



«з=0» //—соответствующие орты, В—значение на S вектора магнит­

ной индукции поля сторонних источников, н—перемещения оболоч­
ки, Ф — магнитный потенциал (в 1՜ магнитная индукция поля вихре­

вых токов д=кга(1Ф), л—частотный параметр, >՛>- круговая частота 
(множитель ехр(й՛)/) отброшен.) у, Е, Л, с —плотность, модуль Юнга, 
полутбллияа и проводимость оболочки, ^—магнитная постоянная, 
/-'—оператор уравнений линейной теории оболочек |4|, ( )' ( )«, .±о» 
A (AJ—оператор Лапласа в V'(на 5), .Л, /2—условные множители, 
введенные для удобства последующего изложения (пока их надо счи­
тать равными единице).

У равнения (1.1) получены в |5| путем линеаризации нелинейных 
уравнений электромеханики тонких упругих оболочек с точностью 
6'(г/-п) (?, = // /?—относительная пол у толщина, /? характерный размер 
5, д—показатель изменяемости искомого состояния }4|). Уравнения 
(1.1) также могут быть получены из 13] введением магнитного по­
тенциала и отбрасыванием слагаемых 'Ю.1 •”).

Для решения конкретных задач к уравнениям (1.1) надо добавить 
условие՜ ограниченности решения Ф на бесконечности и некоторые усло­
вия на краю оболочки Г. п которых будет сказано ниже.

2. Анализ свойств решети՛ уравнении (1,1) будем вести асн.мпто- 
тичешнм методом, основанным на испил՛ ювании малого параметра ц. 
Данный метод был разработан А. .1. Гольденвейзером для исследо­
вания колебаний топких упругих оболочек в вакууме [4]. а затем обоб­
щен автором на задачи гидроупругости оболочек [6] и магнитоупру- 
гисги пластин [7]. Не останавливаясь нл вопросах обоснования метод;-; 
исследования (их можно найти в перечисленных работах), введем 
замены коэффициентов, независимых переменных и искомых величин 
coi л асно равенствам

= *7о’ R ։'о
(2-1) 

Ф=т/Ф0, /=•// /7?֊у0

Числа а, г. р подберем так. чтобы для рассматриваемого сос­
тояния величины 70. /0 были < (■?}, а дифференцирование по с/ не 
приводило бы к асимптотическому увеличению искомых величин. 
Тогда параметры р и г совпадут по смыслу с показателями изменяе­
мости и частоты [7]. а величины Фо, /՝р, /0 будут иметь одинаковый 
асимптотический пор?юк. Подставив (2.1) в левую часть второго 
уравнения (1.1). получим

х в) (2.2)

где множители /i—V' 1 и /2 <' ' р о։.՛ ре деля ют асимптотичес­
кий порядок соотаетс;нующих слагаемых А՜ получен из А формаль­
ной заменой т/ на :Д Примем порядок величины в правой части (2.2) 
за единицу, и выберем число t так. чтобы асимптотически главное 
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Слагаемое в левой части (2.2) было Ор//'). Тогда отвечайший ему 
множитель ул в (1.1) можно положить равным единице, а множитель 
при второстепенном слагаемом с точностью О(х') (/_>0) равным 
нулю

В завис..мости от соотношения параметров (р, г, а) возможны 
два случая (х — р- г I <;):

случай 1: х>0, /—1—а 2р, /1=1, /։' 0. /=х
случай 2: /<0, (^.р-г, />(),/.-|, х- ■/. (2.3)

•?. Случаю I отвечают следующие п|нблвжсчшые уравнения

Л '■ // /’//=- 3(цгг«(;0Л /Л) В. 7^,/'—//гоЦ//>. Л) (3.1)

ЛФ-О. ֊(—) ■ ф. -Ф,-=-Л (Х2>

В лом случае задача Магни । ущ>\ гос ՛ : оболочки может быт:, 
решена интегрированием нз поверхности 5 уравнений (3.1), образую­
щих замкнутую систему относительно и и Л. При пом, в каждой 
точке края оболочки може! бык. выполнено по пять краевых условий. 
Четыре из этих условий косят механический характер. Это условия 
»«крепления краев оболочки [!]. Пятс условие электромагнитное. 
Выбор этого условия обсуждается ниже п и. 4. Для определения ин­
дуцированного магнитного поля в среде пало решить задачу (3.2), 
состоящую в интегрировании уравнения Лапласа в Г при за (.чиной 
величине Г перепада »начеши) функции Ф и при условии непрерыв­
ности нормальной производной от Ф на Л\ а также при условии огра­
ниченности на бесконечности.

Случаю 2 отвечают уравнения (1.1). в которых, согласно (2.3), 
надо положить /|=0» уа=1. Получаемые при этом уравнения отно­

сительно м, Ф, А, / надо решать совместно в трехмерной постановке. 
В случае, если х 0. надо положил, -,/2=“1 и никаких укрощений 
исходных уравнений (I П не происходит.

Отметим, что возможность применения того или иною из сфор­
мулированных приближенных методов нс зависит от уровня напряжен- 
Ш'Стп стационарно!о магнитного ноля. .. определяется только элек­
тромеханическими характеристиками :• размерами оболочки ՛ лги о՛ 
редел »лог величину параметра а), частотой 1՛ формой колебании (г.ч- 
ра метры г и р).

Замечание. Рассматриваемая •.'•да՛::։ (1.1) нехонсерпа:ввил. л ее 
собешенпые значения, вообще говоря, комплексны. Причем Ксп» оп­
ределяет колебательные свойства решения, а 1т ш -затухание. Б тех 
тадачах, где представляет интерес определение 1шо. надо иметь н nn.iv 
елгдуклш-е. В случае 1 в ।оливной (решаемой в первую очередь) иол- 
сис.сме (3.1) содержится в качестве множителя мнимая единица /, 
а, следовательно, '-же. в исходном приближении мои быть опреде­
лены значения 1п»։„. Поэтому, случаи 1 можно назвать случаем отно- 



СПтельно сильного демпфирования. В случае 2. положив /։=0, полу- 
чим головные уравнения с действител ны.ми коэффициентами. решав 
которые, как показал анализ, можно определить только Rew, в чо 
время как для определения Ini и» надо бу ют рассматривать последую­
щий приближения. Это связано с гем, что при х<() собственные 
значении задачи обладают свойством Im^^Rcu*. Поэтому случай 2 
можно назвать случаем относительно слабого демпфирования. Для 
того, чтобы 8 случае 2 можно было бы определит։ Ini** в исходном 
приближении, достаточно полл кип. • == 1. сохранив т?м самым малый 
член, обусловливающий длссипиги-.иы • с ՝ ,Пс д м мчи.

4. Выбор электромагнитного красио.о условия дли приизпольпых 
условий закрепления оболочки прелстлтлмст собой от юльнук», весьма 
сложную. задачу. Однако, для двух предельных случаев и условие 
можно ^формулирован довольно прось. Это случаи, в которых тела, 
нпхолнтнесн в контакте с краем обо.;։ ч к и. обладают характерными 
электромагнитными свойствами. К ним отн'чнмя п»/лектрнкп (в том 
числе н воздух). ։•:< пропускающие -»леч .рнчех дно тока, и идеал..нын 
проводник, в котором магнитное поле раьчо нулю

Учтем, что согласно [5] лннейнля платность / впхреныл гок»н 

и электрическое ПО.ю г в оболочке НЫрЗЖЛЮГС.; ТО формулам

/ iÇ’grad^X/j. с-֊(2//т)

Совместим крап оболочки ! с < ։ «нннен. Условия к.։ ранит՛ с 
диэлектриком и г идеальным неподвижным проводником бу луг соот- 
ветственно иметь вид

(/•т։к = О и (С'Т,)Г = О (1.1)
Первое условие гр нише с диэлектриком) аыражается в

форме рав • . р - у глоап • : ■ । -
нице с идеальным проводником нормальная ком по ։ента стационарно­
го магнитного поля В, О. зып длится, в частности. если («։)г«=0 п

Первое и< этих р; чечет я входит я число четырех усло­
вий механического закрепление, об л :.и а неш> тзижиой oncipe- Пэ

второго же следует, чт» (/.хс\) =(|. г> есть чт. на рзч отсутству­
ют касательные компоненты элелтр;:ч» скота -ч.!. что соотп^тствеет 
известным физическим пуедстаслсниям |К .

5. Рассмотрим в качестве примера задачу расчета оссенмметрвч- 
пы.х колебаний бесконечной цилиндрической оболочки радиуса /? о

осевом магнитном поле с индукцией /? —6‘;։. Уравнения примем в 
форме [I]

СчйтПЯ. ЧТ<* имеет мс ՜;՛- случай .. ллнше՝։ еоотпстстиуюнг» ю 
головную систему уравнений

hz </‘ dF'+hh"i:{}



d*F du3
7 — » и RB —- 

ibl d'j-i

Решение будем искать в виде (А волно­
вое число, «•, г*—амплитудные значения соответствующих величин) 
Получаемое из (5 I) частотное уравнение имеет вид

Q’-hÛ-IrsO (5.2)

UI,

. (1->’)А’/։ Аг։Л*\Ш- = ----------  ( 1 -֊ ----- |
V -А” '

। и՛ ՛ |;։с: 1гл и ;сгиеиных осесимметричных колебаний оболочки в
отсутствии магнитного поли.

В [I] подобная задача был.» дважды решена в трехмерной пос­
тановке: один ра> в рамках г н ноге.« магнитоунр)гос;и. другой на 
ОСНОвё 11Члмерных уравнений м.н И11г<>упрук>։гн. В обоих случаях 
были получены частотные уравнения. к-иорыс и пределах применимое 
н! тумерной кюрин оболочек [4] для состояний с большой изме­
няемостью (А'>1) могут быть приведены к пилу

O«-foA-H֊ ) ‘й 1=0. ?=-^-‘ (5.3)
X <• / Ро’Лв>։

Учтивая формулы il I). (2.Il для /. и у. несложно проверить, 
чп> loi ta в области определения случая I. го сеть при
/ ^՝f. ил-рым сл. мым обке (5.3) можн'֊ пренебречь

сраЬНСкНИ с еднннией Й и՛ '.чткое .он </.н,л.։.'НН։>е «п-гюгнпе уран- 
иеннг совпадет с (5.2). Определяемые им собегвенние значения

1 ЧТУ
|.<՛՛ бше гч' "?д. I. мплехсиы. При т<2 уравнение (5.2) имеет два 
кратных мнимых корня. При а>2 колебания становятся апериодичес­
кими (KeQ = O).

։чн. ।
2П



На фиг. I приведена зависимость ReQ (кривая I) и bnU (кри­
вая 2) от а, вычисленная по формуле (5 2). Здесь же пунктиром изоб­
ражены соответствующие кривые, ... . членные ..՛• формуле (5.5) при 
ծ - 20.

В заключение автор благодарит А .*։ Голиденвейзера ։.։ поста­
новку задачи, а также С Л Хмбарну м. на и участников семинара Ни 
стнтута механики АП Ары ССР за ценные замечания, сделанные при 
։>зппком.чпни с изложенными в статье результатами.

ON REDUCING OF THREE-DIMENSIONAL PROBLEM OF 
MAGNETUE.LASTICITY OF THIN SHELLS TO

TU O-DIMENSIONAL ONE

A. I.. RADOVlNSKY

1րԱԴ(|«Ս11.Ա1111.ՉԴ11ԿԱ.Ն111՚Ւ^ԱՆ 1մ։Ա!»ԱՓ Fi.'H’b Ш,РЛМГ1՝. |յ|Պ2Ս.ՓԻ

IL Լ, 11ԱԴ11Վ1՚Ն11’ւհ

Ա մ փ ո փ ո i մ

Դիտարկված ЛЬ ստացիոնար ■ ' ացնիսական ւրսյսւի աոկտյությամր ան«պ 
ւոարած ւււ^յանրււ մ րտրակ Լլեկսւ րա ■ արրւրւքի • իաւ/անիեերի և սւպերի տսւտա- 
նումների խնէ/րի ասիմպտոտիկական ՝4.։սւկւէվէ յոէններր

՜Օո1յց Լ տրված, որ սպեկտրի ցածր ՚ահա‘ւ ականության մասում խրն 
'քիրր կարսւյ Լ րերվեյ երկչավփ. որն Հետագայում յոէծվո^մ < մասնակի ածանց- 
fiu/ներով հավասարումների ինտեգրմ ան միջոցով:

P/ljnji տեսական գրույիներր լՈւսարանվոէմ են Օրինակներով։
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ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ ВОЛИ МЕХАНИЧЕСКИХ СМЕШЕНИЙ С 
ТУННЕЛЬНЫМИ ТРЕЩИНАМИ ПРОДОЛЬНОГО СДВИГА В 

ПЬЕЗОКЕРАМИЧЕСКОМ ПОЛУПРОСТРАНСТВЕ

ФИЛЬШТИНСКИП м л.

Решение ряда статических и динамических задач злектроуиру- 
гости для тел с 1рещииами содержатся, например, в [I 5]. Ниже 
расгм тривасчся динамическая краевая задача элсктроуиругостп для 
и։.е.::я<срз минского иолупрос։ рйнства с у ннель.чыми криволинейными 
I ретинами—разрезами. находящегося и состоянии продольного сани- 
ин Краевая задача сводится к сингулярному интегральному уравнению. 
Получены формулы для коэффициентов интенсивности напряжений 
механических я электромагнитных величин Представлены резУльта- 
::ы расчетов.

/. Постановка задачи. Рассмотрим отнесенную к крисгаллофи.зп- 
ческой сисчеме Координат пол убег конечную пьетокерамнческую

• деду ,Vo>-0 (кристалл гексогопалькон системы 6 mm . пьезокерамика 
Р/1 — 4. Р7,Г— 5 я др), ослабленную туннельными вдоль оси с-х:, 
криволинейными ։рещииа.ми-| азреэамн /.;(/ —L 2. .. . k).

w0-= Re { «’ ,ехр (—Pi)},

Пусть на берегах разрезов за­
дана не зависящая от координаты 
х3 непрерывная по Iельдеру сдви­
говая нагрузка Z,= Z’ = -Zn-= 
— Re {Zexp (—/*»/)}. а из бесконеч­
ности излучается монохроматичес­
кая 577-волна смен ений (фиг. 1)

U\ = -exp i— z(arXj IVs») Hl)

л 19;;cos3*. 7„ — 7;S»n^. •(- = — 
Й

Здесь с- частота. 0*—угол между нормалью к фронту надаю 
щей полны и осью олд; е«. сд,. еп и 'г ссютвотстиепно модуль сдвига, 
ш.с:оксрамическ::й Модуль, ш электрическая про ниц«։ ем ост ь и плот­
ность материала.
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Ниже будем предполагать, что полупространство может быть 
либо закреплено, либо свободно от сил вдоль границы л?—0. Кроме 
этого, рассмотрим два типа электрических краевых условий: граница 
полупространства электроднровэна и за томлена (Г։ 0): полупростран­
ств граничит с вакуумом (7Э։=0)

Относительно разрезов прели«՝ южиу. «по /, простые разомкну­
тые ненересекающисся ми с кривизнами, удовлетворяющими усло­
вию Гельдера.

В этих условиях и теле тейстпун.п сопряженные полнопые поли 
механических напряжений продол ном « пи.1 т Дл,. л). т,ч(л-։. л\՛). 
векторов электрической и магнитной напряженно«. ։н | х։. л՛,), 
/.;(.тр х։) и /Ула-։. .V.)

Полная система уравнений поставлс . <.«чн нм՛ шл грав- 
пения состояния пьезосреды

О,=е։гД» Ьч/ч 0 2)

Л/г ։ е,։Л,

уравнение движения

^1*11 ■Ь^5*и=> ГТ ( ' *3)
О Г

уравнения Максвелла

<№֊ д՝Ех +т^=0. (1.4)
и! а։

дхнз = ֊ —5, д,Г\ 4 д.О. = 0 
о!

Электромагнитные граничные условия на берегах разрезов возь­
мем в виде

■ £;=е;. ог=о;. //;=н. . й,=я; (1 5)

Можно показать [4]. что амплитуды механических и электро маг- 
ннгп'ых величин выражаются через две функции IV и /*՝ в виде

14 'Г4 Т„=с„( I »X

Е, = о,/--с-^д,К'. £= -д,Е ^д,№ (1.6)
£п £и

Н о,л. л;=—«.дл՜, л/-=-/ш=1։л

Здесь Г։э . . //*— амплитуды соответствующих механических, 
электрических и магнитных величин. Функции Н'՜ и / у ювлетноря- 
1от уравнениям

?’1Г =0, ?’^=0 (1.7)
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2. Интегральные представления решений динамической задачи 
з.и’^роупругости дли трещин продольном <-<.'/>■ ига. В«>.ч и >вые ноля в 
полупространстве с дсфек’.ами складын поте»: к։ прямом п отраженной 
։>■ ранииы ;։и.туп"остра11՛՛ ։ на п<»лн, а ыт.жс рассеянного (Офектами 
(ТОЛЯ.

В соответствии с этим функции IV' и /•' представим в вито 

Г(х,, ;5։)=-1 р «71 / ОС.-. :)ст. -сц-.-.ж | К'« ֊ А (2.1 ։

7

Л(л„х<)=֊1֊ / (/Л՜֊),/;!

I.

б(;:.г)=/7<'Ч7аг)-л^։1(Ьг։), :=?, №

7=^-/;.,. //(?. г)=1п(:-г) ч-ЛП (?■ 7)

(:Р-3)^Л= '•/, #'3=-ехр

Здесь [ 1Г/|—скачок амплитуды нс реме теп л $1 на /. сл чан .1= I 
соответствует свободному, граничащему с вакуумом, полупростран­
ству, случай .'1=1 закрепленном} п покрытому заземленным элек­
тродом полупространству.

Представления (2.1) удовлетворяют сотвс тс ничто уравнениям 
(1.7), механическим н электрическим краевым условиям указанных 
типов на границе пол у проем ранета а л2=0, а также условиям излуче­
ния [6]

Интегральное уравнение краевой задачи. По формулам (1.6) 
находим ин.'.тральные представления величин ”/\==^.,։соз^ — Тп$1п։?,/:7 
п О* (/—угол между нормалью к левому берегу разреза и осью о.тД 
Подстановка предельных значений и 7?' при г •"..^1 а граничные 
условия (1.5) приводит к зависимостям

/С)= е֊^ 7^)= 4>-|^
2.’,, | Г/4

(3.1)

Условие непрерывной продолжимости вектора механических на- 
нряженпп чере > /. выполняется автоматически, а механическое гра­
ничное условие на одном яз берегов /. приводит к синг. лрному пн- 
тегро-лифференциальпому уравнении՝

(3.?)
I. I.

'0)=1(П ■—— - -4у’ кв
• ’0 \
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’«) = -М 1 :>„)
4

^УКЪГ«КО5( Ь- ',й) ^//а(ъг0)еоз( / 4-%—2^)—

.4/7.У‘(7гг։0)со5(^-% • 2»։е)|

Л-,)=Ш.. РС.)=^ 
2 (1з

Л'С-»)-֊ НЬ,(1 4){ехр(-/(^|,,+«Д,))Х 
‘44

с<>$(%-?,) —Дехр( /(«г'ю-^;5м))со$(% О

го '-о ’1՛ г։о = |’о •!• г/о ~ ’о՜ ’)

*10 ~ аг£( ’О՜՜’)' г'ф==’?( то) • ’й=,10 ,:20
4/

;.:0СЛ //,(*)=—֊
ПХ‘

Интегральное уравнение (3 2) в совокупности с дополнительными 
условиями равенства нулю скачков вере мешений на концах разрезов

|՝/,'(;)Л-=о о=1,2,.„ к) (з.з)

К. 

имев, единственное решение в классе функций, неограниченных на 
конкзх |7|.

•/. Динамический коэффициент интенсивности напряжений. Вве­
дем параметризацию контура /. Положим

адк*1-1. и н.п

Хсимптотическин анализ выражений О. IV' и д.Е (/=1, 2), полу- 
ченных из (2.!). с привлечением формул (1.6), позволяет найти глав 
пую сингулярную часть механических я электрических величин на 
продолжении за вершины трешины

:® -= ֊ С4< Е£.1..<?~,,"'9.0.(1_111, = £« /з5=0 (4.2)
/2г$'( + 1) ‘ <’»

Здесь верхний знак относится к вершине трешины ц, нижний— 
к Ь, г —расстояние от точки до вершины.

Напряженность электрического поля не имеет особенности в вер­

шинах трещин Это объясняется тем, что вектор Е непрерывно продол­
жается через разрезы в силе (1.5), \т л<: вия 7.^ =—7.,, н соотноше­
ний (1.2).
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Динамический коэффициент иит'снс1.:<по.стн напряжении ипреде 
лястея обычным обрати: Л3=|нп) ‘2т.г (г •։)).

5 Результаты расеетоа. Расс м атр из ;։.՛։.чсч. параболическая t реши 
lia в и:.՛՛ ;о;.сримикс Р/,Т = 4 (с.,-= 2,5.՛.; • 10’° нм2, е։!> == 12.7 к.'м! 
=։։=730 . 8.К.5 • 10 ։։ ф.'м), параметрическое уравнение которой

;։=Pj?, :2-/л,4- i «с ? «s i (5.1
Интегральное уравнение (3.2) с учеты (4.1) и (5.1) сводилось: 

cia !։>мс линейных алгебраических уравнений относительно значеии 
функнин Qn((i) н узлах интерполяции согласно процедуре работы [8|

На фиг. 2 приведены значения ■; =с„^0( 1 ) (///.•?'( 0) в завис։! 
мости от нормализованного вои։ового числа \г1 для случая ' 
7=сопяР 0. р3-1. 2/ 3: (2/-длина разреза): кривая 1 построен
для значений .4=1. р = 0.5; кривая 2—для .4=—1. р= -0.5.

Зная величины н ^=аг«Й0( 1), находим коэффициент ։п 
тенснвностн Лд по формуле

fe3=--f'n/Za*c s(<ûf—Г)

На’фиг. 3 приведены графики в : пши а =г։,|1(><1(|) <|7’аз /Л;(11 
в зависимости от нормализованного волнового числа •,»/ для случа 
7=0, т / 0, р։=1. р։''2/^3 Кривая I построена для знач-Ний .4=4 
/; = 0.5; кривая 2 - для .4= -1. /> = —0,5. Здесь величина 7‘2з—а.ма 
литуда напряжения г», в падающей волне. Зная ат и Й* “аг£Йй( ■ ! 
находим динамически։։ коэффициент интенсивности по формуле

/<1 = ֊/-/|7a3!a*cos(.»/-^)
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УДК 539.3:534 I

О РАСПРОСТРАНЕНИИ ЭДЕКТРОУПРУГОИ 
монохроматической волны в н. однородном 

ПЬЕЗОЭЛЕКТРИКЕ

АВЕТИСЯН л. С

В связи с широким примененном различных конструкционных эле­
ментов. изготовленных и?, композитных материалов. в современном 
технике, псе более актуальной становнвш изучение вопросов распрос­
транения волн !.՛. неодниро шых средах Нсодш рс-лн-кп. среды приво­
дит к тому, что амплитуда я фаза волны становятся функциями ко­
ординат. Тем самым, усложняется решение за ни о распространении 
волн в неоднородных срезах. Особое шпченпе имеют проблемы, касаю­
щиеся взаимодействья механической и электромагнитной полей в 
неоднородных средах. Учет сопряженное и։ механических и электро­
магнитных полей (пьезоэлектрический эффект, :<лекгрострикиня л 
г. д.) еще более усложняют проблем’.՜.

Проблеме распространения ноли в неоднородных упругих средах 
посвящены немало работ [3 1] и др. В них работах исследуется 
распространение волн при конкретных закона:՛, неоднородности среды.

В работе [1] исследовано распространение .элекгроупругг-х поверх­
ностных воли типа Лива в случае неоднородного юнкого пьезоэлек­
трического слоя.

В настоящей работе исследуется вопрос распространения элек- 
троупругой монохроматической полны з неоднородном пьезоэлекчри 
ке. Получена система пел инейных дифференциальных уравнений от­
носительно амплитудных и фазовых функций электроупругой моно­
хроматической волны. Исследуется раеппостраиенис сдвиговой элек­
троупругой волны н неоднородном пьезоэлек!рвческом слое с линей­
ной неоднородностью по толщине.

Рассмотрим распространение монохроматических электроупфугих 
волн в неоднородной пьезоэлектрической среде гексагональной сим­
метрии (класс бтт). Пусть координатная ось ог параллельна оси 
симметрии пьезокристалла, а плоскость .хоу есть плоскость изотропии 
В этой плоскости плоское деформированное состояние не элсктроак- 
гищюс. Исходя из этого, здесь будем исгло.ювать распространение 
горизонтально поляризованных (5/У) •лсктроу.чругих монохромдтНт 
ческих волн

{/7, ф’=10;0; <г(х, у,/); Ф(-Ъ у, 0|
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Уравнения анткплоского элсктроупругого сосгоянйя записывают­
ся в виде

div=,=p(A\ y)<v; (JivD=0; £=-grad‘i> (I.I)

Механические напряжения з,г, =v. и компоненты вектора элек­
трической индукции /)-. для неоднородного пьезоэлектрика ука­
занной симметрии будут

у)к։,.г 4 е(л\ у)'Ь.։, з.у=О(х, у):г»,у <(л\ у)Ф,,

£),«=<?(.?, у):с',.г-г(х, у) у)ы,._ цл. у)ф,у (1.2)

՛-' учетом которых jравнейп՛ (1.1) можно привести к следующему 
виду.

G'(.v, у)у-а(х. у. /) grad6(x, y)gradz£'(x, у. /) г

с(д-, у)у’Ф(х, у, /) grade (.V, y)gradd ( v. у. O=p(.v. y)^(.v, у. /) (1.3) 

t*(.r, y)v2®(*i У- /) bgraj^(x, y)grad<£-(.v, у. /1 —
£(л-, у)у2Ф(д\ у, I) -grad:(.v, у)ага<1Ф(л\ у, /)=0

Очевидно, что з* отличие or случая однородного пьезоэлектрика 
уравнения деформации и электростатики не разделяются. Но если 
прелш.-.т лгать, что днэлсктри 1еская проницаемость и пьезоэлектричес­
кий модуль я неоднородном |;:.езокрис1ал.1е меняются идентичным об­
разом. то есть е(х, у) = о0цл-. у), то получим

V>K'(X, У, Г)՛- ;С.(Л-. у, —L- №(Х, у, t)
f(X, у) С'(х, у)

И ,’оо,у.ОТк-^֊^Хх.у./)=о (1-4’

•<х- у) 
где

/(*. У)^G(x, у) |-(2^(х, у): С2(л՜, у)=/(х. у)ф(л-. у)

•;(Л-, уЛ)=Ф(х, у,/)- <?отс(л\ у, f); «о —постоянная.

Возьмем решение уравнений (1.4) в вгде монохроматической волны

1®(Х. у, t) I = г ,Мх, у) I rpjx. у> I _ м/ (,„5)
|^(х, у. /) I I Л.„(Х, у) I п?.,(т, у) I

Здесь Дх(.г. у) и Л/Дл", у)—амплитуды, а ?»(х, у) и ^дх, у) —укоро­
ченные фазы монохроматических волн.

Найдем условия существования монохроматических волн (1.5) 
для уравнений электрОупругости (1.4). С. учетом (1.5) из (1.4) после 
несложных преобразова ни՜! находим системы уравнений, ^которым 
должны удовлетворять амплитуды /1и.(х. у); ДДл\ у) и фазы <?к.(л',у):

(gratlC..)'- (gradbr+v’t/. аГЗ‘1/(Л;->,) grade. —^—=0(1.6) 
f •՝•. У) С‘(х, У)



2gradt'--gr3d?ttr-I -p-grad?K==O
/(*. у)

(grail6^8-(grad?,)* + W ^^gracUA. 0
e(x, y)

... . , - grade(A*, y) . A (!.'^gradö..grad^i. • v";>՜’-------------“ urad-. -֊ Ü
з(л*. у)

где U(x, у) = 1 iiÄ (X. у)

Точные решения подученных систем нелинейных уравнений чаю 
решения

те(дг, у, t )=ехр| £Д (л*. у) мЧ-Дл, у)-Ло/1 (|.

Ф(л\ у. О=ехр| I -дл*, у) • iДл*. у)-/-«/1 • £?0к*(х, у, /)

Исли аналогично гармонической Колне ввести вектор A = gra<l 
то этот вектор будет функцией координат .v и у как по величине 
так и но направлению.

Таким образом, <адача о распространении монохроматически 
волн в неоднородной пьезоулек 1'рическоГ| среде приводи гея к решети 
систем нелинейных дифференциальных уравнений типа (1.6) относ! 
тельно амплитуд и фач волны.

-< Пусть неоднородный по толщине пье^электрический слой сл 
песен к системе декартовых координат таким образом, что занимай 
область { !у!<А՜: !д1<^эо}. Тогда все физические характер»
тики материал:։ будут функциями координаты у. Рассмотрим paci 
иростраиение монохроматической электроупругой Sri волны в пап 
равления оси их, когда поверхности у= А металлизированы и сво 
бедны от механических нагрузок

3?>(.v, 4 А, /)=о, Ф(д-, А, 0=0 (2.1

Требуя, чтобы волна ра пространялась по • сл ох, мы предояр։ 
деляем функции ?„•(*. у) и ?..(а-, у):

RTHd{?u>(A', у). ^(Х. у))=А • G (2'

Допущения, сделанные по отношению неоднородности .чьезоЗлекгрик 
и о напраиленин распространения полны, лают возможность утверз 
дате., что амплитуды волны будут изменяться только но голщине слф 
Следовательно, уравнения (1.6) и (1.7) упрощаются н принимают вй

(Г-ии / (У) dU№ /dUv. ֊ - /’’(' (9
dy֊ М dy \ dy

j 'm ՛ v ' V -

(PU. . e'(v) -----— |. -------- au, у -k-=o (2-
г/у2 s(y) dy \ dy
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где Иг(у)-ш’/1*’С’(у)1

Введя обознач'ние ^6/а./</у=/(у), уравнение типа (2.3) приво­
дится к уравнению Риккати

Сиу)=/..';(у)-|/(у) /(у)|^(у)4-Аа[ 1֊И(у)1 

которое при произвольной неоднородности среди нс имеет аналити­
ческого решения. Но если функция /'(у)//(у) непрерывна в интерва­
ле -А<у<Л. то решение уравнения Риккати приводится в отличное 
от нуля решение линейного хифференцнального уравнения с пере­
менными коэффициентами относительно амплитуды АДу)

| <£^+т^^_л>|1-1/’(у)|Аа.(у)=0 (2.5)
^у- /(у) <*У

Аналогичным образом, решение уравнения (2.4) приводится к 
решению линейного уравнения относитеиди, амплитуды электрическо­
го потенциала АД у)
[ (^ + ±О)^МДу)_АМ(у)=0 26)

г(у) (/у

Очевидно, чк> полученные уравнения (2.5), (2.6) соответствующие 
рассматриваемому частному случаю, можно сразу получить из (1.4). 
П[чдст;:вляя искомые функции ю(,\'.у,() и !•(.՛:, у./) в виде

д(д\ у, /)=.4(у) ■ ехр{/(Ал* шО}

Пусть неоднородность по толщине пьезоэлектрического слоя яв­
ляется линейной

ЯУ) <2-7>2 2/1

где ; и ; соответствуют значениям Физических характеристик 6(у), 
р(у), ‘-(у) на границах слоя у=1А, соответственно.

С учетом законов неоднородное:и слоя (2.7) уравнения (2.5) и
(2.6) преобразуются к вилл 

(I ֊^— . -I 1 ) । (р.4--«.Уг‘Ь=() (2.8)
</у’ с/у (\ 6’5 / \ / I

4Ч1+м-).Ь-0 (2.9)
а у- а у

здесь I и — а 1 _ _ ։ *
ЪО՜՜ • '■'0 - ~ •’ ~ »

А \ 7, А р’Ч-р- А з+ч-еО 4-(/՜

(70=(О 4-0 )/2. ./ 0—(у ; р“)/2. (/ =(7+; п0<։±, г.։.=<*|/А.

Решения уравнения (2.3) и (2.9) с помощью представления иско­
мых функций Ла.(у) и А (у) в виде
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/'(У) =0 X р( — kJ У ) - Z(:). У л: •»

приводятся к решении) вырожденных гяпергерметрических уравнений 
относительно функции 2(;). Решения Ла.(у) и А(у) представляются 
вырожденными гипергеометрическими функциями /(и; 1; -') и

-АДу) = ехр( - Ьу)|С3/(a; 1; \) С2Л/(а;1;:)|
(2.1

A:(yh еч

где 1\а. Ь, х) р .И(я. ь- х) —гипергеам ?трические ряды

V М“ ֊ ±г1> . £
Г-։ k(b {- ։>...(/> ֊• fl - 1) 4l

□и у.7.։ж-1 / 1 о \.
■ 1пИ t X С;',,,֊, • ֊т2

(2.1
;-(1 '։)(у—ь) V=(i/'։Hy р2). Pj=֊(։%'o)

/.։«{2Л|1 -(to .?о)(^'.?2Г } 1
(|а0), /։==(2А) ։, 7=|1-(?о^о)(ГФ.-Со)։Г

<1 = 1{|-(1 !>„ g0)(^.'<՝o։’l I (Г'в «»Х^* <о)։1 1’}

Для определения фазовой скорости гч. получим дисперсионное урав 
пение в виде

det|Cr;(v«.)| ֊0 (2.12
। де

С71=(^= Нехр( А։//) • /■(«: 1; ;( Л)), Ci: (б><2*)схр( Ы)

у 1; :( Л)), Cji= ехр( -~ kfi) • Л / -1-; I: ■<( 1 //Л

Сд^ехрС t kh) • Ai

-А(«ч1; 2;--< Л)) ЬЛ(а:1: -( А)) ехр( ky.li)
(2.1.

.U(a-rl:2;;( I //))-гЬА’(а;1: ;( ±Л)) | ехр(^ЬЛ)

(^±.'(7±)

= 1:2: п
'2
3-4

2:

3 
о

It) ехр( А'А)

՛ //)) ехр( kh)

2
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При отсутствии пьсзоэлектрическог-» эффекта элементы матрицы 
С//=С/.>=Сл =С14—0, и дисперсионное уравнение в этом случае на­
много упрощается.

Дисперсионное уравнение (2.12) имен сложный трансцендентный 
вид. (’.ушествование его решения означает, что в неоднородном ш>езо- 
электрическом слое, с линейной неоднородностью физических харак­
теристик. возможно распространение сдвиговой электроупругой волны 
ио направлению ох.

Рассмотрим предельные случаи. Предположим, что длина волны 
l. = 2-;k очень мала по сравнению с толщиной неоднородного слоя 
2h. Используя асимптотики гипергеомегрических функций /-’(о. Ь, х) 
и М(а, Ь, х} при |л*; -оо

Л.)=|ГГ(*) !՝(<*)■ exp-v • | ЦО(,г) «J при л* >-| оо 
IPW !’(&—л)| • ( —I л"*) • [ Н0(И՜’)] при х—* — ос

М(а, Ь, л*) ( +0(|х| ’)] при |а*|—oô
получим

1Л = ) =(GI- - G֊՝(l ֊ 4)/(Г—'-) (2.14)

Здесь величины •/. и х.—коэффициенты электромеханической связи 
пьезоэлектрика на поверхностях у=- _h неоднородного пьезослоя, 
соответственно.

Г1ол\ценные значения тля фаз-вон скорости i',։. напоминают ха­
рактеристическое уравнение для поверхностных воли Гуляева-Блюс- 
тенна. В случае неоднородного слоя поверхностные сдвиговые волны 
вблизи поверхностей y—±h распространяются г разными скоростями;

V+, соответственно.
Из (2.14) очевидно, что если неоднородный слой на поверхностях 

У=±л имеет характеристики таких ньезоэлек1риков, для которых

(О’ >0՜ и у <<• ) или (</'<(/ и < р ) (2.15)

то поверхностные волны по границам у— h не будут распростра­
няться.

Г'.лн длина волны очень велика по сравнению с толщиной слоя 
1 = 2- k -2h. то заменяя в уравнении (2,։2) вырожденные гипергео­
метрические функции на их асимптоты при •//֊*<)

Л а, Ь, ;)-*!,

/Vî(o, М)= - П'Па)] • 1п:-Н)(| = 1п;|) при Z>=I 
I | |.Т(н)](!/;-) -0(|1п :|) при 6=2

получим, что линейная неоднородность пьезоэлектрического матер и a in 
не вводи։ качественные поправки в общую картину длинных волн 
Она только количественно изменяет скорость распространения длин­
ных волн. При соблюдении условия (2.15) длинные волны также нс 
мог ут распространят вся.

Нара пьезоэлектриков -пьезокерамика ЦТС I (г.,=2,56 • 1010Па, 
Г> =7,5- 1Ö* кг/м3, t’j1. = 12,5 Кл/м2, s/, =650 • 10 11 Ф/м) и окись 
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цинка (<1Ա = 4,25 • 10։ծ Па, p =5,68 . 10յ кг'м’, ժ15 =-0,59 Кл/м*, 
г.1==7,38. 1Q п ф м) имеют характеристики, удовлстнорглонии- усло-3 

виям Û <6 ՜ и р . Следовательно. в -пом случае распростране­
ние поверхностных сдвиговых волн в неоднородном слое Невозможно.

ABOUT PROROGATION ОР FI.ECTROF.LASTlC AV INQCHROMA I IC 
WAVE IN NONIIOMOGF.XEOUS PIEZOELECTRIC

A. S. AVETIS!AN

ԱՆՑԱՄԱՍԻՍ- ՊԻԱ<Հ11 MF 1.1.1|1|Տ|41.11.11-11.<1ԴԱ։։ԱՆ
ՄՈՆՈՔՐՈՄԱՏԻն 11.1141' ՏԱՐԱԾՄԱՆ ՄԱՍԻՆ

Ա. II. ԱՎԱՏ1'113ԱՆ

II. մ փ Ո փ ո I if

Հեաագոտվոէմ Լ անհամ intil.it ՚գիեզոՀլեկտրիկում Լլեկարաաոաձգական 
մոնորրսմասէիկ աքիրի ա արածմ ան Հարյքրտ Ս տարված Լ ոչ գծային գիֆերեն֊ 
է/իէպ հավասարումների ’ամակարգ, որին րավարէէւրւււմ են "'i/'p/t ամպքի- 
աուգային և ֆագա յին ֆունկրիաներր։

Դիտարկվում / գծային ան 'ամասեո. ոյիեգոիլեկւորիկ շերտում սահրի 
աքիրի տարածման խնդիրը։
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ги.з<«1.М1ил. ин: %ь8пь1*зпм>шч» 8ьч.ьчил1’р
ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НА УК А Р М Я 11 С К О И С. С Р 

|Ц.|-п.1Г|||1|и1 хи. № 5. ։*՛•՝՝;՝

УДК 534 1.539.3

к расчету электрострикцпоыюго эффекта В 
ПРЕДВАРИТЕЛЬНО НАПРЯЖЕННЫХ СЕГНЕТОКЕРАМПЧЕСК1 IX

ОБОЛОЧКАХ

БОГОМОЛЬНЫЙ в. м.

При действии сильного постоя иного электрического ноля на сег- 
негоксрамнку в неполярной фазе в ней индуцируется поляризация, 
прк этом значительно меньшее дополнительное поле создает рабочие 

.перемещения льезоэлсмспта 11]. Элсктрострккционпый эффект позво­
ляет линейно (без гистерезиса) управлять величиной электромеханк- 
чг'кай связи, иго объясняет целесообразное’.ь его применения и пре- 
цидиопиом приборостроении [2].

В известных рабочих рассматривались пьезоэлементы простейшей 
ио метрической формы (стержни, иласишы) {1.2], цель этой раби;ы 

построение соотношений электроупругостч для оболочек армпроваиных 
меьт.тлическнм слоем Рассмотрим цилиндрическую оболочку из се1.- 
Нс-ок.ерамикя, па которой за счет разности 1емнера։ур чакреплена 
м ет а л л и ч е с к а я оболочка.

При поляризации в направлении толщины оболочки уравнения 
>лектрис;рик։1ионн«»и> эффекта относительно постоянных по времени 
мг\.:ш'чсеких напряжений и деформации имеют вид [։]

՝։г'л 4^2^Ч— л11:։ 1 Л13:л

х;3( •] ; з2) ՛ .т;.։з3 -• 91։ /.:,
(И

где £։, г2. =*—относительные деформа­
ции | направлениях единичных векто­

ров -։. и (фиг 1); 5/1/ - I, 2. 3) 
Механические напряжении; х( (/ — 1,2. '•) 
—упругие податливости сегпсюке 
кн; фи, (?։8—злектрострикционные кон­
станты: /^-компонента векторе нвпри- 
икённости электрического ноля в пап- 
;рйнлении тллщи1п>1 оболоч՛ и.

Начальные напряжения -։, нт- 
|микзющие вследствие контактного тан- 
леиня между слоями-^,, определяются 
методами плоской теории упругости
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При этом окружные напряжения еа состоят цз двух комионеи 
Зг = 32 г=г> гд.‘ з, зависят от Z:*a. ։/л и определяются в этой работе. 
Касательные контактные усилия, возникающие на поверхности сегие-1 
токерамикя за счет разности температур, учтены в виде поверхност­
ной нагрузки qx=J<]n (/--коэффициент трения), приложенной к сег- 
11 етокера ми чес ко й обо ломке.

Компонента вектора электрической индукции в направлении тол­
щины оболочки выражается через тензор механических реформа­
ций [i. 4] с учетом соотношении между эквивалентными электроме­
ханическими и упругими постоянными | I. 5]

«и' п)-։ Q։.z (2)

г20,(3)

(/=1, ֊. 3) —упругие константы; ^—диэлектрические прони­
цаемости сегнетокерампки, измеренные соответственно при деформа­
циях и механических напряжениях, равных нулю.

Подставляя выражения (3) в (2) с учетом третьего соотношения 
ilj. имеем

с,Д)+Аз(ц+»»։| qb(cu+^)+qi։cAi t
Z'1(2Q1Ï< + 3Г'- -.) i S;u3."b Qn^'j] (4)

(здесь и в дальнейшем .волна“ над з։ и з2, зависящими от /?а и цп. 
не ставится с -.елью упрощения обозначений)

В рассматриваемом случае предварительные механические нап­
ряжения 5, (возникающие от контактного давления ?я) вычисляются 
по формуле |3] 

г—координата и направлении нормали к срединной поверхности обо­
лочки толщиной Ь (фиг. I).

Из первых двух уравнений (I) имеем

1
siil 1 -/)

”. =,- - 1 (ьГ1»г,- £)
£п(1 — )

՛ ~ “<՛ <7л8п2)

(5)

Распределение меридиональных и окружных деформаций по тол­
щине оболочки определяется гипотезами Кирхгофа-Л ява

Л(>) 1 i - |0>- i2 -f £■/, (6)

sç))_деформации срединной поверхности оболочки; х,- нзме- 
нения ее главных кризизн.
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для напряженности электрического поля можно использован, ана­
логичные (6) выражения [6]

I £, = 7^’ +г#’. гГ-֊֊’ <7>

где электрические потенциалы из электродах; расположенных 
на поверхностях оболочки с координатами г Л/2.

Величина />, практически не изменяется по толщине оболочки 
[7]. Сле.тхя |8|, подставляем (■"•) (7) в (4): приравняйся в получен­
ном выражении тля /93 сумму членов при нулю, определяем

/4Ж*!% ^)-г-(^)М<?л)| («)

.1 (•/.,,7.2)—(/•! ; Ха) Г'и) Г СсгслЛ 0пс£)

< ■ ( •’ •|.Л՝АА« 4) <?:/'-И

фм = ֊6<?;.м ।
1 -- А—т - <?”'■'՝> + 

, АМ
Используя соотношения (6), (7) и выражая усилия 7՛,. момен­

ты Л!,. Л- чсре; ншсгралы <■; напряжений, получим следующие соотно­
шений:

Т։=/Л\(.<°4Р-А» ֊ Г\м»), Т4=ПЛ(Ц°> г />») (9)

л։։ = /л:(у.։ .֊!1/.2-ЛО)). Д!2 /).Й(М|1/, /:<•))

рх = V, =•(1 +։• > I >:
лп(—։«■*)» I 2

£Л:=1Мж=?)' А=(1

При осесимметричных деформациях выражение (8) можно упрос­
тить. если и б<°> определит! по безмсмсн'нсй теории из следующих 
уравнений равновесия, записанных в безразмерной форме [9]: 

-֊ тГ-^-ч,= о, —^֊т!! ^0, - 7^—=.՝>!' (10)
(15 ({5 (I V " 5

Т" = ^~ Т" = -֊■: 
' и.х' •' !>.. '

7.1, _ Л?" Т,

7г/? - л-
4 " /Л ՛ 3 “ R
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5—линейная координата, направленная вдоль образующей оболочки. 
/?֊радиус ее срединной поверхности, Т2 1-/, 2/?)—начальное
окружное усилие сжатия, \Х'1! -компонента вектора перемещений 
срединной поверхности оболочки в направлении единичного вектора 
7/ (фиг. 1) (1Г" =

Деформации выразим через перемещения [Я]

(/ии 1 (Г- \Х/Н—•/1 = -Л±_1_։ х о (11)
</а ‘ R

Используя (7) (где из (10), (1!) получим уравнение
для определения г}”’ и

(Г՝ \Х'-'^-֊+Г2^»^Л (12)
ц$я

д'./2
֊Й^՜֊ . Л“ Д I (1 H) А !” - I V/ S - <1

Г I, т-<» ! J

И. следующих краевых условий находим решение уравнения (12), 
а затем tf’ и ф

d
«0, = 0

ds л֊о Г «дй
(13)

<h \ casrx WS I <;,%
I '1՜ Й 1*՜!’' 'cc-s(r.$v'2) .'2c.'S(/-x0'2 I 2

(14)

—l—|(i y)£«»-y) ,cosrï_______ Л.. (15)
(1- u-) cos(rs0 2) r’cos(r.<0-'2)

Il•■’ставлг.я (lôj, (14) в (8L иолучгм выражение для liÿ՝՝ и <a- 
ВНСИМИС. 1 Т'ЛЬКО от одной ф\н: ЧИН х։ (zâ=0), ЧТО П',ИВ{»ЛЯе։ получить 
решеппс е явном виде. Для этого нечоль-’.уем полную систему урав­
нения (10). п котобой третье урииненне содержит Af" - Л1։7? Г)\- 
|9|

dM 
ds ds

(16)

Система уравнений (9) — (II) и (16) приводится к одному \равнению

d* W" 
dsx

-eÆ 2r,=
a л 1 /.u

s;=
ni rn.

0
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Решение уравнения (17) определяется из анализа корней его ха- 
рактеркгтичс-ского уравнения с учетом четности функции IV’" о.носи- 
голым начала координат $—0 (расположенного к центре <i6o.io4i-.ii). 
При $>>>Г оно имеет вид [ 10]

ДО՜" =С^.Ь՜« .■'СОзЗз-р С.»$Ьа$ 8Н!рх — /, (18)

I -тп-
где п, р—действительные положительные числа.

Постоянные интегрирования С։, С> определяются из краевых ус­
ловии (13). причем второе краевое усл'ч.ие соответствует при б = х0'2 
следу ющему выражению:

т ֊fL t р‘֊1
ш։«»------ , ֊——, &=------- . С — -____Ц. Il ]l U

Соотношения элсктроупругосги (У) получены для тонких оболо­
чек произвольной формы. В слу-пн цилиндрической оболочки ОНП 
могут быть упрошены, при этом ношения задачи ь виде (18) .ире- 
•деляется приведенными в [10] функ-ЦнОДи А. И. Крылова.

ТО THE PROBLEM OF CALCULATING c-F ELECTROSTRICTIVE 
EFFECT LN PRESTRESSED FERROELECTRIC SHELLS

V. M. BOGOX’Ol V:

‘U’.blAUill.'b иМ1'1.1Г(И11'1Н։.1МП։ UbrFbl;SlUil;(4I.irh«tIMiIM. P-ll.'I.U.iiPLbPb 
l;lJjiiSPH.IISl‘l>i։HHUb l/J.I-diSb >U.Ç<I.U.I‘4i;

4. ir. пишицы՛

U il’ »1» n ф n ։ U՜

I՝I iniuijt[i4à /»b {iliiitjlti) u{uiU’/ui>iiltH[uid //[ r«b tn/fib I՝ jkhmfttn-

'.my!uiplfi!in'll litinipfi tii'ltuijfitnfil) (iii^ntiîii h ^[l.lftnput֊ 

UIIUIlAlllItllIIlbttlP fut'h nifUt irifl ИчЪЫ.рр; fi'turilllbpp llttïl>lllbull[nitl(ttn) /. lïbllltlt- 

lliuljiuïi iLpinnil t, t/Ill'll if ni,f l։ >111 tltttlll tnntl p 111 If Ill'll tfUl^Ul^ 11Ч1Ч hpillfl lul'h

VtUlJjt
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JLSmII.’iIJ.i. nil: Ml'SlIbP-r.lliq.-bljI'l՛ lJ.4imirbU.3l« Sb’l.b’iU.'lbl1
ИЗВЕСТИЯ А К А Д EM И 11 II А У К А P M Я II С К О II ССР

Ul-juuiri^ui XL|։ № 5, 198$

УДК 532.516

ОБ ОДНОМ ТОЧНОМ РЕШЕНИИ УРАВНЕНИЯ НАВЬЕ-СТОКСА
БАБАДЖАНЯН Г А. МНЛПАКЛНЯН Р. Ж.

Рассматривается развитие стационарного изотермического тече­
ния вязкой несжимаемой жидкости между параллельными плоскости-
мн. одна из которых совершает плоско-параллельное посту нательное 
движение с заданной скоростью^. Задачи о ишамическом нзаимодей- 
ствил потока жидкости пли газа с подвижными поверхностями имеют 

№ многие практические приложения в современной технике.
Теоретические исследования этих задач имеют специфические осо­

бенности [I. 2. 3].
В большинстве этих исследований, кроме того, чго за основу нс- 

! ход вы л уравнений принимаются линеаризованные уравнения Павьс- 
-Стоксэ. принимается также, что давление в поперечном сечении ка­
нала постоянно, которое, по нашему мнению, несколько искажает ис­
тинную картину движения

В работе делается попытки решить задачу, сохранив н правой 
части второго уравнения движения (\равнения Напье-Стокса) иен

Нг—. то есть '’честь изменения давления в поперечном сечении плос- 
ду1

кого канала Тогда, исходные уравнения движения жидкости можно 1 взять в следующем виде:

,'дих _ I др д"у. 1 дрd‘i\. dv^ m:
дх р дх ду2 о ду ду9 ' дх ду

Т этой системе уравнения (՛ есть средняя расходная скорость 
основного потока по сечению в начале трубы, и v, соответствую­
щие компоненты скорости по осям 0.Y и ОК. р—давление, р—плот­
ность, '-кинематический коэффициент вязкости жидкости.

Если начало осн ОУ принимать на средней линии между плос­
костями, го граничные условия задачи ՛ развитии течения буду։ иметь 
вид:

при д* = О г*.г= U — const, р=-рн — const

при у = А x>q, •?>,. = Z7V ®у = 0 (2)

при у=— h л>0, v.K — 0, 'Цу = 0

Здесь рн—значение давления в начале трубы, /?—пол у расстоя­
ние между плоскостями.

Вводя новые переменные
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г« — . , r±=—, ps'__ LI* :
Л h (‘

СНСЮМЛ уранненни (I) h граничные услоиии (2) примул слсдующн! 
вид:

дц дР ’ &й дР ! д'г՝ ди дг Л ..
df кс д.’ д'. Rc д? te ч\ '

при ГадО /—О, Р*0

при . 1 ->0. и = I, ^-«0

Урш.пенни (1) npi. ранн пых уг.пчшж <51 решаем с нпмишыо опера՛ 
цнон|юг<> исчкслсннп применяя ►. сравнениям (I) и граничным ytyio՛ 
nn.i.M (5) ф ii. Hii ֊на.клин ;;j ;։i6p'5.HHi:iii.ic Лапласа, 1Н..Г.Ч11М՛

-,u tp

tfP 1 iPf di 
ТА֊ rf?’ '"4 rf7=0

np’.l 4 =1 r*>0 // = ——— -- , ®ад»'О 
U f

при ;=—t 3>o й=— t» = 0

З.ись >.— пар«*.5С7р прсобразгташы Лапласа. П.ч системы \ равней 

нпн (<») для :• получим с.и.г.?>։։ке дифференциальное уравнение:

^HP֊>Re)^: = 0 (8|
/Г,4 d.-

Решая уравнение ։8) и ■•.чи;»«»:• »• гэрлилше услоппя (7), для v будем 
иметь

а_ I s:i:3՜- — а — I cos3 - соф.
2 kc.s3 —sin’s 2 ?sfn£

Из систему ура т ян ■ (6) :л,1 п и /\ тоотоетстеенио. п лучим: 

֊  а I stn£ - fcosfc a I sitifc

2 /(/cos'4—sfn3) 2 »-sin?

. _ л I 3/coss՜.- Resin; a — I sin?L 
P~ 2 РсЦ8с »s3-sin?) 2 Reslh?

Здесь a=4zA», >rc 
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Совершив обратные преобразования Лапласа и переходя к старым пе- 

рсменпнм. для :>у, и, и р получим

'у
V _ 1 /1

2/ л-Ре V А
в? г<ЙпУ-Л 

51пЗя

--------- 1( —I )*С08-А’У /.֊-1 |еХрЬ'лХ-А) 
Ре

(12)

Г.г -
и 2֊

'2/г

— 1 |ехр( >)Х А) ՛. ։
ч, ( 1ГЫр^у7, 

Г.
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В формулах (12), (13) и (.11) и /*—соответственно, 
простые »трицательные корни уравнений tgVfл; /„1<е-֊»'/• /..„R։՛, 

Ч Ее/* — -*/г* = 0.

Найдем значение силы трения.
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Значения трения

----- -— (I )*Сб§: Ау/7/ 
2Х* - Ее

на стенках будут
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На бесконечном у.-.аленив от начала трубы, то есть для стабилизи­
рованного участка течения .мачения искомых величин будут 
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Сила трения на стенках ։ля стабилизированного участка приме!
следующие точения:

֊. V С-’с.-зл), Ызс -ut)
h fi

(19|

Анализ полученных резулыатов:
i, Формулы (12). (1.3), (14) и (15) ,.аи)г решение поставленной 

отдачи в уточненном виде по сравнению с работой [2]. так к;.к здест 
давление принимается переменным по поперечному направлению кана­
ла {согласно второму уравнению сис-смы (!)). Как килю из этих 
выражений, уточненные результаты искомых функций отличаются от 
результатов, полученных в работе [2].

2. Для стабилизированного участка (л—<х>) результаты решении, 
полученных в угон работе, полностью совиа ипот с результатами рабо­
ты [2]. го есть на этом участке изменения законов скоростей, давле 
ния и силы трения не зависят от того. принимается ли давление не 
ременным в поперечном направленнь канала или пег.

3. Как показывают полученные формулы и соответствующие вы-
чпе !сния, сила трения 
зпроваппом участке.

4. Из полученных
|.։я всего движения л

в начальном участке больше, чем в статный-

формул видно, что изменения искомых величии 
особенно для стабилизированного участка су

щесгвенно завися, от скорей гей подвижно։! стенки ( ) и основного
потока ( и՝). Эта особенность явно проявляется при вычислении ।рения 
на стенках. Как показывают полученные формулы, выбором скоростей
подвижной стенки и основного потока можно управлять значением
трения на стенках.

Законы изменения трения на стенках показаны на фиг. 1, 2 
Графики построены при следующих данных: Ке-=|0, 6/ = 0,1 м сек 
6'։ = 0; Շ\ = 0.56; = ՍՀ=\ձՍ.

Из фигур видно, что в случае Շ՚՚։ = 0 ՜հ и -~հ равны по абсо­
лютным значениям, противоположны по направлениям, при увеличе 
нии л՜ уменьшаются и в пределе, когда л* -ос (и стабилизированном 
участке) принимают постоянные значения.

Вычисления показывают (фиг. 1,2), что при увеличении скорое
ти верхней стенки Г'. и •~/l уменьшаются. При этом в диапазоне
0<УЛ<Ч ,56' отрицательно. При возрастании л*. -՛՛֊' уменьшается по 
абсолютному значению и принимает свое минимальное значение для
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опред ленного х, зато i увеличивается и вдали от на чаль «ого сече­
ния принимает постоянные зчзченич. р։зл.։ ihi;е для разных значений

Из фигур видно, что и:> всех случаях трение на стенках умень­
шается при увеличении с то есть трение в стабилизированном участ­
ке меньше, чем в наи.мп участке капали. Трение на ни.кней не­
подвижной стенке монотонно убывает как при возрастании так и 
при увеличении х. оставаясь всегда положительным.

Фиг. 2

На фигурах пунктир'ы.ми кривыми показаны изменения -!: и 
в -. л . чае. когда дриу—^. Как видно. значения ՛' и . Л в этом слу­
чае больше значений этих величии, когда ор 0\՝ о (то есть в нашем 
гл,՛. ՛. :е) Все остальные вышеуказанные злхономерност : в обоих пред­
положениях остаются в сале.

Следовательно, уточненное решена.* .-.адачи качественно не отли­
чается 01 предыдущих, имеются iv.it.ко количественные поправки.

Из фигур видно также, что ;ля всех значений I\-+() сила трения 
на нижней неподвижной стенке больше силы трения на верхней под­
вижной стенке.

Из полученных формул и фигур выявляются все специфические 
'особенности данного движения.

Результаты дайкон работы качественно подтверждают результату 
и выводы работы [»].

ABOUT ONE EXACT SOLUTION F NAVIER—STOKES EQUATION
G. A. BABADJANIAN. R. G. MNATSAKANIAN
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